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Mestre em Matemática, área de Equações Diferenciais
Parciais, junto ao Programa de Pós Graduação em
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Resumo

Neste trabalho, analisaremos o problema de boa colocação do problema de valor inicial
para a equação semilinear do calor. Mostraremos a existência de solução global mild,

quando o dado inicial u0 pertence ao espaço L
n(ρ−1)

2 −fraco e tem norma suficientemente
pequena.

Palavras-chave: Equação semilinear do calor, Lp−fraco, Espaços de Lorentz.



Abstract

In this work, we discuss the well−posedness of the initial value problem for the
semilinear heat equation. We show the existence of global mild solution, when the initial

data u0 belong to weak L
n(ρ−1)

2 space with a sufficiently small norm.

Keywords: Semilinear heat equation, Weak Lp, Lorentz spaces.



Introdução

Neste trabalho, estudaremos o problema de Cauchy para a equação semilinear do calor,
o qual é dado por

{
ut −∆u+ f(u) = 0, em (0, T )× Rn,
u(0) = u0, em Rn, (1)

em que f : R→ R satisfaz

|f(a2)− f(a1)| ≤ C|a2 − a1|
(
|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1

)
e f(0) = 0,

para todo a1, a2 ∈ R e algumas constantes C > 0, ρ > 1.
Para resolver tal problema, adotaremos o procedimento clássico para analisar equações

diferenciais, ou seja, procuraremos por soluções do problema em um sentido mais fraco,
de forma que a solução do problema original também seja uma solução no sentido mais
fraco. A solução fraca, com a qual iremos trabalhar, é conhecida como solução mild ou
solução branda.

Na literatura podemos encontrar vários importantes trabalhos dedicados ao estudo da
existência e unicidade de solução para o problema de Cauchy (1), veja, por exemplo, [16],
[17] e [9].

Em [16], Weissler mostrou existência e unicidade de solução local no tempo com u0 ∈

Lp e p ≥ n(ρ− 1)

2
> 1. Em [17], Weissler provou a existência de solução mild global em

Lp quando p =
n(ρ− 1)

2
, com o dado inicial suficientemente pequeno. Vale ressaltar que

em [16] e [17], Weissler mostrou a unicidade de solução com a seguinte condição adicional:

lim
t→0

t
α
2 ‖u‖q = 0, α =

1

ρ− 1
− n

2q
e
n(ρ− 1)

2
< q <

nρ(ρ− 1)

2
.

Em [9], Giga construiu uma única solução local regular em Lr((0, T );Lq) com restrições
em r e q para que a norma seja invariante pelo scaling (ou relação de escala).

O principal resultado apresentado nesta dissertação, baseado no artigo [7], é o teorema
de existência e unicidade de solução mild global para a equação semilinear do calor (1)
quando o dado inicial u0 possui norma suficientemente pequena e pertence ao espaço

ix



SUMÁRIO x

L
n(ρ−1)

2 −fraco.

Esta dissertação está organizada em 3 caṕıtulos. A seguir faremos uma breve descrição
do conteúdo de cada um deles.

No caṕıtulo 1, apresentamos conceitos preliminares que servirão de base para a teoria
que queremos estudar nos caṕıtulos posteriores. Começamos lembrando brevemente a
definição dos espaços Lp. Em seguida, definimos o conceito de função distribução e
demonstramos alguns resultados e propriedades. Tal função será importante para definir
os espaços Lp−fracos. Vale ressaltar que tais espaços contém os espaços Lp. Para
continuar os estudos preliminares, apresentamos o conceito de função rearranjo e algumas
propriedades e resultados envolvendo tal função, como por exemplo, a desigualdade de
Hardy- Littlewood. Para finalizar o primeiro caṕıtulo, definimos a função duplo rearranjo
e demonstramos algumas propriedades e resultados envolvendo tal função.

No caṕıtulo 2, começamos definindo os espaços de Lorentz Lp,q e sua quase norma que
envolve a função rearranjo. Mostramos também que os espaços de Lorentz Lp,q contém os
espaços de Lebesgue Lp e suas relações de escala coincidem. Serão apresentados alguns
resultados, como por exemplo, a desigualdade de Hardy, que também será utilizada para
provar a desigualdade de Young na Seção 2.2. Em seguida, com o aux́ılio da função
duplo rearranjo, definimos uma norma para o espaço de Lorentz e mostramos que ela
é equivalente a quase norma definida anteriormente. Alguns resultados envolvendo tal
norma serão apresentados, como por exemplo, o lema de Calderón e a completude dos
espaços de Lorentz. Em seguida, mostramos o teorema de interpolação de Marcinkiewicz.
Para finalizar os estudos sobre os espaços de Lorentz, apresentamos a desiguladade de
Young e Hölder generalizadas, que serão muito utilizadas nos resultados centrais desta
dissertação ( Caṕıtulo 3 ).

No caṕıtulo 3, apresentamos novamente a equação semilinear do calor (1) e calculamos
a solução do problema linear associado. A solução encontrada gera um semigrupo S(t)
via convolução com o núcleo de Gauss-Weierstrass. Depois de encontrarmos algumas
estimativas para o semigrupo do calor, apresentamos a formulação integral do problema
(1), que é dada por,

u(t, x) = S(t)u0(x)−
∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x))ds. (2)

Em seguida, formalizamos o conceito de solução mild para o problema (1) - (2)
(Definição 3.3.1) e enunciamos o principal resultado deste trabalho, o teorema de boa
colocação para o problema (1). De fundamental importância para a prova deste teorema
é o lema abstrato que é apresentado na sequência. Com o intuito de aplicar o lema
abstrato, estimamos os termos não linear e linear da equação (2) e apresentamos resultados
de convergência dos mesmos. Tendo em mãos essas ferramentas, conclúımos o trabalho
demonstrando o teorema de boa colocação.



Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentamos definições e resultados necessários para o desenvolvi-
mento de todo nosso trabalho. Na seção 1.1, apresentamos os espaços de Lebesgue Lp, a
função distribuição e os espaços Lp−fracos. Na seção 1.2, definimos a função rearranjo
e duplo rearranjo, e demonstramos algumas propriedades de tais funções. Na seção 1.3,
definimos o conceito de convergência em medida e apresentamos alguns resultados que
serão utilizados no Caṕıtulo 2, para mostrar a completude dos espaços de Lorentz. Os
resultados apresentados nessas seções podem ser encontrados em [1], [6], [8], [10] e [13].

1.1 Espaços Lp e Lp−fracos

Iniciaremos fixando um espaço de medida σ−finita (X,M, µ). No Caṕıtulo 3, considera-
remos X = Rn, M como a σ−álgebra dos conjuntos Lebesgue mensuráveis e µ como a
medida de Lebesgue. Denotaremos por p′ o expoente conjugado de p, ou seja,

1

p
+

1

p′
= 1, com 1 ≤ p ≤ ∞.

Definição 1.1.1 Seja 1 ≤ p <∞. O espaço de Lebesgue Lp(X,µ), é o conjunto de todas

funções f definidas em X, mensuravéis, tais que ‖f‖p <∞, em que

‖f‖p =

(∫
X

|f(x)|pdµ
) 1

p

. (1.1)

Para p = ∞, L∞(X,µ) é o conjunto de todas funções f definidas em X, mensuravéis,

tais que ‖f‖∞ <∞, em que

‖f‖∞ = sup ess
x∈X

|f(x)| = inf {B > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > B}) = 0} .

12
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Observação 1.1.2

- Duas funções em Lp são consideradas iguais se elas são iguais q.t.p.

- Os espaços Lp são espaços de Banach.

A seguir definimos a função distribuição de uma função mensurável.

Definição 1.1.3 Seja f uma função definida em X, mensurável. A função distribução

de f é a função λf : [0,∞)→ [0,∞], definida por

λf (s) = µ ({x ∈ X : |f(x)| > s}) . (1.2)

Exemplo 1.1.4 Seja f uma função simples positiva definida em X, ou seja,

f(x) =
n∑
i=1

aiXEi(x),

onde a1 > a2 > · · · > an > 0 e Ei = {x ∈ X : f(x) = ai}, i = 1, . . . , n, são disjuntos dois

a dois.

Então, a função distribuição de f , é dada por

λf (s) =
n∑
i=1

CiX[ai+1,ai)(s),

onde Ci =
i∑

j=1

µ(Ej), 1 ≤ i ≤ n, e C0 = 0, com a0 =∞ e an+1 = 0.

De fato,

Se a1 ≤ s, então {x ∈ X : |f(x)| > s} = ∅ e assim λf (s) = 0.

Se a2 ≤ s < a1, então {x ∈ X : |f(x)| > s} = E1 e assim λf (s) = µ(E1).

Se a3 ≤ s < a2, então {x ∈ X : |f(x)| > s} = E1 ∪E2 e assim λf (s) = µ(E1) + µ(E2).

...

Se 0 ≤ s < an, então {x ∈ X : |f(x)| > s} =
n⋃
i=1

Ei e, portanto, λf (s) =
n∑
i=1

µ(Ei).

Dáı, podemos escrever

λf (s) =
n∑
i=1

CiX[ai+1,ai)(s),
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onde Ci =
i∑

j=1

µ(Ej), se 1 ≤ i ≤ n, e C0 = 0, com a0 =∞ e an+1 = 0.

Figura 1.1: Função simples Figura 1.2: Função distribução

O próximo resultado nos fornece propriedades da função distribução, que serão fre-
quentemente usadas nesta dissertação.

Teorema 1.1.5 Sejam f, g funções mensuráveis definidas em X, então

1. λf é não-crescente e cont́ınua à direita em [0,∞).

2. Se |f | ≤ |g|, então λf ≤ λg.

3. Se {|fn|} é uma sequência de funções que cresce para |f |, então λfn cresce para

λf .

4. λαf (s) = λf

(
s

|α|

)
, para todo α ∈ Rr {0}.

5. λf+g(s1 + s2) ≤ λf (s1) + λg(s2).

Demonstração:

1. Sejam 0 ≤ s1 < s2. Considere os conjuntos

E1 = {x ∈ X : |f(x)| > s1} e E2 = {x ∈ X : |f(x)| > s2}.

Então E2 ⊂ E1, pois se x ∈ E2, temos |f(x)| > s2 e, como s2 > s1, segue que
|f(x)| > s1, ou seja, x ∈ E1.
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Logo, pela monotonia da medida µ, temos µ(E2) ≤ µ(E1).
Além disso,

λf (si) = µ ({x ∈ X : |f(x)| > si}) = µ(Ei), para i = 1, 2.

Como µ(E2) ≤ µ(E1), temos λf (s2) ≤ λf (s1).
Portanto, λf é não-crescente.

Sejam s ∈ [0,+∞) e {εn}n∈N ⊂ [0,+∞) uma sequência que decresce para 0.
Considere os conjuntos

E0 = {x ∈ X : |f(x)| > s} e En = {x ∈ X : |f(x)| > s+ εn}, onde n ∈ N.

Assim, En ⊂ E0, pois se x ∈ En, então |f(x)| > s + εn e, como s + εn > s, logo
|f(x)| > s, ou seja, x ∈ E0.
Além disso,

∞⋃
n=1

En = E0. (1.3)

De fato, como En ⊂ E0, para todo n ∈ N, segue que
∞⋃
n=1

En ⊂ E0.

Para verificar a inclusão contrária, seja x ∈ E0, então, |f(x)| > s. Assim, existe
n0 ∈ N tal que |f(x)| > s + εn0 e como εn0 > εn0+1, temos |f(x)| > s + εn0+1, logo

x ∈ En0+1, ou seja, x ∈
∞⋃
n=1

En.

Assim a igualdade (1.3) se verifica.
Pelas propriedades da medida µ, como {En}n∈N é crescente, temos

lim
n→∞

µ(En) = µ

(
∞⋃
n=1

En

)
.

Como µ(En) = λf (s+ εn) e µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= µ(E0) = λf (s), segue que

lim
n→∞

λf (s+ εn) = λf (s).

Portanto, λf é continua à direita em [0,∞).

2. Seja s ∈ [0,∞). Considere os conjuntos

A = {x ∈ X : |f(x)| > s} e B = {x ∈ X : |g(x)| > s}.
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Então A ⊂ B, pois se x ∈ A, segue que |f(x)| > s. Como pela hipótese |f | ≤ |g|,
então |g(x)| > s, ou seja x ∈ B.
Assim, pela monotonia da medida µ temos µ(A) ≤ µ(B) e, como

λf (s) = {x ∈ X : |f(x)| > s} = µ(A) e λg(s) = {x ∈ X : |g(x)| > s} = µ(B),

obtemos λf (s) ≤ λg(s), ∀ s ∈ [0,∞).
Portanto λf ≤ λg.

3. Como {|fn|}n∈N é uma sequência crescente que converge para |f |, então |fn| ≤ |f |,
para todo n ∈ N.

Seja s ∈ [0,∞) e considere os conjuntos

F0 = {x ∈ X : |f(x)| > s} e Fn = {x ∈ X : |fn(x)| > s}, onde n ∈ N.

Assim Fn ⊂ F0, pois se x ∈ Fn, então |fn(x)| > s. Como |fn(x)| ≤ |f(x)| segue que
|f(x)| > s, ou seja, x ∈ F0.

Além disso,
∞⋃
n=1

Fn = F0. (1.4)

De fato, como Fn ⊂ F0, para todo n ∈ N, segue que
∞⋃
n=1

Fn ⊂ F0.

Para verificar a inclusão contrária, seja x ∈ F0, então |f(x)| > s. Como |fn| → |f |
de forma crescente, então existe n0 ∈ N tal que |f(x)| > |fn0(x)| ≥ s, e assim,

|f(x)| > |fn0+1(x)| > |fn0(x)| ≥ s,

logo x ∈ Fn0+1, ou seja, x ∈
∞⋃
n=1

Fn. Assim a igualdade (1.4) se verifica.

Pelas propriedades da medida µ, como {Fn}n∈N é crescente, temos

lim
n→∞

µ(Fn) = µ

(
∞⋃
n=1

Fn

)
.

Uma vez que µ(Fn) = λfn(s) e µ

(
∞⋃
n=1

Fn

)
= µ(F ) = λf (s), segue que lim

n→∞
λfn(s) =

λf (s).
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Além disso, como Fn ⊂ Fn+1, para todo n ∈ N, então

λfn(s) = µ(Fn) ≤ µ(Fn+1) = λfn+1(s), para todo n ∈ N.

Portanto, λfn → λf de forma crescente quando n→∞.

4. Seja s ∈ [0,∞), e α 6= 0, então

λαf (s) = µ ({x ∈ X : |αf(x)| > s})
= µ ({x ∈ X : |α||f(x)| > s})

= µ

({
x ∈ X : |f(x)| > s

|α|

})
= λf

(
s

|α|

)
.

Portanto λαf (s) = λf

(
s

|α|

)
, ∀α 6= 0.

5. Sejam s1, s2 ∈ [0,∞). Considere os conjuntos

A = {x ∈ X : |f(x)| > s1},
B = {x ∈ X : |g(x)| > s2} e

S = {x ∈ X : |f(x) + g(x)| > s1 + s2}.

Logo, S ⊂ A ∪B.
De fato, seja x ∈ S, então |f(x) + g(x)| > s1 + s2. Dáı, segue que

s1 + s2 < |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)|. (1.5)

Assim, temos x ∈ A ou x ∈ B, pois caso contrario, teŕıamos x /∈ A e x /∈ B, ou seja
|f(x)| ≤ s1 e |g(x)| ≤ s2 e assim

|f(x)|+ |g(x)| ≤ s1 + s2,

o que contradiz a desigualdade (1.5). Portanto, x ∈ A ∪B.
Pelas propriedades da medida µ, tem-se

µ(S) ≤ µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B).

Como λf+g(s1 + s2) = µ(S), λf (s1) = µ(A) e λg(s2) = µ(B), temos

λf+g(s1 + s2) ≤ λf (s1) + λg(s2).
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�
O próximo resultado fornece uma importante caracterização da norma Lp em termos

da função distribuição.

Proposição 1.1.6 Sejam 0 < p <∞ e f ∈ Lp(X,µ). Então

‖f‖pp = p

∫ ∞
0

sp−1λf (s)ds. (1.6)

Demonstração: Pelo teorema de Fubini, obtemos

p

∫ ∞
0

sp−1λf (s) ds = p

∫ ∞
0

sp−1
∫
X

X{x∈X:|f(x)|>s}(x) dµ ds

=

∫
X

∫ ∞
0

p sp−1X{x∈X:|f(x)|>s}(x) ds dµ

=

∫
X

∫ |f(x)|
0

p sp−1 ds dµ

=

∫
X

|f(x)|p dµ

= ‖f‖pp.

�

Definição 1.1.7 Seja 0 < p < ∞. O espaço Lp-fraco, denotado por Lp,∞(X,µ), é o

conjunto de todas funções f definidas em X, mensuráveis, tais que [ f ]p <∞, em que

[f ]p =

(
sup
s>0

spλf (s)

) 1
p

. (1.7)

Para p =∞, Lp-fraco é por definição o espaço de Lebesgue L∞.

Observação 1.1.8 [ · ]p não é uma norma, pois a propriedade da desigualdade triangular

não é válida. Porém vale a seguinte desigualdade triangular modificada: [f + g]p ≤

21+ 1
p (max{[f ]p, [g]p}) .

De fato, sejam f, g ∈ Lp,∞, pelo Teorema 1.1.5, item 5, temos λf+g(
s
2

+ s
2
) ≤ λf (

s
2
) +

λg(
s
2
). Assim,

[f + g]pp = sup
s>0

sp λf+g(s)

≤ sup
s>0

sp
(
λf

(s
2

)
+ λg

(s
2

))
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≤ sup
s>0

sp λf

(s
2

)
+ sup

s>0
sp λg

(s
2

)
= 2p sup

s>0

(s
2

)p
λf

(s
2

)
+ 2p sup

s>0

(s
2

)p
λg

(s
2

)
= 2p

(
[f ]pp + [g]pp

)
≤ 2p

(
2 max{[f ]pp, [g]pp}

)
= 2p+1

(
max{[f ]pp, [g]pp}

)
,

ou seja,

[f + g]p ≤ 21+ 1
p
(
max{[f ]pp, [g]pp}

) 1
p

= 21+ 1
p (max{[f ]p, [g]p}) .

Observe ainda que se f ∈ Lp,∞, então

[f ]p = 0 ⇔ sup
s>0

s λf (s)
1
p = 0

⇔ s λf (s)
1
p = 0, ∀ s > 0

⇔ λf (s) = 0, ∀ s > 0

⇔ µ ({x ∈ X : |f(x)| > s}) = 0, ∀ s > 0

⇔ f = 0 q.t.p.

Além disso, se α ∈ R e f ∈ Lp,∞, então

• para α = 0, tem-se

[αf ]p = sup
s>0

s λαf (s)
1
p = 0 = |α|[f ]p.

• para α 6= 0, pelo Teorema 1.1.5, item 4 tem-se λαf (s) = λf

(
s
|α|

)
. Assim,

[αf ]p = sup
s>0

s λαf (s)
1
p

= sup
s>0

s λf

(
s

|α|

) 1
p

= |α| sup
s>0

s

|α|
λf

(
s

|α|

) 1
p

= |α|[f ]p.
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Portanto, [ . ]p : Lp,∞ → R é uma quase norma, para 0 < p <∞.

O resultado a seguir será útil para mostrar que os espaços Lp− fraco são maiores do
que os espaços de Lebesgue Lp. Sua demonstração pode ser encontrada, por exemplo, em
[8].

Proposição 1.1.9 (Desigualdade de Chebyshev) Sejam 0 < p <∞, f ∈ Lp(X,µ) e

s > 0, então

µ ({x ∈ X : |f(x)| > s}) ≤
(
‖f‖p
s

)p
.

Proposição 1.1.10 Sejam 0 < p < ∞, f ∈ Lp(X,µ) e s > 0, então f ∈ Lp,∞. Além

disso,

[ f ]p ≤ ‖f‖p.

Demonstração: Seja s > 0, pela Desigualdade de Chebyshev, tem-se

λf (s) = µ ({x ∈ X : |f(x)| > s}) ≤
(
‖f‖p
s

)p
,

ou seja,

λf (s) ≤
‖f‖pp
sp

.

Assim,

sup
s>0

s λf (s)
1
p ≤ ‖f‖p.

Portanto,
[ f ]p ≤ ‖f‖p.

�

Observação 1.1.11 Lp  Lp,∞.

De fato, seja f : R → R definida por f(x) = x−
1
p , com 0 < p < ∞ e µ a medida de

Lebesgue.
Como

λf (s) = µ ({x ∈ R : |f(x)| > s})

= µ
(
{x ∈ R : |x|−

1
p > s}

)
= µ

(
{x ∈ R : |x|−1 > sp}

)
= µ

(
{x ∈ R : |x| < s−p}

)
= 2s−p.
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Logo,

[f ]p = sup
s>0

s λf (s)
1
p

= sup
s>0

s
(
2 s−p

) 1
p

= 2
1
p <∞.

Assim, f ∈ Lp,∞.
Por outro lado,

‖f‖pp =

∫
R

∣∣∣ |x|−1
p

∣∣∣p dµ
=

∫
R

1

|x|
dµ

= 2

∫ ∞
0

1

x
dµ =∞.

Assim, f /∈ Lp.

1.2 As Funções Rearranjo e Duplo Rearranjo

O objetivo desta seção é introduzir as funções rearranjo e duplo rearranjo e apresentar
algumas de suas propriedades, que serão de grande importância no decorrer deste trabalho.

Definição 1.2.1 Seja f uma função definida em X, mensurável. A função rearranjo de

f é a função f ∗ : [0,∞)→ [0,∞] definida por

f ∗(t) = inf{s > 0 : λf (s) ≤ t}. (1.8)

Vamos usar a convenção inf ∅ = ∞. Assim, se λf (s) > t, para todo s ≥ 0, então
f ∗(t) =∞.

Exemplo 1.2.2 Considere f , função simples positiva, como no Exemplo 1.1.4, ou seja,

f(x) =
n∑
i=1

aiXEi(x),

em que a1 > · · · > an > an+1 = 0 e {Ei}ni=1 são disjuntos dois a dois.

Vamos calcular o rearranjo f ∗ de f .
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Como podemos ver no Exemplo 1.1.4, a função distribuição de f é dada por

λf (s) =
n∑
i=1

CiX[ai+1,ai)(s),

com Ci =
i∑

j=1

µ(Ej), se i ∈ {1, ..., n}, C0 = 0, a0 =∞ e an+1 = 0.

Observe que, f ∗(t) = 0 quando t ≥ Cn. Além disso, para Cn−1 ≤ t < Cn, o menor

s > 0 tal que λf (s) ≤ t é an. Analogamente, para Cn−2 ≤ t < Cn−1, o menor s > 0 tal

que λf (s) ≤ t é an−1. Continuando com o mesmo racioćınio, podemos concluir que

f ∗(t) =
n∑
i=1

aiχ[Ci−1,Ci)(t).

Figura 1.3: Função simples Figura 1.4: Função rearranjo

Proposição 1.2.3 Seja f uma função definida em X, mensurável. Valem as seguintes

propriedades:

1. f ∗(λf (s)) ≤ s, ∀ s > 0, e λf (f
∗(t)) ≤ t, ∀ t > 0.

2. f ∗(t) > s se, e somente se, t < λf (s).

Demonstração:

1. Seja s > 0, considere o conjunto A = {u > 0 : λf (u) ≤ λf (s)}, então s ∈ A. Como
f ∗(λf (s)) = inf A, tem-se f ∗(λf (s)) ≤ s.
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Por outro lado, seja t > 0 e considere o conjunto

B = {s > 0 : λf (s) ≤ t}.

Uma vez que f ∗(t) = inf B, considere {sn}n∈N ⊂ B tal que sn converge para f ∗(t)
de forma não-crescente.

Como λf (sn) ≤ t, ∀n ∈ N, e pelo Teorema 1.1.5, item 1, tem-se que λf é cont́ınua
à direita, então λf (f

∗(t)) = lim
n→∞

λf (sn) ≤ t.

2. Suponha que s < f ∗(t). Considere o conjunto A = {u > 0 : λf (u) ≤ t}, então
s /∈ A, pois se s ∈ A, tem-se f ∗(t) = inf A ≤ s o que é um absurdo. Como s /∈ A,
então λf (s) > t.

Reciprocamente, suponha por absurdo que f ∗(t) ≤ s. Como λf é não-crescente,
temos

λf (s) ≤ λf (f
∗(t)).

Pelo item anterior, λf (f
∗(t)) ≤ t. Logo, λf (s) ≤ t, o que contradiz a hipótese.

Portanto, f ∗(t) > s.

�

Proposição 1.2.4 Seja f uma função definida em X, mensurável, então

‖f‖∞ = f ∗(0).

Demonstração: Pela definição da função rearranjo de f , tem-se

f ∗(0) = inf{s > 0 : λf (s) ≤ 0}
= inf{s > 0 : λf (s) = 0}
= inf{s > 0 : µ ({x ∈ X : |f(x)| > s}) = 0}
= sup ess

x∈X
|f(x)|

= ‖f‖∞.

�

Teorema 1.2.5 Sejam fn, f, g funções definidas em X, mensuráveis. Então:

1. f ∗ é não-crescente.

2. Se |f | ≤ |g|, então f ∗ ≤ g∗.

3. Se |fn| cresce para |f |, então f ∗n cresce para f ∗.
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4. (αf)∗ = |α|f ∗, ∀α ∈ R.

5. (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2), ∀ t1, t2 > 0.

6. f ∗ é continua à direita em [0,∞).

Demonstração:

1. Sejam t1 < t2. Considere os conjuntos

A = {s > 0 : λf (s) ≤ t1} e B = {s > 0 : λf (s) ≤ t2}.

Então A ⊂ B, pois se s ∈ A, tem-se λf (s) ≤ t1 e como t1 ≤ t2, então λf (s) ≤ t2, ou
seja, s ∈ B.

Dáı, inf B ≤ inf A, ou seja, f ∗(t2) ≤ f ∗(t1).

Portanto, f ∗ é não-crescente.

2. Como |f | ≤ |g|, pelo Teorema 1.1.5, item 2, temos λf ≤ λg. Considere os conjuntos

A = {u > 0 : λf (u) ≤ t} e B = {u > 0 : λg(u) ≤ t}.

Então B ⊂ A, pois se s ∈ B, tem-se λg(s) ≤ t e como λf ≤ λg, segue que λf (s) ≤ t,
ou seja, s ∈ A. Assim, segue que inf A ≤ inf B.

Portanto, f ∗ ≤ g∗.

3. Como |fn| ≤ |fn+1| ≤ |f |, para todo n ∈ N, então, pelo item 2, temos

f ∗n ≤ f ∗n+1 ≤ f ∗, ∀n ∈ N.

Note que se h = lim
n→∞

f ∗n, então h ≤ f ∗.

Por outro lado, se t > 0, como f ∗n(t) ≤ h(t) e λfn é uma função não-crescente, temos
λfn(h(t)) ≤ λfn(f ∗n(t)).

Pela Proposição 1.2.3, item 1, temos λfn(h(t)) ≤ λfn(f ∗n(t)) ≤ t. Além disso, pelo
Teorema 1.1.5, item 3, segue que λf (h(t)) ≤ t.

Assim, h(t) ∈ {s > 0 : λf (s) ≤ t}, então f ∗(t) ≤ h(t), ∀ t > 0.
Portanto,

f ∗ = h = lim
n→∞

f ∗n.

4. Sejam α ∈ R e t ≥ 0.

• Para α = 0, tem-se

(αf)∗(t) = inf{u > 0 : λαf (u) ≤ t} = 0 = |α|f ∗(t).
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• Para α 6= 0, pelo Teorema 1.1.5, item 4, tem-se λαf (u) = λf

(
u
|α|

)
. Assim,

(αf)∗(t) = inf{u > 0 : λαf (u) ≤ t}

= inf

{
u > 0 : λf

(
u

|α|

)
≤ t

}
= |α| inf

{
u

|α|
> 0 : λf

(
u

|α|

)
≤ t

}
= |α|f ∗(t).

5. Sejam t1, t2 > 0. Considere os conjuntos

A = {s1 > 0 : λf (s1) ≤ t1},
B = {s2 > 0 : λg(s2) ≤ t2} e

S = {s > 0 : λf+g(s) ≤ t1 + t2}.

Então A+ B ⊂ S, pois se s ∈ A+ B, então s = s1 + s2, em que s1 ∈ A e s2 ∈ B,
ou seja,

λf (s1) ≤ t1 e λf (s2) ≤ t2.

Assim, pelo Teorema 1.1.5, item 5, temos

λf+g(s) = λf+g(s1 + s2)

≤ λf (s1) + λg(s2)

≤ t1 + t2,

ou seja, s ∈ S.

Agora, para todo s1 ∈ A e s2 ∈ B, temos

(f + g)∗(t1 + t2) = inf S ≤ s1 + s2.

Tomando-se o ı́nfimo sobre todos os s1 ∈ A e s2 ∈ B, segue que (f + g)∗(t1 + t2) ≤
f ∗(t1) + g∗(t2).

6. Seja t0 ∈ [0,∞). Se f ∗(t0) = 0, como f ∗ é não-crescente, temos f ∗(t) ≤ f ∗(t0),
∀ t ≥ t0, logo f ∗(t) = 0, ∀ t ≥ t0.
Assim, f ∗ é continua à direita em t0.

Agora, se f ∗(t0) > 0, tome ε > 0 tal que 0 < ε < f ∗(t0). Seja {tn}n∈N ⊂ R+ uma
sequência decrescente tal que tn → 0, quando n→∞.

Como f ∗(t0) > f ∗(t0)−ε, então pela Proposição 1.2.3, item 2, temos t0 < λf (f
∗(t0)−

ε).
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Como tn → 0, e a = λf (f
∗(t0)− ε)− t0 > 0, então existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0,

segue que
tn < λf (f

∗(t0)− ε)− t0.

ou seja, t0 + tn < λf (f
∗(t0)− ε).

Então, pela Proposição 1.2.3, item 2, temos

f ∗(t0 + tn) > f ∗(t0)− ε.

Assim, |f ∗(t0 + tn)− f ∗(t0)| < ε, para todo n ≥ n0, logo f é continua à direita em
t0.

�

Lema 1.2.6 Seja f é uma função definida em X, mensurável. A função f ∗ é o rearranjo

de f se, e somente se

f ∗(t) = m ({s > 0 : λf (s) > t}) , (1.9)

em que m denota a medida de Lebesgue.

Demonstração: Pelo Teorema 1.1.5, item 2, temos que λf é não-crescente. Assim,

sup{s > 0 : λf (s) > t} = m ({s > 0 : λf (s) > t}) .

Então, usando a definição de λf , segue que

f ∗(t) = inf{s > 0 : λf (s) ≤ t}
= sup{s > 0 : λf (s) > t}
= m ({s > 0 : λf (s) > t}) .

�

Lema 1.2.7 Sejam f uma função definida em X, mensurável, e E 6= ∅ um conjunto

mensurável, então

(fXE)∗ (t) ≤ f ∗(t)X[0,µ(E)](t), ∀ t > 0. (1.10)

Demonstração: Como (fXE)(x) ≤ f(x), ∀ x ∈ X, pelo Teorema 1.1.5, item 2,

λ(fXE)(s) ≤ λf (s), para todo s > 0.

Considere os conjuntos,

A = {s > 0 : λ(fXE)(s) > t} e B = {s > 0 : λf (s) > t}.
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Assim, A ⊂ B, pois se s ∈ A, temos λ(fXE)(s) > t e, como λf (s) ≥ λ(fXE)(s) > t,
segue que λf (s) > t, ou seja, s ∈ B.

Pela monotonia da medida temos m(A) ≤ m(B). Usando o Lema 1.2.6, obtemos
(fXE)∗ (t) = m(A) e f ∗(t) = m(B). Assim,

(fXE)∗ (t) ≤ f ∗(t).

Além disso, se t ∈ [0, µ(E)], então

(fXE)∗ (t) ≤ f ∗(t) = f ∗(t)X[0,µ(E)](t).

Agora, se t > µ(E), uma vez que

λfXE(s) = µ ({x ∈ X : |(fXE)(x)| > s}) ≤ µ(E),

segue que
(fXE)∗(t) = inf{s > 0 : λfXE(s) ≤ t} = 0,

ou seja,
(fXE)∗(t) = 0 = f ∗(t)X[0,µ(E)](t).

Portanto,
(fXE)∗ (t) ≤ f ∗(t)X[0,µ(E)](t), ∀ t > 0.

�

Lema 1.2.8 Se f é uma função definida em X, mensurável, então

∫
X

|f(x)|dµ =

∫ ∞
0

λf (s) ds, (1.11)∫
X

|f(x)|dµ =

∫ ∞
0

f ∗(t) dt, (1.12)

sup
s>0

s λf (s) = sup
t>0

t f ∗(t). (1.13)

Demonstração: Se f é uma função simples positiva

f(x) =
n∑
i=1

aiXEi(x),

em que a1 > · · · > an > 0 e {Ei}ni=1 são dois a dois disjuntos, então, pelo Exemplo 1.1.4,
temos

λf (s) =
n∑
i=1

CiX[ai+1,ai)(s),
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com Ci =
i∑

j=1

µ(Ej), se i = 1, ..., n, C0 = 0, e an+1 = 0.

Assim,

∫
X

|f(x)| dµ =

∫
X

n∑
i=1

aiXEi(x) dµ

=
n∑
i=1

∫
X

aiXEi(x) dµ

=
n∑
i=1

aiµ(Ei)

= a1µ(E1) + a2µ(E2) + · · ·+ anµ(En)

= a1C1 + a2(C2 − C1) + · · ·+ an(Cn − Cn+1)

= C1(a1 − a2) + C2(a2 − a3) + · · ·+ Cn(an − an+1)

=
n∑
i=1

Ci(ai − ai+1). (1.14)

Por outro lado,

∫ ∞
0

λf (s) ds =

∫ ∞
0

n∑
i=1

CiX[ai+1,ai)(s) ds

=
n∑
i=1

∫ ∞
0

CiX[ai+1,ai)(s) ds

=
n∑
i=1

Ci(ai − ai+1). (1.15)

De (1.14) e (1.15), temos ∫
X

|f(x)| dµ =

∫ ∞
0

λf (s) ds. (1.16)

Agora, pelo Exemplo 1.2.2, temos

f ∗(t) =
n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t).

Dáı,

∫ ∞
0

f ∗(t) dt =

∫ ∞
0

n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t) dt
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=
n∑
i=1

ai(Ci − Ci−1)

= a1(C1 − C0) + a2(C2 − C1) + · · ·+ an(Cn − Cn−1)

=
n∑
i=1

aiµ(Ei)

=

∫
X

|f(x)| dµ. (1.17)

Além disso,
sup
s>0

s λf (s) = sup
1≤i≤n

aiCi = sup
t>0

t f ∗(t). (1.18)

Agora se f é uma função mensurável qualquer, então existe uma sequência {fn}n∈N
de funções simples, não negativas, tal que fn ≤ fn+1 e fn(x) → f(x), quando n → ∞,
∀x ∈ X. Considere ϕn(s) = λfn(s), para todo s > 0 e para todo n ∈ N. Assim {ϕn}n∈N
é uma sequência não negativa de funções simples e, pelo Teorema 1.1.5, item 3, tem-se
ϕn(s) ≤ ϕn+1(s), para todo n ∈ N e para todo s > 0, e

ϕn(s) −→ λf (s), quando n→∞. (1.19)

Além disso, se ψn(t) = f ∗n(t), para todo t > 0 e para todo n ∈ N, então {ψn}n∈N é
uma sequência de funções simples não negativas, pelo Teorema 1.2.5 e, item 3, temos
ψn(t) ≤ ψn+1(t), para todo n ∈ N e para todo t > 0 e

ψn(t) −→ f ∗(t), quando n→∞. (1.20)

E pelo Teorema da Convergência Monótona, obtém-se∫
X

|f(x)| dµ = lim
n→∞

∫
X

| fn(x) | dµ,∫ ∞
0

λf (s) ds = lim
n→∞

∫ ∞
0

ϕn(s) ds

= lim
n→∞

∫ ∞
0

λfn(s) ds

e ∫ ∞
0

f ∗(t) dt = lim
n→∞

∫ ∞
0

ψn(s) ds

= lim
n→∞

∫ ∞
0

f ∗n(t) dt.
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Logo, de (1.16) e (1.17), tem-se∫
X

|fn(x)| dµ =

∫ ∞
0

λfn(s) ds, e

∫
X

|fn(x)| dµ =

∫ ∞
0

f ∗n(t) dt,∀n ∈ N

Então, ∫
X

|f(x)| dµ =

∫ ∞
0

λf (s) ds e

∫
X

|f(x)| dµ =

∫ ∞
0

f ∗(t) dt.

Além disso, usando (1.18), (1.19) e (1.20), segue que

sup
s>0

s λf (s) = sup
t>0

t f ∗(t).

�

Teorema 1.2.9 Sejam 0 < p <∞ e f uma função definida em X, mensurável, então

∫
X

|f(x)|pdµ =

∫ ∞
0

(f ∗(t))p dt, (1.21)

sup
s>0

s λf (s)
1
p = sup

t>0
t
1
p f ∗(t). (1.22)

Demonstração: Pela igualdade (1.12), do Lema 1.2.8, tem-se∫
X

|f(x)|pdµ =

∫ ∞
0

(|f |p)∗(t) dt.

Além disso, (|f |p)∗(t) = (f ∗(t))p, pois

(|f |p)∗(t) = inf{s > 0 : λ|f |p(s) ≤ t}
= inf{s > 0 : µ ({x ∈ X : |f(x)|p > s}) ≤ t}
= inf{s > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > s

1
p}) ≤ t}

= inf{s > 0 : λf (s
1
p ) ≤ t}

=
(

inf{s
1
p > 0 : λf (s

1
p ) ≤ t}

)p
= (f ∗(t))p .

Assim, ∫
X

|f(x)|pdµ =

∫ ∞
0

(|f |p)∗(t) dt =

∫ ∞
0

(f ∗(t))p dt.

Agora, pela igualdade (1.13) do Lema 1.2.8, temos

sup
s̃>0

s̃ λ|f |p(s̃) = sup
t>0

t (|f |p)∗(t).
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Assim,

sup
t>0

t
1
pf ∗(t) = sup

t>0
[ t (f ∗(t))p ]

1
p

= sup
t>0

[ t (|f |p)∗(t) ]
1
p

= sup
s̃>0

[ s̃ λ|f |p(s̃) ]
1
p

= sup
s̃>0

[ s̃ λf (s̃
1
p ) ]

1
p

= sup
s>0

[ spλf (s) ]
1
p , onde s = s̃

1
p

= sup
s>0

sλf (s)
1
p ,

ou seja,

sup
s>0

sλf (s)
1
p = sup

t>0
t f ∗(t).

�
O Lema a seguir nos ajudará a provar a desigualdade de Hardy-Littlewood.

Lema 1.2.10 Sejam f uma função definida em X, mensurável, ε > 0 e E um conjunto

mensurável, com µ(E) ≤ ε. Então

∫
E

|f(x)| dµ ≤
∫ ε

0

f ∗(t) dt. (1.23)

Demonstração: Pelo Lema 1.2.7, tem-se

(fXE)∗(t) ≤
(
f ∗X[0,µ(E))

)
(t).

Assim, ∫ ∞
0

(fXE)∗(t) dt ≤
∫ ∞
0

(
f ∗X[0,µ(E))

)
(t) dt

=

∫ µ(E)

0

f ∗(t) dt

≤
∫ ε

0

f ∗(t) dt.

Da igualdade (1.12) do Lema 1.2.8, tem-se∫
E

|f(x)|dµ =

∫
X

|fXE|(x) dµ =

∫ ∞
0

(fXE)∗(t) dt.
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Logo, ∫
E

|f(x)|dx ≤
∫ ε

0

f ∗(t) dt.

�

Teorema 1.2.11 (Desigualdade de Hardy-Littlewood) Se f, g são funções defini-

das em X, mensuráveis, então

∫
X

|f(x)g(x)| dµ ≤
∫ ∞
0

f ∗(t) g∗(t) dt.

Demonstração: Se f é uma função simples e positiva, ou seja,

f(x) =
n∑
i=1

aiXEi(x),

em que a1 > a2 > · · · > an > 0 e {Ei}ni=1 são dois a dois disjuntos, então, pelos Exemplos
1.1.4 e 1.2.2, tem-se

λf (s) =
n∑
i=1

CiX[ai+1,ai)(s) e

f ∗(t) =
n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t),

em que Ci =
i∑

j=1

µ(Ei), i = 1, · · · , n, C0 = 0 e an+1 = 0.

Agora, se Fi =
i⋃

j=1

Ei, i = 1, · · · , n, e bi = ai − ai+1, podemos reescrever f da seguinte

forma:

f(x) =
n∑
i=1

biXFi(x),

pois se xr ∈ Er, para algum r ∈ {1, · · · , n}, então

n∑
i=1

biXFi(xr) =
n∑
i=1

(ai − ai+1)X∪ij=1Ei
(xr)

= (ar − ar+1) + (ar+1 − ar+2) + · · ·+ (an − 0)

= ar

=
n∑
i=1

aiXEi(xr)
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= f(xr).

Por outro lado, usando o Lema 1.2.10, temos

∫
Fi

|g(x)| dµ ≤
∫ µ(Fi)

0

g∗(t) dt. Assim,

∫
X

|f(x)g(x)| dµ =

∫
X

∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

biXFi(x)

)
g(x)

∣∣∣∣∣ dµ
=

∫
X

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

big(x)XFi(x)

∣∣∣∣∣ dµ
≤

n∑
i=1

∫
X

|big(x)XFi(x)| dµ

≤
n∑
i=1

bi

∫
Fi

|g(x)| dµ

≤
n∑
i=1

(ai − ai+1)

∫ µ(Fi)

0

g∗(t) dt

= (a1 − a2)
∫ µ(E1)

0

g∗(t)dt+ · · ·+ (an − an+1)

∫ ∑n
i=1 µ(Ei)

0

g∗(t) dt

=
n∑
i=1

ai

∫ Ci

Ci−1

g∗(t) dt

=

∫ ∞
0

n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t)g
∗(t) dt

=

∫ ∞
0

f ∗(t) g∗(t) dt.

Portanto, ∫
X

|f(x)g(x)| dµ ≤
∫ ∞
0

f ∗(t) g∗(t) dt.

O caso geral, em que f é uma função mensurável qualquer, é obtido aplicando-se o
Teorema da convergência Monótona, como na demonstração do Lema 1.2.8.

�
Agora, vamos definir a função duplo rearranjo de f e provar algumas de suas proprie-

dades.

Definição 1.2.12 Seja f uma função definida em X, mensurável. A função duplo

rearranjo de f é a função f ∗∗ : (0,∞)→ [0,∞] definida por

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds. (1.24)
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A função f ∗∗ pode ser vista como a média da função f ∗.
Observe que o duplo rearranjo não está definido em t = 0, no entanto

lim
t→0+

f ∗∗(t) = f ∗(0)

= inf{α > 0 : λf (α) ≤ 0}
= sup ess

x≥0
|f(x)|

= ‖f‖∞.

A seguir destacaremos algumas propriedades do duplo rearranjo.

Proposição 1.2.13 Se f é uma função definida em X, mensurável, então f ∗(t) ≤ f ∗∗(t),

para todo t > 0.

Demonstração: Seja t > 0. Pelo Teorema 1.2.5, item 1, temos que f ∗ é não-crescente.
Assim,

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

≥ 1

t

∫ t

0

f ∗(t)ds

=
1

t
f ∗(t)

∫ t

0

ds

= f ∗(t).

Portanto, f ∗(t) ≤ f ∗∗(t), ∀ t > 0.
�

Teorema 1.2.14 Sejam fn, n = 1, 2, . . ., f e g funções definidas em X, mensuráveis,

então valem as seguintes propriedades:

1. f ∗∗ é uma função não-crescente e cont́ınua à direita em (0,∞).

2. Se | f | ≤ | g |, então f ∗∗ ≤ g∗∗.

3. Se (|fn|) cresce para |f |, então (f ∗∗n ) cresce para f ∗∗.

4. (αf)∗∗ = |α|f ∗∗, ∀α ∈ R.

Demonstração:
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1. Considere 0 < t1 < t2. Pelo Teorema 1.2.5, item 1, temos que f ∗ é não-crescente.
Assim,

f ∗∗(t2) =
1

t2

∫ t2

0

f ∗(s)ds

=
1

t2

∫ t1

0

f ∗(s) ds+
1

t2

∫ t2

t1

f ∗(s) ds

≤ 1

t2

∫ t1

0

f ∗(s) ds+
1

t2
f ∗(t1)(t2 − t1)

=
1

t2

∫ t1

0

f ∗(s) ds+

(
1

t1
− 1

t2

)
t1 f

∗(t1)

≤ 1

t2

∫ t1

0

f ∗(s) ds+

(
1

t1
− 1

t2

)∫ t1

0

f ∗(s) ds

=
1

t1

∫ t1

0

f ∗(s) ds

= f ∗∗(t1).

Portanto, f ∗∗ é não-crescente.

Pelo Teorema 1.2.5, item 6, temos que f ∗ é continua à direita em (0,∞). Além

disso,
1

t
também é continua à direita em (0,∞), então

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds

também o é.

2. Como |f | ≤ |g|, pelo Teorema 1.2.3, item 2, temos f ∗ ≤ g∗. Assim, para t > 0

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

≤ 1

t

∫ t

0

g∗(t)ds

= g∗∗(t).

Portanto, f ∗∗(t) ≤ g∗∗(t), ∀ t > 0.

3. Como (|fn|) cresce para |f |, pelo Teorema 1.2.5, item 3, temos que (f ∗n) cresce para
f ∗, ou seja, f ∗n ≤ f ∗n+1 ≤ f ∗ e f ∗ = lim

n→∞
f ∗n.

Assim, uma vez que f ∗ ∈ L1(0, t), pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds
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=
1

t

∫ t

0

lim
n→∞

f ∗n(s)ds

= lim
n→∞

1

t

∫ t

0

f ∗n(s) ds

= lim
n→∞

f ∗∗n (t).

Além disso, como |fn| ≤ |fn+1|, para todo n ∈ N, então pelo item 2, temos f ∗∗n ≤
f ∗∗n+1, para todo n ∈ N.

Portanto, f ∗∗n cresce para f ∗∗.

4. Se α ∈ R, pelo Teorema 1.2.5, item 4, temos que (αf)∗(t) = |α|f ∗. Assim

(αf)∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

(αf)∗(s)ds

=
1

t

∫ t

0

|α| f ∗(s) ds

= |α|1
t

∫ t

0

f ∗(s)ds

= |α|f ∗∗(t).

Portanto, (αf)∗∗(t) = |α|f ∗∗(t), ∀ t > 0.

�
O próximo resultado fornece uma nova caracterização da função duplo rearranjo. Sua

demonstração pode ser encontrada em [11] e será omitida por fugir dos propósitos desse
trabalho.

Lema 1.2.15 Se f é uma função definida em X, mensurável, então

f ∗∗(t) = sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|f(x)| dt
}
. (1.25)

Teorema 1.2.16 Se f, g são funções definidas em X, mensuráveis, e t > 0, então

(f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t). (1.26)

Demonstração: Seja t > 0, pelo Lema 1.2.15, temos

(f + g)∗∗(t) = sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|f(x) + g(x)| dt
}
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≤ sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

(|f(x)|+ |g(x)|) dt
}

≤ sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|f(x)| dt
}

+ sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|g(x)| dt
}

= f ∗∗(t) + g∗∗(t).

Portanto, (f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t).
�

1.3 Convergência em Medida

Nesta seção introduziremos um modo de convergência, conhecido como convergência
em medida, que será utilizado para mostrar que os espaços de Lorentz (ver Caṕıtulo 2)
são completos.

Definição 1.3.1 Sejam f, fn, n ∈ N, funções definidas em X, mensuráveis. A sequência

{fn}n∈N converge em medida para f se para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para todo

n > n0, tem-se

µ ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) < ε. (1.27)

Definição 1.3.2 Sejam fn, n ∈ N, funções definidas em X, mensuráveis. A sequência

{fn}n∈N é de Cauchy em medida se, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para todo

∀n,m > n0, tem-se

µ ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| > ε}) < ε. (1.28)

Proposição 1.3.3 Se 0 < p ≤ ∞ e {fn}n∈N é uma sequência de Cauchy em L(p,∞), então

{fn}n∈N é de Cauchy em medida.

Demonstração: Seja ε > 0. Como {fn} é de Cauchy em Lp,∞ e ε
1
p
+1 > 0, temos que

existe n0 ∈ N tal que, para todo ∀n,m > n0, tem-se

[fn − fm]p = sup
s>0

s µ ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| > s})
1
p < ε

1
p
+1.

Tomando s = ε, temos

ε µ ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| > ε})
1
p < ε

1
p
+1,

ou seja,
µ ({x ∈ Rn : |fn(x)− fm(x)| > ε}) < ε.
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Portanto, {fn}, é de Cauchy em medida.
�

Teorema 1.3.4 Sejam f, fn, n ∈ N, funções definidas em X, mensuráveis. Se {fn}n∈N
converge em medida para f , então existe {fnk}, subsequência de {fn}, que converge para

f q.t.p.

Demonstração: Para todo k = 1, 2, . . . escolha nk tal que

µ({x ∈ X : |fnk(x)− f(x)| > 2−k}) < 2−k (1.29)

e n1 < n2 < · · · < nk < · · · . Considere os conjuntos

Ak = {x ∈ X : |fnk(x)− f(x)| > 2−k}.

A desigualdade (1.29) implica que

µ

(
∞⋃
k=m

Ak

)
≤

∞∑
k=m

µ(Ak) ≤
∞∑
k=m

2−k = 21−m, (1.30)

para todo m = 1, 2, . . .. De (1.30) segue que

µ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
≤ 1 <∞. (1.31)

Note que, a sequência de conjuntos

(
∞⋃
k=m

Ak

)∞
m=1

é decrescente. Assim, usando (1.30)

e (1.31), obtemos

µ

(
∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak

)
= lim

m→∞
µ

(
∞⋃
k=m

Ak

)
= 0. (1.32)

Para concluir a demonstração, note que o conjunto nulo em (1.32) contém o conjunto
de todos os x ∈ X para os quais fnk(x) não converge para f(x).

�

Teorema 1.3.5 Sejam fn, n ∈ N, funções definidas em X, mensuráveis. Se {fn} é de

Cauchy em medida, então existem {fnk}, subsequência de {fn}, e f função definida em

X, mensurável, tais que fnk → f q.t.p.
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Demonstração: A prova é semelhante a do Teorema 1.3.4. Para todo k = 1, 2, . . . escolha
nk tal que

µ({x ∈ X : |fnk(x)− fnk+1
(x)| > 2−k}) < 2−k (1.33)

e n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · . Agora, considere os conjuntos

Ak = {x ∈ X : |fnk(x)− fnk+1
(x)| > 2−k}.

Como mostrado na prova do Teorema 1.3.4, (1.33) implica que

µ

(
∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak

)
= 0. (1.34)

Para x /∈
∞⋃
k=m

Ak e i ≥ j ≥ j0 ≥ m (j0 suficientemente grande) obtemos

|fni(x)− fnj(x)| ≤
i−1∑
l=j

|fnl(x)− fnl+1
(x)| ≤

i−1∑
l=j

2−l ≤
∞∑
l=j

2−l = 21−j ≤ 21−j0 .

Isto implica que a sequência (fni(x))i∈N é de Cauchy para todo x no conjunto

(
∞⋃
k=m

Ak

)c

e, portanto, converge para todos esses x.
Defina a função

f(x) =


lim
j→∞

fnj(x) , se x /∈
∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak

0 , se x ∈
∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak

.

Então, fnj → f q.t.p.
�



Caṕıtulo 2

Espaços de Lorentz

Neste caṕıtulo, definimos espaços de funções relevantes para estudar o problema de
Cauchy para a equação semilinear do calor. Na seção 2.1, apresentamos os espaços de
Lorentz, introduzidos por George G. Lorentz em 1950 e mostramos algumas propriedades.
Na seção 2.2, estudamos as versões generalizadas das desigualdades de Young e Hölder.
Na seção 2.3, mostramos um teorema de aproximação da identidade em espaços de
Lorentz L(p,q). Na seção 2.4, apresentamos alguns conceitos sobre teoria de interpolação
e mostramos o teorema de interpolação de Marcinkiewicz. Essas seções são baseadas em
[2], [3], [6], [10], [12] e [13].

2.1 Espaços de Lorentz e Propriedades

Definição 2.1.1 (Espaço de Lorentz) Sejam 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞. O espaço

de Lorentz, L(p,q) é o conjunto de todas funções definidas em X, mensuráveis, tais que

‖f‖∗(p,q) <∞, em que

‖f‖∗(p,q) =


[∫ ∞

0

(
t
1
pf ∗(t)

)q dt
t

] 1
q

, se 0 < p <∞ e 0 < q <∞,

sup
t>0

t
1
pf ∗(t), se 0 < p ≤ ∞ e q =∞.

Observação 2.1.2

- ‖ · ‖∗(p,q) não é uma norma, pois a propriedade da desigualdade triangular não é

válida. Porém, ‖ · ‖∗(p,q) é uma quase norma. Para mais detalhes veja, por exemplo,

[12].

40



2.1 Espaços de Lorentz e Propriedades 41

- Os espaços de Lorentz generalizam os espaços Lp−fraco e os espaços de Lebesgue Lp

como veremos à seguir.

Proposição 2.1.3

1. Se 0 < p <∞, q =∞, então L(p,∞) = Lp−fraco.

2. Se p = q =∞, então L(∞,∞) = L∞.

3. Se 0 < p = q ≤ ∞, então L(p,p) = Lp.

Demonstração:

1. Pela igualdade (1.13), do Lema 1.2.8 tem-se

‖f‖∗(p,∞) = sup
t>0

t
1
pf ∗(t)

= sup
s>0

sλf (s)
1
p

=

(
sup
s>0

spλf (s)

) 1
p

= [f ]p.

2. Como f ∗ é não-crescente, pela Proposição 1.2.4, obtemos

‖f‖∗(∞,∞) = sup
t>0

f ∗(t) = f ∗(0) = ‖f‖∞.

3. Seja 0 < p = q <∞. Pela igualdade (1.12) do Lema 1.2.8, segue que

‖f‖∗(p,p) =

(∫ ∞
0

(f ∗(t))p dt

) 1
p

=

(∫
X

|f(x)|pdµ
) 1

p

= ‖f‖p.

�
A seguir, calcularemos ‖f‖∗(p,q), em que f é uma função simples.

Exemplo 2.1.4 Sejam f uma função simples positiva e f ∗ o seu rearranjo, como no

Exemplo 1.2.2, ou seja,

f(x) =
n∑
i=1

aiXEi(x) e
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f ∗(t) =
n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t),

em que a1 > · · · > an > an+1 = 0, {Ei}ni=1 são dois a dois disjuntos, Ci =
i∑

j=1

µ(Ej), se

i ∈ {1, ..., n}, C0 = 0 e a0 = 0.

• Suponha que 0 < q <∞.

Se 0 < p <∞, tem-se

‖f‖∗(p,q) =

(∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗(t)

)q dt

t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(
t
1
p

n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t)

)q
dt

t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

t
q
p
−1

(
n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t)

)q

dt

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q [
aq1C

q
p

1 + aq2

(
C

q
p

2 − C
q
p

1

)
+ · · ·+ aqn

(
C

q
p
n − C

q
p

n−1

)] 1
q

.

Se p =∞, como an > 0, então

‖f‖∗(∞,q) =∞. (2.1)

• Agora, suponha que q =∞.

Se 0 < p <∞, tem-se

‖f‖∗(p,∞) = sup
t>0

t
1
pf ∗(t)

= sup
t>0

t
1
p

n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(t)

= sup
1≤i≤n

aiC
1
p

i .

Se p =∞, temos

‖f‖∗(∞,∞) = sup
t>0

f ∗(t)
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= f ∗(0)

=
n∑
i=1

aiX[Ci−1,Ci)(0)

= a1.

Observação 2.1.5 Como conseqüência de (2.1), temos que L(∞,q) = {0}, para todo 0 <

q <∞. De fato, se na representação de uma função simples f , pelo menos um dos a′is for

positivo, então ‖f‖∗(∞,q) = ∞. Isso permite concluir que as únicas funções simples com

‖ · ‖(∞,q) finito são as funções nulas q.t.p.. Uma vez que toda função mensurável pode ser

aproximada por funções simples, conclui-se que L(∞,q) = {0}, para todo 0 < q <∞.

A seguir, veremos que os espaços de Lorentz tem a mesma relação de escala que os
espaços Lp.

Proposição 2.1.6 Sejam 0 < p, q ≤ ∞, α > 0. Se f ∈ L(p,q)(Rn), então fα ∈ L(p,q)(Rn),

onde fα(x) = f(αx). Além disso,

‖fα‖∗(p,q) = α−
n
p ‖f‖∗(p,q). (2.2)

Demonstração: Seja m a medida de Lebesgue em Rn. Observe que,

λfα(s) = m ({x ∈ Rn : |f(α x)| > s})
= m

(
{yα−1 ∈ Rn : |f(y)| > s}

)
, y = αx

= α−nm({y ∈ Rn : |f(y)| > s})
= α−nλf (s).

Assim,

(fα)∗(t) = inf{s > 0 : λfα(s) ≤ t}
= inf{s > 0 : α−nλf (s) ≤ t}
= inf{s > 0 : λf (s) ≤ tαn},
= f ∗(αn t). (2.3)

• Se 0 < q <∞, temos

‖fα‖∗(p,q) =

(∫ ∞
0

[
t
1
p (fα)∗(t)

]q dt

t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

[
t
1
pf ∗(αn t)

]q dt
t

) 1
q
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= α−
n
p

(∫ ∞
0

[
t
1
pf ∗(t)

]q dt
t

) 1
q

= α−
n
p ‖f‖∗(p,q).

• Se q =∞, temos

‖fα‖∗(p,∞) = sup
t>0

t
1
p (fα)∗(t)

= sup
t>0

t
1
pf ∗(αn t)

= sup
t>0

(α−n t)
1
pf ∗(t)

= α−
n
p sup
t>0

t
1
pf ∗(t)

= α−
n
p ‖f‖∗(p,∞).

�
O resultado a seguir permitirá munir o espaço de Lorentz de uma norma.

Lema 2.1.7 (Desigualdade de Hardy) Sejam 1 ≤ q < ∞, r > 0 e f uma função

definida em (0,∞), mensurável. Então, valem as seguintes desigualdades:

(∫ ∞
0

(∫ t

0

f(u) du

)q
t−r−1 dt

) 1
q

≤ q

r

(∫ ∞
0

(u f(u))q u−r−1 du

) 1
q

, (2.4)(∫ ∞
0

(∫ ∞
t

f(u) du

)q
tr−1 dt

) 1
q

≤ q

r

(∫ ∞
0

(u f(u))q ur−1 du

) 1
q

. (2.5)

Demonstração: Como a função ϕ(x) = xq é convexa em (0,∞), fazendo a mudança de

variável w =
q

r
u
r
q , pela desigualdade de Jensen (ver [14]), tem-se

ϕ

(∫ t

0

f(u) du

)
=

(∫ t

0

f(u)u1−
r
qu

r
q
−1 du

)q
=

∫ q
r
t
r
q

0

f

((
r

q

) q
r

w
q
r

)((
r

q

) q
r

w
q
r

)1− r
q

dw

q

=
(
t
r
q
q

r

)qt− rq r
q

∫ q
r
t
r
q

0

f

((
r

q

) q
r

w
q
r

)((
r

q

) q
r

w
q
r

)1− r
q

dw

q

≤
(
t
r
q
q

r

)q (
t−

r
q
r

q

)∫ q
r
t
r
q

0

f ((r
q

) q
r

w
q
r

)((
r

q

) q
r

w
q
r

)1− r
q

q dw
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= tr−
r
q

(q
r

)q−1 ∫ t

0

(f(u))q uq−ru
r
q
−1 du

=
(q
r

)q−1
tr−

r
q

∫ t

0

(f(u))q uq−r+
r
q
−1 du.

Agora, multiplica-se ambos os membros por t−r−1 e integra-se de 0 ao infinito. Usando o
Teorema de Fubini, obtém-se

∫ ∞
0

(∫ t

0

f(u) du

)q
t−r−1 dt ≤

(q
r

)q−1 ∫ ∞
0

t−r−1tr−
r
q

(∫ t

0

(f(u))quq−r+
r
q
−1 du

)
dt

=
(q
r

)q−1 ∫ ∞
0

(f(u))q uq−r+
r
q
−1
(∫ ∞

u

t−
r
q
−1 dt

)
du

=
(q
r

)q ∫ ∞
0

(u f(u))q u−r−1 du.

Assim, mostramos a desigualdade (2.4).
Considere f(u) = u−2g(u−1). Fazendo-se as mudanças de variáveis v = u−1 e s = t−1,

tem-se ∫ ∞
0

(∫ t

0

f(u) du

)q
t−r−1 dt =

∫ ∞
0

(∫ t

0

u−2g(u−1) du

)q
t−r−1 dt

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
1
t

g(v) dv

)q

t−r−1 dt

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
s

g(v) dv

)q
sr−1 ds. (2.6)

Por outro lado, fazendo-se a mudança de variável v = u−1, obtém-se∫ ∞
0

(uf(u))q u−r−1 du =

∫ ∞
0

(
u−1g(u−1)

)q
u−r−1 du

=

∫ ∞
0

(vg(v))q vr−1 dv. (2.7)

Dáı, de (2.4), com f(u) = u−2g(u−1), e das igualdades (2.6) e (2.7), segue que

(∫ ∞
0

(∫ ∞
s

g(v) dv

)q
sr−1 ds

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(∫ t

0

f(u) du

)q
t−r−1 dt

) 1
q

≤ q

r

(∫ ∞
0

(u f(u))q u−r−1 du

) 1
q

=
q

r

(∫ ∞
0

(vg(v))q vr−1 dv

) 1
q

.
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�
No próximo resultado, apresentaremos uma norma adequada para os espaços de Lo-

rentz. Denotaremos essa norma por ‖ · ‖(p,q) e mostraremos sua equivalência com o
funcional ‖ · ‖∗(p,q).

Definição 2.1.8 Sejam 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ e f ∈ L(p,q). A aplicação ‖ . ‖(p,q) :

L(p,q) → R é dada por

‖f‖(p,q) =


[∫ ∞

0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

] 1
q

, se 1 < p <∞, 1 ≤ q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t) , se 1 < p ≤ ∞, q =∞

.

Teorema 2.1.9 A aplicação ‖ . ‖(p,q) define uma norma em L(p,q).

Demonstração: Observe que

‖f‖(p,q) = 0 ⇔ f ∗∗(t) = 0 q.t.p.

⇔ f ∗(t) = 0 q.t.p.

⇔ λf (s) ≤ t, ∀t ∈ [0,∞), s ∈ (0,∞)

⇔ λf (s) = 0, ∀ s ∈ (0,∞)

⇔ |f(x)| = 0 q.t.p.

⇔ f = 0 q.t.p.

• Para 1 < p <∞ e 1 ≤ q <∞.
Pelo Teorema 1.2.14, item 4, tem-se (αf)∗∗ = |α|f ∗∗,∀α ∈ R. Assim,

‖αf‖(p,q) =

(∫ ∞
0

(
t
1
p (αf)∗∗(t)

)q dt
t

) 1
q

= |α|‖f‖(p,q).

Do Teorema 1.2.16, segue que (f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t). Assim, da desigualdade
de Minkowski, tem-se

‖f + g‖(p,q) =

(∫ ∞
0

(
t
1
p (f + g)∗∗(t)

)q dt
t

) 1
q

≤
(∫ ∞

0

(
t
1
p (f ∗∗(t) + g∗∗(t))

)q dt
t

) 1
q

≤
(∫ ∞

0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

) 1
q

+

(∫ ∞
0

(
t
1
p g∗∗(t)

)q dt
t

) 1
q

= ‖f‖(p,q) + ‖g‖(p,q).
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• Agora, para 1 < p ≤ ∞ e q =∞.
Pelo Teorema 1.2.14, item 4, obtém-se

‖αf‖(p,∞) = sup
t>0

t
1
p (αf)∗∗ (t) = |α|‖f‖(p,∞), ∀α ∈ R,

e pelo Teorema 1.2.16, segue que

‖f + g‖(p,∞) = sup
t>0

t
1
p (f + g)∗∗(t)

≤ sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t) + sup

t>0
t
1
p g∗∗(t)

= ‖f‖(p,∞) + ‖g‖(p,∞).

�
Com a norma ‖ · ‖(p,q) os espaços de Lorentz L(p,q) se tornam espaços vetoriais to-

pológicos normados, em que a topologia do espaço é a topologia gerada por ‖ · ‖(p,q).

Proposição 2.1.10 Se 1 < p, q ≤ ∞, α > 0 e f ∈ L(p,q), então fα ∈ L(p,q), em que

fα(x) = f(αx). Além disso,

‖fα‖(p,q) = α−
n
p ‖f‖(p,q). (2.8)

Demonstração: Pela igualdade (2.3), tem-se (fα)∗(t) = f ∗(αnt). Assim,

f ∗∗α (t) =
1

t

∫ t

0

f ∗α(s) ds

=
1

t

∫ t

0

f ∗(αns) ds

=
1

t

∫ αnt

0

f ∗(s)
ds

αn

=
1

αnt

∫ αnt

0

f ∗(s) ds

= f ∗∗(αnt).

Se 1 ≤ q <∞, temos

‖fα‖(p,q) =

[∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗∗α (t)

)q dt
t

] 1
q

=

[∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗∗(αnt)

)q dt
t

] 1
q

=

[∫ ∞
0

((
α−nt

) 1
p f ∗∗(t)

)q dt

αnα−nt

] 1
q
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= α−
n
p ‖f‖(p,q).

Agora, para q =∞, tem-se

‖fα‖(p,∞) = sup
t>0

t
1
pf ∗∗α (t)

= sup
t>0

t
1
pf ∗∗(αnt)

= sup
t>0

(
α−nt

) 1
p f ∗∗(t)

= α−
n
p ‖f‖(p,∞).

�
No próximo resultado veremos que o funcional ‖ · ‖∗(p,q) e a norma ‖ · ‖(p,q) são equiva-

lentes.

Proposição 2.1.11 Se 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ e f ∈ L(p,q), então

‖f‖∗(p,q) ≤ ‖f‖(p,q) ≤
p

p− 1
‖f‖∗(p,q). (2.9)

Demonstração: Pela Proposição 1.2.13, tem-se f ∗(t) ≤ f ∗∗(t), então ‖f ∗‖(p,q) ≤ ‖f‖(p,q)
e, portanto, a primeira desigualdade está provada.

Para a segunda, consideremos primeiramente o caso em que 1 < p ≤ ∞ e q =∞. Dáı,
segue que

‖f‖(p,∞) = sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t)

= sup
t>0

t
1
p
−1
∫ t

0

f ∗(s) ds

= sup
t>0

t
1
p
−1
∫ t

0

s−
1
p s

1
pf ∗(s) ds

≤ sup
t>0

t
1
p
−1
∫ t

0

s−
1
p

(
sup
u>0

u
1
pf ∗(u)

)
ds

= ‖f‖∗(p,∞) sup
t>0

t
1
p
−1
∫ t

0

s−
1
p ds

= ‖f‖∗(p,∞) sup
t>0

t
1
p
−1 p

p− 1
t−

1
p
+1

=
p

p− 1
‖f‖∗(p,∞).

Agora, para 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞, pela Desigualdade de Hardy (2.4), com r =

q

(
1− 1

p

)
, tem-se
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‖f‖(p,q) =

(∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds

)q
t
q
p
−1 dt

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(∫ t

0

f ∗(s) ds

)q
t−q(1−

1
p)−1 dt

) 1
q

≤ q

q
(

1− 1
p

) (∫ ∞
0

(sf ∗(s))q s−q(1−
1
p)−1 ds

) 1
q

=
p

p− 1

(∫ ∞
0

(
s

1
pf ∗(s)

)q ds
s

) 1
q

=
p

p− 1
‖f‖∗(p,q).

�

Lema 2.1.12 Se 1 < p <∞, 1 ≤ q <∞ e f ∈ L(p,q), então

f ∗∗(x) ≤
(
q

p

) 1
q ‖f‖(p,q)

x
1
p

. (2.10)

Demonstração: Pelo Teorema 1.2.14, item 1, temos que f ∗∗ é não-crescente. Assim,

‖f‖q(p,q) =

∫ ∞
0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

=

∫ x

0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

+

∫ ∞
x

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

≥
∫ x

0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

≥ (f ∗∗(x))q
(∫ x

0

t
q
p
−1 dt

)
=

(
p

q

)
x
q
p (f ∗∗(x))q .

Portanto,

f ∗∗(x) ≤
(
q

p

) 1
q ‖f‖(p,q)

x
1
p

.

�
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Nosso próximo objetivo é mostrar que os espaços de Lorentz L(p,q) munidos da norma
‖ · ‖(p,q), com 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞, são espaços de Banach. Para isso, precisaremos
do seguinte resultado:

Lema 2.1.13 (Calderón) Se 1 < p <∞, e 1 ≤ q < r ≤ ∞, então L(p,q) ↪→ L(p,r), ou

seja,

‖f‖(p,r) ≤
(
q

p

) 1
q
− 1
r

‖f‖(p,q). (2.11)

Demonstração: Pelo Lema 2.1.12, temos

‖f‖r(p,r) =

∫ ∞
0

t
r
p
−1 (f ∗∗(t))r dt

=

∫ ∞
0

t
r
p
−1 (f ∗∗(t))q (f ∗∗(t))r−q dt

≤
∫ ∞
0

t
r
p
−1 (f ∗∗(t))q

((
q

p

) 1
q ‖f‖(p,q)

t
1
p

)r−q

dt

=

(
q

p

) r
q
−1

‖f‖r−q(p,q)

∫ ∞
0

t
q
p
−1 (f ∗∗(t))q dt

=

(
q

p

) r
q
−1

‖f‖r−q(p,q)‖f‖
q
(p,q),

ou seja,

‖f‖(p,r) ≤
(
q

p

) 1
q
− 1
r

‖f‖(p,q).

�

Teorema 2.1.14 Se 1 < p ≤ ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, então o espaço de Lorentz L(p,q) munido

da norma ‖ . ‖(p,q) é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em L(p,q), ou seja,

‖fm − fn‖(p,q) → 0,

quando m,n→∞.
Pela Proposição 2.1.11 e o Lema de Calderón 2.1.13, obtém-se

‖fm − fn‖∗(p,∞) ≤ ‖fm − fn‖(p,∞) ≤
(
q

p

) 1
q

‖fm − fn‖(p,q) −→ 0,

quando m,n→∞.
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Assim, pela Proposição 1.3.3, segue que (fn) é de Cauchy em medida.

Logo, pelo Teorema 1.3.5, existe uma subsequência fnk → f , que converge para alguma
função mensurável f q.t.p.
Como {fn} é de Cauchy, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

‖fn − fN‖(p,q) < ε, para todo n > N.

Mais ainda, visto que fnk → f q.t.p., então fnk − fN −→ f − fN q.t.p.
Dáı, |fnk − fN | −→ |f − fN | q.t.p. Além disso, podemos considerar {|fnk − fN |} uma
sequência crescente (passando a uma subsequência, se necessário), pois |fnk − fN | é
mensurável e não-negativa.

Pelo Teorema 1.2.14, item (3), tem-se

(f − fN)∗∗ = lim
k→∞

(fnk − fN)∗∗

= lim inf
k→∞

(fnk − fN)∗∗.

Logo, usando o lema de Fatou, obtém-se

‖f − fN‖(p,q) =

(∫ ∞
0

[
t
1
p (f − fN)∗∗(t)

]q dt
t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

[
t
1
p lim inf

k→∞
(fnk − fN)∗∗(t)

]q dt
t

) 1
q

≤ lim inf
k→∞

(∫ ∞
0

[
t
1
p (fnk − fN)∗∗(t)

]q dt
t

) 1
q

= lim inf
k→∞

‖fnk − fN‖(p,q).

Assim,
lim
N→∞

‖f − fN‖(p,q) = 0.

Como f = f − fN + fN , então f ∈ L(p,q).
Portanto, (L(p,q), ‖ · ‖(p,q)) é um espaço de Banach.

�
A seguir apresentamos a caracterização de dualidade para espaços de Lorentz. Sua

demonstração será omitida por se tratar de uma demonstração técnica, cujas ideias são
“essencialmente” as mesmas da teoria de dualidade para os espaços de Lebesgue Lp. Para
mais detalhes, veja [11].

Teorema 2.1.15 Se 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞, então o espaço dual de L(p,1) é L(p′,∞)

e o espaço dual de L(p,q) é L(p′,q′), onde p′ e q′ são os expoentes conjugados de p e q

respetivamente.
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Teorema 2.1.16 Seja 1 ≤ p < ∞ e 1 ≤ q < ∞, então o conjunto S = {ϕ : X → R :

ϕ é função simples} é denso em L(p,q).

Demonstração: Seja f ∈ L(p,q). Sem perda de generalidade, assuma f positiva. Então
existe uma sequência de funções simples {ϕn}n∈N, tal que 0 ≤ ϕn ≤ f e ϕn −→ f ,
quando n→∞. Pelo Teorema 1.2.5, items 5, 4 e 2, obtém-se

(f − ϕn)∗ (t) = f ∗
(
t

2

)
+ (−ϕn)∗

(
t

2

)
= f ∗

(
t

2

)
+ ϕ∗n

(
t

2

)
≤ 2f ∗

(
t

2

)
.

Assim, como f ∗ ∈ L1, pelo Teorema da Convergência Dominada, tem-se

lim
n→∞

‖f − ϕn‖∗(p,q) = lim
n→∞

(∫ ∞
0

[
t
1
p (f − ϕn)∗(t)

]q dt
t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

[
t
1
p lim
n→∞

(f − ϕn)∗(t)
]q dt

t

) 1
q

= 0.

Portanto, S é denso em L(p,q).
�

2.2 Desigualdades de Young e Hölder em L(p,q)

Nesta seção apresentaremos uma generalização da desigualdade de Young e de Hölder
para os espaços de Lorentz L(p,q).

2.2.1 Desigualdade de Young

Para a demonstração da desigualdade de Young, precisaremos de um resultado en-
volvendo o duplo rearranjo do operador convolução. Antes de apresentar tal resultado,
introduziremos o operador convolução.

Definição 2.2.1 Sejam f, g : Rn → R funções mensuráveis. A convolução de f e g é a

função h : Rn → R dada por

h(x) = (f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy. (2.12)
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Lema 2.2.2 Se f, g : Rn → R são funções mensuráveis, então

h∗∗(t) ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) +

∫ ∞
t

f ∗(s)g∗(s)ds, ∀t > 0. (2.13)

Omitiremos a demonstração do Lema 2.2.2, no entanto, ela pode ser encontrada em
[13]. A seguir, apresentamos uma conseqüência importante do Lema 2.2.2.

Proposição 2.2.3 Sejam f, g : Rn −→ R funções mensuráveis. Então

h∗∗(t) ≤
∫ ∞
t

f ∗∗(s)g∗∗(s)ds, para t > 0. (2.14)

Demonstração: Se a integral do lado direito for infinita, não há o que mostrar.
Entõ, suponha que ∫ ∞

t

f ∗∗(s)g∗∗(s)ds <∞,

para todo t > 0. Uma vez que f ∗∗(t) e g∗∗(t) são funções não-crescentes temos que

lim
t→∞

tf ∗∗(t)g∗∗(t) = 0.

Usando o fato que f ∗(t) ≤ f ∗∗(t) e a desigualdade (2.13), obtemos

h∗∗(t) ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) +

∫ ∞
t

f ∗∗(s)g∗(s)ds, ∀t > 0. (2.15)

Agora, observando que

d

dt
f ∗∗(t) =

d

dt

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

)
=

1

t
f ∗(t)− 1

t2

∫ t

0

f ∗(s)ds

=
1

t
(f ∗(t)− f ∗∗(t)),

temos

d

dt
(tg∗∗)(t) = g∗∗(t) + t

d

dt
g∗∗(t) = g∗(t).

Portanto, integrando por partes em (2.15), conclúımos que

h∗∗(t) ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) + [sg∗∗(s)f ∗∗(s)]∞t −
∫ ∞
t

1

s
[ f ∗(s)− f ∗∗(s)] s g∗∗(s)ds
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=

∫ ∞
t

f ∗∗(s)g∗∗(s)ds−
∫ ∞
t

f ∗(s)g∗∗(s)ds

≤
∫ ∞
t

f ∗∗(s)g∗∗(s)ds.

�

Teorema 2.2.4 (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam 1 < p1, p2 <∞. Se

f ∈ L(p1,q1) e g ∈ L(p2,q2), onde 1
p1

+ 1
p2
> 1, então a convolução h = g ∗f pertence a L(r,s),

onde 1
r

= 1
p1

+ 1
p2
− 1, e s ≥ 1 é qualquer número tal que 1

q1
+ 1

q2
≥ 1

s
. Além disso,

‖h‖(r,s) ≤ C(r)‖f‖(p1,q1)‖g‖(p2,q2). (2.16)

Demonstração: Primeiro considere o caso s =∞. Usando a Proposição 2.2.3 e o Lema
de Calderón 2.11, estimamos

‖h‖(r,∞) = sup
t>0

t
1
rh∗∗(t)

≤ sup
t>0

[
t
1
r

∫ ∞
t

f ∗∗(s)g∗∗(s) ds

]
= sup

t>0

[
t
1
r

∫ ∞
t

s−1−
1
r

(
s

1
p1 f ∗∗(s)

)(
s

1
p2 g∗∗(s)

)
ds

]
≤ sup

t>0

[
t
1
r

∫ ∞
t

s−1−
1
r

(
sup
s>0

s
1
p1 f ∗∗(s)

)(
sup
s>0

s
1
p2 g∗∗(s)

)
ds

]
= ‖f‖(p1,∞)‖g‖(p2,∞) sup

t>0

[
t
1
r

∫ ∞
t

s−1−
1
r ds

]
= ‖f‖(p1,∞)‖g‖(p2,∞) sup

t>0

[
t
1
r rt−

1
r

]
= r‖f‖(p1,∞)‖g‖(p2,∞)

≤ r

(
q1
p1

) 1
q1

‖f‖(p1,q1)
(
q2
p2

) 1
q2

‖g‖(p2,q2)

= C(r)‖f‖(p1,q1)‖g‖(p2,q2).

Agora, considere o caso s <∞. Usando a Proposição 2.2.3, podemos estimar

‖h‖s(r,s) =

∫ ∞
0

(
t
1
rh∗∗(t)

)s dt
t
≤
∫ ∞
0

(
t
1
r

∫ ∞
t

f ∗∗(v)g∗∗(v) dv

)s
dt

t
.
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Fazendo a mudança de variáveis t =
1

y
e v =

1

u
, segue que

‖h‖s(r,s) ≤
∫ ∞
0

(
y−

1
r

∫ y

0

f ∗∗
(

1

u

)
g∗∗
(

1

u

)
du

u2

)s
dy

y

=

∫ ∞
0

(∫ y

0

f ∗∗
(
1
u

)
g∗∗
(
1
u

)
u2

du

)s

y−
s
r
−1 dy

=

∫ ∞
0

(∫ y

0

F (u) du

)s
y−r̃−1 dy,

onde r̃ =
s

r
e F (u) =

f ∗∗
(
1
u

)
g∗∗
(
1
u

)
u2

. Assim, pela desigualdade de Hardy (2.4), obtemos

‖h‖s(r,s) ≤
(s
r̃

)s ∫ ∞
0

[uF (u)]s u−r̃−1 du

= rs
∫ ∞
0

[
u
f ∗∗ (1/u) g∗∗ (1/u)

u2

]s
u−

s
r
du

u

= rs
∫ ∞
0

[
u−1−

1
r f ∗∗

(
1

u

)
g∗∗
(

1

u

)]s
du

u
.

Fazendo a mudança de variável t =
1

u
, tem-se

‖h‖s(r,s) ≤ rs
∫ ∞
0

[
t1+

1
r f ∗∗(t)g∗∗(t)

]s dt
t
.

Como
1

q1
+

1

q2
≥ 1

s
existem m1 ≥ 1 e m2 ≥ 1 tais que,

1

m1

+
1

m2

= 1, e
1

m1

≤ s

q1
,

1

m2

≤ s

q2
.

Usando a desigualdade de Hölder em Lp(0,∞) com a medida µ =
dx

x
, deduzimos que

‖h‖(r,s) ≤ r

(∫ ∞
0

[
t1+

1
r f ∗∗(t)g∗∗(t)

]s dt
t

) 1
s

= r

(∫ ∞
0

[
t

1
p1 f ∗∗(t)

]s [
t

1
p2 g∗∗(t)

]s dt
t

) 1
s

≤ r

(∫ ∞
0

[
t

1
p1 f ∗∗(t)

]sm1 dt

t

) 1
sm1

(∫ ∞
0

[
t

1
p2 g∗∗(t)

]sm2 dt

t

) 1
sm2

= r‖f‖(p1,sm1)‖g‖(p2,sm2).
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Como q1 ≤ sm1 e q2 ≤ sm2, pelo o Lema de Calderón 2.1.13, obtemos

‖h‖(r,s) ≤ r

(
q1
p1

) 1
q1
− 1
sm1

(
q2
p2

) 1
q2
− 1
sm2

‖f‖(p1,q1)‖g‖(p2,q2)

= C(r)‖f‖(p1,q1)‖g‖(p2,q2).

�

Proposição 2.2.5 Sejam g ∈ L(p,∞), com 1 < p <∞ e f ∈ L1(Rn), então a convolução

h = g ∗ f ∈ L(p,∞) e vale

‖h‖(p,∞) ≤ C(p)‖f‖1‖g‖(p,∞). (2.17)

Omitiremos a demonstração da Proposição 2.2.5, a qual pode ser encontrada em [8].

2.2.2 Desigualdade de Hölder

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Hölder Generalizada) Sejam 1 < p1, p2 < ∞.

Se h = fg, em que f ∈ L(p1,q1), g ∈ L(p2,q2) e 1
p1

+ 1
p2
≤ 1, então h ∈ L(r,s), quando

1

r
=

1

p1
+

1

p2
,

1

s
≤ 1

q1
+

1

q2
e s ≥ 1.

Além disso, ∥∥h∥∥
(r,s)
≤ C(r′)

∥∥f∥∥
(p1,q1)

∥∥g∥∥
(p2,q2)

, (2.18)

onde r′ é o conjugado de r, isto é,
1

r
+

1

r′
= 1.

Demonstração: Seja t > 0. Defina h = fg e considere o conjunto

E = {x ∈ Rn : |h(x)| ≥ h∗(t)}.

Como pode ser visto em [11], página 258, m(E) ≥ t.
Observe ainda que

h∗(t) = h∗(t)

(
1

m(E)

∫
E

dx

)2

=

(
1

m(E)

∫
E

h∗(t)
1
2 dx

)2

≤
(

1

m(E)

∫
E

|h(x)|
1
2 dx

)2

.
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Usando a desigualdade de Hölder, obtemos

h∗(t) ≤ sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|h(x)|
1
2 dx

}2

≤ sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|f(x)| dx
}

sup
µ(E)≥t

{
1

µ(E)

∫
E

|g(x)| dx
}

≤ f ∗∗(t)g∗∗(t).

Como
1

s
≤ 1

q1
+

1

q2
, existem m1 ≥ 1 e m2 ≥ 1 tais que

1

m1

+
1

m2

= 1,
1

m1

≤ s

q1
e

1

m2

≤ s

q2
.

Usando a desigualdades de Hölder em LP (0,∞) e a Proposição 2.1.11, temos

‖h‖(r,s) ≤ r′‖h‖∗(r,s)

= r′
[ ∫ ∞

0

(
t
1
r h∗(t)

)s dt
t

] 1
s

≤ r′
[ ∫ ∞

0

(
t

1
p1 f ∗∗(t)

)s (
t

1
p2 g∗∗(t)

)s dt
t

] 1
s

≤ r′
[ ∫ ∞

0

(
t

1
p1 f ∗∗(t)

)sm1 dt

t

] 1
sm1

[ ∫ ∞
0

(
t

1
p2 g∗∗(t)

)sm2 dt

t

] 1
sm2

= r′‖f‖(p1,sm1) ‖g‖(p2,sm2).

Como q1 ≤ sm1 e q2 ≤ sm2, pelo Lema de Calderón 2.1.13, obtemos

‖h‖(r,s) ≤ r′
(
q1
p1

) 1
q1
− 1
sm1

(
q2
p2

) 1
q2
− 1
sm2

‖f‖(p1,q1) ‖g‖(p2,q2)

= C(r′) ‖f‖(p1,q1) ‖g‖(p2,q2).

�

2.3 Aproximação da Identidade em L(p,q)

O objetivo desta seção é apresentar um resultado de aproximação em espaços de
Lorentz L(p,q), o qual é análogo ao teorema que garante que convoluções por um molificador
de Friedrichs fornecem uma aproximação da identidade nos espaços de Lebesgue Lp. Sua
demonstração é baseada na continuidade da translação em L(p,q), que por sua vez, é
consequência do resultado a seguir.

Teorema 2.3.1 Sejam 1 < p <∞ e 1 ≤ q <∞, então C∞c (Rn) é denso em L(p,q)(Rn).
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Demonstração: Para demonstrar que o conjunto C∞c é denso em L(p,q), pelo Teorema
2.1.16, basta mostrar que toda função caracteŕıstica XE pode ser aproximada na quasi-
norma ‖ . ‖∗(p,q) por uma função f ∈ C∞c .

Sejam E ⊂ Rn um conjunto mensurável e m a medida de Lebesgue em Rn. Então m é
regular interior e exterior, assim, dado ε > 0, existe um conjunto aberto G e um conjunto
compacto K tal que K ⊂ E ⊂ G e m(GrK) < ε.

Agora, pelo Lema de Urysohn, existe f ∈ C∞c tal que 0 ≤ f ≤ 1 e

f(x) =

{
1 , x ∈ K
0 , x /∈ Gc,

. (2.19)

Como |XE − f | ≤ XGrK , pelo Teorema 1.2.5, item 2, tem-se

(XE − f)∗ (t) ≤ X ∗GrK(t), para todo t ≥ 0.

Assim, obtém-se

‖XE − f‖∗(p,q) ≤ ‖XGrK‖∗(p,q)

=

(∫ m(GrK)

0

t
q
p
−1dt

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q [
m(GrK)

q
p
] 1
q

<

(
p

q

) 1
q

ε
1
p .

Portanto, C∞c é denso em L(p,q). �

Lema 2.3.2 (Continuidade da Translação) Sejam 1 < p <∞ e 1 ≤ q <∞ então,

∥∥f(.− y)− f(.)
∥∥
(p,q)
−→ 0, quando y → 0.

Demonstração: Sejam ε > 0 e f ∈ C∞c (Rn), então existe um conjunto compacto K tal
que A = supp(f) ⊂ K. Se y ∈ Rn, defina hy(x) = f(x − y) − f(x). Como ε > 0, existe
δ > 0 tal que se |y| < δ, então |hy(x)| ≤ εXAδ(x), em que Aδ = {x ∈ Rn : d(x,A) < δ}.

Logo, pelo Teorema 1.2.5, item 2 e item 4, obtém-se

h∗y(t) ≤ (εXAδ)∗(t) = εX ∗Aδ(t).

Assim, lim
y→0

suph∗y(t) ≤ ε, para todo t > 0. Uma vez que ε não depende de t, então

h∗y(t)→ 0, para todo t > 0, quando y → 0.
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Além disso,

‖hy‖∗(p,q) =

[∫ ∞
0

(
t
1
p h∗y(t)

)q dt
t

] 1
q

≤ ε

[∫ ∞
0

(
t
1
p X ∗Aδ(t)

)q dt
t

] 1
q

= ε

(
p

q

) 1
q

m(Aδ) <∞.

Dáı, usando o Teorema da Convergência Dominada, conclúımos que

‖hy‖∗(p,q) → 0, quando y → 0.

Uma vez que ‖ · ‖(p,q) e ‖ · ‖∗(p,q) são equivalentes, segue que ‖hy‖(p,q) → 0. �

Definição 2.3.3 Seja ϕ ∈ L1(Rn) tal que
∫
Rn ϕ(x)dx = 1, para cada ε > 0, o molificador

de Friedrichs de ϕ é dado por

ϕε(x) =
1

εn
ϕ
(x
ε

)
.

Teorema 2.3.4 (Aproximação da Identidade em L(p,q)) Sejam 1 < p < ∞, 1 ≤

q <∞ e f ∈ L(p,q)(Rn). Se ϕ ∈ L1(Rn) é tal que
∫
Rn ϕ(x)dx = 1, então

∥∥(ϕε ∗ f)− f
∥∥
(p,q)
→ 0, quando ε→ 0.

Demonstração: Como
∫
Rn ϕ(x)dx = 1, tem-se

(ϕε ∗ f) (x)− f(x) =

∫
Rn
ϕε(y)f(x− y)dy − f(x)

=

∫
Rn
ϕε(y)

[
f(x− y)− f(x)

]
dy.

Fazendo a mudança de variável u =
y

ε
, obtém-se

(ϕε ∗ f)(x)− f(x) =

∫
Rn
ϕ(u)

[
f(x− εu)− f(x)

]
du.

Seja φ ∈ L(p′,q′), pela dualidade, obtém-se

‖(ϕε ∗ f)− f‖(p,q) = sup
‖φ‖(p′,q′)=1

∣∣∣∣∫
Rn

((ϕε ∗ f)(x)− f(x))φ(x) dx

∣∣∣∣
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= sup
‖φ‖(p′,q′)=1

∣∣∣∣∫
Rn

∫
Rn
ϕ(u)

[
f(x− εu)− f(x)

]
φ(x) du dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|ϕ(u)|

(
sup

‖φ‖(p′,q′)=1

∣∣∣∣∫
Rn

[
f(x− εu)− f(x)

]
φ(x)

∣∣∣∣ dx
)
du

=

∫
Rn

∣∣ϕ(u)
∣∣‖f(.− εu)− f(.)‖(p,q)du.

Como ‖f(.− εu)− f(.)‖(p,q) ≤ 2‖f(.)‖(p,q) e, pelo Lema 2.3.2 , tem-se

‖f(.− εu)− f(.)‖(p,q) → 0, quando ε→ 0,

usando o Teorema da Convergência Dominada, conclúımos a demonstração. �

2.4 Um Teorema de Interpolação

Nesta seção apresentaremos um resultado de interpolação, em termos de espaços de
Lorentz, que será útil no decorrer deste trabalho.

Sejam X = (X,M, µ) e Y = (Y,N , ν) espaços de medida, com µ e ν σ-finitas.
Considere os conjuntos

E = { f : X → R : f é M−mensurável } e
F = {h : Y → R : h é N −mensurável }.

Definição 2.4.1 O operador T : E → F é sublinear se:

1. |T (f + g)| ≤ |Tf |+ |Tg|, para todo f, g ∈ E.

2. |T (αf)| = |α||Tf |, para todo f ∈ E e α ∈ R.

Observação 2.4.2 Os espaços de Lorentz tem a seguinte propriedade de interpolação:

(L(p0,q0), L(p1,q1))θ,q = L(p,q),

desde que 0 < p0 < p1 < ∞, 0 < θ < 1,
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
, 1 ≤ q0, q1 ≤ ∞. Para mais

detalhes sobre a teoria de interpolação e sobre essa afirmação veja, por exemplo, [3].

O próximo resultado é uma consequência da propriedade apresentada na Observação
2.4.2. Sua demonstração será omitida, uma vez que ela utiliza argumentos pesados da
teoria de interpolação em espaços de Banach abstratos. Para mais detalhes veja, por
exemplo, [6], [3], [15].
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Teorema 2.4.3 Seja T um operador sublinear em L(pj ,qj), em que j = 1, 2. Sejam p0 < p1,

q0 6= q1 e p, q dados por

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
e

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
,

em que 0 < θ < 1. Então, para todo 1 ≤ r ≤ ∞, existe B = B(θ) tal que

‖Tf‖(p,r) ≤ B‖f‖q,r,

para toda f pertencente a L(q,r).



Caṕıtulo 3

Soluções Mild no Espaço L(p,∞)

Neste caṕıtulo, trataremos do problema de Cauchy para a equação de semilinear
do calor. Nosso objetivo é garantir a existência de solução mild global para a equação
semilinear do calor, quando o dado inicial pertence ao espaço Lp(Rn)−fraco e tem norma
suficientemente pequena.

3.1 Problema de Cauchy para a Equação Semilinear

do Calor

Consideraremos o problema de valor inicial para a equação semilinear do calor em Rn
dado por {

ut −∆u+ f(u) = 0, em (0, T )× Rn,
u(0) = u0, em Rn, (3.1)

em que f : R→ R satisfaz

|f(a2)− f(a1)| ≤ η|a2 − a1| ( |a2|ρ−1 − |a1|ρ−1) e f(0) = 0,

para todo a1, a2 ∈ R e algumas constantes η > 0 e ρ > 1.

3.1.1 O Problema Linear Associado a (3.1)

Observe que o problema linear associado ao sistema (3.1) é o problema de Cauchy
para a equação do calor em Rn dado por{

ut −∆u = 0, em (0, T )× Rn,
u(0) = u0, em Rn. (3.2)

62
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Seja g(t, x) o núcleo de Gauss-Weirstrass dado por

g(t, x) = (4tπ)−
n
2 e−

|x|2
4t , (3.3)

para todo t > 0 e x ∈ Rn, cuja transformada de Fourier é

ĝ(t, ξ) =

∫
Rn
g(t, x)e−2πix·ξdx = e−4π

2|ξ|2t. (3.4)

Agora, aplicando formalmente a transformada de Fourier em (3.2), tem-se, para cada
ξ ∈ Rn, o seguinte p.v.i.


∂

∂t
û(t, ξ) + 4π2|ξ|2û(t, ξ) = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ),

(3.5)

o qual tem solução única dada por

û(t, ξ) = e−4π
2|ξ|2tu0(ξ). (3.6)

Assim de (3.4), tem-se
û(t, ξ) = ĝ(t, ξ)û0(ξ). (3.7)

Consequentemente, via transformada inversa, obtém-se

u(t, ξ) = g(t, x) ∗ u0(x), (3.8)

ou seja, g(t, x) é solução fundamental de (3.2).
A solução (3.8) do problema linear (3.2) gera um semigrupo S(t) via convolução com

o núcleo de Gauss-Weierstrass (3.3), isto é,

S(t)u0(x) = g(t, x) ∗ u0(x). (3.9)

No que segue, nos referimos a g(t, x) e S(t) como núcleo do calor e semigrupo do calor,
respectivamente. Para mais detalhes sobre a discussão acima veja, por exemplo, [5].

A seguir verificaremos algumas propriedades de homogeneidade do núcleo do calor
g(t, x).

3.1.2 Estimativas do Semigrupo do Calor S(t)

Nesta seção, apresentaremos algumas estimativas para o núcleo de Gauss-Weierstrass
g(t, x) e para o semigrupo do calor S(t) em espaços de Lorentz.
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Iniciaremos verificando algumas propriedades de homogeneidade de g(t, x), que serão
úteis para nossos propósitos.

Lema 3.1.1 Se x ∈ Rn, t > 0 e k ∈ N, então

g(t, x) = t−
n
2 g(1, xt−

1
2 ), (3.10)

∇k
x g(t, x) = t−

n+k
2 ∇k

x g(1, xt−
1
2 ). (3.11)

Demonstração: Pela igualdade (3.3), tem-se

g(t, x) = (4tπ)−
n
2 e−

|x|2
4t

= t−
n
2 (4π)−

n
2 e−

|x t−
1
2 |2

4

= t−
n
2 g(1, xt−

1
2 ).

Agora, aplicando a regra da cadeia k vezes na igualdade (3.10), obtém-se

∇k
xg(t, x) = ∇k

x

(
t−

n
2 g(1, xt−

1
2 )
)

= ∇k
x

(
t−

n
2 (4π)−

n
2 e−

|x t−
1
2 |2

4

)
= t−

n+k
2 ∇k

xg(1, xt−
1
2 ).

�

Lema 3.1.2 Se 1 < p ≤ r <∞, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, k ∈ N e φ ∈ L(p,q1), então ∇k
xS(t)φ ∈

L(r,q2). Além disso,

∥∥∇k
xS(t)φ

∥∥
(r,q2)

≤ C t
n
2 ( 1

r
− 1
p)−

k
2

∥∥φ∥∥
(p,q1)

. (3.12)

Demonstração: Pelas propriedades da convolução, tem-se

∇k
x(S(t)φ) = ∇k

x (g(t, x) ∗ φ(x)) =
(
∇k
x g(t, x)

)
∗ φ.

Sejam q ≥ 1 e l ≥ 1 tais que

1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
e

1

q1
+

1

l
≥ 1

q2
.

Como φ ∈ L(p,q1), pela Desigualdade de Young generalizada (2.16), obtém-se
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∇k
xS(t)φ ∈ L(r,q2) e

‖∇k
xS(t)φ‖(r,q2) ≤ C1‖∇k

x g(t, x)‖(q,l)‖φ‖(p,q1). (3.13)

Por outro lado, pela igualdade (3.11), do lema anterior e da relação de escala nos
espaços de Lorentz L(q,l) (2.8), tem-se

‖∇k
xg(t, x)‖(q,l) = ‖t−

n+k
2 ∇k

xg(1, xt−
1
2 )‖(q,l)

= t−
n+k
2 ‖∇k

xg(1, xt−
1
2 )‖(q,l)

= t−
n+k
2 t

n
2q ‖∇k

xg(1, x)‖(q,l)
= C2t

n
2 ( 1

r
− 1
p)−

k
2 , (3.14)

em que C2 = ‖∇k
x g(1, x)‖(q,l). De (3.13) e (3.14), tem-se

‖∇k
xS(t)φ ‖(r,q2) ≤ C t

n
2 ( 1

r
− 1
p)−

k
2 ‖φ‖(p,q1),

com C = C1C2.
�

Como veremos a seguir, no caso dos espaços de Lebesgue Lr, pode-se provar a desi-
gualdade (3.12) para 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞.

Proposição 3.1.3 Se 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞, k ∈ N e φ ∈ Lp, então ∇k
x S(t)φ ∈ Lr. Além

disso,

‖∇k
xS(t)φ‖r ≤ C t

n
2 ( 1

r
− 1
p)−

k
2 ‖φ‖p. (3.15)

Demonstração: Sejam 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, com 1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
, pela Desigualdade de

Young em Lr, tem-se

‖∇k
x g(t, x) ∗ φ‖r ≤ ‖∇k

x g(t, x)‖q‖φ‖p. (3.16)

Por outro lado,

‖∇k
x g(t, x)‖q = ‖t−

n+k
2 ∇k

x g(1, x t−
1
2 )‖q

= t−
n+k
2 ‖∇k

x g(1, x t−
1
2 )‖q

= t−
n+k
2

(∫
Rn

∣∣∣∇k
xg(1, xt−

1
2 )
∣∣∣q dx) 1

q



3.1 Problema de Cauchy para a Equação Semilinear do Calor 66

= t−
n+k
2

(∫
Rn

∣∣∣∣∇k
x

(
(4π)−

n
2 e−

|x t−
1
2 |2

4

)∣∣∣∣q dx)
1
q

= t−
n+k
2

(∫
Rn

∣∣∣∣∇k
y

(
(4π)−

n
2 e−

|y|2
4

)∣∣∣∣q dy

t−
n
2

) 1
q

, sendo y = x t−
1
2

= t−
n+k
2 t

n
2q ‖∇k

y g(1, y)‖q
= C t

n
2 ( 1

r
− 1
p)−

k
2 , (3.17)

em que C = ‖∇k
y g(1, y)‖q. Assim, de (3.16) e (3.17), temos

‖∇k
xS(t)φ‖r ≤ C t

n
2 ( 1

r
− 1
p)−

k
2 ‖φ‖p.

�

3.1.3 Formulação Integral do Problema

Derivaremos, agora, a formulação integral associada ao sistema (3.1).
Considere u uma solução clássica de (3.1) e defina ψ(s) = S(t− s)u(s, x), em que S(t)

é o semigrupo do calor. Uma vez que

ψ(s) = S(t− s)u(s, x) = g(t− s, x) ∗ u(s, x),

obtém-se

∂

∂s
ψ(s) =

∂

∂s

(
g(t− s, x) ∗ u(s, x)

)
=

∂

∂s

[∫
Rn
g(t− s, x− y)u(s, y) dy

]
(3.18)

=

∫
Rn

[
∂

∂s

(
g(t− s, x− y)

)
u(s, y) + g(t− s, x− y)

∂

∂s

(
u(s, y)

)]
dy.

Mostremos agora que

∂

∂s

(
g(t− s, x− y)

)
= −∆

(
g(t− s, x− y)

)
. (3.19)

De fato,

∂

∂s

(
g(t− s, x− y)

)
=

∂

∂s

(
1

[4(t− s)π]
n
2

e
−|x−y|2
4(t−s)

)



3.1 Problema de Cauchy para a Equação Semilinear do Calor 67

=
4nπ

2 [4(t− s)π]
n
2
+1
e
−|x−y|2
4(t−s) +

1

[4(t− s)π]
n
2

|x− y|2(−4)

[4(t− s)]2
e
−|x−y|2
4(t−s)

=

[
n

2(t− s)
− |x− y|

2

4(t− s)2

]
e
−|x−y|2
4(t−s)

[4(t− s)π]
n
2

. (3.20)

Por outro lado,

∂

∂xi

(
g(t− s, x− y)

)
=

∂

∂xi

(
1

[4(t− s)π]
n
2

e
−|x−y|2
4(t−s)

)

=
−(xi − yi)
2(t− s)

e
−|x−y|2
4(t−s)

[4(t− s)π]
n
2

e, portanto,

∂2

∂xixi

(
g(t− s, x− y)

)
=

∂

∂xi

−(xi − yi)
2(t− s)

e
−|x−y|2
4(t−s)

[4(t− s)π]
n
2


=

[
−1

2(t− s)
+

(xi − yi)2

4 [(t− s)]2

]
e
−|x−y|2
4(t−s)

[4(t− s)π]
n
2

. (3.21)

Assim, de (3.20) e (3.21), tem-se

−∆
(
g(t− s, x− y)

)
=

[
n

2(t− s)
− |x− y|

2

4(t− s)2

]
e
−|x−y|2
4(t−s)

[4(t− s)π]
n
2

=
∂

∂s

(
g(t− s, x− y)

)
,

como queŕıamos demonstrar.
Agora, como ψ é diferenciável, aplicando a igualdade (3.19) a (3.18), e utilizando

propriedades básicas da convolução, obtém-se

∂

∂s
ψ(s) =

∫
Rn
−∆

(
g(t− s, x− y)

)
u(s, y) dy +

∫
Rn
g(t− s, x− y)

∂

∂s

(
u(s, y)

)
dy

= S(t− s) ∂
∂s

(
u(s, x)

)
−∆S(t− s)u(s, x)

= S(t− s)
(
∆u(s, x)− f(u(s, x))

)
−∆S(t− s)u(s, x)

= S(t− s)∆u(s, x)− S(t− s)f(u(s, x))− S(t− s)∆u(s, x)

= −S(t− s)f(u(s, x)).

Integrando de 0 até t a última igualdade, e lembrando que ψ(0) = S(t − 0)u(0, x) =
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S(t)u0(x) e ψ(t) = S(0)u(t, x) = u(t, x), obtém-se

ψ(t)− ψ(0) = −
∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x))ds,

ou seja,

u(t, x)− S(t)u0(x) = −
∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x))ds,

ou ainda,

u(t, x) = S(t)u0(x)−
∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x)) ds. (3.22)

Portanto, conclúı-se que toda solução clássica do sistema (3.1) satisfaz a equação
integral (3.22).

A fim de simplificar a expressão (3.22), a parte não linear será denotada por

B(u)(t, x) = −
∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x)) ds. (3.23)

Sendo assim, (3.22) pode ser reescrita da seguinte forma

u(t, x) = S(t)u0 +B(u)(t, x). (3.24)

3.2 Relação de escala e Espaço funcional adequado

O objetivo desta seção é apresentar o espaço funcional adequado para estudarmos a
equação integral (3.22).

Escolheremos um ı́ndice adequado a fim de que a norma deste espaço seja invariante
pela relação de escala de definida a seguir.

Definição 3.2.1 Seja u(t, x) uma solução clássica de (3.1). Definimos uλ por

uλ(t, x) := λ
2
ρ−1u(λ2t, λx), ∀λ > 0. (3.25)

A aplicação

u 7→ uλ(t, x) (3.26)

é chamada de relação de escala de (3.1).
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Observação 3.2.2 Pode-se mostrar sem dificuldades que se u(t, x) é uma solução clássica

da equação semilinear do calor (3.1), então uλ também o é, desde que f satisfaça a

seguinte relação

f(uλ(t, x)) = λ
2ρ
ρ−1f(u(λ2t, λx)).

Embora o assunto não seja tratado neste trabalho, vale lembrar que pode-se buscar por

soluções particulares de (3.1) satisfazendo

u(t, x) = uλ(t, x), (3.27)

para todo t > 0, x ∈ Rn e λ > 0.

Essas soluções particulares são chamadas soluções auto-similares do problema. Neste

caso, fazendo t → 0+ formalmente em (3.27), pode-se notar que u0 = u(0, x) deve ser

uma função homogênea de grau − 2
ρ−1 .

Definição 3.2.3 Seja 1 < q ≤ ∞. Definimos o seguinte espaço vetorial

E = BC
(
(0,∞), L(

n(ρ−1)
2

,∞)
)
, (3.28)

ou seja, E é o espaço de todas as funções cont́ınuas e limitadas definidas em (0,∞) e com

valores em L(
n(ρ−1)

2
,∞).

O espaço E munido com a norma

‖u‖E = sup
t>0
‖u(t, x)‖

(
n(ρ−1)

2
,∞)

(3.29)

é um espaço de Banach.

Observação 3.2.4 Note que o ı́ndice p = n(ρ−1)
2

em

‖u‖E = sup
t>0
‖u(t, x)‖(p,∞)

faz com que ‖u‖E seja invariante pela relação de escala.
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De fato,

‖uλ(t, x)‖E = sup
t>0
‖uλ(t, x)‖(p,∞)

= sup
t>0

λ
2
ρ−1‖u(λ2t, λx)‖(p,∞)

= sup
λ−2s>0

λ
2
ρ−1‖u(s, λx)‖(p,∞). (3.30)

Da relação de escala dos espaços de Lorentz (2.2), obtém-se

‖u(s, λx)‖(p,∞) = λ−
n
p ‖u(s, x)‖(p,∞). (3.31)

Agora, de (3.30) e (3.31), tem-se

‖uλ(t, x)‖E = sup
s>0

λ
2
ρ−1
−n
p ‖u(s, x)‖(p,∞). (3.32)

Dáı, para que valha

‖uλ(t, x)‖E = ‖u(t, x)‖E,

é necessário e suficiente que 2
ρ−1 −

n
p

= 0, ou seja, p = n(ρ−1)
2

.

3.3 Boa Colocação nos Espaços L(p,∞)

Apresentaremos agora os resultados de existência e unicidade de soluções mild nos
espaços Lp-fraco, ou seja, em L(p,∞).

Primeiramente, tornaremos precisa a noção de solução mild, em L(p,∞), associada a
equação semilinear do calor (3.1).

Definição 3.3.1 Seja u0 ∈ L(
n(ρ−1)

2
,∞) . Diz-se que u = u(t, x) é uma solução mild global

do problema de Cauchy (3.1) em E se a função u satisfaz a equação integral (3.22), ou

seja,

u(t, x) = S(t)u0(t) +B(u)(t, x),

e u(t, x) ⇀ u0, quando t→ 0+, em que o limite tomado é definido na topologia fraca-∗ de

L(
n(ρ−1)

2
,∞).

O próximo teorema é o principal resultado deste trabalho e garante a existência e
unicidade da solução mild no espaço E.
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Teorema 3.3.2 (Boa colocação) Sejam n
n−2 < ρ <∞ e u0 ∈ L(

n(ρ−1)
2

,∞).

(i) (Existência e unicidade de solução) Existem constantes δ > 0 e ε = ε(δ) > 0 tais

que, se ‖u0‖(n(ρ−1)
2

,∞)
< δ, então o problema de Cauchy (3.1) tem uma solução mild

global u(t, x) ∈ E no sentido da Definição 3.3.1, a qual é única na bola

B2ε(0) := B(0, 2ε) ⊂ E.

(ii) (Dependência cont́ınua em relação ao dado inicial) Considere a bola

Bδ(0) = {u0 ∈ L(
n(ρ−1)

2
,∞); ‖u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
≤ δ}

no espaço L(
n(ρ−1)

2
,∞). A aplicação u0 ∈ Bδ 7→ u ∈ E é Lipschitz cont́ınua.

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.3.2 precisaremos de uma série de resultados
auxiliares. Começaremos com um lema abstrato, cuja demonstração é uma aplicação do
Teorema do ponto fixo de Banach para contrações.

Lema 3.3.3 (Lema Abstrato) Sejam (X, ‖ · ‖X) um espaço de Banach e T : X → X

um operador linear cont́ınuo, satisfazendo

‖Tx− Tz‖X ≤ τ‖x− z‖X , ∀ x, z ∈ X e τ < 1 fixado. (3.33)

Sejam m ∈ N, ρi ∈ (1,∞), ki > 0 e 1 ≤ i ≤ m. Considere Si : X −→ X tais que,

Si(0) = 0 e

‖Si(x)− Si(z)‖X ≤ ki‖x− z‖X ( ‖x‖
X

ρi−1 + ‖z‖
X

ρi−1) ∀ x, z ∈ X. (3.34)

Seja R > 0 a menor raiz positiva da equação

m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

Rρi−1 + τ − 1 = 0. (3.35)

Temos:

(i) (Existência e unicidade) Dado 0 < ε < R, se y ∈ X é tal que ‖y‖X ≤ ε, então
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existe uma solução x ∈ X para a equação

x = y +
m∑
i=1

Si(x) + T (x), (3.36)

satisfazendo ‖x‖X ≤ 2ε
1−τ , a qual é única na bola fechada B̄ 2ε

1−τ
(0).

(ii) (Dependência cont́ınua) A solução x depende de y de forma Lipschitz cont́ınua, ou

seja, se ‖ȳ‖X ≤ ε, x̄ = ȳ +
m∑
i=1

Si(x̄) + T (x̄) e ‖x̄‖X ≤ 2ε
1−τ , então

‖x− x̄‖X ≤
1

1−

(
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1 + τ

)‖y − ȳ‖X . (3.37)

Demonstração: Dado y ∈ X, com ‖y‖X ≤ ε, defina F : X → X, por F (x) = y +
m∑
i=1

Si(x) + T (x).

Queremos mostrar que F restrita a B 2ε
1−τ

(0) = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ 2ε
1−τ } é uma contração

que satisfaz F (B 2ε
1−τ

(0)) ⊂ B 2ε
1−τ

(0).

Mostremos primeiramente que F (B 2ε
1−τ

(0)) ⊂ B 2ε
1−τ

(0).

Para isso, observe que para x ∈ B 2ε
1−τ

(0), tem-se

‖F (x)‖X = ‖y +
m∑
i=1

Si(x) + T (x)‖X

≤ ‖y‖X +
m∑
i=1

‖Si(x)‖X + ‖T (x)‖X

≤ ‖y‖X +
m∑
i=1

ki‖x‖ρiX + τ‖x‖X

≤ ε+
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi

ερi +
2τε

1− τ

=

(
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1 + τ + 1

)
ε

1− τ

< (1 + 1)
ε

1− τ

=
2ε

1− τ
,

como queŕıamos.
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Agora, para mostrar que F é uma contração, sejam x, z ∈ B 2ε
1−τ

(0). Assim,

‖F (x)− F (z)‖X = ‖y +
m∑
i=1

Si(x) + T (x)− y −
m∑
i=1

Si(z)− T (z)‖X

≤
m∑
i=1

‖Si(x)− Si(z)‖X + ‖T (x)− T (z)‖X

≤
m∑
i=1

ki‖x− z‖X(‖x‖ρi−1 + ‖z‖ρi−1) + τ‖x− z‖X

=

(
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1 + τ

)
‖x− z‖X .

Como, por hipótese, 0 < ε < R e R > 0 é a menor raiz positiva da equação (3.35),

segue
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1+τ−1 < 0, donde conclúı-se que F restrita ao conjunto B 2ε
1−τ

(0)

é uma contração que satisfaz F (B 2ε
1−τ

(0)) ⊂ B 2ε
1−τ

(0).

Observe que B 2ε
1−τ

(0) ⊂ X é um conjunto fechado em X. Assim, munindo B 2ε
1−τ

(0)

com a métrica
d(a, b) := ‖a− b‖X ,

conclúı-se que o par (B 2ε
1−τ

(0), d) é um espaço métrico completo, pois um subespaço

métrico fechado de um espaço completo é completo.
Como (B 2ε

1−τ
(0), d) é completo e F é uma contração neste subespaço, então, pelo

Teorema do ponto fixo de Banach para contrações, segue que F possui apenas um ponto
fixo em B 2ε

1−τ
(0), ou seja, existe um único x ∈ B 2ε

1−τ
(0) tal que x é uma solução da equação

x = y +
m∑
i=1

Si(x) + T (x).

Para concluir o resultado, mostraremos a dependência continua em relação ao dado

inicial y. Para isso, seja x̄ = ȳ +
m∑
i=1

Si(x̄) + T (x̄), com ‖ȳ‖X ≤ ε e ‖x̄‖X ≤ 2ε
1−τ Assim,

‖x− x̄‖X = ‖y +
m∑
i=1

Si(x) + T (x)− ȳ −
m∑
i=1

Si(x̄)− T (x̄)‖X

≤ ‖y − ȳ‖X +
m∑
i=1

‖Si(x)− Si(x̄)‖X + ‖T (x)− T (x̄)‖X

≤ ‖y − ȳ‖X +

(
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1 + τ

)
‖x− x̄‖X
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e, portanto, (
1−

(
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1 + τ

))
‖x− x̄‖X ≤ ‖y − ȳ‖X ,

ou seja,

‖x− x̄‖X ≤
1

1−

(
m∑
i=1

2ρiki
(1− τ)ρi−1

ερi−1 + τ

)‖y − ȳ‖X .
�

A fim de demonstrarmos o Teorema 3.3.2, devemos aplicar o Lema Abstrato 3.3.3 para
X = E. Para isso, precisaremos encontrar estimativas das parte não linear e linear da
equação (3.22). Este será o objetivo das duas próximas seções.

3.3.1 Estimativa do Termo Não Linear

Lema 3.3.4 Sejam 1 < p < q <∞, então existe uma constante C > 0 tal que

∫ ∞
0

t
1
2
(n
p
−n
q
)−1‖S(t)φ‖(q,1) dt ≤ C ‖φ‖(p,1), (3.38)

para toda φ ∈ L(p,1).

Demonstração: Seja t > 0. Defina ξ(t) = t
n
2
( 1
p
− 1
q
)−1‖S(t)φ‖(q,1) e tome p1 < p < p2 < q

tais que
n

p
− n

p2
< 2. Pelo Lema 3.1.2, para 1 < pk < q <∞, k = 1, 2, obtemos

‖S(t)φ‖(q,1) ≤ C t
n
2
( 1
q
− 1
pk

)‖φ‖(pk,1), k = 1, 2.

Assim,

ξ(t) = t
n
2
( 1
p
− 1
q
)−1‖S(t)φ‖(q,1)

≤ C t
n
2
( 1
p
− 1
q
)−1+n

2
( 1
q
− 1
pk

)‖φ‖(pk,1)
= C t

1
2
(n
p
− n
pk
−2)‖φ‖(pk,1),

ou seja,

ξ(t) ≤ C t
1
2
(n
p
− n
pk
−2)‖φ‖(pk,1), k = 1, 2.
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Seja
1

lk
=

1

2

(
n

pk
− n

p
+ 2

)
, em que 0 < l1 < 1 < l2, defina

hk(t) = C ‖φ‖(pk,1)t
1
2
(n
p
− n
pk
−2)
,

ou seja, hk(t) = C̃ t
− 1
lk , onde C̃ = C ‖φ‖(pk,1).

Agora, como ξ(t) ≤ hk(t), pelo Teorema 1.2.14, item 2, temos ξ∗∗ ≤ h∗∗k , k = 1, 2.
Logo

‖ξ‖L(lk,∞)(0,∞) ≤ ‖hk‖L(lk,∞)(0,∞), k = 1, 2. (3.39)

Mas,

λhk(s) = µ
(
{t > 0 : hk(t) > s}

)
= µ

({
t ∈ (0,∞) : C̃ t

− 1
lk > s

})
= µ

({
t ∈ (0,∞) : (C̃ s−1)lk > t

})
= (C̃ s−1)lk

e

h∗k(t) = inf {s > 0 : λhk(s) ≤ t}

= inf
{
s > 0 : (C̃ s−1)lk ≤ t

}
= C̃ t

− 1
lk .

Assim,

‖hk‖∗L(lk,∞)(0,∞)
= sup

t>0
t

1
lk h∗k(t) = C̃.

Dáı, pela Proposição 2.1.11, tem-se

‖hk‖L(lk,∞)(0,∞) ≤
lk

lk − 1
‖hk‖∗L(lk,∞)(0,∞)

=
lk

lk − 1
C ‖φ‖(pk,1), (3.40)

para k = 1, 2.
De (3.39) e (3.40), tem-se

‖ξ‖L(lk,∞)(0,∞) ≤ C̄ ‖φ‖(pk,1), (3.41)

em que C̄ =
lk

lk − 1
C.

Note que a aplicação φ→ Tφ = ξ é sublinear e de (3.41), tem-se

‖Tφ‖L(lk,∞)(0,∞) ≤ C̄‖φ‖(pk,1), para k = 1, 2.
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Tome θ ∈ (0, 1) tal que 1
p

= θ
p1

+ 1−θ
p2

e observe que

θ

l1
+

1− θ
l2

=
θ

2

(
n

p1
− n

p
+ 2

)
+

1− θ
2

(
n

p2
− n

p
+ 2

)
=

θ

2

(
n

p1
− n

p
+ 2

)
+

1

2

(
n

p2
− n

p
+ 2

)
− θ

2

(
n

p2
− n

p
+ 2

)
=

θ

2

n

p1
+

1

2

n

p2
− 1

2

n

p
+ 1− θ

2

n

p2

=
n

2

(
θ

p1
+

1− θ
p2

)
− n

2

1

p
+ 1

= 1.

Dáı, do Teorema de Interpolação 2.4.3, para r = 1, segue que existe B = B(θ) tal que

‖Tφ‖L(1,1)(0,∞) ≤ B‖φ‖(p,1).

Pela Proposição 2.1.3, tem-se

‖Tφ‖L1(0,∞) = ‖Tφ‖L(1,1)(0,∞).

Assim,
‖ξ‖L1(0,∞) = ‖Tφ‖L1(0,∞) ≤ B‖φ‖(p,1).

Portanto, ∫ ∞
0

t
1
2
(n
p
−n
q
)−1‖S(t)φ‖(q,1) dt ≤ B‖φ‖(p,1).

�

Agora considere o operador

C(h)(x) =

∫ ∞
0

S(s)f(h(s, x))ds.

O próximo lema trata da continuidade do operador C(h), que será utilizada para obter
a estimativa do termo não linear da formulação mild do nosso problema.

Lema 3.3.5 Sejam n
n−2 < ρ <∞ e h ∈ L∞((0,∞), L(

n(ρ−1)
2

,∞)), então

‖C(h)‖
(
n(ρ−1)

2
,∞)
≤ K sup

t>0
‖h(t)‖ρ

(n(ρ−1)
2

,∞)
. (3.42)

Demonstração: Por simplicidade, denotemos l = n(ρ−1)
2

. Além disso, por abuso de
notação, denotaremos h(t) = h. Como n

n−2 < ρ <∞, então 1 < ρ < l. Agora, note que
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se h ∈ L(l,∞), então hρ ∈ L( l
ρ
,∞), pois

‖hρ‖∗
( l
ρ
,∞)

= sup
τ>0

τ
ρ
l (hρ)∗

= sup
τ>0

[
τ

1
l (h∗)

]ρ
≤

[
sup
τ>0

τ
1
l (h∗)

]ρ
= (‖h‖∗(l,∞))

ρ

e, portanto,
‖hρ‖∗

( l
ρ
,∞)
≤ (‖h‖∗(l,∞))

ρ. (3.43)

Além disso, da Proposição 2.1.11, tem-se

‖hρ‖∗
( l
ρ
,∞)
≤ ‖hρ‖( l

ρ
,∞) ≤

l
ρ

l
ρ
− 1
‖hρ‖∗

( l
ρ
,∞)

= a‖hρ‖∗
( l
ρ
,∞)
, (3.44)

em que a =
l

l − ρ
.

Dáı, da Proposição 2.1.11 e de (3.43), segue que

‖hρ‖( l
ρ
,∞) ≤ a‖hρ‖∗

( l
ρ
,∞)

≤ a(‖h‖∗(l,∞))
ρ

≤ a‖h‖ρ(l,∞), (3.45)

ou seja, hρ ∈ L( l
ρ
,∞).

Agora, como |f(h)| ≤ η|h|ρ, então, pela desigualdade (3.45), obtém-se

‖f(h)‖( l
ρ
,∞) ≤ η‖|h|ρ‖( l

ρ
,∞) ≤ ηa‖h‖ρ(l,∞). (3.46)

Seja φ ∈ L(l′,1), em que l′ =
l

l − 1
. Note que l

′
<

l

l − ρ
e

n

2

(
1

l′
− l − ρ

l

)
− 1 =

n

2

(
l − 1

l
− l − ρ

l

)
− 1

=
n

2

(
−1 + ρ

l

)
− 1

=
n

2
(−1 + ρ)

2

n(ρ− 1)
− 1

= 0.
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Usando, dualidade e a desigualdade de Hölder Generalizada (2.18), obtém-se

‖C(h)‖(l,∞) = sup
‖φ‖(l′,1)=1

∣∣∣∣∫
Rn
C(h)φ(x) dx

∣∣∣∣
= sup

‖φ‖(l′,1)=1

∣∣∣∣∫ ∞
0

∫
Rn

(S(s)f(h))φ(x) dx ds

∣∣∣∣
= sup

‖φ‖(l′,1)=1

∣∣∣∣∫ ∞
0

∫
Rn
f(h) (S(s)φ) dx ds

∣∣∣∣
≤ sup

‖φ‖(l′,1)=1

∫ ∞
0

C1‖f(h)‖( l
ρ
,∞)‖(S(s)φ)‖( l

l−ρ ,1)
ds.

Agora, pela desigualdade (3.46), segue que

‖C(h)‖(l,∞) ≤ C1 sup
‖φ‖(l′,1)=1

∫ ∞
0

η a ‖h(s)‖ρ(l,∞)‖(S(s)φ)‖( l
l−ρ ,1)

ds

≤ C1η a sup
t>0
‖h(t)‖ρ(l,∞) sup

‖φ‖(l′,1)=1

∫ ∞
0

‖(S(s)φ)‖( l
l−ρ ,1)

ds.

Usando o Lema 3.3.4, com p = l′ e q =
l

l − ρ
, tem-se

‖C(h)‖(l,∞) = C1η a sup
t>0
‖h(t)‖ρ(l,∞) sup

‖φ‖(l′,1)=1

∫ ∞
0

t
1
2
( n
l′−

n
q
)−1‖(S(s)φ)‖(q,1) ds

≤ C1η a sup
t>0

∥∥h(t)
∥∥ρ
(l,∞)

sup
‖φ‖(l′,1)=1

C2

∥∥φ∥∥
(l′,1)

= K sup
t>0
‖h(t)‖ρ(l,∞),

em que K = η aC1C2.
�

Lema 3.3.6 Seja n
n−2 < ρ <∞. Se u, v ∈ E, então existe uma constante K > 0 tal que

sup
t>0

∥∥B(u)(t)−B(v)(t)
∥∥
(
n(ρ−1)

2
,∞)

≤ K sup
t>0

∥∥u(t)− v(t)
∥∥ρ−1
(
n(ρ−1)

2
,∞)(

sup
t>0

∥∥u(t)
∥∥
(
n(ρ−1)

2
,∞)

+ sup
t>0

∥∥v(t)
∥∥ρ−1
(
n(ρ−1)

2
,∞)

)
.



3.3 Boa Colocação nos Espaços L(p,∞) 79

Demonstração: Seja

h(s) =

{
u(t− s, .) , s ∈ [0, t],

0 , c. c.

Note que

C(h(t))x =

∫ ∞
0

S(s)f(h(s)x) ds

=

∫ t

0

S(s)f(u(t− s, x)) ds

=

∫ t

0

S(t− ξ)f(u(ξ, x)) dξ, onde ξ = t− s

= −B(u)(t, x),

ou seja,
C(h) = −B(u). (3.47)

Agora, tome

g(s) =

{
v(t− s, .) , s ∈ [0, t],

0 , c. c.,

e considere l =
n(ρ− 1)

2
.

Como
∣∣f(h(t))− f(g(t))

∣∣ ≤ η
∣∣h(t)− g(t)

∣∣ (∣∣h(t)
∣∣ρ−1 +

∣∣g(t)
∣∣ρ−1), então

∥∥f(h(t))− f(g(t))
∥∥
( l
ρ
,∞)
≤ η

∥∥|h(t)− g(t)|
(∣∣h(t)

∣∣ρ−1 +
∣∣g(t)

∣∣ρ−1)∥∥
( l
ρ
,∞)
.

Pela Desigualdade de Hölder generalizada (2.18), com p1 = l, p2 =
l

ρ− 1
, q1 = q2 =

s =∞ e r =
l

ρ
, tem-se

∥∥f(h(t))− f(g(t))
∥∥
( l
ρ
,∞)
≤ η C1

∥∥h(t)− g(t)
∥∥
(l,∞)

∥∥∣∣h(t)
∣∣ρ−1 +

∣∣g(t)
∣∣ρ−1∥∥

( l
ρ
,∞)
.

Agora, pela desigualdade triangular, obtém-se

‖f(h(t))− f(g(t))‖( l
ρ
,∞) ≤ η C1‖h(t)− g(t)‖(l,∞)(‖h(t)‖ρ−1

( l
ρ
,∞)

+ ‖g(t)‖ρ−1
( l
ρ
,∞)

). (3.48)

Por outro lado, usando dualidade, e a Desigualdade de Hölder generalizada (2.18),
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com p1 =
l

ρ
, p2 =

l

l − ρ
, q1 =∞, q2 = 1, r = s = 1, tem-se

‖C(h(t))− C(g(t))‖(l,∞) = sup
‖φ‖(l′,1)=1

∣∣∣∣∫
Rn
C(h(t))− C(g(t))φ(x) dx

∣∣∣∣
= sup

‖φ‖(l′,1)=1

∣∣∣∣∫ ∞
0

∫
Rn

[S(s)(f(h(s))− f(g(s)))]φ(x) dx ds

∣∣∣∣
= sup

‖φ‖(l′,1)=1

∣∣∣∣∫ ∞
0

∫
Rn

(f(h(s))− f(g(s))) (S(s)φ(x)) dx ds

∣∣∣∣
≤ sup

‖φ‖(l′,1)=1

∫ ∞
0

C2‖(f(h(s))− f(g(s)))‖( l
ρ
,∞)‖(S(s)φ(x))‖( l

l−ρ ,1)
ds.

Pela desigualdade (3.48), tem-se

∥∥C(h(t))− C(g(t))
∥∥
(l,∞)

≤ sup
‖φ‖(l′,1)=1

∫ ∞
0

C2C1η ‖h(s)− g(s)‖(l,∞)

(
‖|h(s)|ρ−1‖( l

ρ
,∞)+

‖|g(s)|ρ−1)‖( l
ρ
,∞)

)
‖S(s)φ(x)‖( l

l−ρ ,1)
ds

= C2C1η sup
t>0
‖h(t)− g(t)‖(l,∞)

(
sup
t>0
‖h(t)‖ρ−1(l,∞) + sup

t>0
‖g(t))‖ρ−1(l,∞)

)
sup

‖φ‖(l′,1)=1

{∫ ∞
0

‖S(s)φ(x)‖( l
l−ρ ,1)

ds

}
.

Agora, pelo Lema 3.3.4, com p = l′, q =
l

l − ρ
e

1

2
(
n

p
− n

q
)− 1 = 0, obtém-se

‖C(h(t))− C(g(t))‖(l,∞) ≤ C2C1η sup
t>0
‖h(t)− g(t)‖(l,∞)(

sup
t>0
‖h(t)‖ρ−1(l,∞) + sup

t>0
‖g(t))‖ρ−1(l,∞)

)
sup

‖φ‖(l′,1)=1

C3‖φ‖(l′,1)

= K sup
t>0
‖h(t)− g(t)‖(l,∞)

(
sup
t>0
‖h(t)‖ρ−1(l,∞) + sup

t>0
‖g(t))‖ρ−1(l,∞)

)
,

em que, K = C1C2C3η.

Assim, da igualdade (3.47), segue que

sup
t>0

∥∥B(u)(t)−B(v)(t)
∥∥
(l,∞)
≤ K sup

t>0

∥∥u(t)−v(t)
∥∥
(l,∞)

(
sup
t>0

∥∥u(t)
∥∥ρ−1
(l,∞)

+ sup
t>0

∥∥v(t)
∥∥ρ−1
(l,∞)

)
.
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Assim, conclúımos que

∥∥B(u)(t)−B(v)(t)
∥∥
E
≤ K

∥∥u(t)− v(t)
∥∥
E

(∥∥u(t)
∥∥ρ−1
E

+
∥∥v(t)

∥∥ρ−1
E

)
.

�
Para demonstrar o Teorema 3.3.2, devemos mostrar que a solução u converge fraco−∗

para o dado inicial u0, quando t→ 0+, em L(
n(ρ−1)

2
,∞). Para isso, precisamos do seguinte

resultado.

Lema 3.3.7 Se a função u(t, x) ∈ E, então

Bu(t, x)→ 0, quando t→ 0+,

em que o limite é tomado na topologia fraca−∗ de L(l,∞), onde l = n(ρ−1)
2

.

Demonstração: Para verificar a convergência da parte não linear da equação integral
(3.24) para a função 0 ∈ L(l,∞), na topologia fraco−∗ de L(l,∞), devemos mostrar que

〈B(u)(t, x), φ〉⇀ 0, quando t→ 0+,

para toda φ ∈ L(l′,1).
Pelo Teorema 2.1.16 o conjunto C∞c é denso em L(l′,1), assim é suficiente mostrar que

〈Bu(t, x), φ〉 −→ 0, quando t→ 0+,

para todo φ ∈ C∞c .

Seja r > 0 tal que l
ρ
< r < n(n−1)

2
. Note que 1

r
> 2

n(n−1) e

n

2

(
1

r
− ρ

l

)
+ 1 >

n

2

(
2

n(n− 1)
− ρ

l

)
+ 1

=
n

2

(
2

n(n− 1)
− ρ 2

ρ(n− 1)

)
+ 1

=
n

2

2

n− 1

(
1

n
− 1

)
+ 1

=
n

n− 1

(
1− n
n

)
+ 1

= 0.

Pelo Lema 3.1.2, com p = l
ρ

e q1 = q2 =∞ e pela desigualdade (3.46) tem-se

∥∥S(t− s)f(u(s, ·))
∥∥
(r,∞)

≤ C1 (t− s)
n
2
( 1
r
− ρ
l
)
∥∥f(u)

∥∥
( l
ρ
,∞)
,
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≤ C1 η a(t− s)
n
2
( 1
r
− ρ
l
)
∥∥u∥∥ρ

(l,∞)
. (3.49)

Seja φ ∈ C∞c . Pelo Teorema de Fubini e a Desigualdade de Hölder generalizada (2.18),
com q1 =∞, q2 = 1, obtém-se

∣∣〈B(u(t, x)), φ〉
∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
B(u(t, x))φ(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x))φ(x)ds dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Rn
S(t− s)f(u(s, x))φ(x)dx ds

∣∣∣∣
≤ C2

∫ t

0

‖S(t− s)f(u(s, ·))‖(r,∞)‖φ‖(r′,1) ds ,

em que r′ é tal que 1 =
1

r
+

1

r′
.

Agora, pela desigualdade (3.49), tem-se

∣∣〈B(u(t, x)), φ〉
∣∣ ≤ C2

∫ t

0

C1 η a(t− s)
n
2
( 1
r
− ρ
l
)
∥∥u∥∥ρ

(l,∞)
‖φ‖(r′,1)ds

= C2C1 η a
∥∥u∥∥ρ

(l,∞)

∥∥φ∥∥
(r′,1)

∫ t

0

(t− s)
n
2
( 1
r
− ρ
l
)ds,

= C2C1 η a I(y)
∥∥u∥∥ρ

(l,∞)
‖φ‖(r′,1) t

n
2
( 1
r
− ρ
l
)+1ds, (3.50)

onde I(y) =

∫ 1

0

(1− y)
n
2
( 1
r
− ρ
l
)dy é convergente.

Portanto, calculando o limite quando t→ 0+ em ambos os lados de (3.50), tem-se

lim
t→0+
|〈B(u(t, x)), φ〉| ≤ C2C1I(s)

∥∥f∥∥
(l,∞)
‖φ‖(r′,1) lim

t→0+
t
n
2
( 1
r
− 1
l
) = 0.

�

3.3.2 Estimativa de termo linear

O objetivo desta seção é mostrar que a norma da parte linear pode ser controlada pela

norma do dado inicial u0 no espaço L(
n(ρ−1)

2
,∞) e que a parte linear converge fraco−∗ em

L(
n(ρ−1)

2
,∞).

Lema 3.3.8 Se n
n−2 < ρ < ∞ e u0 ∈ L(

n(ρ−1)
2

,∞), então existe uma constante C > 0 tal

que

sup
t>0
‖S(t)u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
≤ C‖u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)

(3.51)
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e S(t)u0 ⇀ u0 quando t→ 0+, sendo o limite na topologia fraca−∗ de L(
n(ρ−1)

2
,∞).

Demonstração: Seja u0 ∈ L(
n(ρ−1)

2
,∞). Aplicando o Lema 3.1.2, com k = 0, r = p =

n(ρ−1)
2

e q1 = q2 =∞, obtém-se

‖S(t)u0‖(n(ρ−1)
2

,∞)
≤ C ‖u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
.

Portanto,
‖S(t)u0‖E = sup

t>0
‖S(t)u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
≤ C‖u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
.

Agora, vamos verificar a convergência da parte linear da equação integral (3.24), para

o dado inicial u0, na topologia fraca−∗ de L(l,∞), em que l =
n(ρ− 1)

2
.

Primeiramente, lembremos que fn ⇀ f (fraco−∗) é equivalente à convergência das
integrais 〈fn, φ〉 → 〈f, φ〉, para todo φ ∈ L(l′,1).

Assim, fixado φ ∈ L(l′,1), tem-se

〈S(t)u0, φ 〉 = 〈 g(t, ·) ∗ u0, φ 〉

=

∫
Rn

∫
Rn
g(t, x− y)u0(y) dyφ(x) dx

=

∫
Rn

∫
Rn
g(t, y − x)φ(x) dx u0(y) dy

=
〈
g(t, ·) ∗ φ, u0

〉
=

〈
S(t)φ, u0

〉
=

〈
u0, S(t)φ

〉
. (3.52)

Pela igualdade (3.52), obtém-se

〈S(t)u0 − u0, φ 〉 = 〈S(t)u0, φ 〉 − 〈u0, φ 〉
= 〈u0, S(t)φ 〉 − 〈u0, φ 〉
= 〈u0, S(t)φ− φ 〉.

Assim, pela Desigualdade de Hölder generalizada (2.18), com p1 = l, p2 = l′, em que
1 = 1

l
+ 1

l′
, q1 =∞, q2 = 1 e r = s = 1, segue que∣∣〈S(t)u0 − u0, φ

〉
| =

∣∣〈u0, S(t)φ− φ
〉
|

≤ C‖u0‖(l,∞)‖S(t)φ− φ‖(l′,1).

Mostremos que ‖S(t)φ− φ‖(l′,1) → 0, quando t→ 0+.
De fato, pela propriedade de homogeneidade (3.10),

g(t, x) = t−
n
2 g(1, xt−

1
2 ) = ε−nϕ

(x
ε

)
= ϕε(x),
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em que ε = t
1
2 e ϕ(x) = g(1, x).

Como ∫
Rn
ϕ(x) dx =

∫
Rn
g(1, x) dx =

∫
Rn

(4π)
−n
2 e

−|x|2
4 dx = 1,

e ε → 0 se, e somente se, t
1
2 → 0, então pelo Teorema de Aproximação da identidade

2.3.4, tem-se

‖S(t)φ− φ‖(l′,1) = ‖ϕε ∗ φ− φ‖(l′,1) → 0, quando t→ 0+.

Assim,
|〈S(t)u0 − u0, φ〉| −→ 0, quando t→ 0+.

Portanto, S(t)u0 → u0 na topologia fraca−∗ de L(l,∞).
�

3.3.3 Prova do Teorema de Boa Colocação 3.3.2

Uma vez que já verificamos todas as hipóteses necessárias para aplicar o Lema Abstrato
3.3.3, estamos em condições de provar o teorema 3.3.2.

Demonstração: (do Teorema de de Boa Colocação )

(i) (Existência e unicidade de solução) Seja X = E. Considere o operador B : X → X
dado por

B(u)(t, x) = −
∫ t

0

S(t− s)f(u(s, x))ds.

Pelo Lema 3.3.6, temos

‖B(u)−B(v)‖E ≤ k ‖u− v‖E
(
‖u‖ρ−1E + ‖v‖ρ−1E

)
.

Por hipótese, sabe-se que ‖u0‖(n(ρ−1)
2

,∞)
< δ, então, pelo Lema 3.3.8, tem-se

‖S(t)u0‖(n(ρ−1)
2

,∞)
≤ C ‖u0‖(n(ρ−1)

2
,∞)

< Cδ = ε.

Escolhendo δ > 0 tal que 0 < Cδ = ε < R, em que R é a menor ráız positiva da
equação (3.35), com X = E, i = 1, S1 = B, y = S(t)u0, T ≡ 0 e τ = 0, então

‖y‖E = ‖S(t)u0‖E < Cδ = ε.

Portanto, o Lema Abstrato 3.3.3 garante a existência de uma solução para a equação
integral (3.24) em E e, além disso, garante que essa solução é única na bola fechada
B̄2ε(0).
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Mais ainda, pelos Lemas 3.3.7 e 3.3.8, observa-se que u(t, x) ⇀ u0 quando t → 0+,

topologia fraca−∗ do espaço L(
n(ρ−1)

2
,∞). Portanto, a solução u ∈ E é uma solução

mild global como definida em 3.3.1.

(ii) (Dependência cont́ınua) Sejam u e v duas soluções com dados iniciais u0 e v0,
respectivamente, satisfazendo as hipóteses da parte (i).

Pelo Lema 3.3.8, tem-se

sup
t>0
‖S(t)u0 − S(t)v0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
≤ C‖u0 − v0‖(n(ρ−1)

2
,∞)
,

ou seja,
‖S(t)u0 − S(t)v0‖E ≤ C‖u0 − v0‖E. (3.53)

Agora, pelo Lema Abstrato 3.3.3, e pela desigualdade (3.53), temos

‖u(t, x)− v(t, x)‖E ≤ 1

1− 2ρkερ−1
‖S(t)u0 − S(t)v0‖E

≤ C

1− 2ρkερ−1
‖u0 − v0‖E,

o que conclui a demonstração do teorema.

�
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