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Resumo

Neste trabalho, analisaremos o problema de boa colocagao do problema de valor inicial
para a equacao semilinear do calor. Mostraremos a existéncia de solucao global mild,

C . n(p—1) .
quando o dado inicial uy pertence ao espaco L~ 2z  —fraco e tem norma suficientemente

pequena.

Palavras-chave: Equagao semilinear do calor, LP—fraco, Espagos de Lorentz.



Abstract

In this work, we discuss the well—posedness of the initial value problem for the
semilinear heat equation. We show the existence of global mild solution, when the initial

data uy belong to weak L5 space with a sufficiently small norm.

Keywords: Semilinear heat equation, Weak L? Lorentz spaces.



Introducao

Neste trabalho, estudaremos o problema de Cauchy para a equagao semilinear do calor,
o qual é dado por

ug—Au+t f(u) =0, em (0,T)xR", 1
u(0) = uo, em R, Y

em que [ : R — R satisfaz

|f(az) — fla1)] < Clag — ar] (lazl*™" + |a1]"~1) € £(0) =0,

para todo aq,as € R e algumas constantes C' > 0, p > 1.

Para resolver tal problema, adotaremos o procedimento classico para analisar equacoes
diferenciais, ou seja, procuraremos por solucoes do problema em um sentido mais fraco,
de forma que a solucao do problema original também seja uma solucao no sentido mais
fraco. A solucao fraca, com a qual iremos trabalhar, é conhecida como solu¢ao mild ou
solugao branda.

Na literatura podemos encontrar varios importantes trabalhos dedicados ao estudo da
existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema de Cauchy , veja, por exemplo, [16],
[17] e [9].

Em [16], Weissler mostrou existéncia e unicidade de solugao local no tempo com uy €
LPep> w > 1. Em [I7], Weissler provou a existéncia de solugao mild global em

n(p—1)

LP quando p = , com o dado inicial suficientemente pequeno. Vale ressaltar que

em [16] e [17], Weissler mostrou a unicidade de solu¢ao com a seguinte condi¢ao adicional:

o 1 n np-1) np(p —1)
lg%tQHUHq—O, O‘/_F_Q_q e T<Q<T.

Em [9], Giga construiu uma tnica solugao local regular em L"((0,7"); L?) com restri¢oes
em 7 e ¢ para que a norma seja invariante pelo scaling (ou relagao de escala).

O principal resultado apresentado nesta dissertagao, baseado no artigo [7], é o teorema
de existéncia e unicidade de solucao mild global para a equagao semilinear do calor
quando o dado inicial uy possui norma suficientemente pequena e pertence ao espacgo

1X



SUMARIO X

n(p—1)
L~ 2 —fraco.

Esta dissertacao esta organizada em 3 capitulos. A seguir faremos uma breve descrigao
do conteudo de cada um deles.

No capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares que servirao de base para a teoria
que queremos estudar nos capitulos posteriores. Comecamos lembrando brevemente a
definicao dos espacos LP. Em seguida, definimos o conceito de fungao distribugao e
demonstramos alguns resultados e propriedades. Tal funcao serd importante para definir
os espacos LP—fracos. Vale ressaltar que tais espacos contém os espagos LP. Para
continuar os estudos preliminares, apresentamos o conceito de fungao rearranjo e algumas
propriedades e resultados envolvendo tal funcao, como por exemplo, a desigualdade de
Hardy- Littlewood. Para finalizar o primeiro capitulo, definimos a funcao duplo rearranjo
e demonstramos algumas propriedades e resultados envolvendo tal funcao.

No capitulo 2, comecamos definindo os espacos de Lorentz L7 e sua quase norma que
envolve a funcao rearranjo. Mostramos também que os espacos de Lorentz L7 contém os
espacos de Lebesgue LP e suas relagoes de escala coincidem. Serao apresentados alguns
resultados, como por exemplo, a desigualdade de Hardy, que também serd utilizada para
provar a desigualdade de Young na Segao 2.2l Em seguida, com o auxilio da funcao
duplo rearranjo, definimos uma norma para o espago de Lorentz e mostramos que ela
é equivalente a quase norma definida anteriormente. Alguns resultados envolvendo tal
norma serao apresentados, como por exemplo, o lema de Calderén e a completude dos
espacos de Lorentz. Em seguida, mostramos o teorema de interpolacao de Marcinkiewicz.
Para finalizar os estudos sobre os espacos de Lorentz, apresentamos a desiguladade de
Young e Holder generalizadas, que serao muito utilizadas nos resultados centrais desta
dissertacao ( Capitulo 3 ).

No capitulo 3, apresentamos novamente a equagao semilinear do calor (|1f) e calculamos
a solugdo do problema linear associado. A solugao encontrada gera um semigrupo S(t)
via convolugdo com o ntcleo de Gauss-Weierstrass. Depois de encontrarmos algumas
estimativas para o semigrupo do calor, apresentamos a formulagao integral do problema
(1), que é dada por,

u(t,z) = S(t)uo(z) — /0 S(t— 8)f(us, 2))ds. @)

Em seguida, formalizamos o conceito de solucao mild para o problema -
(Definigao e enunciamos o principal resultado deste trabalho, o teorema de boa
colocacao para o problema . De fundamental importancia para a prova deste teorema
é o lema abstrato que é apresentado na sequéncia. Com o intuito de aplicar o lema
abstrato, estimamos os termos nao linear e linear da equagao ([2|) e apresentamos resultados
de convergéncia dos mesmos. Tendo em maos essas ferramentas, concluimos o trabalho
demonstrando o teorema de boa colocacao.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos definicoes e resultados necessarios para o desenvolvi-
mento de todo nosso trabalho. Na secao [1.1] apresentamos os espacos de Lebesgue LP, a
funcao distribuigao e os espagos LP—fracos. Na segao [[.2] definimos a funcao rearranjo
e duplo rearranjo, e demonstramos algumas propriedades de tais fungoes. Na secao [1.3],
definimos o conceito de convergéncia em medida e apresentamos alguns resultados que
serao utilizados no Capitulo [, para mostrar a completude dos espagos de Lorentz. Os
resultados apresentados nessas segoes podem ser encontrados em [I], [6], [8], [10] e [13].

1.1 Espacos L' e L’—fracos

Iniciaremos fixando um espago de medida o—finita (X, M, ). No Capitulo 3, considera-
remos X = R", M como a o—algebra dos conjuntos Lebesgue mensurdveis e p como a
medida de Lebesgue. Denotaremos por p’ o expoente conjugado de p, ou seja,

1 1
-+— =1 com 1<p<oo.
p p

Definigao 1.1.1 Sejal < p < oo. O espago de Lebesque LP(X, 1), € o conjunto de todas

fungoes f definidas em X, mensuravéis, tais que ||f||, < oo, em que

I =( /. |f<x>|ﬂdu)’1’. (11)

Para p = 0o, L>®(X,u) € o conjunto de todas funcoes [ definidas em X, mensuravéis,

tais que || flloo < 00, em que
Il = supess £(@)| = inf { B> 0 (e € X : @) > BY) =0}

12



1.1 Espacos LP e LP—fracos 13
Observacao 1.1.2
- Duas funcoes em LP sao consideradas iquais se elas sao iquais q.t.p.

- Os espacos LP sao espacos de Banach.

A seguir definimos a funcao distribuicao de uma funcao mensuravel.

Definigao 1.1.3 Seja f uma funcao definida em X, mensurdvel. A func¢ao distribugao

de f € a fungao s : [0,00) — [0, 00|, definida por

Ms) = p{r e X (@) > 5}). (1.2)

Exemplo 1.1.4 Seja f uma funcao simples positiva definida em X, ou seja,

n

f) =) aidp,(v),

=1

ondea; >ag>--->a,>0eE,={re€X: f(zr)=a}, i=1,...,n, sao disjuntos dois
a dois.

Entao, a funcao distribuicao de f, € dada por

)\f(S) = Z CiX[ai+17ai)(S)7
i=1

onde Ci:iu(Ej), 1<i<n,e Cy=0, comag=o00 e a,; =0.

De fato, =

Se a; <s, entao {x € X :|f(x)]>s}=0eassim A(s)=0.

Se ay < s <ay, entdio {xe X :|f(x)]>s}=E eassim Ap(s) = p(Er).

Se az < s < ay, entao {x € X :|f(z)| > s} =E1UE; e assim Ap(s) = p(Er) + p(Es).

Se 0<s<ay,, entao {reX:|f(x)>s}= U E; e, portanto, Af(s) = Z,u(EZ)
i=1 i=1
Dai, podemos escrever

)\f(S) = Z CiX[CLi-o-l,az‘)(S)?
=1
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onde C’i:Zu(Ej), se 1<i<n,eCy=0,com ay=00 € a,1 =0.
j=1

f(x)

A

A(s)
arf =
Cit—
az| Cs [ —
as e Cz —
as—| — Ci1H >
E2 Ei E4 Es x as as az ai s
Figura 1.1: Funcao simples Figura 1.2: Funcao distribugao

O proximo resultado nos fornece propriedades da funcgao distribucao, que serao fre-
quentemente usadas nesta dissertacao.

Teorema 1.1.5 Sejam f, g funcoes mensurdveis definidas em X, entao

NS

Co

5

. Ay € ndo-crescente e continua & direita em [0, 00).
. Se |f| < g, entdo Af < A,.

. Se {|ful} € uma sequéncia de fungoes que cresce para |f|, entdo Ay, cresce para
A

S

Aaf(8) = Ag <m), para todo o € R~ {0}.

- Apag(s1 4 52) < Ap(s1) + Ag(s2).

Demonstracao:

1

. Sejam 0 < s1 < s9. Considere os conjuntos

Ei={zeX:|f(x)|>s1} e B ={x e X :|f(x)] > s}

Entdao E, C Ej, pois se © € Es, temos |f(x)| > sy e, como s; > s1, segue que
|f(x)| > 51, ou seja, x € E.
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Logo, pela monotonia da medida p, temos p(E2) < pu(FE1).
Além disso,

Ap(si) = p({z € X o [f(2)] > si}) = p(Ey), para i =1,2.

Como pu(Es) < p(E1), temos Ap(s2) < Af(s1).
Portanto, Ay é nao-crescente.

Sejam s € [0,400) e {e,}nen C [0,4+00) uma sequéncia que decresce para 0.
Considere os conjuntos

Ey={zeX:|f(x)]>s} e E,={rveX:|f(z)]>s+e,}, onde n eN.

Assim, F,, C Ey, pois se x € E,, entao |f(z)| > s+ &, e, como s + &, > s, logo
|f(z)| > s, ou seja, z € Ej.
Além disso,

G E, = E,. (1.3)
n=1

o0
De fato, como E,, C Ey, para todo n € N, segue que U E, C Ey.
n=1
Para verificar a inclusdo contréria, seja x € Ey, entao, |f(z)| > s. Assim, existe

no € N tal que |f(z)] > s+ €, € COMO €,y > €py41, temos | f(x)] > s+ €p41, logo
o0
T € Epyy1, OU S€ja, T € U E,.

n=1

Assim a igualdade (|1.3)) se verifica.

Pelas propriedades da medida u, como {F, },en € crescente, temos

lim p(B,) = pr (U En) -

n=1

Como pu(E,) = f(s+¢e,) e p (U En> = u(Ep) = As(s), segue que

n=1

Hm Af(s+e,) = As(s).

n—o0

Portanto, A é continua a direita em [0, 00).

2. Seja s € [0,00). Considere os conjuntos

A={zeX:|f(zx)|>s}eB={reX:|g(x) > s}
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Entdao A C B, pois se z € A, segue que |f(x)| > s. Como pela hipdtese |f| < |g],
entdo |g(z)| > s, ou seja x € B.

Assim, pela monotonia da medida p temos u(A) < p(B) e, como

Ap(s) ={z e X |f(2)] > s} = u(A) e Ag(s) = {z € X :[g(x)] > s} = pu(B),
obtemos Af(s) < A\y(s), Vs e [0,00).
Portanto Ay < A,.
3. Como {|fn|}nen é uma sequéncia crescente que converge para |f|, entao |f,| < |f],

para todo n € N.

Seja s € [0, 00) e considere os conjuntos
Fo={xeX:|f(x)]>s} e F,={x€ X :|fu(x)] > s}, onden €N,
Assim F,, C Fy, pois se x € F,,, entdo |f,(x)| > s. Como |f,(x)| < |f(x)| segue que

|f(z)] > s, ou seja, x € Fy.

Além disso,

G E, =F,. (1.4)
n=1

oo
De fato, como F,, C Fy, para todo n € N, segue que U F, C Fy.

n=1

Para verificar a inclusdo contraria, seja x € Fp, entdo |f(x)| > s. Como |f,| — |f]
de forma crescente, entdo existe ng € N tal que |f(x)| > |fn,(z)| > s, e assim,

[F@)] > |faota (@) > [fuo(2)] = 5,

logo z € F,, 11, ou seja, x© € U F,. Assim a igualdade (|1.4)) se verifica.

n=1

Pelas propriedades da medida p, como {F), },en € crescente, temos

lim pu(F,) = p <U1 Fn> -
Umavez que p(F,) = A (s) e p <U Fn> = u(F) = Ap(s), segue que lim Ay, (s) =

n—oo
As(8).

n=1
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Além disso, como F,, C F,, .1, para todo n € N, entao

)\fn(s) = N(Fn) < M(Fn-‘rl) = )\fn+1 (S)a para todo n € N.

Portanto, Ay, — A; de forma crescente quando n — oo.

4. Seja s € [0,00), e a # 0, entao

Aag(s) ({z € X :|af(z)] > s})
(

{z e X :|al[f(x)] > s})

({rexv@i=2})
)

Portanto Ao f(s) = As <|—) , Ya#0.
a

W
W
,u

5. Sejam s1, s9 € [0,00). Considere os conjuntos

A = {ze X |f(x)>s},
B = {xe€X:|gx)]>s} e
S = {zeX:|f(x)+g(x) > s1+ sa2}.

Logo, S C AU B.
De fato, seja z € S, entao |f(z) + g(x)| > s1 + s2. Dal, segue que

s1+ sy <|f(z) +g(@)] < [f(@)] +[g(2)]. (1.5)

Assim, temos z € A ou x € B, pois caso contrario, terfamos x ¢ A e x ¢ B, ou seja
|f(z)] < s1e |g(x)] < sy e assim

[F(@)] + lg(@)] < 51+ 59,

o que contradiz a desigualdade (|1.5)). Portanto, z € AU B.
Pelas propriedades da medida u, tem-se

p(S) < p(AU B) < p(A) + pu(B).
Como Apiy(s1+s2) = pu(S), Ap(s1) = p(A) e A\(s2) = pu(B), temos

Afig(81 4 82) < Ap(s1) + Ag(s2).
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|
O préximo resultado fornece uma importante caracterizagao da norma LP em termos
da funcao distribuigao.

Proposicao 1.1.6 Sejam 0 <p < oo e f € LP(X,u). Entao

12 =p / 5710 (s)ds. (16)

Demonstracao: Pelo teorema de Fubini, obtemos

p/o sp_l)\f(s)ds = / /X{xexf( )>s3 (@) dpvds

= // PSP Xpex |y @)>5) (T) ds dp

= [ 1P dn

= /15

Definicao 1.1.7 Seja 0 < p < oo. O espago LP-fraco, denotado por LP>(X,u), € o

congunto de todas fungoes f definidas em X, mensurdveis, tais que | f ], < oo, em que

= (s s%(s))’l’ . (17)

s>0

Para p = oo, LP-fraco é por defini¢ao o espago de Lebesgue L>.

Observagao 1.1.8 [ -], nao € uma norma, pois a propriedade da desigualdade triangular
nao € vdlida. Porém wvale a sequinte desigualdade triangular modificada: [f + g], <
23 (max{ ], [g],}).

De fato, sejam f, g € LP>°, pelo Teorema item 5, temos Apig(5 +35) < Ap(5) +
Ag(5). Assim,

f+glh = sup 5" Nrig(s)

swp s (4 (3) + % (3))

IA
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IA

ou seja,

sup s” Ay (%) +sup s” A <§)

2w (3)" 0 (5) + 25w ()" % (3)
2 ([ + [gl?)
oPp (2 max{[f]F, [9]5})

27+ (max{[f]?, [g]0}) .

Ftgl < 25 (max{[f [g]2})"

Observe ainda que se f € LP>, entao

[fl, =0 < sup sAs(s)

S

=0

3=

s>0

s)\f(s)%:(), Vs>0
Af(s) =0, Vs>0
p{re X :|f(x)]>s}) =0, Vs>0

f=0qtp.

Além disso, se a € R e f € L™, entao

e para o =0, tem-se

[@f]y = sup 5 Aas(s)7 = 0 = [a][f],.

s>0

o para a # 0, pelo Teorema|1.1.5, item 4 tem-se Aof(s) = As <—|> Assim,

|

RSl

[flp = sup s Aas(s)

s>0

1
S P

= sup sAs| —
>0 me)

S S
= |a|sup — ¢ [ —
"»om\fQM>

= lal[f]p-

B =

19



1.1 Espacos LP e LP—fracos 20

Portanto, [.], : L — R é uma quase norma, para 0 < p < 0o.

O resultado a seguir serd 1til para mostrar que os espagos LP— fraco sao maiores do
que os espacos de Lebesgue LP. Sua demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em

8-

Proposicao 1.1.9 (Desigualdade de Chebyshev) Sejam 0 <p < oo, f € LP(X,pu) e

s > 0, entao

e e X+ |f(@)] > s}) < (”f””)p.

S

Proposigao 1.1.10 Sejam 0 < p < oo, f € LP(X,u) e s > 0, entao f € LP>. Além
disso,

1o < A1 fllp-

Demonstracao: Seja s > 0, pela Desigualdade de Chebyshev, tem-se

M) =l e X |l = o) < (Ul2)

ou seja, ,
e <M
Assim,
Sup 5 Ap(s)7 < £l
Portanto,

[f1p < M-

Observagao 1.1.11 LP ¢ LP*.

De fato, seja f : R — R definida por f(z) = :c_%, com 0 < p < o0 e i a medida de
Lebesgue.
Como

Ar(s) =
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Logo,

S =

[flp = sup sAp(s)

s>0

3=

= sup s (2 5”’)
s>0

1
= 27 < o0.

Assim, f e LP™.
Por outro lado,

p =L|P
i1y = [ |1al7 " o
R
1
— —dpu
r 7]
<1
= 2/ —dp = .
0 x

Assim, f ¢ LP.

1.2 As Funcoes Rearranjo e Duplo Rearranjo

O objetivo desta secao é introduzir as fungoes rearranjo e duplo rearranjo e apresentar
algumas de suas propriedades, que serao de grande importancia no decorrer deste trabalho.

Definicao 1.2.1 Seja f uma funcdao definida em X, mensurdvel. A funcao rearranjo de

f € a fungao f*:[0,00) — [0,00] definida por

f7(t) =1inf{s > 0: As(s) < t}. (1.8)

Vamos usar a convencao inf() = oco. Assim, se Af(s) > ¢, para todo s > 0, entdo

f*(t) = oc.

Exemplo 1.2.2 Considere f, fun¢ao simples positiva, como no Exemplo ou seja,
f(%) = Z aiXEi(:E)’
i=1

em que ay > -+ > an > ape; =0 e {E;}7, sdo disjuntos dois a dois.

Vamos calcular o rearranjo f* de f.
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Como podemos ver no Exemplo a funcdo distribuicao de f € dada por

)‘f(s) = Z CiX[ai+1aai)(S)’
i=1

com C;= Zu(Ej), sei€{l,...,n}, Co=0, ap=00 € api1 =0.
j=1

Observe que, f*(t) = 0 quando t > C,,. Além disso, para C,_1 < t < C,, 0 menor
s > 0 tal que \¢(s) <t € a,. Analogamente, para C,_o <t < C,_1, 0 menor s > 0 tal

que A¢(s) <t € a,_1. Continuando com o mesmo raciocinio, podemos concluir que

f*(t) = Z a’iX[Ci—l,Ci)(t)‘

A
fo0 L)
ai — ai
az| az| 2
as—| —_— asz— ——0
a4— —_— as ]| —o
E2 Eq Es Es x Ci C2 CsCs t
Figura 1.3: Funcao simples Figura 1.4: Funcao rearranjo

Proposicao 1.2.3 Seja f uma funcao definida em X, mensurdvel. Valem as sequintes

propriedades:
1 f*(Af(s)) <s, Vs >0, e A\e(f*(t) <t, Vt>0.

2. f*(t) > s se, e somente se, t < A¢(s).

Demonstragao:

1. Seja s > 0, considere o conjunto A = {u > 0: A\¢(u) < A¢(s)}, entdo s € A. Como
f*(Af(s)) = inf A, tem-se f*(As(s)) < s.
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Por outro lado, seja t > 0 e considere o conjunto

B={s>0:X(s) <t}

Uma vez que f*(t) = inf B, considere {s, },eny C B tal que s, converge para f*(t)
de forma nao-crescente.

Como As(s,) <t,Vn € N, e pelo Teorema m, item 1, tem-se que Ay é continua
a direita, entdo Af(f*(¢)) = lim As(s,) <t
n—o0

2. Suponha que s < f*(t). Considere o conjunto A = {u > 0 : A\¢(u) < t}, entdo
s ¢ A, pois se s € A, tem-se f*(t) = inf A < s o que é um absurdo. Como s ¢ A,
entao Ag(s) > t.

Reciprocamente, suponha por absurdo que f*(t) < s. Como A; é nao-crescente,
temos

Ar(s) < Ap(f7(1)-

Pelo item anterior, A;(f*(t)) < t. Logo, As(s) <t, o que contradiz a hipétese.
Portanto, f*(t) > s.

Proposicao 1.2.4 Seja f uma funcao definida em X, mensurdvel, entao

[fllee = f7(0).
Demonstracao: Pela definicao da funcao rearranjo de f, tem-se

f7(0) = inf{s>0:As(s) <0}
= inf{s > 0: As(s) =0}
= inf{s>0:p({zxe X :|f(x)]>s}) =0}

= supess|f(x)
reX

= | flloe-

Teorema 1.2.5 Sejam f,, f, g funcoes definidas em X, mensurdveis. Entao:
1. f* € nao-crescente.
2. Se |f] <|g|, entio f* < g*.

3. Se |fn| cresce para |f|, entdao f7 cresce para f*.
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4. (af)" =lalf*, VaeR.
5. (f+9) (ti +ta) < f*(t1) + g*(t2), Vir,t2 > 0.

6. f* € continua a direita em [0, 00).
Demonstragao:

1. Sejam t; < ty. Considere os conjuntos

A={s>0:Xp(s) <t1} e B={s>0:Ap(s) <ta}.

Entdo A C B, pois se s € A, tem-se A\s(s) < 1 e como t; < ty, entdo Af(s) < tg, ou
seja, s € B.

Dali, inf B <inf A, ou seja, f*(t2) < f*(t1).

Portanto, f* é nao-crescente.

2. Como |f] < |g|, pelo Teorema[L.1.5] item 2, temos Ay < Ay. Considere os conjuntos

A={u>0: ) p(u) <t} e B={u>0:A(u) <t}

Entdo B C A, pois se s € B, tem-se A\j(s) <t ecomo A\f < Ay, segue que As(s) <t,
ou seja, s € A. Assim, segue que inf A <inf B.

Portanto, f* < g*.

3. Como |fn] < |fus1l < |f], para todo n € N, entao, pelo item 2, temos

fi<fia < f, WneN

Note que se h = lim f, entao h < f*.
n— o0

Por outro lado, se t > 0, como f(t) < h(t) e Af, é uma fungao ndo-crescente, temos
A (h(2)) < A (f3(2))-
Pela Proposicao [1.2.3] item 1, temos Ay, (h(t)) < Ay, (f(¢)) < t. Além disso, pelo
Teorema [1.1.5] item 3, segue que  Ap(h(t)) < t.
Assim, h(t) € {s > 0: A\f(s) < t}, entdo f*(t) < h(t), Vi > 0.
Portanto,

ff=h=lim f.

n—o0

4. Sejama € Ret > 0.

e Para a = 0, tem-se

(af)*(t) = inf{u > 0: Aap(u) < t} =0 = |alf*(1).
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e Para a # 0, pelo Teorema |1.1.5] item 4, tem-se Ao f(u) = Ay <ﬁ> Assim,

(af)"(t) = inf{u>0:A\p(u) <t}

= inf{u>0:/\f (i) St}
||
= |a|inf{£ >0:Af (i) St}
|| ||

= |alf*(t).
5. Sejam tq,ty > 0. Considere os conjuntos

A = {51 >0 )\f(Sl)
)

Sy
|
~
V)

(V]
V
e}
>

Q

—~
O

n

Entao A+ B C S, poisse s € A+ B, entdo s = s; + Sg, em que s; € Ae sy € B,
ou seja,
/\f(Sl) S tl (§] /\f(SQ) S tg.

Assim, pelo Teorema [I.1.5] item 5, temos
Arg(8) = Apsg(si+so)

Ar(81) + Ag(s2)
ty + to,

VANVAN

ou seja, s € S.

Agora, para todo s; € A e s9 € B, temos

(f+9) (t1 +t2) =inf S < 51+ s9.

Tomando-se o infimo sobre todos os s1 € A e sy € B, segue que (f + g)*(t; +t2) <
fr(t1) + g*(t2).
6. Seja ty € [0,00). Se f*(ty) = 0, como f* é ndo-crescente, temos f*(t) < f*(to),

Vit > tg, logo f*(t) =0, YVt > t.
Assim, f* é continua a direita em .

Agora, se f*(tg) > 0, tome € > 0 tal que 0 < & < f*(ty). Seja {t}ney € RT uma
sequéncia decrescente tal que t, — 0, quando n — oo.

Como f*(to) > f*(to)—¢, entao pela Proposigao|l1.2.3] item 2, temos to < A¢(f*(to)—
€).
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Como t, = 0, e a= As(f*(to) —€) —to > 0, entdo existe ny € N tal que se n > ny,
segue que
tn < Ap(f*(to) —€) — to.

ou seja, to + t, < Af(f*(to) —e).
Entao, pela Proposigao [[.2.3] item 2, temos

[ (to+tn) > f*(to) —

Assim, |f*(tg + tn) — f*(to)| < €, para todo n > ng, logo f é continua & direita em
to.

Lema 1.2.6 Seja f ¢ uma funcdo definida em X, mensurdvel. A fungao f* € o rearranjo

de f se, e somente se

PO =m{s>0:M(s) > 1)), (1.9)

em que m denota a medida de Lebesque.

Demonstragao: Pelo Teorema [I.1.5] item 2, temos que Ay é nao-crescente. Assim,
sup{s > 0: A¢(s) >t} =m({s>0:As(s) > t}).
Entao, usando a definicao de Ay, segue que

ff(t) = inf{s >0:As(s) <t
= sup{s > 0: A¢(s) >t}
>t}

= m({s>0:XA(s) ).

Lema 1.2.7 Sejam f uma funcao definida em X, mensurdvel, e E # () um conjunto

mensurdvel, entao

(f&Xe)" (1) < £(t) Xo (), ¥ t>0. (1.10)
Demonstragao: Como (fXg)(z) < f(z), V € X, pelo Teorema [1.1.5 item 2,
Arxp)(8) < Af(s), paratodo s> 0.
Considere os conjuntos,

A={s>0:Agay(s) >t} e B={s>0:A(s) >t}



1.2 As Fungoes Rearranjo e Duplo Rearranjo 27

Assim, A C B, pois se s € A, temos Asx,)(s) > t e, como A¢(s) > Aray)(s) > t,
segue que Af(s) > t, ou seja, s € B.

Pela monotonia da medida temos m(A) < m(B). Usando o Lema [1.2.6] obtemos
(fXR)" (t) =m(A) e f*(t) = m(B). Assim,

(fXe)" () < f7(0).

Além disso, se t € [0, u(E)], entao

(fXp)" (1) < f7(t) = 7 () Xfo,u(my (1)-

Agora, se t > p(F), uma vez que

Apag(s) = p({z € X [(f&p)(2)] > s}) < p(E),

segue que
(fXE)*(t) =inf{s > 0: A\, (s) <t} =0,
ou seja,
(fXE)*(t) =0= f*(t)X[O,M(E)] (t)
Portanto,

(fXE)" () < f* ()Xo (t), V>0

|
Lema 1.2.8 Se f é uma funcdo definida em X, mensurdvel, entao
[ 1r@ldn = [ asts)as (1.11)
X 0
[ @i = [ rwae (112
X 0
supsA¢(s) = supt f*(t). (1.13)
s>0 t>0

Demonstracao: Se f é uma funcao simples positiva

n

flw) =) aXp(x),

=1

em que a; > -+ > a, > 0 e {E;}, sdo dois a dois disjuntos, entao, pelo Exemplo [1.1.4]
temos

)‘f(s) = Z OiX[aHhai)(S)?
=1
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com C; = Z,u(Ej), sei=1,...,n,Cy=0, e a1 =0.
j=1

Assim,

[ i@l = l[;;i;cuﬂﬁz($)du
= é/xai?(&(fﬁ)dﬂ
= iaiM(Ei)

i—1
= a1pu(Ey) 4 agu(Es) + -+ - + apu(Ey)
= a1C1 4+ ax(Cy — Cy) + -+ an(Cy, — Cpiq)
= Ci(a1 —ag) + Coy(ag —ag) + -+ + Cp(an — any1)

= Zci(ai — Qi) (1.14)

Por outro lado,

/ A(s)ds = / ZCZ-X[MHM)(S)dS
0 0 -

== ZCZ(CLZ _ai—l-l)- (].].5)

De e , temos
[ 1s@ldn= [ asts)as (1.16)

X

Agora, pelo Exemplo [1.2.2] temos

Dai,

/O f (t) dt = /0 Z a'iX[Ci—hCi) (t) dt

i=1
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= Zai(ci - Oi—l)
i=1

= a1(01 — Co) + CLQ(CQ — Cl) + -+ an(C’n — Cnfl)
= ZaiM(Ei)
= [ 1f@ldn (1.17)

Além disso,
sup s A\f(s) = sup a;C; =supt f*(¢). (1.18)
s>0 1<i<n t>0
Agora se f é uma fun¢do mensurdvel qualquer, entdo existe uma sequéncia { f, }nen
de fungoes simples, nao negativas, tal que f, < fo,41 e fu(z) — f(z), quando n — oo,
Vo € X. Considere ¢, (s) = Ay, (s), para todo s > 0 e para todo n € N. Assim {¢;, }nen
é uma sequéncia nao negativa de funcoes simples e, pelo Teorema [1.1.5] item 3, tem-se
©n(s) < @nyi1(s), para todo n € N e para todo s > 0, e

©n(s) — Af(s), quando n — oo. (1.19)

Além disso, se ¥, (t) = fi(t), para todo t > 0 e para todo n € N, entdo {1, }nen é
uma sequéncia de fungoes simples nao negativas, pelo Teorema e, item 3, temos
Un(t) < pyq(t), para todon € N e para todot >0 e

Un(t) — f*(t), quando n — oo. (1.20)

E pelo Teorema da Convergéncia Monoétona, obtém-se

[ 1@l = [ 5| d
X X

/ Af(s)ds = lim ©n(s)ds
0

n—oo 0
o0

= lim A, (s)ds

n—oo 0

/oo Fyd = tim [ ga(s)ds
0

n—o0 0
o0

= lim [ fi(t)dt.

n—oQ 0
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LOgO, de " € " tem-se
0

/X\fn(xﬂdu—/ As,(s)ds, e /X!fn(x)!du—/ooof;(t)dt,VneN

/X!f(a:)\duzfomAf(s)ds e /X]f(a:)ldu:/()oof*(t)dt.

Além disso, usando ([1.18)), (1.19) e (1.20)), segue que

Entao,

sup s A\¢(s) =supt f*(1).
>0 t>0

Teorema 1.2.9 Sejam 0 < p < oo e f uma fungao definida em X, mensurdvel, entdo

/X F@)Pdy = / Ty, (1.21)
il;ID)S)\f(S); = iggt%f*(t). (1.22)

Demonstragao: Pela igualdade ((1.12]), do Lema [1.2.8] tem-se

[ it@pa= [ ey
Além disso, (|f|P)*(t) = (f*(t))P, pois

(IFP)(8) = inf{s >0: App(s) <t}
= inf{s>0: p({zeX:|f(x)P>s}) <t}

= inf{s>0:pu({z € X :|f(z)] >sr}) <t}
= inf{s>0:Ap(s?) <t}

= (inf{s? > 0:2s(s7) < t})”

= (f )"

Assim,

[ 1r@ran= [ afer@a= [y
X 0 0
Agora, pela igualdade ([1.13]) do Lema [1.2.8] temos

sup§/\|f|p(§) = sup ¢ (| f[")"(¢).
>0 t>0
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Assim,

sup £ f*(1) = sup [¢(f*(1))"]"

= supt(1P) (1))

= S;g}oo[ﬂuw(é“)]
)]

= sup[sp)\f(s)]%, onde s=35»
>0

B =

3 =
S =

= sup[S§As(5
50

3 =

= supsAs(s)e,
>0

ou seja,
1

sup sAg(s)» =sup t f*(¢).
5>0 t>0

O Lema a seguir nos ajudara a provar a desigualdade de Hardy-Littlewood.

Lema 1.2.10 Sejam f uma funcao definida em X, mensurdvel, e > 0 e E um conjunto

mensurdvel, com u(E) < e. Entdo

[ir@ldes [ (1.23)
E 0
Demonstragao: Pelo Lema [[.2.7] tem-se

(fXp)*(t) < (f* Xouy) (1)-

Assim,

/ooo(fXE)*(t) dt < /OOO (f* Xiouey) (1) dt
n(E)
— /0 £ () dt

< /O F1() dt.

Da igualdade (1.12)) do Lema [1.2.8] tem-se
0

[1s@ian= [ yxeiwan= [ uxer@a
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Logo,

[E|f($)|d$3/06f*(t)dt.
[ |

Teorema 1.2.11 (Desigualdade de Hardy-Littlewood) Se f,g sdo funcgies defini-

das em X, mensurdveis, entao

/X | f(@)g(x)] dp < /0 h FX(t) g*(t) dt.

Demonstracao: Se f é uma funcao simples e positiva, ou seja,
n
fl@) =" aidp,(2),
i=1
em que a; > ag > -+ > a, > 0e {E;}" sdo dois a dois disjuntos, entao, pelos Exemplos

[T e [Z2 tem-se

/\f(s) = ZCiX[aiJrhai)(S) e
=1

em que Ci:Zu(Ei), i=1,---,n, Co=0¢ea,. =0.

j=1
i
Agora, se F; = U E,1=1,--- n,eb = a; — a;11, podemos reescrever [ da seguinte
j=1

forma:

n

fl@) = biXe,(x),

i=1

pois se x, € E,, para algum r € {1,--- ,n}, entdo

n

2.2:1: b’l/XFz(x'r> = Z(az - ai+1)XU§~:1EZ- (xr)

=1
= (ap — apy1) + (Qpy1 — Ary2) + -+ + (@, — 0)

= a?‘

= Z aiXEi (xr)
=1
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= flz).

w(Fy)
Por outro lado, usando o Lema [1.2.10} temos / lg(x)| dp < / g*(t)dt. Assim,
Fi 0

/ F(2)g(x) dp = /X @Mﬂ(x))g(w)
:uéé;M@MM@
< Z [ oot o)

dp

dp

< > [ lota)ldu
=1 ZF
n w(Fy)
< Z(ai—am)/ g*(t)dt
0

=1

n(Er) > im1 i(Ei)

= (a1 — as) / g )ydt+ -+ (an — ant1) / g (t)dt
0 0

= Zai/ g (t)dt

_ / Zal o 1.on(t)g"(t) dt

- [ ra
[ t@atan< | NROYROL.

O caso geral, em que f é uma funcao mensuravel qualquer, é obtido aplicando-se o
Teorema da convergéncia Mondtona, como na demonstracao do Lema [1.2.8]

Portanto,

|
Agora, vamos definir a funcao duplo rearranjo de f e provar algumas de suas proprie-

dades.

Definicao 1.2.12 Seja f uma funcdao definida em X, mensurdvel. A funcdo duplo
rearranjo de f € a fungao f** :(0,00) — [0, 00] definida por

I
_gﬁf@ww (1.24)



1.2 As Fungoes Rearranjo e Duplo Rearranjo 34

A funcao f** pode ser vista como a média da funcao f*.
Observe que o duplo rearranjo nao esta definido em ¢ = 0, no entanto

I () = £0)
inf{a > 0: Af(a) <0}

sup ess | f ()|
x>0

= [l

A seguir destacaremos algumas propriedades do duplo rearranjo.

Proposicao 1.2.13 Se f € uma func¢ao definida em X, mensurdvel, entao f*(t) < f*(t),

para todo t > 0.

Demonstracao: Seja t > 0. Pelo Teorema [1.2.5] item 1, temos que f* é nao-crescente.
Assim,

o = g [ s
1t

_ %f*(t)/otds
= £

Portanto, f*(t) < f**(t), Vit¢>0.
|

Teorema 1.2.14 Sejam f,, n = 1,2,..., f e g funcoes definidas em X, mensurdveis,

entao valem as sequintes propriedades:
1. f* € uma fungdo nao-crescente e continua a direita em (0, 00).
2. Se|f|<lg|, entao f** < g**.
3. Se (|fn|) cresce para |f|, entao (f}*) cresce para f**.

n

4. (af)*™* =la|f™, VaeR.

Demonstracao:
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1. Considere 0 < t; < ty. Pelo Teorema [1.2.5] item 1, temos que f* é nao-crescente.
Assim,

1 [P
) = / £ (s)ds

[ 1 [,

= g/o j’(s)ds—l—g/t1 fr(s)ds
1 tl * 1 *

<2 / £r(s)ds - f ()t~ 1)

< %/Olf*@) ds+(%—%)/01f*(s)ds

= %/Otl f*(s)ds
(t1)

— f** tl .
Portanto, f** é nao-crescente.

Pelo Teorema m, item 6, temos que f* é continua a direita em (0,00). Além

disso, — também é continua a direita em (0, 00), entao

=g [ reds

também o é.

2. Como |f| <|g|, pelo Teorema [1.2.3] item 2, temos f* < g*. Assim, para ¢t > 0

@) =

| = | =

S— —

I
Q ~
*
*
—~
~+
N—

Portanto, f**(t) < ¢**(t), ¥Vt >0.

3. Como (| f,|) cresce para |f|, pelo Teorema [1.2.5] item 3, temos que (f) cresce para
froouseja, fr < fr < ffe fr= lim fo.
n— o0

Assim, uma vez que f* € L'(0,t), pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

= / £ (s)ds
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= lim - f (s)ds
= lim f;‘*( )-

Além disso, como |f,| < |fns1], para todo n € N, entao pelo item 2, temos f* <
i1, para todo n € N.

Portanto, f* cresce para f**.

4. Se a € R, pelo Teorema[1.2.5 item 4, temos que (o f)*(t) = |a|f*. Assim

(af)™(t) = 1/«#)()

- /|Mf
= ol /’f

Portanto, (af)™(t) = |a|f*™(t), Vt>0.
|

O préximo resultado fornece uma nova caracterizacao da funcao duplo rearranjo. Sua
demonstracao pode ser encontrada em [I1] e serd omitida por fugir dos propdsitos desse
trabalho.

Lema 1.2.15 Se f € uma funcao definida em X, mensurdvel, entao

f”@—'%&{ [ 1rla. (1.25)

Teorema 1.2.16 Se f, g sdo funcoes definidas em X, mensurdveis, et > 0, entdo

(f+9)" () < f7 (@) + g™ (1) (1.26)

Demonstracao: Seja t > 0, pelo Lema |1.2.15, temos

(f+0)" () = sm>{ 15+t |ﬁ}

(E)>t
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: MZQ’E&{ / )| + lg(@))) dt}
< M?E)Et{ / |dt}+u(s;1)1;t{ﬁ/E|g(x)]dt}
= 0+

Portanto, (f 4+ g)**(t) < f**(t) + g**(t).

1.3 Convergéncia em Medida

Nesta secao introduziremos um modo de convergéncia, conhecido como convergéncia
em medida, que serd utilizado para mostrar que os espacos de Lorentz (ver Capitulo 2)
sao completos.

Definicao 1.3.1 Sejam f, f,., n € N, funcoes definidas em X, mensurdveis. A sequéncia
{fn}nen converge em medida para f se para todo € > 0, existe ng € N tal que, para todo

n > ng, tem-se

p({zeX:|fulz) - f2)] = e}) <e (1.27)

Definicao 1.3.2 Sejam f,, n € N, funcoes definidas em X, mensurdveis. A sequéncia
{fn}nen € de Cauchy em medida se, para todo € > 0, existe ng € N tal que, para todo

Vn,m > ng, tem-se

p{z e X :[fulr) = fm(2)] > €}) <e. (1.28)

Proposicao 1.3.3 Se0 < p < 00 e {fu}nen € uma sequéncia de Cauchy em L) entdo

{fn}nen € de Cauchy em medida.

Demonstracao: Seja ¢ > 0. Como {f,} é de Cauchy em LP> e ertt > 0, temos que
existe ng € N tal que, para todo Vn, m > ng, tem-se

[fo = fmlp = Sup s ({z € X : |ful@) = fun(2)| > s})r < e,
Tomando s = ¢, temos

cp({e € X | fula) = fulx)] > e})r < e,

ou seja,

p({z € R |fulz) — fml2)| > €}) <&
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Portanto, {f,}, é de Cauchy em medida.
[

Teorema 1.3.4 Sejam f, f,, n € N, funcoes definidas em X, mensurdveis. Se {f,}nen

converge em medida para f, entdo existe {f,, }, subsequéncia de {f,}, que converge para

f q.tp.

Demonstragao: Para todo k = 1,2, ... escolha n; tal que
i{z € X ¢ |fu(2) — ()] > 27) < 27 (1:29)
eny <ng <---<ng<---. Considere os conjuntos

A= {r € Xt |fu (@) = f(2)] > 27},

A desigualdade (1.29)) implica que

[e.e]

(UAk><ZMAk <Y 27F= (1.30)

k=m

para todo m = 1,2,.... De ([1.30)) segue que

i (G Ak> <1< 0. (1.31)

k=1

0o o
Note que, a sequéncia de conjuntos ( U Ak> é decrescente. Assim, usando (|1.30

k=m
e (1.31), obtemos

m=1

m (ﬁ G Ak> Tim (U Ak> = 0. (1.32)

m=1k=m

Para concluir a demonstragao, note que o conjunto nulo em (|1.32)) contém o conjunto
de todos os x € X para os quais f,, () nado converge para f(z).
|

Teorema 1.3.5 Sejam f,, n € N, funcoes definidas em X, mensurdveis. Se {f,} € de
Cauchy em medida, entao existem {f,, }, subsequéncia de {f.}, e f fungio definida em

X, mensurdvel, tais que f,, — [ q.t.p.
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Demonstracao: A prova é semelhante a do Teorema[l.3.4] Paratodo k = 1,2, ... escolha
ny tal que

p{z € X+ | fa, (2) = fapi (2)] > 27} <27 (1.33)

eny <ng < ---<n<ngr <---. Agora, considere os conjuntos

A= {2 € X : | @) = fura(0)] > 274},

Como mostrado na prova do Teorema (1.33) implica que
m (ﬂ U Ak> = 0. (1.34)
m=1k=m

Para = ¢ U A ei > 7 > jo > m (jo suficientemente grande) obtemos

k=m

1—1 0
[ fi (@) = fu, (= \<erm — fua (@) <) 27 <y 2t =2t <ol
I=j I=j

(&
Isto implica que a sequéncia ( f,,(2)),cy ¢ de Cauchy para todo 2 no conjunto ( U Ak.)
k=m
e, portanto, converge para todos esses x.

Defina a funcao

li)mfn sea:géﬂUAk
f(l') — J mool koom

0 ,sexEﬂUAk.

m=1 k=m

Entao, f,, — f q.t.p.



Capitulo 2

Espacos de Lorentz

Neste capitulo, definimos espacos de funcoes relevantes para estudar o problema de
Cauchy para a equacao semilinear do calor. Na sec¢ao [2.1], apresentamos os espacgos de
Lorentz, introduzidos por George G. Lorentz em 1950 e mostramos algumas propriedades.
Na segao [2.2] estudamos as versoes generalizadas das desigualdades de Young e Holder.
Na sec¢ao [2.3] mostramos um teorema de aproximagao da identidade em espagos de
Lorentz L®%. Na secao , apresentamos alguns conceitos sobre teoria de interpolacao
e mostramos o teorema de interpolagao de Marcinkiewicz. Essas secoes sao baseadas em
21, 131, [6], [0, [12] e [13].

2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

Definigao 2.1.1 (Espago de Lorentz) Sejam 0 < p < oo, 0 < ¢ < oo. O espago
de Lorentz, L®9 ¢ o conjunto de todas funcées definidas em X, mensurdveis, tais que

1 f1ITpq) < 00, em que

1
o a dt]a
. l/ (téf*(t)) 7} , se D<p<oo e 0<qg<oo,
Hf”(p,q): 0 1
suptr f*(t), se 0<p<oo e ¢q= 0.
£>0

Observacao 2.1.2

- - H’(*p g Mao € uma norma, pois a propriedade da desigualdade triangular ndo é

*

vdlida. Porém, || - H(p,q

[179).

) ¢ uma quase norma. Para mais detalhes veja, por exemplo,

40
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- Os espacos de Lorentz generalizam os espacos LP—fraco e os espacos de Lebesque LP

cOMo veremos G Sequir.
Proposicao 2.1.3

1. Se 0 < p< oo, g=o00, entdo LP>®) = LP—fraco.
2. Sep=q=o00, entio L(®>®) = L[>,

3. Se0<p=q< oo, entio LPP) = [P,
Demonstracao:

1. Pela igualdade (1.13]), do Lema tem-se

L
||f||>(kp,oo) - Suptpf (t)
t>0

= sup 3/\f(3)%
5>0

- (i‘i%’ S”f@)
= [flp-

RS

2. Como f* é ndo-crescente, pela Proposicao [1.2.4] obtemos

11y = S0 £°(8) = £(0) = /o

3. Seja 0 < p =g < co. Pela igualdade (1.12)) do Lema[1.2.8] segue que

Wi = ([ rora)

- (/ If(x)|pdu);
= Wl

A seguir, calcularemos [/ f||{, ), em que f é uma fungao simples.

Exemplo 2.1.4 Sejam f uma funcdao simples positiva e f* o seu rearranjo, como no

Ezemplo ou seja,

flx) = ZaiXEi(x) ¢
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n

f*<t> - ZaiX[Ci—laci)(t)7

=1

em que ay > -+ > ap > a1 = 0, {E;}, sao dois a dois disjuntos, C; = Zu(Ej), se
j=1

ie{l,...,n}, Co=0¢eqy=0.

e Suponha que 0 < g < oo.

Se 0 < p < oo, tem-se

1 ltpq) =

Se p =00, como a, > 0, entdo

e Agora, suponha que q = oo.

Se 0 < p < oo, tem-se

1
’ = suptr f*(t
(p,00) t>(IJ) f ()

/]

A n
= suptr Zai?([ci,l,oi)(t)
1=1

t>0

1
= sup a;C;.
1<i<n

Se p = oo, temos

t>0
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= [7(0)

n

= Z aiX[Ci—LCi) (0)

i=1
= ax.

Observacao 2.1.5 Como conseqiiéncia de , temos que L9 = {0}, para todo 0 <
q < o0. De fato, se na representacdo de uma fungao simples f, pelo menos um dos a.s for
positivo, entao Hsz(oo,q) = 00. Isso permite concluir que as inicas funcoes simples com
| l(o0,q) finito sdo as fungdes nulas q.t.p.. Uma vez que toda fungio mensurdvel pode ser
aprozimada por funcées simples, conclui-se que L9 = {0}, para todo 0 < q < 0.

A seguir, veremos que os espacos de Lorentz tem a mesma relacao de escala que os
espacos LP.
Proposicao 2.1.6 Sejam 0 < p,q < oo, a > 0. Se f € LPI(R"), entdo f, € LPI(R"),
onde fo(x) = f(ax). Além disso,

[ falltpqy =[]

(2.2)

>(kp,q) :

Demonstracao: Seja m a medida de Lebesgue em R". Observe que,

Ar(8) = m{zeR":|f(az)| > s})
m({ya™t €R":|f(y)] >s}), y=ax
= o "m({y eR": |f(y)| > s})
= a "A(s).

Assim,

(fa)*(t) = inf{s>0:A;(s) <t}
= inf{s > 0:a"X\s(s) <t}
inf{s > 0: As(s) < ta"},
— Fa b). (2.3)

e Se 0 < g < oo, temos

TA - (
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= > (/OOO [t;f*(t)}q%)

= ar Hf‘|>(kp,q)

Q=

e Se g = oo, temos

falltroy = supts(fa)*(t)

t>0

1
= suptr f*(a" t)
t>0

= Stgg(of” t)7 f (1)

= o rsup t%f*(t)
>0

= ar Hf”?p,oo)

O resultado a seguir permitird munir o espaco de Lorentz de uma norma.

Lema 2.1.7 (Desigualdade de Hardy) Sejam 1 < ¢ < oo, r > 0 e [ uma fun¢ao

definida em (0,00), mensurdvel. Entdo, valem as sequintes desigualdades:

(/Ooo (/Otf(U) du)qt—r—l dt)‘lz z (/OOO(“ Fu)? u—! du) R

1

IN
|

(/000 (/too f(w) du)th—l dt)q < g (/UOO(“ Fu)® u! du)‘?‘ 2.5)

Demonstracao: Como a fungao ¢(z) = 7 é convexa em (0, 00), fazendo a mudanga de

varidvel w = gug, pela desigualdade de Jensen (ver [14]), tem-se
r

w(/otfm) du) _ </Otf(u)u1_;u;_1 du)q

Il
o\
RIS
Py
s
VRS
VR
|3
N———
<
S
Sk
N—
VRS
VR
|3
N———
31
S
Sk
N—
—
|
QU
S

AN
P
~
Q|
=S IR
~—
(=]
N
Hhl
Q3
Q|3
~_
c\
S
Py
| —
~
-~
7N
Q|3
~_
3
S
e
N~
-~
7N
Q|3
~_
s}
S
e
~_
T
Qs
A
g
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= e () [ty

:
= (O e [ e

r

Agora, multiplica-se ambos os membros por t~"~! e integra-se de 0 ao infinito. Usando o

Teorema de Fubini, obtém-se
q_l e T t r_1
) / ey ( / (f(u) Tt~ du) dt
0 0

/Om(/otf(u)du)thldt < (
_ <q>q_1/ooo (f(u) ut™"Ta (/uoot—;'—ldt) du
(

)q /0 " f ) " du,

B

= |

LS

Assim, mostramos a desigualdade (2.4)).
Considere f(u) = u2g(u~!). Fazendo-se as mudangas de varidveis v = u~

tem-se
/OOO (/Otf(U) du)qtrl dt = /OOO (/Ot u2g(ut) du)thl it
= /OOO (/mg(v) dv)qt‘“l dt

t

_ /0 h ( / o) dv)qs“l ds. (2.6)

Por outro lado, fazendo-se a mudanca de varidvel v = u~!, obtém-se

1 -1

es=1",

-

/0 h (uf(u)? ' du = /0 N (u ™))" u " du
_ /OOO (vg(0))? v do. (2.7)

Dai, de (2.4), com f(u) = u=2g(u™1), e das igualdades (2.6) e (2.7)), segue que

([ (s v = ([ (o) 0)

< ([T syt ao)’
([ ot o dv)é

= IR
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|
No proximo resultado, apresentaremos uma norma adequada para os espagos de Lo-
rentz. Denotaremos essa norma por || - ||¢,, € mostraremos sua equivaléncia com o

funcional || - [[7, -

Definigao 2.1.8 Sejam 1 < p < oo, 1 < g < oo e f € LPD. A aplicagio ||. ||y :
L9 — R € dada por

o0 dt]s
[/ (tzlvf**(t))q—] , s 1l<p<oo, 1<qg< o0
1l o) = 0 :

t
supt%f**(t) , s¢ l<p<oo, ¢g=o
>0
Teorema 2.1.9 A aplicacio ||. | (pq) define uma norma em L®9.

Demonstracao: Observe que

Hf”(p,q) =0 & f™(t)=0q.tp.
& f*(t) =0gq.t.p.
& A(s) <t, Vt€[0,00), s € (0,00)
< Af(s) =0, Vs e (0,00)
< |f(z)|=04q.tp
& f=04qtp

e Paral<p<ooel <qg< .
Pelo Teorema [1.2.14] item 4, tem-se (o f)*™ = |a|f*™, Va € R. Assim,

o0 1 Qd %
loflng = ([ (Fan@)" %) = lall o

Do Teorema [1.2.16, segue que (f 4+ g)**(t) < f*(t) + ¢™*(¢). Assim, da desigualdade
de Minkowski, tem-se

/a qad i
If+9llea = /0 t5(f+g)**(t)> i)

= Hf”(p,q) + HQH(WJ)'
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e Agora, paral <p < o0 e q=00.
Pelo Teorema [1.2.14] item 4, obtém-se

1 Kk
ISl = 50 £ ()" () = o/l Vo € .
e pelo Teorema [I.2.16] segue que

l *k
1f +39llpoey = suptr(f+g)™(t)

>0
< supts f(t) + suptr g™ (t)
t>0 >0
= N ll@oe) + 19l p00)-
|
Com a norma || - || 08 espagos de Lorentz L™ se tornam espagos vetoriais to-
polégicos normados, em que a topologia do espaco é a topologia gerada por || - |-

Proposicao 2.1.10 Se 1 < p, g < oo, a >0 e f €& L®D entio f, € LPD em que
falz) = flaz). Além disso,

[fallpa = 7 fllpa)- (2.8)
Demonstracao: Pela igualdade (2.3)), tem-se (f,)*(t) = f*(a”t). Assim,

e = 5 [ si)as
_ % /0 " (ams) ds
- e
I L
— Fr(m

Se 1 < ¢ < oo, temos

Hfa“(p,q) = /000 (t%f;*(w)q %}};
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= a |[fllpg:

Agora, para ¢ = 0o, tem-se

Lok
[fallpoo) = suptr f3*(t)
t>0

1
= suptr f*(a"t)
>0

= s (a7)? 10

= Of;”f“(p,oo)'

|
No préximo resultado veremos que o funcional | - [|f, . € a norma || - [|(,4) s@o equiva-
lentes.
Proposicdo 2.1.11 Sel <p<oo, 1<qg<oo e fe& LPY entio
* p *
10 < Ifleo < 217160 (2.9)

Demonstracao: Pela Proposicao[1.2.13] tem-se f*(t) < f**(t), entao || f*|p.e) < I f o)
e, portanto, a primeira desigualdade esta provada.

Para a segunda, consideremos primeiramente o caso em que 1 < p < 0o e ¢ = oco. Dali,
segue que

/1

L s
(o) = Suptr (1)
t>0

t>0

¢
= suptp_l/ f*(s) ds
0
¢

= suptzlﬂl/ sfisif*(s)ds

t>0 0
i [P 1,
< suptr s v | supur f*(u) ) ds
t>0 0 u>0
Iy supti™ [ 575
= suptr S ras
(p.c) t>g 0

* L4 P —14
= suptr ——t P
||f||(p,oo) t>£) p—

p .
= EHfH(p,oo)‘

Agora, para 1 < p < 00 e 1 < ¢ < oo, pela Desigualdade de Hardy (2.4), com r =

1
q (1 — —) , tem-se
p
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I Mlpa =

(VAN
(=)
VS
—_
(=)
|
~—
VR
c\
8
—~
V2)
~
*
~—~
V2)
S~—
S~—
£}
V)
4
S
—
|
N
L
QL
V)
~~_
=}

1
p
[e's] d 1
_ b < 1o )(1_3 !
p—1 (/0 Y 8)
p «
|
Lema 2.1.12 Sel<p<oo, 1<g<oo e feLPD entio
* I£1
q
ACHBE (2.10)
p Tr

Demonstracao: Pelo Teorema [1.2.14] item 1, temos que f** é nao-crescente. Assim,

1l = [ (Br0)'%
t

Portanto,
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Nosso préximo objetivo é mostrar que os espacos de Lorentz L®% munidos da norma
|- lp,g)» com 1 < p < ooel< g < oo, sao espacos de Banach. Para isso, precisaremos
do seguinte resultado:

Lema 2.1.13 (Calderén) Sel <p<oo, e 1<¢q<r<oo, entio LPD < L") oy

seja,

S

I/

1_
q q
o= (4)" Ul 21)

Demonstracao: Pelo Lema [2.1.12 temos

1Ay = /Ooot?‘l (f*(t)" dt
= [CErturer ey

/oo t%—l (f**(t))q ((g) a ||f||1(p:‘I)) dt
0 p to

r_1 o
a4 r—q %—1 Kok 7,4
) Il [ 6 e yar

-1
q —
112 A

RYS
(pir) < (5) £l p.a)-

Teorema 2.1.14 Sel <p< oo el < ¢q < 00, entdo o espaco de Lorentz L9 munido

IA

ou seja,

Q=
S

/]

da norma || .||(p.q) € um espaco de Banach.

Demonstracao: Seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em L9 ou seja,

) — 0,

quando m,n — oo.
Pela Proposicao ¢ o Lema de Calderén 2.1.13] obtém-se

1
* q\1
nm—nmmswm—hmws(g Vo = Fulliray — 0.

quando m,n — oo.
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Assim, pela Proposigao |1.3.3] segue que (f,,) é de Cauchy em medida.
Logo, pelo Teorema(l.3.5] existe uma subsequéncia f,, — f, que converge para alguma

funcao mensuravel f q.t.p.
Como {f,} é de Cauchy, dado € > 0, existe N € N tal que

| fo — fnllpg) <€, paratodon > N.

Mais ainda, visto que f,, — f q.t.p., entao f,, — fn — f — fv q.t.p.

Dal, |fn, — fnv| — |f — fn| qt.p. Além disso, podemos considerar {|f,, — fv|} uma
sequéncia crescente (passando a uma subsequéncia, se necessdrio), pois |f,, — fn| é
mensuravel e nao-negativa.

Pelo Teorema [1.2.14] item (3), tem-se
(f =fv)™ = lim (fo, = f5)™

k—o00
= liminf(f,, — fv)™".
k—o00

Logo, usando o lema de Fatou, obtém-se

1 = Ivllog = (/Ooo {t;(f‘f“**(t)]q%)é
([ - ] )

< lmint ( /0 ) [t (fu = 1) ()] %)

Q=

Q=

Assim,
Aim [f = fxllpa) = 0.

Como f = f — fy + fn, entdo f € L»P9,
Portanto, (LP? || - ||(5.e) é um espago de Banach.
|

A seguir apresentamos a caracterizacao de dualidade para espagos de Lorentz. Sua
demonstracao serd omitida por se tratar de uma demonstragao técnica, cujas ideias sao
“essencialmente” as mesmas da teoria de dualidade para os espacos de Lebesgue LP. Para
mais detalhes, veja [11].

Teorema 2.1.15 Se 1 < p < 0o el < ¢ < 00, entdo o espaco dual de L™ ¢ LF'>)
e o espaco dual de L®? ¢ LW onde p' e ¢ sdo os expoentes conjugados de p e g

respetivamente.
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Teorema 2.1.16 Seja 1 < p < o0 el < g < o0, entio o conjunto S = {p : X — R :

¢ € funcao simples} € denso em L),

Demonstracao: Scja f € L®?. Sem perda de generalidade, assuma f positiva. Entdo
existe uma sequéncia de fungoes simples {@,}nen, tal que 0 < ¢, < f e ¢, — f,
quando n — oo. Pelo Teorema items 5, 4 e 2, obtém-se

o-nr = r(@)er ()
(sl
()

Assim, como f* € L', pelo Teorema da Convergéncia Dominada, tem-se

IA

Q=

© . d
Tim [If = pallfyy = lim ( | = e) %)

) (/OOO [t7 Tim (f = u) (8)]* %)é
= 0.

Portanto, S é denso em L®%),

2.2 Desigualdades de Young e Holder em LPa)

Nesta secao apresentaremos uma generalizacao da desigualdade de Young e de Holder
para os espacos de Lorentz L®%),

2.2.1 Desigualdade de Young

Para a demonstracao da desigualdade de Young, precisaremos de um resultado en-
volvendo o duplo rearranjo do operador convolucao. Antes de apresentar tal resultado,
introduziremos o operador convolucao.

Definigao 2.2.1 Sejam f,g: R" — R func¢oes mensurdveis. A convolucdo de f e g é a

funcao h : R™ — R dada por

h(z) = (f *g)(x) = (z —y)g(y)dy. (2.12)

R
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Lema 2.2.2 Se f,g: R" — R sao funcoes mensurdveis, entao

R (1) < ™ (£) g™ ( / F(s)g*(s)ds, V¥t > 0. (2.13)

Omitiremos a demonstragdo do Lema [2.2.2] no entanto, ela pode ser encontrada em
[13]. A seguir, apresentamos uma conseqiiéncia importante do Lema m

Proposicao 2.2.3 Sejam f,g: R" — R funcoes mensurdveis. Entao

h**(t / 7 (s)g™ (s)ds, para t> 0. (2.14)

Demonstracgao: Se a integral do lado direito for infinita, nao ha o que mostrar.
Ento, suponha que

/too 7 (s)g™ (s)ds < 0,

para todo ¢t > 0. Uma vez que f**(t) e g™*(t) sao fungdes nao-crescentes temos que

lim ¢f**(t)g™"(t) = 0.

t—o00

Usando o fato que f*(t) < f**(¢) e a desigualdade ({2.13)), obtemos

W (£) < £ (1) g™ ( / £ (s)g*(s)ds, Vt > 0. (2.15)

Agora, observando que

w0 = 5 (; /tf*(S)dS)
~ e /f
S0 - ),

temos

d

S0 = g7 (0) + 0™ (1) = 9°(0)

Portanto, integrando por partes em (2.15]), concluimos que

) < g7 + lsg () () / Tl (e - )] s g (s)ds

S
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= [ e [ pee e
< [ 1
[ |

Teorema 2.2.4 (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam 1 < py,ps < 0o. Se
fe Lwra) ¢ g e LP292)  onde pil + p% > 1, entdo a convolugido h = g* f pertence a L%,
onde % = pil + piz — 1, e s > 1 € qualquer niumero tal que qil + q% > % Além disso,

1llersy < CONSran 191 p2.g2)- (2.16)

Demonstracao: Primeiro considere o caso s = co. Usando a Proposicao [2.2.3|e o Lema

de Calderén estimamos

Lok
12l (roey = suptrh™(t)
t>0

sup [tt [ 1970 ds]

t>0

= stg%)) tr /too s (s%f**(s)> (ség**(so ds}

IN

=

o0 1 1
< sup ti/ s+ (Sup splf**(s)) (sup smg**(s)) ds}
t>0 t s>0 s>0

1 o 41
g ||f||(p1,00)||g||(p2’oo)Sup |:tr/ s 1 rd8:|
t>0 t

i1
= 1 o llglipaoey sup |77
t>0

= 7| fllp1,00) |9l (2,00

. 1

g\ " g2\
< r{—=) If (—) g
(%) 1l () Mol

= C(T)HfH(:Dl,(h)Hg”(mm)'

Agora, considere o caso s < oo. Usando a Proposigao [2.2.3] podemos estimar

i = [ (0) T [T (¢ [ regma) &
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1 1
Fazendo a mudanca de variaveis t = — e v = " segue que
Y
\ X Y (1N L1 du)\dy
witeo < [ [ () (0) %) Y
0 0 Y
0o y Lk (1 sk (1 $
0 0 u
oo y s
= / (/ F(u) du) y " dy,
0 0
- e G .
onder =- e F(u)= . Assim, pela desigualdade de Hardy ([2.4]), obtemos

bl < ()" [ PGl e a
L g 0]

K
u
s > —1—1 pux 1 *ok 1 Sdu
- b @) G

1
Fazendo a mudanca de variavel t = —, tem-se
u

S S > 1 )k kok s dt
Il < [ [0 wam 0] T
1 1 . .
Como — + — > — existem my; >1 e my > 1 tais que,
AR S
1 1 1 s 1 s
—+—=1,e — < —, — < —.
my ma my q Mg q2

Usando a desigualdade de Holder em LP(0, 00) com a medida p = —I, deduzimos que
x

Il < ( /0” 050 %)
([ ol 3)
([ o] ) S ([ o)

= r||f||(p17sm1)HgH(pz,smz)'
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Como ¢; < smy e qo < smo, pelo o Lema de Calderdn [2.1.13], obtemos

1 1 1 1

G\ g\
Il < (—) (—) 1w 9o

b1 D2
= CO)flpr.a0) 19l p202)-

Proposicao 2.2.5 Sejam g € LP>) com 1 < p < oo e f € L'(R"), entio a convolugdo
h=gxfe LP>® ¢yale
12/l pocy < C)S N1 191] (p.00) - (2.17)

Omitiremos a demonstragao da Proposigao [2.2.5] a qual pode ser encontrada em [§].

2.2.2 Desigualdade de Hoélder

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam 1 < py,py < oo.

Se h = fg, em que f € LPva) g LP202) ¢ p% + p% < 1, entdo h € L), quando

Além disso,

1#lls < Nl a1l (2.18)
onde 1’ € o conjugado de r, isto €, % + % = 1.

Demonstracao: Seja t > 0. Defina h = fg e considere o conjunto
E={zeR":|h(x)] > h*(t)}.

Como pode ser visto em [I1], pagina 258, m(E) > t.

Observe ainda que
B = B (ﬁ/}ﬂdxf
- (ﬁ/}ﬂh*(tﬁdm)z

(ﬁ/ﬁﬂm(:p)ﬁm)?.
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Usando a desigualdade de Holder, obtemos

) < wp{ [ e }
< s o { s [t |dx} sup {2 [ ot as
(E) (E)>t
< f**(t)g t).
1 1 1 . . 1 1 1
Como — < — 4+ —, existemm; >1 e mg > 1 taisque — + — =1, —
S AR )) my Mo my
1 s
— <
mgy q2

Usando a desigualdades de Holder em LT (0, 00) e a Proposicao 2.1.11] temos

<

1Pl s '[RG

r'-/ooo(tih*(t))s%r

IN
ﬁ\

’ oo ﬁ smq dt
e g

IN

r,||f||(p1,sm1) ||g||(p2,sm2)'

4mu%fwwfuwf%wf

1
@ s
t

Como ¢q; < smy e go < smg, pelo Lema de Calderon [2.1.13], obtemos

1 1

)

q1

a6

4!

q2
h 8
Il p

1 1

g smg
- 1l or.an) 191l (2.2
C(T/) Hf“(plﬂl) ||9||(p2,q2)'

2.3 Aproximacao da Identidade em Lwa)
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O objetivo desta segao é apresentar um resultado de aproximacgao em espacos de
Lorentz L9 o qual é andlogo ao teorema que garante que convolucdes por um molificador
de Friedrichs fornecem uma aproximacao da identidade nos espacos de Lebesgue LP. Sua
demonstracdo é baseada na continuidade da translacdo em L®9 que por sua vez, é

consequéncia do resultado a seguir.

Teorema 2.3.1 Sejam 1 <p<oo e 1<q< oo, entdo C*(R"™) é denso em L®PD(R™).
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Demonstragao: Para demonstrar que o conjunto C%° é denso em L9 pelo Teorema
2.1.16, basta mostrar que toda funcao caracteristica Xr pode ser aproximada na quasi-
norma ||. [f, ) por uma funcao f € C°.

Sejam E C R™ um conjunto mensuravel e m a medida de Lebesgue em R™. Entao m é
regular interior e exterior, assim, dado £ > 0, existe um conjunto aberto G e um conjunto

compacto K talque K CECG e m(G\K) <e.
Agora, pelo Lema de Urysohn, existe f € C° tal que 0 < f <1 e

ro={g " ioa (219)

Como |Xg — f| < Xok, pelo Teorema [1.2.5] item 2, tem-se
(Xg — )" (t) < X5 k(t), para todo ¢ > 0.
Assim, obtém-se

||XE - f”?p,q) < ”XG\K||2<P1Q)

m(GNK) . q
- / trtdt
0

- (9); (G ~ K%

q
1
(&)
- Er.,
q

Portanto, C%° é denso em L®9, [

A\

Lema 2.3.2 (Continuidade da Translagao) Sejam 1 <p <oo e¢ 1< g < oo entao,

Hf( —y) - f('>H(p,q) — 0, quando y — 0.

Demonstracao: Sejam ¢ > 0 e f € C°(R"), entao existe um conjunto compacto K tal

que A = supp(f) C K. Se y € R", defina h,(z) = f(x —y) — f(x). Como € > 0, existe

d > 0 tal que se |y| < 4, entao |h,(z)| < eXa,(z), em que A5 = {z € R": d(z, A) < §}.
Logo, pelo Teorema [1.2.5] item 2 e item 4, obtém-se

() < (X, ) (1) = e, (1),

Assim, lir% sup h;(t) < g, para todo t > 0. Uma vez que £ nao depende de ¢, entao
Yy—

hy(t) — 0, para todo t > 0, quando y — 0.



2.3 Aproximacao da Identidade em L9 59

Além disso,
00 dt
1, q q
e = | [ (B 50)" 7]
1. th%
e[/o (thAa(t)> 7}

= ¢ <73> % m(A;) < oc.

IN

q

Dai, usando o Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que
3
1Ayl () — 0, quando y — 0.

Uma vez que || - |[pq € || - || sao equivalentes, segue que ||hy ;g — 0. u

(p,9)

Definigao 2.3.3 Seja ¢ € L'(R") tal que [, ¢(x)dz =1, para cada € > 0, o molificador
de Friedrichs de ¢ é dado por

1 x
e = e (2)
Teorema 2.3.4 (Aproximacao da Identidade em L®%) Sejam 1 < p < oo, 1 <
g<ooefeLPDRY). Sepe L'(R") € tal que [y, p(x)dx =1, entio

H(% x f) — f||(p’q) — 0, quando € — 0.

Demonstragao: Como [, ¢(z)dx = 1, tem-se

(or @~ @) = [ oo =iy @
~ [ el - f@]d.

Fazendo a mudanca de variavel u = g, obtém-se
(. @)~ £@) = [ w7l = eu) = fla)]du
Seja ¢ € LW pela dualidade, obtém-se

||(90z-:*f) _f|’(p7q) = sup
18]l (pr g1y =1

[ (s @) = f@) o(a) d
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/n /n o(u)[f(z —eu) — f(2)] o(z) dudx

d:p) du

sup
@1l pr,q1) =1

/‘WWM sup
" H¢||(p/,q/):1

= [ le@lrt =20 = fOllgad

IN

[f(z = eu) = f(z)]¢(x)

R

Como || f(. —eu) — f() g < 2I1f()llp.g € pelo Lema , tem-se

N f(.—eu) = f()lpg — 0, quando e — 0,

usando o Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos a demonstragao. [ |

2.4 Um Teorema de Interpolacao

Nesta secao apresentaremos um resultado de interpolacao, em termos de espacos de
Lorentz, que serd ttil no decorrer deste trabalho.

Sejam X = (X, M,u) e Y = (Y,N,v) espagos de medida, com u e v o-finitas.
Considere os conjuntos

E = {f: X—>R:f é&M—mensurdvel } e
F = {h:Y > R:h é N — mensurdvel }.

Definicao 2.4.1 O operador T : E — F' € sublinear se:
LAT(f +9)l < |Tf[+[Tyl, para todo f,g € E.

2. |T(af)| = |a||Tf|, para todo f € E e o € R.

Observacgao 2.4.2 Os espacos de Lorentz tem a sequinte propriedade de interpola¢ao:

(L(po,qo)’L(mm)) — L(p,tz)7

0,9

1—6 4 .
+ —, 1 < qo,q1 < o0o. Para mais
Do D1

detalhes sobre a teoria de interpolagdo e sobre essa afirmacdo veja, por exemplo, [3].

desde que 0 < py < p1 < o0, 0 <l <1, —=
p

O préximo resultado é uma consequéncia da propriedade apresentada na Observagao
Sua demonstragao serda omitida, uma vez que ela utiliza argumentos pesados da
teoria de interpolacao em espacos de Banach abstratos. Para mais detalhes veja, por
exemplo, [0], [3], [15].
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2.4 Um Teorema de Interpolacao

Teorema 2.4.3 Seja T um operador sublinear em LP3%)  em que j = 1,2. Sejam py < p1,

g0 # 1 € p,q dados por

1 1-6 0 1 1-6 0
= = +—

— e — = ,

q qo q1

em que 0 < 0 < 1. Entdo, para todo 1 < r < oo, existe B = B(0) tal que

1T fllwry < Bl fllgrs

para toda f pertencente a L7,



Capitulo 3

Soluges Mild no Espago L(P:>°)

Neste capitulo, trataremos do problema de Cauchy para a equacao de semilinear
do calor. Nosso objetivo é garantir a existéncia de solucao mild global para a equacao
semilinear do calor, quando o dado inicial pertence ao espago LP(R™)—fraco e tem norma
suficientemente pequena.

3.1 Problema de Cauchy para a Equacao Semilinear

do Calor

Consideraremos o problema de valor inicial para a equacao semilinear do calor em R"
dado por

{ut—Au—i—f(u)zo, em (0,7) xR" (3.1)

u(0) = wy, em R"
em que f: R — R satisfaz
|f(a2) = f(ar)| < mlaz — ar| (Jao)™" — |aa[’™") e f(0) =0,

para todo aq,as € R e algumas constantes n > 0e p > 1.

3.1.1 O Problema Linear Associado a (3.1

Observe que o problema linear associado ao sistema ([3.1)) é o problema de Cauchy
para a equagcao do calor em R™ dado por

{ w—Au=0, em (0,7)xR"

u(0) = uo, em R". (3:2)

62
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Seja g(t,x) o nucleo de Gauss-Weirstrass dado por

_n _la?

g(t,x) = (dtw)"2e ot (3.3)

para todo t > 0 e x € R", cuja transformada de Fourier é
g(t,€) = / g(t, w)e > S dy = eI, (3.4)

Agora, aplicando formalmente a transformada de Fourier em (3.2), tem-se, para cada
¢ € R™, o seguinte p.v.i.

St ) + An?lePa(t ) =0,
(3.5)
a<07 5) = UA0<§>)
o qual tem solugao unica dada por
it, &) = e Py (). (3.6)
Assim de (3.4), tem-se
Consequentemente, via transformada inversa, obtém-se
u(t,&) = g(t, z) x ug(z), (3.8)

ou seja, g(t,x) é solugao fundamental de (3.2]).
A solugao (3.8) do problema linear (3.2)) gera um semigrupo S(¢) via convolugao com
o nucleo de Gauss-Weierstrass (3.3)), isto é,

S(t)ug(x) = g(t, x) * up(z). (3.9)

No que segue, nos referimos a g(t, x) e S(t) como nicleo do calor e semigrupo do calor,
respectivamente. Para mais detalhes sobre a discussao acima veja, por exemplo, [5].
A seguir verificaremos algumas propriedades de homogeneidade do ntcleo do calor

g(t,x).

3.1.2 Estimativas do Semigrupo do Calor S(t)

Nesta secao, apresentaremos algumas estimativas para o nticleo de Gauss-Weierstrass
g(t,x) e para o semigrupo do calor S(t) em espagos de Lorentz.
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Iniciaremos verificando algumas propriedades de homogeneidade de ¢(t, x), que serao
luteis para nossos propositos.

Lema 3.1.1 Sex e R", t >0 e k € N, entao
g(t,z) = tig(l,at 2), (3.10)
Vig(t,z) = t_nTMV’;g(l,xt_%). (3.11)

Demonstracao: Pela igualdade (3.3)), tem-se

z|2

g(t,z) = (4157r)’%e’T

1
n n lzt” 2|2

= t_2(47r)_2@_ 1

= t_%g(l,a:t_%).

Agora, aplicando a regra da cadeia k vezes na igualdade (3.10)), obtém-se

Vig(t,x) = VE(t 3g(1,at77))

Lema 3.1.2 Sel<p<r<oo, 1<q, <00, k€N e ¢ € LPW  entio VES(t)¢p €
L) - Além disso,

IVEs®9 ], < CEEETH 56|, (3.12)

T,qg) -

Demonstragao: Pelas propriedades da convolucao, tem-se
Vi(S(t)9) = Vi (g(t,2) x 6(2)) = (V3 g(t,2)) * ¢.

Sejam ¢ > 1 e [ > 1 tais que

1 1 1 1 1 1
l+-=24+" ¢ —4->—.
rop q TR

Como ¢ € L9 pela Desigualdade de Young generalizada (2.16)), obtém-se
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VES(t)g € L) e
IVES ()¢l tra) < Cill Vi 98 )l @16l pan)- (3.13)

Por outro lado, pela igualdade (3.11), do lema anterior e da relagdo de escala nos
espacos de Lorentz L(@) (2.§), tem-se

IVEg(t, 2|y = I1E7"F VEg(L, 2t7%)] )
= | VEg(1, 22 g
= | VEg (1, 7))
= Cﬂi(?—%)‘%, (3.14)

em que Cy = [[VE g(1,2)| (g De B-13) e (3.14), tem-se
1_1\_k
IVES (06 gy < CHEE3) 7510 ),

com C = 0102.
[ ]

Como veremos a seguir, no caso dos espacos de Lebesgue L", pode-se provar a desi-
gualdade (3.12) para 1 < p <r < 0.

Proposigao 3.1.3 Se 1 < p <r < oo, k € Ne¢p € LP, entio VES(t)p € L. Além

disso,
IVEs@el. < ctiG=2)75 g, (3.15)
1 1
Demonstracao: Sejam 1 < p,q,r < oo, com 1+ — = — 4+ —, pela Desigualdade de
r P g
Young em L, tem-se
V5 g(t, ) * ol < [IV5 g(t, )[4l 6]l (3.16)
Por outro lado,
itk _1
Vgt o)l = [It77% Vig(Lzt™2)],
= 7| VEg(1zt7R),

VEg(1, ot~ 2)

= </ qu)q
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BRI 3
— (/ vk ((47?)72Lem4 | ) dx)

1
— (/n V’; ((47r)_2e_y4|) t_y’;) , sendoy:a:t_%
_ntk n
= t77 12 | Vig(Ly)l,
- Cﬁ(%‘%)‘% (3.17)

em que C' = ||V g(1,y)|l,. Assim, de (3.16) e (3.17), temos

n

IVES)ol, < Ct3G3) -5 g],.

3.1.3 Formulacao Integral do Problema

Derivaremos, agora, a formulacao integral associada ao sistema (3.1]).
Considere u uma solugao classica de (3.1)) e defina ¥(s) = S(t — s)u(s, x), em que S(t)
¢é o semigrupo do calor. Uma vez que

P(s) =St —s)u(s,z) = g(t — s,z) *xu(s,x),

obtém-se
L) = gl —5,0)uls, )
= % [/Rn g(t —s,x —y)u(s,y) dy (3.18)

= /R {%(g(t — s,z —y))u(s,y) +g(t — s, — y)%(u(s, )| dy.

Mostremos agora que

%(g(t — 8, — y)) = —A(g(t —5,x — y)) (3.19)

De fato,
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Anm

—lz—y? 1
e 4(t—s) +

2[4(t — s)m]2 !

n

|z — y|*(—4

—lz—y|?

2t —s)

Por outro lado,

oo lalt =50 =)

e, portanto,

tem-se

Assim, de (3:20) e (B:21),

—A(g(t — S, T — y)) =

como queriamos demonstrar.

m—yP} e 1=
At — )2 ][4t — s)m]2

_ o0 (1 e
Oz; \ [4(t — s)7]2

—|z—y|?

—(ﬂfi - yz> e At=s)
2t —s) [A(t—s)m]?

i —(zi — yi) 674%:2\)2
O \ 2(t —s) [4(t— s)7]?

[4(t - s)m)% At — )]

—lz—y|?
-1 P — U 2 1(t—s)
D) e
2(t — s)

—lz—y|?
o —ylP] e

4@—5)4 [4(t — s)m]2
(9(t = 5,2 —y)),

{ 2(t —s)
9
Os

4[(t - sﬂ [4(t — s)m]%

67

—lz—y|?
4(t—s)

(3.20)

(3.21)

Agora, como 1 é diferenciavel, aplicando a igualdade (3.19) a (3.18)), e utilizando
propriedades bésicas da convolucao, obtém-se

%w(S) = /W—A(g(t—sax—y))u(&y) dy+/ g(t—sax—y)a

= S(t—s)ag( (s, :U))
= t—s(
= (t—S)A( )

= =5t =s)f(u(s,x)).

Integrando de 0 até ¢ a ultima igualdade, e lembrando que ¥ (0) = S(t —

0

n

— AS(t — s)u(s, z)

— f(u(s, )
S(t —s)f(uls, ) -

— AS(t — s)u(s, z)
S(t — s)Au(s, x)

(u(s,y)) dy

0)u(0,z) =
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S(t)ug(x) e P(t) = S(0)u(t,x) = u(t, x), obtém-se

wm—wmz—éswﬂww@@Ma

ou seja,
ult,a) = S{t)unla) = = [ 80— 9)fu(s.2))ds,

ou ainda,

u(t,z) = S(t)uo(z) — /0 S(t —s)f(u(s,z)) ds. (3.22)

Portanto, conclui-se que toda solugao cléssica do sistema ({3.1)) satisfaz a equacao

integral ((3.22]).

A fim de simplificar a expressao (3.22)), a parte nao linear serd denotada por

t
B(u)(t,z) = —/ S(t—s)f(u(s,x)) ds. (3.23)
0
Sendo assim, (3.22)) pode ser reescrita da seguinte forma

u(t,z) = S(t)ug + B(u)(t, ). (3.24)

3.2 Relacao de escala e Espaco funcional adequado

O objetivo desta secao é apresentar o espaco funcional adequado para estudarmos a

equagao integral ((3.22)).
Escolheremos um indice adequado a fim de que a norma deste espaco seja invariante
pela relacao de escala de definida a seguir.

Definigao 3.2.1 Seja u(t,z) uma solugdo classica de (3.1). Definimos uy por
un(t, z) = Ao Tu(A2t, Az), YA > 0. (3.25)

A aplicacao
u— uy(t, x) (3.26)

¢ chamada de relagdo de escala de (3.1)).
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Observagao 3.2.2 Pode-se mostrar sem dificuldades que se u(t, x) é uma solugao cldssica
da equacdo semilinear do calor (3.1)), entdo uy também o €, desde que f satisfaca a
sequinte relagao

Flua(t, ) = AT f(u(Nt, Ax)).

Embora o assunto nao seja tratado neste trabalho, vale lembrar que pode-se buscar por

solugoes particulares de (3.1)) satisfazendo
u(t, z) = ux(t, z), (3.27)

para todot >0, z € R" e A > 0.
Essas solucoes particulares sao chamadas solucoes auto-similares do problema. Neste

caso, fazendo t — 0T formalmente em (3.27), pode-se notar que uy = u(0,z) deve ser

2

uma fung¢ao homogénea de grau -5

Definicao 3.2.3 Seja 1 < g < o0. Definimos o sequinte espaco vetorial
E = BC((0,00), L"), (3.28)

ou seja, E € o espago de todas as funcoes continuas e limitadas definidas em (0,00) e com

n(p—1)
valores em L3

?m) .

O espago E munido com a norma

Jule = sup u(t,2) | s, (329)

€ um espaco de Banach.
n(p—1)

Observagao 3.2.4 Note que o indice p = —=5— em

[ull 2 = sup [[u(t, 2) || p.00)
>0

faz com que ||u||g seja invariante pela relagdo de escala.
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De fato,

lur(t,2)|le = sup [lus(t, )]l poo)
t>0
= sup AT [u(A%, A2) | proc)
t>0

= sup AT |lu(s, A2)]| (poc)- (3.30)

A725>0
Da relagao de escala dos espagos de Lorentz (2.2), obtém-se

(s, AZ)[|(p.oc) = A7 [[uls, 2) || (p.00)- (3.31)

Agora, de (3.30)) e (3.31), tem-se
2 _n
[ur(t, z)|lp = SUp A7t ?[u(s, 2)llpoc) - (3.32)

Dai, para que valha
Jur(t, 2)l| e = [Jult, )| 5,

n(p—1)
5

¢ necessdrio e suficiente que —=— — 2 =0, ou seja, p =

2 n
p—1 P

3.3 Boa Colocacao nos Espacos L(P:o0)

Apresentaremos agora os resultados de existéncia e unicidade de solucoes mild nos
espacos LP-fraco, ou seja, em L®)

Primeiramente, tornaremos precisa a nocao de solucdo mild, em L®>) associada a
equagao semilinear do calor (3.1)).

n(p=1)

Definigao 3.3.1 Seja ug € L™z ) . Diz-se que u = u(t,x) é uma solu¢io mild global
do problema de Cauchy (3.1) em E se a fun¢do u satisfaz a equagdo integral (3.22), ou

seja,

u(t, z) = S(t)uo(t) + B(u)(t, z),

e u(t,r) — ug, quando t — 0%, em que o limite tomado € definido na topologia fraca-* de

L

n(ﬂ2—1) ,00) .

O préximo teorema ¢é o principal resultado deste trabalho e garante a existéncia e
unicidade da solugao mild no espaco F.
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n(p 1)

Teorema 3.3.2 (Boa colocagao) Sejam 5 <p<o0o e ug€ L(

(1) (Ezisténcia e unicidade de solugdo) Existem constantes 6 > 0 e € = (d) > 0 tais
que, se ||u0H nomt) ooy < 0, entao o problema de Cauchy (3.1) tem uma solugdo mild

global u(t,z) € E no sentido da Defini¢ao a qual € unica na bola

B,.(0) := B(0,2¢) C E.

(17) (Dependéncia continua em rela¢ao ao dado inicial) Considere a bola

B;(0) =

)
700); HUOH(WW) < (5}

no espaco L) A aplicacao ug € Bs — u € E é Lipschitz continua.

Antes de demonstrarmos o Teorema [3.3.2] precisaremos de uma série de resultados
auxiliares. Comecaremos com um lema abstrato, cuja demonstracao é uma aplicacao do
Teorema do ponto fixo de Banach para contragoes.

Lema 3.3.3 (Lema Abstrato) Sejam (X,| - |x) um espaco de Banach e T : X — X

um operador linear continuo, satisfazendo
|Tx —Tz||x < 7|z —z||lx, Yz,z€ X et <1 fizado. (3.33)

Sejam m € N, p; € (1,00), ki >0 el <i<m. Considere S; : X — X tais que,

15i(2) = Si(2)lx < kille = zllx (llzll "+ [l2l"7) V2,2 € X. (3.34)

Seja R > 0 a menor raiz positiva da equacao

> = pl_lRPfl +7—-1=0. (3.35)
=1

Temos:

(i) (Ewisténcia e unicidade) Dado 0 < € < R, sey € X € tal que ||y]lx < e, entao
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existe uma solu¢ao x € X para a equagao

m

r=y+Y Si(z)+T(x), (3.36)

=1

satisfazendo ||z||x < £2=, a qual € dnica na bola fechada B%(O).

(17) (Dependéncia continua) A solug:do x depende de y de forma Lipschitz continua, ou

seja, se ||7)|lx < e, x—y—i-ZS )+ T(z) e ||z||x < 2=, entdo
=1

1

TR Iy = glx.
_ L B |
| (g:u_qug -+ﬁ

Demonstracao: Dado y € X, com |ly||x < ¢, defina F : X — X, por F(x) = y +

Z Si(z) + T(x
i=1

Queremos mostrar que F restrita a E%(O) ={z € X : ||z|x < £} é uma contra¢ao
que satisfaz F(E% (0)) C Elz% (0).

Mostremos primeiramente que F' (F

(3.37)

e — #x <

(0)) € B = (0).

Para isso, observe que para = € F ( ), tem-se

IF(@)lx = IIy+ZS )|l x

< lyllx + Z 1Si(@)|x + 1T ()llx

< yllx + D Eallel% + 7llzllx
=1
"ok, 27¢
< Pi
= ”2(1—7)m€ L
=1
" Wi k. £
— ¢ pi—1 1
(.Z(l—T)f’i‘16 T )1—7
=1
< (1+ 1)L
1—71
B 2e
Col—7

como queriamos.
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Agora, para mostrar que F' é uma contracao, sejam x, z € F%(O). Assim,

1F(x) = F()lx = Hy+25z(fc)+ )=y - ZS 2)|lx

< D lISia) = Sil2)llx + IT(2) = T(2)l1x
=1
< D Kille =zl (el + 12177 + 7l - 2x

i=1

m ik, B
- <Z (EEr= T) o — 21l
i=1

Como, por hipétese, 0 <e< R e R>0¢a menor raiz positiva da equacao (3.35)),

m
291 —
segue Z pL_l — " —¢efiml 471 <0, donde conclui-se que F restrita ao conjunto B 2 (0)

é uma contragao que satisfaz F(E _(0)) € B 2 (0).
Observe que B 2= (0) € X ¢ um conjunto fechado em X. Assim, munindo B 2 (0)

—r

com a métrica
d(a,b) = |la —b|x,
conclui-se que o par (B 2 (0),d) é um espago métrico completo, pois um subespago
métrico fechado de um espago completo é completo.
Como (3125 (0),d) é completo e F' é uma contracao neste subespago, entao, pelo

Teorema do ponto fixo de Banach para contracoes, segue que F' possui apenas um ponto
fixo em B 2= (0) ou seja, existe um tnico z € B 2= (0) tal que z é uma solugao da equagao

x:y—l—E Si(x) +T(x
Z:1 . . . ~
Para concluir o resultado, mostraremos a dependéncia continua em relagao ao dado

inicial y. Para isso, seja T =y + ZS )+ T(z), com [|7]|x <ee|z]|x < 2= Assim,
i=1

m

e =alx = lly+3Si@)+ T@) =5 -3 @) = T@)x

i=1

< Ny =gllx + ) 11Si(@) = Si@)lx + 1T () = T(7)||x

=1

< ly—gllx + (Z pz_lep“w) lz — ||

i=1
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e, portanto,

m ik, B ) .
(1 - (Z (1- T)pi—lepl L+ T)) o —Zllx < lly —7llx,

ou seja,
1

T Iy — 3lx.
i—1

=1

[l = 7[lx <

A fim de demonstrarmos o Teorema|[3.3.2, devemos aplicar o Lema Abstrato[3.3.3| para
X = E. Para isso, precisaremos encontrar estimativas das parte nao linear e linear da
equacao (3.22). Este serd o objetivo das duas proximas segoes.

3.3.1 Estimativa do Termo Nao Linear

Lema 3.3.4 Sejam 1 < p < q < o0, entao existe uma constante C' > 0 tal que

A HE DSl dt < C lollpn, (3.38)

para toda ¢ € LPY).

Demonstracao: Seja t > 0. Defina £(t) = t%(%_%)_IHS(t)(ﬁH(qJ) e tome p; < p < py <q

tais que n_n < 2. Pelo Lema|3.1.2) para 1 < p, < g < 00, k= 1,2, obtemos
p D2

n( 1_ L
1Sl gny < C 12 2|6l peryy k =1,2.
Assim,
o( 1_ l
&) = 25 D07S(1)el g
< Oﬁﬁﬁ”“iﬁﬂwmm
1 ﬂ_i_
= 125 g]l ),
ou seja,
1/n
) <l ey, k=1,2.
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1 1
Seja ———(2—2—1—2), em que0 < [y <1 < [y, defina
P P

_ b
hi(t) = Clloll gt 7

ou seja, hi(t) = étfi, onde €' =C D] (pg1)-
Agora, como  &(t) < hi(t), pelo Teorema[l.2.14] item 2, temos £ < h}”,
Logo

€1l Lo 0,00) < Nkl ptor 0,000 K = 1,2

Mas,
A(s) = p({t>0:hy(t) > s})
= ,u({tE(O,oo):ét lk>s})
- ,u({t € (0,00) : (C s~ > t})
_ (5571>lk
) = inf{s>0: X\, (s) <t}
= inf {s >0:(Cs k< t}
= Ot
Assim,

1 ~
1Rkl 1400 0.00) = Stggtzk hi(t) = C.
Dai, pela Proposicao [2.1.11] tem-se

Lk

. i
[kl Lo (0,00) < 1 1Pkl 000 0,00y = lleC 91l r.1)»

para k=1,2.

De (B39) e (B.10). tem-se ]
”£||L(lkv°°)(0,oo) <C ||¢H(pk,1)>

- [
em que C' = ue)
I, —1

Note que a aplicacdo ¢ — T'¢ = £ é sublinear e de (3.41)), tem-se

1T Lo 0.00) < Clll o), Para k =1,2.

75

k=1,2.

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Tome 6 € (0, 1) tal que ]% = p% + 1p;29 e observe que

9+1—9 B 9<n_n+2>+1—9(n_n 2)
ll lg 2 P1 P 2 D2 p
6 /n n 1/n n 8 /n n
= —(———+2>+—(———+2)——(———+2>
2\pt »p 2\p2 p 2\p2 p
B 0n 1n 1n 0 n
2p 2py 2p 2py
n
2
1.

Dai, do Teorema de Interpolacao m, para r = 1, segue que existe B = B(f) tal que

IT¢l v 0.00) < Blldllw):

Pela Proposicao 2.1.3] tem-se

| TPl 21 0,00) = [Tl L01.10,00) -

Assim,
1€l 21 0,00) = TPl 21 0,00) < Bll Dl p,1)-

J
0

Agora considere o operador

Portanto,

=

GOS0l (g1 dt < B8]l p)-

O préximo lema trata da continuidade do operador C'(h), que serd utilizada para obter
a estimativa do termo nao linear da formulagao mild do nosso problema.

Lema 3.3.5 Sejam 5 < p<oo eh e L>((0,00), L(@m)), entao

IC(R) | nio-1) oy < K sup [|A(E) 17,0 - (3.42)
(557 0) >0 (HE+00)
Demonstracao: Por simplicidade, denotemos [ = ”("T_I). Além disso, por abuso de

notacao, denotaremos h(t) = h. Como -5 < p < oo, entao 1 < p <. Agora, note que
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se h € L>) entdo h* € L(ﬁ’oo), pois

IR°|ls oy = sup Tt ()"
(5,0) >0

1
1

= sup [T% (h*)r
7>0
p
< gt
>0
= (I1AllG00)”

e, portanto,
17152 ey < (1Al

Além disso, da Proposicao [2.1.11], tem-se

L
Y [ A L P

L1
P

[
em que a = ;—.
—p
Dali, da Proposicao [2.1.11]e de (3.43)), segue que

||h’pH(%,oo) < ath“@,oo)
< a([|PllGo0)”
< aHthl,oo)a

ou seja, h” € L),

Agora, como |f(h)| < n|h|?, entao, pela desigualdade (3.45]), obtém-se

17T 2,00y < 1A N 200y < Mll ANy

! l !
Seja ¢ € LD em que ' = T Note que [ < l
- - P

n{l Ll—p _onfl-1 1l—-p
§(ﬁ_T)_1 h §<T_T)_1

7

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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Usando, dualidade e a desigualdade de Holder Generalizada (2.18)), obtém-se

IC(M[ltoey = sup C(h) ¢(x) dz
6llgr py=1 |/

- | [ s deas

= sup / . f(h)(S(s)¢)dxds

ol 1y=1

IN

sup [ I o IS

(=
lollar,1y=1/0

Agora, pela desigualdade ([3.46)), segue que
e®llasy < Co sup [ nallh(s)f I(SEE 1y ds

l¢ll@r,1y=1 70 e

< Cimaswlh®l,., suw / 1(S()0) oy .
>0 18l g 1y=1 Jo

Usando o Lema|3.3.4, comp=1"e q = T tem-se
p

IC(M)lgoe) = Cimasup|[h(t)|| ) sup / 2707 (S(5)0) | g ds
t>0 llollar,1y=1/0

< Cmasp ), sw_ Gl
(l’l)_

l/

= K sup At

(1,00)
t>0

em que K =naCCl.

Lema 3.3.6 Seja "5 < p < oo. Sew,v € E, entdo existe uma constante K > 0 tal que

sup HB — B(v)(t)

ot gy < KsupfJult) = (Ol

(s 0 1y + s 0 )

t>0
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Demonstracao: Seja

h(s):{u(t—s,.) , SEFO,t],

Note que
Chine = [ S h(s)ods
= /o S(s)f(u(t —s,x))ds
_ /OtS(t — &) f(u(é, 2))dé, onde €=t —s
= "Bt
o C(h) = —B(u). (3.47)

Agora, tome

n(p—1)
—
Como |f(h(#)) = Fg(t)] <) = g(®)] (|a@]"" +|g®)]""), entio

e considere [ =

1) = £ sy < 0 1) = 9] (] + 9O ") 2.

l
Pela Desigualdade de Holder generalizada (2.18]), com p; =1, py = T n=e=
p —_—

§=00 e r=—, tem-se

1) = £ 1y < LB = 9O oy [1OF ™ + 9O 1.
Agora, pela desigualdade triangular, obtém-se
LF (@) = Flg(EDl 2 ey < 1 CullA() = g(t)I\a,oo)(Hh(t)Hf;;) + Hg(t)l\f;;))- (3.48)

Por outro lado, usando dualidade, e a Desigualdade de Holder generalizada ([2.18]),
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[ l

complzz, P2 = QL =00, ¢ =1, r=5=1, tem-se

l - Y

IR = CloiNlser = sw_ || C0) = Clo() 9(r) o
= o ([ S - stoiot dras
= o [T [0 - e s i
<o ") ~ FE | SISy s

Pela desigualdade (3.48), tem-se

JCt0) = CN] gy < s [ CoConlints) = g lame) (I i+
el 1y=170

|||g(8)|”_1)||<%,oo)> 15(s)o(@)ll ;L 1) ds

= CuConsup [40) = 90y (0 IO +sup oo 2
t>0 t>0
IR U ECIEINY S
ol 1y=1 0 g

) — 1 =0, obtém-se

l
l—p

(

Agora, pelo Lema (3.3.4, com p =1, ¢ = e

S

n
p

DN | —

IC(h(®)) = Clg(®))lacey = CoCrm supla(t) = g(t)llwoo)

(sup 0L +sup o)l ) s Callloy

8llar,1)=1

= K sup [|h(t) — 9(t)||¢,00) (SUP | (t )H(loo +sup ”g(t))H?l_olcﬂ) ’
t>0 t>0 t>0

em que, K = C1CyCsn.

Assim, da igualdade ([3.47)), segue que

p—1 p—1
Stl>l]5) | B(u) B(“)(t)H(lyoo) < Kstg]é) Ju(t)—v H (1,00) (sup [[u(t)] (1,00) —|—sup ot ‘ oo)> :
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Assim, concluimos que

|B)(®) = B@)®)], < KJu®) =v@|,, ([u®|l;" + [o@)]7").

[ ]

Para demonstrar o Teorema [3.3.2, devemos mostrar que a solucao u converge fraco—s
L n(p=1) . . .

para o dado inicial ugy, quando t — 0%, em L™z ). Para isso, precisamos do seguinte

resultado.

Lema 3.3.7 Se a fun¢ao u(t,x) € E, entao

Bu(t,z) — 0, quandot — 0T,

n(p=1)

em que o limite € tomado na topologia fraca—x de L) onde | = 5

Demonstracao: Para verificar a convergéncia da parte nao linear da equagao integral
(3-24) para a funcao 0 € L), na topologia fraco— de L(>), devemos mostrar que

(B(u)(t,x), ) — 0, quando t — 0%,

para toda ¢ € LD,
Pelo Teorema |2.1.16/ o conjunto C2° é denso em LU assim é suficiente mostrar que

(Bu(t,z),¢) — 0, quando t — 0",

2
n(n—1)

(@-’%) o

<;<n " R 1>) o
n_1(5—1>+1

_.n (1;n>+1

Pelo Lema |3.1.2, com p = % e g1 = g2 = 00 e pela desigualdade (3.46|) tem-se

para todo ¢ € C2°.
Sejar>0talque£<r<@. Note que 1 >
p r

n{l p
- -—= 1 >
2(7" l)+

(S

ACIISE VI ESER VRS

S
|
—

|5t =)t s Dy < Crlt =950 fw)]]s
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l
s

< Cina(t—s)3! (3.49)

Ol

Seja ¢ € C°. Pelo Teorema de Fubini e a Desigualdade de Holder generalizada (2.18)),
com ¢, = 00, ¢ = 1, obtém-se

(Blutta).o)| = || Bttt ds

- / . /;5@ — ) f(u(s, ) p(x)ds dz
- /t / S(t — s)f (u(s, ))(x)dx ds

< cz/ 1St = 3) f(u(s, Doy |6l o

1

1
em que 7’ é tal que 1 = — + —.

roor
Agora, pela desigualdade (3.49)), tem-se

t
(Blutto). ) < Ca [ Cunate s34l Iollonds

= cxConalfull, ¢l / Sﬁe—%,

= CCrnal(y) ||ullf I8l G0 ds, (3.50)

1
onde I(y) = / (1—y)2 =Dy é convergente.

0
Portanto, calculando o limite quando ¢ — 0% em ambos os lados de (3.50)), tem-se

lim [(B(u(t,z)), )| < C2C1I( Hf” (1.00) &l 1) hm t3G=1) = 0.

3.3.2 Estimativa de termo linear

O objetivo desta secao é mostrar que a norma da parte linear pode ser controlada pela

C . n(p—1) .
norma do dado inicial 1y no espaco L™z ) e que a parte linear converge fraco—* em
n(p=1)
L

7O<)) .

n(p—1)

700)

Lema 3.3.8 Se "5 <p<ooeug€ L , entao existe uma constante C > 0 tal

que

sup [|S (ol ne) ) < Clluoll nion (3.51)
t>0 2 2
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e S(t)ug — ug quando t — 07, sendo o limite na topologia fraca—x de (e L, )

Demonstragao: Seja uy € L

( —D ¢ 1 = @2 = 00, obtém-se

) Aplicando o Lema m, comk=0,7r=p=

|S(t)uol| neo-1 < Cug|| nto-1) -
( 2 ,OO) ( 2 700)

Portanto,

1S()uollz = sup |S(E)uoll ne-n oy < Clluoll no-n -
t>0 2 2

Agora, vamos verificar a convergéncia da parte linear da equagao integral (3.24)), para
n(p—1
o dado inicial ug, na topologia fraca—x de L) em que | = M

Primeiramente, lembremos que f, — f (fraco—x%) é equivalente a convergéncia das

integrais (f,, ®) — (f,¢), para todo ¢ € LD,
Assim, fixado ¢ € LD, tem-se

(S(t)uo, ) =

ug, S t) > (3.52)

Pela igualdade (3.52)), obtém-se

(SH)uo —ug, @) = (S(t)uo,¢) — (uo, )
= (uo, S(t)p) — (uo, ®)
= <U0; S(t)¢—¢>-

Assim, pela Desigualdade de Holder generalizada (2.18]), com p; = [, py = I', em que
1:%+ll,, g =00, ge=1e€e r=5=1, segue que

[(S(t)uo — uo, ¢)| = |{uo, S(t)p—¢)]
< Clluollg,e0llS(E)¢ — dllw )

Mostremos que [|S(t)¢ — ¢||@,1) — 0, quando ¢ — 0.
De fato, pela propriedade de homogeneidade ([3.10J),

glt.z) = tEg(Lat d) = e (2) = p(a),
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emques =tz e o(z)=g(l,z).
Como ,
/ o(x)dr = / g(l,z)dx = / (471’)77”67‘? dr =1,

1 ~ . ~ . .
e ¢ — 0 se, e somente se, t2 — 0, entao pelo Teorema de Aproximacao da identidade

2:3:4] tem-se

1S#)p — dllwa) = l|pe * & — @l 1) = 0, quando t — 0r.

Assim,
|(S(t)ug — ug, ¢)| — 0, quando t — 0F.

Portanto, S(t)uy — ug na topologia fraca—x de L"),

3.3.3 Prova do Teorema de Boa Colocagao [3.3.2]

Uma vez que ja verificamos todas as hipéteses necessérias para aplicar o Lema Abstrato
estamos em condigoes de provar o teorema |3.3.2]

Demonstracao: (do Teorema de de Boa Colocagao )

(1) (Ezisténcia e unicidade de solug¢do) Seja X = E. Considere o operador B : X — X
dado por

B(u)(t,z) = — /Ot S(t—s)f(u(s,x))ds.
Pelo Lema temos

1B(w) = B)lz < kllu—vlle(llullz + ollE ).

Por hipdtese, sabe-se que ||u0||(n<p71) so) < 0, entao, pelo Lema |3.3.8] tem-se
2 K

1S ()uol| - .y < Cluwol ne-ny ., < Co=ce.
( 2 ,OO) ( 2 700)

Escolhendo § > 0 tal que 0 < Cd = ¢ < R, em que R é a menor raiz positiva da
equacgao (3.35), com X = E, i=1,5 =B, y=S{t)up, T =0 e 7 =0, entao

1ylle = [1S(t)uollp < Co =e.

Portanto, o Lema Abstrato(3.3.3|garante a existéncia de uma solugao para a equagao
integral (3.24) em E e, além disso, garante que essa solugao é inica na bola fechada
By (0).
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Mais ainda, pelos Lemas e observa-se que u(t, ) — up quando t — 07,
topologia fraca—x do espago L

mild global como definida em

) Portanto, a solucdo v € FE é uma solucio

(Dependéncia continua) Sejam u e v duas solugbes com dados iniciais ug e vy,
respectivamente, satisfazendo as hip6teses da parte (7).

Pelo Lema [3.3.8] tem-se

sup ||S(t)ug — S(t)vo||(n(p71) o) < Cllug — UOH(n(pfl)
t>0 2 2

700) ’

ou seja,
15 ()uo — S(t)volle < Clluo — vol - (3.53)

Agora, pelo Lema Abstrato [3.3.3, e pela desigualdade (3.53)), temos

1
|u(t,z) —v(t,z)|lp < T 2kt |S(t)uo — S(t)volle
C

S Toagertlto ~ ol

o que conclui a demonstracao do teorema.
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