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RESUMO

Este trabalho tem como propdsito projetar controladores para aplicagdo em tempo real em uma
estrutura flexivel, objetivando a redu¢do de vibragdo estrutural. Os controladores sdo projetados
segundo o enfoque de otimizacdo convexa, com formulagdes envolvendo desigualdades
matriciais lineares (LMIs). Duas diferentes sinteses de realimentacdo sdo consideradas. A
primeira é o projeto de controladores por realimentacdo de estados, estimados por um
observador. A segunda metodologia ¢ baseada no controle H,, via realimentacdo do sinal de
saida. O modelo matematico da estrutura, usado no projeto dos controladores, foi obtido
utilizando o método de Lagrange. A estrutura considerada representa um modelo de um edificio
flexivel controlado por uma massa movel (Active Mass Damper - AMD) localizada no topo. A
estrutura ¢ submetida a dois tipos de excitagdes, sismica e senoidal. Uma mesa de vibragdo
(Shake Table) foi usada para aplicar as excitacdes. Para rodar o experimento de controle foi
usado uma placa de aquisicdo (MultiQ - PCI) e o software de controle Wincon. Os controladores
foram desenvolvidos usando o Simulink e executado em tempo real usando o Wincon. Testes

experimentais foram realizados para comprovagao e avaliacdo das metodologias propostas.



SANTOS, R. B. 2008. Active Vibration Control in Flexible Structures Using Linear Matrix
Inequalities (LMIs). Master of Science in Mechanical Engineering Thesis, Faculdade de
Engenharia, Universidade Estadual Paulista - UNESP, Ilha Solteira.

Keywords: Active Vibration Control, H,, Control, Linear Matrix Inequalities (LMls) and Active
Mass Damper (AMD).

ABSTRACT

The proposal of this work is to design real time controllers for application in flexible structure,
aiming the structural vibration reduction. The controllers are designed by convex optimization
involving linear matrix inequalities (LMIs) approaches. Two different methodologies to
feedback the system are explained. The first one is the design controller by state feedback based
on observer. The second one is based on H,, output feedback control. The mathematical model of
the structure, used in the controller design, was obtained by Lagrange’s method. The structure
can represent a flexible building, and it is controlled by a driving mass located at the top. The
structure is submitted to seismic and sinusoidal excitations. A vibration table (Shake Table) was
used to apply the excitations. The experimental tests were realized using an acquisition board
(MultiQ - PCI) and the Wincon control software. The controllers were developed using
Simulink, and it run in real time using the Wincon software. Experimental tests were

accomplished to validate and evaluate the proposal methodologies.
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1 - Introducao

A reducdo de vibragdo estrutural tém sido, por um longo tempo, tratada por técnicas
tradicionais de controle passivo feito pela adicdo de materiais viscoeldsticos, absorvedores e
alteracdes de projeto. Porém, estas técnicas podem em alguns casos comprometer requisitos
como, por exemplo, a redu¢do de peso, além de ndo apresentarem boas caracteristicas de
robustez. Entretanto, com o avango das tecnologias aplicadas a engenharia estrutural e devido a
grande exigéncia no desempenho de sistemas estruturais em diversas areas de aplicagdo,
principalmente militar, aeroespacial e civil, a busca por novas técnicas tornou-se imperativa. Esta
busca tem levado as técnicas de controle ativo de vibragdo (AVC - Active Vibration Control).
Nas ultimas décadas, as metodologias de AVC tém recebido significantes contribuicdes,
sobretudo devido aos avang¢os no processamento digital de sinais, proposi¢do de novas
metodologias de controle e o surgimento de novos materiais. Em geral, os sistemas de AVC
agem produzindo vibragdes no sentido contrdrio para reduzir as vibragdes indesejadas. As
técnicas de AVC utilizam forcas de controle, aplicadas na estrutura por um controlador, que se
baseiam em informacdes obtidas por um sensor. Estas for¢as procuram reduzir as amplitudes de
vibragdo estrutural causadas por uma fonte de vibragdo indesejavel de origem primaria, figura

1.1.

Figura 1.1: Desenho esquematico de um sistema de controle ativo.
(Fonte: BUENO, 2007)

Como aplica¢do militar do AVC, pode-se destacar a pesquisa financiada pelo exército
americano, que estdo embutindo ceramicas piezelétricas dentro das hélices do rotor de
helicopteros, as quais produzem uma resposta de realimentagdo que ¢ utilizada para reduzir a
vibrag@o e o ruido dentro da cabine do piloto, figura 1.2 (THE INSTITUTE OF MATERIALS,
MINERALS AND MINING, 2003).
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(a) (b)

Figura 1.2: (a) Helicoptero e vortices, (b) Esquema das hélices com PZTs embutidos.
(Fonte: BUENO, 2007)

No setor esportivo, a empresa K2 Inc (2003) desenvolveu os chamados “esquis
inteligentes™. Estes possuem sensores ¢ atuadores piezelétricos embutidos a sua estrutura. Os
sensores percebem as vibracdes e enviam um sinal a um circuito légico que produz uma lei de
controle a ser seguida pelo atuador. Os movimentos do atuador, no sentido oposto ao das

vibragdes, proporcionam maior estabilidade ao esqui, figura 1.3.

(a) esqui tradicional (b) esqui inteligente

Figura 1.3: Esqui tradicional e esqui inteligente da companhia ACX.
(Fonte: BUENO, 2007)

Em estruturas aeroespaciais as vibragdes indesejadas se originam nas fontes acusticas e
vibracionais, com faixas tipicas de freqtiéncias de 30 Hz até 10 kHz para fontes acusticas e 20

Hz até 2 kHz para fontes vibracionais (FORGRAVE et al, 1999). Todas estas perturbagdes
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podem provocar, por exemplo, vibracdes na fuselagem das aeronaves e causar ruido na cabine da
tripulacdo e passageiros. Assim, atualmente ja existem varias empresas no mercado, como
exemplo, a empresa Ultra Electronics Ltda (2003), que desenvolveu, entre outros, um
equipamento denominado Active Tuned Vibration Attenuators (ATVAs), figura 1.4, composto por
sensores/atuadores e controladores acoplados diretamente a fuselagem da aeronave para controle

ativo de vibragdes e ruidos (SILVA, 2005).

(a) Aeronave com controle ativo de vibracdes

(b) Controlador ativo fixado a fuselagem

Figura 1.4: Aeronave com sistema AVC comercial.
(Fonte: SILVA, 2005)

Porém, ndo apenas em aplicagdes aeronduticas ¢ importante a reducio de vibragdes. Nas
ultimas décadas tem aumentado o interesse de engenheiros e pesquisadores no uso de sistemas
de controle para atenuar os efeitos nocivos de eventos sismicos. Um sismo (terremoto) é um
fendmeno de vibragdo brusca e passageira da superficie da Terra, resultante de movimentos
subterraneos de placas rochosas, de atividade vulcanica, ou por deslocamento (migragdo) de
gases no interior da Terra, principalmente o metano. O movimento ¢ causado pela liberagdo
rapida de grandes quantidades de energia sob a forma de ondas sismicas. O maior terremoto ja
registado foi o Grande Terremoto do Chile, ocorrido no dia 22 de maio de 1960, e atingiu a
capital, Santiago, e a cidade Concepcidn, registrando 9,5 pontos na escala Richter. Cerca de 5
mil pessoas morreram, 3 mil ficaram feridas e 2 milhdes ficaram desabrigadas. Os prejuizos
materiais alcangaram US$ 500 milhdes e os prejuizos emocionais sdo incalculaveis.

Recentemente uma série de terremotos vem ocorrendo. Fortes tremores atingiram o norte
do Japdo no dia 23 de outubro de 2004. Ao menos 21 pessoas foram mortas e mais de 1.500
ficaram feridas. Os tremores, de até 6,8 graus na escala Richter, ocorreram perto da cidade de

Ojiya, no Estado de Niigata (noroeste de Téquio) e atingiram vdrias localidades proximas. Este
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foi o terremoto que fez mais vitimas no Japao desde o de Kobe, que deixou cerca de 6.400
mortos e mais de 43.000 feridos em janeiro de 1995. Em outubro de 2005 um terremoto de 7,6
graus na escala Richter abalou a regido da Caxemira, dividida entre o Paquistio e a India.
Estimou-se mais de 80 mil mortos e cerca de 3 milhdes de pessoas desabrigadas. A figura 1.5

mostra alguns dos estragos provocados pelos tremores nessas regioes.

(a) Escombros de prédio de dez andares, destruido (b) Em Nagaoka, norte do Japdo, buraco foi aberto em
por terremoto em Islamabad, no Paquist&o. estrada pelo forte terremoto que atingiu a cidade.

Figura 1.5: Alguns estragos provocados por terremoto no Japao.
(Fonte: http://www1.folha.uol.com.br/folha/galeria/album/i_ mundo_terremoto.shtml, acesso em 16/08/2007).

Nio somente na Asia este fendmeno ¢ observado. No Peru, um tremor de 7,9 graus na
escala Richter foi registrado na noite da quarta-feira do dia 15 de Agosto de 2007. Mais de 500
pessoas foram mortas e pelo menos 1.300 ficaram feridas. Foi o primeiro terremoto no pais de

uma intensidade tdo forte. O tremor provocou varias destrui¢des como mostra a figura 1.6.

(a) Estragos provocados pelo tremor na cidade de Ica, Peru. (b) Fenda aberta pelo terremoto perto da

cidade de Chincha, no Peru.

Figura 1.6: Alguns estragos provocados por terremoto no Peru.
(Fonte: http://noticias.uol.com.br/ultnot/album/070815peru_album.jhtm?abrefoto=22, acesso em 16/08/2007).
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No entanto, projetos de edificios, prédios residenciais, hospitais, escolas, entre outras
instalagdes, principalmente em paises como o Japao, Paquistdo, Peru, Chile e Estados Unidos,
onde estes eventos naturais sdo comuns, exigem o desenvolvimento de sistemas que possam
absorver vibragdes garantindo, especialmente, seguranga as pessoas. Em geral, apenas grandes
corporagdes desenvolvem estes projetos, pois além de alto custo tém grande complexidade (LIN
et al, 1994, LIU et al, 2000).

Uma variedade de sistemas de controle € proposta para estas aplicacdes, podendo ser
classificadas como controle passivo ou ativo. Os sistemas de controle passivos, tais como
amortecedores construidos com materiais viscoelasticos, amortecedores de fricgdo,
amortecedores liquidos ajustados, juntamente com sistemas base-isolagdo, foram desenvolvidos
como meios de aumentar o amortecimento em uma estrutura (MATHEU, 1997, SOUZA, 2003,
LEE; LI, 2003). No controle passivo sdo utilizados dispositivos que ndo exigem energia externa
para operar. Eles dissipam a energia vibratéria usando o proprio movimento da estrutura.
Considerando que eles ndo injetam energia no sistema, eles ndo sio capazes de desestabilizar a
estrutura. Outra vantagem de tais dispositivos ¢ a baixa exigéncia de manutencdo. Exemplos de
dispositivos passivos incluem, entre outros, a base-isolagdo e os amortecedores de fluidos
viscosos. Um exemplo de projeto que utiliza o dispositivo de base-isolagdo é mostrado na Fig.
1.7a e o mais recentemente desenvolvido pela Takenaka Corporation (empresa Japonesa de
Arquitetura, Engenharia e Construcdo), que utiliza sistemas de amortecedores pode ser visto na

Fig. 1.7b.

(2)
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“ A1 Amortecedor Viscoso

(b)

Figura 1.7: Sistemas de absorvedores de vibragdes em edificios.
(Fonte: MESQUITA NETO et al, 2007).

Estes sistemas sdo aceitos como meios vidveis para reduzir vibragdes em estrutura.
Entretanto, estes sdo limitados, pois ndo podem se adaptar as variagdes das condigdes de
operagdo e sdo eficientes apenas em uma faixa de operagdo estreita. Assim, os sistemas passivos
trabalham bem nas condi¢des em que foram projetados, mas ndo sdo eficazes em outras
situagdes.

Uma alternativa bastante versatil envolve o projeto de um sistema de controle ativo. O
conceito de controle ativo se origina do fato de que opera usando fontes de energia externa para
aplicar forgas a estrutura. Estas forcas sdo obtidas tipicamente baseadas nas medidas das
respostas estruturais e/ou dos distirbios. O dispositivo mais utilizado baseado no controle ativo é
0 Active Mass Damper (AMD). Este dispositivo inclui um atuador que ¢ usado para posicionar
uma massa a cada instante no topo de um edificio, aumentando o amortecimento da estrutura e a
faixa de freqiiéncia operacional do dispositivo. A primeira implementagao deste método de
controle ativo foi executado em 1989, no edificio Kyobashi Seiwa, Toquio, Japao, pela Kajima

Corporation (Figura 1.8) (SAKAMOTO et al, 1994, SOONG; SPENCER JUNIOR, 2002).
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Figura 1.8: Edificio Kyobashi Seiwa , Tokyo, Jap3o.
(Fonte: SAKAMOTO et al, 1994)

O estudo de algoritmos para controle ativo de vibragdes em estruturas flexiveis se tornou
uma 4area de enorme interesse, principalmente devido as inumeras exigéncias de &timo
desempenho em sistemas mecéanicos, como aeronaves e estruturas aeroespaciais (SILVA et al,
2003). Nesse sentido, modelos estruturais em escala reduzida s3o construidos e usados para
estudar importantes aspectos de controle, de forma a garantir as condi¢gdes exigidas, através da
aplicacdo de diversos tipos de controladores.

Neste trabalho duas diferentes metodologias de controle sdo consideradas. A primeira
metodologia ¢ baseada no controle H,, via realimentacdo de estados e, a segunda é baseada no
controle H, via realimentacdo do sinal de saida. Essas metodologias foram, anteriormente,
estudadas por Silva (2005) e Gongalves (2003), ex-integrantes do Grupo de Materiais ¢ Sistemas
Inteligentes (GMSINT) da UNESP de Ilha Solteira. Porém, em seus trabalhos nio foi possivel a
avaliacdo experimental dos controladores por eles projetados, pois o laboratério ndo possuia
softwares e hardwares de controle em tempo real. Portanto, a contribui¢do deste trabalho ¢ a
verificagdo experimental de controladores projetados baseado nas metodologias propostas, dando
assim, continuidade aos trabalhos citados. O modelo estrutural considerado representa um
edificio de dois andares controlado por uma massa movel (Active Mass Damper - AMD)

localizada no topo. A estrutura ¢ submetida a dois tipos de excitagdes: sismica e senoidal. Uma
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mesa de vibracdo (Shake Table) foi usada para simular as excitagdes. O modelo estrutural e a

mesa de vibracdo sdo mostrados na figura 1.9 (a) e (b), respectivamente.

(a) (b)
Figura 1.9: (a) Modelo Estrutural (Sistema AMD-2) (b) Mesa de Vibragdo (Shake Table I)

O controladores sdo projetados segundo o enfoque de otimizagdo convexa, com
formulagdes envolvendo desigualdades matriciais lineares (LMlIs - Linear Matrix Inequalities).
A utilizagdo de LMIs se mostraram nos ultimos anos como sendo uma ferramenta poderosa para
solucionar problemas de otimizacdo em engenharia. Especialmente, para projeto de sistemas de
controle com inimeras restrigdes, pois permitem que especificagdes possam ser formuladas por
LMIs e posteriormente resolvidas utilizando sofisticadas técnicas de programacgdo convexa.

Atualmente, as LMIs sdo estudadas por renomados pesquisadores mundiais e aplicadas nas
mais diversas areas: controle de sistemas continuos e discretos no tempo (EL GHAOUI;
NICULESCU, 2000), condi¢@o de estabilidade para sistemas variantes no tempo (GEROMEL et
al, 1998, GEROMEL et al, 2006), controle o6timo, controle robusto, redu¢do de modelos
(GEROMEL et al, 2004, 2005, ASSUNCAO; PERES, 2001), controle de sistemas nfo lineares
(TEIXEIRA et al, 2000), teoria de filtros robustos, identificacdo de sistemas, controle usando
logica fuzzy, deteccdo, localizacdo e quantificagdo de falhas estruturais em equipamentos

(ABDALLA et al, 1999, 2000). Sana e Rao (2001) utilizaram um sistema pendular simples com
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dois graus de liberdade e fizeram restricdes na forma de LMI para o potencial elétrico de entrada
no atuador e testaram o controlador projetado em tempo real. Este mesmo sistema pendular foi
simulado por Gongalves et al. (2002), que realizou uma comparagdo entre o controle 6timo H, e
controle 6timo H..,, em ambos os casos fazendo realimentagdo de estados e resolvendo via LMIs.
Gongalves et al. (2003a) e (2003b) simularam uma sintese de realimentacdo de estados usando
LMIs cléssicas, descritas em Boyd et al. (1994), considerando inclusdes diferenciais lineares
(LDI - Linear Deferential Inclusion) com incerteza limitada por norma para um sistema
mecanico 2DOF e para uma viga de aluminio biengastada, respectivamente. Sarracini e Serpa
(2006) mostram resultados de um controlador Hoo projetado com a formulagdo LMI para
atenuacdo de uma viga engastada. O modelo reduzido da estrutura foi obtido através da redugdo
de Guyan e os resultados obtidos foram significativos. Silva et al. (2006) apresentaram o projeto
de um sistema de controle robusto utilizando LMIs para o controle ativo de vibragdo de uma

placa. Neste contesto, os objetivos deste trabalho sdo apresentados a seguir.

1.1. Objetivos do Trabalho

Este trabalho tem como meta o projeto de controladores para aplicagdo em tempo real em
uma estrutura flexivel, objetivando a redug¢do de vibracdo estrutural. Os controladores sio
projetados segundo o enfoque de otimizacdo convexa com formulacdes envolvendo LMIs e, duas
metodologias de controle sdo consideradas: o controle H, via realimentagdo de estados,
estimados por um observador e, o controle H., via realimentacdo do sinal de saida. Testes

experimentais foram realizados para comprovagao e avaliacdo das metodologias propostas.

1.2. Organizagao do Trabalho

O trabalho esta organizado em 4 partes. A primeira parte é apresentada no capitulo 1, onde
¢ feita uma revisdo da literatura sobre a importancia e as diversas areas de aplica¢do do controle
ativo de vibragdo. Além disso, nesse capitulo sdo apresentados os objetivos do trabalho. A
segunda parte estd concentrada no capitulo 2, onde se discute a modelagem de sistemas
dindmicos, incertezas de sistemas dindmicos e teoria da estabilidade de Lyapunov.

A terceira parte, apresentada nos capitulos 3 e 4, trata da teoria de controle utilizando as

técnicas LMIs. Esta parte d4 uma sintese geral das metodologias de controle propostas,
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evolvendo o projeto de controle H, via realimentacdo de estados e saida resolvidos por LMIs.
Além disso, esta parte envolve os assuntos: controlabilidade, observabilidade e observadores de
estado.

Por fim, a quarta parte, apresentada no capitulo 5, descreve o sistema AMD-2 utilizado nos
testes experimentais, o equacionamento do modelo matemdtico do sistema, a montagem
experimental e os resultados obtidos. As consideragdes finais, envolvendo as conclusdes e as

sugestdes para trabalhos futuros sdo apresentadas no capitulo 6.
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2 - Modelagem e Fundamentos de Sistemas
de Controle

Sistemas dindmicos sdo aqueles que evoluem com o tempo e sdo comumente referidos
como plantas ou processos. A excitagdo ¢ conhecida como sinal de entrada ou simplesmente
entrada e a resposta como sinal de saida, ou simplesmente saida. Uma representacdo conveniente
para a relacdo entre a entrada e a saida de um sistema dindmico ¢ através do diagrama de blocos,

como mostra a figura 2.1.

Entrada ' saida
I 5.155611.1&
Dinfimico

Figura 2.1: Representacdo de um sistema dindmico

A figura 2.1 representa uma relagdo simples entrada-saida, no sentido em que a resposta ¢
um resultado natural da excitacdo. Esta figura ¢ tipica de um sistema ndo controlado e descreve
uma situacdo comum. No entanto, em muitas aplicagdes, € necessario assegurar que o sistema
tenha um desempenho desejado e neste caso € preciso que se faga o projeto de um sistema de
controle. Assim, em sistemas controlados o objetivo é conseguir uma resposta satisfatdria
através do uso de um controlador cuja saida chamada de sinal de controle, atua como entrada
para o sistema a controlar. Se o modelo matematico do sistema ¢ conhecido completamente o
projetista é capaz de saber qual ¢ a saida que uma determinada entrada provocara no sistema, e
desta forma poderd determinar a entrada ao sistema, ou sinal de controle u, que produzira uma
saida desejaday.

Existem duas formas basicas de sistemas de controle: sistemas de controle a malha aberta
e sistemas de controle a malha fechada. Para um sistema de controle a malha aberta, a entrada ¢
escolhida com base na experiéncia, de tal forma que o sistema dé o valor de saida desejado. Essa
saida, entretanto, ndo ¢ modificada de forma a seguir as alteracdes nas condi¢des de operagdo.
Logo, em um sistema de controle a malha aberta, a saida ndo tem efeito no sinal de entrada
(OGATA, 2000). Estes sistemas tém a vantagem de ser relativamente simples e, em

conseqiiéncia, de baixo custo.
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Como exemplo de controle a malha aberta podemos considerar um forno elétrico o qual
esquenta durante um tempo determinado para conseguir a temperatura desejada. Se os
parametros (inércia térmica, isolamento, etc) s3o bem conhecidos o tempo em que a resisténcia
devera ficar ligada podera ser determinada para cada temperatura desejada. No entanto, qualquer
perturbacdo no sistema conduzird a temperaturas inesperadas. A figura 2.2 mostra de forma

esquematica este tipo de controle.

Flanta
Salda
Entrada Forrn.c:-
Temperatira Eletrico Temperatura
Dezejada Eeal

Figura 2.2: Exemplo de um sistema de controle a malha aberta.

Uma forma efetiva de controlar um sistema dindmico ¢ através do chamado controle por
realimentagdo (retroagdo) ou controle a malha fechada. Em um sistema de controle a malha
fechada, o sinal atuante de erro, que ¢ a diferenca entre o sinal de entrada e o sinal de retroacdo
(que pode ser o proprio sinal de saida ou uma fungao do sinal de saida e de suas derivadas e/ou
integrais), excita o controlador de modo a reduzir o erro e trazer o valor do sinal de saida para o
valor desejado. A expressdo controle a malha fechada acarreta sempre o uso de retroagdo a fim
de reduzir o erro do sistema. A figura 2.3 mostra um esquema bésico para um sistema de

controle por realimentagao.

Planta
Salda
Eﬂ%:@—h Controlador —m Fc::rm.o s
Elétnco

Temperatura ) Temperatura
Desejada Eeal
SENSOr A————————

Figura 2.3: Um exemplo de um sistema de controle a malha fechada.

Sistemas de controle por realimentacdo tém muitas vantagens sobre aqueles em malha
aberta. Eles sdo mais estdveis podendo inclusive estabilizar sistemas que se considerados

separadamente sdo instaveis. S3o capazes de compensar disturbios inesperados e incertezas no
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modelo da planta, nas medi¢des e nos atuadores. A propriedade de um sistema ser pouco sensivel
a variacdes inesperadas na dinamica ¢ chamada de robustez. Na verdade esta é a principal
propriedade dos sistemas de controle por realimentagdo. Por outro lado, estes sistemas de
controle sdo mais caros que os sistemas de controle em malha aberta, pois precisam de sensores e
unidades de processamento para a implementagdo do controlador.

O problema fundamental no projeto de um sistema de controle consiste em determinar uma
lei de controle que permita que um sistema dindmico se comporte da maneira requerida,
apresentando estabilidade e propriedades desejaveis de desempenho e robustez diante de
incertezas.

No estudo de sistemas de controle, precisamos ser capazes de modelar sistemas dindmicos
e de analisar caracteristicas dinamicas. A seguir ¢ introduzida a modelagem de sistemas

dindmicos para controle ativo de vibragdes.

2.1. Modelagem de Sistemas Dinamicos

A modelagem matematica de um sistema dinamico ¢ definida como um conjunto de
equagdes que representam a dinamica do sistema com exatiddo ou, pelo menos, de forma
bastante aceitavel.

Na obtencdo de um modelo matemdtico razoavelmente simplificado, freqlientemente se
torna necessario ignorar certas propriedades fisicas inerentes ao sistema. Em particular, quando
se deseja obter um modelo matematico linear a parametros concentrados (isto €, um modelo que
empregue equagdes diferenciais ordindrias) sempre serd necessdrio ignorar certas nao-
linearidades. Dessa forma, a dindmica dos sistemas sejam eles mecanicos, elétricos, térmicos,
bioldgicos ou econdmicos, pode ser descrita em termos de equacdes diferenciais. Tais equagdes
diferenciais podem ser obtidas utilizando as leis da fisica que governam o sistema, como por
exemplo, as equagdes de Newton para sistemas mecanicos ou as equagdes de Kirchhoff para
sistemas elétricos. A figura 2.4 mostra, de forma esquematica, a modelagem de um sistema

mecanico.
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Equacdo Matemadtica

mx (¢)+cx () +kx (1) =1 ()

Figura 2.4: Modelagem matematica de um sistema dinadmico.

Quando o modelo de um sistema mecanico respeita as propriedades de aditividade e de
homogeneidade, diz-se que este sistema ¢ linear. Embora na realidade todo sistema seja ndo
linear, é razoavel assumir modelos lineares por varios motivos. O principal deles € que existe
uma vasta gama de ferramentas de projeto para sistemas lineares. Dentro de certas regides um
sistema dindmico pode ter comportamento puramente linear ou as ndo linearidades podem ser
aproximadas por um sistema linear. As propriedades de aditividade e homogeneidade sao

descritas a seguir:
1. Um sistema com entrada u e saida y, tem a propriedade de aditividade se,
T{u}:y1 e T{u2}=y2 (2.1)
tem-se,
T{u1 +u2} =y, +Y, (2.2)
2. Um sistema com entrada u e saida y, tem a propriedade de homogeneidade se,

T{au} =ay, Va constante, o € R (2.3)

Quando um sistema ndo respeita alguma das propriedades anteriores, ele € dito ndo linear.
Recomenda-se que o projeto de sistema de controle sempre seja iniciado considerando modelos
lineares. Algumas teorias de controle, como o controle robusto, sdo utilizadas para considerar
alguns casos em que as ndo linearidades ndo sdo consideradas. E certo que muitas vezes o
desempenho de um sistema de controle robusto € inferior ao de um sistema 6timo. Ha também

que se considerar o projeto de controladores ndo lineares por ser, em alguns casos, mais
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vantajoso economicamente, ja que componentes que respondem linearmente dentro de uma
ampla faixa de amplitude sdo mais caros que componentes ndo lineares (GONCALVES, 2003).

Um modelo matematico ndo é unico para um dado sistema. O sistema pode ser
representado de muitas maneiras diferentes e, portanto, pode haver muitos modelos matematicos,
dependendo da perspectiva que se considere. Um modelo matematico pode ser mais adequado do
que outro dependendo do sistema que € alvo de interesse e das circunstincias particulares. Por
exemplo, em problemas de controle 6timo ¢ vantajoso usar uma representacdo em espago de
estados. Por outro lado para andlise da resposta transitéria ou resposta em freqiiéncia de sistemas
monovariaveis (uma entrada e uma saida) lineares e invariantes no tempo, a representagio
através da fun¢do de transferéncia pode ser mais conveniente que qualquer outra.

Basicamente existem duas abordagens para a modelagem de sistemas: através da funcdo de
transferéncia ou abordagem no dominio da freqii€ncia, e através das equagdes de estado ou
abordagem no dominio do tempo. O primeiro método € conhecido como controle classico e usa
a transformada de Laplace para evitar a resolu¢do das equacdes diferenciais do sistema,
transformando-as em equagdes algébricas. A maior limitagdo dessa abordagem é que pode ser
usada somente para representar sistemas lineares e invariantes no tempo (LTI - Linear Time
Invariant). O segundo método ¢ conhecido como controle moderno e, representa o sistema
dindmico com um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem. Esta ultima pode ser

usada para representar sistemas lineares ou ndo, variantes ou invariantes no tempo.

2.1.1. Modelagem no Dominio da Freqiiéncia de Sistemas SISO

O principio basico da modelagem no dominio da freqiiéncia é a chamada fun¢do de
transferéncia. A fungdo de transferéncia ¢ comumente usada para caracterizar a relacdo de
entrada-saida de componentes ou sistemas que podem ser descritos por equacdes diferenciais
lineares invariantes no tempo.

A fung¢do de transferéncia de um sistema SISO (uma entrada e uma saida - Single Input-
Single Output) representado por equagdes diferenciais lineares invariantes no tempo ¢ definida
como sendo a relacdo entre a transformada de Laplace do sinal de saida (fungdo resposta) e a
transformada de Laplace do sinal de entrada (fun¢do excitag¢do), na hipotese de que todas as

condi¢des iniciais sdo nulas. Esta relagdo ¢é escrita conforme a equacio:
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Y(s) by +bs+--+bs
U(s) _a0+a1s+---+apsp

G(s)= (2.4)

Sendo que Y(s) e U(s) sdo as transformadas de Laplace dos sinais de saida e entrada
respectivamente. As raizes do polindmio do numerador da fun¢do de transferéncia sdo chamadas
zeros do sistema e as raizes do polindmio do denominador sdo chamadas de pdlos do sistema. Os
polos estdo relacionados com a estabilidade do sistema e sua posi¢do no plano complexo (ou
plano s) indica se o sistema ¢ estavel ou ndo. Se qualquer desses polos estiver situado no
semiplano direito do plano s (regido a direita do eixo imaginario) representa um sistema instavel.
Por outro lado, se todos os pdlos estiverem situados no semiplano esquerdo (regido a esquerda
do eixo imagindrio) representa um sistema estavel (OGATA, 2000). Ademais, quanto mais perto
fique um polo da origem das coordenadas mais lenta serd a resposta do sistema. Os zeros
geralmente se relacionam com a forma da resposta no tempo.

Os sistemas dindmicos fisicos em geral sdo representados por funcdes de transferéncia

estritamente proprias, isto &,

limG (s)=0 (2.5)

‘S‘—)w

Em outras palavras o grau do polindmio do denominador é sempre maior que o grau do
polindmio do numerador da fung¢éo de transferéncia.

Quando a funcdo de transferéncia ¢ avaliada em valores imaginarios, s=j@, tem com
resultado a Fung¢do Resposta em Fregqiiéncia do sistema ou FRF. Esta funcdo representa o
comportamento de um sistema quando ¢ excitado harmonicamente com uma freqiiéncia o. A

figura 2.5 ilustra o comportamento de um sistema quando excitado harmonicamente.

sen( at) Dy sen(at+6)

— G(o) ——

Figura 2.5: Diagrama de blocos da resposta em freqiiéncia de um sistema.

O termo Dy é um escalar e ¢ chamado de ganho do sistema; & ¢ fase entre a entrada e a
saida do sistema.
Representagdes graficas da FRF formam uma parte importante da teoria de controle

(VALER, 1999). O principal tipo € o diagrama de Bode.
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Diagramas de Bode: Consistem dos graficos do mdédulo e da fase da FRF versus a
freqiiéncia de excitagdo. Os diagramas de Bode tém sido usados amplamente no projeto e na
analise de sistemas de controle, bem como para a identificacdo experimental dos pardmetros ou
da fungdo de transferéncia do sistema. Para melhor visualizacdo deste grafico, os diagramas de
Bode usam escala logaritmica para a magnitude e para a freqiiéncia. Por convencao ¢ adotado o
decibel (dB) como unidade de medida da magnitude da FRF, tal que o nimero de decibéis ¢

dado por 20 log | G (jow) | .

2.1.2. Modelagem no Dominio da Freqiiéncia de Sistemas MIMO

Os s