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RESUMO

O método element-free Galerkin (EFG) com a abordagem interpolante e combinado
com a técnica de truncamento de dominio provou ser uma facil e eficiente técnica para o
tratamento de descontinuidades fisicas na equacdo de Poisson. Uma boa acuracia para esta
abordagem é alcancada quando a discretizacdo nas linhas das interfaces materiais sdo
apropriadamente refinadas. Este trabalho trata o estudo de parametros os quais servem de
ajuste para um célculo mais refinado da descontinuidade em problemas eletromagnéticos,
para uma combinacdo de diferentes materiais com diferentes discretizacoes.

Palavras-chave: ~Campos eletromagnéticos, Andlise Meshfree, Tratamento de
Descontinuidades



ABSTRACT

The element free-Galerkin (EFG) method with the interpolating approach and
combined with the domain truncation technique proved to be an easy and efficient method for
the treatment of physical discontinuities in Poisson’'s equation. A good accuracy for this
approach is achieved when the discretization on the lines of the material interfaces are
properly refined. This work deals with the study of parameters which serve as the setting for a
more refined calculation of the discontinuity in electromagnetic problems, with a combination
of different materials with different discretizations.

Key-words: Eletromagnetic Fields, Meshfree Analysis, Treatment of Discontinuities



Introducao

Entre os métodos matematicos mais consagrados encontra-se 0 método dos
elementos finitos, com finalidade de se resolver equagdes diferenciais parciais (edp’s)
sendo, entdo, amplamente utilizado nas mais diversas areas cientificas. Sua formulagdo
depende da construcdo de uma malha de elementos finitos, o que significa uma
decomposicdo do dominio de estudo em uma unido de subdominios topologicamente
regulares e ndo intersectantes.

Métodos numéricos sem a necessidade da formulacdo de uma malha para a
discretizagdo do dominio surgiram como uma nova abordagem matematica permitindo
novas alternativas para o tratamento de problemas de maior complexidade, como
problemas com geometria muito irregular e/ou propagacéo de rachaduras.

Estes métodos que apareceram ha cerca de trés décadas foram denominados métodos
meshfree ou meshless. Tais métodos apresentam leves diferencas quanto as suas
formulagbes com relacdo aos métodos dos elementos finitos, mas suas bases tedricas sao
de grande semelhanca.

Neste trabalho faz-se o estudo de um desses métodos, proposto em 1994 por [8], 0
método “ Element Free Galerkin” (EFG). O método proposto a ser estudado combina em
sua formulacdo a técnica de aproximacdo “Moving Least Squares’ (MLS) com o
procedimento Galerkin para a resolucdo de edp's. Estudos como a abordagem de
consisténcia [11], a interpolante [29] e a interpolante com dominio truncado [21] indicam
resultados que puderam prover melhorias significativas ao método.

Mesmo sendo um método com resultados significativos, o EFG possui certas
particularidades como quaisquer outros métodos numéricos, podendo se citar, dentre elas,
alguns cuidados especiais no tratamento de descontinuidades. Estas descontinuidades
podem ocorrer nas condicdes de contorno, na interface material, nos gradientes. O
tratamento destas descontinuidades é necessario pois traz uma melhor qualidade nas
aproximagdes obtidas.

Como objetivo principal deste trabalho estd a proposta de um tratamento auto
adaptativo de interfaces materiais no método EFGM para problemas eletromagnéticos a
fim de se reduzir oscilagOes indesejadas e se ter uma melhor aproximacao.

O trabalho se desenvolve, para o capitulo 1, com uma fundamentacdo, um historico
dos métodos MEF e o método EFG, juntamente com as metodologias padrdo e de
consisténcia do método EFG. No capitulo 2, sdo explicadas, sucintamente, algumas



técnicas utilizadas para o tratamento de descontinuidades em método numéricos. A
abordagem interpolante com dominio truncado para o método EFG, e as técnicas correlatas
que foram utilizadas para a obtencdo dos resultados neste trabalho, sdo descritas nos
capitulo 1 e capitulo 2, onde sédo tratadas as funcdes de forma interpolantes e um método
de tratamento de descontinuidades, respectivamente. Ja no capitulo 3 é mostrada a proposta
de um algoritmo para o tratamento auto adaptativo de interfaces materiais, juntamente com
as andlises dos parametros necessarios para o algoritmo auto-adaptativo. O capitulo 4 exibe
o0s resultados obtidos para o ajuste do pardmetro &, nas linhas de interface materiais em
dois dispositivos eletromagnéticos. Finalmente, sdo feitas as consideracdes finais e

referéncias bibliogréaficas.



Capitulo 1 - MEF & MEFG

1.1. O método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos (MEF) consiste basicamente na construcao de uma
aproximacdo continua por partes, que combinada com a técnica dos residuos ponderados
resulta na obtencdo de equagdes discretas. Mesmo com o0 MEF tendo surgido h4 bem mais
de sessenta anos, somente ha duas décadas que sua exploracdo veio a ter um aumento
significativo devido a evolucdo dos computadores, desta forma, apresentando resultados
importantes e confidveis em diversas areas, e em particular no estudo de campos
eletromagnéticos.

A aplicacdo deste método se limitava ao baixo poder computacional, dos
computadores digitais da década de 50, como pouca memoria e processadores de baixa
velocidade; ja para os tempos modernos (séc. XXI), na auséncia desta limitagdo em grande
parte das aplicacdes, e com o advento da tecnologia de processamento de alto desempenho,
0 grau de maturacdo do MEF tornou-se bastante avancado.

Mesmo sendo um método consagrado, robusto, e aplicavel nos mais diversos
problemas, como mecanica estrutural, mecénica dos fluidos e eletromagnetismo, o MEF
ainda possui certas limitacdes, como a necessidade de uma malha para a discretizacdo do

dominio, e uma baixa ordem de continuidade da aproximacgado para uma base linear.

1.1.1 - Malha de elementos finitos

Uma malha de elementos finitos é de suma importancia, e se mal gerada, de ma
qualidade, ela afeta diretamente a aproximacéo de forma negativa. A formulacdo do MEF
utiliza informacGes geometricas dos elementos da malha para calculo de matrizes locais, de
modo que uma malha contendo elementos muito distorcidos, angulos muito obtusos, pode
vir a causar mal condicionamento e comprometer a aproximacao. Para o caso de problemas
apresentando contornos muito irregulares, a solucdo proposta pelo MEF ira fornecer uma
aproximacdo confiavel se a malha gerada for de boa qualidade [29]. A Figura.l1.1 ilustra,

como exemplo, uma malha com elementos triangulares.



Figura. 1.1 — llustracdo de uma malha de elementos finitos [29]

Problemas com dominios bidimensionais ja sdo amplamente estudados, existindo,
portanto, diversos algoritmos robustos capazes de gerar malhas com qualidades bastante
aceitaveis em grande parte dos casos (Algoritmo de Delaunay, Propagacao Frontal, etc).
Para o estudo em dominios tridimensionais, estudos estdo ainda sendo realizados [49][50].

Particularidades como a presenca de meio heterogéneos, geometrias muito
irregulares, e caracteristicas quanto ao comportamento fisico do dispositivo, induzem a
descontinuidades, onde, em certos casos, a unica forma de tratamento possa ser a geracao

de uma nova malha [21][29].

1.1.2 — Continuidade da aproximacgao

Para o MEF €é o grau do polindmio que rege a continuidade da aproximacao, sendo
realizada localmente a solucdo a cada elemento. Desta forma, para elementos finitos de
primeira ordem as aproximacOes das variaveis de estado, no interior de cada elemento,
serdo lineares. Ao se tragar uma linha, num dominio bidimensional, atravessando-se uma
certa quantidade de elementos, percebe-se que a fungcdo possui um comportamento em
forma de degrau, sendo muito perceptivel a descontinuidade no momento em que se
atravessa de um elemento para outro [29][35].

Os graficos da Figura. 1.2 ilustram a solugdo da equagdo V2T (x) = 2, com condic&o
de contorno T(0) = 0 e cuja solucdo exata é T(x) = x2. A aproximacgdo por elementos
finitos de primeira ordem sempre tera a primeira derivada descontinua na interface entre
elementos onde os valores da derivada diferem [29].

Um aumento no grau do polindmio de interpolacdo nos elementos é uma boa forma
de se tratar esta descontinuidade da derivada, utilizando-se elementos finitos de segunda
ordem ou maior. Este aumento no grau do polinbmio implica em um aumento no custo

computacional, pois as matrizes envolvidas no método terdo maior ordem que antes,



trazendo uma maior carga de processamento computacional de acordo com que se aumenta

0 grau do polindmio.

Figura 1.2 — Aproximagéo pelo MEF de ordem 1 e primeira derivada [29]

1.2. Métodos meshfree/meshless

O método meshfree baseia-se num conjunto de pontos em um dominio, um conjunto
de funcdes de ponderacdo (ndo necessitando de uma malha), e em uma base de fungdes de
expansdo. A continuidade da aproximacdo ndo depende somente da base local de
expansao, mas também das funcGes peso, podendo ser facilmente obtidas aproximacdes da

classe de continuidade C* mesmo se utilizando base de expanséo polinomial linear.

1.2.1. A auséncia de uma malha

Uma caracteristica essencial dos métodos meshfree é a construcdo das funcbes de
forma sem a necessidade da geracdo de uma malha. As formulacdes destes métodos séo
baseadas em um conjunto de pontos, chamados nds, e em um conjunto de funcbes de
ponderacdo respectivamente associadas a cada no [8] [21]. Na préatica gera-se uma nuvem
de pontos na etapa de pré-processamento, ao invés da geracdo de uma malha, por meio de
critérios ou condicdes que devem ser atendidos para esta distribuicdo, como o0 nao
enquadramento em padrdes patoldgicos de distribuicdo de pontos. O custo computacional
para a geracdo de uma nuvem de pontos é bem inferior, em geral, ao custo da geracdo de

uma malha, principalmente em trés dimensoes.



1.2.2.Continuidade da aproximacao

As aproximacgdes dos métodos meshfree produzem solugbes na ordem de C* por
meio de uma escolha adequada de fungdes de ponderacdo. Desta forma, as derivadas de
uma aproximagdo meshfree sdo continuas em todo o dominio, ao contrario das
aproximagdes obtidas com elementos finitos de primeira ordem.

Problemas com formulacgdes diferenciais possuindo derivadas de altas ordens podem
ser resolvidas quando se utiliza uma base de expansdo linear, bastando somente ter uma
escolha aceitavel das funcdes peso [29].

Outras caracteristicas, além da ndo necessidade de uma malha e do aumento da
continuidade da aproximacao, estdo presentes nos métodos meshfree, tais como a obtencao
de matrizes esparsas devido ao carater local da aproximacdo, mas menos esparsas que as
obtidas com o MEF, caracteristica esta que é regida pelas fun¢bes de ponderacdo. Mesmo
as matrizes dos métodos meshfree sendo menos esparsas do que as obtidas com o método
MEF, o custo computacional ainda é considerado menor, devido a ndo estar se trabalhando
com elementos e sim com dominios de influéncia, onde mesmo por meio de uma base

polinomial linear alcancam-se continuidades da ordem de C™ [21].

1.3. Métodos meshfree na atualidade

1.3.1.Um pouco de historia

As origens dos métodos meshfree datam de mais de 30 anos, mas resultados
realmente significativos ocorrerem nos ultimos dez anos [9][11][13]. Um marco de partida
foi 0 método “ Smooth Particle Hydrodinamics” (SPH) [1], o qual foi usado na modelagem
de problemas de Astrofisica sem contornos, como a explosdo de estrelas e nuvens de
poeira. Na década de oitenta, poucos trabalhos deram continuidade ao método SPH, como
[2]. Avancos em técnicas de estabilizagdo, dentre outros aprimoramentos foram publicados
em [3] [4] [5].

No final do século XX, outra abordagem para a constru¢cdo de métodos meshfree
estava sendo investigada: o uso de aproximagdo “Moving Least Sguares’ (MLS).
Inicialmente, foram empregadas em trabalhos de ajustes de curvas e superficies [6]. Em [7]
publicou-se o “Métodos dos Elementos Difusos’ (MED), um método meshfree que
empregava originalmente o uso de aproximantes MLS em um procedimento de Galerkin.

Ja [8] prop6s modificacdes e refinamentos no MED, como 0 uso de derivadas completas e



0 uso da quadratura de ordens mais elevadas para integracdo das equacdes discretas, assim
obtendo uma maior acuracia. Tal método foi denominado “ Element-free Galerkin” (EFG)
[8]. Consisténcia [9] e estabilidade [10] sdo marcas de métodos construidos pela
abordagem das aproximantes MLS. Por outro lado, [8] considera que tais abordagens séo

caras no que diz respeito ao custo computacional, quando comparadas ao método SPH.

1.4. O método element-free Galerkin (EFG)

O método element-free Galerkin é um método meshfree recente que utiliza a técnica
das aproximantes MLS. A literatura especializada apresenta 6timos resultados para a
analise de estruturas [8][9][11][12], na aplicacdo em campos eletromagnéticos
[13][14][15][16], e com avancos significativos em problemas eletrostaticos [17][20], em
dispersdo de ondas eletromagnéticas [18] e em pesquisas computacionais [19].

Este trabalho tem por objetivo estudar solugdes para tratamentos de interfaces pelo
método EFG, e apresentar uma possivel solucdo de carater auto-adaptativo para o
tratamento de interfaces com abordagem interpolante e presenca de dominio truncado [21].

1.4.1. Formulagéo basica para um método meshfree

O termo meshless ou meshfree define os métodos numéricos cujas formulacBes sdo
construidas sem a necessidade de uma malha.

Para o calculo da aproximacdo em qualquer ponto x de um dominio Q, suponhamos
que se necessite aproximar uma funcdo u(x) num dominio Q por u®. Geram-se, ent&o, 0s
noés como sendo um conjunto de N pontos x; € , de modo que para cada né esteja
associado um parametro de aproximacao, ou seja, o parametro nodal u; [29].

Constrdi-se, entdo, uma base de fungbes de forma By = {¢1(x), ...,y (x)} por
meio das aproximantes MLS, onde cada funcao ¢; esta associada a um nd. Desta forma, ao
se determinar os parametros nodais € possivel calcular a aproximacdo em qualquer ponto x
de um dominio Q pela expressao a seguir:

u(x) = u(x) = XY ¢;(x). u;.

A continuidade da aproximacao é diretamente influenciada pelo conjunto de funcGes
de forma ¢,, onde caso ¢, € CP, (p = 0), a aproximacédo também sera de classe CP?. Estas
fungdes anulam-se em uma pequena vizinhanga dos nos que estdo associados, vizinhanca

esta chamada de dominio de influéncia.



1.4.2. Aspecto local da aproximacao EFG

O suporte nodal, mencionado anteriormente, é a vizinhanca de um no sobre a qual a
funcdo de forma ndo é identicamente nula. Em elementos finitos, por exemplo, a funcédo de
forma associada ao no i tem seu suporte Q; definido pelos elementos que tém o nd i como
vertice (Figura 1.3) [29]. Isto implica que 0 nd x; contribui na aproximagdo em um ponto

Xp S€ Xy € €.

Figura 1.3 — Zona de influéncia nodal em elementos finitos [21]

Em uma aproximacéo para o método EFG, um né x; contribuira para a aproximacao
em um ponto x, se x,, € Q;. O suporte nodal Q; € definido pelo calculo de uma funcéo de
ponderacdo w;(x), associada ao no x; (Figura 1.4) [29], a qual é chamada de funcdo peso
na formulacdo do método EFG. O suporte nodal de um né x;, também chamado dominio
de influéncia, é o subdominio dos pontos x € Q; tais que w;(x) # 0. A funcdo de
ponderacdo w;(x) tende a zero na medida com que se afasta de seu né associado x;, ou
seja, quanto mais longe do no, a contribuicdo do nd x; para a aproximacdo de um ponto

x, € Q;, diminui.

Figura 1.4 — Dominio de influéncia nodal [21]



1.5. A metodologia padréo e de consisténcia do MEFG

Para uma aplicacdo do método EFG necessita-se de um dominio discretizado por
meio de n6s (pontos nodais), onde para cada no6 existe um dominio de influéncia associado
a ele. A conectividade nodal se apresenta por meio da sobreposi¢cdo desses dominios
(Figura 1.5).

LS

o X2

LA

P DOMINIO DE INFLUENCIA
NODAL

Figura 1.5 — Dominio de influéncia: Conectividade nodal [29]
1.5.1. Dominios de Influéncia Nodal

Os dominios de influéncia podem ser das mais diversas formas, como circulares,
retangulares, pentagonais entre outros, se preferindo dominios os quais requerem um
menor custo computacional para o tratamento de problemas de inclusdo de pontos. A
Figura 1.6 ilustra um exemplo de um dominio de influéncia circular.

Para os dominio circulares, define-se a funcdo peso w;(x) em funcéo da distancia r

entre o ponto de avaliacdo x e o ponto nodal x;, ou seja, w;(x) = w,, onde r é 0 raio

. d , . . N .
normalizado r = d—’, d; = |[x — x|l e dp,, € 0 raio de influéncia nodal.
mp

Ja para os dominios retangulares, bidimensionais, as fungdes peso w;(x) sdo

definidas como um produto-tensorial das fungdes peso aplicadas em cada direcdo por

— — lx=x — ly=yill 3 5
w; (x) = w(sy).w(s,), onde Se = Sy = 2L Os parametros dy,, dp,,, S80 &

metade do comprimento de cada respectivo lado do retdngulo que define o dominio de
influéncia do nd I. llustra-se na Figura 1.7 um exemplo de dominio de influéncia

retangular.
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Figura 1.6 - Dominio de influéncia circular [29]

Figura 1.7 - Dominio de influéncia retangular [29]
1.5.2. As funcdes peso

Para a aproximacdo das solucOes das equacOes diferenciais parciais (EDP'S) o
método EFG emprega fungdes de forma criando uma base funcional a partir da qual as
aproximacdes serdo calculadas. O calculo da aproximacéo envolve a avaliacdo de funcbes
peso w;(x) associadas a cada no, a construgdo de uma base de expansdo p;, geralmente
polinomial, e um conjunto de coeficientes nodais determinados pelo método de Galerkin.

A continuidade das aproximacdes € regida pelo polindbmio de maior grau, entre a
base polinomial e a fungdo peso, onde mesmo com uma base polinomial p; linear, a
continuidade das aproximagdes vai ser da ordem da fungéo peso, quando esta possuir grau
maior que a base polinomial [21][29].

E necessario que a funcio peso possua trés requisitos [8][9]:
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e Possuir suporte compacto e norma igual a um, ou seja, ela deve ser diferente
de zero em, apenas uma pequena Vvizinhanga do n6 ao qual esté associada;

e Eladeve ser positiva,;

e Deve decrescer gradualmente na medida em que se distancia de seu no
associado, ate anular-se.

Estas trés premissas que a fungédo peso deve respeitar indicam que o valor da funcéo
peso varia de O (zero) a 1 (um) dentro de uma pequena vizinhanga do né associado
(dominio de influéncia), tendo que ser obrigatoriamente positiva, pois ndo ha funcbes peso
com contribuicdes negativas em métodos meshfree, e que o valor da funcéo peso decresca,
até anular-se, de acordo com que se distancia de seu n6 associado, onde este limite indica
que ndo haverd uma contribuicdo para a aproximacdo de algum ponto de avaliagdo que nao
esteja dentro dos limites do dominio de influéncia deste no.

Existem varias funcbes que podem atender a estes requisitos, sendo algumas delas as
funcgdes peso quadraticas, quarticas, gaussiana truncada, schwarz truncada.

e Funcdo Peso Quadratica

W(r)z{(l—rz)seOSrS1 11
0 se r>1

e Funcdo Peso Gaussiana Truncada

eﬁZTZ_eBZ
w(r) = 1—ehB?
Oser>1

se 0sr<1 1.2

e Funcdo Peso Schwarz Truncada

72
W(T') — {ﬁse 0=sr<1 1.3
Oser=>1

A utilizacdo de quaisquer tipos de funcbes peso depende da continuidade requerida
para a mesma pelo procedimento de resolugdo, ou pela ordem da equacdo diferencial

parcial (edp).
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1.5.3.Formulacéo Padréo

Definindo entdo a funcéo peso a se utilizar, passa-se para a montagem da funcéo de
forma. A formulacdo dada por [8] utiliza a técnica MLS (Moving Least Squares) para
poder descrever uma aproximagdo local ul'(x,%), para u(x), em um dominio

bidimensional Q, onde ¥ = x” = [x,y], por meio da seguinte equacio:
m
ul(x,x) = Z p;j(x)a;(%) = PT(x) - a(%), 1.4
j

onde PT(x) é a base polinomial num espaco de coordenadas de cardinalidade m, e os
coeficientes a(x) podem ser obtidos da norma discreta J, do espaco L,, ponderada pelas

funcGes peso, podendo ser escrita como:

= %;w,oc)(ﬂ(x) a(®) - . 15

Minimizando-se (1.5) com relacdo aos coeficientes a(x) e substituindo-se em (1.4),
se obtém a equacdo que nos permite calcular a aproximagdo em qualquer ponto do dominio
Q, que implica o célculo das contribuicBes locais dos nds que contém um determinado

ponto de avaliagcdo dentro de seus dominios, dada por:
n m
W) = )Y @A OB 16
rj

Detalhes sobre o processo de minimizacdo podem ser encontrados em [29]. De (1.6)

pode-se isolar a expressao que representa as funcdes de forma do método EFG obtendo:
m
@00 = ) pWAWBW),, . 1.7
J
Pode-se reescrever a expressao (1.6) com a defini¢do da funcao de forma:
n
ult(x) = Z D, (). 1.8
I

Em (1.6) e (1.7), a matriz A(x) é definida como A = PWPT e a matriz B(x) como

B = PW, as quais serdo discutidas na se¢éo 1.7.
1.5.4. Abordagem de Consisténcia

A formulagdo de consisténcia proposta em [11] permite a simplificacdo do ponto

de vista computacional. Esta formulagéo consiste em construir as func6es de forma tendo



13

seus valores satisfazendo o minimo de uma fungdo objetivo sujeita as seguintes condigdes

de consisténcia:

z &, (x) = 1, (1.9
Z Pp (X)x; = x, (1.10)
I=1
> oy =y, (1.11)

I

A definicdo matricial da funcéo de forma pode ser vista no sistema de equacdes

1l
[

(1.12). Para se obter esta definicdo, escreve-se primeiramente a minimizacdo da funcao
objetivo, onde deve-se impor as condicdes de consisténcia e atribuir as condicdes de
optimalidade com relacdo as fungdes de forma e aos multiplicadores de Lagrange [8][29].
Para a imposicao das condi¢des de consisténcia usam-se os multiplicadores de Lagrange.

VAR a12)

Com a resolucédo do sistema (1.12) e substituindo as defini¢cbes dos multiplicadores
de Lagrange podemos encontrar a defini¢do para as fun¢des de forma:

o = el (PWPT)'PW (1.10)

Pode-se reconhecer em (1.113) as matrizes A e B usadas na abordagem padrdo em
(1.6) e (1.7). Podemos reescrever a expressao (1.6) como:

®" =elA7'B (1.14)

Podemos ver em (1.7) e (1.14) a necessidade de inverter a matriz A. Uma das
condicdes para que a matriz garanta sua inversibilidade € a conectividade nodal, bem como
a distribuicdo desses pontos sobre o dominio, que deve ser levada em consideracgéo.

Em [29], para se ter uma boa conectividade nodal, a quantidade de nds vizinhos
deve ser no minimo a cardinalidade m da base de expansdo polinomial, ou seja, para uma
base linear devemos ter uma conectividade minima de 3 nos, e para uma base quadratica 6
nos.

Os pontos nodais devem ser distribuidos em todas as direces do dominio,
evitando-se padrGes patoldgicos na distribuicdo dos nds. Padrdes patologicos se
caracterizam por um numero consideravel de pontos nodais alinhados sequencialmente.
Assim, quando se utiliza uma base polinomial p(x) linear, os nés ndo podem ser colineares

(tornando A singular), e quando p(x) fosse quadratica, os nds ndo poderiam encontrar-se
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sobre uma circunferéncia. Podemos ver na Figura 1.8 estes dois exemplos de distribuicdes

patoldgicas.

Distribuicio Patoldgica

Figura 1.8 — Exemplo de Distribui¢6es Patologicas de pontos nodais
1.6. Funcao de forma interpolante

As funcdes de forma apresentadas até agora ndo satisfazem a propriedade do delta de

Kronecker nos pontos nodais, @;(x;) # 6;;, 0 que torna as variaveis nodais u; diferentes

j
dos valores nodais u(x;), dificultando a imposicdo das condi¢cdes de contorno ao sistema
de equacdes lineares, e também, apos a resolucdo desse sistema temos que fazer uso da
expressao (1.8) para determinar os valores nodais.

Podemos obter funcbes de forma que satisfacam a propriedade do delta de
Kronecker, basta-se construir funcbes peso singulares:

~ _ w;(x)
w;(x) = m, 1.15

onde w;(x) é o valor da funcdo peso singular, w;(x) séo os valores das funcbes peso
relatadas na se¢do 1.5.2, algumas como (1.1), (1.2), (1.3), e € € um parametro para definir
um limite méximo para o crescimento da funcdo singular, onde este limite € escolhido para
poder se garantir uma boa acuracia, sendo recomendado £ = 107° [29].

Como, ainda, a condicao de interpolacéo € satisfeita somente pontualmente nos nos,
uma maior discretizagdo ao longo das linhas de contorno e das linhas de interfaces
materiais pode fornecer uma descri¢do mais correta do fendbmeno tanto no caréater local

quanto no global.
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Outra forma de se obter funcdes peso singulares € discutida em [29] que trata a

normalizacédo das funcgdes peso singulares.

1.7. Definicao das matrizes P e W

Aqui serd visto brevemente como se definem as matrizes P e W utilizadas na

montagem das matrizes A e B na abordagem de consisténcia em (1.12), (1.13) e (1.14).

Como dito anteriormente, a matriz A(x) é definida como A = PWPT e a matriz B(x)

como sendo B = PW.

A matriz W é uma matriz diagonal de fungBes peso w;(x). Para um melhor

entendimento, a Figura 1.9 ilustra a constru¢do de uma matriz W, para um ponto de

avaliacdo x. A matriz W tera em sua diagonal os valores das funcbes peso associadas a

cada nd, calculadas sobre o ponto de avaliagdo x como se mostra em (1.16).

wy (%) 0 0
Wkx)=| 0 wy(x) 0
0 0 w3 (x)

Dominio de
Influéncia

Ponto de
Avaliaciao

Figura 1.9 — Definicdo dos dominios

1.16

A matriz P define uma base polinomial ligada as coordenadas dos pontos, sendo

expressa como:
1 1 1
P=|xi—x XxX—x = Xp—X
Yi=YV Y2—Y = IYn—Y

1.17



onde x, e y, sdo as coordenadas do ponto nodal, x e

avaliagéo.

16

y sdo as coordenadas do ponto de

Para uma base polinomial de primeiro grau, em um dominio bidimensional, a i-

ésima coluna da matriz P, pode ser escrita como:

1
PL' = |X;i — X,
Yi—Y
logo, suas derivadas com relacdo a x e y sdo dadas por:
0 0
Pf=|-1|eR’ =0
0 -1

1.18

] 1.19
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Capitulo 2 — Tratamento de descontinuidades

De acordo com [34] a descontinuidade em campos ou em seus gradientes ao longo de
certas interfaces é frequentemente observada no mundo real. E encontrada em estruturas
com a presenca de cracks e poros. Em fluidos isto ocorre nas interfaces entre dois ou mais
diferentes fluidos, da mesma forma que em meios eletromagnéticos. A presenca de
diferentes meios (interfaces materiais) gera uma descontinuidade material ao longo de suas
interfaces por possuirem propriedades fisicas distintas. Ja na propagacdo de rachaduras a
descontinuidade pode ocorrer no mesmo material [33]. A modelagem matematica e 0s
métodos numéricos para as aproximacdes destas descontinuidades nas interfaces materiais
devem considerar apropriadamente estas interfaces. O ndo tratamento destas interfaces
materiais, quando ha a presenca de descontinuidades, faz com que a solucdo apresente
oscilacdes espurias perto da interface dos materiais [21][29].

Tais descontinuidades podem ser classificadas como fortes e fracas. A primeira
envolve descontinuidades na varidvel dependente do modelo, ou seja, na prépria funcéo, ja
por outro lado a descontinuidade considerada fraca descreve descontinuidades na derivada
da funcdo [34]. Para modelos estruturais, exemplos tipicos de descontinuidades fortes e
fracas sdo rachaduras e interfaces de diferentes materiais, respectivamente.

Quando se simula alguns problemas especiais como irregularidades na geometria,
interfaces materiais mdveis, contornos deformados, e superficies livres, os métodos
baseados em malhas de elementos (FDM — Finite Difference Method; FVM — Finite
Volume Method; MEF) encontram muitas dificuldades. Muitos trabalhos foram
direcionados para o tratamento numérico para estes tipos de solugbes, como o0s
multiplicadores de Lagrange, combinacdo de métodos, e combinacdo de sistemas
Lagrange-Euleriano [34].

Em aproximacdes de campos descontinuos um tratamento adequado das interfaces
deve ser necessario. No caso do MEF padréo [35] isto pode ser alcancado pela construcao
de uma malha cujas arestas dos elementos alinham-se com as interfaces. No caso de
interfaces moveis, se requer frequentes reconstrucdes da malha (remalhamento), o que
pode vir a causar grande carga computacional, e que dependendo da topologia do problema
pode, também, vir a ser impossivel.

O método meshfree surge como sendo mais uma alternativa para o tratamento de
problemas como o eletromagnetismo, dindmica dos fluidos, simulacdo de plasma,

mecanica dos solidos em modelagem de rachaduras e de bandas de cisalhamento [36],
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entre outros. Pode-se dizer que a caracteristica mais atrativa de um método meshfree é que
n&do ha a necessidade de uma malha de elementos para se resolver um problema.
Algumas técnicas para o tratamento de interfaces materiais serdo brevemente

apresentadas.

2.1. Truncamento de dominios

Esta técnica, com base em [32], e com uma pequena modificacdo em [29], implica
que as contribuicdes dos pontos de avaliagdo de um material s6 podem ser realizadas por
pontos nodais pertencentes ao mesmo material, sendo as demais contribui¢Ges descartadas,
(ou seja, as contribuicdes de pontos nodais pertencentes a outro(s) material(ais)). Assim,
trunca-se a parte dos dominios de um né que “atravessem” a interface material, incluindo
apenas 0s pontos localizados no mesmo material. A Figura 2.1 ilustra um exemplo da

técnica de truncamento de dominio.

Material A Material B
JVI
/

Interface
Material e\
No
-
J Dominio

Truncado

Wil |
Ponto de
Avaliacao

Figura 2.1 — llustracdo da técnica de truncamento de dominios

Os dominios de influéncia dos nds no material A sdo somente contados para as
aproximacdes dos pontos de avaliagdo no mesmo material; de outro modo as contribuicfes
sdo descartadas. O mesmo método € aplicado aos nés do material B. As aproximagdes
desconectadas para A e B sdo ligadas pelos nos localizados na linha de interface. Estes nds
de interface devem ser considerados para todas as aproximagOes de todos os pontos de
avaliacdo pertencentes a ambos os materiais. Como ilustrado na Figura 2.1 os nés J e K
nédo participam da aproximacéo para os pontos de avaliacdo N3 e N4, respectivamente, por

outro lado, o no | participa das aproximacdes de ambos os pontos de avaliagdo N1 e N2.
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Os nos situados proximos a interface material necessitam de dominios de influéncia
um pouco maiores a fim de se manter uma conectividade nodal minima para que seja
proporcionada a inversibilidade da matriz A, pois parte do dominio de influéncia é
rejeitada [21][29]. Outra opcédo seria proporcionar uma maior concentracdo de pontos
nodais proximos as interfaces materiais, sem se preocupar com o tamanho dos dominios de
influéncia, que sejam o bastante para que a matriz A possa ser inversivel e se mantenha

uma conectividade nodal adequada.

2.2. Critério de visibilidade

Nesta abordagem, para o tratamento de descontinuidades, os contornos da
geometria e as linhas do interior da descontinuidade sdo considerados opacos quando se
constroi a funcdo peso. Com essa opacidade, imagina-se uma linha imaginéria, como sendo
um raio de luz, de um ponto a um no, para o qual é construido uma funcdo que rege seu
dominio de influéncia. Se no caso o raio encontre a superficie opaca, como as linhas de
contorno ou da descontinuidade interior, o ponto ndo € incluido no dominio de influéncia
[9].

Para uma melhor explicagdo, tomamos um exemplo. Se considerarmos uma
rachadura, com uma linha de descontinuidade deslocada a qual termina na ponta da
rachadura, o dominio de influéncia de um nd6 genérico | na vizinhanca da ponta da
rachadura tem sua forma ilustrada na Figura 2.2, quando é utilizado o critério de
visibilidade [9]. Os pontos na regido escura do dominio de influéncia original s&o
removidos do dominio de influéncia devido que seus raios vindos dos pontos do dominio

escurecido para x; atravessam a linha de descontinuidade.

Dominio de Influéncia Dominio de Influéncia
paraondl paraondl

|

Linha de Descontinuidade

Figura 2.2 — Dominios de influéncia para o critério da visibilidade
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Uma consequéncia do critério de visibilidade é que a descontinuidade é introduzida
na fungdo peso e na funcdo de forma em todo momento em que o dominio de influéncia é
cortado por uma linha de descontinuidade. Uma representacdo grafica ilustrativa das
funcdes peso e de forma por ser vista na Figura 2.3. Como pode, também, ser visto nas
linhas dos gréaficos, a funcdo peso do né J e sua funcdo de forma séo descontinuas ao longo
da linha especificada, ilustrando que o critério da visibilidade é eficiente ao se introduzir
uma descontinuidade requerida.

Por outro lado, para a fungdo de forma préxima as extremidades de uma linha de
descontinuidade, um subproduto do critério de visibilidade é a descontinuidade na
aproximacdo dentro do dominio. Ao longo do raio que raspa a extremidade da
descontinuidade, a linha AB da Figura 2.2, a funcdo peso nao é nula em todos os pontos
exceto em B a direita da linha, mas sumindo a esquerda da mesma. Ou seja, 0 ponto B ja
ndo pertenceria ao dominio de influéncia do n6 I, mas uma pequena vizinhanca a sua
direita pertenceria, e a sua esquerda, ndo. Entdo a funcao peso € descontinua, podendo ser
vista na Figura 2.3 [9].

Foi, ainda, notado que descontinuidades adicionais acabam por ser introduzidas nas
funcbes de forma pelas descontinuidades nas fungfes peso de outros nds proximos da
extremidade da descontinuidade. Como consequéncia, a aproximagdo nao serd continua
dentro do dominio, mas [10] mostrou que esta descontinuidade ndo prejudica a
convergéncia da solucdo (Figura 2.3 — (d)). A Figura 2.4 ilustra as funcdes de forma para

osnos lel.

L@

(@) Funcio peso paraonol {b) Func3o peso paraonadl

{(c) Funcio deforma paraoné ) {d) Funcdo deformaparaondl

Figura 2.3 — Linhas de contorno das funcdes peso e de forma para nos préximos a uma
linha de descontinuidade [9]
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Linha de
crack

Linha de
crack

{a) Fung3o de forma paraond (b) Fungdo de forma para o nd |

Figura 2.4 — FuncGes de forma determinadas pelo critério de visibilidade para nés
proximos a uma linha de descontinuidade [9]

2.3. Refinamento de malha cell-by-cell

Em [42] trata-se o refinamento de malha da forma cell-by-cell, o que provou ter uma
malha mais eficiente a um custo elevado de integracdo. Na Figura 2.5 é ilustrado como isto

pode ocorrer no caso de duas dimensdes para uma pequena regido.

Figura 2.5 — Refinamento de malha em regido que requer alta resolucao [42]

E utilizada uma hierarquia de grids uniformes G, ... G,, assim, se 0s espacamentos da
grade em G, séo (Ay,Aw), entdo em G, eles séo (Azin, A%). As grades G, e G, cobrem
todo o dominio computacional, mas as grades mais refinadas somente existem em regides
que requerem maiores resoluces. A hierarquia de grades é utilizada para gerar uma
estimativa do erro relativo por meio da comparacéo de solugdes nas grades com diferentes

espacamentos na malha, e a grade sofre um processo de refinamento se este erro excede
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uma tolerancia E, e sofre um processo de refinamento inverso (de-refinamento) caso o erro

seja menor que E4. O algoritmo apresentado por [42] é mostrado a seguir:

Figura 2.6 — Algoritmo para o refinamento cell-by-cell [42]

Na operagdo merge(n), a solucdo nas celulas (cells) em G, que sdo refinadas, é
substituida pela média do volume das solugdes nas células (cells) G,,,4. Isto implica que as
solucdes em todas as grades sejam consistentes.

Podem-se fazer certas analogias a métodos de computacgdo grafica, as quad-trees, que
fazem exatamente a mesma divisao espacial, nesse caso em 2 dimensdes, onde cada célula
representa um no na arvore (folhas) e as sub-divisdes, para o caso do refinamento da malha
,sempre sejam mais quatro células (quatro folhas). Pode-se entender melhor a razdo do
aumento do custo computacional com as integragdes em [42] devido aos refinamentos,
para areas com uma maior necessidade de resolucdo, por meio das quad-trees com suas

sub-divisdes sendo feitas somente em uma de suas regides.

2.4. Meétodo da transparéncia

No método de transparéncia [37], a funcdo é suavizada ao redor da extremidade da
descontinuidade dotando a superficie ou linha de descontinuidade com um grau variante de
transparéncia. Na extremidade, a linha de descontinuidade é considerada completamente
transparente, e a transparéncia diminui a medida com que se distancia da extremidade da
descontinuidade. Quando um raio de um ponto de avaliacdo x para 0 nd x; intersecta a

linha de descontinuidade, o parametro s é modificado por:

2
s(x) = so(x) + Spax (sé_x)) A =2, 2.1
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onde s, (x) é definido como s, (x) = ||x — x;||, Smax € O raio do suporte nodal, e s.(x) é a
distancia da extremidade da rachadura ao ponto de intersec¢do Figura 2.7. O parametro 3,
fixa a distancia da interseccdo na qual o segmento da rachadura é completamente opaco:

5. = kh, 2.2
onde o parametro k é utilizado para variar a opacidade, e h ¢ a medida do espacamento
nodal. A Figura 2.8 ilustra o grafico da funcdo peso perto da extremidade da
descontinuidade utilizando o método de transparéncia. Pode ser notado que devido ao
segundo termo em (2.1) a funcdo de aproximacdo s(x) é ao menos quadratica, ou seja, a
funcdo de forma e suas derivadas sdo continuas na extremidade da rachadura. O dominio

de influéncia é determinado pela condicdo w(s) = 0 [9].

Figura 2.7 — Raio de suporte para 0 método de transparéncia

Figura 2.8 — Grafico da funcdo de forma para o né I pelo método de transparéncia
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Capitulo 3 — Tratamento Auto-Adaptativo de
Interfaces para o méetodo EFGI em problemas

eletromagnéticos

O método Element-Free Galerkin é um método meshfree muito atrativo para
solucionar equacdes diferenciais parciais (edp’s) cujas aplicacdes tém sido relatadas pela
Literatura Especializada nos mais diversos campos da Ciéncia e Engenharia, como, por
exemplo, Mecénica Computacional [8] e Eletromagnetismo [18], Magnetohidrodindmica
[30], Fisica Quantica [45] e recentemente Fisica de Plasmas [52].

As fundacdes teoricas do método EFG, como visto nos capitulos anteriores, baseiam-
se na idéia da construgdo de uma base funcional composta pelas chamadas funcbes de
forma. Estas funcdes de forma s&o construidas a partir de uma aproximacéo local Moving
Least Squares (MLS) realizada nos pontos de discretizacdo, e que prové a base funcional
necessaria para o ja conhecido processo de discretizacdo Galerkin para a solucéo de edp’s.
Diferentemente do Método dos Elementos Finitos (MEF), a abordagem padréo do meétodo
EFG [8] ndo proporciona aproximacOes interpolantes. Neste caso, técnicas adicionais
devem ser utilizadas para impor as condi¢Ges de contorno assim como as condicdes das
interfaces materiais para uma descrigdo correta da fisica do fenémeno a fim de se evitar
oscilagdes espdrias [21].

A utilizacdo de tais técnicas pode vir a aumentar o numero total de incognitas
causada pela maioria das técnicas como multiplicadores de Lagrange e métodos de
penalidade. O método EFG com abordagem interpolante e dominio truncado proposta em
[29] evita completamente o uso de tais técnicas pelo tratamento cuidadoso das linhas de
contorno de Dirichlet e de interfaces, especialmente as das interfaces materiais.
Dependendo da complexidade da geometria, um processo interativo de inspecdo das
aproximacoes perto das interfaces materiais do dominio pode ter que vir a ocorrer e se
tornar cansativo e dispendioso.

Este trabalho vem propor um estudo ao ajuste de parametros, para o calculo de campos
eletromagnéticos descontinuos, para uma proposta de tratamento auto-adaptativo de
condicOes de interfaces entre interfaces materiais, juntamente por meio do projeto LEXVE

(Laboratério de Experimentos Virtuais de Engenharia) e com 0s grupo de pesquisa
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LAMSCAD (Laboratério de Modelagem e Simulacdo Computacional de Alto
Desempenho) e o Grupo de Computagéo Cientifica.

3.1. Tratamento de condicbes de interface

Em problemas eletromagnéticos, a presenca de interfaces materiais leva a
descontinuidades nos campos elétricos e no potencial elétrico, pois diferentes materiais
possuem diferentes propriedades fisicas, como condutividade elétrica, permeabilidade
elétrica e permissividade elétrica. Quando o potencial e o campo sdo continuos no
dominio, ndo existem problemas, mas no momento em que uma descontinuidade é
identificada, seja para o campo elétrico ou para o potencial elétrico, em algum lugar do
dominio, esta descontinuidade deve ser levada em conta no método numérico para que
entdo, por meio de técnicas adicionais, se introduza a descontinuidade fisica [12][21].

A técnica de tratamento de descontinuidades de forma auto-adaptativa serd acoplada
a técnica modificada com dominio truncado com a formulacdo EFG interpolante [21], onde
os dominios de influéncia dos nés localizados em um material especifico sdo truncados ao
longo das interfaces materiais. Tais nds localizados em um sub-dominio especifico
material S; irdo somente participar na aproximacgédo dos pontos de avaliagdo pertencentes
ao mesmo material. As aproximagdes descontinuas de cada sub-dominio material sdo
conectadas por meio dos noés distribuidos ao longo das interfaces materiais 0s quais
participam na aproximacdo dos pontos pertencentes a ambos materiais. N&o séo
necessarios multiplicadores de Lagrange devido ao carater interpolante da aproximacao
[21][29].

3.2. Algoritmo auto-adaptativo para tratamento de condic6es

de interface

O tratamento de interfaces materiais pela técnica de truncamento de dominios
modificada pressupfe 0 uso da abordagem interpolante do método, que é condicdo
necessaria para dispensar o uso de multiplicadores de Lagrange. Como os valores das
variaveis de estado nos pontos nodais coincidem com os respectivos parametros nodais da
formulacdo do método EFG padrdo [8], a continuidade da variavel de estado €
naturalmente preservada, mas a derivada da variavel de estado normal a interface material

fica descontinua, para as equacOes de Laplace e Poisson [32].
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O erro entre os campos computados proximos a interface material, € uma funcéo de
crescimento da magnitude da descontinuidade fisica, decrescendo para discretizagbes mais
refinadas [21].

Uma melhor acuracia nas aproximacdes pode ser alcancada por meio do uso de uma
discretizacdo mais refinada nas mesmas como demonstrado em [21] e [32]. Contudo, ndo é
possivel, a priori, ter-se uma razdo predeterminada para refinamento de interfaces,
considerando que o nivel de erro oscila em funcdo da magnitude da descontinuidade fisica
[21], além do fato de que geometrias com contornos muito irregulares e presenca de
corners, podem requerer niveis de refinamento muito elevados e diferentes de um nivel
médio padrdo em interfaces com contornos mais suaves.

E tomado como referéncia um problema de computacio de um campo elétrico
estacionario envolvendo diferente materiais condutores. Contudo, os procedimentos aqui
desenvolvidos podem ser aplicados para a computacdo de campos estacionarios associados
a equacdo de Poisson em meios ndo homogéneos [51]. Da Fisica, a descontinuidade fisica
da componente normal do campo elétrico que atravessa a interface material de dois
condutores (resistores), 0s quais se encontram em contato parcial, € dada por:

01E1n = 02E5,, 3.1
onde E;, e E,,, representam a componente normal do campo elétrico nos pontos x; € Q, e
x, € £, 0s quais se situam imediatamente antes e ap6s a interface.

A partir de uma dada solucéo inicial, gera-se um conjunto de pares de pontos de
teste distribuidos ao longo das interfaces materiais. No par, cada ponto deve pertencer a um
material diferente do outro e devem estar alinhados perpendicularmente a linha de interface
material, em perfeita simetria, a mesma distancia & da interface material. A Figura 3.1

ilustra a situacdo descrita.

Figura 3.1 — Visdo esquematica dos elementos do algoritmo auto adaptativo
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Neste caso, em [51] foi proposto um algoritmo inicial para 0 método EFGI visando o
tratamento de condigdes de interfaces materiais 0 qual serd exposto nesta sec¢éo, e melhor

expandido, ilustrado na Figura 3.2.

Ap0s 0 pds-processamento,
1) Inicializar a Lista de interfaces materiais L; a serem tratadas;
2) Gerar a lista Lppr dos conjuntos de pares de pontos de teste para cada par
de pontos nodais localizados em cada interface material I;
3) Inicializar a lista vazia de pontos de discretizacdo de refinamento Lygq4 p;
4) Computar o processamento da aproximacao;
5) Computar a componente normal e tangencial do campo elétrico as linhas de
interfaces materiais para todos os pontos de teste gerados;
6) Computar as precisdes prescritas g; estimadas para cada interface I;
7) Para cada I-ésima interface na lista de interfaces L;;
8) Retirar a I-ésima interface da lista de interfaces L;;
9) Para cada k-ésimo par de pontos de teste em Lppy coOrrespondentes a
interface I:
10) Computar o erro relativo Ej y;
11) Comparar o erro relativo E; , com a precisdo prescrita g para a
interface 1, e, se (E; x < &):
a) Entéo, a precisdo prescrita foi alcangada para este par de pontos
de teste;
b) Sendo, se (E; x> &);
bl. Refinar a interface | entre o par d nos associados ao k-
ésimo par de pontos de teste;
b2. Atualizar a lista Lyq4 p;
b3. Adicionar a interface | na nova lista L;;
12) Considere o préximo (k+1)-ésimo par de pontos de teste e volte ao
passo (9); (Fim para k)
13) Considere a (I + 1)-ésima proxima interface e volte ao passo (7); (Fim para
1)
14) Se a lista de interfaces L; ndo esta vazia, o passo (7.b) foi executado,
a) Entéo:
al. Calcular a aproximacéo para a discretizacéo atualizada do
modelo (iterativamente), isto €, acrescida dos pontos Lgq p;
a2. Gerar e atualizar a nova lista Lppy dos pares de pontos de
teste para as interfaces em L; associadas aos novos pontos de
discretizacéo adicionados em Lygq p;
a3. Reinicializar Ly44 p como uma lista vazia;
a4. Voltar ao passo (7);
b) Sendo, o nivel de erro estimado prescrito &, em cada interface foi
alcancado: Fim.

Figura 3.2 — Algoritmo auto-adaptativo para tratamento de condicdes de interface

Notam-se trés parametros numéricos principais que necessitam ser determinados para

a aplicacédo do algoritmo:
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i. O ajuste apropriado da distancia & (representa a menor distancia dos pontos de
teste a interface material — (Fig.3.1))

ii. Uma forma de aproximar numericamente as condi¢des fisicas de continuidade
e descontinuidade, estimando o erro E; ,cometido;

iii. Calcular a prescri¢do da estimativa de erro ¢;.

3.2.1. Ajuste do Parametro DELTA (6)

Apobs a realizacdo da geracdo dos pontos de teste, € necessaria uma sequéncia de
testes computacionais analisando-se o erro relativo entre 0os campos em ambas as
componentes, normal e tangencial, para cada par de pontos de teste, e o erro relativo
médio, variando-se 0 6.

As investigacOes devem considerar as duas componentes do campo separadamente
utilizando relagdes fisicas de continuidade e descontinuidade para o campo elétrico no
calculo da estimativa de erro para os pares de pontos de teste [51]. Definida a medida de
erro, os testes realizados pela variacdo da distancia § para diferentes discretizacfes e
diferentes combinacdes de materiais possibilitam identificar uma vizinhanga da interface
em que aproximadamente as condi¢des de continuidade e descontinuidade s&o mais bem
atendidas, e revelam um comportamento assintético na variacao desse parametro.

O intervalo indicado para o ajuste do parametro § é aquele em que se percebe um
comportamento estacionario dos valores de erro para ambas as componentes do campo
elétrico. Em outras palavras, a razdo do distanciamento & dos pontos de teste a linha de
interface material € devido aos céalculos dos valores de ambas as componentes do campo
elétrico em cada ponto de teste, e entdo o calculo dos erros relativos para cada par de
pontos de teste. Estes calculos procuram um comportamento dos valores de ambas as
componentes do campo elétrico que seja o mais préximo do comportamento fisico
esperado (3.1) (3.2).

3.2.2. Ajuste da precisao da interface

O critério da precisao da interface rege, exatamente, o critério de parada do algoritmo
auto-adaptativo, visto na (Fig.3.2) no passo 11, podendo ser definido de vérias formas,
conduzindo, possivelmente, a algoritmos que resultem em caracteristicas auto-adaptativas

diferentes. Note-se que, do ponto de vista do modelo numérico, ndo ha garantias de que
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uma melhora no atendimento a condicdo de descontinuidade produza uma melhora
também na componente de campo continua, e vice-versa.

Além disso, ndo ha dados na literatura que permitam uma andlise fundamentada
dessa situacdo. Em [21] reporta-se que um maior refinamento na discretizacdo da interface
material leva principalmente a uma melhora na aproximagdo da norma do campo e da
componente descontinua, a componente continua ndo é analisada com a mesma
profundidade.

Por outro lado, mesmo que a primeira vista o interesse principal seja de se manter o
foco para a descontinuidade esperada na componente descontinua, nesses estudos iniciais,
também, consideramos inspe¢des da componente continua de campo em nossas avaliagoes,
visando melhor compreender os comportamentos numéricos das aproximacfes do método
EFGI para ambas as componentes do campo na vizinhanga de interfaces materiais, além do
efeito do refinamento nas interfaces materiais. O desenvolvimento algébrico para a

obtencdo de um critério de parada é descrito a seguir.

Considere que xfll,...,xf}: sejam os pontos de teste da interface pertencentes ao
material S; e, correspondentemente xff xf}f sdo 0s pertencentes ao material S,. Assim,

|E;”|| sejam as normas dos campos

considera, ainda que, [|ES*|, ., |E¢"|| e que ||ES?]], -,
elétricos, calculadas nos pontos de teste, respectivamente pertencentes aos materiais S; e
S,, como ilustrado na (Fig.3.1).

Apresentaremos o desenvolvimento algébrico do critério de parada envolvendo as
condigBes de interface teoricas, relativas tanto a componente descontinua, dada em (3.1),
quanto a componente continua do campo elétrico dada por:

E}l = ES?, 3.2
para os pontos x; € ; € x, € (),.

Sejam as normas dos campos para cada k-ésimo par de pontos de teste escritas como:

e8] = a5 + ()’ 2

[ \/(Efli)z + (B2, 3.4

Se assumirmos que os valores computados para as componentes do campo nos

pontos-teste no material 1 sdo uma boa medida para avaliacdo do atendimento as condi¢fes
tedricas de continuidade (3.2) e descontinuidade (3.1) (ou seja, possuir um & bem
ajustado), entdo, uma norma estimada do campo, no material 2, pode ser construida

usando-se os valores de campo tangencial e normal computados no meio material 1.
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Substituindo as relagdes (3.2) e (3.1) em (3.4) podemos escrever uma expressao para

estimar a norma do campo no meio material 2 de cada par de pontos de teste escrevendo:

A 2
B2, = J(E) + (2E52)° 35

Assim, pode-se escrever o erro E; , nos pontos de teste como sendo o erro relativo

entre a norma do campo computada no meio material 2 com relacdo a norma do campo
teoricamente esperada a partir dos valores de campo computados por (3.5), resultando em:
ASZ
11 = 122
1|
Est

Desse modo, o erro médio &; a ser prescrito em cada interface pode ser estimado pela

Est) 3.6

Er =

média aritmética dos erros relativos em cada ponto de teste, dado por:
np

SR o L PP o W 37
= — — = — Lj k- ’
cine| BT =i

Est

Em outras palavras, nos testes preliminares empregou-se como a precisao da

interface (g;) o valor médio entre os E; , para cada par x;?,...,x,”,

cujo valor so é
calculado na primeira iteracdo (3.7), nessa primeira proposta da técnica auto-adaptativa,
posto que é necessario analisar o ajuste de cada parametro do algoritmo por meio de planos
de testes especificos.

Assim, como visto no algoritmo proposto, 0 procedimento auto-adaptativo termina
quando a precisdo da interface ; é alcancada para cada par de pontos de teste de todas as
interfaces (E; , < g;); no caso do algoritmo proposto, essa condi¢do se expressa no passo
14, em que se verifica se existem interfaces para serem refinadas.

Como se mencionou anteriormente, o pardmetro & pode ser implementado de
diferentes formas, resultando em critérios de parada diferentes, possivelmente levando,
também, a algoritmos com diferentes caracteristicas numéricas e computacionais. Deu-se
inicio a fase de testes envolvendo o erro médio da norma do campo e estd em fase de
investigacdo uma abordagem em que o erro é estimado somente a partir da componente

descontinua, tomando outras hipdteses deduzidas pela analise numeérica.

3.3. Impacto em classes e arquivos
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O algoritmo proposto esta sendo implementado dentro de um programa maior, ja
desenvolvido, para o tratamento de problemas eletromagnéticos por meio do MEF, e
,posteriormente, introduzido por [29] o método EFGI.

Foram estudadas duas formas de implementacdo, ambas com impactos em certas
classes do programa ja existentes, sendo que a utilizada para este trabalho ndo causa
impacto nos arquivos de comunicagao utilizados.

Os arquivos de comunicacdo sdo gerados pelo software LEVSoft [48] onde se é
modelado o problema e é gerada a malha triangular, que é utilizada como suporte para
definir os pontos nodais, representados pelos vértices dos elementos triangulares. Os
arquivos de comunicacdo contém informacgdes como lista de pontos nodais, juntamente
com suas coordenadas, lista dos triangulos e de seus devidos vertices, lista das arestas,
codigos de materiais associados a cada elemento, entre outros.

O algoritmo proposto ndo altera a geometria do problema, ele simplesmente
adiciona novos noés as interfaces materiais, quando faz-se necessario o refinamento auto-
adaptativo, e como novos nos, estes possuem certas informagGes como coordenadas,
indicagdes de que fazem parte de uma interface material, entre outros. Inicialmente as
classes que definem os materiais, 0s nds, 0s pontos, a matriz esparsa serdo as mais
utilizadas.

A forma de implementacdo em que se modificam os arquivos de comunicagédo €é
aquela onde todas as informacfes referentes aos nds sdo inseridas nos arquivos de
comunicacdo quando se ha a necessidade da adicdo de novos nds, devido a necessidade de
uma maior discretizacdo (refinamento), nas linhas de interface. Esta insercdo das
informacdes dos novos nos é feita carregando-se, em tempo de execucgdo, 0s arquivos de
comunicacgéo, e entdo escrevendo as novas informagdes nos mesmos, 0 que pode vir a
gerar certos atrasos na execu¢do do programa, pois esta tarefa é executada a cada iteracéo
do laco auto-adaptativo.

No caso da ndo necessidade de se modificar os arquivos de comunicacdo, 0S novos
nos inseridos, devido a necessidade de um maior refinamento, séo tratados de uma forma
“virtual”: eles somente irdo existir durante o processo do refinamento, para poderem
melhorar as aproximacgfes dos nds vindos da ferramenta modeladora [48], ou seja, dos
vertices da malha triangular, ndo havendo a necessidade de adicionar 0s novos nos nos
arquivos de comunicag¢do. As Unicas informagdes que serdo inseridas nos arquivos de

comunicacdo serdo 0s novos valores das aproximac@es dos nos ja existentes.
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Capitulo 4 — Testes e Resultados

Neste capitulo se abordara as avaliacbes numéricas de certos experimentos, com
suas solucdes obtidas por meio da abordagem interpolante com dominio truncado do
meétodo EFG para o tratamento de meios heterogéneos. Se mostrard, também, a
covalidagdo dos resultados com experimentos j& publicados [21][29] a fim de se admitir
que o programa, com distribuicdo irregular de nods, possui resultados concordantes.

4.1. Campo de Correntes Estacionarias

O problema aqui tratado consiste em dois condutores, de condutividades elétricas
diferentes, em contato parcial. Aplica-se uma diferenca de potencial elétrico nas
extremidades fazendo com que se estabelecam correntes nesses meios.

Foram realizados testes com duas combinacGes de materiais, Aluminio-Prata e
Aluminio-Cobre, onde para cada combinagdo foram geradas duas malhas com
concentragOes diferentes de n6s com na média 430 nos e 800 nos, ambas as malhas criadas

por meio de uma distribuicdo irregular de nds. A Figura 4.1 ilustra o problema tratado.

Figura 4.1 — Representacdo do resistor de placas planas em contato parcial

Para as combinacdes de materiais supracitados, o material Aluminio, nas duas
combinag0es, se localiza na placa resistiva superior, enquanto que os materiais Cobre e
Prata se encontram na placa resistiva inferior. A Figura 4.2 ilustra as distribuigdes
irregulares de nos para as malhas contendo por volta de 430 e 800 nos, para um mesmo

tamanho de dominio.

(a) (b)

Figura 4.2 — Representacao das malhas de 430 (a) e 800 (b) nos para o resistor
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As linhas equipotenciais elétricas para os resultados obtidos pelo método EFGI para
0 problema em discussdo podem ser vistas na (Fig.4.3). Pode-se ver que a técnica de

truncamento ndo afetou a aproximacéo na interface [21].

Figura 4.3 — Equipotenciais elétricas

As figuras (Fig.4.4) ilustram os mapas de cores do campo elétrico e a visualizacdo
do mesmo em alguns pontos do dominio, com a representacdo em vetores de campo
elétrico, respectivamente. Observam-se caracteristicas qualitativas do fendmeno fisico
simulado sendo devidamente reproduzidas pela aproximagéo.

Para uma, melhor, covalidacdo do cddigo, fazemos uma inspecdo da
descontinuidade, por uma linha de avaliacdo escolhida arbitrariamente (Fig.4.5) para cada

malha, em cada combinacdo de material, sendo ilustrada aqui somente uma representacéo
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da descontinuidade e do potencial (Fig.4.6), sobre a linha de avaliacdo, para a combinacao
Aluminio-Prata, para a malha de 430 nos. A presenca da descontinuidade foi observada
para todas as combinagdes, em todas as malhas.

e

{a] Al-Ag - 430 nos

ma

(b) Al-Cur - 430 nos

o

{C) ALAg - 800 nds

—

(d) Al-Cu - 800 nos

Figura 4.4 — Mapa de cores do campo elétrico e vetores do campo elétrico

Figura 4.5 — Linha de avaliacéo
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(@) (b)

Figura 4.6 — Potencial elétrico (a) e descontinuidade na derivada da aproximacéo (b)

Foi percebido em (Fig.4.6 (b)) a presenca da descontinuidade quando se atravessa a
interface material por uma subita queda da norma do campo elétrico. Esta queda subita,
descontinuidade fisica, € mais bem representada pela técnica do dominio truncado, onde os
nos de um lado da interface ndo contribuem para as aproximagdes de pontos de avaliagcdo

do outro lado da interface material.

4.1.1. Resultados

Como dito anteriormente neste trabalho, os testes foram realizados para uma
distribuicdo irregular de nés no dominio, tendo-se certa distribuicdo nodal uniforme
somente nas linhas de geometria do dispositivo tratado. A Figura 4.7 ilustra a forma de
medida adotada para o problema, onde a indicacdo u.c.l. indica unidade de comprimento
linear, que para este problema foi utilizada a unidade de media: metro(m). Esta forma de
tratamento das medidas indica que este tipo de problema pode ser tratado de forma
proporcional para quaisquer outras unidades de medida.

Figura 4.7 — llustracdo das medidas do dispositivo
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A linha de interface material, medindo 4 u.c.l. foi discretizada a uma distancia
linear nodal média por volta de 5,0 - 10~ u.c.l. para a malha de 430 nds, e por volta de
2,35-1071 u.c.l. para a malha de 800 nos.

Para cada caso (combinacdo material com suas diferentes concentracdes de nos),
criou-se inicialmente um conjunto de pares de pontos teste, cada um distando inicialmente
& = Snmax da interface material. Para cada par de pontos de teste foi calculado o erro e
obtida sua média para um valor de §. Foi definido um decremento A§ suficientemente
pequeno para identificar o limite a partir do qual se pode dizer que & esta adequadamente
ajustado, § = &,,;,. Vale destacar que, para as situacGes investigadas o & variou de 1071 a
1071° onde a partir de um § = 10~> o nivel de magnitude dos erros relativos médios, para
0s campos elétricos em ambas as componentes, dos pares de pontos de teste converge para
um valor praticamente estacionario, para todos os testes feitos com a mesma geometria
variando-se as discretiza¢Oes e a combinagdo de materiais como pode ser visto nas Figuras
48a4.11.

Figura 4.8 — Erro médio relativo a componente x do campo elétrico para valores
decrescentes de &, com uma malha de 430 nos
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Figura 4.9 — Erro médio relativo a componente x do campo elétrico para valores
decrescentes de &, com uma malha de 800 nos

Nas Figura 4.8 e Figura 4.9 é notado que para a componente tangencial do campo
elétrico, havendo um aumento da discretizacdo, existe um pequeno acréscimo do valor do
erro médio, mesmo para quando ocorre 0 comportamento estacionario deste erro, a partir
de§ = 1073

Este acréscimo do valor do erro médio para a componente tangencial do campo em
uma maior discretizacdo pode ser devido a técnica utilizada para o tratamento da
descontinuidade, o truncamento de dominios. Esta técnica, por si sO, € descontinua, pois
trunca os dominios dos nés que se situam proximos as interfaces materiais. Em outras
palavras, para se inserir na formulacéo do problema a descontinuidade fisica do dispositivo
tratado, é utilizada uma técnica numérica descontinua. Esta forma de tratamento da
representacdo da descontinuidade fisica do problema ainda ndo possui estudos sobre o(s)
impacto(s) que podem ocorrer nas derivadas para a componente continua do campo
elétrico.

Para as Figura 4.10 e Figura 4.11 o aumento da discretizagdo permitiu uma redugéo
do valor do erro médio para a componente normal do campo elétrico, onde o
comportamento estacionario do erro foi obtido, também, para um valor de § = 1074,

A andlise dos dados preliminares permitiu observar que os resultados das componentes de
campo (tangencial e normal a interface material) em separado sugerem que a componente
normal e tangencial do campo elétrico apresentam comportamentos diferentes a medida do

refinamento da interface.
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Figura 4.10 — Erro médio relativo a componente y do campo elétrico para valores
decrescentes de &, com uma malha de 430 nos

Figura 4.11 — Erro médio relativo a componente y do campo elétrico para valores
decrescentes de &, com uma malha de 800 nos

Para a componente descontinua do campo um incremento na discretizacdo da
interface leva a uma diminuicéo substancial do erro médio (comparando as Figura 4.10 e
4.11), o comportamento inverso se observa para a componente continua (comparando as
Figura4.8 e 4.9).

Nota-se em particular que o nivel de erro obtido com a discretizagdo menos
refinada para a componente descontinua € sutilmente superior ao nivel de erro medio para

a componente continua com a discretizacdo mais refinada. Esse comportamento estara



39

sendo investigado considerando-se a norma do campo e um conjunto de testes para niveis
diferentes de discretizacfes, bem como as componentes normal e tangencial do campo para
0 mesmo conjunto de testes.

Foram realizados testes calculando-se os erros relativos entre os campos elétricos
para cada par de pontos de teste para as componentes normal e tangencial, além da norma
desses erros. Os valores de & selecionados nas Figura 4.12 e 4.13 evidenciam o0s
indicativos anteriores, e reforcam que o parametro § pode ser ajustado a partir de 10™*
u.c.l. para o problema em foco, para uma combinacdo material Aluminio-Prata. O eixo das
abscissas representa a media em x da linha de interface, e as indicacdes nas linhas dos

gréficos representam cada par de ponto de teste para a discretizacdo associada.

Figura 4.12 — Derivada continua de interface

Na Figura 4.12 pode ser notado um alto valor do erro relativo para o sexto par de
pontos de teste, em uma discretizacdo de 800 nos. Este alto valor provém da distribuicdo
irregular de nos pelo dominio, onde foi percebido que os dominios de influéncia dos nos
proximos aquele(s) ponto(s) de teste sdo muito pequenos, provocando uma diferenca
consideravel na quantidade de nos contribuintes para a aproximagao. Enquanto este(s)
ponto(s) de teste continha uma contribuicdo de 8 nos, o restante dos pontos de teste

continham uma contribuicdo de 13 a 17 nos.
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Vale ressaltar que a proposta auto adaptativa busca um melhor refinamento destas
interfaces materiais por meio da inclusdo de nos nas interfaces materiais reduzindo estes
erros relativos entre 0os campos, nos pontos de teste, buscando uma proximidade destes
valores para que se respeite, aproximadamente, a relacdo entre as componentes continuas
do campo elétrico na fisica tedrica. Esta inclusdo de novos pontos nodais na linha de
interface tende a trazer uma melhor conformidade na quantidade de nos contribuintes para
0s pontos de teste analisados.

Ainda, na Figura 4.12 é observado que o refinamento da interface material ndo
provoca um acréscimo ou decréscimo significativos para os niveis do erro, para a derivada
continua, diferentemente do que ocorre na Figura 4.13 para a derivada descontinua, que
mostra uma queda expressiva do valor do erro médio quando se ocorre uma maior
discretizacdo da linha de interface material.

Por meio dos trabalhos [21][29] e pelos resultados aqui analisados pode-se propor
que ndo h& a necessidade de um maior refinamento do dominio para o tratamento de
descontinuidades em linhas de interfaces materiais, basta somente refinar-se as linhas de
interfaces materiais, 0 que corrobora com a proposta do tratamento auto adaptativo para o

tratamento destas interfaces.

Figura 4.13 — Derivada descontinua de interface
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4.2. Eletrostatica em diferentes meios

Nesta secdo sdo apresentados os testes realizados para um dispositivo eletrostatico
em meios ndo homogéneos. O problema tratado foi baseado em [14] no qual foram
comparados resultados numéricos obtidos com o método EFG com os obtidos por
elementos finitos. A formulacdo deste problema € analoga ao anterior, sendo a Unica
diferenca a presenca de meios com permissividades diferentes.

Os testes foram realizados para duas combinac6es de materiais diferentes, Ar-Mica
e Ar-Porcelana, sendo que para cada combinagdo foram geradas duas malhas com
distribuicGes diferentes de nds com na media 430 no6s e 800 nds, ambas criadas por meio
de uma distribuicdo irregular de nds. A Figura 4.14 ilustra a geometria do problema
tratado.

Para ambas as combinagOes de materiais, 0 material Ar se localiza no material 1
(Figura 4.14), enquanto a Mica e a Porcelana se encontram no material 2 (Fig.4.14). Em
Figura 4.15 encontram-se as ilustragdes das malhas geradas, de 430 nds, e de 800 nos para

este problema.

Figura 4.14 — llustragdo do dominio do meio dielétrico tratado

As linhas equipotenciais elétricas, para este problema, obtidas por meio do método
EFGI, podem ser visualizadas na Figura 4.16. J4 em Figura 4.17 sdo ilustrados os mapas de
cores do campo elétrico e a visualizacdo do mesmo em alguns pontos do dominio. Tanto
para a Figura 4.16 quanto para a Figura 4.17 sdo bem reproduzidas as caracteristicas do

fendmeno fisico simulado.



(a) (b)
Figura 4.15 — Representacdo das malhas de 430 (a) e 800 (b) nos

Figura 4.16 — Linhas equipotenciais elétricas

42
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(¢} Ar-Porcelana < 430 nos () Ar-Porcetana - 800 nos

Figura 4.17 — Mapa de cores e vetores do campo elétrico

Uma inspecéo é realizada, por uma linha de avaliacdo arbitraria escolhida (Figura
4.18) para cada malha, em cada combinacdo de material, sendo ilustrada aqui somente uma
representacdo da descontinuidade e do potencial, sobre a linha de avaliagcdo, para a
combinacdo Ar-Mica, para a malha de 430 nos. Vale dizer que a presenca da
descontinuidade foi obtida, e observada, para todas as combinacgdes de materiais, em todas

as malhas.

Figura 4.18 — Linha de avaliagdo
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(@) (b)

Figura 4.19 — Potencial elétrico (a) e descontinuidade da derivada da aproximacéo (b)

Foi ilustrada na Figura 4.19 (b) a presenca da descontinuidade quando se atravessa
a interface material para o material 2 por uma subita queda e elevacdo, de acordo com o
material em que os pontos da linha de avaliagdo se encontram, da norma do campo
elétrico. A técnica do dominio truncado permite a visualizacdo da descontinuidade nas

interfaces materiais, sendo percebida pelas subitas queda e elevacdo do valor da norma.

4.2.1. Resultados

Os testes foram aplicados com uma distribuigdo de pontos de teste uniformemente
espacados nas direcOes x e y por cada linha de interface do material 2 (Fig.4.14). Sao
ilustradas em Figura 4.20 as formas de medidas utilizadas para o problema, da mesma
forma que o problema tratado anteriormente, com a utilizacdo da unidade de media:

metro(m).

Figura 4.20 — llustracdo das medidas do dispositivo
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Diferentemente do caso do resistor tratado anteriormente, neste trabalho, este
dispositivo dielétrico ndo possui somente uma interface material, mas quatro, como
designadas na Figura 4.20, identificadas como intl, int2, int3, e int4, onde cada linha de
interface devera ser tratada separadamente, como sera explicado mais adiante.

As linhas de interface material medindo 4 u.c.l. e 2 u.c.l. (Figura 4.20) foram
discretizadas a uma distancia nodal linear média por volta de 4,45-107! u.cl. e 3,34
1071 u.c.l. , respectivamente, para a malha de 430 nos, e por volta de 3,08-107 u.c.l. e
2,86 - 1071 u.c.l., respectivamente, para a malha de 800 nds.

Para cada malha e combinacdo de materiais, fora gerado inicialmente um conjunto
de pares de pontos de teste, distando § = §,,4, das linhas de interface materiais, onde para
cada par de pontos de teste foram calculados os erros relativos do campo elétrico em
ambas as componentes, e obtidas suas médias para um dado valor §. Assim como no
problema anterior, um decremento foi definido, A&, suficientemente pequeno para
identificar a partir do qual pode se dizer que § esta adequadamente ajustado, § = 6,,in. O
intervalo investigado da variacdo do & foi o0 mesmo que no dispositivo anterior, de 107! a
10710, Os testes foram realizados para 0 mesmo dominio, variando-se as discretizagGes e a

combinacgéo dos materiais, como pode ser visto nas figuras Figura 4.21 a 4.28.

Figura 4.21 — Erro médio, relativo a componente x do campo elétrico para valores
decrescentes de &, numa malha de 430 nds, na combinagdo Ar-Mica
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Figura 4.22 - Erro médio, relativo a componente x do campo elétrico para valores
decrescentes de &, numa malha de 800 nos, na combinacdo Ar-Mica

Em Figura 4.21 e Figura 4.22 percebe-se que ocorrem varia¢es nos valores dos
erros medios para componente continua do campo elétrico quando se aumenta o
refinamento da malha, para a combinacdo Ar-Mica. Nota-se que algumas interfaces obtém
um valor inicial (§ = 10~1) de erro médio mais baixo na malha de 800 nds do que o obtido
na malha de 430 n6s, mas o comportamento estacionario destes erros acontece por volta de
5=10""%

Figura 4.23 - Erro médio, relativo a componente x do campo elétrico para valores
decrescentes de &, numa malha de 430 nos, na combinagéo Ar-Porcelana
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Figura 4.24 - Erro médio, relativo a componente x do campo elétrico para valores
decrescentes de 8, numa malha de 800 n6s, na combinagdo Ar-Porcelana

O mesmo comportamento da componente continua do campo elétrico para a
combinacdo Ar-Mica (Figura 4.21 e 4.22) foi percebido para a combinagdo Ar-Porcelana
(Figura 4.23 e 4.24). O comportamento estacionario do erro médio ocorreu na mesma faixa
de § = 107*, e foram percebidas algumas variancias para os erros médios das interfaces

quando foi realizado um aumento no refinamento da malha.

Figura 4.25 - Erro médio, relativo a componente y do campo elétrico para valores
decrescentes de &, numa malha de 430 nos, na combinacdo Ar-Mica
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Figura 4.26 - Erro médio, relativo a componente y do campo elétrico para valores
decrescentes de 8, numa malha de 800 n6s, na combinagdo Ar-Mica

Para o erro medio da componente tangencial do campo elétrico a reducdo do erro
médio é bem notada (Fig.4.25) e (Fig.4.26) para a combinacdo Ar-Mica quando ocorre um
aumento do refinamento da malha. Um maior refinamento mostrou uma grande queda do
erro meédio para uma das interfaces (intl), e um leve aumento para as demais, mas todas
acabaram por obterem um valor estacionario, menor do que o obtido na malha de 430 nds,

ocorrendo por voltade § = 1075,

Figura 4.27 - Erro médio, relativo a componente y do campo elétrico para valores
decrescentes de &, numa malha de 430 nos, na combinagéo Ar-Porcelana
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Figura 4.28 - Erro médio, relativo a componente y do campo elétrico para valores
decrescentes de &, numa malha de 800 nds, na combinacdo Ar-Porcelana

Em Figura 4.27 e 4.28 foram notados comportamentos similares da componente
descontinua do campo elétrico, para a combinacdo Ar-Porcelana, assim como, também, em
Figura 4.25 e 4.26 para a combinacdo Ar-Mica. A interface (intl) sofreu uma reducéo de
seu erro médio, ao passo que as demais sofreram um acréscimo, isto para valores altos de
6. A medida que ocorre o decréscimo do valor do &, pequenas variacfes sdo percebidas
para a malha mais refinada, finalmente chegando a um valor estacionario § = 10~* para a
malha de 800 nése § = 1073,

Assim como no resistor tratado anteriormente, a analise realizada com o dispositivo
eletrostatico permitiu observar comportamentos distintas para a componente normal e
tangencial do campo elétrico de acordo com que se modifica o refinamento da interface.

Avaliando-se os gréaficos das figuras Figura 4.21 a 4.28 se percebe que em todos 0s
graficos o comportamento estacionario dos erros relativos médios dos pontos de teste para
ambas as combinagdes de materiais, em ambas as discretizacGes tratadas, converge a partir
de § = 10™*, onde somente em alguns casos (Figura 4.25 e 4.27) ele comeca a convergir
em § = 1073, Por meio disso indica-se o ajuste do parametro & para o valor de § = 107>
onde os valores dos erros relativos medios dos pontos de teste ja se encontram em um
comportamento estacionario.

Um aumento na discretizacdo mostrou que a componente descontinua sofreu uma

diminuicdo de seu erro médio (comparando a Figura 4.25 com a Figura 4.26, e a Figura
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4.27 com a Figura 4.28). Por outro lado a componente continua observou um
comportamento inverso, até que um pouco estacionario, ndo havendo grandes variacdes
com um aumento do refinamento.

Este mesmo tipo de comportamento onde a componente descontinua para uma
discretizacdo menos refinada, possui um erro médio superior ao nivel de erro médio,
também foi observado para o problema do resistor, e sera investigado em estudos futuros
considerando-se outras caracteristicas do problema como a norma do campo e um conjunto
de testes para niveis diferentes de discretizacoes.

Foram, também, analisados os erros relativos entre os campos elétricos para cada
par de pontos de teste, para as componentes normal e tangencial do campo elétrico, ao
longo de cada linha de interface material com o parametro § variando de 10~* u.c.l. a
107 u.c.l., reforcando a proposta indicada anteriormente para o ajuste do parametro §. As
imagens ilustram estas analises numéricas para a combinacdo de material Ar-Mica.

Resultados concordantes foram, também, obtidos para a combinacéo Ar-Porcelana.

Figura 4.29 — Derivada continua de interface, para intl

A Figura 4.29 possui um comportamento similar ao comportamento da Figura 4.12
no que diz respeito ao alto valor de erro relativo para o segundo par de pontos de teste para
a malha de maior discretizacdo. Para este par de pontos de teste ocorreu uma mesma
diferenga sutil na quantidade de n6s que participam da aproximagdo, em comparagdo com
a concentracdo de nods participantes nas aproximacdes dos pontos de teste restantes. A

concentracdo de nds que participam das aproximacdes para 0s pontos de teste deste
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dispositivo foram de 14 a 18, enquanto que no segundo par de ponto de teste caiu para 7

Figura 4.30 — Derivada continua de interface, para int3

Para os graficos das Figura 4.29 e 4.30, os quais representam as interfaces intl e
int3, respectivamente, observaram-se variagcOes dos valores dos erros relativos para a
componente continua do campo ao longo da interface material, valendo dizer que estas
interfaces encontram-se paralelas ao eixo das abscissas no modelo geométrico do
dispositivo. Para a intl (Figura 4.29) um aumento no refinamento da malha gerou um
pequeno acréscimo nos valores dos erros relativos para os mesmos valores de &, sendo o
comportamento contrario encontrado na int3 (Figura 4.30) onde foram percebidas, ainda,
variacdes, mas com certas diminui¢cdes nos valores dos erros relativos para 0s mesmos
valores de 4.

Este leve acréscimo no valor do erro relativo para a componente continua para uma
malha mais refinada é explicado da mesma forma como foi explicado no problema do
resistor, tratado anteriormente. Para se inserir na formulacdo do problema a
descontinuidade fisica real do problema, é inserida uma descontinuidade numérica, a
técnica de dominio truncado.

Como dito anteriormente, ndo existem, ainda, estudos , a priori, que indiquem como
a técnica de truncamento de dominios pode afetar a componente continua do campo
elétrico.

Para as Figuras 4.31 e 4.32 ha uma grande variacdao nos valores dos erros relativos

para a componente descontinua do campo, ao longo da interface, para um § = 107%,
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ocorrendo uma grande queda destes erros relativos a partir de § = 107>, em ambas as
malhas, em ambas as interfaces (int2 e int4). Percebe-se que em int2 e int4, paralelas ao
eixo das ordenadas no modelo geométrico do dispositivo, possuem uma mesma faixa de
erro relativo, ao longo da interface, para um valor estacionario de §. Isto reforca o valor

indicado de § anteriormente, neste trabalho, para este problema.

Figura 4.31 — Derivada continua de interface, para int2

Figura 4.32 — Derivada continua de interface, para int4
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Como visto no problema do resistor, tratado anteriormente, este problema
eletrostatico ilustra nos graficos das Figura 4.33 e 4.34 uma queda expressiva para 0S
valores dos erros relativos da componente descontinua do campo elétrico, ao longo da
interface, nos pontos de teste, a medida que se aumenta o refinamento da malha. Pequenas
oscilagdes sdo notadas em ambas as malhas, provenientes da concentracao irregular dos
noés ao longo do dominio do problema, provocando quantidades diferentes de nos
participantes nas aproximacdes dos pontos de teste, mas o comportamento estacionario é

percebido a partir de § = 10~* onde estas oscilagdes sdo minimas.

Figura 4.33 — Derivada descontinua de interface, para intl

Figura 4.34 — Derivada descontinua de interface, para int3
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Para as Figuras 4.35 e 4.36 foram notados 0os mesmos comportamentos para 0S
erros relativos na componente descontinua quando comparados com as Figura 4.33 e 4.34.
A queda do erro relativo foi, também, expressiva, mas ndo contendo oscilacbes com as das
intl e int3. A razdo disto é que as interfaces int2 e int4 estdo paralelas ao eixo das
ordenadas. O comportamento estacionario ¢ visualizado a partir de § = 10™* para ambas

as malhas.

Figura 4.35 — Derivada descontinua de interface, para int2

Figura 4.36 — Derivada descontinua de interface, para int4
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Como ilustrado nas imagens (Fig.4.29) a (Fig.4.36) se evidencia o valor proposto
do parametro & para este problema eletrostatico, e, também, se observa uma queda

expressiva no nivel do erro, principalmente para a componente descontinua (Fig.4.33 a
Fig.4.35).



56

Consideracdes Finais e Perspectivas Futuras

Como visto nos capitulos anteriores, 0 método EFG com abordagem interpolante e
dominio truncado apresenta-se com resultados promissores para problemas
eletromagnéticos. Vale lembrar que persistem dificuldades nos mais diversos métodos
numeéricos quando o assunto é o tratamento de descontinuidades.

Como percebido neste trabalho, o ajuste do parametro § para ambos os problemas
resolvidos foi igualmente indicado, mas isso ndo implica que este valor seja um ajuste
adequado para qualquer tipo de problema eletromagnético. Este ajuste depende de uma
série de fatores que envolvem, por exemplo, a combinacdo de materiais, discretizacdo do
dominio e geometria do dominio. Devido a isso, para cada problema em particular, o valor
de ajuste do parametro § deve ser investigado para que entdo a proposta auto-adaptativa de
tratamento de interfaces possa ocorrer. Esta investigacdo do parametro § nao necessita de
ser realizada em problemas eletromagnéticos similares onde o valor § ja tenha sido
estipulado.

Outro fator importante é a ndo necessidade de um melhor refinamento do dominio
para o tratamento de interfaces materiais, bastando somente executar o refinamento nas
interfaces materiais, reduzindo o custo computacional, pois com uma baixa concentragdo
de no6s, uma boa avaliacdo nas interfaces materiais pode ser realizada quando estas forem
apropriadamente refinadas. Vale dizer que uma concentracdo muito alta de nds nao carece
de um estudo auto-adaptativo, pois o dominio ja pode se encontrar muito refinado, e
portanto ndo ha razdo de um melhor tratamento, mas claro, isto depende do tipo do
problema e de seu dominio.

Esta proposta de tratamento auto-adaptativo em interfaces materiais tem como
intuito reduzir oscilagdes esplrias que ocorrem nas aproximagdes dos nos avaliados perto
das interfaces, a fim de se obter aproximacdes de melhor qualidade. O custo computacional
pode vir a ser um pouco mais elevado devido aos refinamentos da discretizacdo, que
podem vir a produzir mais pontos; mesmo assim, 0s pontos produzidos serdo somente nas
linhas de interface e ndo em todo o dominio (remalhamento, por exemplo).

Formas de tratamento mais refinadas e apuradas levando em consideracdo as linhas
de interface tem como objetivo aproximar os resultados obtidos do comportamento real

fisico do dispositivo tratado.
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Estudos mais precisos precisam ser realizados quanto a influéncia da técnica do
dominio truncado para a componente continua do campo elétrico, pois a descontinuidade
numérica que a técnica impde para que a descontinuidade fisica esperada seja abordada na
modelagem numeérica do dispositivo, pode estar gerando pequenas descontinuidades na
componente continua do campo elétrico.

Anélises mais detalhadas estdo sendo realizadas quanto ao estudo das componentes
continua e descontinua do campo elétrico, juntamente com a norma do campo, para mais
combinacdes de materiais e concentracdes diferentes de nos.

Estudos estdo sendo realizados a fim de se implementar a auto-adaptatividade, néo
somente com o critério de parada proposto aqui, mas com outros critérios, como por
exemplo utilizando-se somente a componente descontinua do campo elétrico. A
implementacdo se dara para a plataforma LEXVE, por meio da utilizacdo da linguagem
Java, ligado ao projeto de Pesquisa LEXVE (Laboratério para Experimentos Virtuais de
Engenharia) que esta ligado ao grupo de pesquisa LAMSCAD, localizado na UNEMAT —
Universidade do Estado de Mato Grosso — na cidade de Alto Araguaia.

Em suma, os resultados aqui propostos visam uma analise numérica bem refinada
nas linhas de interfaces materiais a fim de se obter um melhor comportamento da
descontinuidade em problemas eletromagnéticos. Considerando o recente estagio de
desenvolvimento deste trabalho, melhorias ja estdo sendo propostas, mas espera-se, que
mesmo assim, este trabalho possa beneficiar aqueles que estudam técnicas numeéricas

adequadas para problemas envolvendo Eletromagnetismo.
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