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Resumo

Utilizando os conceitos da representacao hipergeométrica dos polinomios
ortogonais em uma variavel, da férmula de Rodrigues e da funcao geratriz, pode-se
obter polinomios em varias variaveis.

Neste trabalho, detalhamos, especificamente, os polinomios de Jacobi em duas
variaveis, os polinomios de Legendre e de Gegenbauer em varias variaveis, mostrando
suas representagoes como funcao hipergeométrica, as férmulas de Rodrigues,
as relacoes de recorréncia, a ortogonalidade, entre outras propriedades. Estes
resultados sao obtidos generalizando-se os conceitos e propriedades dos polinomios
ortogonais em uma variavel.

Palavras-chave: Funcoes hipergeométricas, Polinomios ortogonais, Polindmios
ortogonais em varias variaveis.



Abstract

By using the concepts about hypergeometric representation of orthogonal
polynomials in one variable, Rodrigues formula and generating function, one can
obtain orthogonal polynomials of several variables.

In this work, we detail, specifically, the Jacobi polynomials in two variables,
the Legendre and Gegenbauer polynomials in several variables, by presenting
their representations in terms of hypergeometric functions, by Rodrigues formulae,
recurrence relations, orthogonality, among many others. These results are obtained
by generalizing the concepts and properties of orthogonal polynomials in one
variable.

Keywords: Hypergeometric functions, Orthogonal polynomials, Orthogonal
polynomials of several variables.
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Introducao

Os polinomios ortogonais em uma varidavel sao ferramentas importantes na
solugao de diversos tipos de problemas e sua teoria contribui nos estudos
relacionados a estabilidade numérica, equacoes diferenciais, fragoes continuas, teoria
da aproximacao, entre outros. A teoria desses polindmios é amplamente estudada,
com muitos trabalhos publicados na drea, como os livros de T. S. Chihara [4] e G.
Szeg6 [10].

Em varias variaveis, os estudos desses polinomios tém-se difundido com maior
intensidade nas ultimas décadas. Segundo C. F. Dunkl e Y. Xu em [5], o primeiro
trabalho nessa drea é o livro [2] “Fonctions Hypergéométriques et Hypersphériques -
Polynomes D’Hermite” de P. Appell e J. Kampé de Feriét, de 1926, que foi tomado

como base neste trabalho.

De acordo com [5], os poucos livros dedicados a teoria geral dos polindémios
ortogonais em varias variaveis tém como énfase o tipo classico desses polinémios,
ou seja, as familias de polinomios cujas fungoes peso tém como dominio as regioes

regulares: o quadrado, o simplex, a bola em R"™ ou o proprio R”.

Os polinomios ortogonais no quadrado sao aqueles obtidos pelo produto tensor
entre varios polinémios ortogonais em uma varidvel (veja secao 3.1), onde a regiao
do dominio é o produto cartesiano entre os intervalos de ortogonalidade de cada um

dos polinomios.

O simplex é a regiao T" = {(z1, -+ ,x,) € R"; 2y > 0,--- ,2, > 0,1 — 27 —
T9g — -+ —x, > 0}. Paran = 2, a regiao T? é o tridngulo com vértices em (0, 0),
(0,1) e (1,0). E nessa regiao que estao definidos os polinémios ortogonais de Jacobi

em duas varidveis.

Os polindémios ortogonais na bola unitéria, definida por B" = {(z1,--- ,z,) €

R" ; 1—a2?—a23—---—22 > 0}, sdo estudados neste trabalho nos casos de

11
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Legendre e de Gegenbauer.

Além desses, Koornwinder [7] apresenta um método que gera polinémios

ortogonais em duas variaveis através de polinomios ortogonais em uma variavel.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar como alguns polinémios
ortogonais em vérias variaveis e suas propriedades podem ser obtidos através da
extensao de alguns conceitos e propriedades dos polinomios ortogonais em uma

variavel. Estes estudos estao baseados no classico livro de P. Appell e J. Kampé de

Feriét [2] de 1926.

Visando uma melhor organizacao e buscando facilitar o entendimento, este

trabalho esta dividido em trés capitulos.

O primeiro capitulo traz os pré-requisitos para o desenvolvimento e entendimento
dos capitulos posteriores. E dedicado ao estudo de alguns conceitos, tais como
as funcoes Gama e Beta e o simbolo de Pochhammer. Em seguida, sao dadas as
definicoes e algumas propriedades das fungoes hipergeométricas em uma e em varias
variaveis. Encerra-se esse capitulo com os principais conceitos sobre os polinomios
em varias variaveis. As principais referéncias utilizadas para o estudo desses topicos

foram [1, [4] [5], [6] e [8].

O segundo capitulo tem inicio com uma introducao a teoria dos polindmios
ortogonais em uma variavel. Posteriormente, sao catalogados os polinomios
ortogonais cldssicos, que, segundo Chihara [4], sdo os polinémios ortogonais de
Jacobi, incluindo os casos especiais de Legendre, Gegenbauer e Chebyshev de 1?
e de 2% espécies, de Laguerre e Hermite. Uma secao é dedicada ao estudo dos
polinémios ortogonais de Jacobi no intervalo [0, 1], que é estendido posteriormente
para duas varidveis. Sao feitas, nesse capitulo, algumas demonstragoes importantes
para observarmos analogias entre algumas propriedades dos polinomios ortogonais

em uma variavel e em vérias varidveis. As referéncias utilizadas foram [2], [4], [6] e

[T0].

O terceiro e ultimo capitulo trata do objetivo deste trabalho: os polindmios
ortogonais em varias variaveis. Apresentamos algumas propriedades dos polinémios
ortogonais classicos cuja ortogonalidade estd definida em intervalos limitados
que estendem os conceitos de uma variavel para varias variaveis. Trabalhamos
especificamente com os polinomios ortogonais de Jacobi, Legendre e Gegenbauer.

Utilizamos, como referéncia, [2],[5] e [9].



CAPITULO

Conceltos Preliminares

Neste capitulo sao apresentados alguns tépicos de fundamental importancia para

o entendimento e o desenvolvimento dos capitulos posteriores.

Iniciamos com os conceitos de funcao Gama e de funcao Beta, muito tuteis
no desenvolvimento das propriedades das séries hipergeométricas, onde ¢é aplicado
também o simbolo de Pochhammer. Essas séries sao utilizadas na teoria de

polinomios ortogonais, pois podemos obté-los através delas.

Descrevemos, também, as definicoes e algumas propriedades das séries
hipergeométricas em varias varidveis, com as quais podemos também gerar
polinomios.

Por fim, abordamos alguns conceitos dos polindmios em varias variaveis. Os

assuntos abordados aqui sdo encontrados em [, 2, [ 6, [§].

1.1 Funcao Gama e funcao Beta

A func¢do Gama, denotada por I'(z), foi descoberta por Euler por volta de 1729 (veja [1])
no estudo do problema de estender o dominio da funcao fatorial. Ela foi inicialmente definida,

parax € Cex # —1, —2, ..., como

nln®1

['(z) = lim

n—oo  (x),

onde (z), =z(z+1)(x+2)---(x+n—-1),n=1,2,3,...¢e (z)y = 1.

13
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Euler mostrou que a funcao Gama pode ser dada pela integral

I'(z) = /000 t“le7'dt, Re(x) > 0. (1.1)

Por (|1.1) pode-se demonstrar a Proposicao a seguir.

Proposicao 1.1.1 Para Re(x) > 0,

I(z+1) =al(2).

Demonstracao: Temos de (1.1, ja que Re(z) > 0,

Iz+1) = /00 t e~ dt
= [(—e_t)tx]oo — /Ow(—e_t)xti_ldt

=0+ l’/ e " tdt = 2l (z).
0
0

Apesar de I'(z) nao estar definido para © = —1, —2, ..., é possivel mostrar a Proposicao
a seguir.
Proposic¢ao 1.1.2 Paran € 7,
1
L(=n)
Demonstracao: Pela Proposigao [1.1.1] temos

I(z) = ir(:p +1).

Assim, por (1.1)) temos que I'(1) = 1 e se x = 0, temos

r 1
lim I'(z) = lim Fae+1) = 0.
z—0 z—0 F(:p)
Dali,
['(-1)=—-=I'(0) — oo,
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1
['(—n)=—=I(—n+1) — oo, n— 0.
n
N 1
Logo, como I'(—n) — oo, para todo n € IN, entdo =) =0 O
—n
Defini¢ao 1.1.1 A func¢do Beta, B(x,y), € definida por
1
B(x,y) = / t" 1 (1 —t)y"'dt, Re(x),Re(y) > 0. (1.2)
0

Proposicao 1.1.3 A func¢ao Beta estd relacionada a funcao Gama da sequinte forma:

L(2)C(y)

B = Ty

Demonstracao: Sabemos que

I'2)(y) = /o smlesds/o tvletdt

o0 o0
= / / sty le st dsdt.
o Jo

Na integral acima, fazendo as mudangas de varidveis s = uv e t = (1 — u)v, obtemos

[ee) 1 0 1
/ / (wv)* (1 — w)]v e WY g dy dv = / v”y‘le‘”dv/ u” (1 — ) du
o Jo 0 0

= I'(z +y)B(z,y).

0

No decorrer deste trabalho sao utilizadas algumas propriedades de I'(z) e B(z,y). Suas

demonstragoes serao omitidas, mas podem ser encontradas em [I].

1.2 Simbolo de Pochhammer

O simbolo (a),, encontrado na definicdo dada por Euler para a funcao Gama, é o Simbolo

de Pochhammer, também chamado de fatorial deslocado. Sua definicao, para a € C, é

(a)ﬂ = 17

(@), =(a)(a+1)(a+2)---(a+n—-1), n=1,2,3,... (13)
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A partir dessa definicao, diversas propriedades podem ser obtidas. Mostramos algumas

a seguir.

Proposicao 1.2.1 A funcao Gama, para Re(z) > 0, e o simbolo de Pochhammer estao

relacionados por
Nxz+n
I'(z)

Demonstragao: Temos

IF'z+n) =@+n—-1)I(xr+n-1)
=@+n—-1)(z+n-2)(zx+n-—2)

:(x+n—.1)(:c+n—2)~~(:c+1)F(x—|—1)
=@x+n—-1)(x+n—-2)--(x+ 1)zl'(x)

= (2)nl'().
O
De , pode-se facilmente observar que
. (a)m
(a+m—1i); = (1.4)
(@)m—i
De fato,
(a+m—i);, = (a+m—i)la+m—i+1)---(a+m—i+i—1)
. . ala+1)---(a+m—i—1)
pu— —_ _— 1 .« .. j— 1
(a+m—i)a+m—i+1)---(a+m >a(a+1)---(a+m—i—1)
_ (@)m
(@)m—i
Também é facil verificar que
(—a)p = (—1)"(a—n+1),. (1.5)

De fato,

(—a), = (—a)(—a+1)---(—a+n-—1)
= (-D)"(a—n+14+n—-1)a—1)---(a—n+1)
= (-D)"(a—n+1),.
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1.3 Séries hipergeométricas

As séries hipergeométricas sao definidas por

apy...,0qp _ (al)j“'<ar)j ;
TFS( b, ..., b, ,93) =2 (b1); - (b)ygl (1.6)

Jj=0

onder,s € Zt, x € C, a;, b, € C,i=1,2,3,..r, k=1,2,3,...s e Re(by) > 0.

Considerando p o raio de convergéncia das séries hipergeométicas, em [I] encontra-se a

demonstracao de que
o0, Se r<s+1;

p=1+ 1, ser=s+1;
0, ser>s+1.

Muitas das funcoes especiais podem ser expressas em termos das séries hipergeométricas,

como, por exemplo, os polindmios ortogonais.

Quando r = s = 1, essas séries sao chamadas de funcoes de Kummer e quando r = 2 e

s = 1 sao chamadas de funcoes de Gauss. Utilizamos, também, a seguinte notacao:

a,b

Cc

2F1< ;x) = F(a,b;c;x).

Uma funcao hipergeométrica muito utilizada é

1F0< f ;:c) :g(%xﬂ —(1—2)° (1.7)

Essa série converge para |r| < 1. A dltima igualdade acima se dé pelo desenvolvimento em
série de Taylor.

Proposicao 1.3.1 Se para algum i, a; = —n, n € Z, a série hipergeométrica gera um
polinomio de graun em x.

Demonstracao: Ao desenvolvermos (—n);, obtemos

(=) = (=m)(=n+ D)(=n+2) -+ (cn+j = 1) = (1)
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Se j > n+1, entao (—n); = 0. Logo,

J
Algumas propriedades da funcao de Gauss
Lembramos que as funcoes de Gauss sao as séries hipergeométricas com r =2 e s = 1.
Propriedade 1.3.1 Para Re(c —b) > 0, Re(b) > 0 e |z| < 1, valem as igualdades a sequir.
1. Representacao integral de Fuler:
a,b I(c) !
F( o >:—/ 71— )1 — )t
SR A YO e
2. Formula de transformacao de Pfaff:
a,b a a,c—b x
2F1< ;IE>:(1—$) 2F1< ; )?
c c z—1
3. Formula de transformagao de Pfaff com a = —n:
—n,b —b —n,b
2F1( " ,LU) = (C )n2F1< " ,].—.l’)
c (©)n b+1—n-—c
Demonstracao:
e & @
1. Por (1.7, se |z| < 1, entao (1 — xt)™* = Z ' (xt)" e essa ¢ uma série convergente.
n!
n=0
Assim,

Tl /1 =11 — )11 — wt)dt

- r<b>1§(<?_ 7 = (3 B

n=0

F(C) - (a’)n n ! n+b—1 c—b—1
- F(b)F(C—b)Z nl /0 ! (1=1) at

n=0
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- L(e) i (a)"x”B(n +b,c—D)

_ ['(c) i (a)n ,I'(n+0b)I(c—0b)

L(0)l(c—b) = R e
- o
- S
- )

. Como F'(a,b;c;x) converge para |z| < 1, entao

2F1< a’cb ;:g) - m/(]ltb—l(l — )b — ) adt.

Fazendo a mudanca de variavel ¢t = 1 — u, obtemos

—F(b)g((?_ 5 /O 21— 1) (L — at) ot

— —F(b)?((cc)— ) /1 (1 —w)" '™ (1 — 2 + 2u) " (—du)

= (1_m)_a—F(cE(£))F(b)/o uc_b_l(l—u)b_1<1— (xil)u>adu
= a-omn(N )

. Em [I], no Teorema 2.3.2, é dada a seguinte relagao:

b b 1 —c,1+b—
2F1< “ ;1—$>:A2Fl<a7 §$)+B$1_C2F1< ramelt C§$>a
a+b+1—c c 2—c

(1.8)

onde
_Tla+b+1—-c)(1—c) B_F(c—l)F(a+b+1—C)

TTatrl—olbrl—¢ °© T(a)0(b) '
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Substituindo, na equagao ([1.8)), z por 1 —x e ¢ por a+ b+ 1 — ¢, temos

a,b I'(e)l'(¢c—a—Db) a,b
F( ;1—.:E> = F( ;1—3:)
A Pe=blc—a) > "\ atbt1-c
F'(a4+b—c)(c) — c+bc+a
L= a) R 1-z).
['(a)(b) ( ) “Nevr1-a—b’
- 1 -
Tomando a = —n, n € Z*, como, pela Proposicao [1.1.2] (=n) = 0 e, pela Proposicao
-n
r
1.2 (@), = %, concluimos a demonstragao.
a

1.4 Séries hipergeométricas em duas variaveis

Considerando duas fungoes de Gauss
Flo, Bivse) e F(d, 8575 y),

com parametros «,’, 3, 3,7, reais ou complexos e Re(y), Re(y') > 0. Ao efetuarmos o

produto entre elas, obtemos séries que dependem de x e y.

Segundo Appell e Kampé de Feriét [2], no trabalho de P. Appell “Sur les fonctions
hypergéométriques de deux variables”, de 1882, foram apresentadas todas as possibilidades

para o termo geral das séries duplas e foram definidos quatro tipos de séries, a saber,

/.. - - m+n (6,)71 m, n
Fl(a7ﬁyﬁ a’%xvy) - m;() m+nm‘n' )
By(e, 8,857, s2,y) = i (@)rmenlf (6/)"96%", (1.9)
0 (V)m(y)nm!n!
P o (@ @)(B)n(B)n
Fg(Oé,O[ 7/67/6 af)/ax7y) - mgzo (/y)m—’—nm'n' Ty,
Fi(e, 87,75 2,y) = > (Q>m+n(ﬁ)m+nivmy”~

0 (V)m(ﬁyl)nm!n!

m,n=

Utilizaremos a série Fy(o, 3, 8';7,7; z,y) na segao 3.2 sobre os polinémios de Jacobi em

duas varidveis. Essa série converge na regiao {(z,y);
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F(a,b;c;x), como

Fy(e, 8,857, s 0,0) = ) %F(a +m, 859 y)z"

1.5 Séries hipergeométricas em varias variaveis

Ao efetuarmos o produto de n fungoes de Gauss F(ay, fi;7i; i), 1 < i < n, geramos
séries que dependem de xy, ..., z,. De acordo com Appell e Kampé de Feriét [2], no trabalho
de M. Lauricella “Sulle funzioni ipergeometriche a piu variabili”, de 1893, estao descritos os

resultados referentes as seguintes séries

) (@) mytotmn, (B )my = (Br)m
FA(Oﬁﬁlv---76n;'717---,’7n;$1,.,,7xn) — 1 n nmml...x?n,
WZ:O (YDmy =+ (Vo)L om! 1

G (al)m1 tU (an)mn (ﬁl)ml T <5n)mn m1 Mn

FB(ala"'7an7/817"'7ﬁn;’y;xl7"'7xn) = Z (’}/) mal m.! Iy -
mi+-tmyp 11010t lin

m;=0
(1.10)
S (8)
FC<CV76;717"'77n;x17"'7xn) = Z m1+ il m14‘r~-+mn "73;”1"'3321”,
=0 (V) (W) mamal !
[e's)
. B . 5 .
FD(Oéaﬁlg-~-,ﬁn;7§x1,---;xn) _ Z m1+ +m ( 1)m1| ( n')m Z‘TI"'Z'ZL”,
mi—0 m1+‘..+mnm1. My

onde os parametros «,«;, 3, 3;,7,7 sdo reais ou complexos, com Re(7), Re(y;) > 0, para
i=1,2,...n

Para estudar os polindmios de Legendre e de Gegenbauer em varias variaveis, segoes 3.3 e
3.4, respectivamente, utilizaremos a série F(ay, ..., 00, B1,. .., Bn; V5 %1, . .., Ty), que converge
quando |z1| < 1, |z <1, ..., |z,] < 1.
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1.6 Polinomios em varias variaveis

Nesta se¢ao, daremos algumas defini¢coes que sao utilizadas na secao 3.1 na conceituagao

dos polindmios em varias variaveis.

Definigao 1.6.1 Seja o; € Z, i = 1,...,n. Um multi-indice o é dado pela n-upla
a=(ag,...,ap),
A norma de um multi-indice o €
la] = a1 + -+ + a,.

Defini¢ao 1.6.2 Sejam x = (x1,...,2,) € R™ e a um multi-indice. O monémio x* € definido
pelo produto

(e}

x* =zt ahn

n

onde x; sao as varidveis e |a| € o grau total do mondmio x*.

Definicao 1.6.3 Um polinomio P, em n varidveis é uma combinagao linear de monomios, ou

seja,
”w

PM(X) = Z Cocxaa

|ae]=0
onde cada coeficiente ¢, € uma constante que depende apenas de v e que pertence a um corpo
K (usualmente Q, R ou C) e u € o grau total do polinémio, definido como o maior grau total

dos monomios.

Definigao 1.6.4 P,(x) é um polinémio ménico se ele possui um tnico termo de maior grau

e, além disso, o coeficiente desse termo € 1.

Um exemplo de um polinomio monico de grau 4 nas variaveis x, y e z é
Py(z,y,2) = 2%* + 3zyz + o + 22.

Uma diferenca essencial entre polinomios em uma varidvel e em varias variaveis ¢ a falta
de uma ordem natural entre seus monomios. Em uma varidavel a ordem lexicografica é dada
pela sequéncia dos expoentes. Para os polinomios em varias variaveis, existem muitas opgoes de
ordens lexicograficas bem definidas. Neste trabalho, a ordem lexicografica usada é a seguinte:
x® < x? se |a| < |B] ou se |a| = || e a primeira componente nao-nula de o — 3 é positiva,

Ondea—ﬁ:(a1_617a2_527"'7an_ﬁn)'
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Nas variaveis x e y, por exemplo, a ordem dos monomios aqui utilizada é

3 2 2 3
y TY, XY, Y,

L oa, oy, 2% wy, P
Definigcao 1.6.5 Uma funcao f : A — R, com A C R", denomina-se homogénea de grau
k se f(try,toy,....tw,) = t*f(xy, 29, ..., 2,), para todo t > 0 e (v1,79,....,2,) € A, tal que
(twy,txy, ..., tx,) € A.

Assim, um polinomio é homogéneo se todos os seus monomios tém o mesmo grau total, ou
seja,
0
P,(x)= g CaX”.
lorl=p
Logo, todo polinomio pode ser escrito como uma combinacao linear de polinomios
homogéneos, ou seja,
o
(64
P,(x) = E g CaX”.
k=0 |a|=k

Um exemplo de um polinomio em 3 varidveis de grau 4 é
Py(z,y,2) =20+ 32 + zy + y° + 222 + y2° + 2.

Definigcao 1.6.6 Seja G um subconjunto aberto de R™. A func¢io f : G — R é harmoénica se
a sua primeira e sequnda derivadas parciais sao continuas e se satisfaz a equagdo de Laplace
0? 0?
Af =0, onde A =_—5+---+ 5 € o operador Laplaciano.
Oxy 0x2

Sao exemplos de polindmios harmonicos e homogéneos:

e em duas varidveis,

ﬁ
NS
i
—

=
®f |

-
;_

P.(z,y) = (_1>kcﬁkxu—2ky2k + Z (_1)k+105k+1xu_2k_1y2k+17

onde

e |A] é o maior inteiro menor ou igual a A.
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e em trés variaveis,

P3(x7 Y, Z)

P4('T7 Y, Z)

2+ P+ 2 = 22ty + 2%z + P+ YR + 2P+ 2Py) + Gayz,

ot oyt 2t =22ty + 2B oyt P+ 2B 4 2By

—3(x%y? + 2222 + y22?) + 12(2%yz + y?xz + 2Pay).
Y



CAPITULO

2

Polinomios Ortogonais na Reta Real

Neste capitulo, vamos abordar alguns conceitos relacionados aos polindmios
ortogonais em uma variavel, tais como a sua definicao, relacao de recorréncia de

trés termos, ortogonalidade e funcao geratriz.

Alguns desses polinémios sao denominados polinémios ortogonais cléssicos. De
acordo com Chihara [4], esses polinémios sao aqueles cuja funcao peso w(z) satisfaz

a uma equagao do “tipo Pearson”, dada por

onde p(z) é um polinémio de grau no maximo 2, com zeros reais e distintos. Assim,
os polindmios ortogonais cldssicos sao os polindomios ortogonais de Jacobi, incluindo
os casos especiais de Legendre, Gegenbauer, Chebyshev de 1* e 2% espécie, Laguerre
e Hermite. Tratamos com maior atencao dos polindmios ortogonais de Jacobi,
Legendre e Gegenbauer, pois apresentamos, no Capitulo 3, propriedades desses

polinomios em varias variaveis.

Algumas demonstracoes sao omitidas aqui, mas sao facilmente encontradas em

21, [, [6] e [10].
2.1 Sequencia de polinomios ortogonais

A seguir, apresentamos diversas definicbes que caracterizam os polindomios ortogonais e

algumas de suas principais propriedades.

25
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Defini¢ao 2.1.1 Chamamos fun¢do peso uma fun¢ao w(x) nao negativa, continua, nao

identicamente nula em (a,b) C R, tal que
b
/ 2"w(x)dr < oo, m=0,1,2,...

Dadas as fungoes f e g pertencentes ao conjunto das fungoes continuas em (a,b),

definimos o produto interno com relagao a fungao peso w(x) por

(r9) = [ Falglautoyds 1)

Definicao 2.1.2 Uma sequéncia de polinomios {P,(x)}>°_,, de grau exatamente m, €
denominada Sequéncia de Polindmios Ortogonais no intervalo (a,b) com respeito a fungdo

peso w(x), se

(P, Py) = /b P, (z)Py(x)w(z)dr =0, m#n, mn=0,1,2, ... (2.2)

Quando m = n na equagao (2.2)), pode-se obter o valor da norma do polinomio, ou seja,

b
1Pul2 = (P, P) = / P2 (@)w(@)ds = or,  m=0,1,2,... (2.3)

a

Equivalentemente, dado um polinomio 7(x) de grau menor que m, se

(P, m) = / P (x)n(z)w(x)dr = 0,

entao {P,,(z)}°_, é uma sequéncia de polinomios ortogonais no intervalo (a,b) com relagao a

fungao peso w(x).
Denotando
P, () = kpx™ + termos de graus inferiores, (2.4)
temos

e Se 0,, = 1 para todo m = 0,1,2,..., a sequéncia de polinomios é chamada ortonormal.

Se, além disso, K, > 0, o polindbmio é unicamente determinado.

e Se k,, = 1, o polinémio é denominado monico, também mantendo a unicidade.
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Utilizando a funcao Delta de Kronecker definida por

1, m=n
5mn — Y )
0, m# n.
a relacao de ortogonalidade ([2.2) junto com ([2.3)) pode ser escrita da seguinte forma:

b
/ Po(z) Py (z)w(x)dx = 6,0mn, m,n=0,1,2 ..

Existem varias formas de construir uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagao
ao produto interno (2.2)). Uma delas é o Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schimidt, que
consiste em, a partir de uma base em um espago vetorial, gerar uma nova base ortogonal.
Pode-se, por exemplo, tomar a base by = 2%, k = 0,1,2,..., e calcular Py(z), k = 0,1,2, ...,

polinomios moénicos. Para k= 1,2, 3, ...,, temos
Py(z) = 2F + apolo(x) + ax 1 Pr(z) + - 4+ a1 Pi1 (),

onde

(z¥, P))
Qi = — )
(R, R

e Po(x) =by = 1.

Pode-se obter uma sequéncia de polinomios ortogonais através do desenvolvimento de
uma funcdo em duas variaveis, g(x,t), denominada fungao geratriz, que possui uma expressao

em série de Taylor da forma

g(z,t) = Pu(a)t™

m=0

Uma sequécia de polindmios ortogonais satisfaz a uma relagao de recorrécia de trés

termos dada por

Pm—i—l(x) = (7m+1x - Bm+1)Pm(x) - O‘m+1Pm—1<I>> m 2> 0,

com PO(:E) = 1a P—l(x) = O, amaﬁma’Ym cRe

K1 (xPp, Pp)
m - 07 m = Tm+l T 5 Z 07
Tm+1 o # Bm+1 = Ym+1 <Pm7pm> m
¢ P, P
i1 = Tm+1 < ms m> 7£ O, m Z 1.

Ym <Pm—1a Pm—1>
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Observa-se que a relagao de recorréncia de trés termos também é uma forma de gerar os

polinomios ortogonais com relagao ao produto interno ([2.1J).

Uma das propriedades mais importantes dos polinomios ortogonais é que seus zeros sao
reais, distintos e pertencem ao intervalo (a, b). Além disso, dois polinomios consecutivos, B, ()
e P,_1(x), ndo tém zeros em comum e, entre dois zeros consecutivos de P, 1(z) existe somente

um zero de P, (x).

As afirmagoes citadas anteriormente estao demonstradas em [4] e [10].

2.2 Polinomios ortogonais de Jacobi

Os polinomios ortogonais de Jacobi, denotados por Pz’g (x), podem ser dados pela

formula de Rodrigues

Pty = Sl ) P - a1 25

Eles também podem ser obtidos pela seguinte fungao hipergeométrica:

(@+1),
m!

= o~ . 1—
Pif(a) = F(—mm+a+5+La+L—"). (2.6)
com&>—1e§>—1.

Considerando a funcao peso

@(x) = (1 — 2)%(1 + )P, (2.7)

com a > —1, B > —1ex € [—1,1], é possivel demonstrar que

P38 () PEP (2)(1— )% (1+2) de =

—— — Omn, (2.8)
1 2n+a+06+1 T(m+a+p5+1)m!

/1 204541 D(m+a+ DI(m+ B +1)

ou seja, os polinomios de Jacobi, definidos por (2.5) ou , sao ortogonais com relacao a

w(z) = (1 — 2)%(1 + z)” no intervalo [—1,1].
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Sua funcao geratriz é dada por

2&+E
R(14+R—t)31+ R+1)?

=N " PEA (), R=1- 2zt + 12

n=0

Para m > 0, com P2’ (z) = 1 e P%’(z) = 0, os polinomios Pg’g(x) satisfazem a seguinte

relagao de recorréncia de trés termos

5 2(m+ 1) (m+a+f+1 .
pPg(a) = S A AT IND) pad
Cm+a+p+1)(2m+a+F+2)
B2 _ 2 ~ 3 -
_ pe 2 _
— E} a — P2 () 4 N(mj—oz)(m tﬁ) = PP (2).

2m+a+B)@2m+a++2) 2m+a+B)2m+a+p+1)

Tomando y(z) = P;?L’E(x), observamos que PEL’E(m) satisfaz & equagao diferencial
ordinéria

(1 —a?)y" () +[B—a— @+ B +2)aly (@) +mim+a+ 5+ Dy(x)=0.  (2.9)

2.2.1 Polinomios ortogonais de Jacobi no intervalo [0,1]

1
na funcao peso 1} com

x € [—1,1] et € [0,1]. Deste modo, obtemos w(t) = 2a+,§<1 — t)atg e, entao, (1 — t)atg é uma

funcao peso definida em [0, 1].

Vamos, agora, aplicar a mudanca de varidveis ¢ =

Para utilizar a notacao dada em [2], tomamos @« = a — 7, § = v —1et = x. Logo,

e
os polindmios ortogonais de Jacobi P%~77~1(z) tém como funcio peso w(x) = (1 —x)* 72771,
com z € [0,1].

Seguindo a notacao de [2], consideremos os seguintes polinomios

(=1)™m!
(V)m

Esses sao os polinémios ortogonais de Jacobi no intervalo [0, 1], denotados por J,,,(c, 7, z), cuja

Tl 7,7) = PE (@), (2.10)

relagao de ortogonalidade é dada por

1
/ T, v, 2) I, v, 2)2" (1 — 2)* "de =0,  m #n.
0
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Fazendo as mesmas mudangas de varidveis e de parametros nas propriedades dos
polinémios ortogonais de Jacobi no intervalo [—1, 1], mostra-se que os polinémios J,,(«, v, x)

satisfazem as propriedades a seguir.

Propriedade 2.2.1 (Férmula de Rodrigues) Para m > 0, temos

71— x)Tm am

(V)m dz™

Demonstracao: Fazendo, em 1} as mudancas a =a —y, f=v—1ex =2t — 1, temos

I (e, v, ) = [T (1 — p)> ) (2.11)

Pt (1)
— (_l)m(1 — 2t 4+ 1)t (142t — 1)1 " [(1—2t + 1)*7H™(1 4 2¢ — 1)7Hm )
2mm| omtm
(_1)m —a+ 1— dm — —
= 2 — 28tV (2) 2 — o) vHm (gp)ytm—1
gy (27 20)7(20) (2 - 260 27

a—y+m o9y+m—1 Jm
2 2 d

1 — ) vrmgytm=1y
g g1 = 1) )

(_ 1')m 27a+77'y+1 (1 . t)faJr’ytlf’y
m:

Portanto,
(_1)m 1— —a+ypl—y d" y+m—1 1 — a—vy+m 2.12
i (L (R ] (212)

Substituindo ¢ por z em (2.12)) e usando (2.10)), obtemos

Pa(e) =

(_1)mm!Pa—7,7—l<x> _ xli’y(l — "E)’yia d™

Jm(Oé, e ZL’) - W — (,y)m drm [x'y—i-m— (1 - x)a—'y—i—m]'

Propriedade 2.2.2 (Representagcdo por fun¢do hipergeométrica) O polinomio ortogonal

Im (e, v, x) também € dado por

Jm(Oé?77x) = F<_m705 + m;’y;:c). (213>

1 —
Demonstracao: Como 5 o1 t, por 1} temos

(=741

‘ F(—-mm+a—v+y—14+La—y+1;1—1t)
m!

e (1) =
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e consequentemente,

_ 1.
PO () = MF’(—WZ,W—F ara—y+1;1—1).
m!
Logo,
(CUmmd (=Dl (= D
I, v, @) = ————F """ (z) = F(—m,m+o,a—vy+1;1—2).
=, A C T )

Pela férmula de Transformacao de Pfaff dada no item 3 da Propriedade [I.3.1]

F(—m,b;c;z) :%F(—m,b;bjtl—m—c;l—x). (2.14)

Fazendo, na féormula ([2.14)), as substituicoes b = o + m e ¢ = 7, segue que

(y—a—m)n

F(-m,m+ao,a—vy+1;1—x).
(V)m

F(—m,a+m;vy;x) =

Como (y —a —m), = (—=1)"(a — v + 1), obtemos

(@ =7+ DpF(=m,m+a;a—y+ 11 -1),

Portanto,

U
Propriedade 2.2.3 (Equacdo diferencial ordindria) Para y(x) = Jn (o, 7, x), temos
(1= 0) Ty + by ot D] L) 4 m(at mpyta) = 0 215
x z)=5y(@) +[v = (a z]7y(@) +m(a +m)y(z) = 0. :

Demonstracao: Na equacao diferencial (2.9)), ou seja, em

2

(1 =) gyo) + [F -G~ @+ 5+ 2)91;]6%@,(@ tm(m+a+ B+ Dyle) =0

fazendo as mudancas

x=2t—1, a=a—7v e [=v-—1,

obtemos )
S3(0) 2y — (0 + DS y(1) + mlm + a)y(t) = 0.

4t(1 — ¢t
( ) 2dt
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Logo, a equacao diferencial

2

11— 1) u(0) + by — ot D So(0) + mia 4+ m)y(t) = 0.

at”’
tem como solugao y(z) = Pg’g(ac) e, sendo J,,(a,7y,z) um multiplo de P¢77!(z), entao
I (e, v, x) é solucao de (2.15)). O

Para a analogia ser observada no Capitulo 3, faremos explicitamente a prova da relacao
de ortogonalidade de J,,,(«, 7, x).

Propriedade 2.2.4 (Relagao de ortogonalidade) Para o > —1 e v > 0, temos

(S, In) = /0 T, v, 2) (a0, y, ) (1 — ) V27 e = 5mnr(v>FF<(Z )+( cyl);&;fﬁ ; i 2— my))mmg

Demonstracao: Primeiramente, vamos considerar, sem perda de generalidade, m < n. Por

E11), temos

(Joms In) :/ e Jo(o, v, 2)(1 — 2)* 727 da
0
lf'y _ y—a Jn
_ / Jm(a ((1 : z) D1 = (1 2
Vn "

= o [ e (4
(7)71 0 P dam

Dai, integrando a ultima igualdade n vezes por partes,

_(_1)n i a, v, )] [z N1 = )T de
Ui ) = [ (ool (1 = a7,

n

Como d—Jm(oz,% x) = 0, concluimos que
xn

1
/ I, 7y, 2) (v, 2) (1 — 2)* 727 de =0,  m #n.
0

Agora, se n =m
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Por ([1.2) e pela Proposigao [1.1.3]

_ymar o T ematm =+ 1)
Ui I =205 @ e
De (2.4)), temos
qm B (=D mli(a+m)y,
ch:_m[t]m(m%'x)] - '%mm! - (7)m '

Pela Proposicao [1.2.1], obtemos

(=)™ (=1)™ml(a+m), D(y + m)I'(a+m — v+ 1)

(Jins Jm) = (V)m (V)m I(a+2m+1)

m! (o4 m)m(ml(V)(@ =7+ Dml(a =7+ 1)
(V)m (Vm(@ +2m)(a +m)nl(a +m)

FyMa+1—=9)(a+1—=75),m!
Fl@)(@)m(Vm(a+2m)

2.2.2 Polinomios ortogonais de Legendre

Os polinomios ortogonais de Legendre, V,(z), sdo um caso especial dos polinémios

ortogonais de Jacobi, onde a = 5 = 0. Sao definidos pela férmula de Rodrigues por

(=1)™ d™
2mm! dx™

Vin(z) = (1 — 2%)™]. (2.16)

De (2.6 conclui-se que

1 —
Vin () :ngo(x) :F<—m,m—|—1;1; 5 :1:)

Como a = 8 = 0, os polinémios V;,, sdo ortogonais com relagao a fungao peso w(zx) = 1,

x € [—1,1], ou seja,

1
2
Vi () Vo (2)de = ———6mn-
[ Vol Walorts = 5=
A relacao de recorréncia de trés termos é dada por
2m —1 m—1
Vin(x) = - xVp_1(z) — o m—a(x), m>1 (2.17)
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Os polinémios V,,(z) satisfazem & seguinte equacao diferencial
(1 — 22y (x) — 229/ () + m(m + 1)y(z) = 0.
Demonstramos, a seguir, algumas propriedades dos polinomios de Legendre.

Propriedade 2.2.5 A funcdo geratriz de V,,(x) é

VI—2zt +£2 Z Vi (2.18)

com [t| <1elx| <1.

Demonstragao: Na relagao de recorréncia (2.17), multiplicando ambos os lados por ™! e

fazendo o somatorio para m = 1,2, 3, ..., obtemos

itm : —2xZ< )tm W i D W (). (2.19)

m=1 m=1
Seja
pt) = Vo(a) + Vi(@)t + Va(a)t® + ... = Y 1"V ().
m=0
Logo,
dp(t
—ng):ﬁ(t):”( ) + 2Va(x thm W
Note que
> (m= )" Vinale) =D (m = D Vo Ztm TN
m=1 m=1
=t mt™ Vo (z) + = t"V,.(x
n;] (2) + 5 n;) ()
- 1
=1p'(t) +§p(t)
€ o oo o
D (m = Dt Woa(z) =Y (m = 2" WVoa(x) + Y " Vo ()
m=1 m=1 m=1

=1 i mt™ WV, (z) +t i t"Vin () = 29 (1) + tp(t).

Agora, reescrevendo em termos de p(t) e p/(t), obtemos
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() = 2 500) + 17/ (1)] — [ () + 13(0)]
i (0 0 0
ri) _ o (1 PO P (1)
FOI [2“5@)] & 50 +1]
Logo, .
]ltt))[l—thﬁLﬂ] =x—t
’ Py a—t

p(t) 1 — 2wt +t2

Observando que p(0) = Vp(x) = 1 e integrando a ultima igualdade acima de 0 a ¢, temos

t ~7 t _
[P = [
o p(v) o 1—2zv 402

e, assim,
(F(t)] = —% In(1 — 20t + £2) = In(1 — 22t + £2)4.
Logo,
Pt) =
V1 —2xt + 2
e, portanto,

V1- 2:Bt+t2 mz
O

Propriedade 2.2.6 (Representagdo por fungdo hipergeométrica) Os polinomios ortogonais de

Legendre também sao dados por

Iy o™ m 1—-—m 1 1
o) =n() Zop(_mdmm 1y
_ (z) mm! 2 9 g e
Demonstragao: Sabemos, de (2.18]), que

o0

> V() = (1 - 2tx +17) 73,

m=0

Usando a relagao (veja (1.7)),

a identidade
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e as relagoes
m—1i ()\ +m— Z)z’
(—m)a ( m) (1 —m)
2% 2/ 2 )¢
_ (=1)'m!
=mi = =
(=m)a = (—m)i(—=m +1i);,
(a—i)i = (=1)'(-a+1),
1 1
(G+m=i), = V(5-m),
que sao obtidas de ((1.4)) e (1.5)), temos
2\—1 - (% J 2\j
1=tz =) = ) 222z —17)
— !
j
| § Gy Cuemy ey
& G-
LSSy b2
== il(y —a)!
00 5] 1 _{)igm—2i pm—2i
o Ztm (3)m—i(—1) z
N V(m — 27)!
— il(m — 2iq)!
A 1ltima igualdade se da devido a mudanca de varidveis 7 = m — i. Assim,
itmv ( ) = i tm L%J (%)m—z<_1>i2m_2ixm_2i
m\®) = il(m — 2i)!
m=0 m=0 =0
e
5] 1 iom—2i,.m—2i L5 ]
(3)m—i(=1)2" "z 1 (=1
Vinla) =Y 22 = (5) 2" (220
(z) — il(m — 24)! 2)m” " ; il(m — 22’)!(% +m —1i);(2z)% ( )
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Por outro lado,

1 m1l-—m 1 1 1 o= (—2)i(52);
—F<——,—;—— ;—) =)y 2722
m! 2' 2 2 m! Z (3 — m)ila?

(CDmi-im—1) 1
(m —i)l(m — 2i)!m!(5 — m); ilx%2%

(=1)’

il(m = 20)1(3 +m —);(22)%

o

1=

Por (2.20)) e pela tultima igualdade, concluimos a demonstragao. O

2.2.3 Polinomios ortogonais de Gegenbauer

Os polinémios ortogonais de Gegenbauer, denotados por G2 (), sao um caso especial

dos polinémios ortogonais de Jacobi, onde o = 5 =\— 3 e sao dados por

)m %,
—1Pm =
( 3)m m!

2A 11—
Gﬁl(m): )f—i- F(—m,m—i—2/\;/\—|—§; 2$>,

1
com A > —3 No caso em que A = 0, temos os polinomios ortogonais de Chebyshev de 1?
espécie, que serao definidos na préxima secao. Os polinomios G (x) podem ser dados pela
formula de Rodrigues
(=)™ 2N, d™

(1-— xZ)A—%Gi‘n(:B) = O D)2l dom [(1— xZ)A+m_%] (2.21)

1
e s@o ortogonais com relac¢ao a func¢ao peso w(z) = (1 — a:g)’\_%, A > ez € [-1,1],

onde
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1 G ()G () (1 — ) 2de = TV 1 N )ml™

/1 72120 (m + 2))

Sua fungao geratriz é dada por

(1 — 2wt +1*) = f: G (x)t™ (2.22)

A partir da fungdo geratriz, pode-se escrever os polinomios ortogonais de Gegenbauer

como a seguinte fungao hipergeométrica:

) = 2N o F (=T Iomy A_m;i)

" m! 27 2 x?

Esta igualdade pode ser demonstrada de modo anédlogo a demonstracao da Propriedade [2.2.6,

Os polinémios G () satisfazem & relagao de recorréncia de trés termos
(m+1)Gpq(x) = =2(m + N)aGp (z) + (m + 2\ — 1)Gp,_i(z), m >0,
com Gj(x) =1e G* (z) = 0.
Além disso, G7 () é solucio da equacio diferencial ordindria
(1 —22)y"(x) — 2\ + Day'(x) + m(m + 2\)y(z) = 0.

2.2.4 Polinoémios ortogonais de Chebyshev de 1* e de 2% espécies

Os polinomios ortogonais de Chebyshev de 1? espécie, T,,(z), também sdo um caso

especial dos polinomios de Jacobi, onde a@ = E =3 A férmula de Rodrigues de T),,(z) é
1 (_1)m d™ m—2i

11
Por 1} T (z) é dado em termos dos polinomios Py, ?" 2(x) por

1
P
1 _ 1
P2 (1)

To(z) =
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-

Sendo a funcio peso w(z) = (1 — 2?)~2, com z € [—1,1], a relagdo de ortogonalidade ¢é

dada por:

e Sem # 0,

e Sem =0,

A fungao geratriz de T,,,(x) é

1 —uat s
T
1—2xt+12 Z

m=0
Para m > 1, com Ty(z) = 1 e Ti(z) = z, os polindomios T,,(z) satisfazem a relagao de

recorréncia
20T () = T () + Toea (7).

O polinomio T,,(z) é solu¢ao da seguinte equacao diferencial ordinédria

(1 —2?)y"(z) — 2y (x) +m?y(z) = 0.

Os polinoémios ortogonais de Chebyshev de 2% espécie, denotados por U,,(x), sao um caso

especial dos polindomios ortogonais de Jacobi, onde o = B = %, dados por

P -
Un(z) = 22 12) :(m+1)F<—m,m+2;§; “).
P22(1) 2 2
Sua férmula de Rodrigues é
1 1 ™ dm
V) = (1 — o2y PE DDy oy

e satisfazem a relacao de ortogonalidade, dada por

N

/_ U (2)Un(2)(1 — 22)2da = g(smn.

1
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Param > 1, com Up(z) = 1 e Uy () = 2z, esses polindmios satisfazem seguinte a rela¢ao
de recorréncia

20U () = Upy1 () + Upp—1 ().

A funcao geratriz é dada por

Un(x
1—2xt+t2 ZO

Un(x) é solucao da equagao diferencial ordindria

(1 —a?)y"(x) — 3zy/ (x) +m(m + 2)y(z) = 0.
2.3 Polinomios ortogonais de Laguerre

Os polinomios ortogonais de Laguerre, L% (z), sdo definidos, pela férmula de Rodrigues,
por
1 dm

e gL (z) = p— dxm(e_”x"”a).

Eles podem ser dados pela seguinte fungao hipergeométrica:

1), _
m! a+1

T 0

Esses polinomios sao ortogonais com relagao a fungao peso w(z) = e *z%, com o > —1

ez € [0,00), onde

L(m+a+1)

e L) () L) (n)d =5
| e @ @ - =

Para m > 1, com L(()O‘) (r)=1e L§“) () = a+ 1 — z, os polinomios L (x) satisfazem a

relacao de recorréncia

(m+ 1)L, () = @m+a+1—2)L&(2) — (m+ )L (2).
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A funcao geratriz é dada por

Tomando y(z) = L )(ZL‘), temos que L (x) satisfaz a equagao diferencial ordinaria

zy’(z) + (e + 1 — 2)y'(z) + my(z) = 0.

2.4 Polinomios ortogonais de Hermite

Os polinomios ortogonais de Hermite, H,,(x), sdo definidos pela seguinte fungao

hipergeométrica:

Hm(x):(Qx)m2F0< 27 ;——).

—_ 2

Eles também sao dados pela férmula de Rodrigues

22 dm 2

H,(x)=(=1)"e T (e™™).

22

Sendo a fungao peso w(x) =e™*", com x € (—00,0), a relagdo de ortogonalidade é

/ ¢ Hy(2)Hp (2)dx = 2"n!/T6 .

(e 9]

Sua fungao geratriz é dada por

2 o~ H,
P2t _ Z ($>tm

Para m > 1, com Hy(x) = 1 e Hi(z) = 2z, temos que os polinémios H,,(x) satisfazem a

seguinte relacao de recorréncia

Hyii(x) = 22H,, () — 2mH,_1(x).

Além disso, H,,(x) é solugao da equagao diferencial ordindria

y"(x) = 2zy'(z) + 2my(z) = 0.



CAPITULO

3

Polinomios Ortogonais em Varias Variaveis

Neste capitulo, chegamos ao objetivo do trabalho, ou seja, a generalizacao de
propriedades dos polinomios ortogonais em uma variavel para o caso de varias
variaveis.

Tendo como referéncia o livro [2], mostramos algumas propriedades dos
polindmios ortogonais de Jacobi em duas variaveis e dos polinomios ortogonais de

Legendre e de Gegenbauer em vérias varidveis. Utilizamos, também, os textos [5] e
9.

Os polinomios ortogonais de Jacobi, definidos em ([2.11f), cujo intervalo de
ortogonalidade ¢ [0, 1], sao estendidos para duas varidveis na regiao T2 = {(x,y) €
R"; x>0, y>0, 1—x—y >0}, ouseja, no triangulo com vértices em (0,0),

(0,1) e (1,0).

Os polinomios ortogonais de Legendre e de Gegenbauer, dados, respectivamente,

em (2.16) e (2.21), s@o ortogonais no intervalo [—1,1]. Em n varidveis, esses

polinoémios sao ortogonais na bola unitaria, denotada por B", definida por B" =
{(21,.zp) ER"; 1 — 22—+ — 22 >0}

3.1 Introducao

Seja (-,-) um produto interno definido no espago dos polinémios em x € R"™ com
coeficientes reais ou complexos. Dois polinomios P e Q sdo ortogonais com respeito a um

produto interno se (P, Q) = 0. O polinomio P é chamado ortogonal, se ele é ortogonal a todo

42



3.1 Introducao 43

o polinomio de grau total menor, ou seja,

P,Q)=0, V QJ grau(Q) < grau(P).

Uma fungao W (x), nao negativa num dado dominio 2 C R"™, é denominada fungao peso

se ela é integrdavel em (), nao identicamente nula e
0< / W(x)dx < o0.
Q

Um sistema de polinémios {P,(x)} é ortogonal numa regiao 2 C R", com relagao a fungao

peso W (x), se
PP = [ PUOPL W)X =0, s

Um sistema de polindmios ortogonais é chamado ortonormal se (P,,P,) =1 e ele é monico
se
P,(x) = X" + R, 1(x), Jal =, grau(R, ) < p—1,

lembrando que a = (v, ..., ), |a| =1 + -+ + ap, x = (21, ..., x,) E R ex* =2 -+ @

3Q
3

Exemplos de polinomios ortogonais em vérias variaveis podem ser obtidos pelo produto
tensor, com o qual geramos um polinomio em n varidveis de grau p, P,(x), através de n
polinémios ortogonais em uma varidvel. Considerando w? (), para 1 < k < n, n funcdes peso
definidas em (ag,,bg,) C R, sejam {PP} as sequéncias dos polindmios em uma varidvel com

relacao a funcao peso w? (z;), respectivamente. Definimos o polindmio em n varidveis como
P, (x) = P2 (1) P (x3) - P (x),

com grau total = a; + - - - + a,, que é ortogonal com relacao a funcao peso
W(x) = w (z))w?(25) - - - w (2,)

no dominio
Q= (aﬁubﬂl) X (a527b52) X X (aﬁmbﬁn)'

Quando n = 2 e o dominio ©Q = (ag,, bs,) X (as,,bg, ), os polinémios ortogonais sao chamados

de polinémios ortogonais no quadrado.

Outro método para gerar polinémios ortogonais em duas varidveis foi dado por

Koornwinder em [7]. Neste método, os polinomios sao utilizados de forma vetorial.
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Existem também duas regioes limitadas que sao dominios de fungoes pesos de polinémios

ortogonais em varias variaveis. Uma delas é a regiao
n n.
" ={(x1,-+ ,2n) €R"; 21 >0, 2, >0, 1 =2y —29 — - - — x,, > 0},

denominada simplex. Os polinomios ortogonais em 7™ sao ortogonais com relacao a funcao

peso
Vl_% Vn_% v +1—l ]‘
W)=z, 2--x *(1—mzqg —- - — )72, VZ'>—§.
Outra regiao é a bola unitaria
B"={(xy, -+ ,1,) €ER™ 1 —a3 —a5— - — a2 > 0}.

A funcao peso dos polinémios ortogonais na bola é dada por

1 1
W(x)=(1—af - —z,)"7%, v> —g5 X = (21, 20) € B

Nas préximas segoes, abordaremos alguns desses exemplos seguindo as idéias do livro de
Appell e Kampé de Feriét [2].

3.2 Polinomios ortogonais de Jacobi em duas varidveis

Seja a funcdo hipergeométrica F, definida como em ([1.9)), isto é,

Fy(a, 8, 857,75 2,y) = ) (Oz)v”;‘z(j))p;fﬂ)qﬂy?

p,q=0

Quando nao houver duvida, sera denotada por Fy. Utilizando F; pode-se generalizar os
resultados sobre os polindémios ortogonais de Jacobi em uma varidvel no intervalo [0, 1].
Considerando a funcao, similar a formula de Rodrigues,

Ty grn

Jmn s I ,7 ) = 11— - e
ala, 7,7, 7,y) ( O ) 9Oy

Nm(Y) 277y (] — g — )T ]

(3.1)
vamos mostrar que este ¢ um polinomio de grau total m+n em z e y e, também, é representada

pela funcao hipergeométrica Fs.
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Proposicao 3.2.1 Os polinomios J, (o, 7,7, x,y) sio dados pela fun¢io hipergeométrica F,

para m,n > 0, por

T Y
Jmn [ ,7 3 =l—-z- m+nF< '—a— —-n,—m,—n;7, /; 9 >
ala,y, 7 zy) =Q—z—y)" " F(v+y —a—m—n,—m (N A vy Sy
(3.2)
Demonstracao: Considere a regra de Leibnitz para calcular a n-ésima derivada em duas
variaveis
gmn b+
Famgy @ W )] =
p=m, g=n — —
_ _ gm—r o4 ap-i—q
-1 p+q( m);l?( n)q a+m b+n hc-i—m—i—n ]
D e U ) g 4 ) i T )
Aplicando esta regra em ({3.1]), obtemos
am+n / /
5 3 [a:'y-l-m—ly'y +n—1(1 —r— y)a+m+n—’y—'y] —
xm yn
BN q:n(_l)l’+q(_m)p(_n)q omr (x’Yerfl) o1 ( 7/+n,1) ot ((1 —r— y)a+m+n*”yf7/)_
= p! q! Qx™m—P oyn—1 OxPOy1
(3.3)
Como
omr - - (V-
y+m—1y _ y=14+p _ m y—1+p
b axm_p (.flf ) (F}/)mfpx (V)px )
a1, / (V) 1
. (") = ( )ngy? T = Ty T
dyn~1 ! (Y)q
ap+q / !
L R e A O

de (3.3)), segue que

p=m, q=n

Z (=m)p(=n)g (V)m x’y—l—&-pw

Y et mA =y = ) (L — @ — gyt e

= p! ¢! ()p ()
_ pzrgzr";’y_lyv’_l(l x y)a+m+n—v—v’ (=m)p(=1)q(V)m (V) (Y47 —a=m—n) o
— T o ) ) |
SEIONCI PP (g 4y — 1)pHa
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Dai, por (3.1,

Y (g

(V)m(Y)n

(0,7, 2, y) =

e =L (] — g — )t n—”/—w’(_m)p(_n>q(7)m(7/)n
D DRt 2 Pl (7)p(7)q

p,q=0
aPyd
€T + y — 1)p+q

><(7+7’—a—m—n)p+q(

- (-2 —y)mz (7 —a @%@;L‘i(_m)p(_")q () ()’

r+y—1o+y—1

= (l—a—y)""EMH+y —a—m—n,—m,—n;v,7;

Ao desenvolvermos a funcao hipergeométrica F, acima, os termos a partir de p=me q¢=n

sao nulos. Assim, concluimos que (3.2)) gera um polinémio de grau total m + n. O

Os polinomios J,,, , sdo uma generalizacao dos polinémios J,,, pois, ao aplicar em ([2.13))
a seguinte Férmula de transformacao de Pfaff, dada no item 2 da Propriedade [I.3.1}

F(—n7a+n;7;l’)=(1—$)"F<—n,7—a—n;% - 1>,
x_

obtemos

(0, 7y, ) = (1—ﬂf)mF<7—a—m, i — 1)'
x_

Comparando a expressdo acima com (3.2), vemos que os polinomios J,,, sio
representados pela funcao F; da mesma maneira que os polinémios J,, sao representados pela
fungao de Gauss F. Além disso, a expressao (3.1) é uma generalizacao da férmula de Rodrigues
dada em ([2.11]).

Exemplo 3.2.1 Polinomios J,, , de grau total 0, 1 e 2:

e Grau total 0: m =n =0,

JO,O(aa 7, 7,7 x, y) = 1.
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e Grau total1: m=0en=1oum=1en=0,

JLO(OQPY?’YC l’,y) =14 -———x—y;

JO,l(a7777,7$7y) =1- T+

o Grau total2: m=2en=0oum=1en=1oum=0 oun=2,

2(y —a—2)
gl

Jz,o(aa%Vl»xa?/) =1 + Tr— 2y
{(7+7’—a—2)[(7+’7’—a—1)—2(7+1)]+7(7+1)}x2
Y(y+1)

/_ _2_ _ /_2_ +2_/
(v —~ a)x+(7 'yl a)y+(a 7)$2
v v v
a+2— +9 —a—-D[(v+vY —a—-1)—y—=+]+ 2y
+( 2 7)y2+{(v ¥ )y VW )—7—7] VV}W;

+ -2 vy + 9%

(Y —a-2)
Y

Jl,l(a7777/7x7y) =1 +

(27 — 2a — 4)

/

(@ —~v+2)
,y/
+{(7’+1)[7’+2(04—7—7’+2)]+(v+7’—a—2)(v+7’—a—1)} 9

ye.
Y (v +1)

J0,2(a7777/ax7y): 1—2ZE+ y+l’2+2 Ty

3.2.1 Ortogonalidade

A seguir, demonstraremos que os polinomios J, ,, sao ortogonais com respeito a funcao
peso
— 11 a—y—'
W(z,y) ="y (1-z—y) :

com Re(y) > 0, Re(y') > 0, Re(a+1—~—7') > 0, naregiao T", que em duas varidveis é dada
por
T2={(z,y) eR?; 2>0, y>0, 1—z—y >0}

ou seja, sdo polinémios ortogonais no triangulo com vértices em (0,0), (0,1) e (1,0).
Primeiramente, vamos provar que os polinomios .J,, , sao ortogonais a todo polinoémio de

grau total menor que m + n, com relacdo a funcio peso W (z,y) = 27 1y "1 —z —y)* 77,

no simplex.

Proposicao 3.2.2 Seja P(z,y) um polinémio qualquer de grau inferior a m +n. Entao, para
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{(z,y) eR?; 2>0, y>0, 1—x—y>0} e Re(y) >0,Re(y) >0,Re(a+1—v—7+)>0,
temos

/ / Tran(as 37 2, 9)P (@ )27 7 (1 — & — )27 dady = 0. (3.4)

Demonstracao: Substituindo, em (3.4)), J;,,», pela expressao dada em (3.1)), temos

! _/ / Tmn(0, 7,72, y) P2, y)2" " " (1 — 2 — y)* " dydx

' Wyl v Y o y=l4m, v =14n/q1 _ . Na—y—'+m+n
1 ) YT [« y (I-z—-y) ]
X P(x,y)z"~ 1y 1=z —y)* "V dyde

1—z m
/ / 37 y may [ y— 1+my —1+n(1 _x_y)a—'y—'y’-i-m-i-n]dydx'

Vamos utilizar 1ntegragao por partes. Tomemos

v(z,y) = P(r,y)

€

ou(x,y gmtn A —1am A

f?y >:axmaynw Py TR (1 — g — )T,
Logo,
Ov(z,y) _ OP(z,y)
dy Ay
€
am-i-n—l dm A —14n a—~r—~'+m+n

u(z,y) = W[W y’ (I—z—y)* 77 J.

Mas,
am+n71 —14+m, v —1+n a—y—v'+m+ y=l-e
dumgy Y ey PG y)| =0,

Assim,

—1 1 1= 8P Z, 8m+n_1 14m A~ —14n —~—~ Lmn

Integrando novamente por partes m + n — 1 vezes, obtemos

1 1—x
/ / Ty, 7 2 y) P, y)e " (1 — 2 — ) dyde
0 0

y amtr —1+ "—14n a—y—v'+m+n
e [z Ty (1 - — )T Jdydx
T oy"
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m-+n

(cpymn /1 /1_1 yvimyyvin(y g gyertmin O o e (35)
_ (,Y)m(,y,)n i i T Y xT Yy 8Im8yn yy)layarx. .

Como P(z,y) é um polinémio de grau menor que m + n, temos

8m+n
P =0
Ox™ Oy (z.9)
Portanto, (3.5 se anula, ou seja, vale (3.4)). O

Agora, provaremos a relacao de ortogonalidade entre J,, ,, € Jy, s com respeito a funcao
peso W(z,y) = 279" "1 (1 —z — y)*~7, na regido {(z,y);2 >0, y >0, 1—x—y >0},
com Re(y) >0, Re(y') >0e Re(a+1—~v—7") > 0.

Proposicao 3.2.3 Para m,n,m’,n’ > 0 e Re(vy) > 0, Re(y') > 0, Re(a +1—~ —~') > 0,

temos que

1 1—x
/ / Jm’,n’<a7f}/af}/7m7y)Jm,n(a777f}/7‘r7y)'r’y*lyyil(l ! y)Ol*’Y*VIdydx
0 0

nula sem+n#m'+n'. Sem-+n=m'+n', entdo a integral acima é dada por
)

(NI )(a+m+n+1—v—19") (—1ymn omm
I'a+2m+2n+1) dxmoy™

[Jm',n’(au v, 7/7 z, y)]

Demonstracao: Em (3.4)), vamos substituir P(z,y) por Juv . (a,v,7',2,y). Como m + n #

m’ + n’, podemos supor, sem perda de generalidade, que m +n > m’ +n’. Assim,
8m+n

—Jm’n’ s ) /7 5 = 0.
Oxmay”[ RN

Logo, para m +n # m' +n/,

1 1—x
/ / Tt (07,7 s 2, Y) T (@, 7,7y 2, 9) 2"y N1 — 2 — ) dydw = 0.
0 0

m-+n
Por outro lado, se m +n = m’ + n/, temos que —————[J . (a, 7,7, z,7)] é uma constante.
q K

ox™oy"
Dai, por (3.5)),
1 1—x , ,
/ / Tt (€Y 2, Y) T (v, Y s 2, 9) 2"y N — 2 — )V dyda
o Jo

— (_1>m+n a’m—H’b [J , /(CY y ,.)// T y)] /1 /1_:0 x’Y—l-i-my’Yl—l-i-n(l —r— y)Oé—’Y_"//-i-m-‘rndydx'
(Vm () Oy =720 T g g
Yy—x

Utilizando a definicao de funcao Beta 1D e fazendo, na integral acima, a mudanca t = ] ,
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pode-se observar que

| ey iy = a0 Bl p) = (1)

Assim, podemos escrever

(_1>m+n 8m+n
(V) () OxmIy™

1 11—z
[T (0, 7,7 x,y)]/ / P IEmy Y I (] g gyamy=yHmen gy
0o Jo
1 1

= e By [ [y
(V)m () Qzmdyn =" T 0 0

_ (_1)m+n am—i—n [J ) /(Oé ~ ,7/ T y)] /1 my—l—&-m(l _:E)(a+m+2n—7+1—1)
(V)m (Y )n Qzmayn =" TR
MNa+m+n—vy—++1DI'(Y +n)
MNa4+m+2n—vy+1)
—1 m-+n 8m+n I A~ A nr /
_ =D (s, ) LM =7 =+ DI +7)
(V) (Y )n OzmOy™ " Dla+m+2n—~v+1)
XF(7+m)F(04+m+2n—’y+ 1)
I'(y+2m+2n—vy+1) '

dz

I'(y+m)
I'(v)
Fla+m+n—y—++DIH +n)(y+m)
L(y+2m+2n—v+1)

Pela Proposicao |1.2.1] temos (), = . Logo

(_1)m+n am—l—n
(V)m (Y )n OxmOY™
am—i—n
ox™moy"
L )MNa+m+n—v—++ DI +n)l(y+m)

F(y+m)I'(y +n)l(y+2m+2n— v+ 1)

_TOre)a+m+n+1—y—+) (= 1) o

Ia+2m+2n+1) dzmoy"

[Jm’,n’ (CE, e ’7,7 z, y)]

= (-1

[Jm’,n’ (O{, 7, 7,7 xZ, y)]

[T (0, 7, 2, y)] O

Note que a demonstragao da ortogonalidade dos polinomios .J,,, aqui apresentada ¢é
andloga ao caso de J,,, vista na Propriedade

3.2.2 Algumas propriedades

A propriedade aqui apresentada nos da uma relacao entre os polinémios J,,,, € J,,,. Em

seguida, veremos alguns casos particulares dessa relagao.

Propriedade 3.2.1 Os polinomios J,, , sao expressos como uma soma limitada dos polinomios
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Jn, dados por

Jmm(Oé, e f)/u z, y) = (]- — I)n ZO (—1)1;(7 + ’7/ _p?E/);pm - n)P(_m>P (3 6)

X Jn<a—|—m—’y—p,7', 1gx)xp(1—x—y)m_p.

Demonstracao: Como (a),+, = (a),(a + p),, por (3.2)) temos

p=m, q=n
(v +9 —a=m—=n)pyg(=m)p(—n)ezPy?
Jm,n 047%’7/71’73/ - 1_x_ym+n
( ) = DD ), ()l +y — L

p,q=0

— (1_x_y)m+ni(7+V/_04—m—n)p(—M)p( x )p

=0 P (Y)p r+y—1

n

(7+7’—o¢—m—n+p)q(—n)q( y >q
ql(’}//)q r+y—1/"

<
Il
o

Portanto,

mnm /y+7l_a_m_n —m
Tmn(, 7,7 2,y) = (L—az—y)™" Z( I el =
o0 p‘(V)p

><F<7+v’—04—m—n+p,—n;7’; Y )( - )p-
r+y—1/\e+y—1

Em (2.13) temos

Tfasb ) = (1= o2 e (2

k=0

Substituindo, na equacao acima, a =a+m—y—p,b=7"¢e z =

, obtemos

Jn(oz—l—m—y—p,%%) — (1_ 1336)”;(7’—04—m—a;y)];!p—n)k(—n)%lil_i1>k

—<H—_y>ni<7/_0‘_m+7+p—n)k(—n)k( y )k:.

-z — () ik!

Logo,

y L—z \» ;Y
P mammeomspondtip ) = (7 ) e ma )
Y+ —a—m—n+p,—n;y P [— a+m-—7y—p,7 12
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Dali,

m = (VY —a—m—n),(-m
Tnn(e,y, 7 2y) = (1—2—y)"(1-z—y) Z( gl )p(=)p
p=0

X %Jn(aij—’Y—Pﬁl,1Ex><1_§_y>p<_11)p.

Portanto,

Jm,n<a7777/?x7y> = (1_1.)712

Observacao 3.2.1 Os casos particulares em que x =0, y =0, m =0 oun = 0 sdo funcdes

que envolvem os polinomios ortogonais de Jacobi em uma variavel da sequinte forma:
o Jun(a,7,7,0,y) = (1 —y)"Jp(a+m—,7,y).

De fato, de @,

']m,n(a777 7,7 (L’,y) - (1 - ‘T)n‘]” <C¥ +m — 777/’ %) <1 — T — y)m

r(=1)P "—a—m—n),(—m),
ey [( Py + pies )p(—m)
(3.7)

><Jn<a—|—m—’y—p,'y’, 13x>xp(1—3:—y)m’p].

Fazendo x = 0,

Jm,n(a777 7/7071/) = (1)an<&+m_,}/’f}/’y)(1 _y)m

+(1)" zm: [(_1)1)(7 +7 —a—m=mn)(=m),

!

XJp(a+m—~y—p,,y)0P(1—y)" P

Logo,
van(a, Y5 7/7 07 y) = (1 - y)mJn<a +m — Y5 7/7 y)-
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i Jm,n(aa777,7xa O) = (]- - {E)nJm(O[ - ’y/ + TL,’}/,ZL').
De fato, fazendo y =0 em ,

"+ —a—m—n)(-m), a”
p!(’}/)p (1 - x)p

Jm,n(aa’%’y,yx O 1_1‘ nz
p=0

Y l—xmzm: —1)P ’y+’y—a—m—n)p(—m)p< T >P

— 1 p! (7)1)

:(l—x)”(l—:v)mF<7—(oz—vl—l—n)—m,—m;y;xx )

Pela Propriedade temos

X

F(—a,b+a;c;x):(1—3;)“]?(_@,0_5_@;0; 1) Z(l—x)aF(c—b—a,—a;c; ’ 1>.
T —

Assim, tomando a =m, b=a —~ +n e c =", concluimos que

T
r—1

(1_$)n(1—$)mF<7—(a—7/+”)—ma—m;% ) =(1—2)"F(—m,a—~ +n+m;v;z).

Logo,
Jm7n(a7 75 7,7 '7:7 O) = (1 - ,ﬁE)nJm(Og - 7/ + TL, PY’ $)

o Jonla,v,7 z,y)=(1—2)"J, (a — 79 %)
— X

De fato, substituindo m =0 em (@, temos

0
- 0
Jo,n(a’”)/”y/,x y 1_xnz '7+’7 o n) ( )

p=

y _
><Jn<a—’y—p,v’, 1_96)96”(1—:6—3/) P

Portanto,

n Y
JO,R(OQ% P)/axay) = (1 - .23) Jn<O{ - 77’.)/’ 1_— .ZC>

m X
o Jmola, 7,7 2, y) = (1—y)"Jn <a =TT y)-
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T
em , temos
-y

x
1— mm( - /77 )
(1 =9)"Jm(cx T

Substituindo x por

)Y e ()

= (1 —y)’"<1 -

N m(l=—z—y)" m:(v—oﬂrv’—m) (—m) r Nk
=1-v) (L—y)m ,; (7)k! : k(l—x—y> 1)
e DRy = a4 A = m)p(—m) m—k _ ,
= (7) k! Lab (1 — 2 — )" = Jola, 7,7 2, y).
Portanto,

m X
Jm,O(Oéa%Vlyfay) = (]' - y) Jm<a - ’7/777 1— y)

3.3 Polinomios ortogonais de Legendre em varias variaveis

Seja P, (21, ..., 2n42) um polinémio harmoénico e homogéneo. Pode-se substituir as

coordenadas retangulares zy, ..., 2,12 pelas coordenadas zonais r, x1, ..., T, ¢, onde

21 = Iy, |zq| <1,
29 = T, lzo| <1,
Zn = TTp, |z,| <1,

Znt1 = TV X, cos(p),
Znio =TV X sin(p), 0 <@ <2,

co1m

[\

_ 2

Como X,, > 0, entao
X, € B"={(v1,...,z,) €ER"; 1—27 —... —22 >0}
Assim,
P,(z1,.... 2n42) = 7"P (21, ..., Ty, \/X_ncos(gp), \/X_nsin(gp)).

Tomando r = 1, P, é escrito como uma fungao hiperesférica zonal Y, (isto é, uma funcgao
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cujo dominio é B™), dada por

Y (x1,..., 20, 0) = Py(x1, ... 20, VX, cos(), v/ X, sin(e)).

e + e~ el — e7i®
Como cos = —— esin = ——— pode-se escrever
2 2i ’
el 4 e~ e — 7P
Y, (x1,...,20,0) =P, (1:1, ey Ty VX, (—), v X, (— >>
2 21
Ao desenvolver Y, em funcao de e e 7%, sendo P,, um polindmio homogéneo, ou seja
7 ) o ) )
_ o a . 01 Qn+2 _
Pu(z) = 3 0=, CaZ®, com 2% = 27" 2057 e || = a1 + - + Qy40, Obtemos

up —iP\ ap W _ oo ap
Yu(xla'-'>xn790) = Z Caxtlllmxzn( /Xn)an-H( /Xn)an+2 (&) +1 (L) +2'

2 21
lorl=p
(3.8)

Notando que |o| = p e 0 < o + o < i, podemos reescrever a soma dada em (3.8]) como

[NIES

Y (@1, oy Ty ) = Z(Xn)

k=0

ZL’?) (371, e xn)[Akekitp + Bkefkigo]7

onde Z,(Lk)(:cl, .., Zy) é um polinomio de grau total p e Ay e By sdo constantes.

Por exemplo, em uma variavel, temos

u<w,w>=Pﬂ(x,m(M),m<M)>

Y,
2 21

7
Ve, @) = Y (1= )220 (2) [ Axeh'® + Bye ™),
k=0

(MBS

com Ay e By, constantes e Z,(Ak) () um polinomio de grau p.

Ainda em uma varidvel, o termo independente de Y, (z,¢), k = 0, é ZLO) (x) e este é o
polinémio de Legendre de grau p em uma varidavel. Vamos exemplificar este fato para =3 e
para pu = 4.

Tomando p = 3, temos

(e vT—2(CE ) VT2 (T S)

2 21

_ 3 I ( ,—1 — x2)3(ei<p 4_2@%0)3 N ( _1 — x2)3(€w _2.61'90)3
7
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i —ip W =iy W =i
—§[x2\/1—x2(—6 te ) +$2\/1—l‘2<—6 »e ) +x(1—x2)<—e .e )
2 2 21 21

W _ o—ip i —ip\ 2 o _ ol 2
+(1 -2t (SF )(\/1—962)(%) +-a?) ()

21 21

+G—x5-f:ﬁjiWV1—ﬁ)§i_if +ﬁﬂ1—ﬁ)éw ey (e — e
() (—5—)] () )

21 2 2 21

3ip 3i<p 3—ig0 —3ip
_ P 4 (1= 22 /—1_$2)<6 + o€ —|—8€ +e >

—3ip __ 3 —ip 3 i _ L3ip
H - (VI ) e

&1
3(T1 o o (€5 — 7P e feTiP  elr o
AR 5 )
2{P'+( ) 4 ] G T A
2ip _ —2ip 5 3
+6(x — x3)<€ 4: ) = 53:3 gt = Vi(x) +

Agora, tomando pu = 4,

YRV ] (A Ve (A

2 21

ip 4 i 4 e — e~ipN 4
ot 0T - ()
x4+ (1 —2x%) ) + (1 —z%) 5;

ip —ip W _ o ip —ip\ 3 W ol 3
B e B (S e R Gl
7

2 27 2

+(1 — ﬁ)i@[(‘fw + €_w>3<€w —.6_190) N (ew —.e—w>3<e’s0 + e—w>] }

2 21 21 2

s{ea-a[(=) s () Tra- () ()
+12$(1—x2){x<u>+m(ew 4‘2€_w> <€“" - e‘“/’> Ke“" + e‘“">+<ew - e—up>] }

47 21 2 21

:x4+(1—23}2+x4)g—3(3:2—:1:4)—2(1—23524—334)—1—---
1 4 2
:§(3Sx — 302" +3)+ - =Vy(x)+--- .

Deste modo, os polinomios de Legendre sao relacionados com as funcoes hiperesféricas

zonais.
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e A . 0 ~ . A . /.
Para n > 1, os polinomios ZEL )(931, ..., @p) de Y, sdo os polindmios de Legendre em vérias

variaveis e sao dados pela Proposicao a seguir.

Proposicao 3.3.1 Os polinomios de Legendre em n varidveis e de grau total pp = my+---+my,,

denotados por Vi, m. (1, ..., %), € dado pelo desenvolvimento da sequinte fun¢do geratriz

1 o0
= al™ - al Vo (T X)) 3.9
(V1 =2a12y —+ — 2a,2, + a2 + - -+ + a2)" ; ' e (01 -39
Demonstragao: Sejam F = [(z1 — a1)> + -+ + (20 — an)? + 221 + 22,572 uma funcdo,
P = (21,..., Zn42) um ponto em S"* = {(21,...,x,42) € R"™? ; 2f + -+ 22, = 1} e
A = (ay,...,a,,0,0) um ponto em B" = {(z1,...,Tp42) € R"™2?; 1 —2? —-.- —22 > 0}. Temos,

entao, que

(1) F satisfaz a equacao de Laplace, pois

OF n_

0z; = —nl(z—a) 4 (o = an)” g ] (2 @),

O°F 2 2 .2 2 1-2-2 2
9.7 n(n+2)[(z1 —a1)"+ ...+ (20 —an)” + 254 + 2540 2 (2 — ;)

—nl(z = @)’ e (2 - an)® ZZ-H + 25-1-2]7%717

comi=1,....,n+ 2. Assim,

n+2 82 F
022

-1

AF =

i=1

=nl(z1 —a1)* + ...+ (20 —an)* + ZZH + z721+2]’%

[(21 - a1)2 + -+ (Zn - an)2 + 2721-1-1 + 2721-1—2] } —0

X {—(n+2)+("+2)[(21_a1)2+...+(zn—an)2+z§+1+zi+z]

(2) F é hamonica em todo o dominio, exceto no ponto A, pois F satisfaz a equagao de Laplace
2

O°F

e 57 é continua em todo o dominio, exceto em A. Dai, conclui-se que F' é infinitamente
yn
(2
diferenciavel.
Assim, por (1), (2) e usando a férmula de Taylor para fungoes em varias varidveis, podemos
expressar F' em poténcias de aq, ..., a,, obtendo

F=[z1—a)?+ .+ (zn—an) + 22, +22,7 % = Zaﬁ”l...anm"Wmhwmn(zl, ey Znt2)s
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onde

N

1
mll...mn!az{m 82,2% [(2%+"‘+2721+2>g]

Wml,...,mn (Zla sy Zn+2> =

Substituindo em F as coordenadas retangulares z,...,2,.2 pelas coordenadas zonais

T, T1, ..., T, p, Onde

21:3:17'7 ceey Zn:.an/r', Zn‘i’l:r’/XnCOSgD, Zn+2:7" /aningp’
com |z;] <1,0<p<2m rP =22+ +22,=1,X,=1—2? —.. — 22, temos
Fo= (Z%+"'+Zi+2_2a121—"-—2anzn+a%_|_...+a72l>f%
= <r2_2a1x17’—...—2anxnr—|—a%+...+ai)*%
Como r =1,
F:(1—2a1$1—'--—2anxn—|—a§+...+ai)—%'

Logo, F' é uma funcao que depende apenas de zy, ..., x, € ay, ..., a,, nao mais de . Deste modo,

podemos reescrever a série como
o
_ 2 2\—-2 mi m
F=(1-2az1— - —2a,2,+aj+---+a;) 2= E al™ - an Vi omn (21, o ),
u=0

com 4 =mq + -+ m,. Portanto,

1 o0
— aml ...aZ’Lan o, T ’”.7’2:” ]
(\/1—2a1$1——2angjn—}—a%++a%)n Z 1 Lyeee (1 )

A funcdo (3.9) é uma generalizagdo da fungao (2.18), que é a fungdo geratriz dos

polinomios de Legendre em uma variavel.

Os polindmios ortogonais de Legendre em n variaveis também sao dados pela funcao
hipergeométrica Fiz, dada em ({1.10]), por

— (1), (B1)jr - (n) 5, (Bn);
F ooy Qs P1y ooy Py V5 X1y o0y Tin ) = E . .
B(a1, ey Oy By s Bui i 1, o @) et (7)1l

L R A

com j =J1+ ... + Jn.
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Proposicao 3.3.2 Para m; >0, comi=1,...n, 4 =mq + --- 4+ my,, temos
ny xy*t  arr
— o= 1.0
le,...,mn(l‘h-'-awn) - 2 <2)Mm1' mn'
my m, 1—m 1—-m, n 1 1
SN GRS ek Y et R PR S B
B 2 ; 9 ) 9 3oty 9 9 2 ) $%’ x%
(3.10)

Demonstracao: Da funcao geratriz de V,,, _m, (21, ...,2,) ¢ utilizando as relagoes dadas no

inicio da demonstracao da Propriedade temos

(1= [(2arm — a2) -+ Qan, — a2}

B i(n> i (2a,2, — a?)F—n pz (2ap_12y-1 — a2_{)P»=17P" (2a,x, — a?)
= 5 )k
k=0 2 p1=0 (k - pl)‘ Pr=0 (pn 1 — pn)' (pn)

o0 n k k—p1 th k’ pl) Pn—1 1
- (_)ks g E (Qalxl)k—m—qla%n L 2 : o
l — | — |
— 2 = 0 (k—p1) (I1 k »—q)! gt (Pn-1 — Pn)
Pn—1

Ly U s )

Pn—1—"Pn—Q4n-1 2qn—1
0 qn—1 !(pn—l — DPn — Qn—1>! (2an,1xn,1) 1 Un—1

n—1=
Pn
)9 (p,,)!
% ( ) (p> (2anl.n)pn_Q7La3LQn
Gn=0 Qn'(pn —q )'

B f: E zk: —P1 q1 233 k=p1i—a1, k—P1+q1 -
=0 2 P1=0 g1 =0 @k —p1 — Q1)
Pn—1D Z ( )Qn 1(23: )pn 1—Pn—Qqn— lapn 11 —Pntqn-1 Pn (_1)(111(21» )pn*qnaanrqn
X
— . n-1!(Pn-1 = Pn = Gn—1)! — ! (Pn — @)
> ZZ S 35 (@), LD en) O G LG o iy
B —~ !k —pr — Q1> Gn! (pr — qn)

pPn=0 gn—1=0 gn=0

(3.11)
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Vamos fazer as seguintes substitui¢oes em (3.11)):
Pn + Gn = My, Pn—1 = Pn + Qn-1 = Mp_1,
qn = jna qn—1 = jn—h
Pn — 4n = My — 2.]717 Pn—1 — Pn — 4n—1 = Mp—-1 — 2jn—17
qn = 07 -y Dn, Gn—1 = O, - 3 Pn-1,
. mpy . mp—1
n — 07 sy LT 1o n—1 — 07 EE) )
J I B ] Jn—1 | 9 ]
P1— P2+ @2 = Mg, k—p1+q =m,
72 = Jo2, @ = J1s
P1— P2 — G2 = My — 2j, k—pi—q =my—2jp1,
q2:07 - ,P1 — P2, Q1:07 7k_p17
. mao . mq
207 sy LT o :07 SR R I
2 2 i S
Comok=mi—j1i+pr=mi—ji+tmeg—Jotpr=---=mi—jJi+my—Jot+ -+ My~ jn,
entdo k = 0,...,00 = > m; =0,...,00. Dai, como g =mqy+---+m,, j=j1+ - +J,€
1=1, ;1 em - temos

j (2x)™ el (2my) ™2 ag"

(2ea) ™2l

(

(ml - 2j1)!j1!
1 5]

my —2) sl (M1 — 2jn—1) V1!

o0 n 1 —27 —2j n— —2 'nf n_2n
Sty (5) =g (1) (20) ™ 73 (2a9) ™2 722 - - - (2, )™ 2 (2, )”f "

= = (ma = 271)(ma = 2j2)! -+ (M1 = 2jn1) (100 = 27) 711521 - G 1!
Logo

n

(le)nu 251 ... <2xn)mn_2jn

o0 0 Tg n
aml . a:lnnvm ey (:L‘17 ceey l‘n> = a[ ;TL 2 . . -
uz% ! 1 “z% Z:: —2]1 (Mg — 23V g
Portanto,
%) A L .
@) (1) 2y (2,
Vi (21, -0, ) = Z Y N1 T
Ji=0 (m1—2j1)(mn—2jn)j1]n
ou seja,
Vits e (@15 0y Tn) = <_> LR Z V1 e

7:=0

(3.12)

(2xn)mn_2jnazln

(my, — 2jn) !
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Por outro lado,

(2 apr a3 IO (B O 1
n

2 n ml'"mn'jll"jn‘(_g_,u_’_l)] x%]l ‘,L‘?Ljn

—on( ) gmi.l . gmn > (=m1)ay - (=)o, g a0
u 1 2251 .

Ji=0

o (5] (_1)2jm1[ ceemy,) (21}1)_2j1 e (an)_an

:2“(—) xml...x?n - - - - oy
2/t ji;o (my = 2j1)! - (M — 2j5)!ma! - -l gl (=5 — e+ 1);

- (1) (2) 2 - (20,) 2

n
= 2“(—) xml ...xnm" o - - - - -
2/ JZ:;) (§+M_.]>j<m1_2]1)!"'(mn_2]n)!j1!"']n!

Logo, pela ultima igualdade acima e por (3.12)), concluimos a demonstracao. O

Nota-se que a demonstragao anterior é semelhante & realizada na Propriedade [2.2.6]
que mostra, a partir da fungao geratriz dos polinomios V;,(z), a fun¢do hipergeométrica dos

polinomios ortogonais de Legendre.

3.3.1 Ortogonalidade

Os polindémios Vi, . m.(Z1,...,x,) s@0 ortogonais com relagdo a fungdo peso
W(zy,...,z,) = 1, na regiao B" = {(z1,...,x,) E R"; 1 — 23 —--- — 22 > 0}.

Para provar a ortogonalidade desses polinomios, primeiramente vamos mostrar, no lema
a seguir, que os polinomios harmonicos e homogéneos P, e P, sao ortogonais em B". Dai,
provaremos a ortogonalidade de V,,, . ., utilizando a relacao existente entre esses polinomios

eP,.

n

Os polinomios harmonicos e homogéneos sao dados na secao 1.6 e algumas de suas

relacoes estao no inicio da segao 3.3.

Lema 3.3.1 Sejam P, (x1,...,x,) € Py(x1,...,2,) polinémios harménicos e homogéneos. Se
w# 1, entao
/ P.(z1,...,2,)Pu (21, ..., 2,)dxy - - - dzy, = 0. (3.13)

Demonstracao: Sendo P, um polinémio harmonico, ele satisfaz a equacao de Laplace, ou
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seja, AP, = 0. Dali, pelo Teorema de Green e pelo Lema 2.2.4, dados em [5], temos

opP OP
/Sn_1 (a—]\;fpw — 8]{; Pu>dw = /n(P“/AP“ — PH’APM’)dl‘l c. dl’n — 07 (314>

0
onde S" ! ={(xy,...,x,) ER"; 22 +---+122 =1} e — denota a derivada normal. Em S"~!,

ON
d ~ 0P

P, = 3
ON "~ "o,

1=

temos

“~ 0P
Dai, como P, ¢ um polinémio homogeéneo, E 1 5 £ — uP . Logo, por (13.14)), segue que
T
i=1

0 —/ (WP.Py — p'PyP,)dw
Sn—1

= (,u — u’) / Pu’dexl tee d!lfn

Assim, se p # 1/,
/ P;/Pudfﬁ s dl’n = 0.

O

Enfim, mostraremos a relagao de ortogonalidade dos polinémios de Legendre em vérias

variaveis.

Teorema 3.3.1 Os polinomios de Legendre em n wvaridveis satisfaz a sequinte relagao de

ortogonalidade

/ Vit (01, s T0) Vit (21, -0, 0 )divy - - - dy, = 0, (3.15)

semy+ -+ my, Fmy+ -+ ml.

Demonstracao: De (3.13), sabemos que os polindmios harmonicos e homogéneos sao

ortogonais com relacao a fungao peso W(xy,...,z,) = 1 na regido B™. No inicio desta segao,

foi mostrada a relagao entre esses polinomios e os polinémios ortogonais de Legendre, onde

o
P, =Y, =Y (X,)2Z{ (21, ..., 2,) [Are"? + Bre ],
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sendo ZE,,k) (21, ..., ) um polinomio de grau total u e Ay, By constantes. Também ja vimos que,
para k = 0, o termo independente de P, é o polindmio de Legendre de grau p. Assim, sendo
Bo=m1 A My,

P,=Vi (@1, )+

Dal, por (3.13), se u # 4/,

0 - / P#(x17..-;xn)Pul<x1,...7xn)daj1.,_dxn
— / (Vm1,...,mn($1a ...,iEn) “+ .- )(Vm'l,...,m{n(afl, e Qj’n) + .. )dl’l . dl’n
— / (Vm1,.“,mn (ZUI; ceey $n>vm’1,...,mgl(l’1, ceey In) 4+ ... )dIl . d],’n

= / le,_._7mn(l'1, cee l‘n)vmll’,mgl (],’1’ ey xn)dfl Ce d!E’n 4.
Logo, se my + -+ +m, #m} +---+m),

Ving oo (X1, ooy xn)mep,“’m% (1, ooy Tp)dxy -+ - dxy, = 0.
BTL

3.3.2 Algumas propriedades

Em uma variavel, a relagao de recorréncia de trés termos ¢é definida para um polinomio
de grau m com relagao aos polinomios de graus m — 1 e m — 2. No caso de varias variaveis, esta
relagao é dada para um polinomio de grau total © = m;+- - -+m;+- - -+m,,, onde apenas um dos
indices m; sofre variagao, ou seja, a relagao de recorréncia é dada para P, i mn (T1, o ),

com relacdo a Poyy i voomn (X1, s Tn) € Py i o (21,10, ).

Daremos, a seguir, a relacao de recorréncia de trés termos para os polinomios ortogonais

de Legendre em varias variaveis.

Proposicao 3.3.3 (Relacao de recorréncia de trés termos) Para m; > 0, com i = 1,..,n,
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temos

n

,Uvml,...,mi,...,mn (xla ceey xn) = (n + 2;“ - 2) Z f(mz - 1)xivm1,...7mi—1,...,mn (xla ceey xn)

i=1
(TL + m— 2) ZZ 1 5( )xzvml,.“,mi—Q,‘..,mn (xla ceey xn>7
onde p=mq +---+my e &(q) € a Fungcio Heaviside dada por

I, ¢=0;
6((1)—{ 0. ¢<0.

Demonstracao: Seja GE () o polinomio de Gegenbauer de grau p, definido pela férmula de

Rodrigues em (2.21)) com A = 5. A funcao geratriz ([2.22)), neste caso, é
(1— 2tz + %)~ Zt“G

e a relacao de recorréncia de trés termos, agora, ¢ dada por
pGi (z) = (n+2p = 2)2Gp_ (x) — (n+ 1 — 2)G iy ().

Fazendo em (3.9) as mudangas a? = a? + -+ + a2 e ax = ayx1 + - - - + A, 2, temos

<\/1—2a1x1—---—2anxn+a%+-~+a$l)_ = (1—2ax+d*)"% = Za“G
e
Z al™ - an Vi omanmn (T1, o0y Tn)
n=0
= <\/1—2a1:c1—-«~—2an:cn+a%+~~—|—a%>_
n = /a1 + -+ apdy
=(1—2ar+a*) "2 Z )%Gﬁ(ll )
= ai 4 +a?
Dai, comparando os termos dos somatorios acima, conclui-se que
m m p /101 + -+ ATy
> A a Vi (1, ) = (@] 4+ a)) 2 G ( : 12 > (3.16)
o al+-- +al

Assim, retomando a relagao de recorréncia de G2 (), utilizando (3.16) e multiplicando ambos
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os lados por (a? + -+ +a2)2, obtemos

/a1 xy + o+ apTy
plad + -+ a2)5GE (S5 =)
ai+---+a;

=[n+2(u— Dl(az + -+ anzy) (@ + - +a2) 27 GE

—n+pu—2)(a+--+ ai)%G;,2<

mi m
H § : ay - Qy an17---7mi,---7mn (wla XX xn)

domi=p
=[n+2(— Dz + ot anza) Y @l a Vi (71, %)
S mi=p—1
—(n+p— 2)(@% +oet ai) Z ay*t - A" Ving,..omi,...mn (T15 000y T).
Somi=p—2

Observando, na série acima, os coeficientes de ay, k = 1, ...,n, vemos que

,U/le,...,mi,...,mn (1’1, ceey xn) - (n + 2,u - 2 Zé- - ]- xzvml, omi—1,....m (1’1, ceey xn)
7”L+ILL—2 Zf _2 x'L M,y M 2,...,mn(x17"'7xn)7
onde p=mq+---+my, £(q) =1,8e ¢ >0 0ué(q) =0, se ¢ <0. O

Observacao 3.3.1 As condigoes iniciais para a relagdo de recorréncia podem ser obtidas por
3.10)).

3.4 Polinomios ortogonais de Gegenbauer em varias variaveis

Para obter os polindomios ortogonais de Gegenbauer em varias variaveis, vamos partir

dos polinémios ortogonais de Legendre em vérias variaveis.

Sejia Vi, mngoor (T15 -0, Tnys—1) um polindmio ortogonal de Legendre com n 4+ s —1
variaveis. Ao tormarmos, neste polinomio, os indices m,.; até m,.s 1 nulos, ou seja,
Mpyr1 = -+ = Mpis_1 = 0, teremos um polindomio que nao depende de z,y1, ..., Tpis_1-

Assim, denotamos

le,‘..,mn,o,...,()(xla sy xn—&-s—l) - Gg;i)l”mn (xla sy xn>‘ (317>
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Note que, para s = 1, G%imn (@1, ooy ) = Vi (@1, oy ).

S ’ . ~ - A . .
Vamos mostrar que ng)lmn (21, ...,2,) é uma generalizagao dos polinémios ortogonais

de Gegenbauer G,% (x).

Substituindo A por g em (22.21), a férmula de Rodrigues de GZ(x) é

com s > —1, —1 < z < 1. Neste caso, a funcio peso é dada por w(z) = (1 — 22)°7 e

s s\ xt pol—p S 1

A seguir, daremos algumas propriedades dos polinomios G,(ﬁ)h.,,,mn(xl, ety T), (UE SErao
demonstradas utilizando como ferramenta os polindmios ortogonais de Legendre em varias

variaveis.

Proposicao 3.4.1 Os polinomios Gﬁf}lmn (21, ..., T,) sao dados pela fungao geratriz

o0
(n+s—1)
m m s 2 2\ ——5—
E ay 1...an"G7(n)l7m7mn(:c1, e p) = (1 = 2a121 — ... = 24,2, + a7 + ... + a;)
pu=0
Demonstracao: Adicionando, em (3.9), s — 1 varidveis com my,41, ..., My4s—1 nulos, temos

o0

mi o amn e X(s)
E ay an" G (T1, s )
u=0

my, 0 0
cr Qg nan+1 T an-l—s—lel7~~~:mn70,~~-70<x1? ) $n+371>

I
NE

=
Il
=)

Mn

ety le,‘..,mn,O,...,0<$17 sy anrsfl)

NE

mi
)

=
Il
=)

_(nts=1)
2

= (1 —2a121 — - — 2a,2y + 0 + -~ +a?)

n

O que demonstra o resultado. 0]
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Proposicao 3.4.2 A funcao hipergeométrica de Gﬁiimn (X1, .y Ty) €

Gl

VoM (‘Th (XD xn)

_2u<n+s—1) xt o are

2 pmq! my,!
xF[ my m, 1—my 1L —my, (n+s—-3) 1 1
B 2 PR ) 2 b 2 VAR 2 b /’L 2 73:%7"'7 a;.% *

Demonstracao: Em (3.10|), vamos substituir n por n + s — 1. Assim,

n+s—1) (n+s—3)
P AU [P S LA
e
Ggii,...,mn(xla axn)
:2u<n+s—1> i xmn
2 pmq! my,!
XF[ my m, 1—my 1—m, (n+s-3) 1 1
B 2a ) 27 9 ) ) 9 ;T H 9 71.%7 733%

0

Observa-se que a funcao hipergeométrica de GS,‘:’,)I,__,m,L(xl,...,xn) é uma extensao da
funcao (3.18) em uma variavel.

3.4.1 Ortogonalidade

Os polinomios Ggfl)h_,,,mn(xl,...,xn) sao ortogonais com respeito a funcao peso

s—1

W(zy,...,x,) = (1—22—---—22)2 naregiao B" = {(z1,....,x,) € R"; 1—2?—-..—22 > 0}.

Proposicao 3.4.3 A relacao de ortogonalidade dos polinomios de Gegenbauer em n varidveis

¢ dada por

/ (1—22— — aji)sgngi)h_“’mn (21, .., :L‘n)G($2 %(atl, ey Tp)dxy - - dx, =0,

semy+ - +m,=my+--+m,.
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Demonstracao: Ao tomarmos le,...,mn+5,1($17 vy Tpas—1)comm; =0,i=n+1,..., n+s—1,

por (3.15)), temos que

0 = / le’_“’mn’o’... 70(1’1, ceey xn_;_s_l)vm/l“”’m%’g’.“ 70(2(31, ceey In+s_1)d$1 st dl‘n cee dIn+5_1
Bnts—1

my,..,

= / G(S)j_ﬂmn(ml, . xn)G(52 (@, xp)day - drgdXagy - AT
Além disso, pelas equagoes dadas no apéndice A do livro [3], segue que

0= / Gﬁj)h__’mn(xl, ey :Bn)GS)l (@1, xn)day - A dXn g - dTpgsy
Bn+ts—1 i

— Vs—l(BS_l)/B (1—a22—-. — xi)glG%mn (1, “'>$n)G1(qi21,...,m;L(zl’ o p)day - day,
s—1
T 2
onde V,_1(B*") = ———— é o volume da bola unitdria. Logo,
L(*% +1)
/ Lma? e —a2) GO (o1 En) Gl (@1, s )dy - iy = 0.

O

Observe que a funcao peso de Gfﬁ)l ,,,,, m, ¢ uma generaliza¢ao da func¢ao peso de G2 (x),

dada no inicio da secao 3.4.



CAPITULO

4

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos alguns polinomios ortogonais em varias variaveis, observando
a analogia existente entre as propriedades desses polinomios e os equivalentes em uma variavel.

Essa semelhanca também pode ser notada nas demonstracoes.

Tomando como base o livro “Fonctions Hypergéométriques et Hypersphériques -
Polynomes D’Hermite” de P. Appell e Kampé de Feriét, estudamos os polinémios ortogonais de
Jacobi em duas varidveis e os polinomios ortogonais de Legendre e de Gegenbauer em varias
variaveis. Foram demonstradas algumas propriedades desses polindmios, tais como as fungoes

hipergeométricas pelas quais eles sao obtidos, a ortogonalidade, entre outras.

Para generalizar os polinomios ortogonais de Jacobi, primeiramente fizemos uma
mudanca de varidveis que levou o intervalo de ortogonalidade desses polindémios de [—1,1]
para [0, 1]. Dai, estendemos os polinémios ortogonais de Jacobi para n varidveis, tendo como

regiao de ortogonalidade o simplex.

Um exemplo da analogia existente entre esses polinomios para o caso de duas variaveis
é a férmula de Rodrigues. Em uma variavel essa férmula é dada por
o171 —x)7m dm

Tl 7,0) = T T (1 )

Em duas variaveis, os polindmios ortogonais de Jacobi sao dados pela férmula analoga a formula
de Rodrigues

/
x1_7y1_7

Jm,n(aa e ’7,7 X, y) = 7N N
(M (Y )n

am—l—n

(1 — T — y)7+'yl_a [x”/—1+my’Y/—1+n<1 a—'y—'y’—i—m—‘rn]'

Dy —TmY)

Nas duas equagoes acima, observa-se claramente a relacao existente entre J,, e Jp, .

No caso dos polinomios de Legendre e de Gegenbauer, a extensao para n variaveis é

69
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ortogonal na bola unitaria.

Uma das demonstragoes mais interessantes dos polinomios de Legendre estd dada na
Proposicao [3.3.2, onde a funcao hipergeométrica para estes polindmios em varias variaveis é

dada por

le,...,mn (:El? (RS ill'n) =

mi m
2#(2) it 1

2 ,umll mn‘
my m, 1—m 1—-m, n 1 1
N RT3 St Y S R SRS S 0
B\7 2 2 2 y HThEE

A sequéncia logica desta demonstragao é a mesma da demonstracao da Propriedade , onde

a funcao hipergeométrica para uma variavel, é dada por

1 x™m -m 1—m 1 1
- (h) Dp(miom ], 1y
V() ) mmlt U2 T2 g e

Obviamente, em varias variaveis, existe uma dificuldade maior para se fazer a demonstracao,
devido a quantidade de indices que surgem durante o desenvolvimento da mesma.

Os polinomios de Gegenbauer sao obtidos através dos polinomios de Legendre em varias

variaveis. Estes polindmios sao ortogonais com relacao a fungao peso

w(zy,.xy) =1 —23 - —x

Notamos que esta fungao peso ¢ uma generalizacao para o caso de uma varidvel dos polinémios
8 V4
de Gegenbauer com \ = 2 que é

s—1

w(x) = (1 —2°%)2

Também tivemos como objetivo estudar uma outra forma de mostrar propriedades de
alguns dos polindmios ortogonais classicos em varias variaveis além da forma matricial utilizada
por C. F. Dunkl e Y. Xu em [5]. Esperamos que este trabalho possa colaborar com futuros

estudos a cerca dos temas aqui abordados.



(zlossario

(a)n - simbolo de Pochhammer

A - maior inteiro menor ou igual a A

A - operador Laplaciano

F(a,b;c;x) - funcao de Gauss

B(z,y) - fungao Beta

B" - bola unitaria em R"

Fg - uma funcao hipergeométrica em varias variaveis

Fy - uma funcao hipergeométrica em duas variaveis

G (z) - polinomios ortogonais de Gegenbauer de grau m com parametro A
G,(;i)hm,m" (r1,...,x,) - polindmios ortogonais de Gegenbauer em n variaveis de grau total

my + - - -+ m, com parametro s

H,(x) - polinomios ortogonais de Hermite de grau m

I (0, 7y, ) - polinémios ortogonais de Jacobi de grau m no intervalo [0, 1] com
parametros a e y

Imn (07,7, 2, y) - polinémios ortogonais de Jacobi em duas variaveis de grau total

m + n com parametros «, y e 7'

Le )(x) - polindémios ortogonais de Laguerre de grau m com parametro «
P%E (x) - polindmios ortogonais de Jacobi de grau m com parametros & e
{Pn(2)}50_, - sequéncia de polindmios ortogonais

P,(x) - polinomio de grau total ;1 em varias variaveis

Sl - esfera unitdria em R"™

T () - polinémios ortogonais de Chebyshev de 1* espécie de grau m

AL - simplex em R"

Upn () - polinémios ortogonais de Chebyshev de 2% espécie de grau m
V() - polinomios ortogonais de Legendre de grau m

Vi (X1, ooy ) - polinomios ortogonais de Legendre em n variaveis de grau total

mq + P _I_ my,
Vo (B™) - volume da bola unitaria em R”

w(z) - funcdo peso em uma varidvel
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funcio peso dos polinémios P%#(x)

funcao peso em varias variaveis

n-upla em R"

monomio em vérias variaveis, com x € R" e a = (o, ..., )
funcao hiperesférica zonal

fungao Gama

delta de Kronecker

coeficiente do termo de maior grau do polinomio de grau m
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