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Resumo

Neste trabalho estudamos os polinômios ortogonais no círculo unitário

que são conhecidos como polinômios de Szegó e consideramos, também, relações

entre os polinômios de Szegóô reais e os polinômios ortogonais em [—1,1] e suas
aplicações. O objetivo principal deste trabalho, considerado no capítulo 5, é a

utilização da transformação de Delsarte e Genin para construir relações entre os

polinômios de Szegó reais e os polinômios simétricos em [1,1]. Essas relações são

“utilizadas para analisar a positividade das fórmulas de quadratura interpolatórias

sobre nº pontos associados a medidas simétricas e com grau de precisão menor que

2n— ll.

Palavras­chave: Polinômios Ortogonais, Polinômios de Szegó, Relação de Recor­

rência, Fórmulas de Quadratura.
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A bstract

In this work we study orthogonal polynomials defined on the unit circle,

which are called Szegó polynomials, and consider the relations between real Szegõ

polynomials and the orthogonal polynomials on the interval [—1,1] and their

applications. The main aim of this work, consider on chapter 5, is the use of

the Delsarte and Genin transformation to construct relations between the real

Szegó polynomials and symmetric orthogonal polynomials on [­1,1]. Finally,

these relations are used to analise the positiveness of interpolatory quadrature

rules of nº points associated with symmetric measure having degree of accurracy

less than 2n — 1.

Keywords: Orthogonal Polynomials, Szegó Polynomials, Recurrence Relations,

Quadrature Formulas.
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Introdução

Dada uma medida positiva dv(z) = dv(e*) no círculo unitário, os polinômios
de Szegó, (S,), podem ser definidos por

f. Sn(2) Sm(2)dv(2) = Saem) = 0, para mÉn.
Os polinômios de Szegô normalmente não satisfazem a uma relação de recor­

rência de três termos como acontece com os polinômios ortogonais na reta real.

Entretanto, eles satisfazem ao seguinte sistema de relações de recorrência

*Sn+1(2) = 2Sn(2) + an+1S711(2),

(1 lan1[9)25n(2) = Snn1(2) = an Si (2),

para n > O, onde So(2) = 1 e S*(2) = ZºSn(27!) são chamados de polinômios
recíprocos aos polinômios de Szegô. S, indica que somente os coeficientes de

Sn são conjugados. Os coeficientes S,11(0) = an411 são chamados coeficientes

de refleção e são menores do que um em módulo. Uma propriedade importante

desses polinômios é que todos os seus zeros estão localizados dentro do disco

unitário aberto.

Os polinômios S,(z) + wr Si(2) onde |w,| = 1 são chamados polinômios para­

ortogonais. Neste trabalho, consideramos dois casos especiais desses polinômios

Sn(z) + Si(z) (2) — 1 Sn(2)—Si(z)1+S.(0) R1(2) = z—­1 1­S,(0)
Consideramos também a sequência de polinômios definida por

R(2) = n>Lll

Sn+1(2) = z$n(z) ­ an+1S711(2),
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Introdução

para nº > O, onde So(z) = 1]. Esses polinômios são chamados de polinômios
de Szegõ associados.

No capítulo 1, consideramos polinômios ortogonais definidos sobre um inter­

valo da reta real e, como aplicação desses polinômios, apresentamos a fórmula de

quadratura gaussiana.

Nos capítulos 2 e 3 apresentamos alguns resultados do artigo de Van As­
sche [17], fazendo um estudo sobre polinômios ortogonais no plano complexo e no

círculo unitário. Consideramos principalmente as relações entre os polinômios or­

togonais de Szegó e os polinômios ortogonais em [—1, 1] através da transformação
de Szegó

Os resultados estudados no capítulo 4 são encontrados no artigo de Franz

Peherstorfer [10] onde ele relaciona os polinômios de Szegóô aos polinômios orto­

gonais em [—1,1] através da transformação de Szegó. Essas relações são usadas

para estudar a positividade das fórmulas de quadratura baseadas em combinações

lineares entre os polinômios ortogonais reias.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de fórmulas de quadratura

associadas a medidas simétricas com pesos positivos usando relações entre os

polinômios de Szegó e os polinômios ortogonais simétricos em [—1,1] através da
transformação

2U2 4 2X
TE

conhecida como transformação de Delsarte e Genin (veja Zhedanov [18]). Este

estudo foi motivado pelo artigo de Franz Peherstorfer [10] e é assunto do capítulo

5. Às relações entre os polinômios de Szegó e os polinômios ortogonais simétricos

em [—1,1] foram construídas com o auxílio dos polinômios para­ortogonais e os

polinômios de Szegóô associados.
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Capítulo 1

Polinômios Ortogonais na Reta Real

Neste capítulo são estudadas definições e propriedades dos polinômios or­

togonais em um conjunto da reta real. Tratamos especialmente da relação de

recorrência de três termos, da identidade de Christoffel­Darboux e das fórmu­

las de quadratura gaussianas. Os resultados apresentados neste capítulo foram

baseados no trabalho de Van Assche [17], bem como em Chihara [3] e Szegó [16].

1.1. Introdução

Seja 1 uma função não decrescente e com infinitos pontos de aumento, tal

que os momentos definidos por

o

m=) r"du(t), n=0,1,., (1.1.1)

onde —co <a <b< oco, existem e são finitos. Nessas condições, du é chamada

de medida positiva na reta real. O conjunto

supp(u)= (xr ER: p(r+e)—y uír—e)>O, para todo e > O)

define o suporte da medida du.

Os polinômios ortogonais com relação à medida du podem ser definidos por
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1.1 Introdução

Definição 1.1.1. Seja a sequência de polinômios (pr), onde pr(X) = yInX" +

Ant" l+.os, y,%O0. Esta sequência recebe o nome de sequência de polinômios

ortogonais em [a,b] onde —oo <a <b < co, com relação à medida du, se

0, semÚÉnm,f Pnla)Pm(x)du(x) =
Dn> 0, sem=n.

Quando o coeficiente do termo de maior grau, aqui denotado por 7,, é positivo, a

seqilência de polinômios ortogonais é unicamente determinada. Quando 7, = 1,

a sequência de polinômios ortogonais é chamada mônica e denotada por fô,).

Quando pr, = 1, é chamada seqiiência de polinômios ortonormais.

Definição 1.1.2. O determinante

Mn

Mn+1

para nº > O, é chamado determinante de Hankel.

Os polinômios ortogonais de grau nº podem ser representados por

TO TM ... Tn

UI 2
1

Pní VETAAS

e o coeficiente do termo de maior grau é dado por

Hn­1
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1.2 Relação de Recorrência de Três Termos

1.2 Relação de Recorrência de Três Termos

Representar os polinômios ortogonais em termos do determinante da matriz

de Hankel não é muito útil pois exige o desenvolvimento de determinantes de

ordens muito elevadas. Aqui, veremos uma maneira mais eficiente para o cálculo

desses polinômios através da relação de recorrência de três termos.

Teorema 1.2.1. Os polinômios ortogonais

n n—l

em um intervalo [a,bl, —0o <a <b < co, da reta real, satisfazem à relação de
recorrência de três termos

com as condições iniciais po(x) = 1 ep (r7)=0. Os coeficientes da relação de

recorrência são dados por

nm=  mlomedio) = 22 > (1.2.2)

m= f anta) = & — 2, (123)
a mM MM+Hl

Os polinômios ortogonais mônicos br, = Pn/n satisfazem à relação de recorrência
de três termos

onde Bn+1 = Un E Ong1 = TA, com as condições iniciais Bo(xr) = 1 epr(x)=O.

Demonstração: O polinômio rpr (x) tem grau n+1 e pode ser escrito como uma

expansão em série de Fourier usando os n + 2 primeiros polinômios ortogonais.

Assim,
n+1

TPn(DX) = Y CknPE(DX),
k=0

13
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1.3 Quadratura Gaussiana

onde o coeficientes de Fourier são dados por

km = f xpn(a)Pe(2)du(0).
Como rxpyx (x) é um polinômio de grau k+1, temos que cxn = O para k+1 < n.

Portanto, a série de Fourier para rp, (r) tem somente três termos,

IPn(X) = CnnDn=1(D) + CnnDn(X) + Cn+inDn+1(D).

Fazendo T, = Cn—1,n; Un = Cnn É Tn+1 = Cn+1,n = Cnn+1 € comparando com os

coeficientes da relação (1.2.1), obtemos os coeficientes 7, e vn.

Para a relação (1.2.4) basta substituirmos pr = 7nôn na relação (1.2.1).
=

Da relação de recorrência (1.2.1) podemos obter algumas fórmulas de grande

utilidade. Por exemplo, multiplicando ambos os lados da relação de recorrência

(1.2.1) em x por pr(y) e em y por pr(x) e subtraindo uma da outra, temos

(x — y)Pn(E)On(Y) = Tni1lOn+i(D)On(y) — Pn+1(Y)Pn(D)]

—Tn [Dn (r)Pn1 (y) — DPnX1 (+)Pn (4y)).

Somando em ambos os lados o termo (x—y)prx(x)p.(y) para k = 1,2,...,n—1,
temos

ç —  prle)DnI(U) = Dn(E)(9)2 Pla) (o) = Tn — ; (1.2.5)

que é conhecida como Identidade de Christoffel­Darboux. Fazendo agora y tender

a x em (1.2.5), obtemos

DE(x) = Talpr (t)Dn<1(X) — Pn1(D)Pn(D)]. (1.2.6)

que recebe o nome de Fórmula Confluente para a Identidade de Christoffel­

Darboux (veja Krylov [8]).
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1.35 QUADRATURA GAUSSIANA

1.3 Quadratura Gausslana

Fórmulas de quadratura são aquelas que aproximam o valor de uma inte­

gral definida através de uma combinação linear de valores da função, isto é, são

fórmulas do tipo
b n

f fat) = XD Bate) + EO) (1.3.1)
a j=l o

onde —oo <a <b<ocoeE(f)éo erro cometido na aproximação. Quando os

pesos Pin, j=1,...,n, são dados por

1 b Tn
:bjn = 5

E) duíx), j=1,2,...,7,

com nt, (x) = [| (x — Xin) € Tjn É Ten, para j £ k, a fórmula de quadratura
(1.3.1) é interpolatória. Portanto, o erro na interpolação, En(f), é nulo pelo

menos para todo polinômio de grau menor ou igual an — 1.

Definição 1.3.1. Dizemos que o grau de precisão de uma fórmula de quadratura

é k se En(q) = O para todo polinômio q E P, e existe um polinômio q E Pr, tal

que En(q) £ O.

Se fixarmos n pontos r;n, j=1,...,n, então asn equações97) J , DRA)

n

k —
—J Bintin = Me, k=0O0,1,...,n—1,

j=1

obtidas tomando­se f(x) = xº, k = 0, 1,...,n—1, onde m, são os momentos dados

em (1.1.1), formam um sistema de n equações com n incógnitas jin, j=1,...,n.
Essas n equações formam o sistema linear

(1 ao 1 N/A (mo
Tin Von e... Tnn Ban

2 2
Con co Thom fan

—

V
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1.3 Quadratura Gaussiana

onde a matriz V é a matriz de Vandermonde que é não­singular quando todos

os nós tin, 1 < j] < n, são distintos. Portanto, toda escolha de n nós distintos
tem um único conjunto de coeficientes de quadratura Pin, j=1,...,n, tal que

a correspondente fórmula de quadratura tem grau de precisão no mínimo n — 1.

Se aproximarmos a função f por um polinômio de interpolação sobre os pontos

tin, J=1,...,n, então o polinômio interpolador de Lagrange será
n "

j=1

onde os polinômios fundamentais da interpolação de Lagrange são dados por

na) = — FO" Tr (Ejnd(x = Tin)
ncom Tn(x) = [| (Tt — jm), com 1;n É kn para j É k (veja Krylov [8]).

A propriedade !; rn (Tkxn) = óxn, onde dx, é o Delta de Kronecker, nos garante
que o polinômio L, é interpolador, pois

Ln(£jn) = f(tjn), 1 < j<n.

Integrando o polinômio Lr (x), que tem grau n — 1, temos

f L)du(a)=X fixa) [ tnl9)du(0).
Quando f é um polinômio de grau n — 1 temos que Lrn(r) = f(r). Assim, os

coeficientes de quadratura são dados por

Bn=/tn(a)du(s).
Se escolhermos os nós da fórmula de quadratura como sendo os zeros dos

polinômios ortogonais de grau n relativamente à medida du encontra­se precisão
maior.

Teorema 1.3.1. (Quadratura de Gauss­Jacobi­Christoffel) Se escolhermos os n

nós da fórmula de quadratura como sendo os nº. zeros x;n dos polinômios ortogo­
nais com relação à medida du e se denotarmos os correspondentes coeficientes de

16
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1.3 Quadratura Gaussiana

quadratura por Ajn, L <j<n, então para todo polinômio m2n—, de grau menor

ou igual a 2n — 1 temos
b n

f rma)du(a) = >> NaTn1(737),
onde —oo <a <b<co Os coeficientes Ajn da fórmula de quadratura são
positivos e são dados por

|

1
"

—l

Tnbn1(Ein)DL(Cin) TneiDntil(Cin)OL(Cjin)'jn =

k=0

Demonstração: Seja L,, o polinômio interpolador de m2n­1 sobre os nós xt;jn, j =
1,2,...,n. Então,

DO NintanilE5a)=/ raila)dn(s)= f [n(8)= moni(o)Idu(a).
O integrando Ln (x) — Tman—1(x) é um polinômio de grau no máximo 2n — 1 que se

anula em x;n, 1 <j<n. Então, podemos escrever

Lr(x) = Tan­1(X) = Pnlc)rn=1(D),

onde r,­;, é um polinômio de grau no máximo n — 1.

Como p, é o polinômio ortogonal de grau nº com relação à medida du, temos

/f [En(x) = ron (2)]du(s) = 0.
Isso mostra que o grau de precisão é no mínimo 2n — 1. Seja no, um polinômio

de grau 2n e L, seu polinômio interpolador, podemos escrever

Ln(x) — mn(x) = pn(x)rn(),

onde r, é um polinômio de grau n. Daí,
b

f Un) = rnla)Idu(a) £0,
17
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1.3 Quadratura Gaussiana

pela ortogonalidade de pr. Portanto, concluímos que o grau de precisão da fór­

mula de quadratura é 2n — 1.

Os coeficientes de quadratura são

b

dn =| trnlo)du(o).
a .

Se tomarmos Tr, (x) = cpn(x), onde c é uma constante diferente de zero, temos

Nim) PRí£in)(E — Xin)

.b “b

Bal)du(o) = |
a

f tnn(o) ­ Ndulo)

Logo,
b

Nin = Brlo)du(o),
a

ou seja, os coeficientes de quadratura são positivos.

Para desenvolvermos a representação dos pesos, consideramos y = Tin na

fórmula de Christoffel­Darboux (1.2.5) e então,

Prlx)Onilta) 1Xn n—1|ºj,n —&
'Tin ­ 27(£)Pk(Tjn)­

Daí,
1

TnPn­1 (Tin)Ph (Tin) |
Considerando agora a fórmula de Christoffel­Darboux (1.2.5) com n =n+1le

Aja =

Y = Ljn, temos

n

Spels)PA(Lin)­PnlC)Pn+1(Cim) = 1
x — Lin Tn+1

—l
Às”, =

.7” Tn+1Dn+1(Cin)PL(Cim)

18
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1.3 Quadratura Gaussiana

Finalmente, usando a Fórmula Confluente para a Identidade de Christoffel­Darboux

(1.2.6) com x = 151, obtemos

TnDPn­1 (Tjin)Dn (Tjn)
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Capítulo 2

Polinômios Ortogonais no Plano

Complexo

Neste capítulo são estudados os polinômios ortogonais no plano complexo,

suas propriedades extremas, relação de recorrência e importantes resultados sobre

a localização dos seus zeros. Estes resultados, que também foram estudados na

dissertação de Mestrado [2], podem ser encontrados em Van Assche [17].

2.1. Introdução

Seja du uma medida positiva no plano complexo. Consideremos o espaço de

Hilbert La(nu) de funções é onde

Ilé(2)|? = /f lé(2)[2du(2) < co
e, 1 é um conjunto do plano complexo. Em La(u) o produto interno é definido

por

(0,7) = [676Jdu(z), 4,0E Lo(l).
Seja do(2), d1(2), d2(z),... um sistema de funções linearmente independentes

(Li) em Lo(u). É conveniente transformarmos este sistema de funções 1.i. em

20
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2.1 Introdução

outro sistema de funções, também L.i., vo(z), V1(2), pa(z),... tal que é, é uma

combinação linear das n + 1 funções 209,01)... On, €

Este novo sistema de funções gera um sistema ortogonal de funções com relação

à medida du. Além disso, se

Ikea = (nn) = / len(2)|2du(2) =1, n> O,
as funções 4, são chamadas de ortonormais.

À matriz de Gram

(do,do) (d1,00) ... (On,do)

G = (do,di) (dn) ­.. (dn,d1)

é Hermitiana e definida positiva, pois:

TT TT
1. como (d4,d1) = (d1, és), temos GT = G, = Gp;

2. para um vetor não nulo 2” = (29,21,­­­,2n), temos

ZPGnz =72/Giz = (> Ze Ôk, >D no) :
k=0 k=0

Então, fazendo vp = >, 2dx, temos 2” Ghz = ||vn||? que é sempre não ne­
gativo e se anula somente quando vv, = 0. Como as funções é, formam um

conjunto L.i., V”, não pode ser a função nula. Conseqiientemente, temos que o

determinante

(do, do) (d1%o) ... (On,do)

(do,di) (dd) ­.. (dn,dl)

é real e positivo. Assim, podemos obter uma expressão para as funções ortonor­

mais 4, em termos das funções originais é,, dada pelo seguinte resultado.

21
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2.1 Introdução

Teorema 2.1.1. As funções ortonormais vw, são dadas por

(do, do) (da, do)
(do, di) (dd)

do(z) d1(z)

(dn, ni)

Ónlz)

Demonstração: À linearidade implica que é suficiente mostrarmos que

(Pn) dx)

(On, On)

Temos que

(do, do)

(do, $1)

(dor dn­1) (dna) ­­.

(do, dx)

(do, do)

(d1,%1)

(d1) dx)

(dn, Ôn­1)

Quando 0 < k <n—1 a última linha deste determinante se torna igual a (k+1)­
ésima linha então o determinante é nulo. Para k = n,

(do, do)

(do, d1)

(d1, do)

(01,01)

(dn) dn)

(do, dn—1) (d1, Ôdn­1)
(do, dn) (bd, dn)

Ar — AV
V Ann) An­1 |

Podemos também representar «, por

vn = /SEN) + bri(2),
22
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2.2 Propriedades Extremas

onde 4,1 é uma combinação linear das n primeiras funções do9,Ó1,­:., Ón­1.
Fazendo o produto interno concluímos que

An­1
(On, On)

=

De (2.1.2), concluímos também que o coeficiente do termo de maior grau de

rn É dado por

Nosso interesse está em sistemas Li. fd9, 01, 92,...) = (1,2,2%,...) de monô­
mios e, através desta base, queremos obter um sistema de polinômios ortogonais

com relação a uma dada medida du positiva. Esse sistema será único se im­

pusermos que o coeficiente do termos de maior grau é positivo. Dessa forma,

construímos um sistema de polinômios (yr) tal que

f entajandul(a) = Sn,
com m,n > 0 e vn(z) = KZ"+ +, x, >O.

2.2 Propriedades Extremas

Uma das principais vantagens do trabalho com funções ortonormais é que

elas podem ser usadas nas expansões de Fourier de funções em Loa(u).

Seja f E Lo(u). Então podemos escrever a expansão de Fourier

f(2) = Dd  crr(z),

onde os coeficientes c, são chamados coeficientes de Fourier. Multiplicando ambos

os lados da expansão por &, e integrando com relação a du encontramos uma

23
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2.2 Propriedades Extremas

expressão simples para os coeficientes de Fourier

= f SEE) = (fm):
Usando a desigualdade de Cauchy­Schwartz, obtemos

lenl < " If en du(2),
[/ 16 Pan | ” /Fera”

Como |leér|| = 1, temos

lenl < fl.

Concluímos daí que todos os coeficientes de Fourier são finitos.

Teorema 2.2.1. Seja f E Lo(u). Considerando todos os polinômios qr, de grau

no máximo n, a integral

" 1f(2) = qn(2)[?du(2)
Tr

atinge seu mínimo, quando qr, é a n­ésima soma parcial fr, da série de Fourier.

O mínimo é dado por
n

IFIP => Cla. (2.2.4)
k=0

Demonstração: Como 29271 + 2120 = 2Refz09Z21), para todo 29,27 E T, temos

[1nara = fere + / Intra)
ane " f(2)anJdu(z).

Escrevendo gn(2) = >. ,ax6r(z), temos

f Ina) dp(2) = lah e fan Dar
/. [f(2) = an(2)[2du(2) = [Fº + DO [ox? = 2Re(crão)]

24
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2.2 Propriedades Extremas

e, como
n n n

[lag]? — 2Re(cção)] = 3 lar ee =S IA,
k=0 k=0 k=0

temos que

15 = nana) = IP =31AP + DO fas = es.
k=0

Esta expressão é mínima quando a, = c,. Neste caso,.o polinômio gr torna­se a

n­ésima soma parcial da série de Fourier para f e, o mínimo de

f 15 ­ «6)Pdh)
é dado por

IFIP => Cla.
k=0

Como conseqiiência desse resultado, temos
n

Do lesP <11?
k=0

e, quando nn —> oo, obtemos a Desigualdade de Bessel
oo

Dele <P.
k=0

Usando a fórmula (2.2.3) para os coeficientes de Fourier, temos

e, daí,

h(9) = / Ka 9/04),
onde K,(2,6) =>" ,vr(2)Oe(S) é chamado de núcleo. Se f é um polinômio de
grau no máximo n, a soma parcial f, coincide com f. Então, temos a propriedade

(3) = K6,On(9dn),
25
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2.2 Propriedades Extremas

para todo polinômio q, de grau no máximo n. Por esta razão, frequentemente

chamamos K,(z,£) de núcleo reprodutivo.

Teorema 2.2.2. Suponhamos que o suporte da medida du contém no mínimo n

pontos. Considerando todos os polinômios mônicos qr, de grau n, o mínimo, na

lat = [/ tst)Panta)|,
é atingido quando qn(2) = on(z)/kn. O mínimo é igual a 1/kn.

norma La(u), de

Demonstração: Todo polinômio mônico gq”, de grau nº pode ser escrito da

seguinte forma

qdn(2) = Ón(2) +rni(2),

onde gn (xr) = prn(x)/Kkn É O polinômio ortonormal mônico de grau n er, éêum

polinômio de grau no máximo n — 1. Então, pela ortogonalidade, temos

fIn)Pdn(9) = [ jón9) Papa) + f Iracila)Pdu(a).

Esta expressão é mínima quando

/ ralo) Adu(2)=0 3 rmulD=O,
pois r,.,1 tem no máximo n — 1 zeros e temos, no mínimo, n pontos no suporte.

Portanto, o mínimo é atingido quando

/f I9n(2)|?du(2) /f lón(2) 2du(2)
Logo, o mínimo é 1/K,. =

Os próximos resultados apresentam propriedades extremas envolvendo o nú­

cleo reprodutivo K,(z,£).

Teorema 2.2.3. Considerando todos os polinômios qr, de grau no máximo n tal

que qn(E6) =1, a integral

/f len(2)[?du(2),
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2.2 Propriedades Extremas

atinge o valor mínimo [K,(£,8)]* para o polinômio

> lex(8)?
k=0

Demonstração: Podemos expressar o polinômio g”, como uma série de Fourier

nos primeiros n + 1 polinômios ortonormais 4, ,k=0,1,...,n, isto é,

2) =) arxpr(z)
k=0

Então,

/f Ian(2)/2du(z last
Como qr (6) = 1, temos DF paryr(E8) = 1. Aplicando a desigualdade de Cauchy­
Schwartz temos

las? la()|1º>1.
Daí,

1

k=0

Quando ocorre a igualdade na expressão acima, a integral atinge o menor valor

possível e isto ocorre quando em Cauchy­Schwartz há igualdade, ou seja, quando

ak = Cor (E), onde c é uma constante complexa. Daí, segue a restrição

1 1
o ESo lata SO

O polinômio q, que minimiza a integral é

qn(z)
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2.3 Propriedades dos Zeros

fInPana) = / ESTO,
1TEIESR /f Ka(2, )Ka2,9du(2).

Substituindo o núcleo reprodutivo, obtemos

qn(2)|“du(| Intafanto =go
Portanto, o polinômio K, (2, €)/Kn(8,6) gera o valor mínimo 1/K, (6,46).

2.3 Propriedades dos Zeros

No plano complexo, o suporte da medida du é dado por

supp(u) = (z € T: n(Bz.) > O, para todo e > O),

onde B,. representa a bola aberta com centro em 2 e raio e. Esse conjunto é
fechado.

Um conjunto G C € é convexo se, para cada par de pontos 1, y E G, o

segmento de reta que liga 7 e y é um subconjunto de GG. Usando este conceito,

definimos envoltório convexo (convex hull) de um conjunto A C C, denotado por

Co(A), como sendo o menor conjunto convexo contendo A.

Se A é fechado, então Co(A) é a intersecção de todo semi­plano fechado que
contém A.

Os resultados que se seguem apresentam importantes propriedades sobre a

localização dos zeros dos polinômios ortogonais.

Teorema 2.3.1. (Fejér) Se À, é o polinômio ortonormal de grau nº com relação

à mnedida du, então todos os zeros de &r, pertencem a Co(supp(pn)).

Demonstração: Suponhamos que 2º é um zero de 4, que não pertence a

Co(supp(un)). Então, podemos escrever

Pn(2) = (2 — zo)Pn(Z),

28



2.3 Propriedades dos Zeros

onde p,;1 é um polinômio mônico de grau n — 1. Como zo € Co(supp(n)) e
supp(u) é fechado, existe um semi­plano fechado G tal que G contém supp(u) e

A fronteira desse plano é uma linha L que separa supp(u) e zo. Seja 11 O

ponto em L mais próximo de 2º e 2 a intersecção da linha contendo z e sg e o

círculo de centro z e raio |2 — 21|.

[L ] suppay

Então para todo z E supp(u) vale

|z — zo] = z = 21] + |2 — 2].

|z — zo) > |= — 21| para todo 2 E supp(u).
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2.3 Propriedades dos Zeros

Portanto,

o que contradiz a propriedade extrama dado no Teorema 2.2.2. Portanto, 2º E

Co(supp(n)). Como 2º é um zero arbitrário de vn, concluímos que todos os zeros

de &, estão em Co(supp(un)). O =

Teorema 2.3.2. Se Co(supp(n)) não é um segmento de reta e supp(u) é um

conjunto infinito, então os zeros dos polinômios ortogonais com relação à medida

du não estão na fronteira do envoltório convero de supp(u).

Demonstração: Suponhamos que 2º é um zero do polinômio ortonormal 4,

localizado na fronteira do Co(supp(u)). Então, existe uma linha L contendo 2,

tal que supp(u) está contido no semi­plano fechado G limitado pela linha L, ou

seja, 29 E L e zo E Co(supp(n)).

Seja L o conjunto [z = x +iy E C: ar +by = c) onde a,byc E R. Sem

perda de generalidade podemos assumir que supp(uy) CG =(z=xr+iúwiyEeC:

ax + by > c), assim o ponto zo — (a +ib) pertence ao semi­plano complementar

(z=r+iyeEC:ar+by<ck.
Como 2º é um zero de &,, temos

Pníz) = (7 — zo)Pn1(2),

onde p,­1 é um polinômio mônico de grau n — 1. Consideremos o polinômio

qn(z) = [2 — zo + t(a +ib)lpnX1(2),

com t E R. Então, pela propriedade extrama do Teorema 2.2.2, a integral

10) = [les + a? + (9490 + 0 pas (9)du(a)
atinge o mínimo quando t = O, isto é, 1'(0) = 0. Mas,

1) =2 [[(7—x+at)a + (y — yo + bt)bllpn­1(2)ºdu(z).
Tr
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2.3 Propriedades dos Zeros

zo ­(a+ib)

[O] supra

4 Co(supp(n))

Como aro + byo = c e, para todo z = (x + yº1) E supp(u), temos ar +by > c,

segue

(0) =2/f [az + by — Alps (2)[/2du(2) > O,
Então 1'(0) se anula se, e somente se,

[ax + by — ellpan1(2)|1º =O,

em quase todo ponto de du. Isso significa que essa função se anula nas raízes

de pn­,1 ou nos pontos onde ar + by — c = O, isto é, em todos os pontos de L.

Assim, supp(u) deve ser formado por um subconjunto de L U Zn, onde Z, é o

conjunto formado pelos zeros de pn­1. Dessa forma, existem duas possibilidades:

ou todos os pontos de supp(u) estão na reta L ou pelo menos um ponto de

supp(u) está em Zn. AÀ primeira possibilidade não satisfaz a hipótese. Para a
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2.3 Propriedades dos Zeros

segunda possibilidade, o conjunto Co(supp(u)) será um polígono com um lado

em L e vértices nos pontos de supp(u) que estão em Z,. Traçando agora uma reta

L, pelo ponto 27 E Z, e procedendo de modo análogo, concluímos que existem

infinitos pontos na reta L,, contradizendo o que foi demonstrado. Portanto, não

podem existir zeros de 4, na fronteira de Co(supp(u)). =
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Capítulo 3

Polinômios Ortogonais no Círculo

Unitário

Neste capítulo, são estudados os polinômios ortogonais no círculo unitário,

que também são conhecidos como polinômios de Szegó, e um sistema de relações

de recorrência para estes polinômios. Os resultados apresentados neste capítulo

podem ser encontrados em Van Assche [17] e na dissertação de Mestrado [2].

3.1. Matrizes de Toeplitz

Suponhamos que di seja uma medida positiva em [0, 27). Então, esta medida

induz uma medida denotada por dv no círculo unitário C = (eº : 9 e [0,27))
através de

f fa)du(a) = | Seade) = [frenasoo
o

Sem perda de generalidade, vamos supor que dv é uma medida de probabilidade,

isto é, f,dv(2) = 1.
Os elementos da matriz de Gram são

(2,2) = /f z z'dv( =/ eEDIIZ(O) = Cx,
C o
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3.1 Matrizes de Toeplitz

onde cx, k E Z, são os momentos trigonométricos da medida dv.

Os momentos trigonométricos formam a matriz

Cn Con+l > Co

que é Hermitiana pois c£—1 = Cr e é chamada de Matriz de Toeplitz. Os

polinômios ortogonais no círculo unitário são dados, em função desta matriz,

por
Co Cc

[62 | Co

C­n+1l Conqa cc. CA

n1 Z e Z

onde À, = det Tr. O coeficiente do termo de maior grau é dado por

An
An*Kn=

e os polinômios ortogonais mônicos no círculo unitário serão representados por

Os coeficientes S,(0) = a,, para n € N são muito informativos e freqiilentemente

chamados de coeficientes de reflexão.

Quando a medida di é simétrica no sentido

/i zédi(0) = /f” zFdi(O),
os momentos trigonométricos são representados por

ck =2f cos(k9)di(0)
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3.1 Matrizes de Toeplitz

e, portanto, são todos reais. Dessa forma, os polinômios &, terão coeficientes

reais se a medida di? for simétrica.

Para o estudo dos polinômios ortogonais no círculo unitário, é conveniente

trabalharmos com polinômios ortogonais recíprocos. Se g,(2) = >", bz" é um
polinômio de grau no máximo n, então seu polinômio recíproco é dado por

qi(2) = 3 "bia" =2"7,(1/2),
k=0

onde a notação q, indica que somente os coeficientes de q, são conjugados.

À operação­x depende do grau do polinômio g, de forma que devemos es­

pecificar para qual n estamos usando esta operação. Note que

[gn(2)]* = qn(2).

No círculo unitário, temos ainda a seguinte representação para os polinômios

recíprocos
9"qn(2), para z= e.* —

O próximo resultado relaciona o núcleo reprodutivo aos polinômios ortogonais

no círculo unitário e seu coeficiente do termo de maior grau.

Teorema 3.1.1. Se K, (2,6) = >, r(2)Or(S) é o núcleo reprodutivo para
polinômios ortogonais no círculo unitário, então

Ka(2,0) =D pele)or(O) = savi(2), (311)

K,(0,0) = 3 |or(0)]º = «2. (3.1.2)
k=0

Demonstração: Seja q, um polinômio mônico de grau n, então q* é um polinômio

de grau no máximo n tal que g*(0) = 1. Como estamos trabalhando no círculo

unitário, temos que

lar (2)|? = |9n(2)|?.
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3.1 Matrizes de Toeplitz

Daí, o mínimo de

f Ian(2)Pdv(2),
quando consideramos todos os polinômios mônicos de grau no máximo n, é igual
ao mínimo de

f It(9/Pdr(a),
quando consideramos todos os polinômios g* de grau no máximo n tal que g*(0) =

1. Do Teorema 2.2.2, concluímos que

/f l9n(2)[2dv(2) = &,
mas, como os mínimos da norma em Loa(u4) para os polinômios q, e q* são iguais,

pelo Teorema 2.2.3 obtemos
n

K1(0,0) = 3" |or(0)º = «2.
k=0

Os polinômios que minimizam essas normas também são iguais. Logo,

Kn(2,0) = 3 rlz) os (0) = Knr(2).
=

Recordando que S, é o polinômio mônico ortogonal no círculo unitário e que

OS zeros z;,, desse polinômio pertencem ao envoltório convexo do círculo unitário,

ou seja, ao disco unitário aberto, temos que
n

an = Sn(0) = |Tzn= lan <1,
k=1

pois, no círculo unitário, |zxn| < 1, para k = 1,...,n. Temos também que
n n—l

Ka = Raza = DO le(0)/? = DO Joe(0)º = lon(0)]? = n2|Sn(0)?.
k=0 k=0

Então,

) =1­150P=1­/aP.
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3.2 Relação de Recorrência

3.2 “Relação de Recorrência

Os polinômios ortogonais no círculo unitário não satisfazem a uma relação de

recorrência de três termos. Na verdade, esses polinômios satisfazem a um sistema

de duas relações de recorrência.

Teorema 3.2.1. Se v,, são polinômios ortogonais­no círculo unitário, então

Eni(2) = Anton(2) — on(0)i(2), (3.2.1)

Kn10n(2) = KnZOnY1(2) + Pn(O0)p? 1(2). (3.2.2)

Para os polinômios ortogonais mônicos Sr, temos

Sn(2) = zSnX1(2) + anSã1(2), (3.2.3)

(1— lan )2Sn1(2) = Sn(2) — an St(2). (3.2.4)

Demonstração: De (3.1.1), temos

KnOn(2) — Kn1PnX1(2) = Onlz)On(O). (3.2.5)

Fazendo z = 1/2, conjungando os coeficientes e tomando a operação­* para

polinômios de grau n em (3.2.5), obtemos (3.2.1).

Para obtermos (3.2.2), vamos eliminar * de (3.2.1) e (3.2.5). Assim,

On(2)ln(0)|?º — Ka On(2) + KntniZOn<1(2) = =Knz10n(0)oz 1(2).

Usando xà = &2 , + |6n(0)]? chegamos a (3.2.2).
Para obtermos as relações (3.2.4) e (3.2.3), basta fazermos pr(2) = kn Sn(2)

em (3.2.1) e (3.2.2) e usarmos (3.1.3). =

Teorema 3.2.2. Se vr(z) são polinômios ortogonais no círculo unitário, então

1—z26
|

n—l

Krn1(2,8) = Ss. Príz)Os(S)
k=0

(3.2.6)
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3.2 Relação de Recorrência

. Demonstração: Eliminando 4, de (3.2.1) e (3.2.2), temos

Kn1n(2) = On(0)zn­1(2) + Knorr 1(2). (3.2.7)

Avaliando (3.2.2) nos pontos z e € e multiplicando­se os resultados, obtemos
2 2Si fo Ono + EPL (FIO

n—1l n—1l

O) 59,(9) + EE Eoi(96.
n—1l

Avaliando (3.2.7) nos pontos z e £ e multiplicando­se as duas equações, obtemos

lento)Vea 1
ntn 0 At RIA

n—1l

EAITTS.
Subtraindo­se as duas equações acima e usando x? = x2,+ |, (0)!?, temos que

Pr(2)Oor(S)— Pnle)On(E) = e ex1(2)6r1(S)
À | zEPnW1(2)On1(S)

Somando­se e subtraindo­se vn­1(2)on­1(É), segue que

(1­29) enil9)9n(O = [on()6R(O ­ enla)on(o)|
­ [et ()9R ­ enl2)on1(8)]

Somando­se os termos [1 — zé] Vr(z)Or(£) para k = O0,1,...,n — 2 em ambos os
lados da equação acima, temos

(1— zé) Y rlz) os(S) =
o que nos dá o resultado esperado.
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3.3 Relação com Polinômios Ortogonais em [1,1]

3.3 —“Relaçãocom Polinômios Ortogonais em [­—1,1]

Como vimos no capítulo 1, uma seqiiência de polinômios reais

­|Pníxt) = IJ" +AnLC" A+, q >O,

ortogonais com relação à medida du satisfaz

À partir da medida du, podemos definir outra medida dv em [0, 27) por
; 1

dv(e") = do(0) = 3 |du(cos 9)|.
Se du(x) = w(r)dx então dêP(0) = (1/2)w(cos 9) |sin 0|dd e, se du é uma medida

de probabilidade, então dv também é uma medida de probabilidade. Logo, a

medida em [0,27) induz uma medida dv no círculo unitário, como vimos na

seção 3.1, e existe uma sequência de polinômios ortonormais

Pníz) =KkpnZ deco, kn > 0,

tal que
27/f Pala)mn (2)do(0) = ôma, MN > O.

0

Os correspondentes polinômios mônicos são

19 2 nO)bn(x) = a
Os polinômios em [—1,1] e no círculo unitário são relacionados por

Teorema 3.3.1. (Szegó) Os polinômios ortogonais no círculo unitário S,, com

relação à medida dv têm coeficientes reais. Se

+27!
= 9 ,

de forma que x = cos0 ez=e, então

pPníx) = Warm + Z"San(2)].
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3.3 Relação com Polinômios Ortogonais em [1,1]

Demonstração: Como a medida di é simétrica, os momentos trigonométricos

são reais. Então, os coeficientes dos polinômios ortogonais são reais.

Tomemos os polinômios de Chebyshev de primeira espécie com x = cos6

dados por

Tn(x) = cos(nd), n=0,1,...

obtemos

Primeiramente, mostraremos que 2? Sa, (2) + 2" San(2!) é um polinômio de
grau n em r. Se tomarmos

2n

San(2) = > d.2t,
k=0

temos

2n 2n

2San(z) + 2º San(2) = 3 dale" +27 MP] =23N"deThn­x(0),
k=0 k=0

pois

gh a 27h = 27, (x)

Zen q ZTE) = 297, n(x),

k = 0,1,...,n. Logo, esse polinômio é de grau n em rx. Considerando k = O e

kh = 2n, obtemos que o coeficiente do termo de maior grau é 2º[1 + an), já que
do = as, € do, = 1.

Provaremos agora que este polinômio é ortogonal, em La(u), a todo polinômio

Trx(r), com k <n. Sabemos que
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3.3 Relação com Polinômios Ortogonais em [1,1]

1 o k —kfET Sn(2) + 2" Sn DITA (0) du(0) = /f [2"San(2) + 2º San(27))]É du(cos 9)

/fTe" San(2)+ 2"San(27)2" Ldu(cos o)
f

+/ [27 San(2) + 2"San(27))2"* Zdu(coso),

Temos que

z=1/W> a=27— 0.
Usando este resultado na segunda integral, obtemos

f. [2 "San(2) + 2º San(zITe(x)dn(o) /27"San(z)+2"San(27))zº 3du(cos8)
+ / Es + 2"San(27)]2é 3dcos 9)
/fCM E­nSon(2) + 2ºSan(2"))2"dP(0)

27 27= /f zo, (z)di(0) + /f z" HE S,(2)di(O)
o o

= O, para O0<k<n,.

Para À = n, usaremos o mesmo raciocínio. Assim,
1 27

/ [z T"San(2) + 2º San(zDITn(zJdu(x) /f [2 "San(z ) + 2” San(z))z"dD(0)
—l o

27 27

Sm(2)di(9) + f 2” San(z !)di(0)
o

/fO ans ()do(O).
o

Escrevendo 2º" = Sa, (2) +boSon=1(2)+...+bon1So(z), pela ortonormalidade
temos que

f ETS6O + 2º San(27)Ta(x)du(o)
Agora, tomando

2" Sm(2) + 2"San(27') = 211 + San(0)]Tn(Z) + qn1(D),
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3.3 Relação com Polinômios Ortogonais em [1,1]

temos que a norma de 2"Sy,(2) + 2" San(27!) é e&37 /2[1 + aan] e, considerando
que po(xr) = 1, temos

2" San(2) + 2º Son(27!Pnx) — — anl ) ­ an( ”Ilz"Son(2) + 2" Son(2=")]||

=

O próximo resultado relaciona os coeficientes de recorrência dos polinômios

ortogonais em [—1,1] com os coeficientes de reflexão dos polinômios ortogonais
no círculo unitário.

Teorema 3.3.2. Os coeficientes da relação de recorrência para os polinômios or­

togonais em [­1,1] estão relacionados com os coeficientes de reflexão da seguinte
INnaneira

27 = [(1­ an)(1 — 3,21) (1+ an<2)]"P, (3.3.2)

Se tomarmos Rn(x) = pn+1(T)/Pn(DX), os coeficientes de reflexão podem ser dados

por

cn ED +R()

Demonstração: Sabemos que pr(x) = ynx" + AnZ"! +­­­. Comparando os

am = R.(1) = RA(—1)=1 (3.3.4)

coeficientes do termo de maior grau dos polinômios p, e dos polinômios (3.3.1),
temos que

Mn = 2º on V1 + don.

Da relação de recorrência de três termos para os polinômios ortogonais na reta

real, temos 1, = Tn­1/7n. Então,

1 nº V nL22fm Vito (3.3.5)Kon­2 V1 + ano

Daí, usando a relação (3.1.3), temos

(1 = lazn 9)?
1

42
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3.3 Relação com Polinômios Ortogonais em [1,1]

de onde conseguimos (3.3.2). À relação (3.3.3) é obtida comparando­se os coefi­
cientes de x"!

Para x = 1 temos z = 1 e, para x = —1, temos z = —1. Então, se aplicarmos

estes valores em (3.3.1), obtemos

mi)=*X2288D o p(­D=(­D
Da relação de recorrência (3.2.4), segue que

Vl + don |

Sa+1(1) = (1 Jan) Sn(1) + ani 57,111).
Daí,

Sn+1(1) = (14+ an+1)Sn (1). (3.3.6)

Analogamente, obtemos

Sun(=1) = = = (1)"anulSa(=1). (3.3.7)

Fazendo Rr (1) = pn+1(1)/pn(1) e usando (3.3.5) e (3.3.6), temos

2Rn(1) = (1+ am )(1+ ami). (3.3.8)

Da mesma forma, fazendo R,(—1) = pr+1(—1)/pn(—1) e usando (3.3.5) e (3.3.7),
obtemos

—2R,(—1) = (1 + 02) (1— a2x41). (3.3.9)

Somando­se (3.3.8) e (3.3.9), segue que

R.(1) — RA(—1) = 1 + dor.

Daí,

an = R,(1) — R.(—1) — 1.

Subtraindo­se (3.3.8) de (3.3.9), segue que

R.(1) + RA(—1) = a9+1(1+ am).

— 21) + Rr (1)
An+1 = Rn(D) Z Ra(=1)'
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Capítulo 4

Combinações Lineares de

Polinômios Ortogonais que Geram

Fórmulas de Quadratura Positivas

No capítulo 1, vimos que, quando escolhemos os nós da fórmula de quadratura

interpolatória como sendo os zeros dos polinômios ortogonais de grau n, con­

seguimos precisão 2n — 1. Franz Peherstorfer [10] considerou os polinômios

Pnlóo,91,­..,ór;x] E Pr, ortogonais a todo polinômio de grau menor ou igual

an—r—l,para0<r<mn,dado como a combinação linear

j=0

dos polinômios ortogonais mônicos À, em [—1,1], e considerou a fórmula de

quadratura

f se)du(z 2/6) +Ex(S),
sobre os zeros —1 < r11n < Tan <­..< nn < 1 dos polinômios Pr[óo,61,...,Ór;DXl.
Assim, a precisão da fórmula de quadratura acima é 2n — r — 1 e será chamada

de (2n — r — 1, n, du) positiva quando os pesos, A;n, paraj = 0,1,...,n, forem
positivos.
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4.1 Resultados Preliminares

4.1 Resultados Preliminares

Daremos aqui algumas informações adicionais sobre polinômios ortogonais

em [—1,1] e ortogonais no círculo unitário [2] < 1. Alguns desses resultados estão

relacionados aos polinômios associados aos ortogonais em [—1,1], dados por

O(s) = — " Pniilz) Àão” du(t), (4.1.1)
TO rc—t

onde m,q = fa du(x). Foi mostrado em Krylov [8] que os polinômios 6 são
mônicos, de grau n e satisfazem a mesma relação de recorrência que os polinômios

ortogonais, isto é,

= (8 — Ba)(4) — ennba(s), n>2,

com pox)J=le pb (x)J=xrx­—/. Com estes dados, pode­se obter resultados
que caracterizam as fórmulas de quadratura positivas.

Lema 4.1.1. Sejam r,n E N, com n > r, e seja 6; E R paraj=0,1,...,r7, o É
0. Então, Prnld0,01,.­..,Ór;X] gera uma fórmula de quadratura (2n — r — 1,n, du)
positiva se, e somente se, Prn[509,01,...,0r;X] tem nº zeros simples em (1,1) e os
zeros de Pr[ó09,01,...,ór;kx] e

1 /º Pnldo,d1,...,ór;t] = Pnlõo,d1,...,Ôr;Onildo,d15. + dra] = (do 1 n [o 1
1

—

se entrelaçam.

Demonstração: Temos que

Palõo, Sa... ór;x] =X"Sibnzi(x) e Onaldo,,...,ó;x]= DUO
j=0

Sabemos que os pesos, A;n, da fórmula de quadratura interpolatória sobre os n

zeros do polinômio P[ó0,01,...,0r;x] são dados por

* Filó, 02, ...,Ór) Lj,nl f. LT —Ltin du(zx)

45
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4.1 Resultados Preliminares

Usando (4.1.2) e o fato de x; ser um zero de Pr 51,62, ...,ór;X), temos que
On1 [61 d2, o. dr; Liz

Como os n zeros de Pr [ó1,62,...,Ór;r] são distintos e pertencem à (—1,1), a

Ajn = mo

condição A;n > O é equivalente ao entrelaçamento dos zeros de Pr[61,02,...,Ôr;X]

e On—1[d1,Ô2,...,Ór;], ou seja, se Pr [61,62,...,ór;T] gera uma fórmula de quadratu­
ra (2n —r—1,n,du) positiva então, os zeros dos polinômios Pr[61,62,...,ór;x]e
Onz1[01, 02, ­ ­ ­, Ór; x] se entrelaçam.

Por outro lado, considerando que Pr [61,02,...,Ôr;x] tem n zeros simples em

(—1,1) e que os zeros de Pr[51,52,...,ór;x] e On—1[01,62,..., ri x] se entrelaçam,
temos A;jn > O, ou seja, Pr[ó1,62,...,Ór;T] gera uma fórmula de quadratrura

(2n —r—1,n,du) positiva. =

Como foi visto no capítulo anterior, os polinômios mônicos S,, ortogonais no

círculo unitário com relação a medida positiva dv, dada por

dv(e) = doço) = | ArteosP), para BEMTIÁÀÀÀÀÀ 1a
duícos9), para 0 E (m,2m]

satisfazem (3.2.3).

Considerando 5,(0) = —a, em (3.2.3), obtemos uma nova seqiilência de
polinômios (5,) que satisfazem

Sn(2) = zÍn1(2) = a75* (2), n>1, (4.1.4)n—l

com So(z) = 1. Esta sequência recebe o nome de sequência de polinômios de
Szegó associados e mantém a propriedade |a,| < 1. Conseqiientemente, os seus
zeros também estão localizados dentro do disco unitário aberto.

Como os polinômios de Szegó S, são reais e ortogonais no círculo unitário,

temos

2 Re[2"! Sana )!] = 2 PD Sa 1(z) + ZM Sana(zZ).
2n­1Tomando San, 1(2) = 3X7 drzt, temos

2n—1

2 PDS, 1(2) + ZA Sana (Z7!) — Y” di [2771 + ZA,
k=0
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4.1 Resultados Preliminares

Partindo do polinômio de Chebyshev de primeira espécie com x = cos 0 e usando

a transformação x = (z + z7!)/2, temos

Como estamos trabalhando com polinômios mônicos, então

FA + 2

Daí, usando os mesmos argumentos do Teorema de Szegó 3.3.1, podemos escrever

2n­—1

2 MD Son (2) + 2”San1(2) = 2 FI tdilhniu(),
k=0

que é um polinômio de grau n.

De (3.3.1) temos que os polinômios mônicos (ôn), ortogonais com relação à
medida du, satisfazem

Bníx) = ez” Sn(2) + 2" Sanl(z"))],

onde c, é uma constante. Mas, da relação de recorrência de S,, que é real, temos

2"San(2) + 2º San(27*) = (1+ aon)[27OP Sanna(2) + 2"Soni(2*)).
Daí,

col PDS (2) +ZA(2).

Bn(x) = 27 27 MD Sa 1(2) + 2" Sani(2)),

que pode ser dado por

fníx) = 27H Relz"HSan1(2)]

47

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.1 Resultados Preliminares

com x = (z +27!)/2ez=e". De modo análogo, pode­se mostrar que

Im" San1(2)]21) —n+1l= )>2

onde x = (z +27!)/2ez=e,

Lema 4.1.2. Sejun n E Nel € Z, com 2/]l| < n. Seja Grn(20) = 2 +­­­ um

polinômio real mônico com todos os seus zeros no disco unitário aberto |2| < 1.

Então, o polinômio cosseno Refz""'Gn(2)Y e o polinômio seno Imfz""'G,(2)Y com

z = e ex =cosd para A E [0,nm) têm, respectivamente, n — | zeros 0; em (O, n)e
n—l—1l zeros; em (O0,m), que se entrelaçam, isto é,

0<dha<ú<d<UM<e < Uni < Ono <T.

Demonstração: Seja Gr(z) = X"2 brzº, bi ER eb, =1. Então, para z = e
temos

Pa em = 3 bulcos(k(k— DO +isin(k—DO.
k=0

Refz "'Gn(2)) =0 & X “br cos(k — 1)O = 0.
k=0

Logo,

Refz"Ga(2))= 0 &> 2 cos(k — 1) ­­>”cos(l —k)G9=0. (41.7)
k=0

Por outro lado,

> br sin(k — 1)O ­­> b, sin(I — (4.1.8)

Multiplicando (4.1.8) por à e somando a 417, obtemos
PE em| 2hcos(l — k)d +isin(I — k)O0]= —z"'Gn(2).

k=0
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4.1 Resultados Preliminares

que implica em

Logo,

Usando a relação

arg [a] + arg/b] = arg[abl, para a,bE€ CD,

temos que

Gr (2)arg[2"*]+ arg |
Portanto,

Refz'Gn(2)) = 0 <& arg [2"*] + arg GnÚ Gz (2)

Analogamente, como

Imiztin(2)) =0 <> Sb sin(k—1)O=0O,
k=0

temos

Imiz"'Ga(2))=0>z

Então,

" n—2l Gn(2)Imíz "Grn(2)) = 0 <> arg|[2" *] +arg |——<|=2krn, VkeE N.
Gr (2)

Estas relações permitem concluir que Refz""'Gn(2)) e Imfz "Gr(2)) têm
2(n — |) zeros em [0,27) e que estes zeros se entrelaçam. Daí, o polinômio

cosseno Refz"'Gn(z)) tem n—l zeros em (0, 7) e, lembrando que o polinômio seno
Imfz""Grn(2)Y) tem um zero em 0 = 0 e outro em 9 = 7, temos que este polinômio

tem n — | — 1 zeros em (0,7) pela simetria dos polinômios trigonométricos =
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

Nesta seção, trabalhamos com os polinômios Qxn, k = 1,2,...,n, definidos

através dos coeficientes de reflexão para os polinômios de Szegó. Usando a trans­

formação de Szegóô
+27

TrT=
2

veremos relações entre os polinômios ortogonais reaise os polinômios ortogonais
no círculo unitário, bem como seus respectivos associados, que foram estabelecidas

por Franz Peherstorfer [10]. A partir dessas relações, o autor apresenta resultados

que garantem a positividade das fórmulas de quadratura.

Definição 4.2.1. Seja o polinômio Qr,an1(2) = zº+­­­, para k =1,2,...,2n­1,
n E N definido pela relação de recorrência

Qr,an1(2) = zQr1,2n1(2) — Aan1­kQk1,2n1(2), (4.2.1)

onde Quan1(z)=1e0os coeficientes aan—1­x São os parâmetros que aparecem na

relação de recorrência (3.2.3).

Pr . A . A A(1 "A .O próximo resultado relaciona os polinômios À, e po e os polinômios 5, e
Sn, respectivamente, usando a sequência de polinômios (Qrn).

Lema 4.2.1. Sejón E N. Então,

(a)

TIL (1 = lamas) <1QLani(2)] <T [+ faonas])
para |z| < 1, onde 0 < k < 2n— 1. Além disso, Qxan1(2) tem todos os seus
zeros em |z| < 1.

(b) seja 0 < k <2n — 1. Então, para z = €*, x = cos0 e 0 E [0, mn], temos

ôn(ír) = 27" tiRefz "Que on1(2)San=n)=1(2))

s 27"HiImfz "tIQor ani (2) Somm=1)=1(2))
=

sin(9)
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

Demonstração:

(a) De (4.2.1) temos que

Qran=1(2) = Qro an=1(2) = Aonw1­ktQr—1,2n1(2). (4.2.2)

Fazendo k = 1 em (4.2.2), obtemos

IQ1an=1(2)| < 1 + lanm—2| para | 2) <1

e, lembrando que Qo,on—1(2) = 1, segue que

0 <1— lana] < [QTon1(2)| <1+lam­2| para |2) <1. (4.2.3)

Como |QTan 1(2)] > O para |=] < 1, concluímos que o zero de Q7 2,1(2) não
pertence a |z| < 1. Daí, o zero de Q1 2n—1(2) pertence a |z| <1.

Novamente, fazendo k = 2 em (4.2.2), obtemos

Qian1(2) Q,an=1(2)Ag TR = É +Amndag TSQi an1(2) Qion1(2) |

Como o zero de Q1 7... está dentro do disco unitário aberto, segue que

Qu,an=1(2)ii <l, paralz| <1.
Qion­1 (2)

Daí,
Qi an­1(2)0<1­ las 3] < NO < 1 + las 3), para |z| <l.Ú Qian1(2) ?

Então, usando (4.2.3), concluímos que

O <[1— Jamal] — laonsl] < [Q32n1(2)| < [1 + laonal][1 + lazn—sl].

De modo análogo, concluímos que os zeros de Q2an1(2) estão em |z] < 1.
Continuando com o mesmo raciocínio, obtemos o resultado desejado.

(b)Usando (3.2.3) e (4.2.2) é possível relacionar S, e Qx n da seguinte forma:

51
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

e, usando (4.1.4) e (4.2.2), podemos relacionar 5, e Qxm,

zSm1(2) — Sin1(2) = 2xan1(2)Soninn(2) = Quoni(2)SÁinA(2). (42.5)

Dado qualquer polinômio real Gon, de grau 2n — 1, para z = e"? temos

2Re[z "MGann1(2)] =2"[2Gnn(2)+ Gi, 1(2)]

2ilm[2"FGu1(2)] = 2 [2Gn1(2) = Gini (2)).

Então,

2Re[2""Sani(2)] =2z"[2San1(2) + Sin1(2))

2ilm[27"+H!Sa, 1(2)]= z"[259n1(2) — Si, 1(2)).

De (4.2.4) e (4.2.6), segue que

Re[z"Hi San1(2)] = Rel"Qran1(2)San1­x(2)]

e, de (4.2.5) e (4.2.7),

Im[27"*F!San1(2)] = Im[2 "Quan1(2)San1­r(2)].

Logo, das relações (4.1.5) e (4.1.6), concluímos a demonstração do Teorema. Mm

O próximo resultado garante a positividade das fórmulas de quadratura

(2n—r—1l,n,du) a partir da análise da localização dos zeros dos polinômios q2r.

Teorema 4.2.1. Sejam r,n E N, 7 < n, d9,01...,0) ER ed6 £ 0. Então,

Pnlóo,d1,...,Ór;x] gera uma fórmula de quadratura (2n —r — 1, n, du) positiva se

1r(2) = S 2672! Qu 2j,20n—i)=1(2)
j=0

tem todos os seus zeros no disco unitário aberto |z| < 1.
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

Demonstração: Temos que

Pnldo, d1,...,Ór;X] =X ójibnj(x) On­1[50, d1,..., ó7;x] =2jPcoJd j(g
Lembrando que z = e*º, x = cosf, A E [0, 7), e, usando o Lema 4.2.1 b), temos

Pnldo,d1,...,0r;X] = 3 djân­i(X)
rY 277+HIHig,Re e Qu, anal Smn­ar­a 1)

j=0

27" Re em >ECA SAO) | ;j=0

onde O < k; < 2n — 2j — 1. Fazendo k; = r — j, temos

Pafóo, 1, ­..,ór;x] = 27" Re [É Tala) a SA a a(o)| ;
onde

qor(z 23736, ZÍQar­2j,2(n—j)— 1(z).
j=0

Da mesma forma, temos

On—1([59, 5 d.11] = goma Imle Tae (2)2 O Sama (9)ESMASASSADIA sin0 ,

onde gs, é dado por (4.2.8).

Suponhamos agora que todos os zeros de q2, estão em |z| < 1. Como, o mesmo

acontece com os zeros de Sa(n­r)­1 Segue, do Lema 4.1.2 que Prn[d0,61,.­­,Ór;X]
tem n zeros simples em (—1,1).

Usando a relação

Re [a]Re [b] + Im [a]lIm [b] = Re[ab]l, a,b E C,

temos

Re[z" PD qo, (2) San=n)=1 (2) Rel27 PD qo, (2) So(n—r)—1 (2)]

+Im[27PD g297 (2) Satn=n)=1(2)]IM[27PD gor (2)Sacn=n)=1(2)]
53
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

= |12r(2) PRelSam­n)—1(2)San=n)—1(2)]
2n—r—1)

= 92, (2)|? Il (1­ az)
k=1

= clgar(2)|º > O.

pois, Re[San=m)­1(z ) 5a,(n=m)1(2)] = nome Da — at)(veja apêndice A). Daí,
temos que

+ sinº (0)Im[2PD g2r(2)Sam­n)=1(2)J]On=1[50, 01, ­ «673 E]
= 2PPelas(2)|?.

então

+ sinºro,d1,...,Ór5X)
= 27PDelgs(2)|?, (4.2.9)

Im[27 (97 Dasr(z)S2atnr)r) —1(2)]
sin O

|Tn1(2) =

Como x = (z + 27!)/2, z = eé*º e 0 E [0,7], pelo Lema 4.1.2, temos que os zeros
—l << n<... <tnn<1de Pr[0o,01,...,Ór;x] e os zeros de rr; se
entrelaçam.

Sejam t;n = cos;, os zeros de Prn[ó9,01,...,0r;x]. Então, de (4.2.9), temos
que

2net (En) On=1ld0, ó1,­­­ rx) =27,qTn=1(Tjn) 1150, 61 ór; Lin)= sinz9,
onde z;n = cosf;, +isind;, e dj, = arccos(r;,). Como

Tn=1(Ejin)On=1[5o, Ôz, ... ;Ôr Xinl > 0,

temos que rn­1(Tjn) € On=1[50, 01, ­­­,Ór; Tin) têm o mesmo sinal. Então, usando

o fato de que os zeros de rn, e Pr[ó09,01,..­,0r; x] se entrelaçam, concluímos que
os zeros de Pr[d0,01,...,5r;X] e On—1[00,01,­­­,0r; Tr] também se entrelaçam. m
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

O corolário apresentado a seguir trata da positividade das fórmulas de quadra­

tura (2n — r — 1,n, du) a partir dos coeficientes de reflexão dos polinômios de

Szegó.

Corolário 4.2.1. Seja n,.r E N, 7 < n, do9,01,...,067 E Reów AO. Tome

A" = l5o| é
”

[TM(1+ faamnsnnna)
2r—1k=0 (1 = laxmnng­e])

para j=1,2,...,r e sejaj; E (O, 1,...,7), joi=0<j <­<jrm, os índices

Aj =2]5, (4.210)

para os quais A,, É O, para k = 1,...,17* e A; = O paraj € (1,2,...,r) —
(jo,ju, +... jr). Então, cada uma das seguintes condições,

(a) Ei Au <Ão
(b) Aj, > 2A;,,, para k=0,1,...,17* —2 08 Aj. > Aj,

é suficiente para que Pr [00,61,...,Ór;x] gere uma fórmula de quadratura (2n —

r —l,n,du) positiva.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que a condição (b) implica na

condição (a). De fato, aplicando sucessivamente as desigualdades dadas em (b),
temos

Ajo > 2Aj = Ap + Aj > Ap +24, =" >X"Aj,
Í

k=1

que é exatamente a condição (a).

Agora, mostraremos que a condição (a) implica que

Br(2) = > 2072 Qu ­2i2(n­i)=1(2),
j=0

tem todos os seus zeros em |2z| > 1, que equivale ao fato de qa, ter todos os seus

zeros em |2|] < 1.

Vamos supor o contrário, ou seja, que q5, tem um zero £ em |z| < 1. Então,
r

Ss 25;8 Qu 25 ,2n=i)=1 (E) = O.
j=0
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4.2 Fórmulas de Quadratura Positivas

Daí, usando o fato que Q3, 7,, não tem zeros em |z| < 1, temos

doQ3r,an—1 (5) = — ND V;EQS jam=i)1(8),
j=l

je 2; Q37 ­2i,2m—i1(8)
Q3r,2n— 1 (E )

j i 193;27,2(n n­1(8)]l6ol < DE BmNO)
do

Usando o Lema 4.2.1 obtemos

[TIRA(1 + Jamie") |
[TX (1 lam=n=xP2) |CESSA

j=1

Portanto,
r

j=l

que contradiz a hipótese (a). Logo q3, não possui zeros em |z| < 1. Então, q2, tem

todos os seus zeros em |z| < 1. Dessa forma, pelo Lema 4.1.1, Pr[59,61,...,9r;F]

gera uma fórmula de quadratura (2n — r — 1, n, du) positiva. =
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Capítulo 5

Fórmulas de Quadratura Positivas

com Medidas Simétricas

Neste capítulo aplicamos a transformação de Delsarte e Genin

212 4 222
LTL =

2

(veja Zhedanov [18]) para obtermos polinômios ortogonais reais e simétricos

através dos polinômios de Szegó. Para isso, usamos os polinômios para­ortogonais

e os polinômios de Szegóô associados.

Com base no trabalho de Peherstorfer [10], estudado no capítulo 4, cons­

truimos uma nova seqgiiência de polinômios ([Hrn) e, através desta sequência,
obtemos os polinômios hor que fornecem condições necessárias para a positividade
das fórmulas de quadratura (2n — r — 1, n, du).

5.1. Polinômios Para­Ortogonais

Como já foi visto no capítulo 3, dada uma medida positiva dv no círculo

unitário C = (e : d € [0,27)), os polinômios de Szegó podem ser difinidos por

/f Sn(2)Sm(z)dv(0) =0, nÉAmMm.
Cc
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5.1 Polinômios Para­Ortogonais

É importante relembrar que os coeficientes de reflexão a, = S,(0), 1 > 1, são
menores do que um em módulo e que os zeros dos polinômios 5, estão localizados

dentro do disco unitário aberto.

De (3.2.3), podemos facilmente escrever

Si(2) = Si1(2) +anzSn1(2), n 21, (5.1.1)

com So(z) = Si(z) = 1

Os polinômios S, (2) + wn S*(z) onde |wr| = 1 são chamados polinômios para­

ortogonais e foram introduzidos por Jones, Njâstad e Thron [5]. Os zeros destes

polinômios estão localizados no círculo unitário.

Neste capítulo também trabalhamos com sequências de polinômios de Szegóô

cujos coeficientes de reflexão (e, consequentemente, todos os coeficientes) são

reais. A simetria da medida dv(27!) = —dv(z) é condição necessária e suficiente
para que os polinômios S, sejam reais.

Vamos considerar dois casos especias de polinômios para­ortogonais

— Snl2) + Sal) n>1 (5.1.2)
l1+a,

> 1. 5.1.31­ an ne | ),

Os denominadores forão escolhidos de forma a obtermos polinômios mônicos.

Usando (3.2.3) e (5.1.1), temos

Snr1(2) + Si+1 (z)
1+ AIn+1

zSn(z) + Si(z).

Sh(2)

Somando­se e subtraindo­se zS*(2) e Sn(2), obtemos

SM (2) = (2 + DISn(2) + Si(2)] = Sn(2) — 2Si(2).
Multiplicando­se e dividindo­se 1 + ar, chegamos em

Sn(2) + Sh(2) Sn(2) | (2 +1)anSi(z)A ENA NE +

­ 1] Sa(2) + [o| Si(2)
— Sn(2) — zS*(z)S() = (z+1) +an(z+1)

(z +l)ar
l+ar(2 + DSD(2) + |
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5.1 Polinômios Para­Ortogonais

e, daí,

SM(2) = (z + 1)SO(2) + =­ Sn(2) + |
Assim, usando (3.2.3) e (5.1.1), temos que

Sih(2) = (2 +1)SO(2) ­ (1 +an)(1­ an)2S1(2), (5.1.5)

que é a relação de recorrência para os polinômios SO, sendo ao = 1 e as condições
iniciais SP (2) = le SO (2) = z+1. Analogamente, temos que a relação de
recorrência para SO é

SP(2) = (2 +1)SO(2) — 1 = an)(1 + an)zS (2), (5.1.6)

com as condições iniciais SO (2) =1 e SO(2) =z—1.
Considerando agora os polinômios

Sn(z) + Si(z)
AT.

l1+an
517)

RO (2) = = = —) ENO) (5.1.8)

para n > O, obtemos

25n(2) = (1+ an)RO (2) + (1 = an)(2 = RO (2), n>1. (5.1.9)n—l

Tomando (5.1.1), somando­se e subtraindo­se S*(z) + an Sn(2), temos

Sn(2) + S7(2) Sn(2) — S7(2)
1­ 02 1­0

SI (2) + SO(2)n

225n­1(2) = (1­ an) +(1+07)

e, daí,

27Sn1(2) = RO(2) + (z = 1) RO)n n—l (2), n>1. (5.1.10)

Sabemos que todo polinômio g, real de grau n no círculo unitário satisfaz

2Re[z "Pgn(2)] = gula) + ano) (5.1.11)
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5.1 Polinômios Para­Ortogonais

2ilm[z *Pon(2)] = nl) no (5.1.12)

Logo, usando (5.1.7) e (5.1.11), temos

— 2Re[77*/?S,(2)]1 0Ri (2) = 27/21 + an) para z = e".nn

De modo análogo, usando (5.1.8) e (5.1.12), temos.

1 2Imz7PS,(2)]
z—1 27/21 ­a)

RO (2) = para z = e”,
n

Foi mostrado em Bracciali, Silva e Sri Ranga [1], que os polinômios RÍ), para
i = 1,2, satisfazem

RÁ(2) = (2 + 1)RÓ(2) — 408),R$ (2), n > 1,
com RÓ (2) =1e Ró()=z+1e,

1a = 21 +anD(1= an) >O

1nº, = 70 san)(lt+an)>O,
para n > 1.

Usando a transformação de Delsarte e Genin

2/2 4 2212
r=r(2) = E —

temos, da relação de recorrência para RO, que os polinômios

PO(x) = (42) "PRÓO(2), n>1.

satisfazem, para 1 = 1,2, à relação de recorrência

Pin(s) = xP (2) — ax PPnl

com PÓ (x) =1e PÉ )=r.
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5.2 Alguns Resultados usando Polinômios de Szegó Associados

Também foi mostrado em Bracciali, Silva e Sri Ranga [1] que a sequência

(PÍ”) é mônica e ortogonal com relação à medida du (x), onde duM(x) =
—dv(z) e duº(x) = —(1— xº)dv(z), para x = (2/2? + 242)/2.

O principal objetivo deste trabalho, considerado neste capítulo, é estudar as

fórmulas de quadratura interpolatórias com relação à medida du! baseadas nos
zeros dos polinômios

Pnldo,d1,...,Ó1;X6] = sPO (a
Lembramos que, de (4.1.1), os polinômios associados

1 pl) (1)On(x) = =| Prir(z)— PartLIDO,mo rxr—t

onde m,o = fa duM(x), satisfazem à relação de recorrência

On(x) = xOn­1(x) — ah On­a(x), n>2,

com Op(x) = 1 e O)(t) =x.

5.2 Alguns Resultados usando Polinômios de Szegô

Associados

Vimos no capítulo anterior que os polinômios de Szegô associados são dados

pela relação de recorrência

Sn(z) = zSn1(2) — an 5º(2), (5.2.1)

com So(z) = Si(z) = 1.
De modo análogo ao que foi feito para os polinômios de Szegó, a sequência

de polinômios de Szegô associados gera

" 1 + 5, (0) 1 ar
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5.2 Alguns Resultados usando Polinômios de Szegó Associados

o ,1—S,(0) z— 1 l1+a,
que satisfazem, para 1 = 1,2, à relação de recorrência

(2) ­ 467 RDA(2), n 21, (5.2.2)

­

1ão = q — ani)(L1+an)>O.
Usando (5.1.11), temos, para z = e,

­ Rel 2/25 (z

Como z—1=2!/2(2!/2 — 2712) = 2iz!? sin(0/2), para z = e"? e de (5.1.12) temos

1 2Im[2P25,(2)]
z—1 z7/2(1+ 01)

1 Im[27/25,(2)]
z7(n=1)/211 + ar) sin(6/2)'

RO(2)

De (5.2.2), temos que os polinômios PÓ (x) = (42)"2 RÓ(2), para é = 1,2,
satisfazem

xPO(1) — a PO (1), n>1,
com PO (r)=le PO (x) =.

Comparando as relações de recorrência de O, e BO, como of, = ão,
temos que O, = BO para n > O. Daí,

On1(x) = PO(0)
(42) NPRDA()
27(n=D Im[377/25,(2z)]
l+a,  sin(0/2)

, para n>l.
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5.3 Os Polinômios Hx n,

5.3 Os Polinômios H;,

Definição 5.3.1. Sejam os polinômios Hrn(z) =2z* +­­, nEN, definidos pela
relação de recorrência

Hrn(2) = zHiin(2) + zanhi­kHg1 n(2) (5.3.1)

para k = 1,2,...,n, onde Hon(2) =1 e anqizk = Sn+1­4(0), k=1,2,...,7.
Teorema 5.3.1.

Hrn(2)Sn­s(2) + Hin(2)Sas(2)=Sn(2)+Si(2), k=1,2,...,7.

Demonstração: De (5.3.1), temos

Hin(2)= Hi1n(2)+tanmiHein(2), k=1,2,...,7

Daí, usando as relações (3.2.3) e (5.3.2),

Hrin(2)Sn­e(2) + Hin(2)Sie(2) = Hesnl2)l2Sne(2) + antizeSne(2)]
+Hi 1 nl2)[Si­n(2) + ZAn+1­kSn­k(2)]

Hr 1n(2)Snui­e(2) + Hi 1nl(2)Sainnl ):

Continuando com o mesmo raciocínio, obtemos

Hrn(2)Sn­e(2) + Hin(2)Sie(2) =Hon(2)Sn(2) + Hi, (2)Sn(2).

Como Hon(2) = Hi,(2) =1 , chegamos ao resultado esperado.
Do Teorema 5.3.1 e usando (5.1.11), segue que

Re[2 "Sn (2)] = Rel2"*/PHr n(2)Sn­x(2)]

e, como P$(x) = (42) /2R0/ (2), temos
9­(n—1)

PO (x) = Re[z*/PHrn(2)Sn­xs(2)], n>1
l+a,

para qualquer k tal que O <k <n.
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5.3 Os Polinômios Hx n

Teorema 5.3.2.

Hi 1n(2)
para |z| < 1 e os zeros de Hr n estão em |z| < 1, para k =1,2,...,n.

0<1­ [antizal < | <14 ana
Demonstração: Fazendo k = 1 em (5.3.2), temos

Hin(2)
Hon(2)

Daí, |Hi,(2)| > O para |=| < 1. Segue que o zero do polinômio Hj,(z) está fora

0<1—lanl< <1+| an, 2 <A.

do disco unitário e, então, o zero do polinômio H, n(z) está no interior do disco
unitário aberto.

Fazendo k = 2 em (5.3.2), obtemos
H3n(2) Hin(z2)
Hin(2) Hin(2)|

Como o zero do polinômio H, ,, está dentro do disco unitário aberto, então
Hin(z)
Hin(2)

= 1 +an

<1l, lz0|<1.

Portanto,
Hin(2)

tn(2)
Como |H3,(2)| > O para |z| < 1, temos que os zeros de H>n(z) estão dentro
do disco unitário aberto. Continuando com o mesmo raciocínio, chegamos ao

resultado desejado. =

Teorema 5.3.3.

Hrn(2)Sn­n(2) — Hin(2)Sin(2)=SÓn(2) — Si(2).
À demonstração é análoga à do Teorema 5.3.1.

Do Teorema 5.3.3, temos que

Im[27"/25,(2)] = Im[27*/2Hr n(2) Sn­x(2)].

Então, de (5.2.3), obtemos

n—1) Im[2 "2H; n(2) Sn­xe(2)]
[1 + an|sin(6/2)On1(x) =2" , n>l,

para O <k<rn.
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3.3 Algumas Considerações sobre Fórmulas de Quadratura

5.4 Algumas Considerações sobre Fórmulas de

Quadratura

Dada a medida duV(x) = —dv(z), para 2x = (2/2? + 272), definida no
intervalo [­1,1], consideremos a fórmula de quadratura baseada nos zeros do

polinômio
|

Palóo,ó1, ­­ >.PO (x (5.4.1)

onde do = 1, 6; E Rpara j=1,2,...,rer < n. Suponhamos que os parâmetros
ó; são escolhidos de forma que os zeros de Pr [60,61,..­,5r; x] sejam reais, distintos
e pertencentes a (—1,1).

Sejam tin, j=1,2,...,n os zeros de Pr [d0,01,...,0r;T] em ordem decres­
cente. Então, a fórmula de quadratura interpolatória sobre estes zeros, dada

por

Í sa)Jan DeTin), (5.4.2)

é (2n—r—l,n,du). Parar =0,a fórmula de quadratura (5.4.2) coincide com a
fórmula de quadratura gaussiana.

Os pesos win da fórmula de quadratura baseada nos zeros do polinômio

Pló9,01,...,ór,x] são dados por

On—1 00, d1,.+ +, Órs Lin)
Win =

onde On­1 50, 1, e... Ôr; x) = dijo 0; On—j­1(X).
A fórmula de quadratura

sedu» DEEjn) (5.4.3)

é (2n — 21 —1,n, du) e simétrica se 2; são os zeros de Pr [09, 0,62, ...,0,52; DX].
Aqui 21 < n. Portanto,

Ijn="Inticin E Vjn=QUntl­ja
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3.3 Algumas Considerações sobre Fórmulas de Quadratura

Teorema 5.4.1. Seja du(z) = —du(x(z)) e seja z5n = [En +iQ/[1— 22,
Então, toda função f E Pons satisfaz à fórmula de quadratura (5.4.3) se, e
somente se, a fórmula de quadratura

/. F(2)dv(2)
=)

é satisfeita para F(2z) pertencente ao espaço gerado por

—n+l+1l 2n+l+2 n—l—2 Qn—l­1fz Z ” Z k.a,Z

Demonstração: Como Z;n, paraj = 0,1,...,n, são os zeros do polinômio
Pnldo, O, 2, ­ . ., 0,621; x], podemos escrever

Vamos analisar os casos para n par e nº ímpar:

1. Paran =2m.

Sejam Z1n, Zan...» Ímmn OS zeros positivos de Pr[50, 0, 02, ...,0,021;x]. En­
tão,

Usando a transformação x = (2!/? + 27!/2)/2 para cada raiz X;n, j =
1,...,m, de Gan(x), temos

2 2 2 2
x — bp” (2) ­ Ein

"|
Á

­

As raízes da equação do segundo grau 2º + 2(1— Zi,)z +1, para cada
j=1l,...,m, são

Zjin = (Esn+i/1— E)? e Zn=(Em­i/1­ãX
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5.3 Algumas Considerações sobre Fórmulas de Quadratura

aINTnm

j=l

Logo,

(42)"/?Pr[80, 0, 62, ­ ­ ­,0,62;x] = [ [[(2 = z5n)(2 — 27.
LL)

. Para n = 2m +11, temos

Daí,

j=1

Logo,

(42)"/?P[60, 0, 62, . ..,0, 6a]= (z+1) [ [[(2 = zm)(
j=1l

Agora, vamos mostrar que para (5.4.3) ser exata para f E Panos é equiva­
lente a

'
o / 272s E / Wk,n

para —n+l>s>n­—­l­—­1l,

A fórmula de quadratura (5.4.3), que é simétrica, é satisfeita para qualquer

função f = p+9g, onde p é um polinômio par de grau menor ou igual à 2n — 2/1 — 2

e q é qualquer função ímpar.

Consideremos a função

L(0) = [+ iVi=2=:
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5.3 Algumas Considerações sobre Fórmulas de Quadratura

Usando expansão binomial, temos então

fs(T) [C) es CO0 2

+ CC ) livia]a
(9) es

28 +1| Jive Es28 +l1

= gsá(r)+pas(r), para s>O0.

Como [xt +ivy1 — xº|[ — iV1 — 2º) = 1, temos também que

1
s1(t) = [= iV1 = 1]S HP,

Novamente, usando expansão binomial, podemos escrever

Ff­s­1(t) = g.(r) — pas(1), para s> O,

$ 2s5+1T 2 k  28­2kJT) = xº— l1)ºx ;9s() E| ot )' )

que é uma função ímpar, e

E /2s8+1—Pos(D) = ( ) (x? — 1)Fa252EO | 2k+1
que é um polinômio par de grau 2s. O coeficiente do termo de maior grau desse

e (O).o N2j+1

polinômio é

Assim, (5.4.3) implica (5.4.5).

Por outro lado, temos que pas(r) = [f.(x)— f­s21(x)]|/2, para s = 0,1,...,n—

| — 1, forma uma base para todo polinômio par de grau menor ou igual à 2n —
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5.3 Algumas Considerações sobre Fórmulas de Quadratura

21 — 2. Então, qualquer polinômio par pode ser escrito como uma combinação

dos elementos desta base. Nessas condições, (5.4.5) implica (5.4.3).
Lembrando que

=(r+ivl>­12º)º e zn= (tn +i/12­17,),

r+iWVl­xº xa+ivlcr z+ivica? Zz
21 = 2 ]BN/VLT=1 I+ilcal z­1

Então, à partir de (5.4.5) e usando as relações acima, temos

2º

para s = —=n+l, —n+l+1,...,­ n—1—2,—­n—l—1. Portanto, se F(2) pertence ao

espaço gerado por (277MH+1 Zz7n+i+2 Znnl2 pnnl­1 temos que (1— 2!) F(z)
—n+l en+I+1 1­2 nl­1 ;MH ZIn+FiTio 2072, til, Daí,pertence ao espaço gerado por fz

fa — 7) F(z> 340 — ZaJF (ne) kmZkn 1

nos fornece

FAME) = DDITATAÇÃO)
que conclui a demonstração do teorema.

Usando (5.4.1) e (5.3.3), temos

Palóo, da, ..­,ór5X] 2PO(x
DL  9­(n­j­1)

LTr
j=0 !

Rel2"MV Hen­j(2)Sn­jnn;(2)),

para 0 < k; <n — j. Fazendo k; =r — j, temos
(n—j—1Pnldo, 1, es XT1+ Anj Relzn=5/2H,r—jn——j(z)Sn­r(2)].

Dessa forma, podemos representar

Palódo, da, ..., rx] = 27PDRe[2"/2h,(2)Sn­r(2)],
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5.5 Fórmulas de Quadratura Positivas

onde

(5.4.6)

sin(0/2) '

para O < k; <n — j. Fazendo k; =r — 7, temos

9­(n­1)

On—1[50, 61, . 0; x] = sin(0/2) Im[2 /?hr (2) Sn­r(2)],

onde h,.(z) é dado por (5.4.6).

5.5 Fórmulas de Quadratura Positivas

Daremos agora algumas condições que garantem as seguintes propriedades

1>T7n>Xfon>.".>Ttnmn>­l e weim>0 l1<k<n. (5.5.1)

para as fórmulas de quadratura (5.4.2). Temos, facilmente (ver Lema 4.1.1) que

os pesos wrn da fórmula de quadratura (5.4.2) são positivos se os n zeros de

Prlóo,01,...,ór;x] e os n— 1 zeros de On1[009,01,­­­,Ór;x] se entrelaçam.
Mostraremos que os zeros de Pr [509,61,...,0r;T] pertencem a (—1,1) e que as

desigualdades (5.5.1) são satisfeitas se os zeros do polinômio de grau 2r, har(w) =
hr (w?), pertencem ao disco unitário aberto.

Vamos considerar a função

Quando tomamos w = z!/? = e*9/?, s,(z) pode ser considerado como um polinômio
de grau m = 2n em w. Então,

sn(wº) = hor (w)Snr(wº),
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5.5 Fórmulas de Quadratura Positivas

Tr
­ 6.2) wi
har(t) = DO 2 Hrojni(1?).

Suponhamos que os zeros de har, que é um polinômio de grau 2r em w, estão

localizados no interior do disco unitário aberto. Isso significa que todos os zeros

de sn (w?), que é um polinômio de grau m = 2n.em w, também estão dentro do

disco unitário aberto. Então, do Lema 4.1.2 com I­= m/2, temos que

Palóo, da, ­­­,ór;x] = 27 PDRe[27"/?h,1(2)Sn­r(2)]

tem n zeros Tin = cos(91”/2) em (—1,1) e o polinômio
— Im[2"/Phr(2) Sn­r(2)]nl) = sin(9/2)

2)n/2) em (—1,1). Além disso, esses zeros se entrelaçam, outem n — 1 zeros cos(0Í
seja,

1 1 1 10< 27 < 201, <<. < 39% <T.9 n—l,n n,

Como foi feito no capítulo anterior temos

Re[2*/h1/(2) Sn2r(2)]Rel2 "2h, (2) SnXr(2)]

+Im[27/2h,(2) Sn2r(2)]IMm[27"/2h,(2) Sn (2)]
= |hr(2) ºRelSn­,r (2) Sn—r(2)]
=2/h(2)º [[1­0)>O,

j=1

desde que hr(2) £ O para |=| = 1. Daí,

Palóo, 61, ­­.,ór;x]Re[2"/Phr(2) Snr(2)]
+HOn=1[50, 61, ««.,r; X]Im[2/P2hr(2) Sn=r(2)] sin(0/2)

= 27" h(2))º [1 ­03)>O.
j=1
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5.5 Fórmulas de Quadratura Positivas

Considerando a relação acima nos zeros 1 > T1n > Tan >... > nn > —l de

Pnldo,6d1,...,Ór;X], temos
n—r

On=1[50, 61, +, ri tenltn(Zea) = 2 PI hr(zen)? [[01­03) >O.
j=1l

Daí,
:

On­=1[50) ó1, ­ «+, Ór; Ineltn(Len) > O.

Como os zeros de P, e tr, se entrelaçam, pela relação acima, concluímos que os

zeros de P, e On­, também se entrelaçam. Portanto, os pesos da fórmula de

quadratura (5.4.3) são positivos.

Os resultados acima demonstram o seguinte teorema:

Teorema 5.5.1. Se

á Ô;21hor (w H,—cinji(W),j=0 1+0n;+ An
que é um polinômio de grau 2r em w = z*/? com coeficientes reais, tem todos os

seus zeros no interior do disco unitário aberto, então a fórmula de quadratura

(5.4.2) satisfaz (5.5.1).

Teorema 5.5.2. Sejam 0; E R, j = 0,1,...,7, eji=0<ji<Jja...<ji OS

índices para os quais 6;, £ O para v = O0,1,...,f. Definimos Ag = |&| e

TZx. 1 :

L210 = Jana)
paraj= 1,2,...,r. Então, se Aq > Djs A;, obtemos (5.5.1). Em particular,
se ÀAj, > Aj,,, para v=0,1,...f—­2e6€ A; ,>A;j,, (5.5.1) é satisfeita.Ju+

Demonstração: Consideremos o polinômio

r
­ Ô; DPIharlto)= DI nrQrinni(?),

j=0 nr
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5.5 Fórmulas de Quadratura Positivas

que é um polinômio real de grau exatamete 2r em w. Portanto,

hs,(w) = w"ho(w")
6 ;2 wi * 2DTH jnnj(?).

Como os zeros de htor(w) estão em |w| < 1, então os zeros de h3 .(w) estão em, 27

|w| > 1. Suponhamos o contrário, ou seja, que exista um zero £ de h3,(w) em
lw| <1, daí

T* — ­ 0j2 E! * Yo

Como Hj;, ; não tem zeros em |z| < 1, podemos escrever
o EGO)PAES BETA Da Lo ALAol E 2,251 Teo

Usando o Lema 5.3.2, temos

Tr r=j­1l69] < 3 216,11 A + lanzi­x])
j=l k=1(1 + lane])

Ao < SA,
j=l

Esta desigualdade nos dá a contradição esperada. Portanto, se À, > Dj A;,
concluímos que todos os zeros de har(w) estão dentro de |w| < 1 e, consequente­
mente, os nós e pesos da fórmula de quadratura (5.4.3) satisfazem (5.5.1).

Para completar a demonstração, observemos que

f

Ajo 2 2Ai, 2 jo + Aj, 20D> DDUYS
v=0
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A pêndice À

Usando as relações de recorrência para os polinômios de Szegô e para os

polinômios de Szegó associados e lembrando que os coeficientes de reflexão são

reais, temos

Samnr)­1 (z) Sotnr)=1 (2) Sam­r)—2 (2) Samn=n)­2 (2)
+HHZAo(n—r)—2S52(n­r)—a(z 2(n=r)—aflz)5:

—ZA(n—r)—=2592n­r)=2a(z52(n—r)—2(2)
53—admnr)=2S inn) —2(zz) 2(n—r)——aíz)

Satn­n)­2(2) Sam­n)­2(2)
—adn=n)=252(n­r)—2(2) Samn—r)—2(2)
+HAgmn=r)=22Sa(n=r)­2(2) 227) 25911) ­a(z)
—Aamnr)=2ZSoamn—n)—a(2)a MIM Sam—n)—a(z)

Como Relz — x] = O, para todo x E C temos

RefSam­n)1(2)Sam—n1(2)] = Re|Som­n­ale)Sam­na(s)
dn) 252) —2(2) Somn—n)—2) (2) :

Usando Re[xy] = Re[Tzy], para todo r,y E C segue que

Re[Somn­n)—1(2) Satn=n)=1(2)] = (1 — adm) 2) RelSam—n)2(2) Sanr)—2(2)].
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Apêndice A

Continuando com o mesmo raciocínio, temos

Re[Sorn—r)=1 (z) Somn=r)=1 (2)] =

EV
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