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Resumo

Neste trabalho estudamos os polinomios ortogonais no circulo unitario
que sao conhecidos como polinomios de SzegG e consideramos, também, relagoes
entre os polinomios de Szegd reais e os polinomios ortogonais em [—1,1] e suas
aplicacoes. O objetivo principal deste trabalho, considerado no capitulo 5, é a
utilizacao da transformagao de Delsarte e Genin para construir relagoes entre os
polinomios de Szegd reais e os polinomios simétricos em [—1, 1]. Essas relagoes sdo
utilizadas para analisar a positividade das formulas de quadratura interpolatorias
sobre n pontos associados a medidas simétricas e com grau de precisao menor que

2n — 1.

Palavras-chave: Polinomios Ortogonais, Polinomios de Szegd, Relacao de Recor-

réencia, Formulas de Quadratura.




Abstract

In this work we study orthogonal polynomials defined on the unit circle,
which are called Szeg6 polynomials, and consider the relations between real Szegé
polynomials and the orthogonal polynomials on the interval [—1,1] and their
applications. The main aim of this work, consider on chapter 5, is the use of
the Delsarte and Genin transformation to construct relations between the real
Szegd polynomials and symmetric orthogonal polynomials on [—1,1]. Finally,
these relations are used to analise the positiveness of interpolatory quadrature
rules of n points associated with symmetric measure having degree of accurracy

less than 2n — 1.

Keywords: Orthogonal Polynomials, Szegé Polynomials, Recurrence Relations,

Quadrature Formulas.
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Introducao

Dada uma medida positiva dv(z) = dv(e*) no circulo unitério, os polinomios

de Szegd, {S,}, podem ser definidos por

/ Sn(2)Sm(2)dv(z) = / Sn ()8, (ei)dv(e?®) = 0, para m # n.
JOC

JO

Os polinomios de Szegd normalmente nao satisfazem a uma relagao de recor-
réncia de trés termos como acontece com os polindmios ortogonais na reta real.

Entretanto, eles satisfazem ao seguinte sistema de relagoes de recorréncia
s - A *
Sn+l (~) - ZSH('«] + ”“H+]Sn+}( )s

(l - |”H.-H|2):Sn(’:’) — ?H—l(z) - (Ln+151:+1(z)1

para n > 0, onde Sp(z) = 1 e S*(z) = 2"S,(z7!) sdo chamados de polinémios

“n

reciprocos aos polinomios de Szegs. S, indica que somente os coeficientes de
S, sao conjugados. Os coeficientes S,,4+1(0) = a,4+1 sdo chamados coeficientes
de reflegao e sao menores do que um em modulo. Uma propriedade importante
desses polinomios é que todos os seus zeros estao localizados dentro do disco
unitario aberto.

Os polinomios S, (2) +w, S (z) onde |w,| = 1 sao chamados polinémios para-

ortogonais. Neste trabalho, consideramos dois casos especiais desses polinomios

Su(z) + Sa(2) (2) 1 Sa(2) = S,(2)
—= @ AL e , ) = 59
1+5,0 © =50 0 "2!

Consideramos também a seqiiéncia de polinomios definida por

R“}(,_) -

mn

S'n.—'rl (':) = 351:(3) = an+1‘§:+l(2)!
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Introdugao

para n > 0, onde Sy(z) = 1. Esses polinoémios sdo chamados de polinomios
de Szegd associados.

No capitulo 1, consideramos polinomios ortogonais definidos sobre um inter-
valo da reta real e, como aplica¢ao desses polinomios, apresentamos a formula de
(quadratura gaussiana.

Nos capitulos 2 e 3 apresentamos alguns resultados do artigo de Van As-
sche [17], fazendo um estudo sobre polinémios ortogonais no plano complexo e no
circulo unitario. Consideramos principalmente as relagoes entre os polindmios or-
togonais de Szegé e os polinomios ortogonais em [—1, 1] através da transformagao

de Szegd

Os resultados estudados no capitulo 4 sao encontrados no artigo de Franz
Peherstorfer [10] onde ele relaciona os polinomios de Szegé aos polinémios orto-
gonais em [—1, 1] através da transformacao de Szegd. Essas relagoes sao usadas
para estudar a positividade das formulas de quadratura baseadas em combinacoes
lineares entre os polinomios ortogonais reias.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de formulas de quadratura
associadas a medidas simétricas com pesos positivos usando relagoes entre os
polinomios de Szegd e os polinomios ortogonais simétricos em [—1, 1] através da

transformacao

21/2 4 ,—1/2
2

r =

conhecida como transformacao de Delsarte e Genin (veja Zhedanov [18]). Este
estudo foi motivado pelo artigo de Franz Peherstorfer [10] e é assunto do capitulo
5. As relagoes entre os polinomios de Szegd e os polinomios ortogonais simétricos
em [—1, 1] foram construidas com o auxilio dos polindmios para-ortogonais e os

polinomios de Szegé associados.
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Capitulo 4|

Poliné6mios Ortogonais na Reta Real

Neste capitulo sao estudadas definicoes e propriedades dos polindémios or-
togonais em um conjunto da reta real. Tratamos especialmente da relacao de
recorréncia de trés termos, da identidade de Christoffel-Darboux e das formu-
las de quadratura gaussianas. Os resultados apresentados neste capitulo foram

baseados no trabalho de Van Assche [17], bem como em Chihara [3] e Szegd [16].

1.1 Introducao

Seja g uma fung¢ao nao decrescente e com infinitos pontos de aumento, tal

que os momentos definidos por

b
= / ghdulg), =010 (1:1:1)

onde —oo < a < b < oo, existem e sao finitos. Nessas condigoes, du é chamada

de medida positiva na reta real. O conjunto
supp(pr) = {x € R: p(x +€) — p(x —€) > 0, para todo € > 0}

define o suporte da medida dy.

Os polinomios ortogonais com relagao a medida du podem ser definidos por




1.1 Introdugao

Definigao 1.1.1. Seja a seqiiéncia de polindmios {p,}, onde p,(z) = ya" +
A"V ooy, # 0. Esta seqiiéncia recebe o nome de segiiéncia de polinémios

ortogonais em [a,b] onde —oo < a < b < oo, com relagao ¢ medida dp, se

0, sem £ n,

b
/ Po()pm(x)du(z) =

Da > 07 sem=rn.

Quando o coeficiente do termo de maior grau, aqui denotado por +,, é positivo, a
seqiiéncia de polindmios ortogonais ¢ unicamente determinada. Quando v, = 1,
a seqiiéncia de polinomios ortogonais ¢ chamada monica e denotada por {p,}.

Quando p, = 1, ¢ chamada seqiiéncia de polinémios ortonormais.
Definicao 1.1.2. O determinante
mo ML o.My

my Mo ... Mpy

Mp—_1 My,

Wy Mg

para n > 0, é chamado determinante de Hankel.
Os polinomios ortogonais de grau n podem ser representados por

mg My ... My

my Mo ... Mpy

1
Pa(2) = T

Mp—1 My

1 T

¢ o coeficiente do termo de maior grau ¢ dado por

H”_.l




1.2 Relagao de Recorréncia de Trés Termos

1.2 Relagao de Recorréncia de Trés Termos

Representar os polindmios ortogonais em termos do determinante da matriz
de Hankel nao ¢ muito 1til pois exige o desenvolvimento de determinantes de
ordens muito elevadas. Aqui, veremos uma maneira mais eficiente para o calculo

desses polinomios através da relagao de recorréncia de trés termos.
Teorema 1.2.1. Os polindmios ortogonais
Pa(Z) = Yz + Xz 4 - -

em wm intervalo [a,b], —oo < a < b < oo, da reta real, satisfazem a relagio de

recorréncia de trés termos
_r‘,r)”(_.r) — TH.4-1L”:1+1(.'I.') -+ Vni”n(m) + Tnpn—l(:lr)s (121)

com as condigoes iniciais po(x) = 1 e p_1(z) = 0. Os coeficientes da relagao de

recorréncia sao dados por

b
Tp = ] TPpp—1 (2)pn(x)du(z) = I o b (1.2.2)
[} n{n

y
’ y )‘n )\Tl
Ly = / zps(z)dp(z) = — — 2 (1.2.3)

Tn Tn+1

Os polindmios ortogonais monicos p, = pn/Yn Satisfazem a relagao de recorréncia
de trés termos

Prt1(Z) = (& — But1)Pn(Z) — any1Pn-1(x), (1.2.4)

onde Bpy1 = Uy € Gy = T2, com as condigoes iniciais po(z) =1 e p_1(z) = 0.

Demonstracgao: O polinomio zp,(x) tem grau n+1 e pode ser escrito como uma
expansao em série de Fourier usando os n + 2 primeiros polinémios ortogonais.

Assim,
n+1

Whsla] = Z CknPk(T),

k=0

13




1.3 Quadratura Gaussiana

onde o coeficientes de Fourier sao dados por

b
Ckn = / f,”n Pk(L dl“’ )

Como xpg(x) ¢ um polinomio de grau k+1, temos que ¢k, = 0 para k+1 < n.

Portanto, a série de Fourier para xp,(x) tem somente trés termos,

-'3:?)1:.(3:) = Cp—1nPn— I( ) +c, npn( ) + Cnyl ﬂpn+l( )

Fazendo 7, = ¢h—10, Vn = Coun € Tug1 = Cntln = Cnn41 € cOmparando com os
coeficientes da relagao (1.2.1), obtemos os coeficientes 7, e v;,.
Para a rela¢ao (1.2.4) basta substituirmos p, = 7,p, na relagao (1.2.1).
[
Da relacao de recorréncia (1.2.1) podemos obter algumas formulas de grande
utilidade. Por exemplo, multiplicando ambos os lados da relagao de recorréncia

(1.2.1) em x por p,(y) e em y por p,(x) e subtraindo uma da outra, temos

Y)pn(@)pn(y) = TN-H[PH+1(J:)VH(UJ o an(y)pn(w)]

—Tn [Pn( pu-—l(‘/) n—l( )pn(J)]

Somando em ambos os lados o termo (z—y)pr(z)pe(y) parak = 1,2,...,n

femos i
ZM 2)pi(y) = T Pn(T)Pn-1 (y) = ?311—1( )pn(J)} (1.2.5)
T—y

k=0

que ¢ conhecida como Identidade de Christoffel-Darboux. Fazendo agora y tender
a x em (1.2.5), obtemos

n—1

Y 1i(@) = Talph (@)pai1 (@) = Puy (€)Pa(2)). (1.2.6)

k=0

que recebe o nome de Formula Confluente para a Identidade de Christoffel-

Darboux (veja Krylov [8]).
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1.3. QUADRATURA GAUSSIANA

1.3 Quadratura Gaussiana

Formulas de quadratura sao aquelas que aproximam o valor de uma inte-
gral definida através de uma combinacao linear de valores da funcao, isto é, sao

formulas do tipo

mn

b
/ f(x)dp(z) = Z;ﬁ'fj‘ﬂf(:rj,ﬂ) + E,.(f) (1.3.1)

j=1
onde —oo < a <b<ooeE,(f)éo erro cometido na aproximacao. Quando os

pesos Bin, j =1 n, sao dados por

1 & T\l 5
.-'"'i;:'_.u == / - (; ) Uf;,t,(;{;), J= 1} 2? cees T

T (i) Jg & —Bgm
com m,(x) = [[3_,(x = xjn) € Tjn # Tin, para j # k, a formula de quadratura

(1.3.1) ¢é interpolatoria. Portanto, o erro na interpolagao, E,(f), é nulo pelo

menos para todo polinomio de grau menor ou igual a n — 1.

Definicao 1.3.1. Dizemos que o grau de precisao de uma formula de quadratura
¢k se E,(q) = 0 para todo polinémio q € Py e existe um polinémio q € Py tal

que E,(q) # 0.

Se fixarmos n pontos x;,, j n, entao as n equacgoes

n

Z .,"_ij,,,;r:f,n =my, k=0,1,...,n—1,

J=1
obtidas tomando-se f(z) = 2% k =0,1,...,n—1, onde my sao os momentos dados
em (1.1.1), formam um sistema de n equagoes com n incognitas B, j =1,...,n.
[Zssas n equacoes formam o sistema linear

I wen 1 \ /_,.-"ﬁl‘,l\ ( mo \

Lnn 62,11 my

2 /
Lo B3n My

\-"37*"1 ) \?”u—l )




1.3 Quadratura Gaussiana

-

onde a matriz V' é a matriz de Vandermonde que é nao-singular quando todos
0s n0s Tj,, 1 < j < n, sao distintos. Portanto, toda escolha de n nos distintos
tem um inico conjunto de coeficientes de quadratura §;,, 7 =1,...,n, tal que
a correspondente formula de quadratura tem grau de precisao no minimo n — 1.
Se aproximarmos a func¢ao f por um polinémio de interpolagao sobre os pontos
Tjn, J=1,...,n, entao o polinomio interpolador de Lagrange sera
T
Lq(x) = E J( &0 i0(2);
Jj=1
onde os polinomios fundamentais da interpolacao de Lagrange sao dados por
n ()
Yo ) i S
ﬂ]’t('fljs”)(j' i 'L.??n)

com 7, (x) = [}, (x — xj.), com z;, # 2k, para j # k (veja Krylov [8]).

"E_;:','n.(-"':) =

3

A propriedade I , (2 n) = 0k, onde ., € 0 Delta de Kronecker, nos garante

que o polinomio L, é interpolador, pois
Ln(zjn) = f(zin), 1 <j < n.

Integrando o polinomio L, (z), que tem grau n — 1, temos

b
a

l}Ln(:::)rl;f.(;::) = Zf(:::j,n)/ lin(z)du(z).

il

Quando f é um polinémio de grau n — 1 temos que L,(z) = f(z). Assim, os

coeficientes de quadratura sao dados por

b
Bin = | linla)du(a).

Se escolhermos os nos da formula de quadratura como sendo os zeros dos
polinomios ortogonais de grau n relativamente a medida du encontra-se precisao

maior.

Teorema 1.3.1. (Quadratura de Gauss-Jacobi-Christoffel) Se escolhermos os n
nds da formula de quadratura como sendo os n zeros xj, dos polinémios ortogo-

nais com rela¢ao a medida dp e se denotarmos os correspondentes coeficientes de

16

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



1.3 Quadratura Gaussiana

quadratura por \;,, 1 < j < n, entao para todo polinémio me,_, de grau menor

ou igual a 2n — 1 temos

b
/?T'.!n—l( ”'“ E /\_;rn?rzn—l ‘Lj'?l)
of (1

onde —o0 < a < b < oo. Os coeficientes Aj, da formula de quadratura sao

positivos e sao dados por

Ajn = l - -
R rm“n.—l( .In)[)n( Jn) u+lpn+l( J?l)?)n(lj ”)

n—1 -1

J“ = Zpk _,:n . (132)

k=0
Demonstragao: Seja L,, o polinomio interpolador de mg,_; sobre os nés z;,, j =

. Entao,
T (2) (e / [Ln(®) — Tanor(a)]di(e).

O integrando L, (x) — m2,-1 () ¢ um polindomio de grau no méaximo 2n — 1 que se

anula em z;,, 1 < j < n. Entao, podemos escrever

Ln(z) — mon—1(x) = pa(Z)rn-1(2),

onde r,,_; ¢ um polinomio de grau no maximo n — 1.

Como p,, ¢ o polinomio ortogonal de grau n com rela¢ao a medida dyu, temos

b
[Ln(z) — on—1(z)]dp(z) = 0.

of 1
[sso mostra que o grau de precisao ¢ no minimo 2n — 1. Seja m, um polinémio

de grau 2n e L, seu polinomio interpolador, podemos escrever

Lo(x) — mon(z) = pu(z)ralz),

onde 7, ¢ um polinomio de grau n. Dai,

b
/ [Ln(2) = man(2)]dp(z) # 0,

17
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1.3 Quadratura Gaussiana

pela ortogonalidade de p,. Portanto, concluimos que o grau de precisao da for-
mula de quadratura é 2n — 1.
Os coeficientes de quadratura sao
b

A.!-” — ‘FJ 11( )d:”( )

of (1
Se tomarmos m,(z) = ¢p,(x), onde ¢ é uma constante diferente de zero, temos

pn()
Ph(zjin)(@—Tjn)

!'Tj_.n(“".) =

Dai,

b b b
/ r";”( r)dp(a )—/ lin(x)dp(z) / fj,n(:t:)[fjn( ) — 1dp(x)

a

b "
—— [ na() 2D -

pllTin) — Tjn

Logo,

3]
S5 = / 2, (2)du(z),

ou seja, os coeficientes de quadratura sao positivos.
Para desenvolvermos a representacao dos pesos, consideramos y = x;, na
formula de Christoffel-Darboux (1.2.5) e entao,

n—1

.”n( )1”:1—1 ’;u 1 Z
= ;UL pk jn)

r—2X
1 Tn k=0

1
T::;Uﬂ—l( Jn)pn(bj n)

Considerando agora a formula de Christoffel-Darboux (1.2.5) comn =n+1 e

Ajn =

Y = &y, temos

a0t @in) _ L § sy

xr— s 75
J.n n+l k=0

Logo,
-1

Tn+1Pn+1 ( R n),r'}Jr (-"'j,n) -

18
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1.3 Quadratura Gaussiana

Finalmente, usando a Férmula Confluente para a Identidade de Christoffel-Darboux

(1.2.6) com x = x;,, obtemos

TnPn—1 (-‘“,j.n )}'J:] (-' -'_';'.u) =

Entao,

n—1
X = (Z pﬁ(:ﬂj,n)
j=1
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Capitulo 2

Polinémios Ortogonais no Plano

Complexo

Neste capitulo sao estudados os polinomios ortogonais no plano complexo,
suas propriedades extremas, relacao de recorréncia e importantes resultados sobre
a localizagao dos seus zeros. Estes resultados, que também foram estudados na

dissertagao de Mestrado [2|, podem ser encontrados em Van Assche [17].

2.1 Introducao

Seja dp uma medida positiva no plano complexo. Consideremos o espago de

Hilbert Lo(pt) de fungoes ¢ onde

6 = [ 10(:)Pau) < oc

e, I' ¢ um conjunto do plano complexo. Em Ls(p) o produto interno é definido
por
/1' d(2)0(z)du(z), @, € La(p).
Seja ¢o(z), ¢1(2), P2(2), . .. um sistema de fungoes linearmente independentes

(Li.) em Ly(p). E conveniente transformarmos este sistema de fungées l.i. em




2.1 Introdugao

outro sistema de fungoes, também L.i., o(2), ©1(2), Y2(2),... tal que ¢, é uma

combinacao linear das n + 1 funcoes ¢g, ¢1,..., ¢, €

(gm\su» = / ;?f(z @?ﬂ(z)dﬁ"’( ) e U’ m __/: n.
JI

Este novo sistema de funcoes gera um sistema ortogonal de funcoes com relagao

a medida dp. Além disso, se

“@n”z = (‘1911-. ir:n.) = |(,'Z‘n(z)|2(f,{£(2) = 11 n 2z 01
JTI
as funcoes ¢, sao chamadas de ortonormais.

A matriz de Gram

((,’5[}-. f.r’ﬁ}) (651-. @0) s ((ﬁm 1150)
((."50-. (-’J|> (G"'J1- 651) cen ((bm ff?t)

-
(r“ =

((;"‘)[]._ (‘)H> (Ol ) Gjn) L (Qi)us (rbn)
¢ Hermitiana e definida positiva, pois:

o 1

1. como {¢x, &) = (&1, di), temos GH = G, = Gy;

2. para um vetor nao nulo 2z = (2g,21,...,2,), temos

n n

Hpv . _ =T
“~ G’u~ T Gn'v Y E zk<{)ka E zkék

k=0 k=0
Entdo, fazendo v, = Y_7_, 2k¢x, temos 27 Grz = ||¢,]|* que é sempre nao ne-
gativo e se anula somente quando v, = 0. Como as fungoes ¢, formam um
conjunto li., ¥, nao pode ser a funcao nula. Conseqiientemente, temos que o

determinante

(f_..’;{}, g.‘)(]) <(;")1 q (f){]) cae <¢r1: (»bﬂ)
(f;’)[}.(;5|> <C)l@1) (@?hél)

(G’Jn- (,-")“) (G)In (Pn) ce (‘ﬁ'm qbn)

¢ real e positivo. Assim, podemos obter uma expressao para as fungoes ortonor-

mais ¢, em termos das funcoes originais ¢,, dada pelo seguinte resultado.
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2.1 Introducao

Teorema 2.1.1. As fungoes ortonormais ¢, sao dadas por

((f)nz fﬁ{})

((_-5(}. t',-')| )

(Do, Pn-1)

bo(2)

(qbls ¢[})
(4‘51 ) (bl)

<(.b1: qb]'i"'l)

¢1(2)

<d)m ¢ra—l>

((f)ua (/)(])
((f)m le)

¢Tl(z)

Demonstracao: A linearidade implica que ¢é suficiente mostrarmos que

Temos que

(‘r?u-. (fjf\> —

Quando 0 < £ < n—1 atltima linha deste determinante se torna igual a (k+1)-

¢sima linha entao o determinante é nulo. Para k = n,

(:f';'n.e mn}

(‘r”\n (’)*) []

({r"‘n-. L;:’\?i.> 1

<¢‘n, C%)

(@’50, f?l)

<‘?"r)(h Pn— l>

(f-’)n- ff)k)

(o, do)

(¢o, P1)

<G)U-. fbn)

‘A AH

n .
vV 3 u: n—1

Podemos também representar o, por

[ Bt
Pn = S,, @n(::) + wn—l(z)a

22
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k=0,1,...,n—

(@5[, ¢())
(61, 91)

(éla@n—l)
<(}I91 ) ®’»>

(fﬁ1=¢0>
(D1, d1)

(‘v".’[)-. f:')u—1> <f/J| ; §5:1~1>

(@1 b (;bn)

(‘;bm (b())
(@m él)

<(j)m ¢n—l>
(QSnu @k)

<¢ﬂ.} 96[])
<¢m ¢l>

<¢?11 ¢’n— l)
<(bm Q‘)n)




2.2 Propriedades Extremas

onde v, _; ¢ uma combinacao linear das n primeiras fungoes ¢y, @1, ..., On_1.
Fazendo o produto interno concluimos que

~"'—\1':-— ) !
(ir:u- '\rgu) — T—I_ ({pn} (Pn> e (@ruﬂ"n—l) 3
A:'1—1

An

B
De (2.1.2), concluimos também que o coeficiente do termo de maior grau de

p, ¢ dado por
A‘n'.—l

AFL

Nosso interesse esta em sistemas Li. {do, 1, ¢, ...} = {1,2,2%,...} de mono-

Kn =

mios e, através desta base, queremos obter um sistema de polinomios ortogonais
com relacao a uma dada medida dp positiva. Esse sistema sera tnico se im-
pusermos que o coeficiente do termos de maior grau é positivo. Dessa forma,

construimos um sistema de polinémios {y,} tal que

/‘ en(2)om(2)dp(z) = Omns

J1

comi i >0 8 valz) = Kiz® 4 oy Ky >0,

2.2 Propriedades Extremas

Uma das principais vantagens do trabalho com func¢oes ortonormais ¢ que
elas podem ser usadas nas expansoes de Fourier de fungdes em Lo (p).
Seja f € Lo(p). Entao podemos escrever a expansao de Fourier

oc

f(2) =) apnl2),

c=0)
onde os coeficientes ¢ sao chamados coeficientes de Fourier. Multiplicando ambos

os lados da expansao por p, e integrando com relacao a du encontramos uma
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2.2 Propriedades Extremas

expressao simples para os coeficientes de Fourier

/ f Z ‘Hn d}L(Z) = <f} @r&)-

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

wl < [ UEInEIN:)
[/l_._lf(- )*dp(z ] [/ [on (2) Pdps( )] 2-

Como ||¢y|| = 1, temos
|ea] < [IS]I-

Concluimos dai que todos os coeficientes de Fourier sao finitos.

Teorema 2.2.1. Seja f € Lo(p). Considerando todos os polinémios q, de grau

no mdrimo n, a integral

/ 1£(2) = gn(2)|Pdpu(2)

atinge seu minimo, quando ¢, € a n-ésima soma parcial f, da série de Fourier.

O minimo ¢ dado por

A2 = el (2.2.4)

k=0

Demonstracao: Como 2z, + 21Zp = 2Re{2yZ, }, para todo 2, z; € C, temos
/ “ _rf?r di” / [f |2d1"1 f|@u | d:“*

—2Rcﬁf(z)qn(z)d,u(z).

Escrevendo ¢,(2) = >/ _, axpr(z), temos

/| lgn(2)|2dp(z) = Z lax]* e /1 F(2)gn(2)dp(z) = z Crr.

k=0 ) k=0

/; 1£(2) = au(2)du(z) = |1 £1I* + Z [lax|* — 2Re(crar)]
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2.2 Propriedades Extremas

¢, COmo
n n n

Z [|(Ik|2 - QRr’{(.rka)] = Z lax — cx|* = Z | fil?,

k=0 k=0 k=0

temos que
. T T
/ 1£(2) = @u(2)Pdp(z) = 1F17 = D 1Al + D lax — cil”
JI k=0 k=0

Esta expressao ¢ minima quando a; = ¢;. Neste caso, o polinémio ¢, torna-se a

n-¢sima soma parcial da série de Fourier para f e, o minimo de
[ 176) = ) Pauta)
v

¢ dado por

n
AP = lewl®.
k=0

Como conseqiiéncia desse resultado, temos

mn

> lel® < £

k=0
e, quando n — oo, obtemos a Desigualdade de Bessel

o0

S lenl? < [I£1

k=0
Usando a formula (2.2.3) para os coeficientes de Fourier, temos

n

fu(":) Z“-‘k*r’"k(z)

[ @)
Y5 k=0

e, dai,

F2) = [ Kl OF©dute),

onde K, (z,8) =Y _, vr(2)px(€) é chamado de nicleo. Se f é um polindmio de

grau no maximo n, a soma parcial f,, coincide com f. Entao, temos a propriedade
inl2) = [ Koz On(O)d(o)
JIN
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2.2 Propriedades Extremas

para todo polinémio ¢, de grau no maximo n. Por esta razao, frequentemente

chamamos K, (z, &) de nicleo reprodutivo.

Teorema 2.2.2. Suponhamos que o suporte da medida dp contém no minimo n
pontos. Considerando todos os polinémios ménicos @, de grau n, o minimo, na
norma Lo(pt), de
¥ 5 1/2
lanll = [ [ (@) Pdta)]
Jr

¢ atingido quando ¢,(2) = ¢n(2)/kn. O minimo € igual a 1/k,.

Demonstragao: Todo polinomio monico ¢, de grau n pode ser escrito da
seguinte forma

qu(z) = 9511(3) + Tn—l(z):
onde g, (z) = ¢n(x)/kn € 0 polindmio ortonormal ménico de grau n e 7, € um

polinomio de grau no maximo n — 1. Entao, pela ortogonalidade, temos

[ @ Pdtz) = [ 16 dute) + [ Iraes(2) Pz,

Esta expressao ¢ minima quando

/ =i Pda(z) =0 == ¥,.1(2) =0,

pois 7,1 tem no maximo n — 1 zeros e temos, no minimo, n pontos no suporte.

Portanto, o minimo ¢ atingido quando

[In@Pdu) = [ e Pduca),
Jr r
||‘31’n”2 = ||9511I|2'
Logo, o minimo é 1/k,,. [ ]

Os proximos resultados apresentam propriedades extremas envolvendo o ni-

cleo reprodutivo I, (z,§).

Teorema 2.2.3. Considerando todos os polinémios q, de grau no mdzimo n tal
que ¢, (&) =1, a integral

[ @) Pu),
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2.2 Propriedades Extremas

atinge o valor minimo [K,,(&,€)]™" para o polinémio

mn

g pr(2)ex (€ i K, (2.€)

B

k=0

Demonstragao: Podemos expressar o polinomio g, como uma série de Fourier

nos primeiros n + 1 polinémios ortonormais ¢,k = 0,1,...,n, isto &,

T

ffiz(z) = Z“k(pk( )

k=0

Entao,
n

[ eItz = 3 s

k=0
Como ¢,(€) =1, temos >, _, arpr(€) = 1. Aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwartz temos

Y lal Y ler©)? 2 1.

k=0 k=0

[l Pdnta) = 3 P > —— 1
JI

T Ku69)
el Z|‘Pk(§)|2 itl
k=0

Quando ocorre a igualdade na expressao acima, a integral atinge o menor valor
possivel e isto ocorre quando em Cauchy-Schwartz ha igualdade, ou seja, quando

ar = cpr(€), onde ¢ é uma constante complexa. Dai, segue a restricao

B 1 B 1
e 5 SERlEE)
>l
k=0

O polinémio g, que minimiza a integral é

G

T

m(z) = D api(2)

k=0

3" @2
k=0




2.3 Propriedades dos Zeros

Logo,

/' |Ka(z2, )2
JTI |I\’n(£16)|2

/1 K (z,8) K, (z, )du(z).

[ () Pce) (),

1
| Kn (€, 6)I?
Substituindo o nicleo reprodutivo, obtemos

' . 1
|an(2)[Pdp(z) = -
/1 K, (§,€)
Portanto, o polinomio K, (z,£)/K, (&, &) gera o valor minimo 1/K, (&, €).

2.3 Propriedades dos Zeros

No plano complexo, o suporte da medida dy é dado por
supp(p) = {z € C: u(B,,) > 0, para todo € > 0},

onde B, . representa a bola aberta com centro em z e raio €. Esse conjunto é
fechado.

Um conjunto G C C é convexo se, para cada par de pontos z, y € G, o
segmento de reta que liga x e y ¢ um subconjunto de G. Usando este conceito,
definimos envoltorio convezo (convex hull) de um conjunto A C C, denotado por
C'o(A), como sendo o menor conjunto convexo contendo A.

Se A é fechado, entao Co(A) ¢é a intersec¢ao de todo semi-plano fechado que
contém A.

Os resultados que se seguem apresentam importantes propriedades sobre a

localiza¢ao dos zeros dos polinomios ortogonais.

Teorema 2.3.1. (Fejér) Se ¢, € o polindmio ortonormal de grau n com rela¢ao

a medida dpi, entao todos os zeros de ¢, pertencem a Co(supp(p)).

Demonstragao: Suponhamos que zy ¢ um zero de ¢, que nao pertence a

C'o(supp(pe)). Entao, podemos escrever

(2 — 2)pu-1(2),
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2.3 Propriedades dos Zeros

onde p,_; é um polinémio moénico de grau n — 1. Como zo & Co(supp(u)) e
supp(p) é fechado, existe um semi-plano fechado G tal que G contém supp(u) e
20 € G.

A fronteira desse plano é uma linha L que separa supp(y) e zo. Seja 2z, o
ponto em L mais préoximo de zp e Z a intersecgao da linha contendo z e zp e o

circulo de centro z e raio |z — z;|.

Entao para todo z € supp(p) vale

|Z*—Zg|:|2—21|+|2?-—20|.

|z — 20| > |z — 21| para todo z € supp(p).




2.3 Propriedades dos Zeros

Portanto,

/ (2 = 2)pus(2) / (2 = 20)pns () 2dp(2) /|gon Pdu(z),

o que contradiz a propriedade extrama dado no Teorema 2.2.2. Portanto, z, €
Co(supp(p)). Como zy é um zero arbitrario de ¢, concluimos que todos os zeros

de @, estao em Co(supp(p)). [

Teorema 2.3.2. Se Co(supp(jt)) nao é um segmento de reta e supp(p) € um
conjunto infinito, entao os zeros dos polinémios ortogonais com relagao a medida

djt nao estao na fronteira do envoltdrio convezo de supp(p).

Demonstragao: Suponhamos que z; ¢ um zero do polinémio ortonormal ¢,
localizado na fronteira do Co(supp(yt)). Entdo, existe uma linha L contendo z,
tal que supp(p) esta contido no semi-plano fechado G limitado pela linha L, ou
seja, zg € L e zg € Co(supp(p)).

Seja L o conjunto {z = 2z +iy € C : ax + by = ¢} onde a,b,c € R. Sem
perda de generalidade podemos assumir que supp(p) C G ={z=x+1iy € C:
axr + by > ¢}, assim o ponto 2z, — (a + ib) pertence ao semi-plano complementar
{z=x+iy€ C:ax+by <c}

Como zy ¢ um zero de @, temos
- zﬂ)pn—l(z)}
onde p,_; ¢ um polinomio moénico de grau n — 1. Consideremos o polinémio
an(2) = [z = 20 + t(a + i) |pn-1(2),
com t € R. Entao, pela propriedade extrama do Teorema 2.2.2, a integral
= '/]"[(;;.- — 3o+ at)? + (y — Yo + bt)?|pn1(2) Pdp(2)

atinge o minimo quando t = 0, isto &, I'(0) = 0. Mas,

I'(t)=2 /l:[(:r — xo + at)a + (y — yo + bt)b]|pn-1(2)|*du(2).
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2.3 Propriedades dos Zeros

1 suow)

Co(supp(n))

Como azg + byp = c e, para todo z = (z + yt) € supp(u), temos ax + by > ¢,

segue

(0 =2 [ faz + by = dlpn-s()Pauz) 2 0

Entao I'(0) se anula se, e somente se,
[az + by — ]|pn-1(2)|* = 0,

em quase todo ponto de du. Isso significa que essa funcao se anula nas raizes
de p,—1 ou nos pontos onde az + by — ¢ = 0, isto é, em todos os pontos de L.
Assim, supp(u) deve ser formado por um subconjunto de L U Z,,, onde Z, é o
conjunto formado pelos zeros de p,_;. Dessa forma, existem duas possibilidades:
ou todos os pontos de supp(y) estdo na reta L ou pelo menos um ponto de

supp(u) estda em Z,. A primeira possibilidade nao satisfaz a hipotese. Para a
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2.3 Propriedades dos Zeros

segunda possibilidade, o conjunto Co(supp(p)) serda um poligono com um lado

em L e vértices nos pontos de supp() que estdo em Z,. Tracando agora uma reta

Ly pelo ponto z; € Z,, e procedendo de modo analogo, concluimos que existem
infinitos pontos na reta L;, contradizendo o que foi demonstrado. Portanto, nao

podem existir zeros de ¢, na fronteira de C'o(supp(u)). [ ]




Capitulo 3

Polinémios Ortogonais no Circulo

Unitario

Neste capitulo, sao estudados os polindmios ortogonais no circulo unitario,
que também sao conhecidos como polinomios de Szegd, e um sistema de relagoes
de recorréncia para estes polinomios. Os resultados apresentados neste capitulo

podem ser encontrados em Van Assche [17] e na dissertacdo de Mestrado [2].

3.1  Matrizes de Toeplitz

Suponhamos que d seja uma medida positiva em [0, 277). Entéao, esta medida
induz uma medida denotada por dv no circulo unitario C' = {e : 6 € [0,2)}

atraveés de

" 2w . ) 2m )
/. f(z)dv(z) = f(e%)dv(e?) = [ f(e?)dir(6).
JC J0

J 0

Sem perda de generalidade, vamos supor que dr é uma medida de probabilidade,
isto é, [,dv(z) =1.

Os elementos da matriz de Gram sao
; - n
= / ZXldv(z) = [ e *=D°d5(0) = cx—y,
C J 0
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3.1 Matrizes de Toeplitz

onde ¢, k € Z, sao os momentos trigonométricos da medida dv.

Os momentos trigonométricos formam a matriz

( Cp Cq b Cn \

C_1 Cop aihid Cn—1

C_9 C1

\ C-n Copgl  --- Co )

que ¢ Hermitiana pois ¢._; = ¢_r e ¢ chamada de Matriz de Toeplitz. Os
polinomios ortogonais no circulo unitério sao dados, em fungao desta matriz,

por
Cn

Contl1 Cop42 ... C

n

1 z T

onde A, =detT,,. O coeficiente do termo de maior grau é dado por

L An— 1
h'n =

A?L ’

¢ os polinomios ortogonais monicos no circulo unitario serao representados por

Os coeficientes S, (0) = a,, para n € N sdo muito informativos e freqiientemente
chamados de coeficientes de reflezao.

Quando a medida dv é simétrica no sentido

/‘K
J0

0s momentos trigonomeétricos sao representados por

o = ‘2/ cos(kB)di(0)

J0
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3.1 Matrizes de Toeplitz

e, portanto, sao todos reais. Dessa forma, os polindmios ¢, terao coeficientes
reais se a medida dv for simétrica.

Para o estudo dos polinomios ortogonais no circulo unitario, é conveniente
trabalharmos com polinémios ortogonais reciprocos. Se ¢,(z) = >.¢_, bxz* é um

polinomio de grau no maximo n, entao seu polinémio reciproco é dado por

G6) = 3 = 3,(1/2),

k=0
onde a notacao g, indica que somente os coeficientes de ¢, sao conjugados.
A operacao-* depende do grau do polinémio g, de forma que devemos es-

pecificar para qual n estamos usando esta operagao. Note que

[Q; (2’)]‘ = Gn (Z)

No circulo unitario, temos ainda a seguinte representacao para os polinomios
reciprocos

0:(2) = 2"qn(2), para z = €®.

O proximo resultado relaciona o niicleo reprodutivo aos polinémios ortogonais

no circulo unitario e seu coeficiente do termo de maior grau.

Teorema 3.1.1. Se K, (z,&) = > p_o ¢x(2)pk(§) € o micleo reprodutivo para

polindémios ortogonais no circulo unitdrio, entao

0) = > 0i(2)0x(0) = Knto}(2), (3.1.1)
k=0

K,,(0,0) Z |k (0 ; (3.1.2)

k=0
Demonstragao: Seja ¢, um polindémio monico de grau n, entao ¢;, é um polinémio
de grau no maximo n tal que ¢:(0) = 1. Como estamos trabalhando no circulo

unitario, temos que

|7, (2)[* = lgn(2)|*.

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



3.1 Matrizes de Toeplitz

Dai, o minimo de
/]qn )[2dv(z),

(lll(lll(lU consideramos todos os [)() inomios monicos de grau no maximo mn, o l&lldl

/ |q;(z)|zdu(z),
JTI

(quando consideramos todos os polinomios ¢ de grau no maximo n tal que ¢ (0) =

a0 minimo de

Do Teorema 2.2.2; concluimos que

JZCl; ()—Kz,

mas, como os minimos da norma em Lo(p) para os polindomios ¢, e ¢, sao iguais,

pelo Teorema 2.2.3 obtemos
K,(0,0) =

Os polinomios que minimizam essas normas também sao iguais. Logo,

K u ~-(] Z 19!. ) = h"n(p;(z)-

k=0

|
Recordando que S,, ¢ o polinomio monico ortogonal no circulo unitario e que
08 zeros z;, desse polinomio pertencem ao envoltorio convexo do circulo unitario,

ou seja, ao disco unitario aberto, temos que

mn

ay = 5x(0) = sz‘n = lan| < 1,

k=1
pois, no circulo unitario, |z, | <1, para k = 1,...,n. Temos também que

n—1

Z 2k (0)1 = )~ lek(0)[* = |9a(0)[* = £2|Sa(0)[*.

k=0 k=0

Entao,

(22) =1-150F =1l

.r‘l-”
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3.2 Relagao de Recorréncia

3.2 Relacao de Recorréncia

Os polinémios ortogonais no circulo unitario nao satisfazem a uma relacao de
recorréncia de trés termos. Na verdade, esses polindmios satisfazem a um sistema
de duas relagoes de recorréncia.

Teorema 3.2.1. Se ¢, sao polindémios ortogonais no circulo unitdrio, entao
- . r, *
"‘-n.—lz*f/n—l(’*) = nn(pn(z) - {pn(O)(,On(Z), (321)
- ~ — Fi *
""n—l:f/u(z) T h'nz"pn—l(z) + tron(D){)‘Qn--},(‘z)' (322)
Para os polinémios ortogonais monicos S,, temos
*
Sn(2) = 28,-1(2) + anS;_4(2), (3.2.3)

(1= |aul?)2Su-1(2) = Sa(2) — anS3(2)- (3.2.4)

Demonstracao: De (3.1.1), temos

n—1

?71:(3)‘:9?1([))‘1“2' A2 )Y

k=0

Kn@n(2) — kn—105_1(2) = ©n(2)@n(0). (3.2.5)
Fazendo z = 1/z, conjungando os coeficientes e tomando a operagdo-* para
polinomios de grau n em (3.2.5), obtemos (3.2.1).

Para obtermos (3.2.2), vamos eliminar ¢} de (3.2.1) e (3.2.5). Assim,

*r'/\n(z)|*r9n(“)|2 = "‘7;2;‘1911(3) = “rzﬁira—lz‘f%—l(z) = ”er—lﬁon(o)@;—l( )

Usando 2 = k2_, + |¢,(0)|? chegamos a (3.2.2).
Para obtermos as relagoes (3.2.4) e (3.2.3), basta fazermos ¢, (2) = £,5,(2)

em (3.2.1) e (3.2.2) e usarmos (3.1.3). [ ]

Teorema 3.2.2. Se ¢,(z) sao polindmios ortogonais no circulo unitdrio, entao

s 99:1(3)99:;(6) = @?L(z)(:pn(f)

Ko_1(z,€) S = (3.2.6)




3.2 Relagao de Recorréncia

Demonstragao: Eliminando ¢, de (3.2.1) e (3.2.2), temos

fne195(2) = Pal0)20n-1(2) + K1 (2): (3.2.7)

Avaliando (3.2.2) nos pontos z e £ e multiplicando-se os resultados, obtemos

(o ® + 280 @

T— n—1

+—H”fn(0)j ( )‘pn 1(6) + ﬂ@“( )
‘n—1 h’

(7

f@n 1(z)<r0n 1( )

n—1

Avaliando (3.2.7) nos pontos z e £ e multiplicando-se as duas equacgoes, obtemos

ea(0)]* -
FmE = O e

n—1 -1

2
fnpn (0 n e ;
+10 0 (Eoral@) + s ()1 D)

n!

Kn¥n (U)

o eon-1(2) 0 ©)

-1

<A B S S Sy Ce—— b P N ——
Subtraindo-se as duas equacoes acima e usando k; = k2_; + |¢n(0)|%, temos que

ke lea(0)?
“’i- 1 “ii 1 Pn-

( )(foﬂ l(g)

_ Ka _ o (0)?
K

:| zg(pn—l(z)‘pn»—l({)
{19::—1(3)(:0:1—1(‘5) - zgﬂon—l(z)‘pn—l(f)‘

2

2
‘n—1 K

n—1

Somando-se e subtraindo-se ¢, _1(2)@,_1(§), segue que

(1-28) pu-1(Don1® = [¢a(2)0n(®) - eal)on(E)]
ol (oG A G R e P ]

Somando-se os termos [1 — z€] ¢y (2)@x(€) para k = 0,1,...,n — 2 em ambos os
lados da equagao acima, temos

n—1

(1-28) Y o)k (®) = ¥4(2)05€) — va(2)en(6),

k=0

0 que nos da o resultado esperado.
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3.3 Relagao com Polinémios Ortogonais em [—1, 1]

3.3 Relacao com Polindmios Ortogonais em [—1, 1]

Como vimos no capitulo 1, uma seqiiéncia de polindémios reais
N = T =1
p(z) =" + A2 o) 7 >0,
ortogonais com relagao a medida dp satisfaz

St
/ (2 )Dmlz)dp(z) = 8npn; Min 2 0.

1

A partir da medida dy, podemos definir outra medida dv em [0, 27) por
i i ].
dv(e”) = dv(0) = 5 |dp(cos ).

Se dp(r) = w(xz)dr entao di(0) = (1/2)w(cos @) |sinf|df e, se dp é uma medida
de probabilidade, entao dv também é uma medida de probabilidade. Logo, a
medida em [0,27) induz uma medida dv no circulo unitario, como vimos na
secao 3.1, e existe uma seqiiéncia de polinéomios ortonormais

:f?n(z) = ’*‘3:43” ey Ky > 0:

tal que

2T
/ V(8] G ZJAD1E) =By T 002 0.
Jo

Os correspondentes polinomios moénicos sao

D) = Pa(2)  SplZ) = (pn(z).

Os polinomios em [—1,1] e no circulo unitario sao relacionados por

Teorema 3.3.1. (Szegs) Os polindmios ortogonais no circulo unitdrio S, com
relagao a medida dv tém coeficientes reais. Se

24 z~1
2 H

€I =

]

de forma que x = cos@ e z = €', entdo

Pn(2) = —mmme [ S3u(2) + 2Sal2™Y)].

vV 2[1 + agy]
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3.3 Relagao com Polinémios Ortogonais em [—1, 1]

Demonstragao: Como a medida dv é simétrica, os momentos trigonométricos
sao reais. Entao, os coeficientes dos polinomios ortogonais sao reais.

Tomemos os polinomios de Chebyshev de primeira espécie com = = cos @
dados por

Tu(z)=eoainl), n=140,1,..

Como

obtemos
;:fl + Z—T!,

2

Primeiramente, mostraremos que z="S,(2) + 2"Ss,(z7!) € um polinémio de

Ta(x) =

graun noem xr. S{‘. tomarmos

2n

Son(2) = _ di2¥,

k=0
temos

2n 2n
7 " 8n(2) + 2" Ssa(z ) = Z di[z"F + 27 (0] = 2 de’}—in—kl(:}:)a

k=0 k=0
pois

zn-—k g z—(n—k} — QTn—k(:ﬂ)

3k—n 4 z'"(k‘”} — QTk-_n(.'E)a

n. Logo, esse polinomio é de grau n em z. Considerando k = 0 e

© = 2n, obtemos que o coeficiente do termo de maior grau é 2"[1 + ay,], ja que
do = ayy, € doyy, = 1.

Provaremos agora que este polinomio é ortogonal, em Ly (), a todo polinomio

Ty.(x), com k < n. Sabemos que

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



3.3 Relagao com Polinémios Ortogonais em [—1, 1]

.1 0 P
[ 78000 + " Sunc @) = [ [ Sn(2) + "SI d(cosd)
of =] ™

0
/ [27"San(2) + 2" S2n(271)]2* %ffﬂ((i(’ﬁ 9)

()
+ [ "S20(2) + 2" San(a™ e g du(cos ),

Temos que
z=ljusa=2r-20.

Usando este resultado na segunda integral, obtemos

‘/Ill[~ "8an(2) + 2" San (27 )T (x)dp(x) {;H[z“”Sg,l(z) -+ z”Sg,,(z“])]zk%dg;.({:osﬂ)
+/h[ “"Son(2) + 2" 82n(271))2" —ri,u cos )
/ﬂ [27"82n(2) + 2"San(271))2* di(0)

/- 27"k G, (2)di(8) +]‘ 2" Sy, (2)di(6)
0

0
0, para 0 <k <n.

Para & = n usaremos o mesmo raciocinio. Assim,
.1 w2
/ [z7"Son(z) + 2"Ss, ]T” Ndp(x) / [z7"S2,(2) + z”S-z.n(z_l)]z”d;}(f)}
J=1 0
-

27 2
/ Son(2)dir(0) +/ 2218y, (27 1)dir(6)
0 ]

/‘ 2" Son (2)di(6).
0

Escrevendo 2" = Sy, (2) +00Son-1(2)+. . .+ban_1S0(2), pela ortonormalidade

temos que

1
/,[‘3_”5'2-;1( ) ”‘Sirr ]TH( d"““( ) ,L.Z

"2n

Agora, tomando

27" Son(2) + 2"San(27") = 2[1 + S20(0)] T (2) + g1 (2),
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3.3 Relagao com Polinomios Ortogonais em [—1, 1]

temos que a norma de 27"S5,(2) + 2" S, (27") € Ky 1/2[1 + agp] e, considerando
que po(x) =1, temos

z “SQH(Z) "':NS'ZH( _E)
II _”S,_a,,(:) £ 7“52 ( _1)”

Ron == =
———————[27" S5, (2) + 2" Son (27 1)].
o +H2n)[ an(2) an(27)]

()

E
O proximo resultado relaciona os coeficientes de recorréncia dos polindomios
ortogonais em [—1,1] com os coeficientes de reflexdo dos polinémios ortogonais

no circulo unitario.

Teorema 3.3.2. Os coeficientes da relagao de recorréncia para os polinémios or-
togonais em [—1,1] estao relacionados com os coeficientes de reflexiao da sequinte
maneira

27 = [(1 = agn)(1 — a3,_ ;) (1 + agn_2)]"/3, (3.3.2)

20y = agp—1(1 — agy) — a2p1(1 + azgy). (3.3.3)

Se tomarmos Ry, (x) = puy1(x)/pa(x), 0s coeficientes de reflexdao podem ser dados

por
Rﬂ(l) +1£n(_1)
Rn(l) i 7 Rn(_l).

Demonstragao: Sabemos que py, (J.‘) = 1™ + )\,1;1,'"_1 e, C()mparan(l() 0S

(3.3.4)

oy = jfu ( l) e == ] € Aopy1 =

coeficientes do termo de maior grau dos polinémios p,, e dos polinémios (3.3.1),

temos que
n—1/2
= / Kon vV 1+ 1945 .
Da relagao de recorréncia de trés termos para os polinémios ortogonais na reta

real, temos 7, = Yp,—1/7,- Entdo,

1
T

i Kan—2 v/ i Uopn—2

.') Kan V 1 + Aoy (33

5)

[, usando a relagao (3.1.3), temos

1= |”-’2u|2) =

”211 \/1 “’2:1
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3.3 Relagao com Polinémios Ortogonais em [—1,1]

de onde conseguimos (3.3.2). A relagao (3.3.3) é obtida comparando-se os coefi-

cientes de "1,

Para r = 1 temos z = 1 e, para x = —1, temos z = —1. Entao, se aplicarmos
estes valores em (3.3.1), obtemos
P (1) | \/i"‘:'z‘-ns'z‘,n(l) o » (_1) . (_l)n \/5"{"2715211(_1)
3 V1 +ag, & vV1+as,

Da relagao de recorréncia (3.2.4), segue que

Sn-!—l(l) = (1 i |“-u+l|2)5n.(l) + (LIL+]-S‘.|:+1(1)'

Sn1(1) = (1 + l'3*-'t+1)511'z( ) (3-3-6)

Analogamente, obtemos

Spt1(—1) = _‘[1 - (‘1)”(1.,;.{_1]8,1(—1). (3.3.7)

Fazendo R, (1) = puy1(1)/pa(1) e usando (3.3.5) e (3.3.6), temos
ZR”(I) = (l + (L-gn)(]. + (Lgn_l). (338)

Da mesma forma, fazendo R, (—1) = pu4+1(—1)/pa(—1) e usando (3.3.5) e (3.3.7),

obtemos

_2{1)'?!.(_1) = (1 “f (1.2”)(1 - U*‘Zn+l)‘ (339)
Somando-se (3.3.8) e (3.3.9), segue que

Rn(l) - Rn(_l) = 1+ agp.

on = Rn(l) - er(_l) = L
Subtraindo-se (3.3.8) de (3.3.9), segue que

R“(l) + Ru(_l) — ”'Jn-i-l(l -+ “271)-




Capitulo 4

Combinacoes Lineares de

Poliné6mios Ortogonais que Geram

Formulas de Quadratura Positivas

No capitulo 1, vimos que, quando escolhemos os nos da féormula de quadratura
interpolatoria como sendo os zeros dos polinémios ortogonais de grau n, con-
seguimos precisao 2n — 1. Franz Peherstorfer [10] considerou os polinémios

d.;x] € P,, ortogonais a todo polinomio de grau menor ou igual

P, [f)‘n- o1,
an—r—1, para 0 <r < n, dado como a combinagao linear
T

P,[do, 61

i=0
dos polinomios ortogonais monicos p, em [—1,1], e considerou a formula de

quadratura

mn

_.| .}(I(-'I")f‘l:”'(-'f:) = Z /\j.nf(:ﬁj,n) + En(f)

J=1
sobre 0s zeros —1 < 21, < Ty < ... < Tpy < 1dos polindmios P,[dy, dy, - - ., 0r; Z].
Assim, a precisao da formula de quadratura acima é 2n — r — 1 e serd chamada
de (2n —r — 1,n,dp) positiva quando os pesos, Aj,, para j = 0,1,...,n, forem

POsitivos.
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4.1 Resultados Preliminares

Daremos aqui algumas informagoes adicionais sobre polinémios ortogonais
em [—1, 1] e ortogonais no circulo unitario |z| < 1. Alguns desses resultados estao

relacionados aos polinomios associados aos ortogonais em [—1, 1], dados por

1')7(,])(") — L / er l( ) _Pn-H( )(f,u,( ) (4‘1.1)

mo J_ T—1

1 : : S g R
onde my = _[_! dp(x). Foi mostrado em Krylov [8] que os polinomios pgl) Sa0
monicos, de grau n e satisfazem a mesma relagao de recorréncia que os polinomios

ortogonais, isto &,
% ; A(1 (1
W (z) = (x - _ﬁ”_H)pL_)L(:r:) - r.thpEl_}?(:c), n>2

com ;}[[,”(.r) =1le ;'l{ll](,:.') = x — #;. Com estes dados, pode-se obter resultados

que caracterizam as formulas de quadratura positivas.

Lema 4.1.1. Sejamr,n € N, comn >, e sejad; ER para j =0,1,...,7, § #
0. Entao, P,[do,01,...,0:; ] gera uma férmula de quadratura (2n —r — 1,n, du)
positiva se, e somente se, Py[do,dy,...,0d,;x] tem n zeros simples em (—1,1) e o0s

zeros de Py,[dg, 6

! Pn[(i(l_‘filwus(ir;"c] == Pﬂ[éﬂvdls-- or:
x—1t

n l[fjt). ()I r] f!.(f) (412)

se entrelagam.

Demonstragao: Temos que

r

P[00, 0y Vo] = Za‘-”}“‘vf(‘j:) e On_1[do,01,...,0,;2] = Z(SJI}EJ—}I = ).

j=0
Sabemos que os pesos, A;j,, da formula de quadratura interpolatéria sobre os n

zeros do polinomio P[dy, 0y, ..., 0,; z] sao dados por

1 [015:02, «.ov5 055 ]
/\.” N n. 1y Y2, 3 r: du(z).

m
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4.1 Resultados Preliminares

Usando (4.1.2) e o fato de x;, ser um zero de P,[d;, 0y, ...,0d,; 2], temos que

()?3.—1[(511 (521 LN | 67'; :I:js”]
§ 24 [/ T ST P IL'j‘"] .

Ajn =My

Como os n zeros de P,[d;, 0, ,0;; x| sao distintos e pertencem a (—1,1), a
condicao A;, > 0 é equivalente ao entrelagamento dos zeros de P,[0;, 0y, . .., d,; 2]
¢ Op-1[01,02 dy; ], ouseja, se P[0y, 0y, ..., d,; z] gera uma formula de quadratu-
ra (2n —r —1,n,dp) positiva entao, os zeros dos polinémios P,[d;,d,...,0,; 2] e
Oy-1[01, 62 dr; ] se entrelagam.

Por outro lado, considerando que P,[d,0s,...,d,; 2] tem n zeros simples em
(—=1,1) e que os zeros de P, [0y, 0y, ...,0,;x] € Op_y[d1, 09, ..., 0,; 2] se entrelacam,

temos Aj, > 0, ou seja, P,[d;,ds, d;; 2] gera uma formula de quadratrura

(2n — r — 1, n,dp) positiva. B
Como foi visto no capitulo anterior, os polinémios ménicos .S,,, ortogonais no
circulo unitario com relagao a medida positiva dr, dada por
do(c) = di(0) = —dp(cos®), para 6 € [0,7] ‘ (4.13)
dyu(cos®), para 6 € (m,2r]
satisfazem (3.2.3).

Considerando S, (0) = —a, em (3.2.3), obtemos uma nova seqiiéncia de

polinomios {S,} que satisfazem
Sulz] = :5’,,__;(.:) - u.nS'n_l(z), w22 (4.1.4)

com Sy(z) = 1. Esta seqiiéncia recebe o nome de seqiiéncia de polinomios de
Szegd associados e mantém a propriedade |a,| < 1. Conseqiientemente, os seus
zeros também estao localizados dentro do disco unitario aberto.

Como os polinomios de Szegd S,, sdo reais e ortogonais no circulo unitario,
temos

2Re[z" ™" 85 1(2)] = 2~V M8, 1 (2) + 2 1 81 (27Y)

& i n—1 ,
Fomando Sa,—1(2) = Y1, dp2*, temos

2n—1
z"[”"”-‘v'z”_u(*) + "-';'_I*q‘zn—l(s_i) — Z rfk[z_(n_]_k) —i—Zn_l_k]‘

k=0

46




4.1 Resultados Preliminares

Partindo do polinomio de Chebyshev de primeira espécie com x = cos # e usando
a transformacao x = (z + z7')/2, temos

2‘.‘1 + z—ﬂ

Ta(z) =cosnd =
() = cosn 5

Como estamos trabalhando com polinémios monicos, entao

z?i. +Z"ﬂ.
To(z) = —om

Dai, usando os mesmos argumentos do Teorema de Szeg6 3.3.1, podemos escrever

2n-1
2 UG () 2P B (Y = ) P M i ()

k=0
que ¢ um polinomio de grau n.
De (3.3.1) temos que os polindmios monicos {p,}, ortogonais com relagio a

medida dy, satisfazem
pn(x) = c1[27™Son(2) + 2" San(271)],

onde ¢; é uma constante. Mas, da relacao de recorréncia de S, que é real, temos

27"Son(2) + 2" Son(z7Y) = (1 + a-z.,l)[z_("_l)Sgn_l(z) + 2" 185, _1(271))-

Dai,

]},L(;If) = (.‘2[,3_{”_”82”_1(Z) + z”_ISz‘n_l(z_')].

Como podemos escrever

3_{”_]}52?1—1 (:) + z!:—ls2n_l (z_l) = QHTR(‘L) + QTL—-l(:E):

temos

i"ju(-'") — 2_”{3_(”_”8211—1(3) = zﬂ_lS‘Zn—l (z_l)];

que pode ser dado por

Poln)= 28 ""lﬁff[z""+152n_1(z)]
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comz = (z+2"1/2e z=¢" De modo andlogo, pode-se mostrar que
1

Im[z™" LG, lz)]

UJ‘ =2—u+1
."u I( ) "1]119

onde z = (2 +271)/2 e z = €¥.

Lema 4.1.2. Sejamn € N el € Z, com 2|l] < n. Seja Gp(2) = 2"+ -+ um

polindémio real monico com todos os seus zeros no disco unitdrio aberto |z| < 1.

Entao, o polinomio cosseno Re{z7'G,(2)} e o polinémio seno Im{27'G,(z)} com
i)

z=¢" ex =cosl para 6 € [0, 7] tém, respectivamente, n — 1 zeros ¢; em (0,7)e

n—1—1 zeros y; em (0,7), que se entrelagam, isto €,

0<h < <o <t < < PYpyo1 < Ppy < .

Demonstracgao: Seja G, (2) ZL i bpz*, b € R e b, = 1. Entao, para z = ¥

Lenos

Gl Zb"[{ os(k —1)0 + isin(k — 1)0).

k=0

Rel77Gy(2)} = 0 &= Z b cos(k —1)8 = 0.
k=0

Logo,

Re{z"'Gp(2)} = 0 = mes (k—1)8 Zbk cos(l — k

ki={)

Por outro lado.,
T

Z by sin (4 Z by sin(l — k)0

k=0

Multiplicando (4.1.8) por ¢ e somando a (4.1.7), obtemos

z7'G(z Zb"‘ cos(l — k)0 + isin(l — k)0] = —271G,(2).
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que implica em
Logo,

Usando a relacao
arg [a] + arg [b] = arg[ab], para a,b€ C,

temos que

; (2 41y
eu‘g[z”_ﬁ] + arg [é—l’&” = arg {z”_zi—G‘Ej” .

Portanto,

Rff{ 2_!(;“(2)} =0 arg [zn—‘zl] -+ arg [gf—g} = (2k — I)TT, Y k € N.

Analogamente, como

n

Im{z""t,(2)} =0 <= > brsin(k — )8 =0,

teios

Im{z7'G,(2)} = (

Entao,

Im{27'G,(2)} = 0 <= arg[z" %] + arg [g—g—%] =2km, VkeN.

Estas relagoes permitem concluir que Re{z7'G,(2)} e Im{z7'G,(2)} tém
2(n — 1) zeros em [0,27) e que estes zeros se entrelagam. Dai, o polinomio
cosseno Re{z7'G,(z)} tem n—1 zeros em (0, 7) e, lembrando que o polinémio seno
Im{z"'G,(z)} tem um zero em # = 0 e outro em 6 = 7, temos que este polinomio

tem n — [ — 1 zeros em (0, 7) pela simetria dos polinémios trigonométricos [
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4.2 Foérmulas de Quadratura Positivas

Nesta sec¢ao, trabalhamos com os polinémios Qi n, £k = 1,2, ..., n, definidos
atraves dos coeficientes de reflexao para os polinémios de Szeg6. Usando a trans-

formacao de Szegd

veremos relacoes entre os polinémios ortogonais reais e os polindémios ortogonais
no circulo unitario, bem como seus respectivos associados, que foram estabelecidas
por Franz Peherstorfer [10]. A partir dessas relagoes, o autor apresenta resultados

que garantem a positividade das formulas de quadratura.

Definigao 4.2.1. Seja o polinémio Qgon—1(2) = 25+ -+, parak =1,2,...,2n—1,

n € N definido pela relacao de recorréncia
Qk2n-1(2) = 2Qk-1,20-1(2) — @2n—1-kQf_1,2n-1(2); (4.2.1)

onde Qoan-1(2z) = 1 e os coeficientes as,—1— sa0 0s pardmetros que aparecem na
relagao de recorréncia (3.2.3).

O vréxi -esultado relaciona os bolinémios H QL — linémios S.. e
Proximno resu tado relaciona os po 1110111108 }Uu € Pn° € 05 polnoInios n ©

S, respectivamente, usando a seqiiéncia de polinomios { Q. }-

Lema 4.2.1. Seja n € N. Entao,
(a)

k-1 k—1

H (] Ll |f'r’2?'-—2—.}-|) S I(Q;c.'z‘u—l(z)l g H (]‘ + |0’2““2_j|)

=0 j=0

para |z| < 1, onde 0 < k < 2n — 1. Além disso, Qron-1(2) tem todos os seus
zeros em |z| < 1.

(b) seja 0 < k < 2n — 1. Entdo, para z = €, x = cosf e 0 € [0, 7], temos

[}”(.‘I:) = 2_”+t R.(!{ z I (2‘2.&,211—1 (Z)Sg(n_.k)_l (Z)}

_ 27" Im{z " Qo a1 (2) San-ty-1(2)}
sin(0) '
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Demonstracao:

(a) De (4.2.1) temos que
Qk2n-1(2) = Qk_12n-1(2) — a2n-1-£2Qk-1,20n-1(2)- (4.2.2)
Fazendo k£ = 1 em (4.2.2), obtemos
QT 2n-1(2)] <1+ |agn—2| para |z| <1
e, lembrando que Qg 2,-1(2) =1, segue que
0 <1-—lagm—2| <|Q]2,-1(2)| <1+ |azn—s| para |2z| <1. (4.2.3)

Como |Q],, ()| > 0 para |z| < 1, concluimos que o zero de Qf,,_,(2) nao
pertence a |z| < 1. Dai, o zero de @ 2,-1(2) pertence a |z| < 1.

Novamente, fazendo k£ = 2 em (4.2.2), obtemos

Q59,-1(2) ‘ Q1.2n-1(2)
Sy s S 1 4+ a — il e ol - AR
Qi z-1(2) ki

e ;
1,2:;—1(3)
Como o zero de Q7 5, _, estd dentro do disco unitario aberto, segue que

Ql 2:4—1(:)
————| <1, parajz| < 1.
‘CJT,ZH—I(’) I | |
(2’2,‘2?1—1(2:)
CJT,Z?J.HI(Z)

Entao, usando (4.2.3), concluimos que

0<1- |”'2n—.'i| = ‘

’ <1+ |agn-3|, para |z| < 1.

0< [1 = i”ZH—‘ZH[I - |”’2u---3|] < ‘Q;,'Zn—l(z) =< [1 + |a'2n—?-|][l + |(12“_3|].

De modo analogo, concluimos que os zeros de Q22,-1(2) estdao em |z| < 1.
Continuando com o mesmo raciocinio, obtemos o resultado desejado.

(b)Usando (3.2.3) e (4.2.2) é possivel relacionar S, e Q. da seguinte forma:

35‘2”—] (:) e S;n—l (:,’) — 3(2}5‘2”__1(Z)Sgn..,l.,k(Z) + Q;‘,‘Zn—-l(z)S;n‘—l—k(z)} (424)
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e, usando (4.1.4) e (4.2.2), podemos relacionar S, e Qg n,

:.5'3,,..|(Z) il S':n-—l(z) = szk.Zra--l(:)S‘lnuhk(Z) i = Q;.zn—l(z)ssn—l—k(z)' (":1-2-5)
Dado qualquer polinomio real Gy, de grau 2n — 1, para z = € temos

2Re[z " Gon_1(2)] = 27" [2Ganr(2) + G, (2)]

2iIm[2 """ Gop_1(2)] = 27"[2G2n-1(2) — G5, (2)]-

Entao,

21.{(‘l2m”+152,,__;(3)] = 3_”[;’52”_1(2) + S;,L_](Z)]

2iIm[z " 8o _1(2)] = 2 [282m-1(2) — S, _1(2)].

4.2.4) e (4.2.6), segue que

Re[2 "1 S5,-1(2)] = Re[z™" " Qr,2n-1(2) S2n-1-4(2)]

Im[z" ’”"5’2”_1(:)] = IIII[Z—H+1C,')k‘gn_1(2)5,2,1_1_;;(2)].

Logo, das relagoes (4.1.5) e (4.1.6), concluimos a demonstra¢ao do Teorema. m
O proximo resultado garante a positividade das féormulas de quadratura

(2n —r —1,n,dp) a partir da andlise da localizagao dos zeros dos polinémios ¢,

Teorema 4.2.1. Sejam r,n € N, r < n, dp,01...,6, € R e §y # 0. FEntao,

P[00, 9 dp: ] gera uma formula de quadratura (2n—r —1,n,dp) positiva se

Gor(2) = Z 270,27 Qar—2j,2(n—j)-1(2)

1=0

tem todos os seus zeros no disco unitdrio aberto |z| < 1.




4.2 Foérmulas de Quadratura Positivas

Demonstragao: Temos que

P,[d¢, 01, ..., 0 2] = Z 0iPn—j(x) e On_1[do,d1,.. Z (5313,(11}1 _;(

=0
Lembrando que z = ¢, x = cosf, 0 € [0,7), e, usando o Lema 4.2.1 b), temos
,
Pa[do,01,.-.,0p;7) > 8ipn—j(x)
j=0

.
Z 2~nHHig; Re [2_“+l+jQ2k, 2n—2j—1(2)S2n—2j—2k;-1 (Z)l

j=0
"

27"t Re| 27"t ZQJJJZJQ?J:_,-,E:L—H—I(3)5211—‘2_;'-2k,-—1(z) l,
=0

onde 0 < k; < 2n — 25 — 1. Fazendo k; = r — j, temos

—1(3)],

onde
i

Gor(2) = Y 29629 Qar—2j2(n—s)-1(2)-

§=0
Da mesma forma, temos

hu[z‘“"q?,_(z)z“(“"")“S'z(n-j}-r (2)]

On-1[do, 61, . ja) =27 sin 6

onde ¢y, ¢ dado por (4.2.8).

Suponhamos agora que todos os zeros de ¢y, estdao em |z| < 1. Como, 0 mesmo
acontece com os zeros de Sa;,—r-1 segue, do Lema 4.1.2 que P,[dy, d1,. .., 0;; 2]
tem n zeros simples em (—1,1).

Usando a relacao
Re [a]Re [b] + Im [a|Im [b] = Re [aﬁ], a,beC,
temos

H"[ e ])ffb( )SJ{N r)— 1 ]R(,[., e 1} ( )52 (n—r) (Z)]

+Im[z~ ("~ D gor (2) Sa(n—ry-1 (z)]Im[z_(“_”qg,. (2)5’2(,1_,.)_ 1(2)]

53
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4.2 Formulas de Quadratura Positivas

= |q'2r (:) ‘2R-Q[S'2(n—r)—l (2)5'2{:‘1—1')— 1 (3)]

2(n—r-1)

=l (2)° [ (1-af)

k=1
= c|gor(2)|2 > 0.

pois, Re[Sy, ,,,,}._](.3);%(,,__,,1)_.(:)] — f,(:“;’”_”(l - a'f_)(vcja apéndice A). Dai,

temos que

1!.).“. [(5[].. (5; 3

+ sin?(0)Im[z~ ("~ )q-z,.(z)Sg(,,_r)_l (2)]On-1[d0, 61, - - - , 0r; 7]

= 27" gy, (2) 2.
entao

Pff[f)‘l}? t(5] y '

g ;:.']R.(a[z'(”“[)(12?.(3)5'2(”_,.)*1 (2)]
+ sin®(0)rp—1(2)Opn-1[d0, 01, - - - , 6; 7]

= 27 c|gy, ()%, (4.2.9)

onde

Im[z"'("“ l}f'{zr (3)52(11—1')—1 (3)]
sin @ '

n—1{) =

Como x = (z+27")/2, 2 =¢" ¢ 0 € [0, 7], pelo Lema 4.1.2, temos que os zeros
1 <2y < Top < ... < Ty, < 1de Py[dy,d,...,06;2] € os zeros de 7, se
entrelagam.

Sejam x;, = cosb;, os zeros de P,[do,d1,...,0;;z]. Entdo, de (4.2.9), temos

que
clgar (2jn) |”

-2
sin® 6, ,

B ] =270 > 0,

onde z;, = cosb;, + isinb;, e §;, = arccos(z;,). Como
I'p—1 (.’f,".;".”_)()”_ 1 [()[]3 Ola C }o?"; :I:j,n] > 05
temos que ry,_1(2j,) € On_1[do, 61, ..., 0; T;,) tém o mesmo sinal. Entdo, usando

o fato de que os zeros de 7, e P,[dy,d1, ..., d,; z] se entrelagam, concluimos que

os zeros de P[0, 01,...,0,;2] e On_1[do, 01, ..., 0,; 2] também se entrelagam. m

o4




4.2 Férmulas de Quadratura Positivas

O corolario apresentado a seguir trata da positividade das formulas de quadra-
tura (2n — r — 1,n,dp) a partir dos coeficientes de reflexao dos polinémios de

Szegd.

Corolario 4.2.1. Seja n,r € N, r < n, dy,01,...,0, € R e §g # 0. Tome

A"l(] = |f5(]’ ¢
H.i-l_[jl_zj (]- + |(L‘Z(n—j—l]—k|)

2r—1
k=0 (1-Iamn—1y«|)

pare 5= 1;2,..;7 eseig jr €40 Lsas )l Joi=0< 41 € -+ < ji»; 05 Midices

A; = 27|4,] ; (4.2.10)

para os quais Aj, # 0, para k = 1,...,m* e A; = 0 para j € {1,2,...,7} —
{josJ1s-- - Jr}. Entao, cada uma das sequintes condigaes,
(@) 2ok=1 Aji < Ao

(b} 224, .. parak =101 r 15 Ay,

Jk+1
¢ suficiente para que P,[dy, 0, ;] gere uma fo:r"muia de quadratura (2n —

r—1,n,dup) positiva.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que a condigao (b) implica na
condic¢ao (a). De fato, aplicando sucessivamente as desigualdades dadas em (b),
temos

Az =245

Jo =

que ¢ exatamente a condi¢ao (a).

Agora, mostraremos que a condi¢ao (a) implica que

‘121 Z:‘) j % er 27,2(n—j)— l( )

Jj=0

tem todos os seus zeros em |z , que equivale ao fato de ¢y, ter todos os seus
zeros em |z] < 1.
Vamos supor o contrario, ou seja, que g3, tem um zero £ em |z| < 1. Entao,

) P68 Q5 252n-i)-1(6) = 0.

3=0
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4.2 Formulas de Quadratura Positivas

usando o fato que @3, ,,_, nao tem zeros em |z| < 1, temos

00W220-1(§) = — Z Q'jf)‘jEjQ;r—‘ZJ'J(ﬂ—j)—1(f):
j=1
=1 Y6805 gam-iy-1(8)

l"(] — - 1

(h«)‘zr,Qn— 1 (E)

G . I : ](J;f‘—z_} 2()1—_:,‘}—1(5)'
) 276.||&7 . i
al < 3 oI

Usando o Lema 4.2.1 obtemos

T (1 + laguog—n i) |

[Tk (1= lag-n-+1?) |

.
16l < > 1€7] (271651
i=1

Portanto,
"
A< YA,
i=1

que contradiz a hipotese (a). Logo ¢3, nao possui zeros em |z| < 1. Entéo, ¢, tem
todos os seus zeros em |z| < 1. Dessa forma, pelo Lema 4.1.1, P, [0, d1, ..., d,; z]

gera uma formula de quadratura (2n — r — 1, n, du) positiva. [ ]




Capitulo 5

Formulas de Quadratura Positivas

com Medidas Simétricas

Neste capitulo aplicamos a transformacao de Delsarte e Genin

12 4 ,~1/2
p=
(veja Zhedanov [18]) para obtermos polindmios ortogonais reais e simétricos
através dos polinomios de Szegé. Para isso, usamos os polinémios para-ortogonais
e os polinémios de Szeg6 associados.

Com base no trabalho de Peherstorfer [10], estudado no capitulo 4, cons-
truimos uma nova seqiiéncia de polinomios {Hy,} e, através desta seqiiéncia,
obtemos os polinomios hs, que fornecem condicdes necessérias para a positividade

das formulas de quadratura (2n —r — 1, n,du).

5.1 Polinémios Para-Ortogonais

Como ja foi visto no capitulo 3, dada uma medida positiva dv no circulo

unitario C' = {e'’ : 0 € [0,2m)}, os polinomios de Szegd podem ser difinidos por

/. Sn(2)Sm(2)dv(2) =0, n #m.

J O
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5.1 Polinémios Para-Ortogonais

E importante relembrar que os coeficientes de reflexdao a, = S,(0), n > 1, sdo
menores do que um em modulo e que os zeros dos polindémios S,, estao localizados
dentro do disco unitario aberto.

De (3.2.3), podemos facilmente escrever

Ll
S

(3) == ‘-W—I(z) + (LTLZS'”._i(Z)‘j n 2 ]-; (511)

T

com Sy(z) = S5(2) =1

Os polinomios S, (2) +w,S;;(z) onde |w,| = 1 sdo chamados polinémios para-
ortogonais e foram introduzidos por Jones, Njastad e Thron [5]. Os zeros destes
polinomios estao localizados no circulo unitério.

Neste capitulo também trabalhamos com seqiiéncias de polinémios de Szeg6
cujos coeficientes de reflexao (e, conseqiientemente, todos os coeficientes) sao
reais. A simetria da medida dv(z7') = —dv(2) é condi¢ao necessaria e suficiente
para que os polinomios S, sejam reais.

Vamos considerar dois casos especias de polindmios para-ortogonais

Sel2)+85(z)

12> 1
1+”".ri.

S(z) =

Sn(2) — S?I(Z):

1—a,

SW(2) = n > 1. (5.1.3)

Os denominadores forao escolhidos de forma a obtermos polindmios monicos.
Usando (3.2.3) e (5.1.1), temos

Srl-i—l(z) + S;+l(z)
L+ Ap41
= 25.(2) + S, (2).

‘C;'.r(rll] 1 (:)

Somando-se e subtraindo-se 2S5 (2) e S,(z), obtemos

Si () =i £ 1)[8:(2) + 82 (2)] — 5.(2) —255(2).

“n+1

Multiplicando-se e dividindo-se 1 + a,,, chegamos em
Sn(z) + 5;(2) Sn(2) i (z+1)anS;(2)
1+a, 1+a, 1+a,

(2 + 1)S(z) + [ - 1} Sn(z) + [ﬂ - z] Sx(z)
1+a,

(z+1) +ap(z + 1) Sn(z) — 25;(2)

(z 4+ 1)a,
1+a,

58




5.1 Polinémios Para-Ortogonais

e, dai,

J za, — 1 On =%
S0 = G+ 0506 + |2t 5,0+ | 222 5160

Assim, usando (3.2.3) e (5.1.1), temos que
2) =(z+1)8W(2) — (1 + az-1)(1 - (LH)ZSS_JI(Z), (5.1.

% . ot R 1 5
que é a relagao de recorréncia para os polinomios St ), sendo ag = 1 e as condigoes
i W W R +( 1 ~( 1 ~
iniciais 5{[} )(::) =1le .5} }(z) = z + 1. Analogamente, temos que a relacao de

P +(2) .
recorrencla para .S,(, ) (¢}

SP (2) = (2 + 1)SP(2) = (1 = ans1)(1 + a,) 282, (2),

T i 2 2
com as condigoes iniciais S((] }(z) =318 SE (2)=2z—1.
Considerando agora os polindmios

R (z) = SP(z) = 2+ 56
1 Sn(z) — S?:(Z)

z—1 1-—a,

——SP¥(z) =

1

para n > 0, obtemos

28,(2) = (1 + an) RO (2) + (1 — ) (2 = R, (2), n > 1.

n—1
Tomando (5.1.1), somando-se e subtraindo-se S} (z) + a,S,(2), temos

SH(Z) — S;.(Z)

2D
1—a:

2;’5,,...1(3) = (1 - H-;,)—.(Z) B (1 + an)

Sp(2) + 52 (2)

228,-1(z) = RO (2) + (z = )R (2), n > 1. (5.1.10)
Sabemos que todo polinomio g, real de grau n no circulo unitario satisfaz

2Re[z7"%g,(2)] = g"(z)zn+l(z) (5. 1.11)




5.1 Polinémios Para-Ortogonais

: gn(Z) — 9,2
22’:11[1[,': "”’(‘ayn(z)] = %ﬁ;ﬂ()

Logo, usando (5.1.7) e (5.1.11), temos

2Re[2~™/28,,(2)]
z27"2[1 + ay,]

[

RV (z) = pira & =e".

De modo andalogo, usando (5.1.8) e (5.1.12), temos

1 2ilm[z="/28,(2)]
z~"2[1 — a,]

para z = e*.

Foi mostrado em Bracciali, Silva e Sri Ranga (1], que os polinomios RS), para
= 1, 2, satisfazem
(2) = (2 + )RD(2) — 408}, RY 1 (2), n>1
s (" 7\~ Qpy1dty_1\2), T Z 1,

com RV (z) =1e H_Ei)(:-:) =2z+1e,

1
= tl-(l +ay-1)(1 —ay) >0

1
= 3‘(1 — ay)(1 + any1) > 0,

paran > 1.
Usando a transformacao de Delsarte e Genin

/2 4 =172
2 2

temos, da relacao de recorréncia para R?{f), que os polindmios
(D) () — (4-) /2 (1)
‘Pﬂ. (:) - (4"‘) R‘Sl (Z)., n 2 1.
satisfazem, para ¢ = 1,2, a relagao de recorréncia

Pr(:zt(:‘*:) - .'J"PFEI.)(;}_') i (}.(i) P(l)

‘n+1- n—1

(2), n>1,

com 1’[53:)(:1:) =1le P,m(.-f:) =3




5.2 Alguns Resultados usando Polinémios de Szegé Associados

Também foi mostrado em Bracciali, Silva e Sri Ranga [1| que a seqiiéncia
(P} ¢ monica e ortogonal com relacio a medida du¥(z), onde duV(z) =
—dv(2) e du®(x) = —(1 — 2?)dv(2), para z = (21/? 4 271/2) /2.

O principal objetivo deste trabalho, considerado neste capitulo, é estudar as
formulas de quadratura interpolatérias com relacdo a medida du") baseadas nos

zeros dos polinomios
"
P,[b0, 01, .- -, 0p5 2] = Z 5;,-‘REI_)J($)

Lembramos que, de (4.1.1), os polinomios associados

1) oy _ plb)
O.lz) = L an@) Rl+l(t)d!ff(l}(t)a

mo J_1 r—1t

onde mgy = [_ll dpuV (), satisfazem a relacio de recorréncia
O, ( ) =20,- |( ) ”n-f)-lou 2(f5)¢ n 2 2,

com Op(x) =1e O)(x) =

5.2 Alguns Resultados usando Polinémios de Szeg6
Associados

Vimos no capitulo anterior que os polindémios de Szegé associados sao dados

pela relacao de recorréncia

1(2),

com Sy(z) = SU( = L
De modo analogo ao que foi feito para os polinomios de Szegd, a seqiiéncia

de polinomios de Szegd associados gera

Salz
1

+5:(2) _ 5u(2) +81(2)
5.,(0) 1 - a,

) +
+

61
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5.2 Alguns Resultados usando Polinémios de Szegé Associados

1 S'ﬂ(z) - S';(z)
T z—-1 1+ a, d

que satisfazem, para i = 1,2, a relagao de recorréncia
70 0 (A0 )
R, (2) = (2 + DRI(2) - 4y} By 1(2), n2 1,

onde

1
al), = 71— @)L +an) >0

- i 5
“Eiil = I(l - ”'n+1)(1 . aﬂ.) > 0.

Usando (5.1.11), temos, para z = €'/,

> 2Re[z~"/25,(2)]

RW(z) = o — o] n>1

Como z—1 = z}/2(z1/2 — 271/2) = 2i2'/2 5in(0/2), para z = € e de (5.1.12) temos

RO () = L 2iml5,(2))
=3 z—=1 2z7"2(1+ay,)
1 Im[z7"/25,(2)]

z=(=D/2[1 + a,]sin(0/2)

De (5.2.2), temos que os polinomios f),(f)(J,) — (43)'"‘”2}?&}(2:), parai=1,2,

satisfazem

EEIL(’) = _-,,-}3{”(;;;) — (%Ef-)‘,-lﬁggl(’l’) n 21,

n

com P[E”(.-z:) =1le P,m(.-::) = m.
8 as relaces de recorréncia de O I")(?} : (1) _ =(2)
Comparando as relacoes de recorréncia de O, e FPp™, como o, i, = a,.,,

temos que O, = f’,E_z} para n > (. Dali,

()u— 1 (:I:) = IZ)?EJ—)I (:I:)

(42)7 2R, (2)
2-(0=1) Tm[z—28, (2)]

ara. m > 1.
l +a, sin(0/2) pat e




5.3 Os Polinémios Hy,

5.3  Os Polinémios Hj,,

Definigio 5.3.1. Sejam os polinémios Hy,(z) = 2F + -+, n € N, definidos pela

relacao de recorréncia
Hin(2) = zHg—1,0(2) + zan41-£Hy_y n(2) (5.3.1)

para k=1,2,...,n, onde Hya(z) =1 € any1-k = Spqa-£(0), k=1,2,...,n

Teorema 5.3.1.
Hii o (2) 80 -5l2) + HE (DS i (2) = 8:8) + 85(2); £ =120
Demonstragao: De (5.3.1), temos
H; .(2) = Hy_; ,(2) + @ny1-kHr10(2), k=1,2,...,n
Dai, usando as relagoes (3.2.3) e (5.3.2),

”rL n( ) n A( )+hr:”( )S‘;—A-(:) == Ifk_l,u(Z)[ZSﬂ_k(Z)+(ln+1_kS;_k(2’)]
+H;_1‘”( [Sn k( ) ~au+1—k5n—k(:)]
Hk—l‘n.(z)s?l-i'l—k(z) + H}:—I,II(Z)S::—H—&(’E)'

Continuando com o mesmo raciocinio, obtemos
Hy n(2)Su-k(2) + H (2)Sn_i(2) = Hon(2)Sn(2) + Hg ,,(2)S7(2)-

Como Hy,(z) = Hg,(2) =1, chegamos ao resultado esperado.

Do Teorema 5.3.1 e usando (5.1.11), segue que
Re[z7™/2S,(2)] = Re[z /2 Hg n(2) Sn—k(2)]

e, como PV (z) = (--l:)"“"'zh’h'](:). temos

9-(n-1)

Bl = l1+a
‘mn

R.(:[::_”"’ZH;C‘n(z)Sn,k(z)], n>1

para qualquer £ tal que 0 < k < n.
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5.3 Os Polinémios Hy,

Teorema 5.3.2.

Hy .(2)
H*—t 11(~)
para |z| <1 e os zeros de Hy,, estao em |z| <1, para k =1,2,...,7r

0<1-—|ans1-x| < <1+ |ans1-kl

Demonstragao: Fazendo k=1 em ( .3.2), temos

0< l-|n.,,|§ <14 |an|, |2 <1.

Hi,(2)
H;,(2)

Dai, |H} ,(2) gue que o zero do polinomio Hy, (z) esta fora
do disco unitario e, entao, o zero do polinomio H; ,(z) estd no interior do disco
unitario aberto.

Fazendo k = 2 em (5.3.2), obtemos

hr’n( ) Hl n(z)
=(14+a,-1————=|.
‘H; a2 'H; . (2)

Como o zero do polinémio H,,, esta dentro do disco unitario aberto, entao

'HI n( )

|2] < 1.
‘hrl n( )

Portanto,

H;,.(2)
r.“ (:)

Como |H;,(2) ara |z| < 1, temos que os zeros de H,,(z) estdo dentro

0<1 _‘I”n—l| < §1+|an—l|‘

do disco unitario aberto. Continuando com o mesmo raciocinio, chegamos ao

resultado desejado. [

Teorema 5.3.3.

H}.n( ) n— #( ) H.kn( ) -k

A demonstracao ¢ analoga a do Teorema 5.3.1.

Do Teorema 5.3.3, temos que
Im[2~"/28,(2)] = Im[z™™/2H}, o(2)Sn-i(2)]-

Entao. de (5.2.3), obtemos

9—(n—1) Im[z™/2H, ,,(2)Sn_(2)]
B [1+ a,]sin(0/2) ’

Oialt) = n=1,

para 0 < k < n.
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5.3 Algumas Consideragoes sobre Formulas de Quadratura

5.4  Algumas Consideracoes sobre Foérmulas de
Quadratura

Dada a medida duV)(2) = —dv(z), para 2z = (22 + 271/2), definida no
intervalo [—1,1], consideremos a formula de quadratura baseada nos zeros do

polinomio

Py[80,01,- ., 65 2] Za B
3=0
onde §p =1, d; € Rparaj=1,2,...,7 er < n. Suponhamos que os parametros

d; sao escolhidos de forma que os zeros de P,[dp, d1, . . ., 6; 2] sejam reais, distintos
¢ pertencentes a (—1,1).

Sejam z;,, j =1,2,...,n os zeros de Py,[d,01,...,0r;z] em ordem decres-
cente.  Entao, a formula de quadratura interpolatoria sobre estes zeros, dada

por

/_| f(2)dpV(z) = ij?nf(a:j?ﬂ),

¢ (2n—r —1,n,dp). Parar =0, a formula de quadratura (5.4.2) coincide com a
formula de quadratura gaussiana.
Os pesos wj, da formula de quadratura baseada nos zeros do polinémio

), ] sao dados por

()n—l[(s(]: 511 e }67"; :L‘j,n]
P.[d, 01y, 0r; Bjm]

wj,n. —

onde O,_1[dg,d1,...,0,; 2] = E;'I:u 05 On~i—-1(Z):

A formula de quadratura

/ fx)dp ij,lfq,m (5.4.3)

¢ (2n — 20— 1,n,duV) e simétrica se T, sao os zeros de P,[dp, 0, da, . .., 0, dy; .

Aqui 21 < n. Portanto,

Tjn = —Tpgl—jn € Wjin = Wniyl—jn-
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5.3 Algumas Considerac¢oes sobre Formulas de Quadratura

Teorema 5.4.1. Seja dv(z) = —dp'V(2(2)) e seja 2jn = [Ejn + i4/[1 — 22, %
Entao, toda fung¢ao f € Py,_o 1 satisfaz a formula de quadratura (5.4.3) se, e

somente se, a formula de quadratura

mn

/ F(2)dv(z) =Y XjnF(2;n)
JC =1
¢ satisfeita para F(z) pertencente ao espago gerado por

{Z—rr.+i+11 —nAl+2 zn—i-——2

zn—E— 1 } )

Lt

Demonstracao: Como ;,, para j = 0,1,...,n, sdo os zeros do polindémio

P, (00,0, &2 0, dor; ], podemos escrever

)D” [(’)u, (] ()2. caay (]. ()2{:_ ;!’I] = (.'f.' - :E],?:)(:I: — j?,n) s (.’L - .’Lw'n,n).
Vamos analisar os casos para n par e n impar:

1. Para n = 2m.

Sejam Ty, Tan, - - - Tma 0S Z€ros positivos de P,[dg, 0, da, . .., 0,dq; z]. En-

tao,

P, [fsn-. 0, s

T ,?1)(1’.2 - f‘.g,n) = (:‘E2 - '%gra,n)‘

Usando a transformagio z = (z'/2 + 271/2)/2 para cada raiz ij,, j =

m, de Gaon, (), temos

As raizes da equacao do segundo grau z? + 2(1 — ;E?‘n)z + 1, para cada

m, Sao

~ 5 ~ r . 2
= ('.L_'.f,“ +1 1 - :I‘j,n * J = — . j,n)




5.3 Algumas Consideragoes sobre Férmulas de Quadratura

—1\m m
].)[5(}1 {]' [‘52._. e U:I 52.{: '1:] — (%) H[(Z " Zj,”)(z = Z_‘}—,?l ’ (544)

j=1

Logo,

( }”’ulnn[{)u (] ()g {] (5217 I] w H[(Z [~ zjrn')(z Fi z,?_s”{)]

7=1

2. Paran = 2m + 1, temos
P,[60,0,0,...,0,60; 2] = z(z* — :F:f'ﬂ)(:c? - :E'g,n) oo (2?72 ;
Dai,

J1,n

P[00, 0,85,....,0,0x;2] = (42) ™22 4 1) [](z — 2jm) (z — 25,0)-
J=1

Logo,

m
(42)"/2P[00,0, 83, ..,0,0n; 2] = (2 + 1) [[[(2 = 2jn) (2 — 272)]-
J=1

Agora, vamos mostrar que para (5.4.3) ser exata para f € Py,_9_; é equiva-

lente a

il du(z = W,
r+ i1 2erl =Y [Epn+iifl—a2 PP —2
I P e = Y

para —n+1l>s>n—1-1.

A formula de quadratura (5.4.3), que é simétrica, é satisfeita para qualquer
funcao f = p+ g, onde p é um polinémio par de grau menor ou igual & 2n —2[ —2
e g ¢ qualquer func¢ao impar.

Consideremos a fung¢ao

folw) =
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5.3 Algumas Consideracdoes sobre Formulas de Quadratura
8

Usando expansao binomial, temos entao
2s+1Y\ | 2s+1Y\ .
f\(IJ { ( ) J.,Z.-s-i-l e ( 11:2-'5—][3‘ ,/1 = 3:2 2 b

0 2

25 + 1
' ( _i_ ) I[!m]b] Y 11‘- T2

+[()1+ l)m_—w (2;1)[\/1—_]+

2541 iv1—x?

gs(x) + pas(x), para s > 0.

. (23+ 1) [im]zm}#

Como [z + ;\/I—:—J] [z —iv/1 — 2% = 1, temos também que
: 1

(@) =[5 =1 — 2P

fosai(z) = ] Vg

Novamente, usando expansao binomial, podemos escrever

f-s—1(z) = gs(x) — pos(x), para s >0,

onde

- 25+1 (.’1’;2 i 1)}\2:{;25—2’6
2k ’

que ¢ uma funcao impar, e

L 2s + 1 ‘ .
—pos(x) = Z ( ) (_.1:2 _ 1)!&3‘,23—2;&1

k=0 2.’2 =+ 1

que ¢ um polinomio par de grau 2s. O coeficiente do termo de maior grau desse

polinomio é

Assim, (5.4.3) implica (5.4.5).
Por outro lado, temos que poy(z) = [fs(z) — fos-1()]/2, paras = 0,1,...,n—

[ — 1, forma uma base para todo polindémio par de grau menor ou igual a 2n —
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Algumas Consideragoes sobre Féormulas de Quadratura

2l — 2. Entao, qualquer polinémio par pode ser escrito como uma combinacao
dos elementos desta base. Nessas condigoes, (5.4.5) implica (5.4.3).

Lembrando que

(z4+i/1—2%)° e Bn=(Getiyl=2L),

.r+i.\/1—:::z:r:—ki\/l—:r:z_ z
2ivV1 — 2?2 T +ivV1 -2 z2=1"

Entao, a partir de (5.4.5) e usando as relagoes acima, temos

Z4q
7,1 s
rf.v E wj, nz = Zj ns
j=1 P

Lenos

para s = —n+l, —n+l+1, —n—[—2,—n—1-1. Portanto, se F'(z) pertence ao
espago gerado por {znHHL pmntlH2 on=i=2 on=l=11 temos que (1 —z71)F(2)

pertence ao espago gerado por {2~ i+l | n=i=2 on-l-11 Daj,

.l—.:'_'Fz lv( — 27 hF _Fkn
/(( ) ( )~ '('U Z“"Ru ku) (zuk)z

kn — 1

nos fornece

/F )dv(z E g n & znk
J O

que conclui a demonstracao do teorema.

Usando (5.4.1) e (5.3.3), temos

Pu[0o, 01, ..., 00 @ > 6P ()

3=0

T

9—(n—j-1)
—(n—14)/2
> 6 TR.Q[Z I, e ()82,
j=0 n—j
para 0 < k; < n — j. Fazendo k; = r — j, temos
e ) ) ] -_—(n—j—]) g
lj”[ﬁg. (51 G| = _'_7“.0[2_(”_}” H‘r—j,n—j(z)sn—r(z)]-

Qn—j

Dessa forma, podemos representar
Py[d0, 6, byye] =27 NRe[r M2h.(2)8, - (2))],
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5.5 Foérmulas de Quadratura Positivas

onde
”

2 i/
Z(S-—ZJHHT—_?,H—}(Z) (546)

J
= T T, N

De modo analogo, obtemos

g & 1 T sin(0/2)

3=0

On—1 [5(3-. 0y

para 0 < k; < n — j. Fazendo k; =r — j, temos

s = ) 2—{:;—1) ) _
On—1[d0, 0y O, x| = Wlm[z'“ﬂh,(z)Sndr(z)],

onde h,(z) é dado por (5.4.6).

5.5 Foérmulas de Quadratura Positivas

Daremos agora algumas condigoes que garantem as seguintes propriedades
L 35 Biin = 50D con B Ban =1l B Wia=20, 1sk<n (5.5.1)

para as formulas de quadratura (5.4.2). Temos, facilmente (ver Lema 4.1.1) que
0s pesos wy, da formula de quadratura (5.4.2) sao positivos se os n zeros de
P, [0, 01 0r;x] e 0s n — 1 zeros de O,_1[do, 01, .. .,0r; 2] se entrelagam.

Mostraremos que os zeros de P,[dg, d1,. .., 0,; 2] pertencem a (—1,1) e que as
desigualdades (5.5.1) sio satisfeitas se os zeros do polinomio de grau 2r, s, (w) =
h,.(w?), pertencem ao disco unitario aberto.

Vamos considerar a fungao

Quando tomamos w = z

de grau m = 2n em w. Entao,

o (“!2) = "??'2-" (.”".)Su—-r(wz)a
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5.5 Foérmulas de Quadratura Positivas

onde

. —~ 020w’
hor(w) = Z L H,_jn_i(w?).

s 1+ au—;

Suponhamos que os zeros de hy,, que é um polindémio de grau 2r em w, estao
localizados no interior do disco unitario aberto. Isso significa que todos os zeros
de s,(w?), que é um polinémio de grau m = 2n em w, também estdao dentro do

disco unitario aberto. Entao, do Lema 4.1.2 com |- = m/2, temos que
M| — 2_[”_”Re[z_””zhr(Z)Sn_r(z)]

1 5w
tem n zeros z;, = L:()s((f‘_(- )/2) em (—1,1) e o polinomio

Jsm

X Ilil[:_”ﬂhr(Z)Sﬂ—"(z)]
tn(‘f') - 5111(9/2)

. 2) e ; T o i
tem n — 1 zeros {:(_):-;({)E- ) /2) em (—1,1). Além disso, esses zeros se entrelacam, ou
seja,

n,n

0 < i—(){l} < E{}u} $E RS _0(2) 2o 59(1) < 7.

1,n 9 n- 1,n

2 1.n

Como foi feito no capitulo anterior temos

Rv[:_”"zh..,. (z)S,,__,.(z)]R{'.[z“””zh.,. (Z)S’”_,.(z)]
+Iln{z_"'"’(2:".=.,.(z)Sﬂ_, (z)]Im[z'“ﬁh,(z)gn._r(z)]
= |he(2)PRe[Sp-r(2)Sn_r(2)]

= 2|k (2)* JJ (1 - a}) > 0,

j=1

desde que h,(z) # 0 para |z| = 1. Dai,

P, [0, 61 O ;!.‘]R.(![Z_“’Qh.,. (2)S,_, (2)]

+Op—1[d0, 01 0e :z:]lm[z"‘/zh,,_(z)Sﬂ_,(z)] sin(6/2)

n=r

= 2==2|p_(2)[? H(l = “fﬁ) > 0.

j=1




5.6 Formulas de Quadratura Positivas

Considerando a relagao acima nos zeros 1 > 1, > Topn > ... > Tpp > —1 de
P[00, 01, ..., 0,; x], temos

n—r

Op—1[d0, 1 8i Tenlta(Trn) = 27 he (i) P H(l —a5) > 0.
j=1

Op i[85 81555 3 0l Bl (Ph) = 0

Como os zeros de P, e t, se entrelagam, pela relagao acima, concluimos que os
zervos de P, e O, _; também se entrelacam. Portanto, os pesos da formula de
quadratura (5.4.3) sao positivos.

Os resultados acima demonstram o seguinte teorema:

Teorema 5.5.1. Se

r

. 527w ;
hoy(w) = Z L H, . i(w?),

= 1 +ay-;

que ¢ um polindmio de grau 2r em w = z'/? com coeficientes reais, tem todos os
seus zeros no interior do disco unitdario aberto, entao a férmula de quadratura

(5.4.2) satisfaz (5.5.1).

Teorema 5.5.2. Sejam §; €E R, j =0,1,...,7, ejo =0 < j1 < J2... < j7 08

indices para os quais §;, # 0 para v =0,1,...,7. Definimos Ag = |do| €

r—i—1
A; = 2‘j|{)‘j|l—[k=l (1 i |('l'?1—j—k|)

1-;11(1 - |”’?z—k|)

para j = 1,2 ,r. Entao, se Ay > 2;21 A;, obtemos (5.5.1). Em particular,

seN;, 2N parav=0,1,...F—2e A,

iy ey > A, (5.5.1) € satisfeita.

Demonstragao: Consideremos o polinomio

- ~ 52w i
hop(w) = —LQ,_jn—j(w?),
T ; ]l Fa5 r—jn—j
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Formulas de Quadratura Positivas

que ¢ um polinomio real de grau exatamete 2r em w. Portanto,

Wi (w) = why (w™")

5,20 w?

i
0547 W r
J H* 2
E e T G Ty
1 Uy r—j,n j( )

j=0

Como 0s zeros de hy, (w) estdao em |w| < 1, entdo os zeros de h%.(w) estdo em
lw| > 1. Suponhamos o contrario, ou seja, que exista um zero ¢ de hj (w) em
|w| < 1, dai

() = 3 e €)=
. ;Ul—i—Sn_() }"Jn.j

Como Hy_;, ; nao tem zeros em [z| < 1, podemos escrever

2
o < ZZ’IO i)

Usando o Lema 5.3.2, temos
r—j—1

3 4 b sl 1 + |Qp—j—k
I‘)U| < Z‘Zjldﬂ k rl—l | n—j |)
: ( + |an—k|)

Ay <) A
j=1

Esta desigualdade nos da a contradigao esperada. Portanto, se Ag > Z;:] g,

concluimos que todos os zeros de hy,(w) estdo dentro de |w| < 1 e, consequente-
mente, os nos e pesos da formula de quadratura (5.4.3) satisfazem (5.5.1).

Para completar a demonstragao, observemos que

7
A_,i'n = 23‘_}11 P ;\‘.i:: + AJL F e ZAJ'U'
v=0
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Apéndice A

Usando as relagoes de recorréncia para os polindmios de Szegé e para os
polinémios de Szegé associados e lembrando que os coeficientes de reflexao sao

reais, temos

S2(n—r)—-1(z)m S2(n—r)-‘2(z)m
+203(n—r)-252(n-r)-2(2) Syn_p)—2(2)
—EGQ(H—P)—QS;(R—T)—2(Z)m
—03(n—r)-253(n-r)-2(2) S3(n—r)-2(2)
Satn-r)-2(2)S2(n—r2(2)
—ag(n—r)—zmgﬂn—r)—?(f’)
+02(n—r)—22S2(n—r)-2 (Z)Wgz(n—r)—z (2)

_‘QQ(R—T)—2ES2(n—r)—2(z)zg(n_m)_2§2(n—r)—2(z)

Como Re[z — T] = 0, para todo z € C temos

Re[Sanr)-1(2)5ann)1(2)] = Re [Syno)-2(2)Sanr)2(2)

_ag(n—r)—&Sz(ﬂ—T‘)—?(3)52(71—!")"2](z)} ;

Usando Re[z7] = Re[Ty], para todo z,y € C segue que

Re[Sa(n-r)-1(2)S2(n-r)-1(2)] = (1 = a3n_p)_2)Re[S2tn—r)-2(2) San—r)-2(2)]-




Apéndice A

Continuando com o mesmo raciocinio, temos

2(n—m)—2

Re[Sao(n-r)-1(2)Sem-n-1(2)] = ] (1—af).

2 3 4 5 9 i unesp

k=1
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