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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo final calcular o tensor energia-momento para o modelo % (a;)
(DALMAZI, 2013) e para isso foi necessario aprender os conhecimentos fundamentais da teoria
classica de campos relativisticos, com o auxilio do eletromagnetismo, e relatividade geral para,
posteriormente, deduzir a equagdo de Einstein para o vicuo e para a matéria no qual encontramos
uma férmula geral para o cdlculo do tensor energia-momento. A partir dai foi demonstrado a validade
da férmula para o tensor de energia-momento eletromagnético e finalmente alcangado o objetivo.
Nos comentérios foram abordados outros modelos de gravitacdo e também o método de redugdo de

Kaluza-Klein. Por fim apresentamos uma possivel continuagao para este trabalho.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo .Z(ay). Tensor energia momento. Equagio de Einstein.



ABSTRACT

The objective of this work is to calculate the energy-momentum tensor for the .2 (a;) (DALMAZI,
2013) model and for this it was necessary to learn the fundamental knowledge of the classical theory
of relativistic fields, with the aid of electromagnetism, and general relativity to later deduce the
Einstein equation for the vacuum and the matter in which we find a general formula for calculating
the energy-momentum tensor. From there was demonstrated the validity of the formula for the
electromagnetic-energy-momentum tensor and finally achieved the goal. In the comments were
presented other models of gravitation and also instigate the reader to study the method of reduction of

Kaluza-Klein. Finally we present a possible continuation for this work

KEYWORDS: .Z(a;) model. Energy-momentum tensor. Einstein equation
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho tem como objetivo obter o tensor energia-momento para o modelo . (a;) (DAL-
MAZI, 2013). Foi estruturado com o propésito de desenvolver os conhecimentos necessarios para
alcancar tal objetivo, por intermédio de uma sequéncia légica entre os capitulos. Ndo foram abordados
os topicos de Mecanica Classica para um numero finito de graus de liberdades, Relatividade Restrita e

Eletromagnetismo, pois sao assuntos abordados na graduacgao.

O Capitulo 2 foi baseado nas referéncias (LEMOS, 2007) e (LANDAU; LIFSHITZ, 1980). O
texto apresentado foi retirado de (LEMOS, 2007), sendo realizado poucas modificacdes, pois preser-
vei a forma de abordagem dos conceitos de forma clara e didatica. Esse capitulo fez-se necessario
pois desenvolve conceitos fundamentais da teoria cldssica de campos relativistica, com o auxilio
do conhecimento do eletromagnetismo, como equagdes de movimento, tensor de energia momento
candnico, simetrizacao do tensor energia-momento, densidade de momento angular orbital e de spin,
quadri-momento e o tensor de momento angular, além de ser um dos pilares para o desenvolvimento
do Capitulo 4. O tépico Grupo SO(1,3), presente na Invaridncia do Lagrangiano (Sec¢do 2.2) sob

transformacoes de SO(1,3), foi desenvolvido de maneira a ser claro e objetivo.

O Capitulo 3 foi baseado na referéncia (WEINBERG, 1972). O desenvolvimento desse topico
fez-se necessdrio para conseguirmos obter a Equagdo de Einstein através do principio de minima
acado,ou seja, na acdo de Einstein-Hilbert o lagrangiano serd o escalar de Ricci sendo importante
conceitos fundamentais da relatividade geral como principio de equivaléncia, principio da covariancia
geral, equacdo da geodésica, conexdo afim, simbolo de Christofell, derivada covariante, tensor de

curvatura, tensor de Ricci e finalmente escalar de Ricci.

O Capitulo 4 foi baseado na referéncia (DAS, 2011). Foi dedicado a obter a equacdo de Einstein
pelo principio da minima ag¢ao por intermédio da acao de Einstein-Hilbert. Abordamos a equagao de
Einstein para o vicuo com solu¢do de Schwazschild no qual podemos caracterizar um buraco negro e
para a matéria com a solucdo de Friedmann-Robertson-Walker. Também foi apresentado a férmula de
Rosenfeld para o cdlculo do tensor energia-momento, realizado a lineariza¢io da equacao de Einstein

para o vacuo e definido o quadri-momento e momento angular total.

O Capitulo 5 demonstra a validade da férmula de Rosenfeld para o calculo do tensor energia-
momento para o espago "flat"por intermédio da obten¢do do tensor energia-momento eletromagnético
e do modelo .Z(a; ) presente na referéncia (DALMAZI, 2013).

A partir desse estagio é possivel compreender o trabalho desenvolvido em (DALMAZI, 2013)

sendo necessdrio também o conhecimento de projetores de spin.
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O Capitulo 6 comenta outros modelos de gravitacdo, sendo necessario o conhecimento do Capitulo
3 para tal compreensdo, e instiga o leitor a ler sobre o método de reducao dimensional de Kaluza-Klein
no qual a partir equacdo de Einstein Linearizada em D dimensdes € possivel obter a equagdo de

Fierz-Pauli em (D-1) dimensdes.

O Capitulo 7 finaliza o trabalho dando uma perspectiva de continuagdo para o mesmo.
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2 TEORIA CLASSICA CAMPOS

Sistemas continuos possuem um ndmero infinito de graus de liberdade e sdo descritos por
campos. As interagdes das particulas elementares, constituintes basicos da matéria, sdo expressas por
meio de teorias quanticas de campos. Por sua vez, a construcdo das teorias quanticas das interagdes
fundamentais da natureza depende crucialmente da possibilidade de primeiro formulé-las como teorias

classicas de campos nas linguagens lagrangiana e hamiltoniana.

O desenvolvimento do texto a seguir necessita do conhecimento de mecénica analitica, ou seja,
principalmente dindmica lagrangiana e principio variacional para um sistema discreto (numero finito

de graus de liberdade).

O sistema continuo mais simples é descrito pela fungdo escalar @ (x,7) que a cada ponto do
espaco podemos analisar sua dindmica ou determinando um tempo especifico podemos ver como cada
ponto estd se comportando. Por exemplo, ¢ (x,7) poderia representar o deslocamento transversal no

instante ¢ do ponto x de uma corda vibrante.
Sabemos que, para um sistema discreto, temos a agao:

15}
S= [ drL(qqt). (2.1)

n

Para um sistema continuo temos
S— / d*x 2(9,9,0,5%) 2.2)
Q

onde . significa densidade de lagrangiano, [ = ,’]2 J NS S e d*x = dtdxdydz, dy ¢ representa as

X1

derivadas parciais do campo, x* representa as coordenadas do campo e ¢ representa um campo que

pode ser escalar, vetorial, tensorial ou espinorial. Lembre-se que o campo depende das coordenadas.
2.1 EQUACOES DE MOVIMENTO
Antes de comecar serd necessdrio estabelecer a notacao:

Moo= (et x,y2)

du = (1/cd,0,0y,0;)

o = 0", = (1/cd;,—d,—dy,—3.)
ot = O

onde "Y' é a métrica de Minkowski que possui a assinatura (+, -, -, - ).
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2.1.1 Deducao das equacoes de Euler-Lagrange

O objetivo desse topico € obter as equacdes de Euler-Lagrange relativisticas por intermédio do

principio de minima ac¢do. Buscamos desenvolver as passagens matematicas de forma clara.

Utilizando o principio variacional ¢ — ¢’ = ¢ + 8¢, no qual ¢ miniminiza a acdo, ou seja,
S[¢'] > S[¢] < S[¢'] — S[9] > 0, temos:

65 = [ d'x2(¢"0u0 )~ [ d'x £(0,0u0.54) 20

= /Szd4xg(¢+5¢,au¢+a“6¢,x“)—/Qd4x.§,”(¢),8ﬂ¢,x“)

o 0. 0.7 )
_ /d [ (9.000.34) + 5550 + 8(”@834;] /dx,,%q&&“d)x)
Note que
0.7 0.7 0.
o0 |-2Z 56| = a9, |-ZF | s0+-2Z% 0,8
“[a@«p) "’] “[aw)] MFTEI A
Portanto
- [ o)) 50 0 50%0)
3 = [ { (@up 89+ | ' TR R

Observe que

osn 2ge] - onal ] o e

Por sua vez

. [ 02 o T oz
Jye2) {a@-m‘s‘”} = [ o, [aw)‘s“’}
1 0.7
_ 7. % 56—
/tldt/sds Tl
0.7 n o 0.7
Jytean [3(30¢)5¢] = o E[a@m‘s“’]

_ [ s 9Z r_
_ /de{a(a,q))&” tl_o

pois as variagoes 8¢ se anulam na superficie ”S” que limita a regido espacial ”V” e nos extremos

temporais.
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Logo

s o)

Fazendo 6S = 0 temos:

Portanto, V 8¢ ,

A 0%
— | —— = 0 2.3
dg " (a(auq))) (23)

Estas sd@o conhecidas como equacdes de Euler-Lagrange ou equacdes de movimento.

2.1.2 Campo de Klein Gordon

Consideremos como exemplo mais simples a teoria de um campo escalar ndo carregado cuja

lagrangiana é:
1 m2 )

onde m € a massa da particula em que ¢ representa o campo (em unidades tais que &7 = ¢ = 1). Entdo:

17 d 1 m?

3@0) ~ a(0ve) [5‘9““"9”“"7"’}
1[0(040) 2(2"9)
-2 {awm)&”"”a“"’a(avm}

= [sra%o +n7au0)]

17 ., 0L 5
0@ ~ 0 gy
Portanto
0.7 0L\ 5 v
5 (tag) = e
(O+m*)¢p = 0 (2.5)

que é chamada de equacao de Klein-Gordon.
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Veremos a seguir que no caso de um campo vetorial também podemos obter uma equagdo de
Klein-Gordon.

2.1.3 Campo eletromagnético
2.1.3.1 Equagdo da continuidade

Carga e corrente devem obedecer a uma lei de conservacdo que chamamos de equacdo de

continuidade

ap = -
PTiy.7 =
8t+ j 0

onde p € a densidade de cargas e j ¢ a densidade de corrente.
Vamos introduzir o candidato a quadrivetor
o= (cp.Jj) (2.6)
onde j* é chamado de quadricorrente ¢ obedece a transformagio de lorentz.
Portanto, podemos reescrever a equagdo da continuidade numa forma covariante
duj* =0 2.7

2.1.3.2 Tensor F*V

Dos cursos introdutérios de eletromagnetismo sabemos que:

V.B = 0=V. (6 X X) (lei de Gauss magnética)
V xA (2.8)

ooTh
I

que se refere a auséncia de monopolo magnético e introduz o potencial vetor A.

Ao mesmo tempo sabemos que:

V xE +-—— =0 (lei de Faraday)
c ot
. L 104 L - 104
VX |E+-———| = 0—=E=-V¢§— —— 2.9
% +c¢9t c ot 29)

que por sua vez introduz o potencial escalar ¢.

Ambos os potenciais podem ser resumidos a um quadri-potencial que chamamos de A* = (¢,2).
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Vamos introduzir um candidato a tensor de rank-2 F*V definido como o rotacional de A*
FHY = gHAY —9VAH (2.10)
Logo, podemos fazer as identificagdes:

FOO — Fll — F22 — F33 -0

FOi — aOAl_alAO
. 1 0A! .
F¥ = ——+40¢ = —E

c dt +aig

Fio — _p0i _ F

Fi = 9'AJ—g/A
ou seja, na forma matricial temos:

0 —E —E, —E
E. 0 —-B. B,
E, B, 0 —B,
E. -B, B, O

FRY =
(2.11)

que evidencia a caracteristica anti-simétrica do tensor F*V.

As equacdes fundamentais do eletromagnetismo podem ser derivadas de um principio de minima
acdo. Sendo assim consideremos a lagrangiana

1 1

- v _ —GH
Entdo:
) VR U
oA, ~ ol oa, = TS = U
uv
9L _ ! OFyy F“v—}—FuvL
d(9aAy) 167 \ d(doAy) d(daAy)
onde
IFyy 0

3(0uhy)  Idahy)

Ay —OAy) = 8267 —825]



Note que
Fuvﬂ _ Fuva(nmnvﬁFw) _ geigBE,, OFp
9(0uty) 9(0uhy) 9(0uhy)
= FMP(508] - 888]) = F*7—F™
Como F*' = —FY* temos:
pv
“va((;;;Ay) -
Logo
0Ly :_L ay
d(daAy) 4w
Portanto

0Ly I
A, " 9(duAy)

O F*Y

Agora, verificamos que com

Y = 0 temos

41
aaFaO — _]0 —
C

= 4mnp

(lei de Gauss)
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(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



Y =i temos
0 F% = 47” j
F" +0,F/ = 477f i
_%aji—F&J-Fﬁ — 47”1-1'
£10;Br = 47” i % ,9;;,-
VxB = 4%;—1—%%—];: (lei de Ampere-Maxwell)

Por outro lado, as equacdes homogéneas de Maxwell podem ser obtidas por:
8“Fva + 8\/Fau + a(XF[JV =0 ou aup,uv =0

onde definimos o dual

- 1
F:uV — 58HVAKFAK‘
Para finalizar, observamos que:
41
0o F*" = —j7
c
4r
aa(a“AV— &’YAO‘) = Tj”
4r
aaaaAy—aaa’yAa — ?jy
4r
OAY — 979,A% = ?]7’

utilizando o calibre de lorentz, ou seja, dgA% = 0, temos:

0AY = 4_7[}7,
c

19

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



20

Na auséncia de fonte (j* = 0) a equagdo (2.20) é uma eq. de Klein-Gordon com massa nula.

Mas se quisermos adicionar massa como podemos fazer isso? O préximo modelo permite uma

massa para Ay sendo chamado de modelo de Proca dado por:

1 1 ,u
Lup = 167rF“vFW — —]”A” + 8_ANA“ .21
0 1 0A 2 /0A AH
gMP _ _J M_|_.u “Au—{—Au—
Ay c’ dAy JdAy Ay
2
= ——]"L(SY-FS (81A* +nHTAL)
a.i,ﬂMp 1 [12
— __ 57 AY
A, < Tan
Utilizando o resultado (2.14) temos:
d(daAy) 4r
Assim, a equacao de movimento sera:
&ZMP anp 1 ‘LL2 1
-0 = —— T+ AV —09,F* = 0
oA, "3 (3aAy) o Tt Tagte
4
OaF*Y + uAY = n]
5 47
E+pHa” = —=j7 (2.22)

e verificamos enfim que, com ;¥ = 0, temos uma equacéo de Klein-Gordon.

2.2 INVARIANCIA DO LAGRANGIANO

Estamos querendo construir uma fisica sobre um espaco que seja homogéneo e isotrépico,
isto €, 0 espaco ndo possui um ponto ou regido privilegiada (homogeneidade) nem uma direcao
privilegiada (isotropia). Para isso, iremos estudar a invariancia do lagrangiano sob translacdes e sobre
as transformacdes de Lorentz (relatividade restrita) por intermédio do grupo SO(1,3) obtendo assim as

leis de conservacao. Translagdes + SO(1,3) formam o grupo de Poincare.
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2.2.1 Translacoes espaco-temporais
Seja x* — x'* = xH 4 gH(cte) temos
o'(x) = ¢(x)

d*Y = d*x

pois a translac@o da origem ndo altera a forma como o campo, a taxa de variacdo e seu elemento de

volume sdo observados. Como o lagrangiano € um escalar temos:

Z(¢(x),0u¢(x),x") = ZL(0'(x),0,¢"(x),x") (2.23)
Z(9(x),0ud(x),x") = ZL(9(x),dud(x),x" + ")

ZL(9(x),0u¢(x),x") = Z(¢(x),9ue(x),x*) + 37'2:8”

0,
oxt

= (0= Lagrangiano nao deve depende explicitamente de x*

Portanto o lagrangiano deve depender somente do campo e de suas derivadas primeiras .2 (¢ (x), dy ¢ (x))

para que o espago em questao seja homogéneo.

2.2.1.1 Tensor energia-momento candnico

Nosso objetivo é obter uma expressao para o tensor energia momento. Sendo assim, considere:

0% A
'Y = —oVo+-—09Y0 2.24
26 ° "1 33,007 MY @24

onde usamos o fato do lagrangiano nao depender explicitamente das coordenadas, ou seja, consideramos

um espagco homogéneo. Pela equacdo de movimento temos:

07 07

s H
¢ 9 (u)
Portanto

o 0L ., 9L _,
VY = aﬂwa ¢+Wa 0
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0.Z
oy [ ———9Y >— o, = 0
“<8(8u¢)) )
0%
9 [ =2Z 57 - Wz) = 0
”(a@up) -
aﬂTc%r\l/ZO
onde
A
TRV — 99—tV 225
900" " e

\% A% . . A .
Em geral, Tc‘én #* Tcaﬁf , sendo esse conhecido como tensor de energia momento candnico que como

verificamos é uma quantidade conservada.

De acordo com (2.12) o tensor de energia momento candnico do campo eletromagnético livre (j* = 0)

sera:
1
T = —En“o‘FMaVAl — Ly (2.26)
Note que este tensor ndo € invariante sob transformacdes de calibre A’ = AH + JHA

2.2.2 Transformacoes SO(1,3)
2.2.2.1 Grupo SO(1,3)

Seja um sinal luminoso emitido em (xo, yo,z0,%0). Portanto a distincia espacial percorrida por

esse sinal sera:
(x—x0)2+(y—y0) >+ (z—20)* = A(t—19)*

Se 1o = 0 e x9 = 0 temos:
2 o= 22 [xz )2 +Zz]
Entdo: s> > 0 — o sinal emitido possui velocidade < ¢
s> = 0 — o sinal emitido possui velocidade = ¢

s> < 0 — o sinal emitido possui velocidade > ¢

onde s € conhecido como intervalo entre dois eventos.
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Um dos postulados da relatividade restrita € que ¢ € a velocidade limite, ou seja, nenhum objeto

poderi ter velocidade superior ac — 5% > 0.

Podemos escrever a equagdo anterior na forma matricial

2= (¢t x yz) (1 0O 0 0 ct
0O -1 0 O
0 0 -1 0 y
o 0 0 -1 Z
2 = X'nX

Queremos encontrar um conjunto de transformagdes que preserve s>, isto é:

tal que:

Portanto

X'nX = X'ANnAX —n=AnA

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

O conjunto de transformagdes que satisfazem a relagdo 11 = A’nA é chamado grupo O(1,3).

O conjunto de transformagdes que satisfazem a relagdo 1 = A'nA e det A = 1 é chamado grupo

SO(1,3) e representa as transformacdes de Lorentz préprias.

A notagdo O(1,3) significa que o indice temporal representado por 1 tem sinal 4 e os indices

espaciais representado por 3 tem sinal — (assinatura da métrica (+,-,-,-)).

Vamos obter agora os geradores do grupo SO(1,3). Seja A =e®en=AnA — A’ =nA~ 1.

Sendo assim temos:

1+Q" = n(1—-Q)n  expansio até primeira ordem

(2.32)
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Seja

—nQn sera:

Logo, Q!

W A O ¥
I 1 >~ w

I D O3

Portanto

—a — a=0
B — B

-6 — 0

0
0
0

B

Entao

\J
" 3O
CV,OV_A
bOv_lu.



25

ou

— o O O
S O O O
S O O O

S O O —

g

1
) + 63 (
Boost ao longo do eixo x

S O O O
—_ o O O
S O O O

S O = O

g
8

S O O O
oS O O O
— O O O

S - O O

|

S O O O
oS - O O

—

00_0

S O O O

0_00
S O O O

S O O

S O O O

S O = O

—

000_

S O O O

oS O O O

+6, (

Definindo:

S O O O
o O O O
— o O O

S - O O

ZO](

)

S O O O
— O O O
S O O O

S O - O

Boost ao longo do eixo y

Boost ao longo do eixo z

- o O O
S O O O
S O O O
ool ol

Y03 = (
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c
00 0 0
y 00 00 Rotacio ao 1 do ei
= otacao ao 1ongo do €1X0 xX
= 00 0 1 ¢ g
00 -1 0
000 O
) 000 ~I Rotacio ao 1 do ei
= otacao ao 10ngo do €1xo
31 000 0 ¢ g y
010 0
0 0 00
) 0 0 10 Rotacio ao 1 do ei
= otacao ao 10ngo do €1xX0 z
12 0 -1 0 0 Y g
0 0 0 0

Sendo que X,y = —Xy, com U,V indo de 0 a 3. Observe que

Euv)S = —(8gmva — 8 mua) (2.33)
Definindo:
o"=a ; 0= ; V=
a)12503 ; (023591 ; »>! =6

Sendo que w"*Y = —@"* com u, v indo de 0 a 3.

Assim
a)’“’Zuv = (OOOZ()() + (1)012()1 + 0)02202 + (DO3203
+0''% 0+ 0" + 0+ 0L;
02500 + 02150 + 0250 + 025,
+ 0230 + 0231 + 0325 + 03133
Portanto

a)“"Z,W = 2(0)01201 + (1)02202 + (003203 + (1)12212 + (1)23223 + 0)31231)

1
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1 v
ComoA=¢e% — A=e2® Zwy

2.2.2.2 Invariancia do lagrangiano sob SO(1,3)

Agora, queremos que o lagrangiano seja invariante sob transformagdes do grupo SO(1,3), ou seja,

Z(¢(x),0u9(x)) = ZL(0'(x),9,0'(x')) (2.35)

Entao:

oK) = 3 Tag(x)

o'(x) = (1 + %(DMZM> ¢(x) (Transf. Infinitesimal)
1
0'() = )+ 50" o) (236)

u
p —I\P _ru
P = (A X
(A7),
p
P = (e—%leZKl> M
u

1
X = 5pﬂ_§w:</l (Z,d)p“> KM
P = (5’11 + a)p”) KM
o= KP o eft (2.37)
Logo,
3 - dx”
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Utilizando (2.37):

o = (8r+o%)a

A = Ju+ao (2.38)

Portanto, utilizando (2.36) e (2.38) temos
B9 = Q)+ 307 T du0(3) + 0 () + 107,075 29
Eliminando o termo de segunda ordem em @ temos:
RO) = Qg () + 5082 (x) + 020 () 239
Retornando a equacio (2.35) teremos:

Z(9(x),0u(x)) = L(P(x)+5¢(x),9ud(x)+5u¢(x))

8.,2” 0L

50 60 (x) + m‘sau‘f’(x)

Z(9(x),du¢(x)) = L(¢(x),0u0(x))+

0% (1 0% (1
0 = F (5(0"’12,(1(])) + 3(9.9) (Ew“z,daﬂwwvuavq))

Utilizando a equacdo de movimento, ou seja, %’f = 8u 3. 9) ¢) temos:

0L 1 s o Y%

I o 9.2
S PR W R L P =0 2.40
2 RN GG,0) T2 PG G,0) O 30,0 (240
Note que
0¥ 0L
v _ v
P3G~ O M aane)
B o 0Z
IRTEL M
g 0¥ 0.
-2 ( 5(079) "0~ 9(0%¢) “”) 24D
Lembrando que:
T;fi" = 8;33,((]) —MZ (2.42)

d(0*9)
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Substituindo (2.41) em (2.42) temos

< 1
v —  ZpkA _
Substituindo (2.43) em (2.40) temos:
I ( P¥% 0L )
— Y 00y=————+X0 00— +T T, =0
D) K‘l‘p ,Ua(a‘uq)) A ,Ll(pa(a”(z)) Ax KA
oA
Tea—The = O <WZM¢> (2.44)
Observe que
O (aTh —xkTh) = The—Tax (2.45)
Usando que d,, T‘i =0.
Portanto
0¥
u u Y= — H
du ()CKT/l x, T a(aw)z,(m) ouM =0 (2.46)

onde definimos a densidade de momento angular total

Lo g i
M., = L', —S,, (2.47)

em que
o o = x,(T’/Ll —X) T‘f( Densidade de momento angular orbital (2.48)
st = aiz ¢  Densidade de momento Spin (2.49)

ST 9(0u0) P |
onde:
Y = 0 ¢ forescalar (2.50)
Ty = —(8kmva—8nve) ¢ for vetor (2.51)
1 )

Zxa)op = ~2 [Y:Yalap ¢ for espinor (2.52)

A densidade de momento angular orbital L ), hdo € uma quantidade conservada, ou seja,
Ho_
L, =T —Thx
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2.3 SIMETRIZACAO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

2.3.1 Belinfanti Rosenfeld

A seguir, segue uma férmula de simetrizagdo do tensor de energia momento no qual preserva a lei

de conservacgao (8u ThY = 0) e as quantidades fisica (quadri-vetor momento)
c 1
0 = TS+ Ea# (Sur + S — Suxa) (2.53)
Note que
Lou Lou
Or — O = Tin —Thx— 5‘9 SuK)L + Ea Su/lic

Lembre-se que Sy = —Syip € que 91, ) = Tip — Ty
Portanto

9K7L — 91,( =0 — GKA = QAK- (254)
Observe também
1
8K9K)L = 8KTK7L + EaKa“ (Skul ""SMLK - Suid)

Lembre-se que d*Tyy = 0 e que d¥d"S) - = 0 pois temos a contragio de um objeto simétrico com
um objeto anti-simétrico.
Portanto

1 1
aKQK-A - 53” (aKSK-”l) —EQK(Q“SMM)
K 1 u 1 K
J O = Ea (T,uk - T/lu) - Ea (TKA - T)uc)

956, = 0 (2.55)

A partir de (2.12), obtemos o tensor de energia momento candnico do campo eletromagnético livre.

Realizando sua simetrizacdo obtemos:

1 1
o = (FMFA"Jr Zn“vaF’d) (2.56)



31

onde
0% = % (#2 + Ez) (Densidade volumétrica de energia) (2.57)
9% = % (ﬁ X E) (Componentes do vetor de Poynting) (2.58)
e = —% (E,E i+ BiBj— %55 | (F?z + §2)) (Tensor de tensdo de Maxwell) (2.59)

2.3.2 Quadri-Momento

O vetor quadri-momento € definido a partir do tensor energia momento simetrizado, ou seja:
pH = / P 6% (2.60)
1%

onde no caso do eletromagnetismo para espaco livre PV estd relacionado com a energia e P’ estd

associado ao momento linear

2.3.3 Tensor Momento Angular

O tensor momento angular orbital é definido como:
Lo = /V dx (3,60, —x,60,) (2.61)

onde 69, é o tensor energia momento simetrizado
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3 RELATIVIDADE GERAL - INTRODUCAO

3.1 PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

Localmente, sao indistinguiveis os efeitos observados em um referencial uniformemente ace-
lerado na auséncia de um campo gravitacional e em um referencial inercial sob a influéncia de um

campo gravitacional uniforme, ou seja, os dois sistemas assim s@o fisicamente equivalentes.

Imaginemos uma nave espacial em repouso num referencial inercial no qual existe um campo
gravitacional digamos —g. No interior da nave, os objetos, que sdo abandonados, cairam com
aceleracdo g. O astronauta que estd em pé sentird uma for¢ca oposta ao seu peso. Agora imagine que a
nave estd no espago na auséncia de campo gravitacional e que seus foguetes sdo ligados produzindo
uma aceleracdo de g. Também, no interior da nave, os objetos, que sdo abandonados, cairam com
aceleracdo g. O astronauta que estd em pé sentird a mesma forca oposta ao seu peso. Portanto, das

observacdes feitas no seu proprio sistema, o astronauta nao poderia distinguir as situagdes.

O principio da equivaléncia também pode ser postulado da seguinte forma: Localmente,sdo
indistinguiveis os efeitos observados em um sistema de referéncia em queda livre dentro de um campo

gravitacional e um referencial inercial na auséncia de campo gravitacional.

Imaginemos uma pessoa em queda livre na superficie da Terra e a mesma pessoa no es-
paco(flutuando) na auséncia de campo gravitacional. Nas duas situacdes a pessoa sentird auséncia de

peso, ou seja, as situagdes sdo indistinguiveis.

3.2 PRINCIPIO DA COVARIANCIA GERAL

O Principio da covariancia geral ¢ um método que baseia-se no Principio de equivaléncia. Ele

afirma que uma equacdo fisica vale em um campo gravitacional geral, se duas condi¢des sao satisfeitas:

1-A equagdo € valida na auséncia de gravidade: ou seja, concorda com as leis da relatividade restrita

quando o tensor métrico g, € igual ao tensor de Minkowski 14 € quando a conexao afim desaparece.

2-A equagdo é covariante: significa que ela preserva sua forma sob uma transformacao geral de

coordenadas x — x’

3.3 EQUACAO DA GEODESICA

Considere uma particula sob a influéncia somente de um campo gravitacional. De acordo com o

principio de equivaléncia, podemos tratar esse sistema como inercial £%. Seja um outro sistema que
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move-se com velocidade constante sobre £%. Entdo, sua equagdo de movimento sera:

d2€0¢

5 =0 (3.1)

onde d7 é o tempo proprio.

Agora vamos supor outro sistema de coordenadas x*, que pode ser um sistema em repouso no
laboratério, mas também pode ser acelerado, rotativo ou o que quisermos. O sistema de coordenadas
em queda livre £% pode ser relacionado com o sistema de coordenadas x*. Entdo, podemos escrever a

equagdo anterior da seguinte forma:
d?E* d (d&”
dt2  dt \ dt

o _ A (dEmdw
dt \ oxt dt

B 8§“d2x”+dx”i DE
oxt dt2  dt dt \ dx#

_9&” d*xH N dx* o9 (dEXN dx¥
oxt dt2  dt dxV \ dxH ) drt
QEX d2xH  92E* dx* dxV

— 3.2
oxH dt? +8x"8xﬂ dt drt (3-2)

- ) A
Multiplicando a eq. anterior por f;%x temos

oxt [ QE® d2xH _i_&x’l d2E dxt dx¥
2Ex \ dxt dt? AEX \ IxVoxt dt dt

it 92E% 9xt dx* dx¥
P+
Hdr2 ~ oxVoxt déE® dt dt

Definindo:

i azga ox™

Py = oxVoxH W (3-3)

no qual é simétrico em (,V, ou seja,
A A
Fuv = Fvu 3.4)

Temos:

At dt dxY

g Pl grar = O 3-5)
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Esta é conhecida como equagio da Geodésica ou equagdo de movimento vista pelo referencial x*. A

eq. (3.5) seria entdo a segunda lei de Newton em termos das coordenadas x*

3.4 SIMBOLO DE CHRISTOFELL

Sabemos que o sistema &% na sec¢@o anterior, devido ao principio de equivaléncia, é um sistema

inercial na auséncia de campo gravitacional, ou seja,

Mas

Portanto

ou

agpv

Vamos calcular =45
dx

Sabemos que

aguv

ds* = TpdE®dEP

(04
dé% = % dx*

QE* QEB
naﬁﬁ oxV

dxtdx

ds* = guydxtdx’

QEX QEP
B ok dxV

guv (3.6)

dx*

9 IE® JER
T oxk \ 9P g oy
aZ&a aéﬁ

JEe 2B
Map 5 A ox Ix”

*Bxt 9k 9xv

aZga B FP aga
Ax* Ixt HA QxP
oxh 98P
dx*dxV VA QxP



Logo temos:
dguv _ p  9E¥IEP ,  9E* &P
oxr F“lnaﬁﬁ dxVv T1vaTlap dxt IxP
dg
axiv = 8pvrz/1+gqu€z

Note que

dguv | Iguy  98ua p
dxt oxt  oxv 28p VFM

Multiplicando a equacdo anterior por % g*v temos:

e — lgav Iguv ag/lv_ag#)L
A 2 dx* oxH oxVv

Observe que Fﬁl = F?fu

ou

Fﬁx = 8%

aug/lv + a/lguv - avg/lu)

Este é conhecido como simbolo de Christoffel ou conexao afim.

Gostarfamos que a conexdo afim se transformasse como um tensor, ou seja,

o _ ax’* axP oxr _,

B T ox gx/k X'V BY

Mas:

/ 8x’)“ 32613
F#V = W&x’“&x"’

35

3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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e
ox'* ox'* IxP
255 = 2w 3E (3.12)
PRI _ 0EP
AxXHIXY  Ix'M \ Ix'V
_ &P 9x°
9y \ 9x Ix'V
~ OEP\ 0x° 0EP 9 [0ax°
O\ 9x0 | 9x'V T 9xC Ix'H \ Ix'V

%P 9xT 9x®  9EP 9%k°
- dxToxC dx'H Ix'Y + 9x° Ix'Mox"V (3.13)

Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11) temos:

r _ ox'* oxP 92ER 9xT 9x° N ox'* oxP JEB  9%x°
BV OxP QEB 9xTox% dx'M dx'Y  IdxP QEB IxC dxHIx'V

0 ax* oxt Ix® _, oxXt %P
ry, = 28 9 9 pp  OF 0%
e dxP Ix'M Ix’V TC " 9xP Ix'MIxV

(3.14)

Portanto Fﬁv ndo se transforma como um tensor. Podemos modificar o 2 membro da equacao acima.

Sabemos que 85 = %’;% Logo

Jd_sp
dx't°

0 oxP Jx'P _ 0
ox't \ ox'B dx° -
02xP  9xXB  oxP  9%x/B
dx'Hox'B dx° + ox'B dx'HIxC
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Multiplicando a equacdo anterior por 3;“2 temos:

0%xP  9x'P 9x° L oxP 9%/B ox°
OxX'Hox'B dx° dxV —  9x'B dx'HIx® IxV
9% xP 5B — oxP 9x° 9 [ dxP
AxrIxB~Y T 9xB oxV 9x'M \ 9xO
9% xP o oxP 9x° 9 [oxP\ 9x®
OXHIxY — Ox'B Ix'V 9xd \ 9xO | dx'H
9%xP B dxP 9x® 9x% 9%x/P 3.15
OxoxY  —  9x'B oxV Ix'M 9x89xC ©-15)
Substituindo (3.15) em (3.14) teremos:
A T c c o 2 A
rr Ix"" Jx &Fp_c?x dx° J°x (3.16)
i OxP XM Ix'V T Ix'V Ix'M 9xd JxC
que iremos utilizar a seguir.
3.5 DERIVADA COVARIANTE
Sabemos que o vetor V# se transforma segundo:
dx'H
v = SV (3.17)
Logo
dV'H d ox*
- - _Z Vv
dx'* ax'* \ dxv
VE g [(ax* L\ dxP
ox'’d  9xP \ dxV ox'*
dV'H dx'* IxP VYV %Xt JxP v
xE T oxv ok o | oo axk | G.18)

Portanto a derivada %V/“

7 ndo se transforma como um tensor.
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Vamos calcular F/fK V'K, Lembre-se da equagio (3.16)

VR dx' dxP Ix° , IxV IxP 92\ IxX'F g
Ak oxV dx'* dx'c P%  gx'A dx'¥ IxVIxP ) IxB
dx’* JxP dZH IxP
I _
Lax v = dxV dx'* ’gc - dxPIxV dx'* v (3.19)

Somando as equacdes (3.18) e (3.19) temos

AV'H LMy oxX’M IxP VY N Ax'™ IxP v yo
dx'* Ak  OxV oxr 9xP  IxV A PO

JV'H oo oxXH axP (VY

—+ 957 Ik \ 4P +F,¥GV"> (3.20)

0 x/)L

. u / . .
ou seja, %‘;—,,1 +I /{1 ; V'K se transforma como um tensor. Portanto, a derivada covariante V; de um vetor

contravariante serd definida por:

JVH
V,VH = W+r§KVK (3.21)
X

Com o mesmo argumento anterior, verifica-se que a derivada covariante de um vetor covariante sera:

aVy

V),VV = ﬁ

p
~T7 Vv (3.22)

3.5.1 Propriedades:

v, (aA", +bB",) = aV, A", + bV, B,

J
Ho uo U uv uo
VoT"y = 55T a + v T3+ 15, T = T3, T

A propriedade anterior é de facil demonstragdo, ou seja, lembre-se que um tensor é formado pelo

produto tensorial de vetores e aplique a derivada do produto. Além disso, note o seguinte resultado:
Vaguv = a)tguv —8pv Fﬁu —8pu Fl,{v =0
que serd necessario na ocasiao da dedugdo das equagdes de movimento.
3.6 TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN
O comutador de dois objetos A e B é definido por:

[A,B] = AB — BA
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Dizemos que A comuta com B se AB — BA = 0. Vamos entdo tomar o comutador de duas derivadas

covariantes sobre um vetor qualquer Vy

- V‘u (Vvv(x) - Vv(v‘uVa)

Mas

= u(OWVa—TheV2) —Thy(01Va — T Vo) —Tha (o Vs — TS, Vo)

Logo
Vi, VolVa = —RPoyuVp
onde definimos:
Rl = TOTE 49,00, —T, 10, —a,h, (3.23)
que € reconhecido como tensor de Riemann. Além disso, podemos fazer:
Roavu = 8ppRlavu (3.24)

Com a inten¢do de verificar as propriedades de simetria do tensor de Riemann consideremos as passa-

gens a seguir:

Vamos calcular 8MF§\,

1
aul—‘lgcv = du Egﬁa(aagva‘f’avgaa—acgva)

1 1

aurgv = 5 ugﬁc(aaé’vc +dv8ac — do8va) + Egﬁc(auaocgvc +0u0dvgac — Iudsgva)

Vamos calcular g,y ng
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1
8pB aurgv = Qgpﬁ augﬁo(aagvc +9vgac — dogva)

1
+ Egpﬁgﬁa(auaagvc + dudvgac — Iudsgva)

Lembremos que:

gop 877 = &7

Iu(8pp &%) = 0 — gpﬁaugﬁcz_gﬁcaugpﬁ

Logo

1
ng&uFlgcv = _Eaﬂgpﬁ gﬁa(gagvo‘f‘&vgao—acgva)
1
+ E(auaagvp + udvgap — dudpgva)
1
gpﬁaurgv = - ugpﬁrgv‘i‘E(auaagvp'Fauavgap—auapgva)

Lembremos que:

dugpp = 8&onlp,+8pnTlpu

Portanto
gppOuloy = —8pnrgurgv — 8pnT Ty
+5(Quasvp + Qudvzap — dudpgva) (3.25)
Assim temos:
Rpoavy = 8pl3rgvrﬁn +gpﬁaurgv - gpﬁrguren —8pp Ty (3.26)

Substituindo (3.25) em (3.26) temos:

1
Rpavu = E@uaagvp - auapgva - avaocgup + avapguoc)
+ ggn (T, Ty, —TH,Th) (3.27)

A partir de (3.27) € possivel verificar as propriedades de simetria abaixo.
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3.6.1 Propriedades

Da equacdo (3.27) é possivel obter as seguintes propriedades:

a) Simetria

Rpavu - Rv”pa (3.28)
b) Anti-Simetria
Rpavu = —Rapvu = _Rpauv = Rapuv (3.29)
¢) Ciclicidade
Rpav’u +vaua +Rp“av - 0 (330)

Observe que o nimero de elementos independentes do tensor de Riemann, devido as propriedades
anteriores, € dado pela seguinte formula C,, = ﬁnz (n?> — 1) onde n é a dimensio do espaco. Para o
espaco 4-dimensional temos C4 = 20. No apéndice apresentamos explicitamente as componentes

independentes do tensor de Riemann.

3.7 TENSOR E ESCALAR DE RICCI

3.7.1 Tensor de Ricci

O tensor de Ricci € definido como:
Roy =8P " Rpavu (3.31)
Note que o tensor de Ricci € simétrico, ou seja,
Rop = Ryq (3.32)

3.7.2 Escalar de Ricci

O escalar de Ricci € definido como:

R = g% Ry, (3.33)



4 EQUACAO DE EINSTEIN VIA TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

Nosso objetivo nesse cdpitulo serd a partir da agdo de Einstein-Hilbert

Sk V—gRd*x
B 16 G /
obter a equacdo de Einstein para o vicuo
1
GIJ'V ER’uv - ERg‘uv == 0

Vilida para regides fora da matéria.

E posteriormente obter a equacdo de Einstein na presenca de matéria

1 &G
R‘uv_iguvR = C—Tuv
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Porém precisamos primeiramente calcular as varia¢des funcionais de §,/—g e SR. Os apéndices foram

desenvolvidos para tal objetivo e apresentam de forma detalhada os célculos realizados.

4.1 VARIACAO FUNCIONAL DO ESCALAR DE RICCI

Sabemos que:

R — g'uvR”v
SR = S8(g"Ryy)
= g Ryuy +gHv ORy;y
= 8g" Ruy +g"" (V\OIh, — V.61,
= og"" Ruv+vv( uv51~l 2)—Vale “v&—% v)

= =

onde foram usados os resultados dos Apéndices.

4.2 EQUACAO DE EINSTEIN

4.2.1 Vacuo

Seja a acdo de Einstein-Hilbert:

SEH =

¢ 4
vV—gR
167rG/ §Rdx

dv(v—gg'"sry )——Bx(\/_g“vf?ﬂ)

(4.1)
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defina x = % € uma constante, entao:
8Spn = K / 5(v—g R) d'x
5Spn — K’/[3\/—_gR+\/—_g SR] d*x
OSEn = K‘/ {—%\/—_g guv 6" R++/—g 8g"Y Rﬂv] d*x
8Sey = K/\/?g {—% Suv R+Ruv1 Sg" d*x=0

onde consideramos que os termos de superficie irdo a zero. Assim temos:

OSEH
_ TA
SSEH = 5g“v 5g =0
Como 6g"Y € arbitrario, portanto temos:
1
Guv = R’uv _— ER g’uv - 0 (4.2)

Vilida para regides fora da matéria.

4.2.1.1 Solugdo de Schwazschild

Quando afirmamos Gy = 0 estamos numa regido fora da matéria e sendo nossa condigdo
de contorno que a matéria que ird gerar a curvatura do espaco tem distribuicdo esférica e estatica,

obteremos Schwazschild como tnica solu¢do garantida pelo teorema de Birkhoff.

ds* = (l—rs/r)dt2_< )drz_rz(d92+sen29d¢2) 4.3)

1—rg/r

onde ry = Z?—ZM ¢ conhecido como raio de Schwazschild.

O raio de Schwazschild é um parametro para determinar se um objeto é um buraco negro. Se

ry < rg temos um buraco negro. (ry; significa raio da matéria)
A expansdo de campo fraco sé € valida para regides externas, ou seja, r > ry.

4.2.2 Matéria

Seja:

S=Sgy+Su 4.4)
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A equacdo de movimento sera:

) (SEH +SM)

SghY 0 4.5
onde
5<SEH> C3 1
= v —g|Ryy — —gyvR 4.6
Sghv T2 AN (*+0)
Com isso, a equacdo de movimento sera:
1 162G 0Sy
RHV—EgHVR = 3= —g—SgIW 4.7
Podemos agora reconhecer o tensor de energia momento
2¢ 5SM
M
Tuv = _\/—_gSg“V 4.8)

E possivel provar que V* Tﬁ"{, = 0. Para verificar essa afirmacdo recomendo (WEINBERG, 1972).

4.2.2.1 Solugao de Friedmann-Robertson-Walker

Uma maneira de resolver a equagio G,y = 8?—4G Ty € por intermédio da métrica de Friedmann-
Robertson-Walker

dr?
1—kr?

ds? = di*—a(t)? +r*(d6? + sen*0d ¢?) (4.9)

que representa uma distribuicdo de matéria de forma homogénea e isotrépica em que a(t) é conhecido

como fator de escala e k curvatuva (k = 0 espaco plano, k > 0 espacgo fechado, k < 0 espago aberto).

Desenvolvendo G obtemos:

a\’ k
Gy = (—) 4= (4.10)
a a
p
G = o= Gyn = Gz33 (4.11)
Gy = 0  parap#v (4.12)

Note que 7,y deverd entdo ser O (zero) para i # v e Ti1 = Tr» = T33. Dado um 7y, que respeite essas
restri¢des obtemos 2 equagdes diferenciais ordindrias lineares para duas incégnitas a(t) e k sendo um
sistema soldvel, ou seja, obteremos o fator de escala do espaco, se 0 mesmo estd sendo acelerado e sua

curvatura.
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4.3 LINEARIZACAO DA ACAO DE EINSTEIN-HILBERT

Considere uma expansao a campo fraco

g=detgyy = —1—h+O(H) (4.14)
g = M —h o) (4.15)

Seja a acao de Einstein Hilbert, sem a constante multiplicativa,

SEH = /d4X\/—gR

SenL = / d*x (1+h+0(h)"* (RY + R + 0(h?)) (4.16)

onde RV significa primeira ordem em h do escalar de Ricci

RO (guvR“v)(l)

RY = niVRY) (4.17)

RY) = (g% Rypupy) ™

Riy = 0% Ry, (4.18)
1

Rgxlﬁ)tﬁv = §(aaavhuﬁ+auaﬁhav—(/3—>v)) (4.19)

1

Ry = 5<8v8ﬁhuﬁ+8uaﬁhﬁv—ljhuv—8u8vh> (4.20)

RY = 9H9Vhyy —Oh 4.21)
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R2) — (gMVR”V>(2)
= [ =k + O(h)) (R + R +..))@)

R® = ntvRY) —hVRY) (4.22)

RELZ\)/ = (gaﬁRocuﬁv)(z)

= [ — 1 +o(r)(RY) . +RD 4.

aupv T Noppv
2 _ 2) (1)
Ruv = NP Rog, =1 Rypg, (4.23)
2 Al
R(azl/sv = nyzfg(vl)rﬂﬁg) —(B—v) (4.24)
) 1
R" ﬁﬁv = 5 Qutyy+vhsa — Inhav)(Ouhgt + dph*, — 9™ hyp)
1
— 5 (Ouhps +Iphra— o) (Ouhyt + vk, — 0 hyy) (4.25)
@ _ 1 ap
R‘UV - Eh [auavhaﬁ _avaah’uﬁ _auaﬁhav+aaaﬁhuv]
1
— [29ah% — g1 0P + 9uhP, — 9P hyy ]
1
+ 39ahgy +dvhgo — Iphay] 0%hP, + 9uhP* — 9P h ] (4.26)
2) Lop v 1 appu | wpBa_ 1y 0 5p
(4.27)
Em expansio de campo fraco (1+h+ O(h?))Y/2 =1+ 1/2h. Logo
SeHL = / d*x {R(” + % h R + R®) (4.28)

mas [ d*x R(") = 0 Portanto

11 1 1 1
SenL = /d4x 5 [—Eaﬁhwaﬁhw + 5 0phau @ hPH + 2 Oghay O P — 01 hdVhyy + 5aﬁhaﬁh}

(4.29)
A equacdo de movimento (S(SShL,ﬁL =0 sera:
ey + udvh = 9 hay = 30 %hay = May (Th =3P hep) (4.30)

A equacdo (4.30) pode ser obtida também pela equacao de Einstein para o vicuo, ou seja, va =0.

Aplicando na equagio anterior NV temos:

(D—2)(0h—0%Phys) = 0 (4.31)
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Usando a condigdo de calibre 0"y, = %&,h e (4.31) em (4.30) temos:
Dhyy = 0 (4.32)

Note que a agéo de Einstein-Hilbert linearizada é invariante sob 6h,y = du Wy + dy Yy, ou seja, sendo
h;w = hyy + du Wy + Jdy Yy, ndo altera a forma da Sgyz. Impondo a condigdo de calibre sobre h;w

temos:
Oy, = 0 (4.33)

Com a eq (4.33) determinamos y; e com a condi¢@o de calibre determinados parte de /. Assim, a
condi¢do de calibre retira 4 graus de liberdade e a equacao (4.33) retira mais 4 graus de liberdade da
teoria sobrando apenas 2 graus de liberdade para h;w.

4.3.1 Quadri-momento

Podemos escrever a equagdo de Einstein da seguinte maneira:

3G,y

G, = —a Tiv+ Guy — Guy
Definindo
C4 1
o= 5 (Guv - GW> (4.34)
Temos:
8nG 8nG
Ghy = 5 (T[yv +zuv) — Ghy= g Tav (4.35)

Vamos provar que 0" 7, = 0. Para isso iremos primeiro calcular o* GLV

1
a,uG‘lw = ot <R,111v_§n,uvR1)
LY B B pyv
H*Gyy = 0

Com o auxilio da eq. (4.35) podemos validar a afirmacdo 01, = 0.

Assim, podemos definir o quadri-momento
Pt = / d>x T (4.36)
14

Note que como P° é a energia entio podemos afirmar que a energia armazenada em um espaco fechado

(confinado) advém apenas de G}W
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4.3.2 Momento angular total

Definindo
M‘uv(x E xvrﬂ(x _xO(T'uv (4.37)

A verificagdo que 0" My = 0 é direta pois T,y = Tyy € I 7y = 0.

Vamos definir o momento angular total

Jva = /V &Px MO, (438)
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5 TENSOR ENERGIA-MOMENTO

5.1 TENSOR ENERGIA-MOMENTO ELETROMAGNETICO

Com o auxilio de (4.8) iremos calcular o tensor energia momento eletromagnético. Seja:

1
Sy = /d4 =" —FFMFM (5.1)

1
SnSu = /d4x Sn (\/—n il nwFaﬁF,(O (5.2)

Daqui por diante iremos utilizar § em vez de 0, subentendendo que a variagdo é sobre o campo

métrico.
1
OSu = /d4x (5 (V=] —ﬁn"“nwFaBFKH\/—n S[n’““nwFaﬁFmD

Onde utilizamos N*%* = —n**n*'ényy.

A partir disso podemos concluir que:

88 1 1
5mﬁjv - v (_ﬁ"“vFK’LFM_%FMFAO )
Logo
—2¢ &S 1 1
™ = _; 6nMv = (FMF Y+ Zn‘”&ﬁ”) (5.4)
A u

5.2 TENSOR ENERGIA-MOMENTO - MODELO % (a;)

Esse modelo foi desenvolvido pelos pesquisador da Unesp de Guaratinguetd (DALMAZI, 2013)
no qual para a; = 1/4 temos o modelo de Fiertz-Pauli.

Lla)) = —%Wh(amauh(aﬁ)*(“H )a“h[ah 20%h o)) + [0%h(ap))

2
[0 m a
+ <a1 - Z> [(0%hep)” — ( aph? h2> (5.5)



Vamos calcular a variagdo funcional de .Z(al) com rela¢do a métrica, ou seja:

5 (9" 1P uhiep)) =
5 (0" duh) =
§(94h 0%higy) =

5 (9%h(ap)dch™®)) =

5 (a“haﬁalhw) -
5 (hapht® —1*) =

Com isso temos:

oS

Logo

- (aﬁh(ao d%h*o) _ Zh("B)Dh(“K)> Mg

9%hdPh+ 20" h*P) g )5%,3

PRI ) + 9% I P) -+ S H P 9% ) S

OB 3P ) 514

IR IP R+ 3, %P+ 9, WP 3, hP“) Mg

-
-
(8’% CLC L )aahW))snaB
-
-
-

RerP, + nPr% —2n hW’)) SMag

[ s(v=n Z(a)

SV L) +v=T 6L ar)
%ﬁn“%naﬁ

/d“xﬁ (%n“ﬁf(al) + 682;:;1)) 0MNap

v (L) +

2 <%naﬁg<a])+ Sf(al))

57705/3

Utilizando as seguintes equacgdes, derivadas da equagdao de movimento,

h p—
hv) =
a'uhuv =

(D — mz)h(“v) =

o o o O

O tensor energia-momento do modelo .Z(a; ) sera:

% = —2c{2nal3< 28’<h(“")8,<h(

Verifica-se que 9o T%F =0

2
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(5.6)

5.7

(5.8)
(5.9)
(5.10)
(5.11)

’%h(w)h(”v)) — %8ﬁh(“v)8“h(“” (5.12)
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6 COMENTARIOS

Sabemos que a conexdo afim ndo se transforma como um tensor, ou seja,

o ox* 9xT 9x° 0 ox*  9%xP
v 9xP 9xM 9xY wo dxP Ix'HIx'v

Entretanto, pode-se observar que

(1“’A r'A

ox* 9xT 9x°
uv vu> -

9 awi 9w (e~ To7) ©D

se transforma como um tensor. A parte anti-simétrica da conexao afim € denominada tensor de torc¢ao.
A = A A
Tuv = Fuv o Fvu (6.2)

Desenvolvemos o capitulo de Relatividade Geral - Introducio a partir da invaridncia do elemento ds?,

porém existem outras teorias tais que:
Ruvap =0 ¢ Tﬁl‘, #0 (Gravitagao Teleparalela)
Tentativa de Einstein de unificar a gravitacdo e o eletromagnetismo.
Ruvap #0 e T;%v #0 (Teoria de Einstein-Cartan)

Podemos também obter a densidade de Lagrangiana de Fiertz-Pauli s, = £ (al) para al = 1/4
através do método de reducdo dimensional de Kaluza-Klein no qual partimos de G}W =0em D-
dimensao e obtemos .Z, em (D — 1) dimensdo. O método de reducdo dimensional foi uma tentativa

de Kaluza e Klein de unificar a gravitacdo com eletromagnetismo.
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7 CONCLUSAO

Com a equacdo de Einstein na presenca de matéria mostramos o tensor energia-momento € a
solu¢do de Friedmann-Robertson-Walker no qual consistia de a partir de um dado 7y obter o fator de

escala a(t) e a curvatura k desse espago.

Agora, com a obtencdo do tensor energia-momento % (a;), uma continuagio desse trabalho

Tﬁ% @) mas trocando du por V, (denominado

seria realizar o processo inverso, ou seja, sendo T,y =
acoplamento minimo), pois o tensor calculado foi para o espaco flat, e fixando o fator de escala
a(t) = ¢ com ¢y constante ou a(t) = csen’(wt) + ¢, (oscilante em torno de ¢;) e k = 1 (espago
fechado) devemos obter a forma funcional de hy. A escolha de k=1 representa um espago esférico e,

para a(t) constante estdtico, para a(t) = cisen(wt) 4 c; pulsante.

Note que, como Gy € um tensor simétrico temos 10 equagdes diferenciais parciais para resolver
porém, com a métrica de Friedmann-Robertson-Walker esse nimero é reduzido para 8 equagdes pois
G11 = G2 = G33 sendo 6 equacdes homogéneas (iguais a zero) e 2 equagdes ndo-homogéneas. Sujeito

as seguintes restri¢oes:

VAT = 0 (7.1)
gVhyy = 0 (7.2)
VAhyy = 0 (7.3)
(VEVy—mPhyy = 0 (7.4)

Por que queremos deduzir a forma funcional de Ay ?

0

e Para verificar se 7%° ¢ independente do tempo

e Se a energia € positiva através de:

o= / B 0 (75)
14
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APENDICE A - VARIACAO FUNCIONAL DO SIMBOLO DE CHRISTOFELL

A partir da variagdo do campo métrico g,y obteremos a varia¢do funcional do simbolo de Christo-
fell.

Sabemos que:

1
Fﬁv = igpd (8ugvc + vgou — acguv)

Logo
STy = %&g”" (9ugve +vgou — doguv) (A.1)
+ %g” ®(dubgvo + 8o — ds88uv) (A2)
Porém,
8P gpq = &3

5 (87 gpa) = 5(55)
8po 08°P +5°F 8gpy = 0

8% gpq 08°F = —gP* g% 5gp,
5gP° = —gP* g% Sgup (A3)
Substituindo (A.3) em (A.1) temos:
L 5679 (9ugvo +dvgon — LB (Bugvo + dvgon — doguy) 8P 8
) 8 (ugvo+ v8ou Gguv) = 28 (ugvc+ v8ou Gguv)g 8ap
|
558’)6 (augvc +avgcu — acguv) = - Fﬁv gP? 6gﬁa (A.4)

Vamos verificar que §g,y ¢ um tensor.

, Ix* gxP
Suv = Gm guv b

Ix%® 9xP
S8y = 5[axmmgaﬁ]

104 . . . ~ ~
Note que (%) = 0 pois estamos realizando a variagdo apenas sobre o campo g,y € ndo sobre as

coordenadas.



Portanto

, Ix%* dxP
0wy = G g O8es
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Demonstrando que & g;w se transforma como um tensor de rank-2 covariante. A partir desse fato

vamos calcular sua derivada covariante, ou seja,

V;Lngcr = aMngc_rﬁvagﬁc_rﬁc5gvﬁ
Vvégcu = 8vagcm —T€o5g/3u —T€u5gaﬁ
Vc5guv = 8658uv_rg,u58ﬁv_rgvéguﬁ

Somando as duas primeiras expressdes acima e subtraindo da terceira temos:
8/,L‘ngcr + av686u - acsguv = Vu5gvcr + Vvégcm - Vcsguv + Zrﬁv 56’[36

Substituindo (A.4) e (A.8) em SFZV temos:

1
SFﬁv = Egpc (Vu5gvo+vv58cw—vc$58uv)

Isso mostra que a variagdo do simbolo de Christoffel € um tensor embora 0 mesmo nao seja.

(A.5)
(A.6)
(A7)

(A.8)

(A.9)
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APENDICE B - VARIACAO FUNCIONAL DO TENSOR DE RICCI

Sabemos que:

A A A A
Ruv = avrul —a}{’r‘“v _FAGFEV_FFVGFEA

Logo

A A A A A A

Observe que:

A A A

A A
Va8l = 0,085y, +T%,8T5, — 8Ty, —T168TY,

Portanto

SRyy = Vy8I; —V;8T,  (Identidade de Palatini) (B.1)
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APENDICE C - VARIACAO FUNCIONAL DO DETERMINANTE DA METRICA

Sabemos que:

g =det guy =P gp0 251 g2 853

Logo
5g = &% 8gp0 801 812 8p3 (C.1)
+ &P g0 8851 812 83 (C2)
+ &% g0 801 8812 853 (C.3)
+ PP go0 851 812 Sgp3 (C4)
Lembre-se que:
g g = &
5 (s ) = 8(&)
g 8gu = —gu 88"
85p 8° 881 = —8p 8ia 68" (C.5)
52pn = —8u &sp 08" (C.6)
Substituindo (C.6) em (C.1) temos:
PP Sgpogo1 812853 = —€P7F g0 85p08"° 801 872 83
= —g10 08 eP P gpo 251 822 853

—8&k0 58“ Spmﬁgpl 8ol 812 B3

—8&k0 38k2 Spmﬁgpz 8o1 812 B3

5gk3 8p61/3

—8k0 8p3 8o1 872 8B3

Vamos provar que —gio 5gk1 EPMﬁgpl 8o1 812 883 = 0

—g10 88" € g1 80182 855 = 810 88" €7PPgp1 o1 82 853

—g10 08" PP gp1 go1 8 gps = 8k 08" ePPgoi gp1 g2 gp3

k1 Sporﬁ k1 8pcm'/}

—8ko 08 8p1 801812883 = &k 08 gp1 o1 872 &B3

Portanto

kl SpO"L'B

gko 08 gp1 8c1 812883 =10
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Da mesma forma € possivel provar que:

810 082 eP P gpr go1 g2 gp3 =0
810 087 eP P g3 o1 g2 gp3 =0
Assim sendo temos:
P Sg00 801 812853 = —8k0 08 P P g0 801 g2 83
e Sgpo 80182853 = —gr0 08" g (C.7)
Com os mesmos argumentos € possivel mostrar que:
PP g0 8801802855 = —gu 08" g (C.8)
7% g00 861 Jager gps = —8dg’g (C.9)
PP go0 8018128853 = —g13 08 g (C.10)
Com isso podemos concluir que:
8¢ =885 08P =g g 55,5 (C.11)
Vamos calcular 6,/—g
1 _
8v=g = (-8 2 8(~g)
1 _
= (=2 V2 — g Sgyp

1 1
8v—g = 5V-¢ g*P Sg.p = 5V 8 &xp 5g*P (C.12)



APENDICE D - DIVERGENTE DE UM VETOR

Sabemos que:
™ — 1 1By
[ 23 a8up

Substituindo (C.12) em (D.1) temos:

1
Ve

r ﬁa = aoc\/ —8
Vamos calcular V AH*

VAt = 9uAM + T aA”

1
V-8

= 8“14“ + 805(\/ —g) Aa

VAl = \/%_g(?u(\/—_gA”)
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(D.1)

(D.2)

(D.3)



