UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Campus de Rio Claro

DINAMICA CAOTICA E SINCRONIZACAO DE FASE EM MAPAS
ACOPLADOS

Aline Pereira da Silva

Orientador Prof. Dr. Ricardo Egydio de Carvalho

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas do Campus de Rio Claro, da
Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho, como

parte dos requisitos para obtencdo do titulo de Mestre em Fisica.

Rio Claro (SP)
2011



Comissao Examinadora

Prof. Dr. Ricardo Egydio de Carvalho (orientador)

UNESP - Rio Claro (SP)

Prof. Dr. Elbert Einstein Nehrer Macau
INPE — S&o José dos Campos (SP)

Prof. Dr. José Manoel Balthazar

UNESP - Rio Claro (SP)

Aline Pereira da Silva
CANDIDATA

Rio Claro, 22 de fevereiro de 2011.

Resultado: APROVADA



A minha familia



Agradecimentos

Ao Professor Ricardo Egydio de Carvalho pela orientagdo, ensinamentos, sugestoes,

atencdo e paciéncia.

A Professora Ana Paula Mijolaro pela contribuicdo, auxilio, incentivo, conselhos e

sensibilidade.
Ao Professor Edson Denis Leonel pelo auxilio e ensinamentos.

A CAPES - Coordenacido de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior pelo

apoio financeiro.
Aos meus colegas de laboratorio pelo auxilio e amizade.
Aos meus sogros Jodo e Salete pelo acolhimento, atencao e carinho.

Aos meus pais e irmaos Luiz, Yeda, Samuel e Nadia pelo apoio das mais diversas

formas, incentivo, carinho, compreenséo e tudo o que fizeram por mim.

Ao meu namorado Vinicius pela paciéncia, amor, dedicagdo e por me suportar em

momentos dificeis.



Resumo

Silva, A. P., Dissertacdo de Mestrado, Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas,
UNESP, Rio Claro, 2011.

Este trabalho tem como objetivo entender e desenvolver estudos relacionados a
sincronizacdo de fase em sistemas dinamicos discretos. Foi utilizado um modelo simples de
osciladores ndo-lineares denominado mapa circular. Inicialmente é apresentado um estudo
extensivo do mapa circular e suas propriedades dindmicas. E apresentado também a transicdo
de movimento quase-periédico para movimento cadtico em uma rota quase-periodica para o
caos do mapa circular. Em seguida, foram acoplados dois mapas circulares através de um
acoplamento bidirecional ndo linear. O efeito de transi¢cdo para o estado sincrono é induzido
por uma crise interior, através do surgimento de um atrator cadtico, o qual induz
periodicidade oscilatoria no sistema. E mostrado que a sincronizagio de dois mapas circulares
acoplados é influenciada pela diferenca do nimero de rotacéo e a intensidade do pardmetro de
ndo linearidade. A transi¢cdo para o estado ndo sincrono é induzida por uma crise interior,
através da expansdo do atrator cadtico até perder sua periodicidade. Posteriormente, foi
introduzido um ruido branco gaussiano no acoplamento e um ruido aditivo em dois sistemas
diferentes de dois mapas circulares acoplados. Os resultados obtidos para o primeiro sistema
mostraram que no espaco de fases, a acdo de um ruido branco gaussiano no acoplamento e
aditivo destroem o atrator caotico, e o sistema perde sincronizacdo de fase perfeita e
imperfeita. Os resultados obtidos para o segundo sistema mostraram que no espaco de fases, a
acdo de um ruido branco gaussiano no acoplamento destrdi o atrator cadtico, e 0 sistema
perde sincronizacdo de fase perfeita e imperfeita. No entanto, a acdo de um ruido branco
gaussiano aditivo induz um efeito de segunda ordem, no qual ocorre a dessincronizacdo de
fase imperfeita, e permanece a sincronizagdo de fase perfeita no sistema, isto €, o sistema

mantém apenas sincronizacdo de fase perfeita na presenca de ruido.

Palavras chave: travamento de frequéncia, caos, quase-periodicidade, sincronizacdo de fase,

mapa circular, crise interior, ruido branco gaussiano, deslizamentos de fase.



Abstract

Silva, A. P., Master Dissertation, Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, UNESP,
Rio Claro, 2011.

This reach has as objective to understand and to develop studies related to the phase
synchronization in discreet dynamical systems. A simple model of oscillators non-linear
denominated circle map was studied. Initially an extensive study of the chaotic dynamics of
the circle map is presented. It is also presented the transition of quasi-periodic behavior for
chaotic behavior in a quasi-periodic route to chaos in the circle map. Soon after, was
introduced a non-linear bidirectional coupling in two circle maps, and studied the transition
effects to phase synchronization, induced by interior crisis, through appearance of a chaotic
attractor, which induce oscillatory periodicity in the system. It is shown that the phase
synchronization of two coupled circle maps is influenced by the difference of the winding
number and the intensity of the non-linear parameter. The transition for the
nonsynchronization is induced by interior crisis, through of expansion of chaotic attractor.
Later on, a gaussian white noise was introduced in the coupling and an addictive noise in two
different systems of two coupled circle maps. The results for the first system show that a
additive and coupling gaussian white noise induce the expansion of the chaotic attractor, and
consequently, induce a loss of perfect and imperfect phase synchronization. The results for the
second system show that a coupling gaussian white noise induce the loss of perfect and
imperfect phase synchronization. However, the additive gaussian white noise induce an effect
of second order, in which occur the loss of imperfect phase synchronization, but the perfect

phase synchronization stay in system.

Keywords: frequency locking, phase locking, chaos, quasi-periodicity, phase
synchronization, circle map, interior crisis, gaussian white noise, phase slips, periodically

driven chaotic oscillators.
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Capitulo 1

Introducéo

A palavra sincronizagdo € de origem grega, ody ypovog, a qual significa “compartilhar
0 tempo comum”. Pode-se entender entdo que, dois elementos sincronizados apresentam
comportamento idéntico ou ocorrem ao mesmo tempo.

No século XVII, o astronomo, fisico e matematico holandés C. Huyghens, patenteou o
primeiro relégio de péndulo, buscando aumentar a precisdo dos instrumentos de medida
utilizados em estudos de astronomia. O cientista notou que dois reldgios de péndulo
colocados contiguos em uma mesma parede tendem a sincronizar seus péndulos em fase ou
em oposicdo de fase. Mesmo quando alguma perturbacdo era aplicada aos relégios, depois de
alguns minutos a sincronizagdo se restabelecia. A partir de entdo, iniciou-se a analise dos
estudos de sincronizacao.

Este fendbmeno é conhecido como travamento de frequéncia (mode locking ou
equivalentemente, phase locking ou frequency locking) e geralmente esta presente em
sistemas dissipativos com freqliéncias competindo entre si [1]. As frequéncias podem surgir
dinamicamente dentro do sistema ndo linear ou através do acoplamento de um movimento
oscilante com uma forca periddica externa. O travamento de freqiéncia ocorre quando a razdo
entre as duas frequéncias fica travada em uma razdo de dois nimeros inteiros para um
intervalo finito de valores dos parametros.

Na natureza, o exemplo mais conhecido de travamento de freqliéncia é 0 movimento
da Terra e da Lua. A freqiiéncia de rotacdo da Lua em torno de seu eixo é travada (ou
sincronizada) com seu periodo de revolugdo em torno da Terra, de tal maneira que a Lua
mostra sempre a mesma face para a Terra. Matematicamente, essa € a razdo mais simples de
travamento de freqiéncia 1/1, uma vez que os dois osciladores tém a mesma frequéncia [2].

Um sistema pode possui duas freqliéncias que caracterizam sua dindmica e competem
entre si. Quando a razdo entre tais freqiiéncias é racional, o comportamento do sistema é
denominado periodico, por outro lado, quando a razdo entre as freqliéncias € irracional, o
comportamento do sistema é denominado quase-periddico [3]. No regime de quase-
periodicidade, o comportamento do sistema nunca se repete exatamente igual, parecendo
bastante irregular. Existe uma rota para 0 comportamento tornar-se cadtico, denominada por

rota quase-periodica para o caos [4], que ocorre quando bifurcacbes de periodo ocorrem no



sistema levando o comportamento regular (peridédico) para um comportamento cadtico.

Em 1965, o matematico russo V. I. Arnold propés um modelo ndo linear que eshoga
um circulo sobre ele mesmo, denominado mapa circular (circle map) [5]. Tal sistema, apesar
de simples, possibilita a compreensdo tedrica e a analise de diversos comportamentos
dindmicos complexos envolvendo interacdo ndo linear entre osciladores periodicos, e
osciladores sob acdo de uma forca periodica. O mapa circular é considerado uma ferramenta
padrdo de estudo na rota quase-periédica para o caos. Alguns exemplos de sistemas fisicos,
cujo comportamento dindmico pode ser modelado por mapas circulares sdo: a convecgao
forcada de Rayleigh-Bénard [6,7], células cardiacas perturbadas periodicamente [8,9],
osciladores guiados periodicamente [10,11] e condutividade elétrica em Niobato de Sodio e
Bario [12].

Quando as frequéncias do mapa circular se tornam periddicas, para determinados
intervalos dos valores dos parametros, o sistema estd em um regime de travamento de
frequéncia. As regides para esses intervalos de travamento, constituem estruturas complexas
no espago dos pardmetros, chamadas linguas de Arnold. Cada lingua corresponde a uma
regido de travamento de frequéncia, associada a cada numero racional da razdo entre as
frequéncias [13].

As regides de travamento de freqiiéncia se apresentam em patamares bem definidos e
organizados, e sdo regidos pela chamada série de Farey. Esses patamares formam uma
estrutura fractal denominada Escada do Diabo, onde cada degrau estd associado a uma cada
lingua de Arnold.

Recentemente, pesquisas sobre sincronizacdo vém sendo voltadas para sistemas
caoticos [14]. Um sistema dindmico é chamado cadtico sempre que sua evolucdo depende
sensitivamente de suas condicdes iniciais, isto €, duas trajetorias emergindo de condicbes
iniciais proximas, se separam exponencialmente no curso do tempo [15]. Como resultado,
sistemas caoticos desafiam intrinsecamente a sincronizagao.

Quando um sistema dinamico dissipativo evolui para um comportamento cadtico, tal
estado pode estar associado a um atrator estranho. Diversas informacdes podem ser extraidas
do estudo de atratores. A caracterizagdo das propriedades de atratores, com a utilizacdo de
teorias recentes de dindmica ndo-linear permite a analise de sinais experimentais com
comportamento caotico [2].

Contudo, verificou-se que existe uma certa ordem subjacente ao caos. Sistemas
dindmicos cadticos sdo deterministicos, isto é, sua evolucdo é descrita por uma regra bem

definida. E possivel mostrar que, acoplando de forma adequada dois ou mais sistemas



cadticos, existe a possibilidade de sincroniza-los de forma que seus comportamentos sejam
semelhantes. Isto causou um forte crescimento em pesquisas sobre a teoria de oscilagbes
caoticas e suas aplicagdes em biologia, fisica, quimica, comunicacdo e muitas outras areas da
ciéncia e engenharia [16], devido ao grande interesse em sincronizacdo de osciladores
caoticos acoplados [17,18]. Alguns exemplos de aplica¢cGes sdo: piscar de luzes de um
conjunto de uma espécie de vaga-lumes [19,20], células de marca-passo no coragao [21,22],
atividade ritmica no cérebro devido a disparos sincronizados de um enorme nidmero de
neurbnios [23-25], celulas secretoras de insulina do péancreas [26], construgdo de
manipuladores de robé [27], em réadio-fisica, radio-engenharia e radio-comunicacdo
sincronizacdo € aplicada para estabilizagdo de geradores, para sintetizar freqiiéncias e
modulacdo de sinais em sistemas Doppler [28]. Além disso, esquemas de comunicagdo
eficiente sdo baseados em comunicacdo cadtica [29-31] e questBes de sincronizagdo sdo
também cruciais para design de computadores com arquitetura paralela [32].

Em sistemas caoticos, podem haver véarios tipos diferentes de sincronizacao, a saber
[33]:
(1) Sincronizagdo completa (ou idéntica)
(2) Sincronizacgéo generalizada
(3) Sincronizacgéo de fase
(4) Sincronizacgéo de fase imperfeita
(5) Sincronizagdo em atraso
(6) Sincronizagdo em atraso intermitente

(7) Quase sincronizagédo

Sincronizacdo completa de osciladores idénticos consiste na perfeita igualdade entre
as trajetdrias dos dois osciladores, obtida devido ao acoplamento entre eles, de tal maneira
que eles se mantém sincronizados um com o outro no curso do tempo.

Sincronizacdo generalizada ocorre quando o0s osciladores acoplados séo
completamente diferentes, e 0 comportamento dindmico de um dos osciladores é determinado
pelo outro.

Sincronizacdo de fase pode ser considerada como um regime intermediario de
sincronizacdo, onde as fases dos osciladores evoluem de forma sincronizadas, enquanto suas
amplitudes permanecem diferentes.

Sincronizacdo de fase imperfeita € uma situacdo onde ocorrem deslizamentos de fase,

isto €, saltos no valor da diferenca de fase, dentro de um regime de sincronizacdo de fase.



Sincronizacdo em atraso € um nivel entre sincronizacdo de fase e sincronizacéo
completa. Neste caso, os osciladores sincronizam suas fases e amplitudes com um atraso no
tempo, isto é, um oscilador se atrasa no tempo em relacdo ao outro.

Sincronizacdo em atraso intermitente implica que os dois osciladores estdo na maior
parte do tempo em regime de sincronizagdo em atraso, mas podem ocorrer intervalos de
comportamento ndo sincronizado quando as trajetérias do sistema possuem expoentes de
Lyapunov positivos.

Finalmente, quase sincronizacdo resulta em um limite assintotico da diferenga entre
um subconjunto das variaveis de um oscilador e o correspondente subconjunto das variaveis
do outro oscilador.

Esta dissertacdo é focada no estudo de sincronizacdo de fase em mapas circulares

discretos. Em particular, a transicdo para a sincronizacdo de fase em dois mapas circulares
acoplados, corresponde a uma mudanga na estrutura topolégica do atrator cadtico. No mapa
circular, a variavel dindmica é uma variavel angular [34]. Se essa variavel é cadtica, a
dindmica do sistema pode ser geralmente representada como um caminho parcialmente
randémico. A sincronizacdo de fase em sistemas de mapas circulares acoplados ocorre para
valores de expoentes de Lyapunov positivos, contrariamente a sincronizacdo de fase de
osciladores cadticos em geral.

Atualmente, efeitos ndo intuitivos de ruidos em sistemas nao lineares tem sido assunto
de grande interesse, pois é inevitavel a presenca de ruido em sistemas naturais e experimentais
[35,36]. No processo de sincronizacdo, ruidos podem influenciar de diferentes maneiras.
Geralmente ele faz a diferenca de fase oscilar ao redor do minimo do pogo, considerando o
comportamento da diferenca de fase como uma particula em um potencial inclinado [37].
Assim, o ruido faz a diferenca de fase escalar sobre a barreira de energia ocasionalmente se
deslocando para o minimo vizinho, resultando em um efeito degradante, por exemplo,
induzindo deslizamentos de sincronizacao de fase em mapas circulares acoplados.

Este trabalho esté estruturado da seguinte forma: o capitulo 2 apresenta a descricao do
mapa circular e suas propriedades dinamicas. O capitulo 3 trata do cenario de quase-
periodicidade, onde é mostrado que o mapa circular exibe o fendbmeno de travamento de
freqiéncia em uma rota quase-periddica para o caos. No capitulo 4 é apresentada a
sincronizacdo de fase de dois mapas circulares acoplados ndo linearmente, os efeitos de
transicdo para o comportamento sincrono, sob quais condigBes esse comportamento €
possivel, e os efeitos de transicdo para o comportamento ndo sincrono. O capitulo 5 apresenta

a contribuicdo cientifica deste trabalho, no aspecto de estudo dos efeitos de ruido sobre a



sincronizacdo de fase em dois sistemas diferentes de dois mapas circulares acoplados. O
estudo é feito introduzindo um ruido no acoplamento e posteriormente um ruido aditivo, isto
¢, adicionado ao sistema. Finalmente, no capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes e

perspectivas de trabalho futuro.



Capitulo 2
Mapa Circular e Caos

Neste capitulo sera apresentado o modelo fenomenoldgico denominado mapa circular,
o qual possibilita a compreensdo tedrica e a analise do comportamento de osciladores
periodicos interagindo ndo linearmente e comportamento de um oscilador sob acdo de uma
forca periddica. O mapa circular possui uma estrutura dindmica cadtica, isto €, possui
sensibilidade as condic@es iniciais. A presenca de atratores no espaco de fases caracteriza a

dindmica do sistema como dissipativa.

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dindmico é chamado deterministico quando a sua evolugdo € descrita por
uma regra bem definida. Ele serd entdo, caracterizado pelo estado do sistema, que contém
toda informacdo essencial acerca dele e pela sua dindmica, que fornece a regra segundo a qual
um estado evolui com o passar do tempo.

Uma classe de regras importante para a descricdo de fendmenos naturais sdo as
equacOes diferenciais. Mais especificamente, utiliza-se como regra um sistema de equacoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem, da seguinte forma

%:F(x(t),ﬂ) xeIR"; uclR | (2.1)

onde x é um parametro de controle do sistema. Se F(x,x) é ndo linear, o sistema é cadtico
[38].
O sistema (2.1) é chamado autdbnomo, devido ao fato de o tempo ndo aparecer

explicitamente no sistema. A solugdo desse sistema com a condigéo inicial x(t=0)=x,, é

chamada trajetoria ou Orbita do sistema. O conjunto de todas as trajetérias do sistema é

chamado de fluxo. Quando o pardmetro u é variado, podem ocorrer mudangas qualitativas na
estrutura do sistema. Para cada condicdo inicial, x,, existe uma Orbita no espago que é

originado pelo conjunto de variaveis x(t) e é chamado de espacgo de fases.



2.2 Mapas e Secao de Poincareé

Denomina-se mapa um sistema dindmico que evolui no tempo de uma forma discreta.
Existem varias razdes para se estudar mapas do ponto de vista do seu comportamento
dindmico. Com efeito, h4 inUmeros modelos cujas solugdes aparecem sob a forma de relacdes
de recorréncia e portanto por uma dindmica descrita por mapas [2].

Mapas sdo em geral mais simples para se analisar do que os sistemas de equagdes
diferencias que Ihe deram origem. Um fluxo continuo pode dar origem a um mapa discreto
construindo uma superficie com dimensdo (N — 1), que intercepta transversalmente o fluxo,
denominada secdo de Poincaré. Uma vez escolhida a secdo, observam-se 0s pontos de
consecutivas intersecces da trajetoria com esta, sendo que a seqliéncia discreta de pontos
resultantes origina um mapa, chamado mapa de Poincaré. Portanto, a secdo de Poincaré
associa ao fluxo de um sistema dinamico continuo no tempo um mapa discreto. Dado um
ponto sobre a secdo de Poincaré, pode-se perguntar qual sera o proximo ponto sobre a mesma
que a trajetéria ird originar a cada vez que ela intercepta a se¢cdo no mesmo sentido. Dessa
forma, a analise da estabilidade de uma érbita periddica se reduz a analise da estabilidade de
um ponto fixo do mapa gerado por essa Orbita. Uma secdo de Poincaré para o sistema (2.1)

gera o seguinte mapa:
X = P(X;), (2.2)

onde i representa 0s passos temporais fixos e discretos, x; representa a i-esima intersecdo da

trajetoria com a secéo de Poincaré. A drbita do mapa sera entéo a sequéncia de pontos (x;)""

definida pela equagdo (2.2), que é genericamente denominada uma equacdo de diferencas.
Uma 6rbita periddica corresponde a um ponto fixo no mapa de Poincaré. Uma orbita quase-
periddica é representada na secdo de Poincaré por pontos randomicamente distribuidos,

semelhante a uma Orbita cadtica.

2.3 Mapa Circular

Uma classe importante de sistemas dinamicos sdo os sistemas de fase, também
chamados de osciladores, 0s quais possuem uma variavel de fase ou uma variavel angular

como variavel. A fase € a variavel que corresponde ao movimento de rotagdo ao longo de uma



projecdo circular. Um ponto em um circulo é chamado frequientemente de um &ngulo ou fase
de um oscilador. O oscilador mais simples de todos é aquele no qual a fase muda
uniformemente, isto é, um movimento uniforme ao redor do circulo a uma certa frequéncia
angular. Sistemas com oscilagbes auto-sustentadas oscilam sem a necessidade de uma forga
periddica externa. O tempo decorrido para uma oscilacdo recebe o nome de periodo. A
freqliéncia é o inverso do periodo.

Um exemplo de um oscilador é o mapa circular (ou mapa de circulo), o qual trata-se
de um mapa unidimensional discreto, cuja iteracdo da variavel € interpretada como a medida
de um angulo que especifica onde a trajetdria esta sobre um circulo [3,5,12].

Esta idéia é motivada pela consideracdo do estado de um sistema que pode ser sempre
representado por um ponto na superficie de um tordide tridimensional, conforme a figura 2.1
(a). A representacdo do movimento pode ser simplificada tomando-se a se¢do de Poincaré do
toroide. Se as variaveis do espaco de fases sdo propriamente escaladas, entdo os pontos de
interseccdo estardo sobre um circulo no plano de Poincaré, sendo possivel usar um angulo

para especificar onde a trajetoria ficara sobre a secdo de cruzamento, conforme a figura 2.1

(b).

(b)
()

Figura 2.1: Representacdo grafica da idéia do mapa circular. Em (a) movimento de uma trajetdria sobre a
superficie de um toroide tridimensional. Em (a) secdo de Poincaré para toro, onde a variavel 6 especifica onde o
ponto da trajetoria esta sobre a se¢do de cruzamento.

Em geral, um mapa desse tipo pode ser escrito como

Oha = 1(6,) (2.3)

onde a fungdo f(0) € periddica no angulo . A trajetoria (ou Orbita) é definida como a



sequéncia de angulos 6o, 61, 02, ...

Por conveniéncia, serd considerada a medida do angulo & em unidades tal que 0 = 1
corresponda a uma revolugdo completa ao redor do circulo. A varidvel 6 na equagdo (2.3) ¢é
definida em mddulo 1. Com esta convencédo, os angulos € = 0,7 e 6 = 1,7 referem-se ao
mesmo ponto no circulo.

Antes de introduzir o mapa circular propriamente dito, é feita uma analise de um caso

simples, no qual a funcéo f(#) é linear [3]:

0n+l = f (en) = en to mOd [1] (24)

Neste caso, a iteracdo de f(0) consiste simplesmente em adicionar 0 nimero « ao
valor anterior do angulo. Assim, a iteracdo desloca a trajetdria ao redor do circulo em passos
de tamanho .

A figura 2.2 mostra dois exemplos do mapa linear (2.4), com valores diferentes de w.

(a) (b)

0.0 — S A 0.0 : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

o 17

"

Figura 2.2: Dois gréficos da funcdo de mapa linear da equacédo (2.4). 6,41 foi plotado como uma funcéo de 6.
Em (@) @ =0,4; em (b) a w = 0,9. O salto subito de f(#) = 1 até 0 € resultado de & mod [1]. N&o ha nenhum salto
fisico na localizacdo de pontos da trajetoéria.

O mapa circular seno, muitas vezes mencionado simplesmente como mapa circular, é

um sistema n&o linear com a nédo linearidade tomando a forma especifica de uma funcéo seno:

6,,=0 +o —Zisen(znen) mod [1] (2.5)
T
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O parametro « é a intensidade de ndo linearidade. Quando x = 0, 0 mapa circular
se reduz ao simples mapa linear da equacdo (2.4). w é o parametro de relacdo de
freqliéncia e o termo 27 no denominador é somente uma conven¢do ligada com uso [0,1]
como a extensdo dos valores dos angulos.

Na figura 2.3 é possivel notar uma mudanca interessante no comportamento do mapa
circular em x = 1. Para x > 1, alguns valores de 6,+; tem mais do que um possivel precursor
0,. Dessa forma, diz-se que para k > 1, 0 mapa circular é ndo inversivel. Por isso, as iteradas
do mapa irdo introduzir um “dobramento” das trajetorias, o que pode levar a um
comportamento caético. A descontinuidade do mapa nas figuras 2.3 (a) e (b) é somente
aparente. Quando o valor do angulo excede 1, subtrai-se 1 do valor e retorna-se ao ponto mais

baixo da fun¢do, como mostrado na figura.

€Y (b)
1.0 : : : . 1.0 . . . .
0.8 | 0.8 |
0.6 0.6

%Z 0.4 QBE 0.4 |
0.2 0.2 |
0.0 : . 0.0 — I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
7

n

Figura 2.3: Dois gréficos da funcdo de mapa circular da equagdo (2.5). Em (a) mapa circular seno para k = 0,7.

Em (b) mapa circular seno para x = 1,8. 6,1 foi plotado como uma funcéo de 6,1 com w = 0,6. Note que para
x > 1, ha alguns valores f(6) que tem dois possiveis §s como precursores. Entéo, diz-se que para x > 1, 0 mapa
circular seno é ndo inversivel.

2.3.1 Estabilidade

Seja 6 pertencente ao dominio de f(#). A seqliéncia de nameros 6, (), f(f(9)),
f(f(f(#))), ..., conhecida como as iteradas de 6, constituem o que se chama de érbita do
ponto 6. Desta forma, se todos os pontos 8, f(0), f2(8), f(0), ..., f*1(0), sdo distintos,
eles formam a drbita periddica de periodo k de 8. Sendo assim, 0s pontos que se repetem
a cada iterada sdo ditos serem de periodo 1 e, geralmente sdo denominados de pontos

fixos ou pontos de equilibrio, os pontos que se repetem a cada duas iteradas sdo de
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periodo 2 e assim sucessivamente [2].

Os pontos fixos do mapa circular correspondem aos valores que satisfazem a equagéo

0=0+0——sen(270) (2.6)
21
ou equivalentemente
27w
sen(2z76) = ——. (2.7)
K
Dessa forma, se
|K| > |27ra)| (2.8)

entdo havera pelo menos um ponto fixo para o mapa circular que possa ser calculado
analiticamente. Vale a pena ressaltar que quando a equagéo (2.8) ndo é satisfeita, os pontos
fixos existentes ndo podem ser calculados analiticamente.

Se a trajetdria se aproxima de @ conforme se itera 0 mapa, diz-se que 6 é um ponto
fixo atrator ou (equivalentemente) um ponto fixo estavel. Se a trajetéria se move para longe
de 6, entdo diz-se que @ é um ponto fixo repulsor ou (equivalentemente) um ponto fixo
instavel. O estudo da estabilidade reduz-se a investigagdo do valor de |df/d6| calculado no

ponto de equilibrio:
i—1—;c<:os(27r9) (2.9)
dé ' '

Se |df/dO] < 1, 6 é um ponto fixo estavel. Se [df/df| > 1, entdo & é um ponto fixo
instavel. Dessa forma, um ponto fixo do mapa circular seno sera estavel se 0 < k cos(2z0) <
2. Caso contrario, o ponto fixo sera instavel.

Foram calculados analiticamente os pontos fixos do mapa circular seno (2.5) para os
valores dos parametros x = 0,92 e w = 0,1. Foram encontrados dois pontos fixos, cujas
estabilidades foram analisadas através da equacgdo (2.9). A tabela 2.1 apresentada esses pontos

fixos encontrados, suas localizagBes, seus valores das derivadas, suas classificacbes e
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estabilidade. A figura 2.4 (a) mostra a evolugéo das iteragdes para o sistema conhecido como
diagrama da teia, onde a reta inclinada de 45° € a funcdo identidade e a linha curva é f(9). Os
pontos onde ocorrem cruzamentos entre f(0) e a fungdo identidade sdo os pontos fixos. Nessa
figura a condicdo inicial foi 6y = 0,4, é possivel notar que as trajetorias se afastam do ponto

fixo instavel # = 0,11965 e se aproximam do ponto fixo estavel 8 = 0,38035.

Ponto . Valor da equagéo e -
Fixo Localizagéo (2.9) no ponto Classificacao | Estabilidade
A 0 =0,38035 |df/d@] = 1,67203 repulsor instavel
B 0 =0,11965 |df/d@| = 0,32796 atrator estavel

Tabela 2.1: Pontos fixos e suas classificacdes do mapa (2.5) com valores dos parametros x = 0,92 e v = 0,1.

Uma segunda situagdo para valores dos parametros x = 0,92 e @ = 0,9 foi analisada.
Nesta situacdo, a equacdo (2.8) ndo é satisfeita, entdo, os pontos fixos para este valor ndo
podem ser calculados analiticamente. A figura 2.4 (b) mostra a evolucdo das iteracGes para o
sistema com esses valores dos pardmetros e condicdo inicial de 0, = 0,55. E possivel notar
que ha dois cruzamentos entre a funcdo identidade e f(#), havendo entdo dois pontos fixos,
cujas localizages sdo aproximadamente § = 0,61 e # = 0,89. E possivel notar que as
trajetdrias se afastam do ponto # = 0,62, 0 qual € instavel, e se aproximam do ponto 6 = 0,88,
o0 qual é estavel. Ressalte-se que, embora ndo seja possivel calcular analiticamente os pontos
fixos para determinados valores dos pardmetros, ndo significa que esses pontos ndo existam.

Eles apenas devem ser calculados numericamente.

(a) (b)

Figura 2.4: Evolugdo das iteragdes do mapa circular seno, os pontos fixos estdo ilustrados em vermelho. Em (a)
x=0,92 e w = 0,1. O grafico mostra que as trajetorias se afastam do ponto fixo 6 = 0,38035 e se aproximam do

fixo estavel proximo de 6 = 0,88 e um ponto fixo instavel proximo de 6 = 0,62. A condigdo inicial foi 6, = 0,55.
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2.3.2 Caos

O termo caos € usado para referir-se a ndo previsibilidade. A instabilidade dinamica
que conduz a nédo previsibilidade deve ser mais exponencial do que linear no tempo, porque
no caso linear a previsibilidade é possivel, enquanto no caso cadtico ndo ha previsibilidade
alguma. Esta instabilidade é puramente deterministica e instrinsica a dindmica [2,15,38]. Isto
é, sistemas caoticos sdo sensiveis as condigdes iniciais.

Iteragdes do mapa circular sdo apresentadas na figura 2.5. A transicdo para 0 caos
ocorre quando f(6) perde sua inversilidade. Em 2.5 (a) x = 0,8, 0s pontos na érbita quase ndo
passam pelo mesmo ponto, isto mostra que ndo ha caos e neste caso 0 movimento é quase-
periodico. Em 2.5 (b) as iteracbes mostram uma oscilacdo auto-sustentada isolada, onde os
pontos na Grbita retornam ao ponto de partida depois de um certo nimero de iteracoes, este
movimento é conhecido como ciclo limite, e neste caso 0 movimento é periddico. Sistemas
com oscilagBes auto-sustentadas oscilam sem a necessidade de uma forca periddica externa.
Em 2.5 (c) as iteracbes mostram que 0s pontos na drbita nunca passam exatamente pelo
mesmo ponto, e neste caso 0 movimento € caotico.

Ao variar-se 0s parametros do mapa (2.5), ocorrem mudangas tanto na posi¢do como
nas caracteristicas qualitativas dos pontos de equilibrio. Uma mudanca qualitativa na
dindmica do sistema é denominada bifurca¢do. Em uma bifurcagdo novos pontos de equilibrio

podem aparecer e outros anteriormente estaveis se tornar instaveis e vice-versa.

(@ (b)

- 0.6 .

- 5 0.4 -

0.6 0.8 1.0 0.0 0,2 0.4 0.6 0.8 1.0
7
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(C) 1.0 T T T —
0.84
0.6
= 044

0.2 =

?v
0.0 : ; ; .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
7]

Figura 2.5: Evolucdo de iteragdes do mapa circular seno para w = 0.2 e (a) x = 0,8 a 6rbita é quase periddica, (b)
x = 1,0 a drbita € um ciclo limite, (c) x = 1,2 a Orbita é cadtica.

Uma das principais formas de caracterizar a dindmica de um sistema caotico é o
diagrama de bifurcacGes, uma representacao grafica do comportamento qualitativo das Orbitas
para cada valor do parametro de controle [2]. Quando ocorre uma bifurcacéo o diagrama de
fases muda qualitativamente, novos pontos fixos podem aparecer e outros anteriormente
estaveis podem ser tornar instaveis e vice-versa. A maneira de construir o diagrama de
bifurcacbes é simples. Constroi-se um grafico em que o eixo horizontal corresponde aos
valores do parametro de controle e o eixo vertical aos valores de 0,. Para cada valor do
pardmetro de controle, itera-se a variavel de fase para uma condicéo inicial e gera-se a drbita
correspondente. Um certo namero dos primeiros pontos da Orbita é descartado, para dar tempo
a que a Orbita evolua para o seu comportamento final, quer este seja uma Orbita periddica ou
cadtica - chama-se a isto eliminar o transiente. Em seguida marca-se no grafico, para esse
valor do parametro de controle, os valores de 6, assumidos pela drbita ao longo de um
namero bastante grande de iteragdes. Acima de x = 1, o diagrama de bifurcagdes para 0 mapa
circular seno torna-se bastante complicado. A cada bifurcagédo ocorre uma duplicacdo de
periodo até o sistema entrar em regime cadtico. Por isso a rota para 0 caos ficou conhecida
como rota de duplicacdo de periodo.

As figuras 2.6 (a) e (b) mostram os diagramas de bifurcacdo para uma extenséo de
valores de « e dois valores de w, 0,500001 e 0,275. Deve-se tomar muito cuidado ao distinguir
quase-periodicidade de caos, para isto, basta notar a “estrutura atada” do comportamento
quase-periodico e comparar com a “difusdo randémica” das areas cadticas. Observa-se

também que estes diagramas dependem significantemente do valor de w.
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(@) (b)

1.0

R

0.8

0.6

@ =
0.4 S 4
0.2 0.2
0.0 T 0.0 .
0 ] 3
K K

Figura 2.6: Diagramas de bifurcacdo para o mapa circular seno. Os valores de x sdo dados ao longo do eixo
horizontal. O valor das condicdes iniciais € zero. Em (a) @ = 0,500001. Note que o comportamento caético
ocorre bem acima de x = 1. Em (b) @ = 0,6180339. Note que para x < 1 0 comportamento é quase-periddico e
periddico. Imediatamente acima de x = 1 ha comportamento cadtico, e logo em seguida surgem janelas de
periodicidade. Para x > 1 ha duplicacdo de periodo e mais caos.

2.3.3 Expoentes de Lyapunov

Para medir a taxa de divergéncia exponencial de trajetérias vizinhas e portanto
quantificar a dependéncia sensitiva as condic¢des iniciais, isto €, a instabilidade exponencial,
utilizam-se os expoentes de Lyapunov [2].

Uma das caracteristicas do caos é a divergéncia de trajetdrias vizinhas. Para um
sistema cadtico esta divergéncia é exponencial no tempo (ou para um mapa iterado,
exponencial no namero de iteracfes da funcdo). Dessa forma, a propriedade do estado caético
€ uma caracteristica de um grupo de trajetérias. Contudo, uma trajet6ria sobre um atrator
cadtico para um sistema limitado, freqlentemente retorna para qualquer ponto anterior
infinitamente préximo da trajetoria. Entdo, pode-se examinar a divergéncia desses pontos
vizinhos (correspondente a tempos bastante diferentes) sobre uma trajetoria.

Para isto, considera-se um ponto ¢, e outro ponto vizinho 0, + €, ambos no atrator.
Entdo itera-se 0 mapa n vezes para cada valor e considera-se o valor absoluto da diferenca

entre os resultados [3]:
d, =[f(+2)- 17(8,)|. (2.10)

Se o comportamento é caotico, espera-se que esta distancia cresca exponencialmente
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com n, entdo escreve-se

(n) _f ()
& &
ou
(n) _§ ()
z:im‘f Gore) -t (‘90)‘, (2.12)

n >

esta Ultima equacgdo define o expoente de Lyapunov A para a trajetoria.

Considerando agora ¢ — 0, é possivel reconhecer dos célculos que a razdo sobre o
lado direito da equacdo (2.12) é a definicdo do valor absoluto da derivada de " com respeito
a 0. Pela aplicacéo da regra da cadeia por diferenciacdo, a derivada de ™ pode ser escrita
como um produto de n derivadas de f(@) evoluida nos pontos sucessivos da trajetoria 6o, 61,

..., On. Entd0, pode-se escrever a definicdo do expoente de Lyapunov também como
A :%In(| &, (6,11, (2.13)
onde f(6;) = df/d@. Pode-se escrever a equagéo (2.13) como
A :%(In| ()| + In|f7(&)|+...+In[ £ (8,)) (2.14)

A equagdo (2.14) mostra que o expoente de Lyapunov ¢é somente a média do
logaritmo natural do valor absoluto dos pontos na trajetdria e constitui uma medida da
divergéncia exponencial (A > 0) ou da contracdo (A < 0). Este é o calculo do expoente de
Lyapunov para uma Unica condicao inicial [3].

No limite n — o 0 expoente de Lyapunov ndo deve mais depender da condicdo inicial
0;. Com efeito, quando se itera um mapa infinitas vezes acaba-se por visitar todo o atrator, ndo
importando qual o ponto de partida. No entanto, na pratica trabalha-se sempre com n finito. E
portanto necessario calcular-se o expoente de Lyapunov médio, o qual é calculado para

algumas condic@es iniciais e em seguida a média entre eles. Em mapas p-dimensionais tem-se
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p expoentes de Lyapunov que correspondem as p direcBes linearmente independentes do
espaco de fases nas quais o elemento de volume inicial pode se expandir ou contrair.

Para verificar que no mapa circular as regides acima de x = 1 sobre a difusédo dos
pontos da trajetoria sdo realmente cadticas, deve-se calcular o expoente de Lyapunov para a
trajetoria. Conforme a equacdo (2.14), o célculo do expoente de Lyapunov para 0 mapa

circular (unidimensional) é imediato

n-1

i:IimEZIn

n—-» N

£(6))|. (2.15)

i=0

A figura 2.7 (a) mostra o expoente de Lyapunov para 0 mapa circular, calculado em
funcéo de x correspondente ao diagrama da figura 2.6 (a) e valor de » = 0,500001. Note que 0
valor do expoente é positivo em algumas regides acima de x = 1, as quais sdo caoticas. A
figura 2.7 (b) mostra o expoente de Lyapunov para o diagrama da figura 2.6 (b), onde as
regides quase-periodicas geram um expoente igual a zero. Assim, pode-se usar o expoente
de Lyapunov para distinguir comportamento quase-periédico de comportamento

caotico, mostrado que ambos comportamentos parecem muito similares no diagrama de

bifurcacéo.

(a) (b)

1.0 T T T T 1.0

0.5 - 0.5 .
0.0+ 0.0+ t

-~ ~

0,54 E -0.5+ e

1.0 . : . . 1.0 . . ; !
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 + 5

K K

Figura 2.7: O expoente de Lyapunov é representado graficamente como funcdo de x. Em (a) @ = 0,5. Pela
comparacao desta figura com a Figura 2.5-(a), percebe-se que o expoente de Lyapunov é negativo para
comportamento periddico e positivo para 0 comportamento caético. Em (b) @ = 0,6180339. Pela comparagao
desta figura com a Figura 2.5-(b)percebe-se que 0 expoente de Lyapunov é zero para o comportamento quase-
periddico.

Nas regides em que A,>0, o mapa circular possui uma instabilidade orbital nas
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dire¢des associadas, e a solucdo é cadtica associada a um atrator estranho, em razdo da
dependéncia sensitiva as condicdes iniciais. Neste caso, apos algum tempo, a distancia entre
dois estados iniciais diferentes aumenta. Para uma solucdo periddica ou quase-periddica 0s
deslocamentos ao longo da trajetoria ndo devem se alterar, correspondendo a um simples
deslocamento do ponto inicial. Nestes casos, apds algum tempo, a distancia entre dois estados
iniciais diferentes permanece constante. Segue portanto que no caso de solucao periodica ou

quase-periodica A,<0 nas dire¢ces perpendiculares ao movimento e 4,=0 ao longo da

trajetoria.

2.3.4 Atratores

Na mecanica classica os sistemas dindmicos sdo separados em duas grandes classes:
sistemas conservativos e sistemas dissipativos. Os sistemas conservativos sdo aqueles para o

qual o teorema de Liouville é aplicavel [39],
i
Vi@)=)>) —=0 2.16
=275 (2.16)

A equagéo (2.16) informa que o volume do espago de fases ndo se contrai e nem se
expande, ou ainda, a energia do sistema se conserva. Por outro lado, sistemas dissipativos sdo
aqueles que apresentam atritos internos que dissipam a energia de forma a ndo conserva-la.
Portanto a esses sistemas o teorema de Liouville ndo é aplicavel.

Em sistemas dindmicos dissipativos, um conjunto de condigdes iniciais de orbitas no
espaco de fases ird convergir um conjunto invariante através da evolucdo no tempo. Tal
conjunto transiente pode ser um ponto, curva, area e assim por diante, e é denominado atrator
[2,15,38]. O conjunto de condi¢des inicias que sdo atraidas para o atrator € denominado bacia
de atragdo. Genericamente, cada atrator € inteiramente rodeado no espago de fases por sua
propria bacia de atragdo. Conseqlientemente todos 0s movimentos transientes iniciados em
uma pequena vizinhanga ao redor do atrator move-se assintoticamente de volta para ele,
tornando-se assintoticamente estavel no sentido de Lyapunov. Um atrator estranho pode ser
visto como resultado da combinacéo de dobras com um ndmero infinito de expansdes em pelo
menos uma direcdo e contragcBes em outras dire¢cbes. Como consequéncia, € extremamente

dificil, sendo impossivel na pratica, seguir a evolucdo de um fluxo cadtico quando a
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divergéncia das trajetorias sobre o atrator torna-se rapida.
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Figura 2.8: Atratores do mapa circular para @ = 0,275 e diferentes valores de x (a) x = 2,63 atrator tipo ponto
fixo, (b) x = 2,65 atrator tipo duplo ciclo e (c) x = 3,9, atrator tipo estranho.

Atratores s6 sdo possiveis em sistemas dissipativos. Foram calculados
numericamente atratores do mapa circular para w = 0,275 e diferentes valores de x, mostrados
na figura 2.8. Na figura 2.8 (a) x = 2,63, é possivel notar que os valores de 6, convergem para
um dnico ponto, caracterizando o atrator como ponto fixo. Na figura 2.8 (b) x = 2,67, 0s
valores de 6, convergem para dois pontos, caracterizando o atrator como duplo ciclo. Na
figura 2.8 (c) x = 3,94, os valores de 6, ndo possuem padrdes de repeticdo, caracterizando o

7

atrator como estranho. Um atrator ¢ chamado cadtico quando as trajetorias dependem
sensitivamente das condicOes iniciais. Essa dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais tem
conseqliéncias praticas. Com efeito, num atrator estranho pontos inicialmente préximos

estardo exponencialmente separados depois de um intervalo de tempo suficientemente longo.
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Por outro lado, num sistema dindmico dissipativo as solu¢Ges geram elementos de volume que
se contraem de maneira que a dindmica tende a uma regido limitada do espago de fases.

Sistemas que exibem atratores estranhos podem apresentar oscilacdes irregulares ou caéticas.

2.3.5 Atrator Cadtico em Crise

Crise € um evento de bifurcacdo no qual o atrator cadtico e sua bacia de atracéo
desaparecem ou repentinamente expandem seu tamanho [40,41,42]. Quando o atrator cadtico
é destruido, o tipo de crise é chamada crise de fronteira. A repentina expansdo do atrator
cadtico é chamada crise interior. Em ambos 0s casos a crise ocorre porque um ponto fixo
instavel colide com o atrator cadtico quando algum parametro de controle é mudado.

Na crise de fronteira, o ponto fixo instavel estd na fronteira da bacia de atracdo do
atrator caotico, e a colisdo marca a destruicdo do atrator e sua bacia para valores do pardmetro
imediatamente acima do valor critico da colisdo. As érbitas que pertenciam ao atrator habitam
caoticamente ao redor da velha regido do atrator durante um certo tempo transiente, e em
seguida divergem para o infinito.

Na crise interior, a colisdo do ponto fixo instavel com o atrator cadtico ocorre no
interior da bacia de atracdo do atrator, e uma expansdo do atrator cadtico ocorre devido as
Orbitas sobre ele serem repelidas pelo ponto fixo instavel, e passam a habitar regifes do

espaco de fases que ainda ndo eram habitadas.

(a) (b)

Figura 2.9: Em (a) diagrama de bifurcacdo para o mapa circular seno. Os valores de x sdo dados ao longo do eixo
horizontal e @ = 1,2. O valor das condicdes iniciais é zero. Note que uma bifurcacdo pouco antes de x = 1 da
origem a dois ramos instaveis (vermelho) e um ramo estavel (azul). Em (b) colisdo do atrator caético com um
dos ramos instaveis, ele repentinamente expande seu tamanho, em um evento de crise interior.
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No diagrama de bifurcagdes 2.9 para o mapa circular, é possivel notar que para 0s
valores iniciais de x 0 movimento é quase-periddico. O movimento se torna perioddico devido
a uma bifurcacdo pouco antes de x = 1, que d& origem a dois ramos instaveis ilustrados em
vermelho, e um ramo estavel ilustrado em azul. Conforme o valor de x aumenta, ocorrem
mais bifurcacdes, originando um atrator cadtico. Quando um dos ramos instaveis se choca
com o atrator caotico, este repentinamente expande seu tamanho. Note que, devido a0 mapa
circular ser considerado mod [1], o atrator cadtico possui duas bandas. O ramo instavel que se
choca com o atrator cadtico, se localiza entre as duas bandas do atrator. Dessa forma, a
colisdo do ponto fixo instdvel com o atrator cadtico ocorre dentro da bacia de atracdo do

atrator, e o evento ocorrido foi uma crise interior.



Capitulo 3

Mapa Circular e Quase-Periodicidade

O cenério de quase-periodicidade apresenta uma “competi¢do” entre duas ou mais
freqliéncias independentes que caracterizam as dindmicas do sistema. Se a razdo entre as
freqliéncias € um namero racional tem-se travamento de freqiiéncia no sistema, por outro
lado, se a razdo é um numero irracional, o comportamento do sistema é quase-periédico.
Neste capitulo sera visto o fenbmeno de travamento de freqliéncia para o mapa circular, o
qual é considerado uma “ferramenta padréo” para a investigacao de rota quase-periodica para

0 Caos.

3.1 Quase-periodicidade e secOes de Poincaré

A competicdo entre duas ou mais freqiéncias pode ocorrer em dois tipos de sistemas,
a saber. Primeiro, em um sistema ndo linear com uma frequéncia de oscilagdo “natural”,
guiado por uma forca periddica externa. Devido a ndo linearidade, a freqliéncia de oscilacdo
natural geralmente depende da amplitude das oscilagdes. Neste caso, a competicdo € entre a
freqliéncia externamente aplicada e a freqiiéncia de oscilacdo natural. Segundo, em sistemas
ndo lineares que espontaneamente desenvolvem oscilagdes em duas (ou mais) frequéncias
quando algum pardmetro do sistema é variado. Neste caso, ha uma competicdo entre as
diferentes freqliéncias do préprio sistema [43].

O comportamento de um sistema com duas freqliéncias pode ser descrito por
trajetorias confinadas na a superficie de um toro [3]. Uma freqiéncia, chamada Fi, é
associada com o movimento de trajetérias ao redor da grande circunferéncia do toro, a outra
freqliéncia, F, é associada com o movimento ao redor de pequenas se¢des de cruzamentos do
toro. Se uma secdo de Poincaré é escolhida, tal que corte atraves do toro, entdo chega-se a
seguinte descri¢do dos pontos de interseccdo de Poincaré para diferentes valores da razéo de
freqiiéncia p/q: Deixe T; = 1/F; ser o periodo de tempo para uma volta ao redor da
circunferéncia exterior do toro, e T, = 1/F;, ser o periodo para uma volta ao redor da pequena

secdo de cruzamento. Desde que a razdo da frequéncia é p/q, a razdo dos periodos é
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TL_p
== 3.1).
T, 9 G
Por exemplo, se p/q = 2/3, ent&o o tempo para girar ao redor da pequena secdo de

cruzamento é 3, e 0 tempo para girar ao redor da grande circunferéncia é 2.

() (b) (©)

0,3 0,5

plq = 2/3 p/q = 3/5 p/q = irracional

Figura 3.1: Em (a) secdo de Poincaré para uma trajetéria com razdo de freqiiéncia igual a 2:3. A trajetoria
periddica comeca em ponto 0, entdo bate no ponto 1, 2 e finalmente chega no ponto 3 onde comecou. Em (b)
secdo de Poincaré para uma trajetdria periddica com razéo de freqliéncia igual a 3:5. Em (c) se¢do de Poincaré
para uma trajetoria quase-periddica com razdo de frequiéncia irracional.

A Figura 3.1 mostra os pontos de intersec¢do de Poincaré para trés razfes de
freqiiéncias diferentes. Na figura 3.1 (a) As trajetdrias comegam no ponto do marco 0. Depois
de um tempo ao redor da grande circunferéncia do toro, o ponto da trajetéria regressa ao plano
de Poincareé, seguindo no sentido horério da figura, a trajetoria tem viajado 2/3 do caminho ao
redor da pequena se¢do de cruzamento durante este tempo. Por isso, ela chega ao ponto
marcado 1 no diagrama. Depois de mais uma viagem ao redor do lado de fora do toro, o ponto
da trajetoria é 4/3 do caminho ao redor e chega no ponto 2. Finalmente, depois de trés vezes
ao redor de outra circunferéncia, o ponto da trajetoria é 6/3 do caminho e chega no seu ponto
de inicio. Dessa forma, a trajetoria completou 2 voltas ao redor da grande circunferéncia do
toro, e intersectou a pequena sec¢do de cruzamento em trés pontos diferentes, dai a razdo 2:3.
A seqliéncia dos pontos de intersec¢do de Poincaré para uma razdo de freqiiéncia de 3:5 ¢
mostrada na figura 3.1 (b), e para uma razdo irracional é mostrada na figura 3.1 (c).

Se a razdo de frequéncia for F,/F; = p/q , a trajetdria sobre o toro fecha-se depois

de g ciclos, e a secdo de Poincaré consistird de q pontos. Se a razdo p/q for um nimero
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irracional, os pontos na secdo de Poincaré nunca irdo repetir, e 0s pontos eventualmente se

acumulam ao redor da curva, cobrindo o plano de Poincaré.

3.2 Numero de Rotacao

Em um oscilador ndo linear com duas freqliéncias de oscilacdo F; e F,, a razéo

entre essas freqiéncias é chamada numero de rotacdo [3]:

F,

P:Fl (3.2).

O termo numero de rotagdo vem da geometria do espaco de estados das trajetorias
girando ao redor de um toro. O nimero de rotagdo p diz quanto tempo a trajetdria gira ao
redor da pequena sec¢do de cruzamento do toro cada vez ao redor da grande circunferéncia do
toro. Se o numero de rotacdo é racional o comportamento do sistema é periddico. Se o
namero de rotacdo é irracional o comportamento do sistema é quase-periodico.

O numero de rotagdo para 0 mapa circular da equacao (2.5) é definido por [3]:

£0(6,) -6,

o = lim (3.3)

onde f™(0) é a n-ésima iterada da variavel & do mapa circular. O calculo de (3.3) é
independente do valor da condicdo inicial 6, e é efetuado sem admitir & mod [1]. Este
calculo representa o limite da razdo entre a distancia angular percorrida e o nimero de
iteracdes n, ou seja, 0 nimero de rotacdo corresponde ao aumento medio da fase por unidade
de tempo. O limite é incluido para eliminar qualquer comportamento transiente.

O numero de rotagdo para 0 mapa linear da equacédo (2.4) é definido por:

p:nmLﬁo_‘%:w. (3.4)

Dessa forma, para o mapa linear da equacgédo (2.4) p = w. No entanto, para fun¢des nao

lineares, p e w seréo geralmente diferentes.
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3.3 Travamento de Freqténcia

Travamento de freqiiéncia (ou sincronizacdo de freqiiéncia) € um fendmeno comum
sempre que dois ou mais osciladores interagem ndo linearmente. Se 0 nimero de rotacdo é
racional sobre algum intervalo de valores do parametro de controle, entdo os dois osciladores
estdo num estado de travamento de freqiiéncia. Uma frequiéncia é travada como sendo um
namero racional vezes a outra freqiiéncia [3].

Analisando o0 mapa circular em x < 1, ha pontos fixos com travamento de fregiiéncia
0:1, 1:1, 2:1, e assim por diante, os quais ocorrem para algum intervalo de valores do
pardmetro w. Quando p € igual a razdo 0:1, significa que a trajetoria sobre o toro possui
periodo 1 e completa O ciclos por periodo, isto é, a trajetoria ndo gira ao redor de toda a se¢do
de cruzamento do toro, e corresponde ao Unico ponto na se¢do de Poincaré. Dessa forma, de
acordo com a equacao (2.8), para um valor especifico de x havera um ponto fixo para um
intervalo de valores de @ em 0 < w < x/2z, onde o numero de rotagdo definido pela
equacdo (3.3) e igual a 0:1 [3].

Quando p € igual a razdo 1:1, significa que a trajetoria sobre o toro possui periodo 1 e
completa 1 ciclo por periodo, isto é, a cada volta completa no toro a trajetoria passa pelo
mesmo ponto Unico na se¢cdo de Poincaré. Deste modo, para determinar o intervalo de valores
do parametro w onde ocorre travamento de freqliéncia na razdo de 1:1, é necessario levar-
se em conta que esta sendo medindo angulos de modulo 1. Assim, um ponto fixo pode ocorrer
se [3]:

0+1=0+0 - —sen(276). (3.5)
2
isto é,
2
sen(2760) =~ (1- ). (3.6)
K
Isto leva & condigéo
0>1-—. (3.7)

27
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Portanto, de acordo com a equacao (3.7), para um valor especifico de x haverd um
ponto fixo para um intervalo de valores de w em 1 — x/27 < w < 1, onde 0 nimero de
rotacdo definido pela equacgédo (3.3) é igual a 1:1. Em ambos os intervalos de travamento
de freqtiéncia 0:1 e 1:1, conforme x se aproxima de 1, o intervalo de valores de o sobre
0 qual ocorre travamento de freqliéncia aumenta.

A figura 3.2 (a) mostra a evolucgéo das iteracfes do mapa circular comx =0,79e o =
0,52. Note que a orbita habita em um ciclo de dois valores correspondente a sincronizagao de
frequéncia 1:2, isto é, a Orbita € peridédica com periodo 2. A figura 3.2 (b) mostra que esses
dois valores do ciclo correspondem aos pontos fixos estaveis da segunda iterada do mapa
circular ilustrados em vermelho, os quais ocorrem quando 6,.+2 cruza com a fungéo
identidade (reta inclinada de 45°). Conforme x aumenta, a extensao dos valores de w para o
qual ocorre a sincronizagdo de freqiiéncia 1:2 também aumenta. Embora ndo seja possivel
encontrar a extensdo de sincronizacdo de freqiiéncia 1:2 analiticamente, € facil de se encontrar
numericamente para um dado valor de x. Para isso, é necessario apenas encontrar a extensao

dos valores de w que dio os pontos fixos para f®.

(@) (b)

0

"

Figura 3.2: Em (a) o mapa circular seno é mostrado com x = 0,79 e w = 0,52. O grafico uma oOrbita
correspondente a sincronizagdo de freqiiéncia 1:2. Em (b), a segunda iterada do mapa circular é mostrada
e os pontos em vermelho indicam que os dois valores do ciclo correspondem aos dois pontos fixos
estaveis da segunda iterada da funcdo localizados préximos de 0,106 e 0,55.

A figura 3.3 mostra a evolugéo das iteragcbes do mapa circular com k = 0,95 e @ =
0,34. Note que a oOrbita habita em um ciclo de trés valores correspondente a sincronizacdo de
frequéncia 1:3, isto é, a Orbita € peridédica com periodo 3. A figura 3.3 (b) mostra que esses
trés valores do ciclo correspondem aos pontos fixos estaveis da terceira iterada do mapa

circular ilustrados em vermelho, os quais ocorrem quando 6,3 cruza com a fungéo
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identidade (reta inclinada de 45°). Conforme x aumenta, a extensao dos valores de w para o

qual ocorre a sincronizagdo de freqliéncia 1:3 também aumenta.

(@ (b)

1.0 T T v T g T v T

0.8 4 E

0.6 4 h
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"

Figura 3.3: Em (a) o mapa circular seno é mostrado com x = 0,95 e w = 0,34. O grafico uma oOrbita
correspondente a sincronizacdo de frequéncia 1:3. Em (b), a terceira iterada do mapa circular é mostrada
e os pontos em vermelho indicam que os trés valores do ciclo correspondem aos trés pontos fixos
estaveis da terceira iterada da func¢do localizados proximos de 0,33, 0,54, 0,92.

€Y (b)
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Figura 3.4: Em (a) o mapa circular seno é mostrado com x = 0,87 e w = 0,28. O grafico uma oOrbita
correspondente a sincronizagdo de freqliéncia 1:4. Em (b), a quarta iterada do mapa circular € mostrada e
os pontos em vermelho indicam que os quatro valores do ciclo correspondem aos quatro pontos fixos
estaveis da quarta iterada da func¢do localizados proximos de 0,05, 0,29, 0,43, 0,66.

A figura 3.4 mostra a evolugédo das iteracbes do mapa circular com k = 0,87 e @ =
0,28. Note que a orbita habita em um ciclo de quatro valores correspondente a sincronizacao
de frequéncia 1:4, isto é, a Orbita € periddica com periodo 4. A figura 3.3 (b) mostra que esses
quatro valores do ciclo correspondem aos pontos fixos estaveis da quarta iterada do mapa

circular ilustrados em vermelho, os quais ocorrem quando 6,+4 cruza com a fungéo
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identidade (reta inclinada de 45°). Conforme x aumenta, a extensao dos valores de w para o
qual ocorre a sincronizagdo de freqliéncia 1:4 também aumenta.

A sincronizagdo de freqliéncia p:q ocorre quando a g-ésima iterada do mapa cruza a
linha de 45°. Para maiores valores de g, a amplitude da parte oscilatéria da funcdo diminui;
por isso, a extensdo dos valores de w para o qual a sincronizacao de freqiiéncia p:q ocorre fica

menor conforme g aumenta.

3.3 Linguas de Arnold

A largura dos intervalos em que ocorre travamento de frequéncia pode ser estudada
como fungédo do parédmetro de néo linearidade x. O diagrama esbocado no plano k- desses
intervalos formam algumas séries de triangulos estreitos levemente distorcidos, conhecidos
como linguas de Arnold [1]. Cada lingua representa a regido no espago dos pardmetros
associado a um particular namero de rotacéo; a lingua associada ao numero de rotacéo p/q
denomina-se lingua-p/q. Dentro das linguas o comportamento € periddico. Nas regides fora
das linguas o comportamento é quase-periédico.

As linguas de Arnold foram calculadas para o mapa circular da seguinte maneira.
Primeiro, foram determinados os valores dos niumeros de rotagdo p/q a serem esbogados no
plano x-w. Em seguida, foram iterados 3,14x10° conjuntos diferentes de valores dos
pardmetros x e w, e calculado o niumero de rotacdo dado pela equacdo (3.3) para cada
conjunto. Foram plotados os valores dos conjuntos que geram nimeros de rotagdo, cujos
valores possuem uma diferenca menor ou igual a 10™° com relacdo aos valores dos
nimeros de rotacdo p/q escolhidos. Esses conjuntos formam as linguas de Arnold
mostradas na figura 3.5.

Para um oscilador ndo linear, em geral, a freqiéncia de oscilagdo depende da
amplitude do oscilador de movimento. Entdo, sob condigdes normais, esperara-se que a
frequéncia de um oscilador ndo linear mude se algum parametro do sistema mudar, porque
esta mudanga no parametro ira mudar a amplitude de oscilagdo. Sobre esta consideracédo, €
necessario um conjunto muito preciso de valores dos parametros para conseguir uma razao de
frequéncia particular, dita p/g. Porém, no mapa circular o travamento de frequéncia em uma
mesma razao p/g acontece sobre alguma extensdo de valores dos parametros.

Para 0 mapa circular cada p irracional corresponde a um Unico w. Entretanto, existem
intervalos finitos do pardmetro w nos quais 0 mapa iterado se mantém com o mesmo ndmero

de rotacdo p = p/q racional e {0i(x,w)} €é periodico com periodo p. Diz-se que a equagdo se
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trava ou se sincroniza com o numero de rotagdo ao longo do intervalo [3].

Figura 3.5: Algumas regides de travamento de frequiéncia para o mapa circular, chamadas Linguas de Arnold.
Em x = 0, a maior parte 0 eixo @ consiste de comportamento quase-periodico. Conforme x aumenta, as
regifes de sincronizacdo de freqiiéncia se alargam. Acima da linha ¥ = 1, as regifes de sincronizacdo de
freqliéncia se sobrepdem gerando caos.

Conforme x se aproxima de 1, o mapa circular possui maiores intervalos dos valores
de w sobre o qual os pontos fixos existem, conforme a equacdo (2.8), ou seja, ha intervalos
maiores de valores de  para o qual as Orbitas cruzam a linha inclinada de 45° no grafico do
mapa. Isto significa que ha um maior nimero de oscilagdes, e conseqientemente, maiores
intervalos dos valores do parametro « sobre o qual o travamento de freqiéncia ocorre, e as
regides de travamento de freqiiéncia se expandem para encher intervalos finitos ao longo do
eixo .

Em x = 1 constitui uma linha critica, onde as linguas de Arnold se tornam largas o
suficiente para se sobreporem. Para x > 1 a sobreposicdo das linguas gera mais do que uma
freqiiéncia possivel de oscilacdo, gerando um comportamento cadtico. Fora das linguas as
Orbitas quase-periddicas remanescentes desaparecem abruptamente, dando origem a Orbitas
caoticas, e os valores de o para 0s quais 0 sistema apresenta comportamento quase-

periddico tornam-se um conjunto de medida nula.
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3.4 Escada do Diabo

A funcdo p(w) forma um diagrama denominado escada do Diabo: uma funcéo
monotonicamente crescente com patamares de largura finita para cada racional o [1]. A
escada do Diabo foi calculada para o mapa circular da seguinte maneira. Primeiro, foram
determinados os valores dos numeros de rotagdo p/q a serem eshbogados no diagrama. Em
seguida, foi fixado o valor de x = 1 e iterados 1x10° valores diferentes de e calculado o
nimero de rotacdo dado pela equacdo (3.3) para cada w. Foram plotados os valores de
p/qg como uma fungdo de w, para os valores de w que geram nimeros de rotacdo, cujos
valores possuem uma diferenca menor ou igual a 10> com relacdo aos valores dos
nameros de rotacdo p/q escolhidos. A figura 3.6 mostra a escada do Diabo, onde as fragdes
p/q, indicam o nimero de rotacdo dentro de cada lingua na altura de x = 1.

Como se pode observar, a estrutura da escada do diabo é auto-similar, isto é, ao
ampliar-se cada patamar Vvé-se uma estrutura similar a anterior. Pode-se, portanto,
compreender a designacdo “escada do diabo”: existe um numero infinito de degraus entre
cada dois degraus. Mas, naturalmente, a maioria dos degraus tem largura infinitesimal, uma

vez que existe uma infinidade (contavel) deles num intervalo finito [3].
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Figura 3.6: O nimero de rotacdo p = p/q esbogcado como funcdo do pardmetro de freqliéncia o para 0 mapa
circular seno com x = 1. Note que os platds de travamento de freqiiéncia p/q ndo mudam para uma substancial
extensdo de w. Esses platds formam a chama Escada do Diabo. Essa estrutura é auto-similar.

Do ponto de vista da estabilidade estrutural os regimes de quase-periodicidade (p/q
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irracional) sdo estruturalmente instaveis; com efeito, uma modificacdo infinitesimal no
parametro de controle transforma-o num regime periddico, ou seja, 0 sistema entra num dos
intervalos com estado travado. Por outro lado, os regimes de travamento (p/g racional) sdo
estruturalmente estaveis.

Para valores de @ que ndo correspondem a um platd de travamento, os valores da
trajetéria devem eventualmente cobrir uma curva completa sobre o diagrama 0,+1- 6,. A fig.
3.7 mostra os resultados da iteracdo grafica do mapa circular para pardmetros que geram

comportamento quase-periodico.

0.8 - g ‘

Figura 3.7: Evolucdo das iteragBes do mapa circular seno com x = 0,6 e @ = 0,6180339. A condicdo inicial é
0,5. O comportamento € quase-periodico (sem travamento de frequiéncia). A trajetoria eventualmente
cobre uma completa extensdo dos valores de 6.

3.5 Arvore de Farey

Uma observacdo na figura 3.6 € que os platds de sincronizacdo de freqliéncia
diminuem em largura (ao longo do eixo w) quando o denominador na fracdo p/q aumenta.
Por exemplo, o platé p = 1/4 € menor do que o platé para p = 1/3. No mapa circular
seno, diferentes p’s, tem a mesma largura para um dado q.

Dessa forma, para duas fracGes racionais p/q e p’/q’, a fracdo racional que esta entre

elas e tem 0 menor denominador é a fracéo [3,44]:
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E possivel ordenar as fracdes racionais que estdo entre 0 e 1 de acordo com o aumento
dos denominadores pela construgdo da arvore de Farey, mostrada na figura 3.8. Para construir
a arvore de Farey, cada nova fracdo é formada adicionando numeradores e denominadores de
fragOes racionais, gerando as correspondentes ramificac6es. Em cada linha horizontal todas as
fragdes tem 0 mesmo denominador e correspondem a degraus de sincronizagdo com mesmo
tamanho para o mapa circular. A largura dos platdés diminuem conforme se move para baixo
na arvore.

A arvore de Farey mostra a ordem e os tamanhos relativos dos platds de sincronizagao
mas ndo mostra a duracdo dos degraus, os quais dependem do valor de «, a intensidade de ndo
linearidade. Contudo, a arvore de Farey sugere uma universalidade no comportamento de

sincronizacéo de freqliéncia.

0/1 7

17 207 317 4/7 57 6/7

Figura 3.8: A construcdo da arvore de Farey a qual ordena nimeros racionais entre 0 e 1.

Para um determinado valor de w p = p/g, pode-se expressar o travamento de

frequéncia observando que depois de g iteracbes do mapa circular f, , o valor do angulo é o

valor atual mais p, isto é [3,44]
@ (p) —
f,"(@)=p+6. (3.8)

Dessa forma, para um valor de @ um pouco maior, 0 sistema pode possuir

travamento de frequéncia com p =p’/q’, isto é
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f90)=p+6. (3.9)

Assim, combinando as duas iteracOes dadas pelas equagOes (3.8) e (3.9), pode-se

escrever
fO(9(0)=p+p+0. (3.10)

Conforme w; aumenta, as iteracfes do mapa atingem um valor maior do que p + p’
+ 0, devido ao aumento de f(#) com w. O “excesso” do resultado pode ser compensado
diminuindo o valor de ;. Portanto, aumentando w; enquanto w, diminui
simultaneamente, a equacdo (3.10) que é escrita em termos de w; e w,, pode ser escrita

para um Unico valor de w = w3, como
f (@)= p+p+0. (3.11)

A equagéo (3.11) diz que existe em um intervalo de valores de w3 localizado entre
dois intervalos w; e w, (com nimeros de rotacdo racionais p/q e p’/q” respectivamente), o
qual possui um novo nimero de rotagdo (p + p’)/(q + q°), conforme ilustrado no diagrama da

arvore de Farey.

3.6 Universalidade na rota quase-periodica para o caos

O mapa circular apresenta comportamento quase-peridédico para valores de x < 1,
quando as razdes das frequiéncias sdo irracionais. O aumento da intensidade de x conduz do
comportamento quase-periédico ao comportamento cadtico [45]. Este tipo de transicdo para o

caos é caracterizado por dois tipos de universalidade a seguir.

3.6.1 Universalidade local

Este tipo de universalidade esté associada com a transicdo de quase-periodicidade para
0 caos para um numero de rotacdo irracional especifico, isto €, local.

Uma maneira de aproximar um determinado namero irracional como uma sequéncia
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de nimeros racionais é pelo método de fragdes continuas. O numero irracional conhecido

como “média dourada” G = (\/5—1)/2 =0,6180339... pode ser escrito como [3]:

1 (3.12)

Acrescentando n fracbes no denominador, tem-se a n-ésima ordem de aproximacgédo para G,
gerando uma sequéncia de aproximacOes racionais, chamada sequéncia truncada, a qual
converge para um namero irracional quando n— . G, é chamada a n-ésima convergente
para G.

Uma outra relagdo de construcéo usa a chamada sequéncia de Fibonacci. A seqiiéncia
de Fibonacci é definida usando dois nimeros base Fo = 0 e F; = 1 e a relagdo de recursdo
[3,44]

Foa=F+F. (3.13)

isto &, 0 n-ésimo ndmero na sequéncia € igual a soma de dois nimeros anteriores na
seqliéncia. Entdo, o namero irracional “média dourada” é aproximado pela seqiiéncia de

Fibonacci por

. F
G=Ilim—"-. (3.14)

n—w
n+1

A transicdo de quase-periodicidade para o caos foi observada para 0 nimero de
rotacdo ““média dourada™, o qual é a base de investigacdo de universalidade local para o
mapa circular.

Na figura 3.5, é possivel notar que as larguras das linguas diminuem para
denominadores grandes. A caracteristica universal local a ser estudada, envolve valores de
que dao lugar a sequiéncia de numeros de rotacdo (para x < 1) que se aproximam da “média
dourada” seguindo a sequéncia de razdes de nimeros de Fibonacci dada pela equagéo (3.14).

Para definir esta universalidade, basta introduzir um valor particular de wn(x), 0 qual através
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da equacdo (3.9) converge para um numero de rotacdo igual a n-ésima aproximacdo da

“média dourada”:

_F,
Py =1im——. (3.15)

n—w
n+1

Os valores dos parametros wn(x) 0s quais geram os numeros de rotacdo pn, em

(3.15) e possuem @ = 0 como um ponto na trajetéria, tendem para uma constante ¢ [3,44]

5(,() = lim @y (K) _a)n—l(K)

. 3.16
e a)n+l(K)_a)n (K) ( )
onde,
0(x)=-2,6180339... para |x| <1 (3.17-a)
O0(x)=-2,83362... paralx|=1 (3.17-b)

A constante ¢ fornece a razdo de diferengas sucessivas nos valores de w quando é
permitido o nimero de rotacdo se aproximar do valor “média dourada”. A figura 3.9 foi
calculada para o mapa circular da seguinte maneira. Primeiro, foi determinado o valor do
namero de rotagdo média dourada a ser esbogado no plano x-w. Em seguida, foram iterados
1,8x10" conjuntos diferentes de valores dos parametros x e w, e calculado o nimero de
rotacdo dado pela equacao (3.3) para cada conjunto. Foram plotados os valores dos
conjuntos que geram numeros de rotacdo, cujos valores possuem uma diferenca menor
ou igual a 10°® com relacdo ao valor do nimero de rotacdo média dourada. Esses
conjuntos formam um diagrama mostrado na figura 3.9.

Dessa forma, a figura 3.9 mostra os conjuntos de valores dos parametros « e w, 0S
quais geram numero de rotacdo irracional “média dourara”, onde no limite quando
n— o, w, = 0,60702... Conforme o parametro de ndo linearidade aumenta, o parametro
oy, deve ser balanceado para manter o namero de rotacdo p, fixo para o valor irracional

“média dourada’, para garantir a quase-periodicidade.
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Figura 3.9: Espago dos parametros para nimeros de rotagao irracional “média dourada”.

As distancias d, de # = 0 até o proximo elemento de um ciclo pertencente a w,(x) sdo

dadas por:
dn = fa)':n (O) - I:n—l : (318)

Essas distancias sdo escaladas como

d,(x)

a(x) =lim—" 3.19
" () (319
onde,
a(x)=-1618... parajl<1 (3.20-a)
a(x) =-1,28857... para|x| =1 (3.20-b)

Os valores de d(x) e a(k) para |x| < 1 foram calculados através da equacgéo (3.9), e para
|x| = 1 foram tirados da literatura [3,44]. Os fatores de escala J(x) e a(x) sdo constantes
universais para sistemas que apresentam transicdo para 0 caos via quase-periodicidade, e
representam para 0 mapa circular o mesmo papel que as constantes de Feigenbaum

representam para o mapa logistico [46].
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3.6.2 Universalidade Global

Este tipo de universalidade esta associada com propriedades universais globais para
um conjunto de valores de @ que sdo complementares as linguas de Arnold e correspondem a

nameros de rotacao irracionais, descrevendo o comportamento de escala desse conjunto [44].

Dimenséao Fractal

Fractais sdo formas geométricas com padrBes complexos que se repetem
infinitamente, mesmo limitados a uma regido finita (independéncia da escala), e possuem
estrutura geométrica auto-similar [2].

O conceito de dimensdo fractal pode ser visto da seguinte maneira: seja um conjunto
de pontos A num espacgo de dimensdo r. Recobre-se esses pontos com hiper-cubos de lado e.

Define-se dimensdo de Hausdorff-Besecovitch ou dimensao fractal como [2]

. logN(e)
D= oo/ e) (3:21)

onde N(¢) é o nimero minimo de hiper-cubos de lado & necessario para cobrir todo o conjunto
de pontos A, ou seja, N(¢) varia segundo ¢ ° para e — 0.

A dimenséo fractal (ou dimensdo de Hausdorff), recupera o conceito euclidiano de
dimensdo inteira e permite a sua generalizagdo para conjuntos mais complexos. No caso
de objetos fractais, a dimensdo apresenta-se fracionaria [2].

Um dos algoritmos numéricos disponiveis para o calculo da dimenséo fractal é o
algoritmo da contagem de caixas, o qual faz o uso direto da definicdo de dimenséo
fractal. Neste algoritmo divide-se a regido do espaco de fases ocupada pelo atrator em
caixas de dimenséo ¢; itera-se 0 mapa n vezes (n grande) e contam-se quantas destas caixas,
N(e), tém pelo menos um ponto do atrator, repetindo o calculo para diversos valores de ¢. D é
dada pela inclinagdo do grafico log N(¢) x log 1/e.

Voltando o assunto para o mapa circular, em x = 1 devido a sobreposi¢do das
linguas de Arnold, o conjunto dos valores de « correspondentes a nimeros de rotacdo
irracionais é um fractal de medida igual a zero. A seguir sera descrito o célculo da dimenséo

do conjunto dos numeros de rotagdo irracionais em x = 1.
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Figura 3.10: Largura dos intervalos Aw(p/q) em x = 1. Este diagrama é auto-similar.

Primeiro foi calculado a largura Aw(p/q) dos intervalos dos valores de » com
travamento de freqliéncia p/q, dos degraus da escada da figura 3.6 no ponto critico x = 1,
mostrado na figura 3.10. Note que este diagrama ¢é auto-similar.

Presume-se que eventualmente Aw(p/q) > 0 para todo p e todo g. Ao incluir mais e
mais degraus na escada 0 eixo w torna-se mais e mais cheio [1,47]. Para investigar se 0s
intervalos de sincronizacdo irdo ou ndo eventualmente cobrir todo o eixo w, é calculada a
largura total S(¢) de todos os degraus que sdo maiores do que uma escala & escolhida
arbitrariamente. O interesse € no espaco entre os degraus, 1 — S(¢) e sua medida sobre a escala
€ para encontrar o nimero de buracos entre os degraus N(¢) = [1 — S(¢)]/e. N(¢) foi calculado
para 15 valores de ¢ escolhidos aleatoriamente e decrescendo sucessivamente no intervalo
[0,001; 0,0004]. A figura 3.11 mostra o gréafico de log N(¢) x log (1/¢). Os pontos formam

uma linha reta indicando comportamento de uma lei de poténcia:

N(s)z(éj | (3.22)
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Figura 3.11: Gréfico de log N(g) % log (1/ &) em x = 1. A'inclinacéo da linha reta fornece o valor de D = 0,92.

Através da inclinacdo da linha reta na Figura 3.11 foi encontrado o valor de Dy = 0,92
+ 0,00248, com um erro percentual de 5,7% do resultado numérico de D = 0,87 encontrado
em [43]. Sabendo que N(eg) = [1 — S(¢)]/e, a equagdo (3.22) mostra que quando em ¢ — 0, 0

espaco entre dois degraus desaparece da seguinte forma:
1-S(g)~&"P. (3.23)

Neste caso, ndo havera numeros de rotacdo irracionais, e conseqientemente, ndo havera
movimento quase-periodico em x = 1, e a escada serd chamada completa, ou seja, 0 espago
entre dois degraus possuira medida zero.

Dessa forma, em x = 1 o conjunto complementar dos intervalos dos valores de w com
platd de travameno de freqiiéncia (espaco entre os degraus), é entdo um conjunto de Cantor
[1,47]. O expoente D representa a dimenséo fractal para esse conjunto de Cantor. A dimenséo
pode ser considerada uma maneira Util de caracterizar as propriedades de escada no ponto
critico, pois D é 0 expoente caracteristico para o sistema na transicdo de quase-periodicidade

para o caos, € universal para uma grande classe de funcoes.

Espectro de estrutura multifractal

Muitos fractais ndo sdo homogéneos em sua invarianca de escala, sendo mais

complexos e com medida associada bastante irregular, sao os chamados multifractais. O
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conceito de dimensdo fractal é insuficiente para caracterizar toda a riqueza da estrutura de um
conjunto multifractal. A caracterizacdo completa dos multifractais exige um conjunto infinito

de dimens0es: as dimensdes generalizadas de Renyi definidas como [2]

N (e)
log, ), pf
o -1 jim Zzl: (3.24)
" gq-1s0 log,e

onde q pertence ao conjunto de nimeros reais e varia de —oo a +oo, p; é a fracdo de pontos que
estdo na i-ésima caixa apoOs n iteracbes do mapa, enquanto N(¢) € 0 nimero de caixas
necessarias para cobrir todo o atrator.

A diferenca entre as infinitas dimensdes Dy mede o grau de ndo-homogeneidade do
atrator. Quando Dq # Dy, q # ", diz-se que o atrator € um multifractal. O indice q faz o papel
de uma lente com a qual observa-se o conjunto. Quando g — oo as regides mais densas do
atrator sdo realcadas. Inversamente, quando q — —oo sdo as regides mais rarefeitas que se
destacam. Dessa forma, o numero real q serve para caracterizar o subconjunto de
singularidades que determina Dy

Os multifractais séo estatisticamente auto-similares e obedecem a uma lei de escala
multipla, onde os expoentes sdo fungdes que variam continuamente [2]. Uma dessas fungdes €
0 chamado espectro de singularidades f(e), definido a seguir. A descricdo dos multifractais em
termos do espectro de singularidades, permite-se falar em termos de uma universalidade
global nos sistemas dindmicos cadticos, significando que uma drbita no espaco de fases tem
uma universalidade métrica como um todo. Ou seja, atratores estranhos multifractais devem
ser caracterizados por um conjunto de medidas fractais, singulares em cada ponto, que por
sua vez sdo caracterizadas pelas suas singularidades.

A funcdo f(«) caracteriza a distribuicdo estatica de pontos no atrator e é universal para
atratores gerados por sistemas dinamicos caoticos semelhantes. Multifractais podem ser
entendidos como a interligacdo de diferentes conjuntos cada um caracterizado por uma
singularidade o diferente, e portanto, por uma dimensao de Hausdorff (o) diferente [2].

Na literatura € mostrado que a funcdo f(«) se relaciona com as dimensdes

generalizadas de Renyi por meio de uma transformacao de Legendre [2]:

f(a)=da-(q-1)D, (3.25)
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e portanto
(@) =2 [(q-1D,] (3.26)
oq i '

A funcgéo f(e) foi calculada para o mapa circular segundo as seguintes etapas: foi
ajustada uma curva aos pontos previamente calculados de Dq(q). Em seguida foi determinado
0 grau do polindmio da curva Dq(q). Foi calculada a derivada da equacdo (3.26) resultando na
expressdo para o(q), e os valores de a(q) encontrados para cada g foram substituidos na
equacéo (3.25), para finalmente obter a curva f().

No mapa circular, em x = 1 e nimero de rotagdo irracional “média dourada™ o
parametro o converge para o = 0,60666206347... A funcdo Dy(q) associada ao mapa circular
para estes valores dos parametros, foi calculada através do método da contagem de caixas,
onde recobriu-se 0 espaco de fases com caixas de tamanho &, cada uma com indice i. Foram

entdo calculadas as probabilidades
N.
(g)=—L, 3.27
Pi(e) = (3.27)

onde N; é o nimero de pontos dentro da caixa i, para n = 10° iteracBes. O calculo foi repetido

para 20 valores de ¢ variando no intervalo [0,1; 0,002], e construido o grafico

l0g ¥ [p;(e)]

x log ¢ para cada g. Os pontos desse grafico formaram uma reta cuja inclinacéo € igual a (q —
1) Dq. O calculo foi repetido para 60 valores de g, resultando na curva Dg(q) mostrada na
figura 3.12.

Na figura 3.12 é possivel notar que a curva Dq(q) é uma funcdo sigmoidal, se

encaixando no modelo de Boltzmann. Os célculos numéricos realizados forneceram

Al A2
) (3.28)

D,(q)=A2+ (
1+e' @

onde A1 =1,87993, A2 = 0,63837, qo = —1,9018 e dq = 2,88141.
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Figura 3.12: Gréafico das dimensbes generalizadas D, como uma funcéo de g para 0 mapa circular, comx=1e
numero de rotacdo igual a “média dourada”.

Conhecendo-se a fungdo Dq(q), foi calculada numericamente a derivada da equacéo

(3.26), resultando na funcao a(q):

a-d
1+e(%] dq ].—l—e(diqJ (3.29)

a(q) =

0.6 .

Aa)

0.4- -
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Figura 3.13: Gréfico da distribuicdo f(a) para o mapa circular, com x = 1 e nimero de rotacdo igual a “média
dourada”.
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Através da equacdo (3.29), foram calculados os valores de a(q), os quais foram
substituidos na equacdo (3.25). O calculo foi repetido para cada valor de g mostrado na figura
3.12, gerando a curva f(«) mostrada na figura 3.13.

No espectro f(«), 0 maior valor de o correspondente a regido menos densa de forma
que o lado de pequenos valores de o na curva f(a) correspondem a valores de g positivo e
altos valores de o correspondem a valores de g negativo. Conforme ja mencionado, as
distancias ao redor de 6 = 0 escalam por um fator universal dado pela equacao (3.20-b). Dessa

forma, a regido mais rarefeita pode ser expressada analiticamente como:

InG
o = g =18980... (3.30)

npg

onde B = 1,2885, o fator de escala na vizinhanca de 6 = 0 para 0 mapa circular seno [3].
Na outra extremidade, o menor valor de o corresponde a regido mais densa é

expressada como:

InG
o= g3 =0,6326... (3.31)

npg

O pico da distribuicdo ocorre em f(«) = 1, e corresponde ao valor de g = 0.
Sistemas dinamicos que obedecem uma rota para 0 caos através de quase-

periodicidade podem ser representados por uma mesma fungdo universal f(a).



Capitulo 4

Sincronizacao de fase em mapas circulares

acoplados

Investigacdes tedricas na dindmica de sistemas ndo-lineares revelaram a existéncia do
fendmeno de sincronizacdo de fase em osciladores caoticos acoplados. Neste fendmeno o0s
osciladores oscilam em fase quando o acoplamento supera a diferenca das frequéncias
naturais, ajustando os ritmos das oscilacGes e os osciladores mutuamente entram em uma
freqiiéncia travada (ou sincronizada). Neste capitulo serdo apresentados a sincronizacdo de
fase de dois mapas circulares acoplados ndo linearmente, os efeitos de transicdo para o
comportamento sincrono, sob quais condigdes esse comportamento € possivel e os efeitos de

transicdo para 0 comportamento ndo sincrono.

4.1 Mapas circulares acoplados

Conforme ja mencionado, a variavel & no mapa circular pode ser definida por um
angulo que especifica onde a trajetoria esta na se¢do de Poincaré de um movimento no espaco
de fases sobre um toro. Quando ha sobre um toro duas trajetérias ndo idénticas, elas se tornam
ndo independentes quando interagem fracamente entre si. Para isso, basta acoplar as duas
trajetérias.

Pode haver diferentes formas de interagdo, ou acoplamento entre dois osciladores.
Basicamente pode-se dividir as formas de acoplamento em duas classes: acoplamento
unidirecional e acoplamento bidirecional [33,36]. No acoplamento unidirecional somente um
dos sistemas recebe a influéncia do outro, um sistema com este tipo de acoplamento é
chamado mestre-escravo. Isto implica que o sistema escravo segue a dindmica do sistema
mestre, e a dindmica do sistema escravo ¢ alterada pela influéncia do sistema mestre, porém, o
inverso ndo ocorre, isto é, o sistema mestre evolui de forma isolada. JA4 no acoplamento
bidirecional ambos os sistemas sdo acoplados um com o outro, de forma a ocorrer um
intercambio de informacdes entre eles, e a constante de acoplamento induz um ajustamento

dos ritmos, gerando um matuo comportamento sincrono.
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Um sistema de dois mapas circulares acoplados bidirecionalmente pode ser descrito

como:

1
8n+1

= 0" + o, - ——sen(276") — ——sen(27672) + —— sen(276%)
(4.1)
82

n+1

=0’ + o, - x sen(270?) - £ sen(27z6%) + £ sen(276?)
27 27 27

onde ha duas variaveis de fase 0; e 6,, w1 e w, sdo as freqiéncias ndo perturbadas, x é 0
parametro de controle ndo linear do sistema possuindo 0 mesmo valor em ambas as equacdes
e ¢ é 0 parametro de acoplamento. Quando o acoplamento é zero, o sistema se torna dois
mapas circulares independentes.

Um sistema de dois mapas circulares acoplados é geralmente imaginado como um
simples paradigma para dois péndulos ca6ticos acoplados ou dois osciladores acoplados.

Os pontos fixos para o sistema (4.1) correspondem aos valores que satisfazem a

equacéo

0'=0"+w, - K sen(276Y) - -Z-sen(276%) + -2 sen (276"
27 21 21

(4.2)
21 2 o7
equivalente a

sen(276") = — 27t(@,8 —0)12K + W)
2 e : (4.3)

sen(276%) = — 7(@,k — 0,8 — 0,¢)

xk(x —2¢)
Dessa forma, se

|K(K - 2g)| 2 |27r(a)zg —oK+ a)1g)| (449
e (4.4-b)

|K‘<K‘ - 2g)| 2 |27r(a)21c —W,& — a)1£)|
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entdo havera pelo menos um ponto fixo para o sistema, que pode ser calculado analiticamente.
De modo andlogo ao mapa individual, os pontos fixos que podem ser calculados
analiticamente ocorrem somente para certas combinagdes de x, w1, w, € €. Se houver pontos
fixos, entdo pode-se examinar sua estabilidade através dos autovalores A; e A, da matriz

jacobiana utilizando a equagéao de autovalores [2]

- Al|=0, (4.5)

onde | é a matriz identidade e J é a matriz jacobiana do sistema dada por [2]:

j_ 1-xcos(276,) + £ cos(276,) —&£cos(276,)
- — £c0s(276,) 1— xcos(276,) + £cos(276,)

} _ (4.6)

4.2 Expoentes de Lyapunov

Conforme foi visto no capitulo 2 deste trabalho, os expoentes de Lyapunov fornecem
uma medida de dependéncia sensitiva as condi¢es iniciais, ou seja, a taxa media de
divergéncia das trajetorias. Em um mapa bidimensional tem-se dois expoentes de Lyapunov
que correspondem as duas direcdes linearmente independentes do espaco de fases nas quais o
elemento de volume inicial pode se expandir ou contrair. Os expoentes de Lyapunov para o

sistema (4.1) sdo definidos por [2]

Alzznmim/\qz, (4.7)
’ n—-» N ’
onde 0s |43 2| s&o 0s modulos dos autovalores da matriz M definida por
M :HJ(@]), (4.8)
i=1

eos J (éi) séo as matrizes Jacobianas definidas pela equagéo (4.6), calculadas no ponto 9, da
trajetoria.
O célculo dos expoentes de Lyapnov i, a partir de (4.7) e (4.8) apresenta alguns

problemas. Em geral, mesmo para um nimero n pequeno de iteracfes, 0s elementos da matriz
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M tornam-se muito grandes, causando problemas de “overflow” que inviabilizam o calculo
numérico. O algoritmo descrito a seguir contorna tais problemas e, de modo analogo ao caso
unidimensional, o calculo os expoentes /1 » é reduzido a uma média simples.

O maior problema é calcular o produtério

M :f[J(éi): J6)I6,.)..36)=3.3, .3, (4.9)

i=1
e os autovalores associados. Conforme demonstrado na literatura [2], é possivel transformar
M num produto de matrizes triangulares. Como o produto de matrizes triangulares é também
uma matriz triangular e os autovalores de uma matriz triangular séo seus elementos diagonais,
pode-se, dessa maneira, contornar as dificuldades que o calculo direto do produtério que (4.9)

apresenta. Conforme também demonstrado na literatura [2], uma matriz J qualquer pode ser

escrita como o produto de uma matriz ortogonal O e uma matriz triangular T:

‘]1 = OlTl'

(4.10)

Ji0, =0T,

0 que é equivalente a

=0, (4.12)

J,=0TO].

O produtdrio (4.9) pode entdo ser escrito como
[T136)=0,1,0,0,.T,.0,%..OT, =O,T, T, ,..T,. (4.12)
i=1

Na literatura [2] é demonstrado que a matriz ortogonal O, ndo participa do calculo.
Como o produto de matrizes triangulares € uma matriz triangular e seus autovalores sdo 0s

proprios elementos de sua diagonal, tem-se para n grande

[o@-ITn-F, @13)

g™
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ou seja,

2 = lim L 1n|A?| = fim 12 InfT,;
mn AR (4.14)
1 1L
=lim=In|A%|=lim = In[T,;
A noss 2 ’H“‘niZ:l: ’Tzz
onde T,; e T,, sdo os elementos diagonais 11 e 22 da matriz triangular T;.
Uma matriz genérica ortogonal em duas dimensdes é
—cos@ —senf
0= .
sen@  cos@
Sabe-se que J = OT. Como O é ortogonal, 0! = O', entdo
T=0"J (4.15)

Dessa forma, T pode ser obtido a partir de (4.15). Escreve-se a matriz triangular T que

se quer determinar como

T:[ai Clj. (4.16)
0 b

Substituindo as equagdes (4.6) e (4.16) na (4.15), o elemento nulo da matriz T fornece
0 =—[1—x cos(27B,) + & cos(270, ) Jsenb +[—¢& cos(276,)]cos G , (4.17)

ou seja,

16 = g cos(276)) (4.18)
1+x cos(276,) — & cos(276,)

Uma vez obtido &, e portanto a matriz O, a matriz T = O'J fica completamente

determinada, e calcula-se as, by e ¢;. O produto T, Tp-1 ... T1 pode ser escrito como
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(a(ma(n-1)..a() etc. (4.19)
- 0 b, ()b, (n-1)..b,1) )’
e conseq[]entemente
Al =a(n)a(n-1)..a,), (4.20)

A =b,(n)b,(n—1)..b, (1),

s&o os autovalores de [1J (§i) e os expoentes de Lyapunov conforme a equacéo (4.7).
i=1

4.3 Sincronizacao de Fase

A sincronizagdo de sinais periodicos € um fendmeno bem conhecido na fisica,
engenharia e outras areas. Sistemas cadticos também podem ser conectados de uma forma que
suas oscilacOes sejam sincronizadas [17,18,33].

A sincronizacdo completa é a forma mais simples de sincronizacdo em sistemas
caoticos. Ela consiste de uma superposicdo perfeita de trajetdrias cadticas de dois ou mais
sistemas acoplados, de tal maneira que as trajetorias se mantém iguais uma com a outra no
trajeto ao longo do tempo, ou seja, ha uma completa coincidéncia dos estados individuais dos
sistemas. Neste caso, as fases e as amplitudes sdo as mesmas. Este mecanismo foi
primeiramente mostrado para ocorrer quando dois sistemas caoticos idénticos acoplados
possuem expoentes de Lyapunov todos negativos.

Sistemas oscilatérios cadticos ndo idénticos podem atingir um regime intermediério de
sincronizacdo, no qual as fases sdo sincronizadas enquanto as amplitudes permanecem
diferentes. Esse fendmeno é chamado sincronizacdo de fase, a qual pode ser considerada
como sendo uma forma “mais fraca” de sincronizagdo do que a sincronizagcdo completa. Na
sincronizacédo de fase os sistemas acoplados oscilam em fase.

No movimento de sincronizacdo de fase a diferenca das fases é limitada em um
intervalo finito, enquanto 0 movimento ndo sincrono corresponde a um crescimento ilimitado
da diferenca de fase. Dessa forma, sincronizagcdo de fase de dois osciladores cadticos
fracamente acoplados pode ser descrita como a dindmica da diferenca de fase [33]

9 =M1 — Myb,, (4.21)
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onde m; e m, sdo inteiros, 0; e 6, sdo as fases dos sistemas interagindo e m; : m, é a razdo do
travamento das fases, ou a ordem de sincronizacdo. Isto significa que m, periodos de 0,
correspondem a m; periodos de 6, isto €, enquanto 0, realiza m, oscilagbes, 6, realiza m;
oscilagbes. A condicdo de sincronizacdo de fase é a existéncia de um platd de ¢
suficientemente longo.

Como um resultado de sincronizacdo de fase, oscilagBes caoticas ndo idénticas
possuem as fases travadas uma com a outra através de um fraco acoplamento. Quando m; e m;
séo diferentes de 1, diz-se que tem uma sincronizagdo de fase imperfeita. Para investigar
este tipo de sincronizagdo, uma variavel de fase, bem definida, deve ser identificada em
ambos 0s sistemas acoplados.

A sincronizacdo m; : m, pode ser também caracterizada pela razdo das fases de cada

oscilador, isto é, pela razo dos nimeros de rotagdo individuais:

w="2, (4.22)

onde p1» correspondem aos nimeros de rotacéo calculados através da equacao (3.2).

4.4 Transicdo para sincronizacao de fase

Na transicdo para o regime de sincronizacdo de fase, os osciladores acoplados que
oscilavam com fases diferentes mutuamente passardo a oscilar com as fases travadas, devido a
superacdo da divergéncia das trajetorias pelo acoplamento [48].

A figura 4.1 (a) mostra os expoentes de Lyapunov em funcdo do parametro de
acoplamento ¢, para o sistema (4.1) com os valores dos parametros w; = 0,2, w, = 0,22 e k =
1,5. A figura 4.1 (b) mostra a razdo dos numeros de rotacdo w dada pela equacéo (4.22) pela
intensidade do acoplamento ¢ para o sistema (4.1) com os mesmos valores de (b). Enquanto
0s expoentes de Lyapunov sdo negativos, o numero de rotacdo cresce indefinidamente.
Quando um dos expoentes se torna positivo, 0 nimero de rotacdo decai bruscamente. Quando
0 segundo expoente também se torna positivo, sdo observadas pequenas regides de
sincronizacdo de fase imperfeita. Conforme & aumenta, uma considerdvel regido de
sincronizacdo de fase perfeita 1:1 é observada. Note que os platds de sincronizagdo de fase
existem apenas quando os dois expoentes de Lyapnov sdo positivos, isto é, quando o

sistema é hipercadtico.
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0.5
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-0.5
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Figura 4.1: (a) Expoentes de Lyapunov e (b) nimero de rotacdo w em fungdo do coeficiente de acoplamento ¢
para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22 ¢ x = 1,5. Pequenas regides de sincronizacdo de fase imperfeita e
uma consideravel regido de sincronizacdo 1:1 sdo observadas.

A figura 4.2 (a) mostra o diagrama de bifurcacdes e a figura 4.2 (b) mostra o expoente
de Lyapunov, ambos em funcdo do coeficiente de ndo linearidade x para 0 mapa circular
individual dado pela equacdo (2.5) com w = 0,2. Em (a) é possivel notar que para x = 1,5 0
sistema esta em regime regular. Em (b) € possivel notar que para x = 1,5 0 expoente de

Lyapunov é negativo, assim como na figura 4.1 (a) para & = 0.

(a (b)

1.0 T T T T

0.54 :

0.0+

K K
Figura 4.2: (a) Diagrama de bifurcagdo e (b) expoente de Lyapunov em funcao do coeficiente da ndo linearidade
x para 0 mapa (2.5) com w = 0,2. E possivel notar que para x = 1,5 o expoente de Lyapunov é negativo, assim
como na figura 4.1 (a) para e = 0.
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A figura 4.3 (a) mostra o diagrama de bifurcacdes e a figura 4.3 (b) mostra o expoente
de Lyapunov, ambos em funcdo do coeficiente de ndo linearidade x para 0 mapa circular
individual dado pela equacdo (2.5) com w = 0,22. Em (a) é possivel notar que parax = 1,50
sistema esta em regime regular. Em (b) € possivel notar que para x = 1,5 0 expoente de

Lyapunov é negativo, assim como na figura 4.1 (a) para ¢ = 0.

(@) (b)

1.0 T T T T

0.54 -

0.0+

-0.54 B

K K
Figura 4.3: (a) Diagrama de bifurcacao e (b) expoente de Lyapunov em funcéo do coeficiente da ndo linearidade

x para 0 mapa (2.5) com o = 0,22. E possivel notar que para x = 1,5 0 expoente de Lyapunov é negativo, assim
como na figura 4.1 (a).

Para analisar 0 mecanismo de transicdo para a sincronizagdo mais precisamente,
através da equacdo (4.3) foram calculados os pontos fixos para o sistema (4.1) com valores
dos parametros w1 = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 e ¢ = 0,4, valor do acoplamento um pouco antes
de surgir os platds de sincronizagdo de fase. Foram encontrados quatro pontos fixos, cujas
estabilidades foram analisadas através dos autovalores encontrados pela equacdo (4.5). A
tabela 4.1 mostra os pontos fixos encontrados, suas localizagdes no espago de fases, seus
autovalores, suas classificacOes e estabilidade de acordo com os autovalores.

Uma variedade sobre um espaco de fases pode ser visualizada como uma curva suave
formando um conjunto do espaco de fases. Uma variedade invariante é uma variedade com a
condicdo adicional de que drbitas iniciando sobre ela permanecem na variedade através do
curso de sua evolugdo dinamica. Em sistemas dissipativos, para um ponto fixo tipo sela
hiperbdlica existem pelo menos duas variedades, sendo dois ramos estaveis e dois ramos
instaveis. As variedades estaveis sdo formadas pelo conjunto de 6rbitas que se aproximam do
ponto de sela ao longo da evolugdo dindmica do sistema [15]. As variedades instaveis s&o
formadas pelo conjunto de drbitas que se afastam do ponto de sela, evoluindo para o atrator.

Um nd hiperbdlico instavel, por sua vez, possui apenas variedades instaveis.
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Po_nto Localizagao no espago Autovalores Classificacao Estabilidade
Fixo de fases
01 =0,14493; M =1,2438; ponto de sela .
A : - Instavel
0, = 0,28947 A2 = 0,35165 hiperbélico
01 = 0,35507; M =1,6484; ponto de sela .
B : - Instavel
0, =0,21053 A2 =0,75622 hiperbdlico
c 01 =0,14493; A =0,7826; atrator tipo nodo | Assintoticamente
0, =0,21053 A2 = 0,27275 hiperbélico Estavel
01 = 0,35507; M =1,7273; repulsor tipo .
D . - Instavel
0, = 0,28947 A\ =1,2173 nodo hiperbodlico

Tabela 4.1: Pontos fixos e suas classificagdes para o sistema (4.1) e os valores dos parametros w; = 0,2, w, =
0,22, k=15e&=0,4.

O conjunto de coordenadas cartesianas que define a configuracdo do sistema, ou seja,
as posicoes das Orbitas num dado instante, € chamado de espago de fases ou espaco de fase.
As variedades podem ser obtidas através do mapeamento do sistema no espaco de fases.
Primeiro foi calculado analiticamente a localizacdo do ponto fixo no espago de fases,
conforme a tabela 4.1. Depois foram calculados os auto-valores e auto-vetores para cada
ponto hiperbdlico. As variedades instaveis foram obtidas a partir da iteracdo do mapa com
pequenos incrementos nas componentes dos auto-vetores, seguindo o procedimento: foi
distribuida uma grade com um nimero N de condic@es iniciais em torno do ponto hiperbdlico.
As dimensdes da grade foram da ordem de 107°. Ap6s n = 20 iteracdes 0s pontos ja se
distribuiam aproximadamente ao longo de duas curvas, as quais sdo a aproximagdo para as
variedades instaveis do ponto hiperbdlico.

A variedade estavel foi obtida seguindo o procedimento: as componentes do espaco de
fases foram divididas em 10° partes, resultando em 10 condicdes iniciais diferentes ao longo
de todo o espago de fases, que foram iteradas. Apés n = 20 iteracdes, foram plotadas as
condi¢des inicias que caminham para o ponto hiperbdlico, as quais sdo a aproximagao para as
variedades estaveis do ponto hiperbdlico. Esse método se chama método do chuveiro.

Quando as variedades se encontram, ha classificagdes dos pontos onde ha o encontro.
Um ponto pertencente a variedade estavel de um ponto hiperbdlico e a variedade instavel do
mesmo ponto hiperbdlico, ¢ denominado ponto homoclinico. Um ponto pertencente a
variedade estavel de um ponto hiperbdlico e a variedade instavel de um ponto hiperbdlico

distinto, é denominado ponto heteroclinico [15].
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A figura 4.4 mostra o0 espaco de fases para o sistema de dois mapas circulares
acoplados, dado por (4.1), paraw1=0,2, w, =0,22, k = 1,5 e ¢ = 0,4, com 0s pontos fixos da
tabela 4.1 e suas variedades. O quadrado preto é um repulsor, o circulo € um atrator e as duas
cruzes sao pontos de sela. As linhas verdes sdo as variedades instaveis do repulsor nd
hiperbdlico, as linhas em vinho sdo as variedades estaveis do ponto de sela A, as linhas
vermelhas sdo as variedades instaveis do ponto de sela A, as linhas violetas sdo as variedades
estaveis do ponto de sela B e as linhas azuis sdo as variedades instaveis do ponto de sela B.
Todas as Orbitas que ndo se iniciam em alguma das variedades, caminham em dire¢do ao né
hiperbolico estavel. As variedades instaveis do nd hiperbdlico instavel caminham em direcdo
ao atrator, a sela A e a sela B. As trajetorias iniciadas ao longo das variedades instaveis das

selas A e B caminham em direcéo ao nd estavel.

Figura 4.4: Espago de fases para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 e d = 0,4. O quadrado preto é
um repulsor, o circulo é um atrator e as duas cruzes sdo pontos de sela. As linhas verdes sdo as variedades
instaveis do repulsor, as linhas em vinho sdo as variedades estaveis do ponto de sela A, as linhas vermelhas séo
as variedades instaveis do ponto de sela A, as linhas violetas sdo as variedades estaveis do ponto de sela B e as
linhas azuis sdo as variedades instaveis do ponto de sela B.

Conforme o parametro de acoplamento ¢ aumenta, as selas A e B se aproximam do né
estavel e do no instavel respectivamente, e em ¢ = 0,49 eles se encontram. Apesar de
sobrepostos no espaco de fases, as coordenadas dos pontos que eram pontos fixos, séo agora

complexas tal como descrito na tabela 4.2. A figura 4.5 (a) mostra o espaco de fases proximo
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aos pontos fixos em ¢ = 0,4. A figura 4.5 (b) mostra a sobreposicdo dos pontos que eram fixos
em ¢ = 0,49.

No entanto, a figura 4.5 merece um estudo mais detalhado.

Ponto Fixo Localizagéo no espaco de fases
1 6, =0,13711; 6, = 0,25 — 4,8877%10 3i
2 6, =0,13711; 6, = 0,25 — 4,8877%10 3i
3 0, =0,36289; 6, = 0,25 — 4,8877x10 3i
4 0, =0,36289; 6, = 0,25 — 4,8877x10 3i

Tabela 4.2: Pontos fixos para o sistema (4.1) e os valores dos parametros w; = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 e £ = 0,49.

(a) (b)

Figura 4.5: Espaco de fases prdximo aos pontos fixos para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, =0,22, k = 1,5 € (a)
&=0,4; (b) e = 0,49. O circulo azul é o atrator, 0 quadrado verde é o repulsor e as cruzes pretas sdo as selas A e
B. Em (a) os pontos fixos mantém uma distancia entre si. Em (b) é possivel notar que as selas A e B se
sobrepdem com o atrator e o repulsor respectivamente.

Apos a sobreposicao dos pontos fixos, imediatamente o sistema passa de regular para
cadtico, como mostrado na figura 4.6. Em 4.6 (a) o sistema com ¢ = 0,485 € regular, existindo
um atrator tipo ponto fixo. Ap6s um fendémeno de bifurcagcdo sela-nd, o evento passa a
comportar-se caoticamente e perde a estabilidade estrutural, conforme mostrado em 4.6 (b) o

sistema com ¢ = 0,49 é cadtico. O sistema permanece cadtico para valores de & > 0,49.
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Figura 4.6: Espaco de fases para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 € (a) & =0,485; (b) ¢ = 0,49.
Em (a) o sistema é regular com um atrator tipo ponto fixo. Em (b) o sistema é caético.

A sincronizacdo de fase para um sistema de dois mapas circulares acoplados ocorre
quando ambas as trajetdrias do sistema possuem nimeros de rotacdo racionais. Neste caso, as
trajetorias sdo periddicas. A sincronizacdo de fase representa a relagdo entre os periodos das
trajetdrias. Isto pode ocorrer mesmo quando o sistema é cadtico ou hipercadtico.

Conforme mostrado na figura 4.1 (b), quando ¢ = 0,6 o sistema apresenta um plat6 de
sincronizacdo de fase imperfeita 5:4. A figura 4.7 (a) mostra o espaco de fases para ¢ = 0,55,
quando ainda ndo ha sincronizagdo. Neste caso, 0 sistema ndo possui periodicidade
oscilatéria. A figura 4.7 (b) mostra o espaco de fases para ¢ = 0,6, quando ha um atrator
cadtico de nove bandas, e consequentemente, sincronizagdo de fase imperfeita 5:4. Neste
caso, o atrator cadtico induz uma estabilidade para as trajetérias dos dois sistemas acoplados
de forma que os sistemas seguem as mesmas trajetorias ao longo das bandas do atrator
caotico, oscilando sincronizados com uma relacéo de fase 5:4. Dessa forma, apesar de cadtico,
0 sistema possui periodicidade oscilatéria na presenga de um atrator cadtico e
conseqlientemente, possui sincronizagéo de fase.

Conforme o parametro de acoplamento ¢ aumenta, o sistema perde a sincronizagdo de
fase 5:4. A figura 4.7 (c) mostra o espaco de fases para ¢ = 0,69, quando ndo ha sincronizacéo.
A figura 4.7 (d) mostra o espaco de fases para ¢ = 0,74, quando surge um atrator caético de
onze bandas, e conseqlientemente, sincronizacdo de fase imperfeita 6:5. Neste caso, 0S
sistemas seguem as mesmas trajetdrias ao longo das bandas do atrator cadtico, oscilando
agora com uma relagéo de fase 6:5.

Aumentando ainda mais o parametro de acoplamento & o0 sistema perde a

sincronizacdo de fase 6:5. A figura 4.7 (e) mostra o espaco de fases para ¢ = 0,9, quando nédo
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h& sincronizagdo. A figura 4.7 (f) mostra o espaco de fases para ¢ = 0,95, quando surge um
atrator cadtico de duas bandas, e conseqlientemente, sincronizagdo de fase perfeita 1:1. Neste
caso, 0s sistemas seguem as mesmas trajetdrias ao longo das bandas do atrator cadtico,
oscilando agora com uma relagdo de fase 1:1.

Do ponto de vista de sincronizagdo, as lacunas entre as bandas do atrator cadtico
correspondem a deslizamentos de diferenca de fase 6, — 6 1, conforme a figura 4.7 [33,49]. A
linha (a) da figura 4.8 corresponde & sincronizacdo de fase 5:4, mostrado na figura 4.7 (b). A
linha (b) da figura 4.8 corresponde a sincronizacdo de fase 6:5, mostrado na figura 4.7 (d). A
linha (c) da figura 4.8 corresponde a sincronizacdo de fase 1:1, mostrado na figura 4.7 (f).
Conforme se pode notar, a diminui¢cdo do numero de deslizamentos exibe uma tendéncia do
sistema para sincronizacdo de fase perfeita onde ndo ha deslizamentos. Contrariamente, 0
aumento do namero de deslizamentos exibe uma tendéncia do sistema para perder
sincronizacdo. No movimento sincrono, a orbita cadtica esta em poucas bandas no espaco de

fases.
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Figura 4.7: Espagos de fase para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, ¥ = 1,5 e diferentes valores do
acoplamento: (a) e = 0,55, onde ainda ndo ha sincronizagao; (b) ¢ = 0,6, onde surge um atrator cadtico de 9
bandas, resultando em sincronizagdo 5:4. (c) ¢ = 0,69, onde ndo ha mais sincronizacao 5:4; (d) ¢ = 0,74, onde
surge um atrator cadtico de 11 bandas, resultando em sincronizacdo 6:5; (e) ¢ = 0,90, onde ndo ha mais
sincronizagdo de fase 6:5 e (f) ¢ = 0,95, onde surge um atrator cadtico de duas bandas, resultando em
sincronizagdo 1:1.

140 " T - T y T 1

(a) )

(c)
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n

Figura 4.8: Evolucdo da diferenca de fase 6, — 6; para o sistema (4.1). Em (a) e (b) o sistema possui
sincronizagao de fase imperfeita. Em (c) o sistema possui sincronizacéo de fase perfeita.

Em 1982 C. Grebogi, E. Ott e J. A. Yorke [40] introduziram o termo crise para
descrever certas mudancas qualitativas na dindmica cadtica que ocorrem conforme se varia o
parametro de controle. Tais mudancas, correspondem ao aparecimento ou desaparecimento de
atrator cadtico, ou uma variacdo descontinua no seu tamanho, conforme ja mencionado. Dessa
forma, a crise ocorre quando um atrator caotico é destruido, ou criado ou altera seu tamanho.

Conforme se pode notar na figura 4.7, a sincronizacao de fase ocorre quando surge um
atrator cadtico. Pode-se afirmar portanto, que a transicdo do comportamento ndo sincrono

para o comportamento sincrono em dois mapas circulares acoplados ocorre através de
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crise interior [48], gerando um atrator caédtico o qual induz periodicidade oscilatéria no

sistema.

4.5 Interpretacdo do movimento oscilatorio

Conforme ja mencionado, um sistema de dois mapas circulares acoplados pode ser
interpretado como a sec¢do de Poincaré do movimento de duas trajetdrias ndo idénticas sobre
um toro. Se o sistema possui sincronizacdo de fase com nimero de rotagdo w = my : mp,
significa que m; periodos de 6, corresponde a m, periodos de 65, isto é, enquanto 6; marca m;
pontos na sec¢do de Poincare, 6, marca m, pontos.

A figura 4.9 mostra a representacdo da se¢do de Poincaré para um sistema de dois
mapas circulares acoplados. Na figura 4.9 (a), o sistema possui sincronizagdo de fase 5:4.
Neste caso, enquanto a trajetoria ¢, possui periodo 5 (5 pontos na se¢do de Poincaré), a
trajetoria 0, possui periodo 4 (4 pontos na se¢do de Poincaré), resultando em um total de 9
pontos na secdo de Poincaré e o atrator cadtico corresponde possui um total de 9 bandas,
conforme mostra a figura 4.7 (b). Na figura 4.9 (b), o sistema possui sincronizagéo de fase
6:5. Neste caso, enquanto a trajetdria 0; possui periodo 6 (6 pontos na se¢do de Poincaré), a
trajetoria 6, possui periodo 4 (4 pontos na se¢do de Poincaré), resultando em um total de 11
pontos na secdo de Poincaré e o atrator cadtico corresponde possui um total de 11 bandas,
conforme mostra a figura 4.7 (d). Na figura 4.9 (c), o sistema possui sincronizacdo de fase
1:1. Neste caso, enquanto a trajetdria 6; possui periodo 1 (1 ponto na se¢do de Poincaré), a
trajetoria 0, possui periodo 1 (1 ponto na secdo de Poincaré), resultando em 2 pontos na secao

de Poincaré e o atrator cadtico correspondente possui um total de 2 bandas, conforme a figura

4.7 (9.
(a) (b) (c)

w =5/4 W =6/5 w=1/1
Figura 4.9: Secdes de Poincaré para duas trajetérias com razdo de frequiéncia igual a (a) w = 5:4; (b) w=6:5 e (c)
w=1:1.
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4.6 Sincronizacdo de fase em dois mapas circulares
acoplados

Conforme j& mencionado, a sincronizacdo de fase ocorre quando 0s sistemas
acoplados oscilam em fase, porém com amplitudes diferentes. A figura 4.10 foi construida
iterando o sistema (4.1) para uma condigéo inicial, e plotadas as iteracdes. A figura 4.10 (a)
mostra a evolugdo das fases em ¢ = 1,47, quando o sistema possui sincronizagao de fase 1:1.
Neste caso, embora 0 movimento seja hipercadtico, o acoplamento ajusta os ritmos de
oscilacdo e os sistemas oscilam em fase, porém as amplitudes séo diferentes. A figura 4.10 (b)
mostra a evolucdo das fases em ¢ = 1,8, onde ndo ha sincronizacdo e os sistemas nao oscilam

em fase.

(a) (b)

Figura 4.10: Evolugdo das fases para sistema (4.1). (a) Estado sincronizado com ¢ = 1,47, onde 0 movimento
possui periodicidade oscilatdria. (b) Estado ndo sincronizado com ¢ = 1,8, onde ndo ha periodicidade oscilatoria
no movimento.

Foram analisadas as propriedades de sincronizacdo em diferentes valores do pardmetro
de controle x. Como pode ser visto nas linguas de Arnold dadas pela figura 3.5, para um valor
fixo de w, com 0 aumento do parametro x, 0s numeros de rotagdo individuais p podem ser
variados. Dessa forma, serd apresentado o estudo de dois casos diferentes de distribuicdo de
freqiiéncia. No primeiro caso, foram escolhidos numeros de rotagdo individuais p; e p, de tal
maneira que, para todos os valores de x simulados, os nimeros de rotacdo para 0 mapa
circular independente, ou seja, sem acoplamento, sdo idénticos e, conseqlentemente,
pertencem a mesma lingua de Arnold na figura 3.5. No segundo caso, foram escolhidos

nameros de rotagdo individuais p; e p, de tal maneira que, para todos os valores de x
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simulados, os numeros de rotacdo para 0 mapa circular independente, sdo diferentes e,
conseqlientemente, pertencem a linguas de Arnold diferentes.

Para construir a figura 4.10, foram calculados os nimeros de rotagdo da equagédo
(4.22) em fungéo do acoplamento ¢, para diferentes valores de .

O primeiro caso de distribuicdo de freqtiéncia € mostrado na figura 4.10 (a), para w; =
0,95, w, = 0,99. A dependéncia de w no parametro de acoplamento &, demonstra claramente a
existéncia de regides de sincronizagdo de fase 1:1 para x # 0, para pequenos valores do
acoplamento. Isto era de se esperar, pois se 0s sistemas acoplados possuem freqliéncias
pertencentes a mesma lingua de Arnold (no mapa individual), entdo para ¢ = 0, 0 sistema
composto se torna dois sistemas independentes, 0s quais possuem 0 mesmo nimero de
rotacdo, ou seja, suas frequéncias sdo travadas, e portanto, possuem sincronizacao de fase 1:1.
Porém, com o aumento do acoplamento ndo linear, o sistema perde a sincronizagdo. Dessa
forma, o fato das freqiiéncias dos mapas acoplados pertencerem a mesma lingua de
travamento de frequéncia no mapa individual, ndo garante a ocorréncia de
sincronizacdo para todos os valores de acoplamento. As larguras dessas regides de

sincronizacdo aumentam com o aumento de «.

(a) (b)

Figura 4.11: O nimero de rotagdo w em funcdo do coeficiente de acoplamento & para o sistema (4.1) em
diferentes de « e (a) w, = 0,95, w, = 0,99 e (b) w; = 0,4, w; = 0,5.

O segundo caso é mostrado na figura 4.10 (b), para w; = 0,4, w, = 0,5. A dependéncia
de w no parametro de acoplamento ¢ demonstra claramente a existéncia de regifes de
sincronizacao de fase 1:1 para x # 0. Porém, neste caso, o sistema ndo sincroniza para baixos
valores de acoplamento. Quando ¢, = 0 ndo ha sincronizacdo, aumentando sua intensidade

surgem as regides de sincronizagdo m; : m e sincronizagdo 1:1. Aumentando mais ainda o
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acoplamento, o sistema perde sincroniza¢do. Quanto maior o valor de x, maior sera o valor do
intervalo de ¢ para o sistema entrar em sincronizacdo de fase e maior o valor de ¢ a perder a

sincronizacao.

4.7 Diagramas para regioes de sincronizagao

Em sistemas de dois mapas circulares acoplados sdo observadas diferentes
propriedades de sincronizacdo. Foram executadas simulacdes numéricas, iterando 8x10°
conjuntos diferentes de valores dos parametros ¢ e k, e calculado o nimero de rotagédo
dado pela equacéo (4.22) para cada conjunto. Foram plotados os valores dos conjuntos
que correspondiam ao valor do nimero de rotagdo p =~ 1/1. O célculo foi repetido para
diferentes valores de w,. A figura 4.12 indica que a estrutura geométrica e 0s tamanhos das
regides de sincronizagdo dependem fortemente do pardmetro x, o qual define a intensidade de
néo linearidade do comportamento do sistema. Certamente que 0s processos de travamento de
frequéncia para mapas circulares individuais (ndo acoplados) ndo pode ser exatamente
prognosticado para 0 movimento de mapas circulares acoplados. Porém, algumas regras
comuns do aparecimento e desaparecimento de sincronizagdo podem ser obtidas e explicadas
pelo conhecimento das propriedades do comportamento de mapas individuais [48].

O valor do acoplamento no qual ocorre a transicdo para a sincronizacdo depende da
diferenca entre os nimeros de rotacdo de ambos sistemas acoplados. Conforme mostra a
figura 4.12, para maiores diferencas entre as freqliéncias dos sistemas acoplados, e
consequentemente maiores diferencas entre 0s nimeros de rotacdo, Sd0 necessarios maiores
valores do acoplamento para haver sincronizagdo. Com o aumento de x, 0s tamanhos das
regides de sincronizacdo tornam-se maiores até um certo valor de x, conforme j& mencionado
sobre a figura 4.11. A partir de um certo valor de x, o tamanho das regides tornam-se
menores. Isto acontece devido a sobreposicdo das linguas de Arnold nos mapas individuais

para valores de x > 1, e conseqlientemente movimento cao6tico sem estabilidade estrutural.
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(a) (b) (© (d) (e) (M

P g g g g £

Figura 4.12: Diagrama para sincronizacao de fase 1:1 de x em funcdo do acoplamento & para o sistema (4.1) com
w1 = 0,2 e diferentes valores de wy: (a) 0,21; (b) 0,22; (c) 0,23; (d) 0,25; €) 0,26 e f) 0,27.

A figura 4.13 mostra a regido de sincronizagéo para o sistema de dois mapas circulares
acoplados no diagrama de ¢ em fungdo a diferenca das freqliéncias w, — wi. Conforme as
diferencas entre as freqiéncias aumentam, sdo necessarios maiores valores de acoplamento
para haver sincronizacdo, conforme ja mencionado sobre a figura 4.12. Aumentando o
acoplamento, a regido de sincronizagdo desaparece, restando apenas pequenas “ilhas” de
sincronizacdo. Isto ocorre porque o acoplamento é ndo linear, e quando chega a um certo
valor critico, ele passa a ndo superar mais a divergéncia entre as trajetorias, e o sistema perde
a sincronizacdo. Dessa forma, mesmo para freqiiéncias idénticas nos dois sistemas acoplados
(Aw = 0), hd um valor limite (critico) de acoplamento para haver sincronizacdo. Note que essa
estrutura € muito similar as linguas de Arnold.
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Figura 4.13: Diagrama para sincronizacdo de fase 1:1 de ¢ em funcéo da diferenca das freqliéncias w, — w; para
o sistema (4.1) com x = 0,4 e w; = 0,5. A estrutura dessa regido é similar as linguas de Arnold.

4.8 Transicao para nao sincronizagao

Na figura 4.1 (b) pode-se observar que o sistema perde sincronizagdo de fase 1:1 perto
de & = 1,75, o valor critico de acoplamento para a perda de sincronizacdo, enquanto 0S
expoentes de Lyapunov ndo mudam seus sinais durante a transicdo. Para analisar o
mecanismo de perda de sincronizagdo mais precisamente, através da equacdo (4.3) foram
calculados os pontos fixos do sistema (4.1) para valores dos parametros w; = 0,2, @, = 0,22, k
=15 e ¢ = 1,47, valor do acoplamento pouco antes da perda de sincronizagdo. Foram
encontrados quatro pontos fixos, cujas estabilidades foram analisadas através do célculo da
equacdo (4.5). A tabela 4.3 apresentada os pontos fixos encontrados, suas localizagdes no
espaco de fases, seus autovalores, suas classificagdes e estabilidade de acordo com o0s
autovalores.

A figura 4.14 apresenta 0 espaco de fases para o sistema (4.1) para os valores dos
parametros w; = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 e ¢ = 1,47. Os dois quadrados em preto sdo focos
instaveis e as duas cruzes sdo pontos de sela. As linhas em vinho sdo as variedades estaveis do
ponto de sela A, as linhas vermelhas s&o as variedades instaveis do ponto de sela A, as linhas
violetas sdo as variedades estaveis do ponto de sela B, as linhas azuis sdo as variedades

instaveis do ponto de sela B e a parte em cinza é o atrator cadtico. As trajetorias iniciadas ao
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longo da variedade do foco C caminham em direcdo as selas A e B, e as iniciadas ao longo da
variedade do foco D caminham em direcdo a sela B. As trajetdrias iniciadas ao longo das
variedades instaveis das selas A e B caminham em direcdo do atrator caotico. Note que a
estrutura das variedades estaveis de ambos o0s pontos de sela sdo formadas por ““regides

simétricas” no espaco de fases.

Po_nto Localizagdo no Autovalores Classificacdo | Estabilidade
Fixo espaco de fases
A 60, = 0,18725; A =1,6609; ponto de sela istavel
0, = 0,15756 A2 =0,31112 hiperbélico
5 601 = 0,31275; M =1,6889; ponto de sela istavel
0, = 0,34244 A2 =0,33911 hiperbdlico
c 60, =0,31275; M =0,99752 + 0,67474i; repu|50r tipo foco instavel
6, =0,15756 A2 = 0,99752 — 0,67474i hiperbdlico
5 01 =0,18725; M =1,0025 + 0,67474i; | repulsor tipo foco instavel
0, =0,34244 A2 = 1,0025 - 0,67474i hiperbdlico

Tabela 4.3: Pontos fixos e suas classificagdes para o sistema (4.1) e os valores dos parametros w; = 0,2, w, =
0,22, k=15ee=147.

Figura 4.14: Espaco de fases para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 e ¢ = 1,47. Os dois quadrados
em preto sdo focos instaveis e as duas cruzes sdo pontos de sela. As linhas em vinho sdo as variedades estaveis
do ponto de sela A, as linhas vermelhas sdo as variedades instaveis do ponto de sela A, as linhas violetas sdo as
variedades estaveis do ponto de sela B, as linhas azuis sdo as variedades instaveis do ponto de sela B e a parte
em cinza € o atrator caético.
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(a) (b)

Figura 4.15: Espaco de fases para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, k =15 e &= 1,47. Em (a) estdo as
variedades estaveis e instaveis do ponto de sela A. Em (b) estdo as variedades estaveis e instaveis do ponto de
sela B.

Para melhor visualizar as variedades de cada ponto de sela, a figura 4.15 (a) apresenta
as variedades estaveis e instaveis do ponto de sela A, e 4.15 (b) as variedades estaveis e
instaveis do ponto de sela B. O sistema esta no regime de sincronizagdo de fase 1:1 devido ao
atrator caotico induzir periodicidade ao sistema, fazendo as trajetérias seguirem o mesmo
caminho ao longo das bandas do atrator [50]. A variedade estavel da sela A representa o papel
de bacia limite o qual previne que as drbitas no interior do atrator cadtico sejam repelidas para
todo o espaco de fases. A bacia de atragdo corresponde ao conjunto de todas as condicdes
iniciais que levam ao atrator. No sistema (4.1), todas as condi¢es iniciais sobre o espago de
fases caminham em direcdo ao atrator. Dessa forma, todo o espaco de fases corresponde a
bacia de atracdo do atrator, e ambos os pontos de sela e ambos os focos estéo no interior da
bacia de atracdo do atrator caotico.

A figura 4.16 (a) mostra o espacgo de fases, com o atrator caotico e 0s pontos fixos em
¢ = 1,47. Note na figura 4.16 (c) que o ponto de sela A esta bastante proximo do atrator
caodtico. Para que o atrator cadtico permaneca sincronizado, as trajetorias dentro dele néo
podem cruzar com a variedade estavel da sela A. Ao aumentar o acoplamento até ¢ = 1,495, as
oOrbitas periddicas no interior do atrator caético colidem com a sela A, conforme mostrado nas
figuras 4.16 (b) e (d). Apos essa colisdo, as Grbitas periddicas passam a seguir ao longo da
variedade instavel da sela. Esse fendmeno é conhecido como crise interior.

Na crise interior, um ponto fixo instavel existente dentro da bacia de atracdo do atrator
cadtico, colide com o atrator cadtico quando algum parametro de controle € variado. Quando

a colisdo ocorre, 0 atrator cadtico expande seu tamanho. Esta expansdo ocorre porque as
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trajetdrias sobre o atrator cadtico eventualmente se aproximam do ponto fixo instavel e sdo
repelidas pela variedade instavel do ponto fixo para regides do espago de fases que ainda ndo
haviam sido visitadas antes da colisdo ocorrer. O efeito é a expansdo das drbitas do atrator
caotico sobre 0 espaco de fases.

Como consequiéncia da expansdo do atrator caotico devido a crise interior, as
orbitas que seguiam as trajetdrias ao longo das bandas do atrator caotico, agora
habitam todo o espaco de fases, isto €, ndo ha mais periodicidade oscilatoria e o sistema
perde sincronizacdo. Dessa forma, a transi¢cdo para o estado ndo sincronizado é realizada

com alguma mudanca na estrutura dindmica do sistema caotico.

() (b)

1.0

0.8+

0.6

Figura 4.16: Espaco de fases para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, k = 1,5 e (a) ¢ = 1,47, onde o atrator
caotico induz periodicidade oscilatoria no sistema; (b) ¢ = 1,495, onde diferentes dire¢des de rotacdo das oOrbitas
se tornam possiveis destruindo a sincronizacdo. (c) Zoom de (a) proximo do ponto de sela 1. A sela e sua
variedade estavel ndo cruzam com o atrator. (d) Cruzamento da sela com o atrator, onde as Orbitas do atrator
caotico passam a seguir a variedade estavel da sela.
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Entende-se por tempo transiente 0 tempo necessario para que o sistema evolua para
um comportamento assintético. Para verificar a evolucdo das érbitas até o seu comportamento
final, uma certa quantidade das primeiras iteracdes foi descartada, para eliminar o transiente.
A figura 4.17 mostra as mudancas da estrutura do atrator cadtico. Em 4.17 (a) a crise interior
ainda ndo ocorreu, e as Orbitas no atrator sdo periddicas. Em 4.17 (b) a crise ja ocorreu no
sistema, e as Orbitas periddicas no interior do atrator cadtico comegaram a ser repelidas pelo
ponto de sela hiperbdlico. Em 4.17 (c) o atrator cadtico expandiu seu tamanho, habitando uma
regido maior no espaco de fases. Em 4.17 (d) o atrator caético expandiu até habitar todo o
espaco de fases, e consequentemente, o sistema perdeu a periodicidade oscilatéria e perdeu a

sincronizacao de fase.

(@) (b)

(©) (d)

Figura 4.17: Retratos de fase para o sistema (4.1) com w; = 0,2, w, = 0,22, x = 1,5 e diferentes valores do
acoplamento (a) e = 1,47; (b) e = 1,52, (c) e = 1,58 e (d) ¢ = 1,9. Em (a) ainda existe sincronizagao de fase 1:1.
Em (b) e (c) o atrator cadtico esta aumentando seu tamanho. Em (d) o atrator foi expandido até habitar todo o
espaco de fases e o sistema perdeu a periodicidade oscilatdria e dessincronizou o sistema.



Capitulo 5

Efeitos de ruido sobre sincronizacao de fase em
mapas circulares acoplados

Em geral sincronizacdo de fase perfeita e imperfeita sdo destruidas quando osciladores
estdo na presenca de ruido, o que € inevitavel em sistemas reais. Este capitulo traz uma
contribuicéo cientifica para o conhecimento dos efeitos de ruido sobre a sincronizacao de fase
em sistemas de dois mapas circulares acoplados. O estudo foi realizado introduzindo um ruido
no acoplamento e posteriormente um ruido aditivo. Foram estudados dois sistemas de mapas
circulares acoplados. No primeiro sistema, o ruido no acoplamento e o ruido aditivo induzem
dessincronizacdo de fase perfeita e imperfeita. No segundo sistema, o ruido no acoplamento
induz dessincronizacdo de fase perfeita e imperfeita, e o ruido aditivo induz um efeito de

segunda ordem, dessincronizando apenas a sincronizagao de fase imperfeita.

5.1 Interpretacéo da dindmica de fase

Antes de apresentar os resultados numéricos, sera apresentado um entendimento
intuitivo do efeito de um ruido na sincronizagdo de dois osciladores acoplados, através da
interpretacdo da dindmica da diferenca de fase. Seja um sistema composto por dois mapas

circulares dado por

1 _
n+l

2 _
n+l

Xt +b, —F(x})+dsen(x? - x})
x2 +b, - F(x2) +dsen(x} — x?)

X (5.1)
X

onde F(x) € uma fungdo seccionalmente linear 2z-periodica da forma F(x) = cx/z definida no
intervalo [, 7], e c € 0 parametro de controle.

Introduzindo um ruido aditivo no sistema (5.2), ele fica modificado para

Xt =X +b - F(x})+dsen(x’ —x})+&

Ul
n+l = n
2

n

2 =x2+b, —F(x?)+dsen(xt —x*)+¢&

Nl

(5.2)
X

onde ¢ é um ruido branco gaussiano (veja apéndice A).
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Seja a diferenca de fase do sistema (5.2) dada por

P = X§+l - Xﬁ+l : (53)

E feito o uso do fato de que a variagio da diferenca de fase a cada iterada n, pode ser descrita

por
C
Awn = Png = Py = Ab — Pn—— 2dsen(on | (54)
T

onde Ab=b,—b,. E feito também o uso do fato de que a evolugio de ¢, , pode ser descrita

em termos de um potencial V(¢n)

d
Ap, =-—V(9,)
7 (5.5)
com
c
V(@n):_Abwn _J.dwn(_ wn;_stenwnj (56)
o0 qual pode facilmente ser calculado
’c
V(p,) =—Abg, +(”2n——2d COS Q. (5.7)
V4

A dindmica da diferenca de fase pode ser representada como a de uma particula

superamortecida em um potencial inclinado. Neste quadro, o efeito do ruido é a inducdo de

saltos de fase entre minimos vizinhos no potencial. Um valor ndo nulo de ¢, corresponde a

um transporte dirigido no potencial [37].

O potencial (5.7) é ilustrado na figura 5.1. Em (a), (b) e (c) na auséncia de ruido o
sistema esta dentro da regido de sincronizag&o, significando que a intensidade do acoplamento
é grande o suficiente para induzir sincronizagdo. Trés valores de 4b s&o ilustrados: (a) 4b > 0,

(b) 4b =0 e (c) 4b < 0. Quando 4b > 0 (figura 5.1 (a)), se a particula estiver sob a influéncia
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de ruido ela oscilard ao redor do minimo local do poco de potencial. Se o ruido aplicado tem
uma distribuicdo gaussiana, entdo para qualquer altura da barreira, cedo ou tarde a
perturbagdo ira alcancar um valor que seja suficiente para arremessar a particula sobre a
barreira. A particula salta para o po¢o vizinho de vez em quando, e esses saltos, ou
deslizamentos de fase, representam um processo randémico. Com cada salto para a direita, ¢,
aumenta em 2, e com cada salto para a esquerda diminui em 2. E muito mais facil para a
particula superar as mais baixas barreiras a direita que a esquerda, assim, a direcdo preferida
da particula flutuar é para direita, embora os saltos na direcdo oposta ndo sejam impossiveis.

A diferenca de fase ¢, ird em média aumentar ilimitadamente com o tempo. A 5.1 (b) ilustra

0 comportamento de ¢, no meio da regidgo de sincronizagdo (4b = 0). Para qualquer
intensidade do acoplamento a particula tem a mesma probabilidade de salto para a esquerda
que para a direita, e em media ¢, ndo muda. A figura 5.1 (c) ilustra o caso em que ¢, flutua
preferivelmente para a esquerda. Geralmente, dentro da regido de sincronizacdo a diferenca de
fase exibe platds de certa duracdo que corresponde ao estado de sincronizacdo de fase,
interrompido por saltos de 2z. A duracdo de permanéncia dentro de cada poco potencial é
proporcional & intensidade de sincronizacéo.

Nas figuras 5.1 (d) e (e) a situacéo € ilustrada esquematicamente para o caso quando o

acoplamento ndo é grande o suficiente para induzir sincronizagdo, e o sistema esta fora da

regido de sincronizagéo. Nesse caso ndo ha nenhum pogo potencial para ¢, , e ela desliza para

baixo, nesta ou naquela dire¢do dependendo do sinal da diferenca 4b.
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(@) (d)
(b)
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(c) (e)

(o)
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@ @
Figura 5.1: llustracdo esquematica do comportamento da diferenca de fase ¢, como uma particula em um
potencial inclinado V(g,). (a), (b) e (c) mostra a particula dentro da regido de sincronizacédo; (d) e (e) mostra a
particula fora da regido de sincronizacao.

5.2 Efeitos de ruido branco gaussiano sobre o primeiro
sistema de dois mapas circulares acoplados

No capitulo anterior, foi demonstrado o fenémeno de sincronizagdo de fase em um

sistema de dois mapas circulares acoplados. Porém, é inevitdvel a presenca de ruido em
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sistemas naturais e experimentais. Portanto, € relevante explorar os efeitos de ruido sobre a
robustez do processo de sincronizagéo [51].

Ruidos podem influenciar a sincronizagdo de fase de diferentes maneiras. Conforme ja
mencionado, geralmente ele faz a diferenca de fase flutuar ao redor do minimo do poco de
potencial, e escala sobre a barreira de energia ocasionalmente se deslocando para 0 minimo
vizinho, resultando em um efeito degradante, por exemplo, induzindo deslizamentos de

sincronizacao de fase em osciladores.

5.2.1 Dessincronizacdo de fase induzida por ruido gaussiano no
acoplamento

Para investigar os efeitos de ruido sobre um sistema de dois mapas circulares
acoplados, foi introduzido um ruido gaussiano no acoplamento do sistema (4.1), o qual passa

a ser descrito como:

1
9n+1

=6} + o, — —— sen(276") — e(l+8) sen(276?7) + el+¢) sen(276})
(5.8)
92

n+l

=62 + w, — ——sen(276?2) - e+8) sen(276;) + sl+8) sen(276?7)
2 2 2

onde ¢ é um ruido branco gaussiano (veja apéndices A e B).

O sistema (5.8) pode ser interpretado como a se¢do de Poincaré de duas trajetérias
sobre a superficie de um toro ndo idénticas e acopladas. Essas trajetérias estdo sob a
influéncia de uma perturbagdo no acoplamento do sistema.

A figura 5.2 mostra o numero de rotagdo calculado através da equagdo (4.22) em
fungdo do acoplamento para o sistema (5.8), com valores dos pardmetros w; = 0,19, w; =
0,21, ¥ = 1,4. E possivel notar que, conforme a varidncia do ruido aumenta, uma
dessincronizacdo é induzida ao sistema. Em 5.2 (a) o sistema esta livre de ruido. Note que ha
pequenos platds de sincronizagdo de fase imperfeita m; : m, e um consideravel platd de
sincronizacdo de fase perfeita 1:1. Em 5.2 (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com

2 = 1x10°. O ruido induz uma dessincronizacéo de fase imperfeita m; : my,

variancia o
porém o sistema ainda mantém a sincronizacao de fase perfeita 1:1. Em 5.2 (c) o sistema esta
sob a influéncia de um ruido com variancia 6> = 1x10™. O ruido, agora com variancia
maior, induziu uma dessincronizacéo de fase 1:1, e o sistema ndo possui sincronizagao de

fase perfeita ou imperfeita.
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(a)

(b)

(©)

Figura 5.2: NUmero de rotacdo w pelo coeficiente de acoplamento & para o sistema (5.8) com valores dos
parametros w; = 0,19, w, = 0,21, x = 1,4. O nimero de rotacdo € plotado como uma funcdo do acoplamento. Em
(a) o sistema esta livre de ruido. O sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia (b) 6* = 1x107 e (c)
o° = 1x10™.

Para uma melhor interpretacdo do comportamento dindmico de um sistema de dois
mapas circulares acoplados sob a influéncia de ruido gaussiano no parametro de acoplamento,
a figura 5.3 apresenta 0 espaco de fases para o sistema (5.8) com valores dos
parametros w; = 0,19, w, = 0,21, x = 1,4, ¢ = 0,6 e diferentes variancias de ruido. Em 5.3 (a)
0 sistema esta livre de ruido. A presenca de um atrator cadtico de 9 bandas faz com que o
sistema possua sincronizacdo de fase imperfeita 5:4. Em 5.3 (b) o sistema esta sob a
influéncia de um ruido com variancia o® = 1x10, neste caso, o ruido induziu uma expansao
do atrator cadtico, porém o sistema ainda possui sincronizacéo de fase imperfeita. Em 5.3 ()
0 sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia o® = 1x10™, neste caso o atrator
cadtico expandiu ainda mais. Em 5.3 (d) o sistema estd sob a influéncia de um ruido com
variancia o = 1x107, neste caso a agdo do ruido sobre o sistema expandiu o atrator cadtico

até que ele ocupe todo o espago de fases, e o sistema perdeu a periodicidade, resultando na
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perda de sincronizagéo de fase imperfeita.

(@)

1.0 T T T T

0.8+ :

0.6+ =

©
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Figura 5.3: Espago de fases para o sistema (5.8) e valores dos parametros w; = 0,19, w, = 0,21, k = 1,4, 6 = 0,6.
Em (a) o sistema possui sincronizagdo de fase imperfeita 5:4 e esta livre de ruido. Note a presenca de um atrator
periddico de nove bandas. Em (b) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia o> = 1x10”. Em (c)
0 sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10™. Em (d) o sistema est4 sob a influéncia de
um ruido com variancia ¢* = 1x10*, 0 qual destruiu o atrator, dessincronizando o sistema.

Para analisar o mecanismo de perda de sincronizagdo mais precisamente, foram
calculados os pontos fixos do sistema (5.8) para valores dos parametros w; = 0,19, w, = 0,21,
k = 1,4 e ¢ = 1,35, valor do acoplamento pouco antes da perda de sincronizagdo. Foram
encontrados quatro pontos fixos, cujas estabilidades foram analisadas através dos autovalores
da matriz jacobiana. A tabela 5.1 apresentada os pontos fixos encontrados, suas localizacGes
no espaco de fases, seus autovalores, suas classificacOes e estabilidade de acordo com os

autovalores.
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Po_nto Localizagdo no Autovalores Classificacao Estabilidade
Fixo espaco de fases
01 =0,30257; M =1,58; ponto de sela _—
A : i instavel
6, = 0,33852 A2 = 0,46264 hiperbolico
01 =10,19743; M =1,5373; ponto de sela —_—
B : s instavel
6, =0,16148 A2 = 0,42003 hiperbolico
0, = 0,30257; M =0,9949 - 0,55823i; | repulsor tipo foco -
C : . s instavel
0, =0,16148 A2 = 0,9949 + 0,55823i hiperbdlico
5 01 =0,19743; M = 1,0051 - 0,55823i; | repulsor tipo foco istavel
0, =0,33852 A = 1,0051 + 0,55823i hiperbdlico

Tabela 5.1: Pontos fixos e suas classificagdes para o sistema (5.8) com w; = 0,19, w, = 0,21, k= 1,4 e ¢ = 1,35.

A figura 5.4 apresenta 0 espaco de fases para o sistema (5.8) para os valores dos
pardmetros w; = 0,19, w, = 0,21, k = 1,4 e ¢ = 1,35. Os dois quadrados em preto sdo focos
instaveis e as duas cruzes sdo pontos de sela. As linhas em vinho sdo as variedades estaveis do
ponto de sela A, as linhas vermelhas sdo as variedades instaveis do ponto de sela A, as linhas
violetas sdo as variedades estaveis do ponto de sela B, as linhas azuis sdo as variedades
instaveis do ponto de sela B e a parte em cinza escuro é o atrator cadtico. As trajetorias
iniciadas ao longo da variedade do foco C caminham em direcao as selas A e B, e as iniciadas
ao longo da variedade do foco instavel D caminham em direcdo a sela B. As trajetorias
iniciadas ao longo das variedades instaveis das selas A e B caminham em direcdo do atrator
cadtico. Note que a estrutura das variedades estaveis de ambos os pontos de sela sdo formadas
por “regides simétricas™ no espaco de fases.

Para uma melhor interpretacdo do comportamento dindmico de um sistema de dois
mapas circulares acoplados sob a influéncia de ruido gaussiano no parametro de acoplamento,
a figura 5.5 apresenta o espaco de fases para o sistema (5.8) com valores dos
parametros wi = 0,19, w, = 0,21, x = 1,4, ¢ = 1,35 e diferentes variancias de ruido. Em 5.5 (a)
0 sistema esta livre de ruido. A presenca de um atrator cadtico faz com que o sistema possua
sincronizacdo de fase perfeita 1:1. Em 5.5 (b) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com
variancia o® = 1x10, neste caso, o0 ruido induziu uma expansdo do atrator caético, porém o
sistema ainda possui sincronizagdo de fase perfeita. Em 5.5 (c) o sistema esta sob a influéncia
de um ruido com variancia 6> = 1x107, neste caso 0 atrator caético expandiu ainda mais, e é
possivel notar que as drbitas do atrator estdo seguindo as variedades instaveis dos pontos de
sela Ae B. Em5.5 (d) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢ = 1x107%,

neste caso a acdo do ruido sobre o sistema expandiu o atrator cadtico até que ele ocupe todo o
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espaco de fases, e portanto perder a periodicidade, resultando na perda de sincronizacdo de

fase.

Figura 5.4: Espago de fases de dois mapas circulares acoplados do sistema (5.8) para @w; = 0,19, w, = 0,21, x =
1,4 e ¢ = 1,35. Os dois quadrados em preto sdo focos instaveis e as duas cruzes sdo pontos de sela. As linhas em
vinho sdo as variedades estaveis do ponto de sela A, as linhas vermelhas sdo as variedades instaveis do ponto de
sela A, as linhas violetas sdo as variedades estaveis do ponto de sela B, as linhas azuis sdo as variedades
instaveis do ponto de sela B e a parte em cinza é o atrator cadtico.

Conforme ja mencionado, na crise interior um ponto fixo instavel existente dentro da
bacia de atra¢do do atrator cadtico, colide com o atrator cadtico quando algum parametro de
controle é variado. Quando a colisdo ocorre, 0 atrator cadtico expande seu tamanho. Esta
expansdo ocorre porque as trajetorias sobre o atrator caético eventualmente se aproximam do
ponto fixo instavel e sdo repelidas pelo ponto fixo para regides do espaco de fases que ainda
ndo haviam sido visitadas antes da colisdo ocorrer. O efeito é a expansdo das 6rbitas do atrator
caotico sobre o espaco de fases. Dessa forma, conforme mostra as figuras 5.4 e 5.5,
conjectura-se que o ruido gaussiano no acoplamento induziu uma crise interior e

dessincronizou o sistema [52].
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(@) (b)

0 | | 0

Figura 5.5: Espaco de fases para o sistema (5.8) e valores dos parametros w; = 0,19, w, = 0,21, k= 1,4, ¢ = 1,35.
Em (a) o sistema possui sincronizacdo de fase perfeita 1:1 e esta livre de ruido. Note a presenca de um atrator
caético. Em (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia * = 1x10. Em (c) o sistema esté sob
a influéncia de um ruido com variancia 6® = 1x107?, e o atrator caético passou a seguir as variedades instaveis
dos pontos de sela A e B. Em (d) o sistema est& sob a influéncia de um ruido com variancia o® = 1x10™, o qual
destruiu o atrator, dessincronizando o sistema.

A figura 5.6 mostra a evolucdo da diferenca de fase do sistema (5.8) para w1 = 0,19,
w2 =0,21, k=14 ee=1,35. Alinha (a) da figura 5.6 representa o sistema com sincronizagao
de fase 1:1 livre de ruido, cuja dindmica é mostrada na figura 5.5 (a). Neste caso a evolucao
da diferenca de fase permanece constante. A linha (b) da figura 5.6 representa o sistema sob a
influéncia de ruido com variancia ¢ = 1x10™, cuja dindmica é mostrada na figura 5.5 (d).
Nneste caso a evolugédo da diferenca de fase € composta por uma sucessdo de saltos discretos.
Isto € uma indicacdo de que ruido no parametro de acoplamento induz deslizamentos de
fase no sistema. Devido a estes deslizamentos em média a diferenca de fase 6, — 6, é uma
funcéo crescente no tempo.

Esses deslizamentos de fase correspondem aos de saltos de fase entre minimos
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vizinhos no potencial representados na ilustracdo esquematica do comportamento da diferenca

de fase ¢, como uma particula em um potencial inclinado, mostrados na figura 5.1.
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Figura 5.6: Evolugdo da diferenga de fase do sistema (5.8) para w; = 0,19, w, = 0,21, k = 1,4 e ¢ = 1,35. A linha
(a) representa o sistema livre de ruido com sincronizagdo de fase 1:1, resultando em uma diferenca de fase
constante. A linha (b) representa o sistema sob a influéncia de um ruido com variancia ¢ = 1x10™, o qual
induziu deslizamentos de fase.

5.2.2 Dessincronizacdo de fase induzida por ruido gaussiano
aditivo

Para investigar os efeitos de ruido sobre um sistema de dois mapas circulares
acoplados, foi introduzido um ruido gaussiano aditivo ao sistema (4.1), o qual passa a ser

descrito como:

1
8n+1

= 0! + @, ———sen(270") — —— sen(2707) + —— sen(270%) + &

27 27 27 59
(5.9)
02

n+l

=0+, x sen(276?) - L sen(2z6}) + ha sen(276?) + &
27 27 27

onde ¢ é um ruido branco gaussiano.

A figura 5.7 mostra o numero de rotagdo calculado através da equagdo (4.22) em
funcdo do acoplamento para o sistema (5.9), para os valores dos parametros w1 = 0,3, w; =
0,4, x = 1,3. E possivel notar que, conforme a variancia do ruido aumenta, uma
dessincronizacdo é induzida ao sistema. Em 5.7 (a) o sistema esta livre de ruido. Note que h&

pequenos platds de sincronizagdo de fase imperfeita m; : m, e um consideravel platd de
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sincronizacdo de fase perfeita 1:1. Em 5.7 (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com
variancia o = 1x10™. O ruido induz uma dessincronizag&o de fase imperfeita m; : m, porém
0 sistema ainda mantém a sincronizagdo de fase perfeita 1:1. Em 5.7 (c) o sistema esta sob a
influéncia de um ruido com variancia > = 1x10% O ruido, agora com variancia maior,
induziu uma dessincronizagéo de fase 1:1, e o sistema agora ndo possui sincronizagédo de fase

perfeita ou imperfeita.

(@)

(b)

(©

Figura 5.7: Numero de rotacdo w pelo coeficiente de acoplamento & para o sistema (5.9) e valores dos parametros
w1=0,3, w,=0,4, k=1,3. O nimero de rota¢do € plotado como uma fun¢éo do acoplamento. Em (a) o sistema
esté livre de ruido. O sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia (b) ¢* = 1x10™ e (c) ¢* = 1x10%
Para uma melhor interpretacdo do comportamento dindmico de um sistema de dois
mapas circulares acoplados sob a influéncia de ruido gaussiano no parametro de acoplamento,
a figura 5.8 apresenta o espaco de fases para o sistema (5.9) com valores dos parametros
w1 =0,19, w, = 0,21, k = 1,4, ¢ = 0,6 e diferentes variancias de ruido. Em 5.8 (a) o sistema
estd livre de ruido. A presenca de um atrator caodtico faz com que o sistema possua

sincronizacao de fase imperfeita 3:2. Em 5.8 (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido
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com variancia ¢ = 1x10°®, neste caso, o ruido induziu uma expansdo do atrator caético,
porém o sistema ainda possui sincronizagdo de fase imperfeita. Em 5.8 (c) o sistema esta sob
a influéncia de um ruido com variancia ¢* = 1x10”, neste caso o atrator caético expandiu
ainda mais. Em 5.8 (d) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia ¢* = 1x10™,
neste caso a a¢do do ruido sobre o sistema expandiu o atrator cadtico até que ele ocupe todo o
espaco de fases e o sistema perdeu a periodicidade, resultando na perda de sincronizagdo de

fase imperfeita.
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Figura 5.8: Espaco de fases para o sistema (5.9) com valores dos parametros w; = 0,3, @, = 0,4, k= 1,3,6=0,2.

Em (a) o sistema possui sincronizagao de fase imperfeita 3:2 e esta livre de ruido. Note a presenca de um atrator

periédico. Em (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10®. Em (c) o sistema est&

sob a influéncia de um ruido com variancia 6* = 1x10°. Em (d) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com

variancia ¢® = 1x10™, o qual destruiu o atrator, dessincronizando o sistema.

Para uma melhor interpretagdo da dinamica de um sistema de dois mapas circulares
acoplados sob a influéncia de ruido gaussiano aditivo, a figura 5.9 mostra o espaco de fases

para o sistema (5.9) e valores dos pardmetros w1 = 0,3, w2 = 0,4, k = 1,3, ¢ = 1,88 e diferentes
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variancias de ruido. Em 5.9 (a) o sistema esta livre de ruido. A presencga de um atrator cadtico
de varias bandas faz com que o sistema possua sincronizacdo de fase perfeita 1:1. Em 5.9 (b)
0 sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia > = 1x10™, neste caso, o ruido
induziu uma expansdo de cada uma das bandas do atrator cadtico, porém o sistema ainda
possui sincronizagdo de fase perfeita. Em 5.9 (c) o sistema esté sob a influéncia de um ruido
com variancia o® = 1x10° e o atrator ainda mais expandido habita quase todo o espaco de
fases. Em 5.9 (d) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x107, neste
caso a acdo do ruido sobre o sistema expandiu o atrator cadtico até ocupar todo o espago de

fases e o sistema perdeu a periodicidade, resultando na dessincronizacéo de fase.

(a) (b)
1.0 T T 1 v 1.0 . - T - T
/| | 4
0.8 1 0.8 4

0.6+ ) - 0.6
% bl \ |l »

0,24 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

. 2 : 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 5.9: Espaco de fases para o sistema (5.9) e valores dos parametros w; = 0,3, w, = 0,4, x = 1,3, ¢ = 1,88.
Em (a) o sistema possui sincronizagao de fase 1:1 e esta livre de ruido. Note a presencga de um atrator caético de
varias bandas. Em (b) o sistema est4 sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10™, o qual expandiu as
bandas do atrator, mas o sistema ainda esta sincronizado. Em (c) o sistema est& sob a influéncia de um ruido com

variancia 6° = 1x107 e o atrator cadtico expandiu ainda mais. Em (d) o sistema esta sob a influéncia de um
ruido com variancia ¢° = 1x107, 0 qual destruiu o atrator, dessincronizando o sistema.
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A figura 5.10 mostra a evolugdo da diferenca de fase do sistema (5.9) para w; = 0,3,
w2 =0,4,k=13ee=1,88. Alinha (a) da figura 5.10 representa o sistema com sincronizagao
de fase 1:1 livre de ruido, neste caso a evolugdo da diferenca de fase permanece constante. A
linha (b) da figura 5.10 representa o sistema sob a influéncia de ruido com variancia ¢* =
1x107%, neste caso a evolucdo da diferenca de fase é composta por uma sucessdo de saltos
discretos. Isto é uma indicacdo de que ruido aditivo induz deslizamentos de fase no sistema
[35]. Devido a estes deslizamentos em média a diferenca de fase 6, — 6; é uma funcéo

crescente no tempo.
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Figura 5.10: Evolucdo da diferenca de fase do sistema (5.9) com w; = 0,3, @, = 0,4, x = 1,3 e & = 1,88. A linha
(a) representa o sistema livre de ruido com sincronizagdo de fase 1:1, resultando em uma diferenca de fase
constante. A linha (b) representa o sistema sob a influéncia de um ruido com variancia ¢ = 1x10%, o qual
induziu deslizamentos de fase.

Comparando os resultados, o sistema (5.8) com ruido no acoplamento, dessincroniza
com uma variancia menor de ruido do que o sistema (5.9) com ruido aditivo, ou seja, para
gue um ruido possa induzir dessincronizagdo ao sistema, é necessario uma variancia

maior para ruido no acoplamento do que para ruido aditivo.

5.3 Efeitos de ruido branco gaussiano sobre o segundo
sistema de dois mapas circulares acoplados

Um sistema composto por dois mapas circulares acoplados pode ser descrito como:
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1
9n+1

=0 +o,— x sen(276}) + . sen(276” - 276})
o on (5.10)
62

n+l

=0’ +0,— * sen(270?2) + i sen(276: - 2767)
27 27

onde ¢ é o parametro de acoplamento.
O sistema (5.10) possui apenas um termo de acoplamento bidirecional ndo linear em
cada equacéo, enquanto o sistema (4.1) possui dois termos de acoplamento bidirecional ndo

linear em cada equacao.

5.3.1 Dessincronizacdo de fase induzida por ruido gaussiano no
acoplamento

Para investigar os efeitos de ruido sobre um sistema de dois mapas circulares
acoplados, foi introduzido um ruido gaussiano no acoplamento do sistema (5.10), o qual passa

a ser descrito como:

1
9n+1

=6} + o, ———sen(2767) + 2(1+¢) sen(2762 — 276")
2 2 (5.11)
62

n+l

=0’ +w,— x sen(2767) + M sen(2z6} - 276?7)
27 27

onde ¢ é um ruido branco gaussiano.

A figura 5.11 mostra o nimero de rotacdo calculado através da equagdo (4.22) em
funcdo do acoplamento para o sistema (5.11), para os valores dos parametros w; = 0,1, w; =
0,22, ¥ = 0,4. E possivel notar que, conforme a varidncia do ruido aumenta, uma
dessincronizacao é induzida ao sistema. Em 5.11 (a) o sistema esté livre de ruido. Note que ha
pequenos platds de sincronizagdo de fase imperfeita m; : m, e um consideravel platé de
sincronizacdo de fase perfeita 1:1. Em 5.11 (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido

2 =1x10™. O ruido induz uma dessincronizacdo de fase imperfeita my : my,

com variancia o
porém o sistema ainda mantém a sincronizacdo de fase perfeita 1:1. Em 5.11 (c) o sistema
esta sob a influéncia de um ruido com variancia > = 1. O ruido, agora com variancia maior,
induziu uma dessincronizacdo de fase 1:1, e o sistema ndo possui sincronizagdo de fase

perfeita ou imperfeita.
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(a)
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Figura 5.11: Numero de rotacdo w pelo coeficiente de acoplamento & para o sistema (5.11) e valores dos
parametros w; = 0,1, w, = 0,22, ¥ = 0,4. O nimero de rotacédo é plotado como uma fungdo do acoplamento. Em
(%) olsistema esté livre de ruido. O sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia (b) * = 1x10* e (c)
o =1

Um sistema é estruturalmente estavel se trajetorias suficientemente préximas tém
retratos de fases equivalentes. Assim, a estabilidade estrutural significa a robustez de um
ponto ou uma regido no espaco das trajetdrias, entendendo-se robustez como a propriedade
que o sistema apresenta de reter as caracteristicas qualitativas da sua dinamica, relativamente
a pequenas perturbaces ou mudangas nas fungdes envolvidas na sua definicdo. Assim, a alta
intensidade da variancia do ruido na figura 5.11 (c) é um artificio para mostrar a
robustez da sincronizacéo de fase do sistema.

Para uma melhor interpretacdo do comportamento dindmico de um sistema de dois
mapas circulares acoplados sob a influéncia de ruido gaussiano no parametro de acoplamento,
a figura 5.12 apresenta o espaco de fases para o sistema (5.11) com valores dos
parametros wi = 0,19, w, = 0,21, x = 1,4, ¢ = 0,6 e diferentes variancias de ruido. Em 5.12 (a)

0 sistema esta livre de ruido. A presenca de um atrator cadtico de 3 bandas faz com que o
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sistema possua sincronizacdo de fase imperfeita 2:1. Em 5.12 (b) o sistema esta sob a
influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10°, neste caso, o ruido induziu uma expanséo
do atrator cadtico, porém o sistema ainda possui sincronizacéo de fase imperfeita. Em 5.12 (c)
0 sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia o® = 1x107, neste caso o atrator
cadtico expandiu ainda mais. Em 5.12 (d) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com
variancia o = 1x107, neste caso a ac&o do ruido sobre o sistema expandiu o atrator caético
até que ele ocupe todo o espaco de fases e o sistema perdeu a periodicidade, resultando na

perda de sincronizagéo de fase imperfeita.
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Figura 5.12: Espaco de fases para o sistema (5.8) e valores dos parametros w; = 0,1, w, = 0,22, k = 0,4, £ = 0,32.
Em (a) o sistema possui sincronizagéo de fase imperfeita 2:1 e esta livre de ruido. Note a presenca de um atrator
periddico de trés bandas. Em (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10°. Em (c) o
sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia o* = 1x102. Em (d) o sistema esta sob a influéncia de
um ruido com variancia ¢* = 1x10™, 0 qual destruiu o atrator, dessincronizando o sistema.

Para visualizar melhor a dindmica desse segundo sistema de dois mapas circulares

acoplados sob a influéncia de ruido branco gaussiano aditivo, a figura 5.13 apresenta o
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espaco de fases para o sistema (5.11) e valores dos parametros w; = 0,1, w, =0,22, k=04 e ¢
= 0,75. Em 5.13 (a) o sistema esta livre de ruido. A presenca de um atrator cadtico de 2
bandas faz com que o sistema possua sincronizagcdo de fase perfeita 1:1. Em 5.13 (b) o
sistema est4 sob a influéncia de um ruido com variancia o = 1x10™, neste caso, o ruido
induziu uma expansdo do atrator cadtico, porém o sistema ainda possui sincronizacao de fase
perfeita. Em 5.13(c) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢* = 2x107%, e
0 atrator caotico expandiu ainda mais. Em 5.13 (d) o sistema esta sob a influéncia de um ruido
com variancia o” = 1, neste caso a acdo do ruido sobre o sistema expandiu o atrator cadtico até
ele ocupar todo o espago de fases e perder a periodicidade, resultando na perda de

sincronizagao de fase.

(@) (b)

; ; ; ; ;

Figura 5.13: Espaco de fases para o sistema (5.11) e valores dos pardmetros w; = 0,1, w, = 0,22, k = 0,4, ¢ =
0,75. Em (a) o sistema possui sincronizacdo de fase 1:1 e esta livre de ruido. Note a presenca de um atrator
caético. Em (b) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia 6* = 1x10™, o qual expandiu o atrator,
mas ainda ha sincronizaco de fase 1:1. Em (c) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia ¢* =
2x10™. Em (d) o sistema est& sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1, o qual expandiu o atrator
caotico até ocupar todo o espaco de fases e perder a periodicidade, dessincronizando o sistema.
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A figura 5.14 mostra a evolucdo da diferenca de fase do sistema (5.11) para w; = 0,1,
w, = 0,22, k = 04 e ¢ = 0,75. A linha (a) da figura 5.14 representa 0 sistema com
sincronizacdo de fase 1:1 livre de ruido, cuja dindmica é mostrada na figura 5.13 (a). Neste
caso a evolucdo da diferenca de fase permanece constante. A linha (b) da figura 5.13

representa 0 sistema sob a influéncia de ruido com variancia c*

= 1, cuja dinamica é
representada na figura 5.13 (d). Neste caso a evolugdo da diferenga de fase € composta por
uma sucessdo de saltos discretos. Isto € uma indicagdo de que ruido no parametro de

acoplamento induz deslizamentos de fase no tempo.
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Figura 5.14: Evolucdo da diferenga de fase do sistema (5.11) para @w; = 0,1, w, = 0,22, k = 0,4, ¢ = 0,75. A linha
(a) representa o sistema livre de ruido com sincronizagdo de fase 1:1, resultando em uma diferenca de fase
constante. A linha (b) representa o sistema sob a influéncia de um ruido com variancia o = 1, o qual induziu
deslizamentos de fase.

5.3.2 Efeito de segunda ordem induzido por ruido gaussiano
aditivo

Para investigar os efeitos de ruido sobre um sistema de dois mapas circulares
acoplados, foi introduzido um ruido gaussiano aditivo ao sistema (5.10), o qual passa a ser

descrito como:

1
9n+1

= 0! + @, ———sen(276) + ——sen(270° — 270%) + &£
27 27 (5.12)
02

n+l

=02 + 0, — ——sen(2762) + —— sen(276} — 2762) + &
2 2
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onde ¢ é um ruido branco gaussiano.

A figura 5.15 mostra o nimero de rotacdo calculado através da equagdo (4.22) em
funcdo do acoplamento para o sistema (5.12), para os valores dos parametros w; = 0,2, w; =
0,38, x = 0,5. Em 5.15 (a) o sistema esta livre de ruido. Note que ha pequenos platds de
sincronizacdo de fase imperfeita m; : m, e um consideravel platd de sincronizagdo de fase
perfeita 1:1. Em 5.15 (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢* =
1x10% O ruido induz uma dessincronizacio de fase imperfeita m; : my, porém o sistema
ainda mantém a sincronizacao de fase perfeita 1:1. Em 5.15 (c) o sistema esté sob a influéncia
de um ruido com variancia o® = 1x10° Neste caso, 0 sistema manteve a sincronizacéo de fase
perfeita, mesmo sob influéncia de ruido com alta variancia. Assim, nesse segundo sistema de
dois mapas circulares acoplados sob a influéncia de um ruido branco gaussiano aditivo, perde

sincronizagdo de fase imperfeita mas mantém a sincronizacgdo de fase perfeita.

(@)

(b)

(©)

Figura 5.15: Nimero de rotagdo w pelo coeficiente de acoplamento ¢ para o sistema (5.12) com w; = 0,2, @, =
0,38, x = 0,5. O nimero de rotacao € plotado como uma funcéo do acoplamento. Em (a) o sistema esta livre de
ruido. O sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia (b) ¢° = 1x102 e (c) ¢* = 1x10°.
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Para uma melhor interpretacdo do comportamento dindmico de um sistema de dois
mapas circulares acoplados sob a influéncia de ruido gaussiano no parametro de acoplamento,
a figura 5.16 apresenta o espago de fases para o sistema (5.12) com valores dos
parametros i = 0,19, w, = 0,21, k = 1,4, ¢ = 0,6 e diferentes valores da variancia ¢* do ruido.
Em 5.16 (a) o sistema esté livre de ruido. A presenca de um atrator cadtico de 3 bandas faz
com que o sistema possua sincronizagao de fase imperfeita 2:1. Em 5.16 (b) o sistema esta
sob a influéncia de um ruido com variancia ¢* = 1x10™, neste caso, o ruido induziu uma
expansdo do atrator caotico, porém o sistema ainda possui sincronizacdo de fase imperfeita.
Em 5.16 (c) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com variancia o* = 1x107°, neste caso
o0 atrator cadtico expandiu ainda mais. Em 5.16 (d) o sistema estd sob a influéncia de um
ruido com variancia o = 1x10, neste caso a ag&o do ruido sobre o sistema expandiu o atrator
cadtico até que ele ocupe todo o espago de fases e o sistema perdeu a periodicidade,
resultando na perda de sincronizagéo de fase imperfeita.

Para visualizar melhor a dindmica desse segundo sistema de dois mapas circulares
acoplados sob a influéncia de ruido branco gaussiano aditivo, a figura 5.17 apresenta o0 espaco
de fases para o sistema (5.12) e valores dos parametros w; = 0,2, >, =0,38, k=0,5ec=11¢
diferentes valores da variancia ¢ do ruido. Em 5.17 (a) o sistema esta livre de ruido. A
presenca de um atrator cadtico faz com que o sistema possua sincronizagdo de fase perfeita
1:1. Em 5.17 (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x107, neste
caso, O ruido induziu uma expansdo do atrator cadtico, porém o sistema ainda possui
sincronizacdo de fase perfeita. Em 5.17 (c) o sistema esté sob a influéncia de um ruido com
variancia o® = 1, e o atrator expandiu um pouco mais. Em 5.17 (d) o sistema esta sob a
influéncia de um ruido com variancia o® = 1x10° neste caso a acéo do ruido sobre o sistema
ndo expandiu o atrator até ele habitar todo o espago de fases, e 0 atrator continua periédico,
isto é, ha um certo limite de expansdo que o atrator cadtico pode atingir, e esse segundo
sistema de dois mapas circulares acoplados possui sincronizagdo de fase perfeita na

presenca de ruido gaussiano aditivo.
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(@) (b)

¢ ¢

Figura 5.16: Espaco de fases para o sistema (5.8) e valores dos parametros w; = 0,2, w, = 0,38, = 0,5, ¢ = 0,17.
Em (a) o sistema possui sincronizagéo de fase imperfeita 2:1 e esta livre de ruido. Note a presenca de um atrator
periddico de trés bandas. Em (b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10™. Em (c) o
sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia o* = 1x10°. Em (d) o sistema est4 sob a influéncia de
um ruido com variancia ¢* = 1x10?, o qual destruiu o atrator, dessincronizando o sistema.

Dessa forma, a introducdo de um ruido branco gaussiano aditivo neste segundo
sistema de dois mapas circulares acoplados, induz um efeito de segunda ordem, no qual
ocorre a dessincronizacdo de fase imperfeita e permanece a sincronizagdo de fase
perfeita no sistema, isto €, o sistema mantém sincronizacdo de fase perfeita na presenca de

ruido.
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(a) (b)

Figura 5.17: Espago de fases para o sistema (5.12) e valores dos parametros w; = 0,2, w, = 0,38, k =0,56 = 1,1.
Em (a) o sistema possui sincronizacdo de fase 1:1 e esta livre de ruido. Note a presenca um atrator cadtico. Em
(b) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10, o qual expandiu o atrator, mas ainda
ha sincronizacao de fase 1:1. Em (c) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢° = 1, e o atrator
cadtico expandiu ainda mais. Em (d) o sistema esta sob a influéncia de um ruido com variancia ¢® = 1x10° o
qual ndo expandiu o atrator cadtico até habitar todo o espaco de fases, mantendo a periodicidade e a
sincronizagao de fase perfeita.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertacdo, foram estudadas as propriedades da dindmica cadtica de um
oscilador de fase discreto no tempo, chamado mapa circular. Foi investigada a transi¢do para
0 caos através da sobreposicdo de regibes de Orbitas periddicas que formam um regime no
espaco de parametros do mapa circular, chamado linguas de Arnold. A partir do ponto critico,
onde k = 1, as regides comecam a interagir e se sobrepdem originando caos. Abaixo do ponto
critico se encontram Orbitas quase-periddicas, as quais desaparecem quando as linguas de
Arnold comegam a se sobreporem.

Através do mapa circular pode-se investigar a sincronizacdo de freqiéncia em
osciladores caoticos. Essa sincronizacdo pode ser vista na estrutura da Escada do Diabo, que
apresenta 0s periodos de sincronizacdo, na repeticdo dos padrdes. Esses periodos de
sincronizacdo sdo numeros de rotacdo racionais, onde o movimento € peridédico. Quando o
namero de rotacdo € irracional, 0 movimento é quase-periddico, e ndo ha sincronizacdo. Na
linha critica, as Orbitas periddicas formam uma escada do Diabo completa, cuja
complementaridade é um conjunto de Cantor de dimensao fractal D = 0,92.

Foi estudada também a sincronizacdo de fase em osciladores caoticos, atraves de um
sistema de dois mapas circulares acoplados ndo linearmente. A transicdo para o estado
sincronizado ocorre com alguma mudanca na estrutura do espaco de fases. Quando ambos 0s
expoentes de Lyapunov sdo negativos o sistema ndo esta sincronizado. A ocorréncia de uma
bifurcacdo gera a mudanca do sinal de um dos expoentes de Lyapunov, e em seguida o outro
sinal também se torna positivo. O sistema se torna entdo hipercadtico. A transicdo para o
regime sincronizado é realizada através de uma crise interior, gerando um atrator caético que
induz periodicidade oscilatéria no sistema, de forma que os dois mapas acoplados seguem a
mesma trajetdria ao longo das bandas do atrator cadtico, oscilando em fase.

Conforme a diferenca entre as freqliéncias de cada mapa aumenta, S0 necessarios
maiores valores de acoplamento para haver sincronizacdo. A estrutura da regido de
sincronizacdo no espaco dos parametros do acoplamento pela diferenca de frequéncias, é
muito similar as linguas de Arnold. Aumentando a intensidade do acoplamento, a regido de

sincronizacdo desaparece, devido ao fato de o acoplamento ndo superar mais a divergéncia
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entre as trajetorias, e o sistema perde a sincronizagdo. Dessa forma, ha um certo valor critico
de acoplamento para haver sincronizagdo, mesmo no caso em que a diferenca entre as
frequéncias é igual a zero.

Os calculos numéricos mostraram que, o fato de as freqiiéncias dos mapas acoplados
pertencerem @ mesma lingua de rotacdo no mapa individual, ndo é garantia de sincronizacéo
para 0 sistema, pois neste caso, somente ha sincronizacdo para pequenos valores do
acoplamento.

A transicdo para o regime ndo sincronizado é realizada com alguma mudanca na
estrutura do conjunto cadtico. Quando o sistema estd sincronizado sob a presenca de um
atrator cadtico, a mudanca nos valores dos pardmetros pode gerar uma crise interior no
sistema. Como consequliéncia dessa crise, as Orbitas no interior do atrator cadtico sao repelidas
pela variedade instavel de um ponto sela hiperbdlico, o que faz o atrator expandir no espaco
de fases, suscitando mais areas a serem visitadas pelas Orbitas periodicas do atrator. Dessa
forma, as Orbitas no atrator cadtico deixam de ser periddicas e o sistema perde sincronizagéo.

Outra questdo abordada nesta dissertacdo foi o estudo dos efeitos de ruido branco
gaussiano sobre a sincronizacdo de fase em osciladores cadticos, através de sistemas de dois
mapas circulares acoplados. O estudo foi feito introduzindo um ruido no acoplamento e
posteriormente um ruido aditivo. Foram estudados dois sistemas de mapas circulares
acoplados.

No primeiro sistema de dois mapas circulares acoplados estudado, a introducdo de um
ruido branco gaussiano no parametro de acoplamento induz deslizamentos, e conjectura-se
que induz crise interior ao sistema. A introducdo de um ruido branco gaussiano aditivo
também induz deslizamentos de fase. Devido a estes deslizamentos, em média, a diferenca de
fase € uma funcdo crescente no tempo. No espaco de fases, a a¢do do ruido sobre o sistema
destroi o atrator cadtico, e o sistema perde sincronizacdo de fase perfeita e imperfeita. Os
resultados mostram que, para um ruido induzir dessincronizacao ao sistema, € necessario uma
variancia maior para ruido no acoplamento do que para ruido aditivo.

No segundo sistema de dois mapas circulares acoplados estudado, a introducdo de um
ruido branco gaussiano no parametro de acoplamento também induz deslizamentos de fase,
dessincronizando o sistema. Contudo, a introducdo de um ruido branco gaussiano aditivo
induz um efeito de segunda ordem, no qual ocorre a dessincronizacdo de fase imperfeita, e
permanece a sincronizacdo de fase perfeita no sistema, isto €, o sistema mantém apenas
sincronizacdo de fase perfeita na presenca de ruido.

O estudo da dindmica de um ensemble de mapas circulares acoplados, em um sistema
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complexo abre uma perspectiva a ser explorada no futuro. Este tema tem encontrado
aplicacdes praticas importantes em eletrdnica, radioengenharia e sincronizacao de fase digital
em comunicagdes. Sistemas de mapas circulares acoplados, podem ser usados como um
simples modelo paradigmatico para investigar processos de sincronizagdo mitua em sistemas
de relaxamento acoplados. Neste caso, a variavel de fase pode ser interpretada com um inicio
de um novo impulso.

Uma outra perspectiva a ser explorada no futuro, é o desenvolvimento de um método
de controle para mapas circulares acoplados, para levar ao regime de sincronizacao de fase

perfeita.



Apéndice A

Comentarios Introdutérios sobre Processos
Randdomicos

Os processos deterministicos possuem como principal caracteristica serem
completamente previsiveis: comecando de exatamente as mesmas condic¢des iniciais, 0
processo pode correr Varias vezes, e as realizagfes serdo idénticas [37].

Um processo randémico € muito diferente: pode-se executar o processo randdémico
varias vezes de exatamente as mesmas condigdes iniciais, e realizacbes de diferentes fluxos
serdo diferentes. Além disso, ndo se pode predizer seguramente o resultado de uma simulacéo
randémica, e qualquer predicdo pode ser somente no sentido probabilistico. Diz-se que um
processo randdmico é uma funcdo randémica do tempo.

Em vista disso, é necessario uma aproximacdo matematica especial para caracterizar
um processo randémico. A idéia mais geral é calcular a média sobre o conjunto de
realizacbes. Suponha que se possa correr 0 mesmo processo randémico X(t) com as mesmas
condi¢Oes iniciais tanto tempo quanto se queira: idealmente, infinitamente muitas vezes. Em

cada corrida, registra-se esta realizacdo aj(t) = 1, 2, .... Um processo randémico X(t) pode ser

caracterizado por seus valores médios <X(t)> estimado pela média sobre o conjunto dessas

realizagdes a;(t) como segue:

<X(t)>:Lm%Zn:ai(t). (A1)

i=—n

<X (t)) pode mudar no tempo. Porém, embora essa aproximacao seja conveniente para

experimentos, ela ndo é conveniente para célculos analiticos. Uma funcdo muito atil que
permite executar calculos analiticos relacionados a processos randdmicos € a distribuicdo de

densidade de probabilidade.

A.1l Densidade de probabilidade unidimensional, média e
variancia
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A distribuicdo de densidade de probabilidade unidimensional é dada por

0 (x.) = lim P{X(t)e[x,x+Ax]}.

Ax—0 AX (A 2)

e significa a probabilidade P com que o processo randomico X(t) no momento t toma o valor
que cai dentro do intervalo [x, x + 4x], normalizados pelo tamanho do intervalo 4x. Se p*(x, t)
é conhecido, ndo é necessario repetir um procedimento randémico muita vezes para que se

encontre a média, desde que p*(x, t) ja contenha toda informac&o necessaria.

Com a ajuda de p*(x, t), <X (t)) pode ser encontrado como

(X(t)) = J: Xp* (X, t)dx, (A.3)

0 qual é uma equivaléncia da media sobre o conjunto de realizacbes. No que segue, 0S

brackets angulares < > irdo denotar a média sobre o conjunto de realizacbes. Na integral

acima, o valor x que o processo X(t) pode tomar, entra com uma ordem, e a média <X (t)) é

chamada o momento de primeira ordem. Certamente, se p*(x, t) = p*(x), isto é, ndo depende

do tempo, <X (t)) também nédo depende do tempo

Uma outra caracteristica do processo randémico, a média quadrada <X2(t)> é dada

por

(X2(1)) = J: X2 p* (x,t)dx, . (A.4)

o qual significa o de valor médio do conjunto do quadrado do processo. Porém, algumas vezes

é mais conveniente 0 uso da variancia o (t)

ol (t)=(X>@) - (X (V)" (A5)

Para maiores p*(x, t), a variancia é maior. Isto ocorre devido ao fato de que enquanto a

media <X(t)> pode ser constante, o (t) ndo tem que ser constante.



98

A.2 Densidade de probabilidade bidimensional, correlacéo
e covariancia

A distribuicdo de densidade de probabilidade unidimensional possui uma quantia
limitada de informacdes sobre o processo randdmico e ndo descreve se e como os valores dos
processos em tempos diferentes séo relacionados um com o outro. Para levar em conta este
altimo, pode-se introduzir uma distribuicdo de densidade de probabilidade bidimensional

P X (x,t, x_,t+7) do processo randdmico X(t) como segue:

T

X (X, t, X, t+7) = lim P{X (1) €[X, x,Ax]&X(t+r)e[xT,xT,AxT]}.
Ax0, AX AX,

Ax,—0

(A.6)

Isto significa a probabilidade com que dois eventos acontecem simultaneamente: no tempo t o
processo X(t) toma valores de [x, X, Ax], e no momento t + 7 os valores de [x_, X ,Ax ]. O

XX

sobrescrito é usado em ordem para significar que dois eventos correspondem a0 mesmo

processo X.
p,* & usado para a caracterizacdo de relagGes estatisticas entre diferentes valores de

processos randomicos em tempos diferentes por meio da funcdo de correlagao definida como
K[X, X, 1= (X)X (t+7))= fwfwxxr P (X, t, X, t+7)dX dX. . (A7)

Quando se calcula K[X, X.], uma média € feita sobre todos os valores que 0 processo
pode tomar, e conseqlientemente o resultado da funcdo K[X, X;] ndo depende deles, sendo
uma funcdo de somente dois argumentos: o tempo corrente t e a distancia temporal z de t. A
fungdo de correlagdo significa o produto da média dos valores dos processos em dois tempos
diferentes. E evidente que o maior valor de K[X, X,] ocorre em 7z = 0, desde que a maior
dependéncia estatistica esta entre os valores dos processos no mesmo tempo. O argumento ¢
define a separacdo temporal dos valores considerados x e x, dos processos randomicos.

Talvez, a fungdo mais conveniente é a covariancia Y[X, X;] definida como
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WX, X, 1=((X O~ (XO))x (Xt +2) (X (t+2))

o (A.8)
= f (x()) = (X)) (X(t + 7) = (x(t +7)))x P2 (%, t, X, t+7)dx dx,.
O valor de ?[X, X.] em z =0 é de fato a variancia o(t) introduzida acima
Gf (t) = \I][X ' Xr] |r:0 . (Ag)

O significado de Y[X, X.] para alguns processos X(t) é exatamente 0 mesmo que 0

significado de K[)Z . X (t)] para o processo centrado X (t), que é construido através da

remogao do valor médio (X (t)) do processo X(t), isto €, X (t) = X (t) - (X(1)) .

A.3 Processo estacionario

Em vérias aplicacdes, ha interesse nos processos que sdo estabilizados depois que
todos os transientes desapareceram. Tais processos sdo chamados como estacionarios. Ha
muitos graus de estacionariedade, mas em aplicagdes praticas somente um par deles é atil:
estacionariedade de primeira ordem e estacionariedade de segunda ordem (este trabalho é

focado em estacionariedade de primeira ordem). Se o processo estacionario € de primeira
ordem, seu p*(x, t) ndo muda no tempo. Isto significa que a média <X> e a variancia o sdo

constantes, mas ndo diz nada sobre a relacdo entre os valores em tempos diferentes.

A densidade espectral de poténcia espectral ou, simplesmente, o espectro de um
processo randémico estacionario, € introduzido através do teorema Winer-Khintchine como a
transformada de Fourier da covariancia. Conseqiientemente, covariancia € uma transformada

de Fourier inversa do espectro, a saber
S, (@) = f WX, X, J()e " "dz (A.10)

onde w é a frequéncia radial. Se a covariancia oscila com uma certa escala de tempo, este
tempo sera visivel no espectro Sx(w).
A poténcia total Px de um processo estacionario X(t) é a integral do espectro sobre

todas as freqiéncias, dividido por 2



100

P Zzifisx(w)dw- (A11)
T

A divisdo por 2z é feita pela seguinte razdo. Em experimentos fisicos reais, normalmente se

mede o espectro em funcdo da freqliéncia f, em lugar da freqliéncia radial . A poténcia é
entdo calculada como P, = f S(f)df . A integracdo em (A.11) é feita sobre as frequéncias

radiais w as quais séo relacionadas a f como w = 2xf, e 0 coeficiente 2z é introduzido para
concordar com a definicéo fisica do poder mostrada acima. No caso de processos randémicos
diz-se que o processo X(t) é estacionario de primeira ordem se a distribuicdo de densidade de

probabilidade é idéntica a qualquer instante de — oo a + oo.

A.4 O processo ruido branco

Quando é necessario considerar um processo randémico, é conveniente a introducéo
da idéia de um “ruido branco”, que é por definicdo, aquele que tem a sua poténcia distribuida
uniformemente no espectro de fregiiéncia. O nome ruido branco advém da analogia com o
espectro eletromagnético na faixa de luz. A luz branca contém todas as freqiiéncias do
espectro visivel, dai o nome adotado.

Matematicamente, o ruido branco & (t) € um processo estacionario de primeira ordem

com média zero <cf (t)> =0 e variancia constante. O ruido branco apresenta espectro constante,

e a transformada de Fourier de uma funcdo constante é o delta de Dirac ¢ definido como

0, o=#0,
5(o) :{OO, oo [ s(@)do=1. (A.12)
A propriedade desta fungéo é
[ " F()S(x—a)dx = f(a). (A.13)

Portanto, segundo o teorema Winer-Khintchine, a covariancia de um ruido branco é

uma funcdo delta, isto ¢, W[, &, 1= (£(t)E(t+7))=5(z), 0 qual é ilustrado pela figura A.1
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(a). A transformada de Fourier inversa da funcdo delta em conta da propriedade (A.13) é

1 i 1 1
= 5 e|a)Td :_ela)r =
2 -[; (@) @ 2 2 (A-14)

=0

Dessa forma, o espectro de um ruido branco é dado por
5. (0) = (A.15)
: 27’ '

o qual € ilustrado pela figura A.1 (b).

(@) (b)

0.4 4 e

Sa[(lj}

0 - - - - - 0.0 T

13
(7]
&

Figura A.1: Em (a) é mostrado esquematicamente a covariancia de um ruido branco, dado que a funcéo delta tem
valor infinito em 7= 0. Em (b) espectro do processo ruido branco.

O ruido branco é um dos mais importantes encontrados na natureza, e tem a
propriedade de ser ruido com distribuicdo Gaussiana, isto €, a Funcdo Densidade de

Probabilidade segue a curva de Gauss, conforme a figura A.2 dada por:

1 —(x—p)*

f(x)= \/Eae 20" (A.16)
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fx)

L

0

X
Figura A.2: Funcdo Densidade de Probabilidade seguindo a curva de Gauss.



Apéndice B

Algoritmo para gerar numeros aleatorios
distribuidos de acordo com a distribuicéo

gaussiana

Neste apéndice sera descrito um algoritmo [53] para gerar nGmeros aleatérios
distribuidos de acordo com a distribuicdo gaussiana a partir de nimeros aleatérios gerados
com igual probabilidade no intervalo [0,1]. Sejam ¢ e ¢ duas varidveis aleatorias
independentes e uniformemente distribuidas no intervalo [0,1] e considere duas varidveis

aleatdrias r e ¢ definidas por

r:1/£|ln(1—gl e @=21{, (B.1)
o

onde o € uma constante positiva. Elas possuem as seguintes densidades de probabilidades:

R o

1
pz((p):E, 0<p<2r, (B.3)

Respectivamente. Define-se em seguida as variaveis x e y por
X=rsingp € y=rcose, (B.4)
A distribuicdo conjunta de probabilidades pc(X,y) dessas varidveis € dada por

P (X, y)dxdy = p, (r) p,(¢)drde . (B.5)
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Como dxdy = rdrdg, obtem-se:
o d( 2 2
X, y)dxdy = —expy——X" + . ,
p.(x Y)dndy — o= exp] - o+ y7) (B.6)

e, portanto, p.(x,y)= p(x)p(y) onde

%
P, (X) = (%j exp(—%xzj (B.7)

é a distribuicdo gaussiana. Note que x e y sdo variaveis aleatorias independentes. Assim, a
partir de dois nimeros aleatérios ¢ e ¢ uniformemente distribuidos no intervalo [0,1], pode-se
gerar, utilizando as equaces (B.1) e (B.4), dois numeros aleatorios independentes x e y, cada

um deles distribuidos de acordo com a distribuicdo gaussiana (B.7).

A figura B.1 mostra a evolugdo de um ruido branco gaussiano para diferentes valores
de variancia. Em B.1 (a) o ruido possui variancia o® = 1x10°. Em B.1 (b) o ruido possui
variancia o = 1x10®°. Em B.1 (c) o ruido possui variancia > = 1x10™. Em B.1 (d) o ruido
possui variancia o> = 1x10°. Em B.1 (e) o ruido possui variancia ¢® = 1x10% Em B.1 (f) o
ruido possui variancia o> = 1x10™. Em B.1 (g) o ruido possui variancia ¢* = 1x10'. Em B.1
(h) o ruido possui variancia o® = 1x10°. Conforme a variancia aumenta, aumentam os valores

do ruido.

(@) (b)

0,004 T T T T 0.013

wno 0,000 wno 0,000 Il

-0.004 -0.013

T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
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Figura B.1: Evolucdo de um ruido branco gaussiano para diferentes valores de variancia. Em (a) o ruido possui
variancia o> = 1x10°. Em (b) o ruido possui variancia ¢* = 1x10°. Em (c) o ruido possui variancia ¢* = 1x10™,
Em (d) o ruido possui variancia o = 1x10°. Em (e) o ruido possui variancia ¢* = 1x10?. Em (f) o ruido possui
variancia ¢ = 1x10™. Em (g) o ruido possui variancia ¢® = 1x10". Em (a) o ruido possui variancia ¢ = 1x10°.
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