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RESUMO 

 
 
 
Neste trabalho, estudamos uma classe de equações do tipo Hénon que envolvem o 

operador 1-Laplaciano na bola unitária. Com algumas condições sobre a não- 

linearidade, prova-se a existência de soluções radiais e, para um parâmetro em uma 

determinada faixa, prova-se a existência de quebra de simetria pela presença de so- 

luções não radiais. Nossa abordagem é baseada em um esquema de aproximação 

onde uma análise completa das soluções dos problemas envolvendo o operador     

p- Laplaciano associados é necessária. 

 
Palavras-chave: Equação do tipo Hénon. Quebra de simetria. Operador 1-
Laplaciano. Espaço de funções de variação limitada. 



 

 
 
 

ABSTRACT 

 
 
 
In this work, we study a class of Hénon-type equations which involve the 1-Laplacian 

operator in the unit ball. With some conditions on the non-linearity, it is proved the 

existence of radial solutions and, for a parameter in a certain range, it is proved the 

existence of symmetry breaking through the presence of non-radial solutions. The 

approach is based on an approximation scheme, where a thorough analysis of the 

solutions of problems involving the associated p-Laplacian operator is necessary. 

 
Keywords: Hénon-type equation. Symmetry breaking. 1-Laplacian operator. Space of 
functions of bounded variation. 



Lista de Símbolos

LN Denota a medida de Lebesgue em RN.

|Ω| Denota a medida de Lebesgue do conjunto Ω ⊂ RN.

HN−1 Denota a medida de Hausdorff de dimensão N − 1.
∂Ω Denota a fronteira do conjunto Ω ⊂ RN.

Ω′ ⊂⊂ Ω Denota o conjunto Ω′ ⊂ Ω, com Ω′ compacto.
BV Denota o espaço das funções com variação limitada.
Du Denota a derivada distribucional de primeira ordem de u em BV.

|Du| Denota a variação total da medida de u em BV.

∆pu ∆pu = div (|∇u|p−2∇u) .

∆1u ∆1u = div
(
Du

|Du|

)
.

p∗ p∗ =


pN

N − p
, se p < N

+∞ , se p ≥ N.

p∗α p∗α =


p(N + α)
N − p

, se p < N e α > 0

+∞ , se p ≥ N.

sign(v) sign(v) =


v

|v|
, se v 6= 0

0 , se v = 0.
[a] Parte inteira de a ∈ RN.

p∗(N) p∗(N) =



(N + 2)p
N − 2p+ 2 , se N é par([

N
2

]
+ 2

)
p[

N
2

]
− p+ 2

, se N é ímpar.

pl pl = (l + 1)p
l + 1− p, se p < l + 1.

ql ql = pN + (l − 1)(l + 1− p)
l + 1 .

cpα cpα := inf
u∈W 1,p

0,rad(B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

.



mp
α,l mp

α,l := inf
u∈W 1,p

0,l (B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

.

c1
α c1

α := lim inf
p→1+

cpα.

m1
α,l mp

α,l := lim sup
p→1+

mp
α,l.
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1 Introdução

Diversos autores, no decorrer do últimos anos, têm estudado problemas que envolvem
o operador 1-Laplaciano, ou seja:−∆1u = f(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.1)

onde o operador ∆1 é formalmente definido por ∆1u := div
(
Du
|Du|

)
com a função f satis-

fazendo condições adequadas. Entre os primeiros artigos envolvendo o operador que foi
citado anteriormente temos os de autoria dos pesquisadores F. Andreu, C. Ballesteler, V.
Caselles e JM Mazón, sendo os principais artigos [2, 3, 4]. Esses deram origem à mono-
grafia [5]. Esses autores perceberam que o espaço adequado para o estudo envolvendo o
problema (1.1) deveria ser o espaço formado pelas funções de variação limitada, espaço
esse, denotado por BV (Ω). Diante do que foi falado, percebemos que ao lidarmos com o
operador 1-Laplaciano temos algumas dificuldades, sendo a primeira delas quando tenta-
mos definir o quociente Du

|Du| , onde Du é apenas uma medida de Radon. Esta dificuldade
é superada através da Pairing Theory de G. Anzellotti em [6]. Foi possível, usando essa
teoria, determinar precisamente a expressão da equação de Euler-Lagrange associada a
problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano. Por exemplo, temos que segundo essa
teoria podemos dizer que u ∈ BV (Ω) é solução de (1.1), se existe um campo vetorial
z ∈ L∞(Ω,RN) tal que, ‖z‖∞ ≤ 1 e

−div (z) = f(x, u) em D′(Ω),
(z, Du) = |Du| como medida,

[z, ν] ∈ sign(u) sobre ∂Ω,
(1.2)

com (z, Du) e [z, ν] sendo definidos na Seção 2.2.

Além do mais, entre os primeiros trabalhos sobre este assunto, citamos o de Kawohl
em [27] que apresenta o problema de torção com f(x, u) = 1 em (1.1). Em [17], Demen-
gel usou a simetria do domínio para obter soluções nodais para problemas envolvendo
o operador 1-Laplaciano e uma não-linearidade com crescimento crítico, o que foi feito
tomando o limite de problemas envolvendo o operador p−Laplaciano.

Em [32], Anna Mercaldo, Sergio Segura de León e Cristina Trombetti estudaram o
problema −∆1u = f em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.3)
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onde Ω ⊂ RN é um subconjunto aberto, limitado com fronteira Lipschitz eN ≥ 2. Os auto-
res procuraram soluções de (1.3), tomando o limite da família de problemas envolvendo o
operador p−Laplaciano. Para isso, eles consideraram a função f em diversos casos, sendo
o caso mais geral o que considera f ∈ W−1,∞(Ω), onde W−1,∞(Ω) é o dual de W 1,1

0 (Ω).
Esses mesmos autores estudaram em [31] a existência de soluções para o problema (1.3),
novamente tomando o limite de problemas envolvendo o operador p−Laplaciano, consi-
derando, porém, f ∈ L1(Ω). Chegaram ainda à conclusão de que (1.3) admite solução,
desde que ‖f‖

W−1,∞(Ω)
≤ 1.

Em [30], os autores estudaram o seguinte de problema de Neumann para o operador
1-Laplaciano, 

−div
(
Du

|Du|

)
= 0 em Ω

[
Du

|Du|
, ν

]
= g sobre ∂Ω,

(1.4)

onde ν é o vetor normal exterior a fronteira de Ω, com g ∈ L∞(∂Ω) tal que
∫
∂Ω gdHN−1 = 0.

Os autores consideraram uma família de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano,
mostrando que quando p→ 1+ as soluções destes convergem para uma função mensurável
u. Provaram ainda que as propriedades de u dependem da limitação da função g através
de uma norma adequada, ou seja, que se g for pequeno o suficiente então, u é uma fun-
ção de variação limitada, entretanto se g for grande o suficiente então, u assume o valor
infinito em um conjunto de medida positiva.

Em [28], M. Latorre, F. Oliva, F. Petitta, e S. Segura estudaram o problema de
Dirichlet para uma equação elíptica envolvendo o operador 1-Laplaciano, a saber:−∆1u = h(u)f(x) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.5)

onde Ω é um subconjunto aberto em RN com fronteira lipschitziana, f ∈ L1(Ω), f(x) ≥ 0
para x ∈ Ω e h sendo uma função real contínua que pode ser singular em zero. Com o in-
tuito de garantir a existência, a não-existência e a singularidade de soluções não-negativas,
os autores procuraram investigar os intervalos ideais para tais hipóteses.

Conforme [35], Molino e Segura estudaram o seguinte problema de Dirichlet para o
operador 1-Laplaciano 

−div
(
Du

|Du|

)
= |u|q−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.6)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 2) é um aberto limitado com fronteira lipschitziana e 0 < q <
1

N−1 . Visto que existem algumas dificuldades em lidar com o operador 1-Laplaciano, eles
encontraram, então, soluções não triviais up para o problema−∆pu = |u|q−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.7)
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com 0 < q < p∗ − 1 onde p∗ = pN
N−p . Essas soluções foram obtidas através do Teorema

do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz. Depois, foi possível mostrar que o
limite u = lim

p→1
up é uma solução não-trivial para (1.6).

Figueiredo e Pimenta em [22], foram os primeiros a usarem argumentos de tipo Nehari
a fim de obter soluções de variação limitada para o operador 1-Laplaciano, isto é, eles
conseguiram provar resultados de existência de minimizantes para funcionais localmente
lipschitzianos, sobre um conjunto cuja definição é inspirada na variedade de Nehari. Estes
autores definiram o funcional energia do problema, I : BV (Ω)→ R por:

I(u) :=
∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1 −

∫
Ω
F (u)dx,

onde I(u) é escrito como I1(u) − I2(u), com o funcional I1(u) =
∫

Ω |Du| +
∫
∂Ω |u|dHN−1

sendo convexo e localmente lipschitziano e I2(u) =
∫

Ω F (u)dx, com I2 ∈ C1(BV (Ω)).
Assim, os autores mostraram que o ínfimo do funcional I sobre o conjunto

N = {u ∈ BV (Ω) \ {0} ; I ′1(u)u = I ′2(u)u}

é alcançado e é um ponto crítico. Consequentemente, obtiveram uma solução não-trivial
do tipo ground-state para o problema envolvendo o operador 1-Laplaciano. Podemos,
ainda, citar os trabalhos recentes [20, 21] que são dos próprios autores que obtiveram
soluções positivas e nodais, respectivamente, para problemas semelhantes.

Em 1973, Hénon propôs em [25], o seguinte problema

−∆u = |x|α|u|q−2u em RN, (1.8)
para estudar a estabilidade dos aglomerados globulares, que são agrupamentos de estrelas
aproximadamente esféricos, em astrofísica. De fato, os anos de 1960 a 1975, os astrofísi-
cos começaram a se dedicar de forma intensiva para conseguirem entender e detectar a
existência de buracos negros em aglomerados globulares. É de se destacar que por mais
que existam teorias e hipóteses quanto ao que ocorre nessas regiões do espaço, não há
qualquer prova concreta que aponte o que de fato acontece dentro de um buraco negro.
Na verdade, suspeita-se que as leis universais da física perdem seu valor tanto dentro
quanto no horizonte de eventos desses buracos.

Além da aplicação supracitada para a equação de Hénon, podemos citar os artigos
[11, 9, 10], onde é estudada a existência de modelos de dinâmica estelar estacionários
equivalentes à equação (1.8) para N = 3.

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet relativo à equação de Hénon−∆u = |x|α|u|q−2u em Ω
u = 0 sobre ∂Ω.

(1.9)

Em 1982, Ni em [34] foi capaz de mostrar a existência de uma solução radial do problema
(1.9), quando q ∈ (2, 2∗α), utilizando o Teorema do Passo da Montanha. Foi usado ainda o
fato de que o espaçoH1

0,rad(Ω) := {u ∈ H1
0 (Ω) : u(x) = u(|x|)} está imerso compactamente

em Lqα(Ω), para q no intervalo acima. Ainda nesta linha, conforme [16], Clément, de
Figueiredo e Mitidieri estudaram o problema−Lu = |x|α|u|q−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.10)
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onde Lu = div (|x|−ap|∇u|p−2∇u). Por meio de uma redução a um problema unidimensi-
onal e usando o Teorema do Passo da Montanha, eles provaram a existência de soluções
radiais de (1.10) para p < q < p(N+α)

N−p(a+1) , estendendo o resultado de Ni em [34] para este
operador mais geral. Observe que p-Laplaciano ∆p é um caso particular deste operador
L.

Motivados por [34], no Capítulo 3, estudaremos a existência de solução radial para o
seguinte problema do tipo Hénon envolvendo o operador 1-Laplaciano:−∆1u = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B,
(1.11)

em que B = B(0, 1) ⊂ RN , N ≥ 2, α > 0 e f é uma função localmente Hölder contínua
onde f(s) ≥ 0 se s > 0 e que satisfaz:

(f1) existe a > 0 tal que

lim sup
s→0

f(s)
|s|a

= 0, uniformemente em x ∈ B,

(f2) existem C > 0 e q ∈ (0, 1∗α − 1) tal que

|f(s)| ≤ C(1 + |s|q), ∀s ∈ R,

onde 1∗α = N+α
N−1 ,

(f3) existe κ > 1 tal que
0 < κF (s) ≤ f(s)s,

para todo s > 0, onde F (t) =
∫ t

0 f(s)ds.

O resultado principal desse capítulo é o seguinte.

Teorema 1.1. Supondo N ≥ 2 e que f satisfaz as condições (f1)− (f3), então existe uma
solução não-negativa u ∈ BVrad(B) de (1.11).

O primeiro passo é aplicar as ideias introduzidas em [34] para o seguinte problema−∆pu = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B,
(1.12)

encontrando assim uma solução radial up ∈ W 1,p
0,rad(B) para (1.11), no nível do Passo da

Montanha. Depois, usamos alguns argumentos de [35] para mostrarmos que (up) converge
para u, quando p → 1+ onde u ∈ BVrad(B) satisfaz (1.11). Assim, uma grande dificul-
dade, é assegurar que as constantes que aparecerão na prova não dependam de p. Outra
grande dificuldade que precisamos superar é a verificação de que a função limite u não é
trivial. Vale a pena ressaltar que a condição de contorno de Dirichlet não é satisfeita no
sentido usual, sendo que uma formulação mais fraca deve ser introduzida.

Na argumentação para a demostração do Teorema 1.1, foi necessário estabelecermos
as imersões de BVrad em Lqα(B), em analogia ao que se faz em [18] com o W 1,p

0,rad(B). Tal
resultado mostrou-se desafiador e acreditamos que seja interessante por si só. Temos,
então, o seguinte resultado para imersão radial que se encontra no Capítulo 2, em que
apresentamos definições e resultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.
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Teorema 1.2. Seja α > 0, então a imersão

BVrad(B) ↪→ Lrα(B)

é contínua para 1 ≤ r ≤ 1∗α = N+α
N−1 e compacta para 1 ≤ r < 1∗α = N+α

N−1 .

Ao mostramos que o problema (1.11) possui solução radial, surge a questão acerca da
existência de uma solução não-radial para tal problema.

Por meio de algoritmos computacionais, Chen, Ni e Zhou, em [15], obtiveram soluções
numéricas não-radiais de (1.7) em R2. Com isso, foi possível sugerir que as soluções de
ground-state deste problema, não são radialmente simétricas. Este fato foi confirmado
posteriormente quando, em [36], Smets, Su e Willem provaram que para q subcrítico e
α suficientemente grande, existem soluções não-radiais com menores níveis de energia
quando comparadas com aquela encontrada por Ni.

Em [13], Carrião, de Figueiredo e Miyagaki provaram resultados sobre a existência e
multiplicidade de soluções não-radiais para a classe de problemas elípticos quasilineares
com termos singulares como no problema (1.10). Em sua argumentação foi essencial a
imersão compacta dos espaços de funções com uma certa simetria (esférica ou cilíndrica)
em espaços de Lebesgue com peso. Foi muito importante ainda a comparação entre

cpα := inf
u∈W 1,p

0,rad(B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

e
mp
α,l := inf

u∈W 1,p
0,l (B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|pdx)

p
q

.

Com efeito, eles mostraram que, para α suficientemente grande, mp
α,l < cpα, o que im-

plica na existência de soluções não-radiais.

No Capítulo 4, abordamos a questão de estender os resultados de [13] ao operador
1-Laplaciano. Estudamos, mais especificamente, o problema:−∆1u = |x|α|u|q−2u em B

u = 0 sobre ∂B.
(1.13)

Antes de mencionar o resultado principal deste capítulo, devemos definir

p∗(N) :=



(N + 2)p
N − 2p+ 2 se N é par;([

N
2

]
+ 2

)
p[

N
2

]
− p+ 2

se N é ímpar,

onde [a] denota a parte inteira a ∈ R e p ≥ 1.

O resultado principal é o seguinte.

Teorema 1.3. Suponha N ≥ 4 e q ∈ (1, 1∗(N)), então existe α0 > 0 tal que, o problema
(1.13) tem uma solução de variação limitada não-trivial e não-radial, para α > α0.
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Para a prova desse resultado, tal como na do Teorema 1.2, é necessário estudar resul-
tados de imersão no espaço BVl(B) em Lrα(B), onde

BVl(B) = {u ∈ BV (B) : u(y, z) = u(|y|, |z|),∀x = (y, z) ∈ B} ,

onde 2 ≤ N − l ≤ l e p ≥ 1. Mais especificamente, provamos o resultado.

Teorema 1.4. Sejam l, N, pl, ql e α como no Teorema 2.31, então a imersão BVl(B) ↪→
Lqα(B) é contínua se 1 ≤ q ≤ 1l e compacta se 1 ≤ q < 1l.

Acreditamos que tal resultado, o que também é inédito, também tenha interesse por
si só e que possa ainda ser visto como uma extensão de [18][ Corolário 1.5].

A argumentação para a demonstração do Teorema 1.3 se baseia em um análise cui-
dadosa dos minimizantes de cpα e mp

α,l, os quais são atingidos por funções que, depois de
reescalonados, são soluções de−∆pu = |x|α|u|q−2u em B

u = 0 sobre ∂B.
(1.14)

Além disso é necessário garantir que, quando p → 1+, os limites de cpα e mp
α,l, não se

colapsem. Por fim, vale mencionar que foi necessário desenvolver novos argumentos que
nos permitissem demostrar que as soluções do problema (1.14), de fato constituíam uma
família limitada em BVl(B). Tal dificuldade surgiu da natureza de tais soluções, as quais
não têm caracterização minimax como em [35] e tampouco eram minimizantes sobre um
conjunto do tipo Nehari, como em [20].
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