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RESUMO

Nas últimas décadas, a técnica das diferenças finitas tem desempenhado um

papel preponderante na solução de equações diferenciais parciais. Ainda que um

grande número de métodos usados para o tratamento numérico das Equações

diferenciais parciais de Einstein sejam do tipo diferenças finitas, tem ocorrido um

crescente interesse na utilização de outras técnicas aproximativas, sobretudo no estudo

das equações diferenciais parciais de Einstein para o campo gravitacional /1]. De

modo a exemplificar as virtudes e potencialidades do método dos elementos finitos no

contexto da teoria da gravitação, é apresentado nesse trabalho um tratamento de um

bem conhecido problema através desta técnica, qual seja, a solução da equação R,y = O

no espaço­tempo de Schwarzchild. O método dos resíduos ponderados é aplicado para

o cálculo das matrizes de contribuição local e as coordenadas homogêneas são
introduzidas.
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ABSTRACT

Finite Difference techniques are numerical methods which have played in the

last decades a preponderant role for solving partial differential equations. Althought a

significant number of methods for treating Einstein equations are of finite difference

type there have been a considerable number of numerical studies on gravitation in

finite difference codes are not used /I/. In order to exemplify the features and the

possibilities of the Finite Element Methods in the framework of gravitational theory, I

present in this work a treatment of a well know problem by this tecnique, namely the

solution of the equation Ry, = O related to the Schwarzschild space­time. The

weighted residual method is applied to calculate the local contribution matrices of the

Finite Element method and the homogeneous coordinate formalism is introduced.
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IL. INTRODUÇÃO

La) Motivação

As equações de Einstein do campo gravitacional foram publicadas pela primeira

vez em 1.916 /2]. Estas formam um conjunto de dez equações diferenciais parciais

acopladas, não lineares e do tipo hiperbólico­elíptico, que em geral não podem ser

estudadas analiticamente, exceto em alguns casos envolvendo simetrias, como no caso

particular da solução devida a Schwarzschild em 1.916" /3/, logo após o aparecimento
daquele trabalho de Einstein que originou a Teoria da Relatividade Geral. Sem

dúvida, estas equações estão entre as mais complicadas de toda a Física­Matemática, e

a despeito de muitos anos de pesquisas, a solução completa do conjunto completo de

equações é ainda não tem uma solução definida.

Durante as últimas décadas uma nova área de pesquisas tem emergido: a

“Relatividade Numérica”/1I/. Este novo campo de pesquisas faz uso de computação

paralela de alta performance, ciência computacional e física teórica para investigar a

Teoria da Gravitação de Einstein, através de tratamentos numéricos de suas equações,
e sua, talvez, principal consequência, seja a aplicação em astrofísica e cosmologia.

Uma importantíssima aplicação desta teoria em astrofísica, segundo métodos

numéricos aproximativos, é o difícil problema da colisão de buracos negros.

A colisão de buracos negros em órbita é considerada hoje uma das mais promissoras

fontes de ondas gravitacionais” que poderão ser detectáveis por uma nova geração de
detectores (LIGO e VIRGO) agora em construção/4/,[5].

! Em 1.916, logo após o advento da Teoria Geral da Relatividade, o Físico alemão Karl Schwarzschild, diretor
do observatório astrofísico de Potsdam, apresentou a primeira solução exata das Equações de Einstein, para o
caso especial de um campo gravitacional estático, simetricamente esférico, produzido por um corpo em repouso,
rovido de simetria esférica,

Segundo a Teoria da Relatividade Geral proposta por Einstein, a presença de matéria deforma a geometria do
espaço. Como matéria e geometria estão interligadas — uma influencia a outra ­ , o movimento da matéria pode
implicar em perturbações na geometria do espaço­tempo. Essas perturbações se propagam, espera­se, por meio
de ondas gravitacionais. Essas ondas, infelizmente, ainda não foram detectadas aqui na Terra, o que espera­se
seja alcançado com uma nova geração de detectores, pois a frequência destas ondas é muito pequena — os
distúrbios causados pela matéria em movimento são quase desprezíveis, exceto os causados, por exemplo, por
eventos como colisão de buracos negros, que podem gerar ondas detectáveis aqui no nosso planeta.

EX
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Devido a grande e importância da Teoria de Einstein para o estudo de problemas, tais
como a colisão de buracos negros, é essencial que se procure resolver as equações de
Einstein em uma maior generalidade, e não apenas em casos especiais em que
simetrias estão envolvidas. Métodos numéricos, como por exemplo o método das
diferenças finitas, estão sendo aplicados e baseados em cálculos não simétri­cos/1/.

Nesta dissertação é proposto um método alternativo para o estudo das equações

de Einstein, conhecido como o “Método dos Elementos Finitos”. Sua utilização em

Relatividade Geral, embora pouco difundida foi enfatizada recentemente por

Laguna, P. /6/. A maior e mais importante virtude deste método é que com elementos

finitos é possível usar domínios computacionais com contornos irregulares, o que não

ocorre por exemplo com o Método das Diferenças Finitas. Estas são exatamente as

dificuldades numéricas que defrontamos ao tentarmos construir valores iniciais para

colisão de buracos negros, ou seja, um domínio computacional irregular próximo e um

espaço­tempo assintoticamente plano distante dos buracos negros.

De modo a exemplificar as potencialidades do Método dos Elementos Finitos

em Gravitação, é apresentado por esta técnica, neste trabalho, um tratamento de um

bem conhecido problema, chamado de solução da equação R,, = O relacionada ao Es­

paço­tempo de Schwarzschild. A técnica dos resíduos ponderados é aplicada para

calcular as matrizes de contribuição local para um elemento finito tetraédrico qualquer

na aproximação linear (4x4), e um formalismo de coordenadas homogêneas é

introduzido. É de se esperar que, num futuro trabalho, resultados conhecidos sejam
reproduzidos através do uso de um “malhador” para a discretização automática do
domínio.

setembro de 1.998
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CAPÍTULO 1

Teoria da Relatividade Geral

1.1 ­ Tensores

Considere três espaços vetoriais E,, F G q de n, p e q dimensõesPpPº

respectivamente.

Definição 1:

Tensor: É todo elemento do espaço vetorial com r espaços vetoriais E, O F, OG, que
tenha estrutura de um produto tensorial.

Produto Tensorial:

Consideremos os espaços vetoriais E, eF, de n e p dimensões respectivamente e

associamos a eles um espaço vetorial de np dimensões que designaremos por E, &F,.

Se xey são dois vetores pertencentes a E,eF,, respectivamente, corresponderemos

ao par (%,5) um elemento, representado pelo símbolo X&3 do espaço vetorial
E, &F, e esta correspondência deverá satisfazer três propriedades:

a) Se x,X,,X, pertencema E,ey,Y,,y,aF, então:

XO(F +37)=XO73,+XO3,
(R+L2)OIJ=X32803+2807]

b) Se a é um escalar arbitrário, então:

axOjJ=XOay=a(XO€y)
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c) Se (X, XX, )e(JiY2n...3,) São vetores base de E,eF,, então os np elementos
de E, GF,

x OX, (li=1,2..,n)ela=1,2,..,1n) (1.3)

formam uma base deste último espaço.

Satisfeitas as três propriedades, diremos que o espaço vetorial E, &F, é um

produto tensorial dos espaços vetoriais E,eF, e o elemento x&53 é o produto
tensorial dos vetores xey.

Definição 2:

Define­se um tensor do tipo M/N como uma função linear que mapeia M um­forma e
N vetores:

T=Tf e O. OQ... (14)

As componentes da transformação 7 são:

Tg = A, AgTE

Propriedades:

(1) Se A" e Bê são tensores do tipo M/N, deste modo também

são AAg,uBg" e AAQT+uBr" para quaisquer X e À.

(2) Se Ag” é um tensor M/Ne Bj" um do tipo M'/N', então o produto Ag"B5" é um

tensor do tipo M + M'/N + N'
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(3) Para qualquer tensor do tipo M/N pode­se construir um tensor do tipo M­1/N­1
pela contração de um índice superior com um índice inferior.

(4) Tensores podem ser simétricos ou anti­simétricos sobre pares de índices superiores
ou inferiores.

1.1.1 Tensor Afim

Dado um espaço vetorial de n dimensões, é possível efetuar o produto tensorial

de q espaços idênticos a E, e, o espaço vetorial de nº dimensões assim obtido se

designará por (E, y , denominando­se potêncial tensorial q de E,. Já que os espaços

E, e(E,)* estão referidos às bases (é )e (Enio. ) respectivamente, adotaremos a
convenção:

E DE280..8 ê, = Eiia.iq (1.6)

Com maior generalidade, se x(1), X(2),...,X(q) designam q vetores quaisquer de

E, , de componentes

xD, x(2)...x (q) (1.7)

teremos que:

101) O (2) O..O X(q) =x" (Dx ?(2)...x (Enio. (1.8)

Considerando o espaço vetorial E; (dual de E,) referido a base (x), dual de é. A
partir destes dois espaços, podemos efetuar as operações seguintes:
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Tomar potenciais tensoriais arbitrários de EF,ouE, e multiplicá­las

tensorialmente entre si, obtendo assim os produtos tensoriais do tipo:

EM & El egr e..e EÀtrP qpm (1.9)

Definição 3:

Se chama tensor afim “ligado” a um espaço vetorial E, , a todo elemento dos

espaços vetoriais obtidos efetuando­se o produto tensorial dos espaços idênticos a E,

ou ao seu dual.

1.1.2. Tensor de Curvatura (Método Geométrico)

Definição 4:

Espaços Riemannianos: É uma variedade diferenciável de n­dimensões (n = 4) dotada
de uma métrica.

ds? = g. dx'dx' (1.10)

1­ Condição Necessária de Integrabilidade:

Seja A=A'é, um vetor em vi. seÃé integrável, então

fa(A'e)= À [5(A'e) = À
cl c2

nas quais c, ec, definem caminhos diferentes (figural),
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= [ [sa(A'e) = [8A=A
c2cl

f fas(A'e) =[dÃ= À
clc2

[fsataiz)=[/fascaie) =>  fflsaçtaiz)­ascaie))=o
c2cl cle2 clc2

=> (saa' )a, + A'sa é, ­(a6A')a, ­ A'db a, =0O

— [sda' ­ asa'Je, + A'[8de, ­ dõe,] = O
=> 8dA' = dsA' (1.14)

ode; = dõe, (1.15)

ou seja, os índices de derivação permutam em A” e em &, e isto é uma condição

necessária para que À seja integrável.

2­ Método de Cartan: Seja em VVº dois símbolos de diferenciação ô e d permutáveis
nas coordenadas associadas aos pontos. A partir de um ponto M de

vt percorremos um caminho c1l,(figura 1) e através de uma diferenciação d,
obtem­se M +dM(Y' +dY'); logo após, efetuaremos uma segunda diferenciação

Sô, obtendo­se Ml. Por um caminho c2, a partir de M efetuaremos a

diferenciação 8, que nos faz passar de M a M+6M, e posteriormente uma
segunda diferenciação que nos leva a M'2 de coordenadas (y'i+dY'+6Y' +asYr ).
Pela propriedade já vista de permutação de d e ô, chegaremos ao mesmo ponto

M,M1= M'2. Mostraremos na sequência:

O contorno fechado será dado por:

(M, M + dM, M', M+ OM): Paralelogramo de Cartan
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(Paralelogramo de Cartan)

Utilizando o caminho c1 para chegar­se a M', tem­se que, a partir do sistema

(M, €;) à (M + dM, 2, + dê):

dM =dy'e, (1.16)

de = wi(d)e&, (1.17)

na qual,

wi(d) é a forma diferencial w/ para os d,
O desenvolvimento de (M + dM, M') nos leva a (M',,e',) com:

>> — — +.

MM", = dM + M +6dM

Por conseguinte, pode­se imaginar que seria possível

(M' e) à (M,,6), mediante as fórmulas:
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MM, =dôM ­SdM = O
?

Em primeiro lugar:

d(S5M) — SdM =ad(Sy'e,)­S(dy'é,) =Sy'de, — dy'Sê,
Pois:

d(8y'e,) =(d6y')e, + Sy'de,
S(dy'e,) =(Sdy')e + dy'de,
=> dôM — SdM =8y'de, — dy'õé, = (Ti, diôy' —Té; dy'sy")e,
na qual,

wi=T/,dy;T), sãoconexões afim

Permutando os Índices i e & tem­se:

dôM — SdM =(TL; —Th, dy" ôy'e, =0O,

pois

Tí; = r, <& Variedade Riemanniana

Comparando os vetores dos dois sistemas em M':

(1.*) (E4)­(En)=0

De acordo com resultados precedentes:

(E'12) ­(E']) = de, —Sdé, = d(wi(8)6,) ­ Sw (d)ê,) =
[dw"(5) — Sw! (d)Jê, + wÍ(S)de, — wk(d)Se,
= dõe, — Sde, =[dw"(5) — Sw" (d) + wr(S)wi(d) — wi (d)wi(S5)Je, = O

Adotaremos a convenção:

dõe, — Sde, = Qi,
Nº = dwi(6) ­ Sw" (d) + wi (S)wWi(d)­ wi (d)JWwi(S)
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3­ Tensor de Curvatura (Riemann — Christoffel)
De resultados anteriores:

wi (8) = d(1;;5y") =8,17,dy"8y" +17,d8y" =>
=> dwi (8) — wi (ad) = 8,1[,dy"ôy" —s,I1,5y'dy" >
=> dw/ (58) — wi (d) = (8,1]; —ô,1/,)dy"5y"
Por outro lado:

wk (S)w" (d) — wk (d)wk (8) = (1H TA, =D 12,0 dy"6y'
Como:

OP =(1.27)+(1.28)
Então:

o: = Ri dy"Sy'
onde:

Ri = s,T; —8,+TATA

R/r; Éé denominado Tensor de Curvatura ou de Riemann­Christoffel

Deduz­se que as condições de integrabilidade dos vetores é; se expressam por meio

das equações:

(1.30)

Definição 5: Componentes Contravariantes: Chamaremos — componentes
—contravariantes de um vetor x, com respeito a uma base (6,,6,,...,é,) qualquer, aos

A i bdnúmeros (escalares) x ' tais que:
(1.31)
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Definição 6:

(2)­ Componentes Covariantes: Chamaremos componentes covariantes de um vetor x

com respeito à mesma base acima, aos números (escalares) x,,
tais que:

(1.32)

Definição 7:

Contração de índices: É uma operação que consiste, uma vez escolhidos dois índices,
um covariante e outro contravariante, em igualá­los e somá­los com respeito a este

índice repetido duas vezes. A contração de dois Índices em um tensor de ordem q

origina outro de ordem q­2.

Será possível deduzir por contração de índices novos tensores a partir de um
tensor de Riemann­ Christoffel?

Teremos que fazer, por exemplo, a contração de um Índice do primeiro grupo por

outro do segundo grupo, por exemplo os índices segundo e terceiro.

R; = Ri
como:

R; = 8" Rum = 8" Rui = 8""Rinhi = R;
QR=R; (simétrico)

Define­se, então, o Tensor de Ricci:

Tensor de Ricci =( R,)

R=Ri=g"R,

Onde 8” é o chamado potencial gravitacional

R é chamado de escalar de curvatura Riemaniana do espaço vi
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1.2­ Identidades de Bianchi e Equações de Einstein

Entre as componentes do tensor V,R,,,, que é o tensor derivado do tensor de

curvatura, existem outras identidades importantes. Para estabelecermos as Identidades

de Bianchi, adotaremos um sistema de coordenadas relativas a um ponto M arbitrário

de V,. Os símbolos de Christoffel serão nulos em M e deduziremos:

V,RI, =0,17, ­ô,T?, (1.33)
i,rs

Permutando circularmente os Índices:

V Rh, =8. IT", ­o, IT")
rt, St srº si tri si

V,Ri, = O,o,

Fazendo (1.33)+(1.34)+(1.35):

=>V,Rb, +V,RI, +V,RI,=0FOOL St SLI 1,75

Que são as chamadas Identidades de Bianchi.

Fazendo um contração em (7.36) de tr por h

—V,R,+V,R,+V,RI,
Contraindo i com s

—V, RE+V REA+V, RI

ou seja,

2V,Rº ­V,R=0

sl
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na qual,

V,=V,8;

Introduzindo o tensor simétrico S,,

S,=R, 84 Equação de Einstein sem o termo cosmológico K (142)

=V,S'=0 (1.43)

Elie Cartan /3] mostrou que a forma mais genérica de tensores em V, ou em V,,

que satisfariam a lei (/.43) tem a forma:

S., = n(Rssa (R+K)) Equação de Einstein com termo cosmológico k (144)
Se o espaço tempo é plano, isto implica:

87, =cte > R, =0Oif,7s

Definição 8:

Se o espaço tempo é plano, R,,,=0, foi axiomatizado por Einstein que no vácuo

(espaço­tempo vazio) R;; = O (Tensor de Ricci = 0) que é um resultado da contração de
um Índice do primeiro grupo com um índice do segundo grupo de R,,,. À expressão
constitui a Lei de Einstein da Gravitação.

1

Ry­284R=0 (1.46)
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Seria interessante a esse ponto, enumerarmos algumas propriedades do tensor de
curvatura e do tensor de Ricci.

Propriedades de R.ij.rs

1­ RR... tem nº=4*=256 elementos
UR)

­ Rin =R,,7 (Simetria)ij,1s

­ Rin =­Ry5 (Anti­Simetria)u1,Trs

( n= número de dimensões do espaço­tempo)

Conclusão: Em virtude das propriedades /, 2, 3 e 4, o tensor R terá apenas 20U,rs

componentes independentes.

Por contração de dois índices, um do primeiro e outro do segundo grupo do

tensor de Riemann­Chistoffel, resultará um outro tensor, dito tensor de Ricci, simétrico

emiey,.

Rin=Rj=R;
Prova:

hk hk hkRi=8 Run=8 Ryu=8 Rihu>Rj=R;

A lei da gravitação de Einstein não se parece, a uma primeira observação, nem

um pouco com a Lei de Newton. Para que observemos alguma similaridade é preciso

que olhemos g;; como potenciais de gravitação. Existem 7O desses potenciais, ao
invés do único potencial da mecânica newtoniana. Esses potenciais descrevem não

apenas o campo gravitacional, mas também o sistema de coordenadas.

| Rj=R;
5

R,——g,R=0 = l0 equaçõesy 2 uy =Eu = E ji
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1.3. Equações de Einstein no espaço­tempo de Schwarzchild —
método analítico

As equações de Einstein para o vácuo são não lineares e consequentemente de

soluções muito difíceis. No entanto, há um caso especial que pode ser resolvido sem

maiores problemas: o campo gravitacional estático, simetricamente esférico produzido
por um corpo, em repouso, esfericamente simétrico.

(i) Campo Estático 3 Som = £mo =0, m=1,2,3

no qual:

(t,x, » z) = (Xo)X1)X2)X3)

pois:

8Eom

(i1) Ter simetria esférica = que todos os termos fora da diagonal £8,, = O,

8o 0 O o
O gr O 0
o O g2 O
0 O O g3»

A distâncias muito grandes, do corpo que gera a gravitação é esperado que o

campo gravitacional tenda a zero, portanto ter­se­á assintoticamente um Espaço­tempo

plano (Flat Space­Time).
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1.3.1. O espaço­tempo de Schwarzschild

A métrica de Minkowski é dada por:

ds? = c2dr? — (dx)? +(dy)? + (do?) (1.48)

Em um sistema de Simetria Esférica, as coordenadas esféricas (r,0,0), são tais

(1,x,Y,2) > (1,r, 0,0)

x = rsenBcoso
y = rsen Osenv
z =rcoso

Jigura 2 (Coordenadas Esféricas)

Em coordenadas esféricas, portanto:

dr=241+Edo+Ed
dr õd d

dy =2401+200+24
dr ão

dz = % q, + E do+E do
or o o

AA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



então:

dx = sen O cos ódr + r cos O cos Édôo — r sen O sen dd

dy = sen 6 sen Édr + rcos O sen Édd + rsen O cos ddáé

dz = cos dr — r sen 0d

Calculando agora:

(dx)* + (dy)º +(da)*, tem­se que:

(dx)? = (sen O cos ádr + rcos9 cos ádA — rsen A sen fdá).(senO cos ádr + rcos 9 cos ddo — rsen O sen gdáé) =

= sen * 8 cos * dd *r + rsen O cos O cos * ÉdrdO — r sen * O sen é cos gdrdé +
rsen 9 cos 9 cos * gdrd O + rº cos * O cos * Éd O — rº sen O cos O sen é cos ÉdOdg—
r sen? 9 sen é cos gdrd6 — r* sen O cos 9 sen É cos ód'Odá + rº sen” O sen “gddó =
sen ? 8 cos * ád*r + 2r sen O cos O cos * édrd O — 2r sen * O sen é cos gdrdé —
2r? sen O cos 6 sen é cos ÉdOdág + rº cos * O cos * ÉdºO + rº sen º O sen * dd À

(dy))* =(sendsengádr+r cosOsentdO+ r sendcosddá).(send senádr +r cosAsenfdO+ r send cosádá) =

= sen ? 9 sen * Ééd ?r + r sen O cos 9 sen * gdrd O + r sen * 9 sen é cos Ódrd é +
r sen 8 cos 8 sen * gdrd9 + rº cos? O sen * Éd *O + rº sen O cos O sen é cos ÓdOdáé +
r sen * 9 sen é cos gdrdé + r* sen 9 cos 9 sen é cos 9dOdÁé + r” sen O cos dd Ég=
sen * 9 sen * gd ?*r + 2r sen O cos O sen * ódrd 9 + 2r sen * 8 sen É cos gdrd é +
2r? sen O cos 9 sen é cos ddAdá + rº cos * O sen * Éd?O + rº sen *O cos ddo

(dz)* = (cos Odr — rsen 0d0)* = cos * Od?*r— 2r sen O cos Odrd O + cos * 0d?r

(dx)? + (dy)? +(da)* = sen? O cos* éd*r + sen * O sen dd *r+cos* dd*r+ (1.52)

+ 2rsen 9 cos 8 cos* gdrd6 + 2rsen 9 cos9 sen” gdrd9 — 2rsen Gcos drd0 — — (1.53)
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— 2r sen * O sen é cos gdrd é + 2r sen * O sen é cos Ódrd é ­

— 2r? sen 9 cos 9 sen é cos édOdág + 2r” sen O cos O sen É cos ÉdOddáé +

+ rº cos * 9 cos * ÉdºO + rº cos * O sen *Éd O +rºsen º Ada+
2

(1.54)

sen *? O sen *ºédé + r? sen *O cos  * ddÁ (1.55)

Analisando (1.52)

sen * A cos * dd *r + sen * O sen * Éd ?*r + cos *Od?r=
= sen * Ad *r(cos * é + sen * é) + cos * Od?r = (sen * O + cos * 0)d?r = d*?r

Analisando (1.53)

2rsen 9 cos 9 cos * gdrd9 + 2r sen dosé sen * gdrd9 — 2r sen 9 cos OdrdO =
2r sen 0 cos Adrd O(cos * é + sen * é ­1)=2rsen O cos Adrd 0.0=0

Analisando (1.54)

r*º cos ?* O cos * Éd*O + rº cos * O sen * dd?O + rº sen ?OdºO =
rº cos ?Od?d(coss *é+ sen *É)+ r?sen 20d?O =
rºdºO(cos* O + senº 0) =r2d0"0

Analisando (1.55)

r?sen ?Osen º6d?ºÉ + r?º sen ?dcos “dd'g =
2r?º sen ? 0d ?gó(sen *é +cos ?*é)=r?sen 20d *&

Tem­se então que:

(dx)* +(dy)* +(da)º =(1.52)+(1.53)+(1.54)+(1.55) = dºr+rºd?º0 + rº sen ? 0d 4

Substituindo na Métrica de Minkowski

ds? = c?dt? — (d?r+r?ºd?0+r?sen 20d?)
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ds ?* = c?ºdr? — d?ºr­ r?º(d?0O+sen ?0dº4) (1.56)

Reescrevendo agora a métrica de uma forma mais geral compatível com a

simetria do problema:

ds? = udt ?* — Vd ?*r— wr ? (dO+ sen 20d º*4)
na qual u,V e w são funções de r

w=1;u=e" ;V=e"", ve A funçõesde r

ds ? = e?“dr? ­— e?*rd?r­r?d?ºO­r? sen ?0d?

1.3.2 Cálculo dos Símbolos de Christoffel

A partir da expressão analítica para os Símbolos de Christoffel:

1

r = (8wo*T Eu Evu)

Tem­se que:
1

Too = 7 (Soo + Zo1,0 Fo1,0)
1

= Two = 2 (Eno + go1 = Fio,0)

1

Vi = 7 (Eu.o + Zi9,07 Loo)
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1

= 2 Eu +Sna7 Eus)

1

= 2 (Sn + Ep Sn)

1

Dr = 7 (Su + 8x1 En)
1

=1T , = 2 (82 + Sx,27 En)

1

= 7 Es + 813,37 83,1)

1

33 = 7 (Eus + 8317 81,3)
1

=T = 7 (E + 831,37 831,3)

­ 1
Do = 2 (Ens + 823,37 833,2)

1
13 = 7 (Ex + 833,2 7 823,3)

1

= 1, = 7 (83.2 + 832,37 832,3)
Como:

1 2 3 4 5 6 7
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2— —e* 1 my = (cet) Tae”) = 1 et

av

1 1= e 2v E e*” '— e”? —2vf 2v —= v'2 Ja > e

— e? (ey = (cet) T24(­e") = A

rô = 28º 313 = —r7* sen “2 9(­r? sen 29y = r7? sen 2 92rsen 292,7

2171ràz = gl! 0133 =­ e” 0? sen ? 0)'=­e272t — 27 sen 2 g=­rsen * gen 2

Ta = g”T,, = ­r"*sen 2 9107? sen 9)" =

—r*sen” Al Crº2sendácoso) = senfcosd =cotgd
2 sen?

TA =g”T,, =­r? > (7? sen 29)"=
­r* > ( 2senbcoso) = —sen cos
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Nos desenvolvimentos acima, cabe a seguinte observação ( a notação * e

devida a Dirac, em P.AM Dirac — General Relativity, Wiley, 1972)

U

derivada em função de r

* derivada em função de 9

1.3.3 Cálculo de R,, em Função dos Símbolos de Christoffel

+ Tr?1 3 2 3v=(F,y*+Tor,y +, tro +) To +trdvatiova*trov3)00 ,v

­ (TOvrÔg + Covrfg + TóviIg + DóviSA) + (TOgrPo + Tgrf,+
1 ro+ rógri, + Tógrós) => Roy = Roo =­TFo 17 Too + 21709 To

PE ­ (To ro + Too rá + Too Tô + Too rô )+ 21% ro

Ruy = Tra, ­Tiva ­ TETO + TGva
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ro 1 2 3 o 1 2 3= (To, +Tn,y +T6,,+T3,,)> Mot Twva+ TA, +T3)­

­ (TT, + rr AB (*) + rr + rr) +
+ (T/gro + TUA, + rgrP, + TáriOo >

(O TÁ To + TATA + TATA +TATÉÕ

(**) ro ro + To Tr + rô rô + rô rô

ro 1 2 3 1 1ro te!> Ri = To, +tIn,1+I6,+lTB,­Tona­Talo Fatah ­
17? 13 oro 1! 272 373—­ T1lT6 ­ Tala + Tolo + Tola +TST6 + TBE3

ro 1 2 3 1 1/50 2 3Ri = Toa +tTna+tl6,+TBa­ Toa Too +16 +13)

o o 2 2 3 3+ Toth + Tor, + 133

Y = Diva = TD 6 + rr20a,v

ro 1 2 3= (Daoy + Ta, +ETo y+Ta3 ,y)­
o 1 2 3— (Davo + Tava +T2y2 +IT3y,3)­

­ (PA DÔg + DI DBO + 12,DSg + DVDS) +
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+ (F2gr o + rigrÔ, + rr, + rip; IM =>

THD + DADA + DHDS + DRDS
0 ro 1! 2172 3 173(**) Tala + Dalla + DT + Da3E153
3 1 10 11! 112 13=> RR» =1T 33,2 ­1T»721>­ (Dolo + Tala +13T6 + ED2T3)+

1 pr? 271 3 13+ 122115 + 1512 + 1330133

—r3 1 1­0 11! 1­2 173R22 = T 33,3 ­T21>­ (Dolo +T2TA +Ta2T6 +12T3)+
172? 271 3 173+ 12216 + T581T3 + D3313

R3, = Dão, ­ Div, ­ NA + THD
= (TH y+Cdp + +, )­ (12 +r7l 4r2.,. +03

­ (Tr, + ri, O (*) + r?3,D5, + ri 56) +

+ (TST8, + CIgrA, + DADP, + THIS >

1ro 1 1 pr? 1r3(*) 13101309 + 1340137 + Dai 135 + Ea 133

oro 1) 212 3173(**) Tao T3o + 131037 + Vaz 0132 + V5301 3
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1 2 1­0 11 1­2 13=> R33 = (1331 +T33,2)> (Ta3Tio + 13314 + 133176 + 13316 +

+ 133133) + (T3TB +33 +TBD3 + 1307)

1.3.4 Cálculo dos Valores de Roos R113 R22+ R33

+ vie?2h A )+ 2v'e? yo

CO —v'e?YVI2Ahy = — prev 2t — v'(2v — 22 )/e?Y 72d —
— "ev ­2t — qu 'v'letvr2t + ay Ie 2V 2h =

na 2v­=2* ­ gy!te tv r2t + gave 2VT2t

— "ev 2h — avy!tetvn2t + ay!) Ie2V 72h — vtetv 2h —
, ,

v
—

4
—— e?” 224 e?” 21%

r r

, ,
V vvale Lot 4+av?t o )=
Fá Fr
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1 1 ACOON 1 1
mn AVI + vVVi+ +=

Fr r á Fr

2. 2N'
r

R2» = (cot g0)"(&) ­ (—re = (rey! ­ re ?xN'­

22,1 1,722 22,1
— re re r D+ (­re” r + rr (­re"?*t)+co gº0sS

cos O 1 1
'= 0)'= 'cos O +sen o em (o) cos O) —— o cos

1+ : (cos 8)'= ­ — cos cos O + — (— sen O)=
sen O sen “ O sen O

(*cot g0)"=(

— ———]1sen? O
2cos “O

­ 2 ­=> Ryu = =———­1­2rhM'e7?*N'+ "ver? + rn et +” sen ? O

2
­

cos “O
­eh + = (1+ rv'­ rn)e/?t1

sen “ O

Ro =(I4+n'­rn)eP —l (1.61)

1 2 1 o 1 1 1 2 1 3R33 = — (T33 1 + 33,2) = (133 Vo + 33 Ta + 33 Tô + U33 63 +
213 13 273 371 3 12+ 133133) + (Da3163 + Da30133 + DB 133 + Diz 1D3 >

=> ­ [= r sen 2? 89e 24) 4 (— sen O cos o)" |­ ((—­rsen * Be?) v'+
­1+ (—r sen 2 Be ?A)N'+ (—r sen 2? genti! + (—r sen 2 6e"?))r +

+ (—­ sen Bcos O)cot gô)+ (—r sen 2? get! +
+ (­ sen Bcos O)cot g0+ r l](—r sen ?*8e?h)+
cot gO(­— sen 8cos O)
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(r sen 2 8e 2h) sen 2 O +cos * O + rv'sen *? 9e72h + rX'sen * 9e72h +
sen 2 9e72t + sen 2 9e72t + cos 2 O — sen 2 ge 7? — cos 2 O — sen 2 ge 72 ­
cos ? O

sen ? Be7?? — r2X'sen 2 Be??t + rv'sen ? e 2? + rh'sen ?8e2)
sen 2? O =

sen ? 9(e2?) — 27X e? + rvler?t + rn'e tt 1) =

sen ? o fe­2ra —rN'+rv')—­ 1) |= sen º OR»,
R33 = senº OR»,

1.3.5 A Solução de Schwarzschild no Vácuo

Roo = R,=0

=0>vy+1'=0

Se V+1'=0>D(v+4) =0>v+A=cte
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Quando r­ —> 0, o espaço tende a se tornar plano googn=­1

2v
Soo =€É

22
811 =

Temos então:

— g2Y+TAA = —l

e2V+2L — eº
2v+2A=0

v+A4=O

De (1.63) e (1.64) vem:

v+A=cte

v+1i=0=>

v+A4=0 em todo o espaço.
Então:

A=—yv (1.65),

em R,, = O temos:

Ra =(I+rv'­rn)ePt ­1=0
>D(I+rv=­n)Je?=l

usando (71.65), temos:

(I+rv'+rv)e? =]

(+26)e” =1 (1.66)

temos que:

(rey =102"" + rave” =e""(1+2rv)
então, substituindo em (1.66)

1 2 3 4 5 6 7
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(re?) =] (1.67)

Integrando (1.67)

re” =r—­2m, onde m é a constante de Integração
r 2m

Ra = +rv'=rn)e Pl
usando (1.65), temos:

R =(I­rn'=rN)ePP ­1=0
A­2)1N)e**t=1 (1.68)
Mas, temos que:

(re?) =107* — raNe?t=e2"(1­2rx)

então, substituindo em (1.68)

(rey =] (1.69)

Integrando (1.69)

re?* =r­2m , onde m é a constante de Integração
­

r 2me
r r

­
2me 22
r

eº** = (1 27,1
Fr

Tínhamos que:

ds?* = ud ? — vd ?*r = wr ?(d?0+sen ?0dº4)
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onde u,v e w são funções de r

; v=e"",v e A funções de r

ds ? = e?“ dt? = e?*d?r­

Substituindo os valores encontrados para e

rºdº?O­r?sen º?0d?
2v

9, e** temos a equação (1.70)

a­ Pod? oa­
Fr r

2m y la ?r­r?d?e­ rº sen ? 0d?

1 2 3 4 5 6 7
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CAPÍTULO 2

Método dos Elementos Finitos

2.1 — Breve Histórico

Por volta de 1950 o método de aproximação de Ritz­Galerkin era a aplicação que

trazia melhor solução para problemas de mais dificuldade nas áreas da Física­

Matemática, mas não a aplicação ideal, devido a dificuldades na geração de funções

de base w;(x) apropriadas na equação

W(x)=3Xaw(2) , (2.1)
i=l

na qual a,,..,a, São escalares.

As equações de Ritz­Galerkin eram altamente sensíveis na escolha de funções

wi(x) E esse esforço para encontrar tais funções trazia sérias desvantagens.

O Método dos Elementos Finitos é uma técnica sistemática para a construção

das funções de base wi»), para domínios irregulares, nas aproximações de Ritz­

Galerkin. Além disso, o Método dos Elementos Finitos é de fácil implementação

computacional.

O Método dos Elementos Finitos é uma aplicação de muito sucesso em

métodos clássicos como:

a) Método de Ritz;

b) Método de Galerkin;

c) Método dos Mínimos Quadrados.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



Em geral é útil para aproximações de soluções de problemas de campo envolvendo

a teoria de equações diferenciais parciais elípticas. Esse método foi primeiramente

descrito com respeito ao problema:

Au=f em O (2.2)

u=sg em 890º (2.3)

aj (4,377X,o cos(v, x)=h em 002%, na qual A é um operador linear
ijel j

elíptico, (X1,X»,...,x,) são coordenadas em RR", O é um domínio do campo R" com

campoõoR, V é a direção normal externa a 90º ,e 00º tan? =.
Pode­se a este ponto introduzir­se algumas notações:

1

(1) L(O)) é um conjunto de funções do espaço W onde Dm wW2dx|2 < oco
Se m,w, E L,(O) então

(m.w,)= famwmdx
1

tl =(m,m)?;

rá(1) H"(O), com me Z* (conjunto dos números inteiros positivos), é a função do

espaço W

D*we L (O) laj<m
1

Ima = | E lonfnco |
Por exemplo:

Hº(M)=L(O),e

H'(O0) =proseo) i=1,2,..,N
2

Ile'9 7ML É8x,Xi 1, (0)

AA

as1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 13 14 15 16 17 18



1

L, (600) é o espaço de função w onde [oo w2dsP < co

O produto interno será denotado por:

<wm,wm>=[a mwds; w,w,elL(0)

2.2 — Métodos Clássicos

2.2.1 — Método de Ritz

Considerando o funcional:

1(1) = [(AM),v)dr = (f,v) (2.4)

Este funcional terá um ponto mínimo quando

Av=f (2.5)

esta última é a equação de Euler­Lagrange do Princípio Variacional. Se A é um

operador linear, então:

1

IM) = (Av,v)­(f,v) (2.6)

O subespaço H, de H é definido por:

(w,w2), =(Am,w,)), m.meH, (2.7)

este é o subespaço H, que nós observaremos como mínimo de I(vy), e

consequentemente:

veH,, (QU 00)

No caso das equações de Laplace sujeitas as condições de campo apropriadas,

depois das integrações por partes, tem­se:

160) => (2 +vi)Io (2.8)

e também:
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H,=H(= W) — (espaçode ordem 1 de Sobolev)

O Método de Ritz consiste em minimizar I(v) sob um subespaço dimensional

finito de Ha e o uso do Método dos Elementos Finitos será computacionalmente

conveniente na escolha do subspaço dimensional finito. A aproximação de Ritz

p= SUDO (1.Xy) (2.9)
ia)

para a solução do problema de minimização

ol(v)=0O0 (2.10)

define um espaço de dimensão N e usando (2.53)
ô

­ (Ff O)=au,UOl=Av, 0) ­(f,0,)=0
para i=1,2,..,n

Diz­se que y € S", em que S" é o subspaço dimensional finito de Ha.

2.2.1.1 — Limitações para o Método de Ritz

O método só é aplicável a regiões limitadas por formas geométricas simples.

Para regiões com um contorno complicado é impossível escolher funções &D,; (x,y) que

satisfaçam as condições essenciais de contorno. No entanto, a idéia básica do Método

de Ritz foi modificada para se tornar o Método dos Elementos Finitos. O Método dos

Elementos Finitos, por sua vez, é um desdobramento do Método de Galerkin, que

discutiremos a seguir.
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2.2.1.2 — Método de Ritz — Aplicação

Considere o exemplo:

Z

| |
DP x

1/21 À À A |

O potencial total de energia poderia ser minimizado sujeito a condições de

campo essenciais. Introduz­se duas dimensões de funções de aproximação

xBx­2D(x—­1)
PD

2 — —D(1) = x (3x To l) e D)(1) = (2.11)

que satisfazem as condições essenciais. Com a aproximação

W(x) = ec, P/(x) + ca D3 (x), (2.12)

a funcional toma a forma:

| “ . 1 1IM) =­>EIhlo; +03) dr [1 qo(erO, +eX0,)dk= F(e/0,(D +02)
3

Esta é a funcional, quadrada em c, e c2, que será minimizada, e as condições

necessárias para que isto ocorra são;

ol(v)
e,

3

ol(v) [HÁ Li) Li Li
l 1

3
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Doo, lEIf(D,(x))ºdk = EIS 66x? — 30x + 41º)ºdx = 127
o o

e finalmente o sistema:

11.2EIPo, +10EIV Pc, +a,E o
540 16

10EIle +12 Ell Pc, +Élao — a0
7 729 32

Quando os valores específicos

E=2.10 EA, = 16cm?, 1 =300cm,F =­100N e qo=2
cm cm

são usados, o sistema de equações torna­se, depois de dividirmos a

equação por EI *:

os +10c, ­—0.12891=010c, +10.2857c, ­—0.29188 = 0

que nos dá:

c, =­0.1048 e c2 = 0.1303
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2.2.2. Fundamentos do Método dos Elementos Finitos

Seja uma região S delimitada por um limite C que pode se estender para o infinito.

Cada ponto desta região será representado por x= (x,y). Em geral, uma equação

diferencial para ser resolvida, pode ser escrita de uma forma simplificada:

Lu(x)=s(x) emS5S (2.16)

Em que L é um operador linear, u(x) é uma função e s(x) uma função conhecida.

A condição limite para (2.16) no problema do valor limite pode ser expresso por:

Bu(x)=t(x) emC (2.17)

onde B é um operador linear diferencial e t(x) uma função conhecida.

1.) Solução do Problema do Valor Limite

Temos, até então:

Lu(x)=s(x) emS (2.18)

Bu(x)=t(xX) em C (2.19)

A formulação de ambas as equações consiste simplesmente em procurar uma

função u(x) que admita funções de prova definidas no domínio S.

<Luh>=<s, h> (2.20)

para toda escolha de uma função arbitrária ou ponderada.

O símbolo < , > representa o produto interno, cuja definição é:

<v, Ww>= Ívwds (2.21)
Ss

Integrando as partes da equação (2.20), temos que dada uma função s(x) e uma função

arbitrária h(x) em H, encontraremos:

< Cu, Dh>=<s, h >, para qualquer função h(x) (2.22)

onde C e D são operadores que podem conter derivadas de pequena ordem.

2) Soluções Aproximadas da Formulação Fraca
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­ O procedimento de Rayleigth­Ritz

Se ao invés de encontrar uma solução exata para a equação (2.22), encontrarmos

uma aproximação adequada, algumas condições impostas nas funções de prova podem
ser mudadas.

Temos dois procedimentos para a solução aproximada: um é o Método dos

Resíduos Ponderados (MRP) e o outro é o da aproximação variacional. O que vamos

estudar, ou seja, o Método dos Mínimos Quadrados estará dentro do primeiro tópico.

3) Método dos Resíduos Ponderados (MRP)

Admitindo uma função erro r(x), temos:

r(x) = L u(x) ­ s(X) (2.23)

que representa o erro na aproximação da função u(x) na solução do problema.

Uma alternativa é a formulação forte do problema. Dada uma função s(x),

admitindo a função u(x) em H, em que H é um espaço, tem­se:

r(x)=Lu(x)­s(x)=O em Ss (2.24)

A correspondente formulação fraca pode ser expressa da seguinte maneira:

Dada uma função s(x) e uma função arbitrária h(x) em H, encontraremos a função

u(x) em H, tal que:

<r(x), hb(x)>=O

para qualquer função h(x) em H.

De acordo com propriedades de produto interno, temos que r = O.

O MRFP é uma família de métodos baseado na forma da formulação fraca.

No MRP, nós procuramos aproximações para soluções da equação (2.20) em

um subespaço Hy de dimensão finita de H. Todo elemento u(x) de Hy pode ser

representado pela expansão da forma (formulação forte):

u(x) = a jbj() (2.25)
É

em que ay, à2, ..., a, são coeficientes escalares.
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Definimos agora um dual do espaço conjugado Wr, qualquer elemento
v(x) em Wn assumirá a forma:

vo) = Yew(x) (2.26)
i=1

na qual wi(X), W2(X), ... , Wn(X) são funções linearmente independentes que constituem
uma base de W,y.

O MRFP consiste em encontrar os coeficientes a; para que u(x) tenha uma solução
aproximada usando as funções v(x) como funções testes.

<r, v> =<Lu­s,v>=O0 qualquervy de Wy (2.27)

Substituindo (2.24) em (2.27), temos:

(Lu­s, Sew(x)) = Se ((Lu­s), w;)=0O
i=| i=|

para qualquer escolha de c; então teremos:

<L u­s, wi>=O0

o operador L é linear, induzindo um sistema de equações lineares de coeficientes a;, ou
seja:

(ram = (Laps), wmo=o para todo1 (2.28)
j=l

Consequentemente:

para todo 1

Li; = < Lb(X), W((X)> e s=<s(xX), wi(x)> (2.30)
Estas funções de prova ou as funções de base podem ser encontradas em muitos

caminhos, e cada escolha corresponderá à diferentes critérios para resolver o problema
(2.20) da forma fraca.
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2.2.3. Método dos Mínimos Quadrados

Um outro caminho de solução de forma fraca no contexto do método dos

resíduos ponderados e conhecido como a aproximação por mínimos quadrados. Se a
função ponderada ou a função teste é tomada como:

Wi(x) = Lbi;(Xx), para todo 1 (2.31)

os coeficientes a; da aproximação são aqueles que minimizam o erro residual. De fato,

se considerarmos a representação funcional da norma do resíduo ao quadrado:

Iu)=<Lu­s, lu­s>= | r| (2.32)

Nós podemos perceber que esta minimização com respeito aos coeficientes a;, nos
conduz a:

DO =x r,Lb,)=0 (2.33)
a.

que coincide com as condições quando as funções ponderadas são escolhidas como as

(2.31). Uma vantagem deste método está no erro da fronteira que pode ser derivado

nos moldes do erro funcional de (2.32).
Outra forma comum do método dos resíduos ponderados são os subdomínios e

pontos de igualdade.

No método dos subdomínios, o domínio S do problema será subdividido em

subdomínios S; e a função ponderada poderá ser definida como:

21) 27 1b,)=0 (2.34)

e a equação dos resíduos ponderados reduz­se a:

(Lu­s,wi)=[(Lu­s)ds=0,  paratodoi; (2.35)
S;

aumentando o número de subdomínios, faremos o erro da aproximação tender a zero

quando o domínio S estiver completo.
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O outro método é a colocação de pontos de igualdade. O teste da equação será

fora dos pontos discretizados do domínio x;., Em outras palavras, a função ponderada
será selecionada como:

w;(x) = (Xx— x), i=1,2,..,N (2.36)

associada para N pontos selecionados num domínio S. A implementação dos
elementos finitos da aproximação dos resíduos ponderados é ela mesma uma variação
do método do subdomínio. Neste caso, o domínio será dividido em um número de

elementos e as funções de base e as funções ponderadas serão definidas localmente em
cada elemento.

2.2.4. Método de Galerkin

Um caso especial importante do método dos resíduos ponderados é o método

de Galerkinn É um dos mais importantes e mais usados métodos para obtenção de
soluções aproximadas na forma fraca.

No método de Galerkin, as funções são escolhidas como as funções base e teste:

Wwi(x) = bi(x) (2.37)

As equações (2.29) e (2.30) agora tomam a forma:

3a, (Lb,(x) .b;(x)) =(s(x), b;'()) — para todo 1 (2.38)
jal

De (2.28) e (2.37) podemos ver que os coeficientes definem uma solução

aproximada de (2.25); o erro residual é ortogonal para cada função selecionada b;(x)
no espaço Hr. Usando a definição de produto interno, nós podemos observar que a

aproximação de Galerkin para u, é a melhor aproximação na norma da solução de u
de (2.20), isto é:

(2.39)



2.2.4.1. Equação Diferencial de Poisson — uma Aplicação do
Método de Galerkin

Considere a equação,

ou &RS ANIa) (2.40)

em G, na qual G é uma região do plano (x,y) sujeita às condições de contorno de
Dirichlet.

V=O(s) em C,

e a condição de Cauchy:

= + a(s)u(s) =Y(s) em C, (2.41)
n

Então escolhemos o conjunto D,,...,P, de modo que &D, satisfaça as condições de

contorno não homogêneas.

;$,=D, em C; mas

os + a(s)DPy(s)=7y(s) em C;n

Pi (x, y),...,DP, (x,y) satisfazem as condições homogêneas

;$P,=0 em C,, mas

4a(s)Db,(s)=0 em OC,
n

Substituindo a aproximação na Equação de Poisson original, escrevemos a expressão

para o resíduo:

AD +20, AD, = f(x,y) = R(x,y) (2.42)

Na formulação de Galerkin, w; = &,, e queremos que a integral dos resíduos

ponderados por w; seja nula nas regiões de G, logo:
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JS R(x, DP j(x,y)dxdy=0, j=1,2,..,m
G

Substituindo o valor obtido acima para R(x,y), temos:

2(ffADO ,dxdy)+ [ADDdrdy ­ ([ f(x, IDdxdy=0, j=l,..,m , (2.44)

na qual todas as integrais se estendem sobre o domínio G. Para reduzir a ordem das
derivadas dentro das duas primeiras integrais, usamos a fórmula de Green:

Sfauv dxdy =­[[grad(U )grad(V Jdxdy +vas (2.45)

oo,Xe, (­ffgrad(D,)grad(D,)dxdy +
J c On

Sf[grad(Do)grad(D)dxdy + fog ds ­
G c On

S[F(x,)DP jdxdy) = O
G

j=1..,m (2.46)

Aplicando agora as condições de contorno às integrais de linha &D,(s)=0, obtem­se

finalmente:,

> ex (|) grad(D .)grad(D,)dxdy + fa(s)D, (s)O (s)ds) +
iz G ro

fl grad(D ,)grad(Do)dxdy + [(a(s)Do(s) ­Y1(s))D ;(s)ds +
G C,

[fx )D drdy =0
j=1,2,..,M,

que é o sistema de equações a resolver.
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CAPÍTULO 3

Método das Diferenças Finitas

3.1. Métodos para Solução de Equações Harmônicas e Bi­
harmônicas

Com exceção dos casos mais simples, equações diferenciais parciais

harmônicas” e bi­harmônicas* não podem ser resolvidas analiticamente. Embora
existam muitas funções matemáticas que satisfazem as equações diferenciais, elas

raramente satisfazem as condições de campo propostas. Um método de solução é

empregar as séries infinitas de funções para satisfazer as condições de campo, embora

a aproximação envolva tanto computação como métodos puramente numéricos.

3.2. Aproximação por Diferenças Finitas

O método das Diferenças Finitas envolve a substituição das derivadas pelas

aproximações por diferenças. A figura 3 mostra parte da malha do domínio da solução

bi­dimensional no plano x­y.

? Funções harmônicas:

av + o2àv ­
à? aº

funções tais como u(x,y), v(X,y) que satisfazem tais equações são ditas funções harmônicas

o

y Funções Bi­harmônicas, satisfazem a equação:
4

. 7 = VV
à&d
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Figura 3

As linhas da malha são espaçadas uniformemente nas direções x e y; as

distâncias entre elas devem ser h, e h, respectivamente.
Os pontos que serão usados nas análises de diferenças finitas estão

localizados nas intersecções das linhas da malha. O ponto O pode ser considerado

como um ponto típico da malha dentro do domínio da solução, e os pontos limite N, S,

E e W são usados para os quatro pontos adjacentes da malha.

A derivada com respeito a x na equação

o 9 ,
— + —— = VV = DP (x,y) (3.1)ôxº o? >

sob o ponto O pode ser expresso nos termos dos valores de PP no ponto da malha,
pela fórmula da diferença central:

o Py 27, +[= — EW . Exer (3.2)
x Jo "

Este resultado pode ser obtido das séries de Taylor, e o erro de truncamento é da

e, 2 bi [ OE
a dx J,

ordem de:
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Usando uma expressão similar para a derivada com respeito a y, a seguinte

aproximação por diferenças finitas para a equação (3.1) é obtida:

(É) (3.4)
h? hi º

esta é aplicável para todos os pontos internos.

Equações para pontos do campo podem ser obtidas das condições relevantes do .

campo . Por exemplo, se o valor de VP sob um ponto de À como mostra a figura 4 é

prescrito como a, então Y,=a. As condições de campo derivadas podem ser

aplicadas com o auxílio da formulação de diferenças finitas.

figura 4

Por exemplo:

OEY W,­YW,=. —— + Oh) (3.5)
x

e, se esta derivada é exigida como tomando o valor de RB, então Y, é dado pela

aproximação

W, =X, ­Bh,

Pode­se notar, entretanto, que o erro de truncamento na equação (3.5) é de

ordem diferente do erro da equação (3.2). A melhor aproximação para a derivada de

campo é fornecida por:
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ESA=) = 3%, +49, =)+ ofr2)
A x

e, por isto:

Y,=0, — VP, — 28h,) (3.7)

Se existem n pontos no domínio de solução, então existem n equações

lineares para os valores de P quaisquer da forma da equação (3.4), sendo expressas as

condições decampo.

Para o caso especial de h, = h, = h , a equação (3.4) torna­se
FPy + PJ +P,+Py 48 =h(O),

e é expressa na forma de uma molécula computacional como mostra afigura 5:

A molécula equivalente da equação bi­harmônica:
4 4 4: 2,2 D4+2 o =V"(74)=VF 20,1)

ox 0x Oy

é mostrada nafigura 6
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Outro método para solução de equações bi­harmônicas é a redução para um

par de equações simultaneamente harmônicas. Por exemplo, no caso da recirculação
do fluxo viscoso, a equação

vip=0 (3.10)

é muitas vezes trocada por:

VP =W ; VW=0 (3.11)

quando W é a vorticidade?. Em princípio isto pode ser resolvido pelo método sobre
equações harmônicas.

Uma importante vantagem do método das diferenças finitas é a facilidade

para a solução ser formulada e programada pela computação digital.

Em todos os métodos de diferenças finitas, as linhas da malha são paralelas com

as coordenadas dos eixos. Por esta razão, usando coordenadas cartesianas, o método é

melhor apropriado para a solução de problemas com domínios de solução retangular,

tanto que as séries de pontos pode terminar com pontos sob o campo.

As principais desvantagens do método das diferenças finitas são a falta de

flexibilidade geométrica para ajustamento em formas de campo irregulares e a

concentração de pontos em regiões de domínio de solução quando as variáveis mudam

rapidamente. [Isto acontece quando usa­se malhas com distâncias variadas entre

colunas de pontos, e para introduzirmos mais sistemas de coordenadas sofisticadas

para ajustar a forma do domínio de solução. Se o domínio não é conforme um sistema

de coordenadas maior, então o problema será mais facilmente resolvido pelo método
dos elementos finitos.

5 Vorticidade: sejam regiões de um escoamento nas quais as forças viscosas são desprezíveis. A partir daí,
define­se esta grandeza chamada vorticidade como sendo duas vezes o valor da rotação.
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CAPÍTULO 4

Comparação entre o Método das Diferenças Finitas e o
Método dos Elementos Finitos

­.

4.1. Aproximação por Elementos Finitos

A aproximação por elementos finitos para resolver problemas de mecânica do

contínuo envolve divisão do domínio de solução em subregiões pequenas, ou os
elementos finitos.

Associado a cada elemento estão pontos nodais sobre os elementos adjacentes

que são facilmente ligados depois e, estes valores são as variáveis a serem
determinadas.

Uma análise baseada em argumentos físicos, tanto de equilíbrio e de

compatibilidade, é usada para originar uma série de equações algébricas simultâneas

nestes valores de pontos nodais.

Há usualmente uma escolha de variáveis entre aquelas de deslocamento

(velocidade) e tipos de força: o resultado da formulação de elementos finitos pode ser

acomodada tanto para condições de campo de força quanto de deslocamento.
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4.2. Análise Comparativa

E interessante compararmos, no detalhe, a estabilização das equações através

da análise pelos elementos finitos, com aquela que vem da aproximação por diferenças

finitas, descritas anteriormente. À equação

hi hj =(&,), (4.1)

Já vista anteriormente provém da aproximação por diferenças finitas para equações
harmônicas da forma

or dr
ErvaVP =0 (x,)) (4.2)

sob o ponto denominado O nafigura 3 , nos termos dos valores da variável dependente

WP ao redor dos pontos W, E, Se N. No problema presente de fluxo viscoso baixo, a

equação

2 2

uOx? 2

na qual P, é o gradiente da pressão do fluxo, é uma forma particular da equação

harmônica (4.2) acima, e FY=w, 0, = P. . Então, a equação (4.1) acima, torna­se
u

hz hy u
,

oa
Na ordem para obtenção da comparação do resultado das análises por elementos

finitos faz­se necessário a escolha de uma malha que conecta o ponto O com os

pontos W, E, S e N ,apenas, como mostra afigura 7
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h.

h,

<Áh,

Figura 7

Tomamos os quatro elementos que tem o ponto O como um nodal e eles serão
denominados e, f£; g e h como mostra a figura (7). Para o elemento e, se os nódulos O,
E e N for tomado equivalente a i, j e &, respectivamente, então tem­se o elemento
típico como mostra afigura 8

Figura 8
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Então de acordo com as equações:

a =x, +X,

a; =x, +X

a, EX, +X,,

Das equações:

a? +b? a,a, +bb, aja,+b,b,
u 2,17?aja, +bb, a;+b; a,a, +b,b,4A

m a,a, +b,b, aja, +bjb, az +b;

e da ação de forças viscosas sobre os elementos, tem­se que:

é tal que:
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1
Ph,h

= =——2E2 |] (4.11)
6

1

A matriz dos elementos g é idêntica à matriz apresentada na figura 8, que

provem do ponto O que é tomado novamente como a origem. Por outro lado, se O é a

origem para o elementof, temos:

1 x

j x?

a=­h, bj=h,

e a força de viscosidade será dada por:

hi+hi hz hz [wo
­hi hR O ||w, (4.13)

2 2

A mesma matriz é apropriada para o elemento h se O é usado como origem.

Para o equilíbrio das forças que atuam nos cinco pontos nodais, a equação

> EM = > WO
1 1

pode ser usada para dar­nos:

[4(h2+h2) 2h? 2h? —2W?
—2h; 2h O O

— 2h? O 2h O
— 2h; O o 2h
— 2h? O 0 O
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A primeira destas equações, que expressa a condição de equilíbrio para as
forças no ponto O, pode ser reescrita como:

h? hz 3u
(4.15)

A figura a seguir mostra a larga porção para completar a malha: isto é irregular

sob o sentido que, considerando que o ponto O serve com um ponto nodal para apenas

quatro elementos, pontos como W, E, S e N são associados com oito elementos.

DU

DS

Figura 9

Consequentemente, a soma das forças de pressão nos pontos nodais é duas

vezes maior que no ponto O . Por exemplo, a equação de equilíbrio para as forças que
: , 4P

atuam sob um ponto N expressa equivalentemente em (4.15), se tornará Bo no seuu

lado direito. Por esta razão, a média do lado direito na equação de equilíbrio para

todos os pontos da malha, torna­se E , conforme a forma das diferenças finitas.
u

WeSe E são pontos nodais para apenas 4 elementos e N e O para 8 elementos.
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Como vimos para o espaço fechado de similaridade entre a equação obtida dos
elementos finitos e a do método dos elementos finitos, é esperado que esta ordem de
precisão seja similar.

4.2.1. Erro de Truncamento

4.2.1.1. Método dos Elementos Finitos

É necessário o uso de um grande número de pontos nodais para obter
satisfatoriamente a convergência do Método dos Elementos Finitos e este fato mostra

que funções como a equação

X=>x" (4.16)

A expansão em séries de Taylor sobre a origem das coordenadas locais para a
velocidade, nos dá

e a derivada será avaliada sob a origem.

Agora, C, =, C, = & , e o erro envolvendo o uso da equação (4.16) como um
2

truncamento da forma da equação (4.17) para representar a velocidade sob o ponto /, é
da ordem de:

Ox0yow OW oõy?
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Este erro de truncamento é da ordem do quadrado das dimensões dos elementos

e tende a zero quando os elementos são reduzidos.

4.2.1.2. Método das Diferenças Finitas

O erro de truncamento obtido por esse método, para o problema em questão,

anteriormente obtido [seção 3.2]:

2 4er El: ­ (4.19)12 (0x ),ox*º

é tal que a ordem é a mesma que a obtida na seção 4.2.1.1. através do uso dos
elementos finitos. Tanto Ah, como a, são componentes quadráticos.
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CAPÍTULO 5

As Matrizes de Contribuição Local no

espaço­tempo de Schwarzschild

O objetivo maior a que esta dissertação se propõe é o de expor algumas das

potencialidades do método dos Elementos Finitos como uma alternativa no estudo de

equações diferenciais parciais para o estudo das equações de Einstein baseado no

método dos resíduos ponderados aplicado para calcular as matrizes de contribuição

local do Método dos Elementos Finitos, e na introdução de um sistema de coordenadas

homogêneas.

O modelo que aqui se propõe para o tratamento das equações de Einstein, já é

utilizado há alguns anos como uma poderosa ferramenta na determinação das

distribuições de campos eletromagnéticos em dispositivos e sistemas elétricos. O

trabalho científico mais importante que marcou o início da aplicação do Método dos

Elementos Finitos na engenharia foi desenvolvido por Silvester e Chari em 1.970/11].

A partir de então, o Método se difundiu rapidamente na solução dos maiores

problemas da engenharia e eletricidade, que são os cálculos de campos

eletromagnéticos presentes nos dispositivos e sistemas elétricos.
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5.1 Aplicação do Método dos Elementos Finitos

A aplicação do Método dos Elementos Finitos mais difundida está relacionada a

problemas do eletromagnetismo. Apesar das equações de Maxwell descreverem os

fenômenos eletromagnéticos, sua solução analítica é impraticável em dispositivos com

geometrias complexas. Uma alternativa para contornar este problema seria a

utilização de métodos numéricos para a obtenção de soluções aproximadas. Outros

métodos numéricos, que não o Método dos Elementos Finitos, apresentam sérias

dificuldades de aplicação, quer no cálculo dos coeficientes dos sistemas de equações,

quer no tratamento de meios não lineares ou na exploração dos resultados obtidos.

Para utilização do Método dos Elementos Finitos, o objeto em estudo deve ter

sua geometria subdividida em várias partes, que são os elementos finitos, tais que a

união desses elementos nos dê o objeto e a sua intersecção seja nula. Essa subdivisão

recebe o nome de discretização e é geralmente constituída, no caso bi­dimensional, de

triângulos, e no caso tri­dimensional de tetraedros, mais usados em eletromagnetismo.

Figura 10

Domínio bidimensional discretizado em elementos triangulares

AA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



A aplicação desse método em gravitação, todavia, é pouquíssimo difundida /1], porém

teve seu uso incentivado e motivado por P. Laguna /6/: “..uma importante

característica do Método dos Elementos Finitos é que a malha não é requerida ser

uniforme; elementos podem ter diferentes tamanhos e orientações por todo o domínio

computacional. Como consequência, com o Método dos Elementos Finitos é possível

usar domínios computacionais com contornos irregulares. Estas são precisamente as

dificuldades numéricas que se encara em construir­se valores iniciais para a colisão de

buracos negros, qual seja, um contorno irregular próximo, e uma planura assintótica

distante dos buracos negros.”

Para a aplicação do Método dos Elementos Finitos em Gravitação, de modo a

exemplificar as suas potencialidades, representaremos uma tratamento de um bem

conhecido problema, qual seja, o da solução da equação R,, = O [1.60] relacionada ao

espaço­tempo de Schwarzschild. Os passos a serem seguidos podem ser sintetizados

em três etapas:

a) pré­processamento;

b) processamento;

Cc) pós­processamento;

A fase de pré­processamento está relacionada principalmente:

a .I) o desenho da geometria do objeto estudado; identificação da matriz de

contribuição local do Método dos Elementos Finitos

a .2) a geração da malha

a .3) a imposição de propriedades físicas dos meios envolvidos

a .4) a imposição das condições de contorno.

Os itens (a .3) e (a 4) são bem conhecidos e tratados em Relatividade Geral

como a solução de Schwarzschild. Quanto ao item (a.2), o gerador de malhas a ser

utilizado — oportunamente, será o mesmo obtido por J.M.Machado e
C.A .R.Marretto /8/, usando o software MATHEMATICA. O item a .l), que

concerne ao desenho da geometria do domínio e a identificação da matriz de
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contribuição local do Método dos Elementos Finitos, será discorrido e ultimado em

detalhes na próxima seção seguindo as etapas:

a .1.1) reescrever as equações de Einstein no Espaço­tempo de —Schwarzschild
em coordenadas cartesianas;

a .I.2) aplicação do método dos resíduos ponderados;

a .I.3) transformar as equações em coordenadas homogêneas;

a .1.4) subdividir o domínio estudado em pequenos tetraedros;

a .1.5) identificar as coordenadas e a matriz de contribuição local do problema ,

para um elemento finito tetraédrico unitário qualquer na aproximação linear

(matriz 4x4).

Em etapas posteriores ao presente trabalho, usar­se­á primeiramente na fase de

processamento, o gerador de malhas desenvolvido na fase a .2) para discretizar todo o

domínio automaticamente e o cálculo da Matriz Global do problema; em seguida numa

fase pós­processamento com os dados das etapas anteriores espera­se a reprodução de

valores já conhecidos através da aplicação de outros métodos, o que confirmaria a

pertinência da utilização do Método dos Elementos Finitos também em Relatividade
Geral.
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5.2) O Cálculo das Matrizes de Contribuição Local para um
Elemento Finito Tetraédrico qualquer

5.2.1) A Equação de Einstein Ryy=0 em Coordenadas Cartesianas

A equação tensorial de Einstein R;yy = O no espaço­tempo de Schwarzschild, no

vácuo, é descrita por [capítulo 1]:

22º
r

Em coordenadas cartesianas tem­se que:
1 1 1

OMX, Ia) ANEMIA TAZ? MAFIA TAZ)? MAEAITAZ?
Or Ox x õy y Oz z

Nº

1 1

NEI A+? +2)? VE + AZ) =y
y Oz z

dvºX,»2) vCy­2)vc) voy”) =v
or? ôx? x? ôy? y? dz? z?

1

Ov(x,7,2) Ovt(xXº+y?+2?)?
Or Ox x

rº =x*+yº +2º

Substituindo os valores em R,, = O temos:
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oºv Cy2­22) o (Cx? =29), o Cx? =7?) ­
Ox? x? õy? y” ôz? z?

1 1 1

NEITI AZ? MEXA 2AZ?AE+I +)?
Ox x Oy y Oz z

1 1 1

Ovt(xº+yº+2?)? 2 ôvtiXi + +22 2 ôvt? ++)
Ox x Oy y Oz rá

OvatX+y +22) OvatX+y+22) OvatX+y +22?+(O)? (x > Z Ly? (x > Z LL &y (x > Z
x Oy y Oz Fá

R =1[(

­( )

)+(

Ox

Oxx dy Odxz

5.2.2 — A Aplicação do Método dos Resíduos Ponderados a R,1=0

A seguir, aplicaremos o método dos resíduos ponderados, já descrito em

capítulos anteriores, à equação para R,, = O, antes de passarmos ao sistema de

coordenadas homogêneas.

Fazendo uma série de simplificações eliminando o Laplaciano e aplicando­se a

identidade de Green, pela qual as integrais de superfície podem ser desprezadas com a

escolha feita para w, obtem­se a expressão seguinte (5.1):
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3º +2zI(x­1) da,OA;
dxdydz —

x? Ox & O
2? + 2x! +3 .m ?+ —1)da, 0aSUSANAE

1 dxdydz —õ Oya+zDas, éade sa JO +y a 1) da, da
j y Oy jr z Ox O&

OA; Da, Xº+Y +zZ2º
Ox O& x?

OA; da, Xº+Y +”
Ox O& z?

da.j da, x? +yº+2º

d dxdydz —

dxdydz +2IE =>2+32),o; ae didyde + Zu,auto,z

DA; DA, Xº+Y +Z2º
d o y?
a; da, x +Y +22?

dxdydz ++juta, dxdydz +X uju, fa;
jk r

dxdydz +ÁDA,murro; dxdydz ++43 ujuzfo,
jk r Ox Oy xy Ox O xZ

OM; BA, Xº+Y +Z2º
do

oa; 125 fa.3 Ade s2Eu fa o dd) = oz

oa,

+ADAmelo, drdyde 128 u fa, = dxdyde +j x x

Logo, os termos entre chaves são iguais a zero, o que leva às equações sobre as

quais iremos trabalhar em seguida no sistema de coordenadas homogêneas.

5.2.3 — Transformação em Coordenadas Homogêneas e Cálculo das

Matrizes de Contribuição Local

Proceder­se­á agora a última fase da etapa de “pré­processamento', que é o do
cálculo das matrizes de contribuição local para um elemento finito tetraédrico unitário

qualquer. Usar­se­á o sistema de coordenadas homogêneas, introduzido por Silvester
e Ferrari [13].
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As antigas coordenadas (x,y,z) relacionam­se às novas coordenadas (&, 9,6) por

meio das equações [Schwarz, 1988] [14]:

x=X) +(x; =x))E+(X%3=x))O+(x, =x)L (5.2)

y=X +); ­Y)8+O;­Y)9+O47)DS (5.3)

z=72) +(23­2))E+(23­2)9+(24 25 (5.4)

com O<é<l, O<s9<I, O<C<l

; nestas (xy , yr, Z1).­..(X4» Y4 » Z4) São as coordenadas dos 4 vértices de um elemento
finito tetraédrico.

Na aproximação linear, as quatro funções de base para o tetraedro coincidem
com as coordenadas homogêneas, de modo que:

a, =1­8­8­6,a,=8, a;=9,0,=6

Notamos ainda que as coordenadas homogêneas são tais que

2 +bx+c;y+diz
3!V

E; (5.5)

nas quais os fatores a;, bj, crie dj são dados exclusivamente em termos das
coordenadas dos vértices do tetraedro:

bi = (Y3­Y9Z22+ (Ya­ Y2)Z3 + (Y2­Y3)Za

bz = (Ya YX3)41 + (Y1­Y)Z3 + (Y3­Y1)Za

b3 = (Y2­ YZ + (Ya­YDZ2+(31­Y2)Z4

ba = (33 X2)23+ (Y1­Y3)22 + (Y2­YDZ3

cr = (X4­X3)Z2+ (X2­ X4)Z3 + (X3­X2)Za

Ca = (X3—X4a)Z1 + (Xa­ X1)Z3 + (X1­X3)Z4

c3 = (X4 = X2)Z1 + (X1­ X4)Z2 + (X2o ­ X1)Za

Ca = (X2­X3)Z] + (X3­ X1)Z2 + (X1­X2)Z3
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di = (X3— X4)Y2+ (X4­ X2)Y3 + (X2­X3)Y4

da = (Xa­X3)Y1 + (X1­ X4)Y3 + (X3­X1)Y4

dz = (Xx2—X4)y1 + (X4a­ X1)Y2 + (X1.X2)Ya

da = (X3— X2)Y3+ (X1­ X3)Y2 + (X2­X1)Y;3

bi, ci. di [12]

Para passar as integrais anteriores para coordenadas homogêneas, temos:

dxdydz =3!VdEdC .dE; (5.6)

Tomemos como exemplo o cálculo de um dos 16 termos entre chaves e

mostraremos sua transformação para coordenadas homogêneas. Então tomemos um
dos termos:

2 2 —1 ôjo +) ) Oq, O j Irdydz =
r x Ox Ox

1 18 1E8 da; oa ;eJa fas | A(S,S, 5) brbn"39, dg, 2249dS
no qual, a função A(£,9,6 ), tem como valores já simplificados utilizando o software

Mathematica 2.2:

A(E,9,0) = ((—1+ x) — E  — 9x, — Ex + Exa + Ox; +Exa)(
Cl+y ­8n­8yY ­&, +EY, + Oy; +61)? +(2, Ez, —­ 92, ­6a +Ez27 +Oz;
+Ez4)))Nx = Ex — x — Ex] + Exa + az + Exa)?

Calculando cada uma das integrais com a sua respectiva função chegaremos ao
valor:

(7º +zº)(x—1) da, a, 11
LL dxdyda = ————[As dx dA 36?

naqual, I<kS4 e l1<ms<s4

Assim encontramos a primeira matriz de um conjunto de matrizes:

6 Tese de Doutorado — José Márcio Machado ­ USP
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Matriz (1):

bb bb, bb; bb,

—1 [bb baby bb; boba
108Vº| bb bib, bb; bab,

bwby baby, bab; baba

Seguindo raciocínio análogo para cada um dos outros 15 termos entre chaves da

equação /5.1/, encontramos as outras matrizes de contribuição local como a seguir.

Parte do cálculo encontra­se no apêndice 1, levado a termo como já mencionado,

utilizando o software Mathematica (2.2):

Matriz (2):

bm O 0 0
1/0 bm, O O

18//0 O bm; O
0 O O bm,

Matriz (3):

Matriz (4):
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Matriz (5):

Matriz (6):

Matriz (7):

Matriz (8):

Matriz (9):

dd,
1 d.dm,

108V? |dzdn;
d.dma

cm 1 2 3 4 5 6 7
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Matriz (10):

bem
1. |bem,

108V? |bem;
bacNa

Matriz (11):

Matriz (12):

cd,
1 |cdm,

108V? | cxdjnmz
cada

Matriz (13):

o

o

byn3 O
O bin,

­
x7 log[x]] x3 log[x,]

2(x,; =x (x; =x (x ­x,) 2(x%y­x)(X3­x2)(X4=­X2)
x3 log[x;]

+
x1 log[x,]

2(x, =x3)(X3 =x3)(x3­x,4) 2(x ­Xx4)(X2 = x4)(X3­X4)
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Matriz (14):

D=
y1 log[»)]

R
y2log[y2]

2(yY2 = yYD(Y; =YD(1=Y4) 2002 ­XY)03­X72)04792)
y3 log[y,]

R
y1log[y,]

2(Y,=>3)(72 =Y3)(Y37­Y4) 201 =XY4)2­Y4)03­Y4)

Matriz (15):

dm O 0

“o d o oJd 2112
6 lo Oo dm; O

O O O din,

­
z; log[z]]

+
z2 log[2,]

2(73 ­2))(23­2)(4­ 2) 2(27­2))(23­22)(24722)

z3 log[z;]
+

z1 log[z,]
2(2 —­< (22 3Yz3 = Za) 2(2 —Za YXz, Za Yz3 = Za)

Matriz (16):

na qual:
V: volume do tetraedro unitário
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CONCLUSÃO

Concomitantemente ao desenvolvimento da alta tecnologia que tem aumentado

gradativamente a performance dos computadores, como o rápido aumento de

desempenho dos processadores paralelos, os últimos dez anos têm assistido a um

crescente interesse no campo da Relatividade Numérica. Talvez a motivação física

maior que norteia o interesse neste novo campo, seja a possível e futura detecção de

ondas gravitacionais pelos modernos detectores em construção, tais como VIRGO,

LIGO e TAMA [4]. A mais promissora fonte de ondas gravitacionais de provável

detecção através desta rede de interferômetros a laser, seria sem dúvida a colisão de

buracos negros. Contudo, como os sinais seriam fracos o bastante ao chegarem aos

detectores, qualquer detecção confiável será muito difícil sem um conhecimento

prévio da forma da onda emergente.

Buracos negros podem ser tratados através das técnicas dos elementos finitos.

Com os elementos finitos é possível usar domínios com contornos não regulares, e

construir valores iniciais da onda emergente na colisão.

Nesta dissertação é introduzida uma técnica baseada em elementos finitos para

uma solução particular da equação de Einstein Ryy = O , no espaço­tempo de

Schwarzschild. Os métodos dos resíduos ponderados é aplicado para calcular as

matrizes de contribuição local. Um formalismo de coordenadas homogêneas foi

introduzido. Por meio deste formalismo as matrizes locais tem a mesma estrutura para

cada Elemento Finito Tetraédrico, o que certamente nos levará a uma grande

simplificação no cálculo da matriz global do problema.
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APÊNDICE II

A seguir, encontram­se alguns dos cálculos realizados pelo software
Mathematica (2.2), com as suas respectivas funções e integrais já
calculadas; os cálculos restantes são feitos de maneira análoga e apresen­
tam resultados idênticos aos calculados abaixo:

K[A,B,C ]:=
2

((«x1 ­ Axl ­Bx1­ CxI+Ax2+Bx3+Cx4) +

2

(Y1I­Ayl­Byl­Cyl+Ay2+By3+Cy4))

(1 +zZ1­Azl­Bz1­Cz1+Az2+B23+Cz4))/

3

(01 ­Azl­Bz1­Cz1 +Az2+Bz3+Cz4);

Integrate[K[A,B,C],(C,0,1­A­B)]
2(1­A­B)

Integrate[%,(B,0,1­A)]
2

(1­A)

Integrate[%,(A,0,1)]
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L[A BC ]:=
2

((x«1 ­Ax1­Bx1­Cx1l HAX2+Bx3+Cx4) +

2

(YyI­Ayl­Byl­Cy1l+Ay2+By3+Cy4))

2

(3 (01 ­Az1 ­ Bz1 ­ Cz1 +Az2+Bz73+Cz74) ­

3

2(01­Azl1­Bz1­Cz1+Az2+B273+Cz4)))/

6

(01 ­Azl ­ Bz1­Cz1 +AzZ2+Bz23+Cz4);

Integrate[L[A,B,C],(C,0,1­A­B)]
2(1­A­B)

Integrate[%,(B,0,1­A)]
2

(1­ÀA)

Integrate[%,(A,0,1)]

M[A ,B,C ]l:=
2

(«1 ­Ax1l ­Bx1 ­ Cx1 +AxX2+Bx3+Cx4) +

2

(yI­AyI­Byl­Cy1 +Ay2+By3+Cyd4) +

2

(01 ­Azl ­Bz1 ­ Cz1 +Az2+Bz23+Cz4))/
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2

(«I ­Axl­Bxl1l­Cx1+Ax2+Bx3+Cx4);

Integrate[M[A,B,C],(C,0,1­A­B)]
201­A­B)

Integrate[%,(B,O0,1­A)]
2

(1­ A)

Integrate[%,(A,0,1)]

P[A,B ,C ]:=
2

(x1­AxI­Bx1­Cxl +Ax2+Bx3+Cx4) +

2

+ (VYI­AyYVI­Byl­Cyl+Ay2+By3+Cyd4) +

2

(01 ­Az1 ­ Bz1 ­ Cz1 +Az2+Bz23+Cz24))/

2

(yYI­Ayl­Byl­Cy1l+Ay2+By3+Cyd);

Integrate[P[A,B,C],(C,0,1­A­B)]
2(1­A­B)

Integrate[%,(B,0,1­A)]
2

(1­ÀA)

Integrate[%,(A,0,1)]
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Q[A,B ,C ]:=
2

(«1 ­Axl­Bxl1l­Cx1 +Ax2+Bx3+Cx4) +

2

(y1I­Ayl­Byl­Cy1l +Ay2+By3+Cyd4) +

2

(01 ­Azl1 ­ Bz1­Cz1+Az2+Bz23+Cz4))/

. 2

(01 ­Az1 ­ Bz1­Cz1 +Az2+Bz723+Cz4);

FIA ,B,C ]:=
2

(«1­Axl­Bx1l­Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2

(YI­AyIl­Byl­Cy1l+Ay2+By3+Cyd) +

2

(01 ­Azl1 ­ Bz1­ Cz1 +Az2+Bz23+Cz24))/

((x1­AxlI­Bxl1­Cxl1l+Ax2+Bx3+Cx4)

(01 ­Az1 ­ Bz1­Cz1 +Az2+Bz23+Cz4));

Integrate[F[A,B,C],(C,0,1­A­B)]
2(1­A­B)

Integrate[%,(B,O0,1­A)]
2

(1­A)
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1 2 3 4 5 6 7

Integrate[%,(A,0,11)]

GIA,B ,C ]:=
2

((x1I­Axl­Bx1­CxI +HAxX2+Bx3+Cx4) +

2

(y1I­Ayl­Byl1l­Cy1+Ay2+By3+Cy4) +

2

(01 ­Az1 ­ Bz1­ Cz1 +Az2+Bz3+Cz4))/

((y1 ­Ay1l­Byl ­ Cy1 +Ay2+By3+Cy4)

(01 ­Az1 ­ Bz1­ Cz1 +Az2+Bz23+Cz4));

Integrate[G[A,B,C],(C,0,1­A­B)]
2(1­A­B)

Integrate[%,(B,0,1­A)]
2

(1­A)

Integrate[%,(A,0,1)]
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WI[A ,B,C ]:=1/(x1+A (­x1 +x2) +B(­x1l +x3) + C(­x1 + x4));

Integrate[W[A,B,C],(C,0,1­A­B)]

LoglIx1­Ax1­Bx1 +Ax2+Bx3] Log[A x2 + Bx3+x4­Ax4­Bx4]

xl­ x4

Integrate[%,(B,0,1­A)]

(x1+Ax1­Ax2) Logix1 ­Ax1+Ax2]

x1­ x4

(A x2+x3­Ax3) Log[Ax2+x3­Ax3]
­(

2
x1 ­xlx3­xlx4+x3x4

(A x2 + x4­ A x4) Log[A x2 + x4 ­ A x4]

(x3 ­ x4) (­x1 + x4)

Integrate[%,(A,0,1)]

2

xl Log[x1]

) + ­

(­x1 + x3) (x3 ­ x4)

2

x2 Log[x2]

2 (­x1 +x2) (­x1 + x3) (x! ­ x4)

2

x3 Log[x3]

2 (x1 ­ x3) (<2 ­ x3) (x3 ­ x4)

1 2 3 4 5 6 7

+

2 (­x1 + x2) (­x2 + x3) (­x2 + x4)

2

x4 Log[x4]

2 (x1 ­ x4) (x2 ­ x4) (x3 ­ x4)
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