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RESUMO

Nas iltimas décadas, a técnica das diferengas finitas tem desempenhado um
papel preponderante na solugdo de equagdes diferenciais parciais. Ainda que um
grande nimero de métodos usados para o tratamento numérico das Equagdes
diferenciais parciais de Einstein sejam do tipo diferengas finitas, tem ocorrido um
crescente interesse na utilizagdo de outras técnicas aproximativas, sobretudo no estudo
das equagdes diferenciais parciais de Einstein para o campo gravitacional [/]. De
modo a exemplificar as virtudes e potencialidades do método dos elementos finitos no
contexto da teoria da gravitagdo, é apresentado nesse trabalho um tratamento de um
bem conhecido problema através desta técnica, qual seja, a solugdo da equagdo R;; = 0
no espago-tempo de Schwarzchild. O método dos residuos ponderados € aplicado para
o célculo das matrizes de contribuicdo local e as coordenadas homogéneas sio

introduzidas.

AV
AVAYEY

2 3 4 5 6 7 8unesp v 12 18 34 15 Te A7

18

19



ABSTRACT

Finite Difference techniques are numerical methods which have played in the
last decades a preponderant role for solving partial differential equations. Althought a
significant number of methods for treating Einstein equations are of finite difference
type there have been a considerable number of numerical studies on gravitation in
finite difference codes are not used [/]. In order to exemplify the features and the
possibilities of the Finite Element Methods in the framework of gravitational theory, I
present in this work a treatment of a well know problem by this tecnique, namely the
solution of the equation R;, = 0 related to the Schwarzschild space-time. The
weighted residual method is applied to calculate the local contribution matrices of the

Finite Element method and the homogeneous coordinate formalism is introduced.
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I. INTRODUCAO

La) Motivagao

As equagdes de Einstein do campo gravitacional foram publicadas pela primeira
vez em 1.916 [2]. Estas formam um conjunto de dez equagdes diferenciais parciais
acopladas, ndo lineares e do tipo hiperbélico-eliptico, que em geral ndo podem ser
estudadas analiticamente, exceto em alguns casos envolvendo simetrias, como no caso
particular da solugio devida a Schwarzschild em 1.916' /3], logo apés o aparecimento
daquele trabalho de Einstein que originou a Teoria da Relatividade Geral. Sem
divida, estas equagdes estao entre as mais complicadas de toda a Fisica-Matematica, e
a despeito de muitos anos de pesquisas, a solugdao completa do conjunto completo de
equacgdes € ainda ndo tem uma solugdo definida.

Durante as ultimas décadas uma nova 4rea de pesquisas tem emergido: a
“Relatividade Numérica”[1]. Este novo campo de pesquisas faz uso de computagio
paralela de alta performance, ciéncia computacional e fisica tedrica para investigar a
Teoria da Gravitagdo de Einstein, através de tratamentos numéricos de suas equagdes,
e sua, talvez, principal consequéncia, seja a aplicagdo em astrofisica e cosmologia.
Uma importantissima aplicagdo desta teoria em astrofisica, segundo métodos
numéricos aproximativos, € o dificil problema da colisdo de buracos negros.

A colisdo de buracos negros em Orbita é considerada hoje uma das mais promissoras
fontes de ondas gravitacionais® que poderdo ser detectéveis por uma nova geracdo de

detectores (LIGO e VIRGO) agora em constru¢ao/4/,/5].

' Em 1.916, logo ap6s o advento da Teoria Geral da Relatividade, o Fisico alemdo Karl Schwarzschild, diretor

do observatdrio astrofisico de Potsdam, apresentou a primeira solugdo exata das EquagGes de Einstein, para o

caso especial de um campo gravitacional estdtico, simetricamente esférico, produzido por um corpo em repouso,
rovido de simetria esférica.

Segundo a Teoria da Relatividade Geral proposta por Einstein, a presenga de matéria deforma a geometria do
espago. Como matéria e geometria estdo interligadas — uma influencia a outra - , 0 movimento da matéria pode
implicar em perturbagdes na geometria do espago-tempo. Essas perturbagdes se propagam, espera-se, por meio
de ondas gravitacionais. Essas ondas, infelizmente, ainda ndo foram detectadas aqui na Terra, o que espera-se
seja alcangado com uma nova geragido de detectores, pois a frequéncia destas ondas é muito pequena — os
distirbios causados pela matéria em movimento sdo quase despreziveis, exceto os causados, por exemplo, por
eventos como colisdo de buracos negros, que podem gerar ondas detectaveis aqui no nosso planeta.
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Devido a grande e importancia da Teoria de Einstein para o estudo de problemas, tais
como a colisdo de buracos negros, € essencial que se procure resolver as equagdes de
Einstein em uma maior generalidade, e ndo apenas em casos especiais em que
simetrias estdo envolvidas. Métodos numéricos, como por exemplo o método das
diferengas finitas, estdo sendo aplicados e baseados em calculos ndo simétri-cos/1].

Nesta dissertag@o é proposto um método alternativo para o estudo das equagdes
de Einstein, conhecido como o “Método dos Elementos Finitos”. Sua utilizagdo em
Relatividade Geral, embora pouco difundida foi enfatizada recentemente por
Laguna, P. [6]. A maior e mais importante virtude deste método é que com elementos
finitos € possivel usar dominios computacionais com contornos irregulares, 0 que nio
ocorre por exemplo com o Método das Diferencas Finitas. Estas sdo exatamente as
dificuldades numéricas que defrontamos ao tentarmos construir valores iniciais para
colisdo de buracos negros, ou seja, um dominio computacional irregular préximo e um
espaco-tempo assintoticamente plano distante dos buracos negros.

De modo a exemplificar as potencialidades do Método dos Elementos Finitos
em Gravitagdo, € apresentado por esta técnica, neste trabalho, um tratamento de um
bem conhecido problema, chamado de solug¢do da equagé@o R;; = 0 relacionada ao Es-
paco-tempo de Schwarzschild. A técnica dos residuos ponderados € aplicada para
calcular as matrizes de contribui¢do local para um elemento finito tetraédrico qualquer

na aproximagdo linear (4x4), e um formalismo de coordenadas homogéneas ¢é

introduzido. E de se esperar que, num futuro trabalho, resultados conhecidos sejam

reproduzidos através do uso de um “malhador” para a discretizagdo automaética do

dominio.

setembro de 1.998
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CAPITULO 1

Teoria da Relatividade Geral

1.1 - Tensores

Considere trés espacos vetoriais E,, F_, G g de n, p e g dimensdes

n? P!

respectivamente.

Definigao 1:
Tensor: E todo elemento do espago vetorial com r espagos vetoriais E, ® F » ®G, que

tenha estrutura de um produto tensorial.

Produto Tensorial:

Consideremos os espagos vetoriais E, e F, de n e p dimensdes respectivamente e
associamos a eles um espago vetorial de np dimensdes que designaremos por E, ® F, .
Se Xey sdo dois vetores pertencentes a E, eF,, respectivamente, corresponderemos

ao par (¥,y) um elemento, representado pelo simbolo ¥® y do espago vetorial

E, ® F, e esta correspondéncia deverd satisfazer trés propriedades:

a) Se %,X,X, pertencema E, ey,y,,y, aF, entdo:

05 +7,)=%®5+x®7,
(% +%)®5=%0®5+%, 07

b) Se a é um escalar arbitrario, entdo:

0X®j=XQay=a(X®y)
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c) Se (%,%,.+%,)e (3, 325 3, ) 830 vetores base de E, eF,, entdo os np elementos

de E,®F,
%®y, (i=1,2,.,n)e(a=1,2,.,n) (1.3)

formam uma base deste ltimo espago.

Satisfeitas as trés propriedades, diremos que o espago vetorial E, ®F, € um
produto tensorial dos espagos vetoriais E,eF, e o elemento ¥®y € o produto

tensorial dos vetores Xey .

Defini¢ao 2:
Define-se um tensor do tipo M/N como uma fungio linear que mapeia M um-forma e

N vetores:

T=T e ®.7° ®... (1.4)

As componentes da transformagdo T sao:

T =AM TV
Propriedades:

(1) Se Ag- e Bg- sdo tensores do tipo M/N, deste modo também

SA0AAg ", uBg " e AAg T+ uBg para quaisquer A e p.

(2) Se Ag~ € um tensor M/N e B} um do tipo M’/N’, entdo o produto Ag~Bj" € um

tensor do tipoM + M’/N + N’
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(3) Para qualquer tensor do tipo M/N pode-se construir um tensor do tipo M-1/N-1

pela contragdo de um indice superior com um indice inferior.

(4) Tensores podem ser simétricos ou anti-simétricos sobre pares de indices superiores

ou inferiores.

1.1.1 Tensor Afim

Dado um espago vetorial de n dimensdes, € possivel efetuar o produto tensorial

de g espagos idénticos a E, e, o espago vetorial de n? dimensdes assim obtido se

designara por (En )" , denominando-se poténcial tensorial g de E,. J4 que os espacos

E,e(E,) estdo referidos as bases (Ei)e(Ei[,iL...iq ), respectivamente, adotaremos a

convengao:

iq ili2...iq (16)

Com maior generalidade, se x(1), X(2),...,X(q) designam g vetores quaisquer de
E,, de componentes
x(1), x2(2),...,x(q) (1.7)
teremos que:

() ®X(2)®...0 %(q) = x" ()x?(2)...x" " (@) Eyip. iq (1.8)

Considerando o espago vetorial E, (dual de E,) referido a base (x'), dual de &. A

partir destes dois espacos, podemos efetuar as operagdes seguintes:
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Tomar potenciais tensoriais arbitrarios de E,ouE, e multiplicd-las
tensorialmente entre si, obtendo assim os produtos tensoriais do tipo:

ENQEWQE .0 Elr) @ g™ (1.9)

Definigao 3:

Se chama tensor afim “ligado” a um espacgo vetorial E, , a todo elemento dos
espagos vetoriais obtidos efetuando-se o produto tensorial dos espagos idénticos a E,

ou ao seu dual.

1.1.2. Tensor de Curvatura (Método Geométrico)

Definigcao 4:
Espacos Riemannianos: E uma variedade diferenciével de n-dimensdes (n = 4) dotada

de uma métrica.

ds® = g dx'dx’ (1.10)

1- Condigdo Necessdria de Integrabilidade:

Seja A= A'¢, um vetorem V 4 Sedé integravel, entdo

[d(A'g)=A [8(Alg) = A
cl c2

nas quais c; € ¢, definem caminhos diferentes (figural),
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= [[8d(A'¢)=[8A=A
c2cl

[[dd(A'E)=[dA=A

cle2

[[8d(AE)=[ [d5(A'E) = [ [[sd(a’e)-ds(aie)]=0

c2cl cle2 cle2

= (844’ e, + A'5d &, - (doA' )&, - A'ds & =0

= [sda’ - dsa' [&, + A'[5dz, - dsz, ] =0

= 8dA' = dSA" (1.14)

ou seja, os indices de derivagdo permutam em A’ e em ¢ e isto é uma condi¢do

necessdria para que A seja integravel.

2- Método de Cartan: Sejaem v* dois simbolos de diferenciagdo d e d permutdveis
nas coordenadas associadas aos pontos. A partir de um ponto M de
V4percorremos um caminho cl,(figura 1) e através de uma diferenciagdo d,

obtem-se M +dM (Y' +dY'); logo apés, efetuaremos uma segunda diferenciagdo

5, obtendo-se M1. Por um caminho c2, a partir de M efetuaremos a
diferenciagio &, que nos faz passar de M a M +8M , e posteriormente uma
segunda diferenciagdo que nos leva a M’2 de coordenadas (Y "4+dY' +8Y' + dSY‘).
Pela propriedade ja vista de permutagdo de d e d, chegaremos ao mesmo ponto
M’,M’] = M’2. Mostraremos na sequéncia:
O contorno fechado serd dado por:

(M, M +dM, M’, M + OM) : Paralelogramo de Cartan
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(Paralelogramo de Cartan)

Utilizando o caminho c1 para chegar-se a M’, tem-se que, a partir do sistema
M, €)aM+dM, ¢ +de,):
(1.16)

dé, = w'(d)e, (1.17)
na qual,
w/'(d) é a forma diferencial w para os d,

O desenvolvimento de (M + dM, M’) nos levaa (M, e, ) com:

MM'| = dM +8M +8dM

Por conseguinte, pode-se imaginar que seria  possivel

(M',,e',) a (M,,¢,,), mediante as férmulas:
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M| M'y=dSM —8dM = 0

(e)— (€)= ddé, —8dé, # 0

Em primeiro lugar:

d(8M) - 8dM = d(ﬁyié’;) = ﬁ(d}"'é}) = ay"dgf = dyfﬁé'i

Pois:

d(8y'e,) = (ddy')é, + 8y'de,

8(dy'z,) = (5dy')é, + dy'5z,

= d8M —8dM = 8y'dé; - dy'8¢; = (T}’ ; d 8y’ — T}, dy'8y*)e,
na qual,

w/ =T/, dy*; I}, s@o conexdes afim

Permutando os indices i e k tem-se:
dSM —8dM = (T}, -T}, )dy*8y'é, =0,
pois

I}, =T, < Variedade Riemanniana

Comparando os vetores dos dois sistemas em M’:

”*) (E‘,'z)_(é"“);o

De acordo com resultados precedentes:
(€',)—(€'y) = ddé, — 8de, = d(w]' (8)¢,) - d(w!' (d)é,) =
[dw! (8) - dw (d)]é, + w) (8)de, — w) (d)d¢,

= de, — 8de, = [dw!' (8) — dw!' (d) + wf (B)w} (d) — wi (d)w; (8)]E, # 0

Adotaremos a convengao:
dde, - 8de, = Qé,
QF = dw! (8) - 5w (d) + wf (B)w} (d) — wf (d)w (8)
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3- Tensor de Curvatura (Riemann — Christoffel)

De resultados anteriores:

wi' (8) =d(T};8y°) = 8,T ' dy"8y* +Tddy’ =

= dw!' (8) - dw!(d) =8,T" dy"sy* —8,I'" 8y dy* =
= dw]'(8) - 8w/ (d) = (8,I}; -8, )dy" 8y’

Por outro lado:

w @)w! (d) - wk (d)wf (8) = (TX, T, —TK, TP )dy"8y*
Como:

QF =(1.27) +(1.28)

Entao:

Q' =R"_ dy'dy"

Lrs

onde:

R, =8T" -8, " +T" I -Th Tk

I,rs sTri

R:’rs € denominado Tensor de Curvatura ou de Riemann-Christoffel

Deduz-se que as condi¢des de integrabilidade dos vetores €; se expressam por meio
das equagoes:

(1.30)

Definicao 5: Componentes Contravariantes: Chamaremos componentes

contravariantes de um vetor x, com respeito a uma base (¢,,é,,...,¢,) qualquer, aos

- f .
nimeros (escalares) X tais que:

(1.31)
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Definig¢do 6:
(2)- Componentes Covariantes: Chamaremos componentes covariantes de um vetor ¥
com respeito a mesma base acima, aos nimeros (escalares) x;,
tais que:
(1.32)

Definicao 7:
Contragdo de indices: E uma operagdo que consiste, uma vez escolhidos dois indices,
um covariante € outro contravariante, em iguald-los e somd-los com respeito a este
indice repetido duas vezes. A contragdo de dois indices em um tensor de ordem g
origina outro de ordem g-2.

Serd possivel deduzir por contragdo de indices novos tensores a partir de um
tensor de Riemann- Christoffel?

Teremos que fazer, por exemplo, a contragido de um indice do primeiro grupo por

outro do segundo grupo, por exemplo os indices segundo e terceiro.

_ _hk _ hk _)
ikhj = 8 th.:'k =8 th,ki = Rj:'
RU = Rﬁ (simétrico)

Define-se, entdo, o Tensor de Ricci:

Tensor de Ricci = (R;)

R= R: = ginf'j

Onde g” é o chamado potencial gravitacional

R é chamado de escalar de curvatura Riemaniana do espago v
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1.2- Identidades de Bianchi e Equacoes de Einstein

Entre as componentes do tensor V,R;, , que € o tensor derivado do tensor de

curvatura, existem outras identidades importantes. Para estabelecermos as Identidades

de Bianchi, adotaremos um sistema de coordenadas relativas a um ponto M arbitrério

de V,. Os simbolos de Christoffel serdao nulos em M e deduziremos:

V.R! =98, I}-8,T} (1.33)

Permutando circularmente os indices:

VR =9.T* —a.r*

b 001 sresi trt s i

VSR.I".!H' = arsr:li i ar:r:hi
Fazendo (1.33)+(1.34)+(1.35):
=V.R' +VR' +VR' =0

ret, st s 1, rs

Que sdo as chamadas Identidades de Bianchi.

Fazendo um contrag¢do em (1.36) de t por h
~V,Rs +V R, +V,R},,
Contraindo i com s
-V.R+V.R + V,IR:'

ou seja,

2V.R:-V,R=0

v{m-%;;:ze):o
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na qual,

V,=V,g,

Introduzindo o tensor simétrico S,

1 . . .
S =R, _Eg”R Equacao de Einstein sem o termo cosmoldgico K (1.42)

=V,8=0 (1.43)

Elie Cartan /3] mostrou que a forma mais genérica de tensoresem V, ouemV

que satisfariam a lei (/.43) tem a forma:

S,, = h(R” —%g,,(R + K)J Equagdo de Einstein com termo cosmologicok  (1.44)

Se o espago tempo € plano, isto implica:
gy =cte = RU,rs =0
Definig¢do 8:

Se o espago tempo € plano, R, =0, foi axiomatizado por Einstein que no vécuo

ij,rs

(espago-tempo vazio) R; =0 (Tensor de Ricci =0) que € um resultado da contragdo de
um indice do primeiro grupo com um indice do segundo grupo de R;, . A expressdo
constitui a Lei de Einstein da Gravitagao.

y

1
R,,—Eglijo (1.46)

AVA
AVAYAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 12 14 1o 1o

17

18



Seria interessante a esse ponto, enumerarmos algumas propriedades do tensor de

curvatura e do tensor de Ricci.

Propriedades de R;

ij.rs

1- R. tem n?=4%= 256 elementos

ij,rs

N — (Simetria)

ijrs = rs ij

Ri= (Anti-Simetria)

iy, rs lj 5r

R, =-— (Anti-Simetria)

iy, rs J'l rs
( n = nimero de dimensdes do espago-tempo)

Conclusao: Em virtude das propriedades /, 2, 3 € 4, o tensor R, .. terd apenas 20

I_] rs
componentes independentes.

Por contragdo de dois indices, um do primeiro e outro do segundo grupo do
tensor de Riemann-Chistoffel, resultard um outro tensor, dito tensor de Ricci, simétrico
emiej.
thj = Rr'j =R ji

Prova:

R:'j = ghkRik.hj = ghkRkj,:'k = ghkRj

nki = R; =R,

A lei da gravitagdo de Einstein ndo se parece, a uma primeira observagio, nem
um pouco com a Lei de Newton. Para que observemos alguma similaridade € preciso

que olhemos g;; como potenciais de gravitagdo. Existem /0 desses potenciais, ao

invés do unico potencial da mecdnica newtoniana. Esses potenciais descrevem ndo

apenas 0 campo gravitacional, mas também o sistema de coordenadas.

1 Rj=R; =
R;-—-g;R=0 => 10 equagdes
2 8ij = 8
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1.3. Equacdes de Einstein no espaco-tempo de Schwarzchild -

método analitico

As equagdes de Einstein para o vacuo sdo ndo lineares e consequentemente de
solugdes muito dificeis. No entanto, hd um caso especial que pode ser resolvido sem
maiores problemas: o campo gravitacional estético, simetricamente esférico produzido

por um corpo, em repouso, esfericamente simétrico.

(i) Campo Estético = go,, = 8&mo =0, m=1,23
no qual:
(t,x,y,2) = (xg, %, X5, X3)

pois:

(ii) Ter simetria esférica = que todos os termos fora da diagonal &, = 0,

go 0 0 O
0 0 O
0 0 g5 O
0 0 0 g5

A distancias muito grandes, do corpo que gera a gravitagdo € esperado que o
campo gravitacional tenda a zero, portanto ter-se-4 assintoticamente um Espago-tempo

plano (Flat Space-Time).
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1.3.1. O espaco-tempo de Schwarzschild

A métrica de Minkowski € dada por:
ds? = c*dt?* —((dx)* + (dy)* + (d2)?) (1.48)

Em um sistema de Simetria Esférica, as coordenadas esféricas (r,0,), sdo tais

(t,x,y,z) > (t,r,0,0)

x=rsenBcos¢
y =rsenBsen¢
z=rcosO

figura 2 (Coordenadas Esféricas)

Em coordenadas esféricas, portanto:

dx =a—xdr+a—xd9+§d¢
or 00 o

dy:?dr+%d8+%d¢
r

dz =(—3§-dr+2d9+zd¢
or 00 o
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entao:

dx = sen @ cos ¢dr + rcos @ cos ¢gd@ — rsen 6 sen ¢d ¢
dy = sen @ sen ¢dr + rcos @ sen ¢d@ + rsen @ cos ¢d¢
dz = cos Odr — rsen 6d6

Calculando agora:

(dx)? + (dy)* +(dz)?, tem-se que:

(dx)* = (sen @ cos ¢gdr + r cos @ cos gd6 — rsen 8 sen gd@).(sen 8 cos gdr + r cos @ cos gd6 — rsen Gsen gdp) =

=sen 2@ cos 2@d*r + rsen @ cos 8 cos > gdrd @ — rsen > @ sen ¢ cos gdrd ¢ +

rsen @ cos @ cos’ gdrd @ + r* cos> @ cos > ¢d >0 — r* sen @ cos @ sen ¢ cos ¢pd0d p —
rsen @ sen ¢ cos gdrd @ — r* sen 6 cos @ sen gcos pdOdg + r’sen’@sen’ gd’p =
sen @ cos > ¢d*r + 2rsen @ cos @ cos > gdrd 6 — 2rsen * @ sen ¢ cos ¢drd ¢ —

2r2sen @ cos @ sen ¢ cos pdOdg + r>cos > cos > ¢d*0 + r*sen 2 @sen > ¢d *¢

(dy)* =(senfsenddr+r cos@sengd@+ rsené cosddd).(senfsengddr+r cosfsengdd+ r sené cosgdg) =
=sen 2@ sen > @gd’r + rsen @ cos @ sen > pdrd @ + rsen > @ sen ¢ cos gdrd ¢ +
rsen @ cos @sen’ gdrd @ + r* cos> @sen *> ¢d*@ + r* sen @ cos 6 sen ¢ cos ¢ddp +
rsen @ sen ¢ cos gdrd ¢ + r” sen 6 cos @ sen ¢ cos gd0dp + r’> sen > @ cos’ pd*p =
sen 2@ sen > ¢d >r + 2rsen O cos @ sen > pdrd O + 2rsen * @ sen ¢ cos pdrd § +

2r2sen @ cos @sen ¢cos pdOdg + r>cos >@sen > pd *0 + r*>sen > cos > gd ¢

(dz)?* = (cos Odr — rsen 6d6)* = cos >0d*r — 2rsen 0 cos Odrd 6 + cos > 0d *r

(dx)* +(dy)* +(dz)> =sen > @ cos > pd *r +sen*@sen > gd *r + cos > 6d *r + (1.52)

+2rsen @ cos @ cos’ gdrd 6 + 2rsen @ cos @sen’ gdrd 6 — 2rsen @ cos @drd 6 —  (1.53)
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—2rsen @ sen ¢ cos pdrd ¢ + 2rsen 2@ sen ¢ cos ¢drd ¢ —
—2r%sen @cos @sen gcos gdOd¢ + 2r* sen @ cos @ sen ¢ cos ¢pdOd ¢ +
+r2cos 2@ cos 2pd*0 + r*cos *@sen *¢d*0 + r*sen > 0d*60 + (1.54)
+ r2sen 0 sen *¢gd*p + risen 20 cos *gd ¢ (1.55)

Analisando (1.52)
sen 2@ cos > ¢d *r +sen 2@ sen > gd *r + cos 2 0d *r =

=sen260d*r(cos ¢ +sen @)+ cos>0d*r =(sen 20 +cos 2 0)d’*r =d*r

Analisando (1.53)
2rsen @ cos @ cos’ gdrd @ + 2rsen Gos g sen * ¢drd @ — 2rsen @ cos Gdrd 6 =

2rsen @ cos Odrd O(cos > ¢ +sen > ¢ —1) = 2rsen O cos Odrd 6.0 = 0

Analisando (1.54)

r*cos @ cos > ¢d*0 + r*cos *Osen 2 pd 260 + r’sen *60d 20

r’cos *0d*@ (cos *¢ +sen @)+ risen 26d20

r’d*@(cos* 0 +sen’8)=r*d*@

Analisando (1.55)

risen 26 sen *¢gd’¢ + r’sen 26 cos *gd g =

r*sen 260d*gp(sen * ¢ +cos 2g)=r2sen *60d?¢

Tem-se entdao que:

(dx)? +(dy)® +(dz)* =(1.52)+(1.53)+(1.54)+(1.55) = d*r + r’d*6 + r*sen > 0d g’

Substituindo na Métrica de Minkowski

ds? =c%dt? - (d*r+r%d?0 + r?sen 2ded))
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ds* = c?dt?-d?*r - r?(d?0 + sen 20d %)

(1.56)

Reescrevendo agora a métrica de uma forma mais geral compativel com a

simetria do problema:
ds®> = udt > -Vd *r - wr 2(d?0 + sen 20d?2¢)
na qual u,V e w sdo fungdes de r

w=1;u=e";V=e* ve A fungdesde r

ds® = e*dt?~e**d?r—~r?d?0 —r*sen 20d4%

1.3.2 Calculo dos Simbolos de Christoffel

A partir da expressdo analitica para os Simbolos de Christoffel:

1
= E(anw.c P e B el

Tem-se que:

1
Loor = ;(800.1 + 8010~ 8o1,0)

1
=Tgp = ?(301.0 * Twni~ Lio.ed

1
F = ?(310.0 + 8id.0— Boii)
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1
= ?(gll.l + Bua = Tua)

1
- ?(gn.z + 812" 8n.)

1
?(321.2 * 8uai— 8iza)

1
= "2_(322.| = By~ aiial

1
= ?(gn.s + 8133~ 83.)

1
= ?(gy.a W Rz 5 Ry )

r233

L 323

= rsaz

1
='§'(833,l ey = a1

1
= —(823_3 t8xn3— 833.2)

2

1
= ?(832.3 +83n.2"8xn3)

1
= ?(833.2 +8ni3— 81n.3)

3 4 5 6 7
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—r 2sen? 9%(—r22sen6’cos 6) =

r323 =8 < [ =

_e_zx 1 -2A

-5-2rsen 29=-rsen 20

—r~2sen "20 ;_(""2 sen 2 0)" =

senfdcosf _
Tt

cotgf
sen

-2 1 2 2 "
—r *“—(r°sen “0)" =
2 ( )

= %(rﬁscn&cosé’) =—senfcosé
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Nos desenvolvimentos acima, cabe a seguinte observagdo ( a notagado

devida a Dirac, em P.AM Dirac — General Relativity, Wiley, 1972)

derivada em func¢do de r

derivada em fungdo de &

1.3.3 Calculo de R,, em Func¢ao dos Simbolos de Christoffel

r‘(;lv o r{)avrcEB + I-‘(;IBFB

I 2 3 I 2
Roy ‘= @ vt Top . B b Doy Jim (Tov,o ¥ gy * T

0 1
— (F§y T + T4 T + TG, TPy + T3, Th) + (TJpT Py + Tgpl'y +

1 1 1 0
+ THTE, + T3P )= Ry, = Reg = -Taw1 - Too I“IBB T N

&

3
ov,2 *Toy,3)

il (F&OFI{{)) + r(}OFlll + F(}Ol"l% 5 F(}orﬁs)‘*’ Zr(;Orl[()}

Rlv = l_‘lot,v rlv o rl%rcEB G5 rl%r\?a
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_ 0 1 2 3
= (Do vt Dy vt L2 o Fol a0y = (rlov,O ot rllv,l + rlzv,z t 1q13\»-.3) =

(TR Ty + DNTE )+ BATE BT R )+

+ (THTY + THTP + TATE, + TATE 0 =
) O\ T +ThTfy + THES + LTS
(%) -Pyo Fig-+Tyy Fip+-Fis Pa-+Fp B

£ =g 1 2 3 1 1 0 1l
= Ry =T+ 1+ 10+ 03, -y -y —I'nn 'y -

i ] g 0 w0 T 2 2 B B
-y -I'ylg + Ll + Iy Iy + T2 + 03005

U w0 1 2 3 1 1 0 2 3
Ry =L+ I+ 1+ g -y -y + I +T13)

0 0 2 2 3 3
i3 1—‘101“!0 t l—‘12 l—‘12 & FIS rl'j

- F'Fv,a - rfvro?[i + r;ﬁrfa

Y
SR I 2 3
=D £l 8% g E 035 )=

0 1 2 3
= (r2v,{) + l_|2\f',1 + I“2v,2 + 1_‘2\#.3) e

- (C T8 + T3 TR ™ + TATS, + T3,T5)+
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- (1“2%1“\’,30 — F%Bl—\?l o5 FZZBF\?Z 5 1-‘23ﬁ1-*v53 )(k*) =

I ~0 I 1 ) 1 3
(*) Ty Ty + T3y i Iy Ty +T5 5

Ly ) i 1 3 i d 3 xe'd
(**) Tpogg + I'y Ty + T35 + 5305
o 1 1 0 | i i 44
= Ry =T33 9T 1 = (Tplg + Ty + T3 + T 3)+

1 2 2 1
+ Il + T30 + 5305

3 0 2 3
Ry =T33 -Tg 1 —(TyTg + T + T +T5T3)+

{1 &¥s 9 ol 3" L
+ Dy + 0305 + 5315

R3v T IqSOtoc,v = r3av,a ik 1_'3(1\,1_'35 T r3aﬂr\?a

1 2 3 0 1 2 3
tl3 v *tT3p v #0533 )- (T3, 0 +T3, 1 +T3, 5 +T3

2 (r30vr(?[3 + r;vrl[}i (*) + Iﬁ.’?\al—"f[i + F33vr3BB) +
+ (CACE + TLTE + TATE £ TATE 0% =

{peywi) L] ey 1, A%
(*) T3 T30 + T3 T3 + 13,13 + 13153

(**) 1"3% r:&% 68 Iq311 r?}l g5 I"322 I“322 T I“333 Iﬂ333
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4 1 2 2= 1 1 ~2 =4
= R33 = —-(I'33,1 +T33 2)-(T33l9 + 33Ty + 3303 + 3303 +

2 3 1 3 2 3 3 3
+ 53T )+ (T3 + T35 + T3Tg; + T Ta3)

1.3.4 Calculo dos Valores de Ry, R;1, Ry, R33

P 2v=2A

ROO =(_v162v—21):(*) _(Ve .vr+vr62\f—21'lr+vf62v—2l.r—l+

3 v:eZv—Zl-r—l )+ zv!eZV—Zl.v! —

(*)( _vfez\r"—ZA.)f = _vrreZV—?.?L " v!(zv . 2%)!82\?—21. —

_vneZv—Zl i) 2v;v162v—21 + 2vrx:62v—2?t —

= _yMg2V=2h _ 912 2v=2h _ 5o r 1, 2V=2}

= ROO = _vﬂeZV—Zl i 2\"282‘;_21 4 2\”1’62\’_21 o vr262v-21 _

’ ’
Y p2v-2n _ YV 2v-2)

e +2vf282V—2?L ot

Lo v'l erV—ZA. A
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Mbs Tl oy rery e fg A
r r r r

2 2N

r

Ry, = (cot. 20)"(*) —(—re 2*) — (—re 2Py = pe~22) ' _

2A -1

_nr_'—re*”r_l)+(—re_ rl 4 r7l(=re %"y + cot g2 >

= e

(*)(cot g0)" = (cos 6)’=( s cos 0) = ( L ) cos O +
sen 0O sen O sen 0O

1

1
(cos 8)' = — ———cos O cos 6 + —(—-sen 0) =
sen 2@ sen 0O ( )

2
cos “ 0 . . " =
—29—1—2!'3"8 le + rv'e 2;\'+rk'€ 2)'"{'

s€n

2
= cos “ O -
e 27L+—2=(1+rv'—-r7k")e st
sen “ 0

Ry =(1+rv'—r\)e 2 -1 (1.61)

1 2 1 ~0 1 1 1 2 Il 3
R33 = —(r33 )1 + F33’2) — (r33 F]O T r33 Fl] + r33 rlz * r33 rl3 i

2 3 {29 2 3 3iax1 3 2
+ 353053 )+ (3303 + 53053 + 3033 + Ty =

=5 -[(—rsen 20e 2%y + (—sen Bcos )" |- (—=rsen 20e2*)v' +

+ (—rsen 2 96_”)}\.'+ (—r sen 2 Be_n)r_] + (—r sen 2 Be‘”‘)r‘l +

+ (—sen Ocos O)cot g0) + (—rsen 296"2k)r-1 +

+ (—sen Ocos B)cot g6 + r“'(—rsen 2Be_”)%-
cot gB8(—sen O cos 0)
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+ rA'sen 2 98—27\. +

— DR

27")'— sen 2 0 +cos 20 +rv'sen 2 (3»‘«?_27L

2 9,-21 o—2h _

= (r sen 2 Oe

2 9,722

+ sen + sen +c0329—scn29 cosze—senzee

—cos 20

A 288—21

=sen 20e %* — r2A'sen +rv'sen 20e 2" &+ ri'sen 20e2* -

—sen 20 =

= sen ?0(e %" — 220" 2 + rvie P 4 A Te M 1) =

= sen 2 B[e_”(l —rA'+rv') - 1)]= sen 2OR

R33 = San BRzz

1.3.5 A Solucao de Schwarzschild no Vacuo

R(]O:Rll =0
ROO:O

2v'
r

ROO - (l'v'-— vr2 _

como eZv—ZA #0=> AV -V

k,V, - \"2 -
207
Vn_k!\,r_'_vtz_ -
r
_2_v_&=oz>v’+l'=0
r r

Se V4L =0=>(v+A) =0 v+ A =cte
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Quando r — 0, o espago tende a se tornar plano ggog;; = -1

goo =€’

2\
811 =—¢€

Temos entdo:

o 82v+27«. = _1
82V+2l - 1

62v+2?& - 60

2v+20=0

v+A=0

De (1.63) e (1.64) vem:

v+ A=cte

v+i=0=>

v+ A =0 em todo o espago.
Entdo:
A==V (1.65),

em R,, =0 temos:

Ry =(+rv'—rA)e 2 —1=0

=1+rv' —r)e =1
usando (1.65), temos:
1+rv'+rv)e? =1
(1+2rv)e® =1 (1.66)

temos que:

(re?’y =1e?" + r2v'e® =e® (1+2rv")

entdo, substituindo em (1.66)
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(re®") =1 (1.67)
Integrando (1.67)

re?Y =r—2m, onde m é a constante de Integracgédo

ezv r 2m

Ry =(+rv' —=r\)e -1

usando (1.65), temos:

Ry =(1-rA' =rANe™* -1=0

1-2r)e ™ =1 (1.68)
Mas, temos que:
(re Y =1e* —r2n'e ™ =24 (1-2r")
entao, substituindo em (1.68)
(re”**) =1 (1.69)
Integrando (1.69)
“2* —r—2m, onde m é a constante de Integracdo

r 2m

r r

i 2m

r

. (1__2_'11_)_1
r

Tinhamos que:

ds 2 = udt * - vd 2r—wr2(1:1’26)+sen 2E)dzé))
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onde u,v e w sdo fungdes de r

;v=e?, v e A funcdes de r

di %= g*dt®—~ %53 %p— r2d %0 =% sen *0d“}

2v
?

Substituindo os valores encontrados para e e** temos a equagio (1.70)

2M ) -1g2r - r2420 - r2sen 2 0d 29
r

ds2=(1—2r—m)dr2—(l—
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CAPITULO 2

Método dos Elementos Finitos

2.1 - Breve Historico

Por volta de 1950 o método de aproximagdo de Ritz-Galerkin era a aplicagdo que
trazia melhor solu¢do para problemas de mais dificuldade nas é4reas da Fisica-
Matematica, mas ndo a aplicag@o ideal, devido a dificuldades na geragdo de fungdes

de base w;(x) apropriadas na equagao

W)= Saw(x) (2.1)
i=1

na qual a,..,a, sdo escalares.
As equagdes de Ritz-Galerkin eram altamente sensiveis na escolha de fungdes
w;(x) € esse esforco para encontrar tais fungdes trazia sérias desvantagens.

O Método dos Elementos Finitos é uma técnica sistemdtica para a construgao
das fungdes de base w;(x), para dominios irregulares, nas aproximagdes de Ritz-
Galerkin. Além disso, o Método dos Elementos Finitos € de facil implementagio
computacional.

O Método dos Elementos Finitos € uma aplicacdo de muito sucesso em
métodos cldssicos como:

a) Método de Ritz;
b) Método de Galerkin;

¢) Método dos Minimos Quadrados.
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Em geral € util para aproximagdes de solu¢des de problemas de campo envolvendo
a teoria de equagdes diferenciais parciais elipticas. Esse método foi primeiramente
descrito com respeito ao problema:
Au=f em Q (2.2)
u=g em oQY" (2.3)
- ov
t_%_:]a,j(xl,Jrz,...,xn)z_j;;cos(v,x,v) =h em oQ?, na qual A é um operador linear

eliptico, (x;,x;,...,X,) sdo coordenadas em R", QO é um dominio do campo R" com

campodR, V é a diregdo normal externa a 0Q? , e aQ"Y LAIQ? =06Q.

Pode-se a este ponto introduzir-se algumas notagdes:

1
(i) L,(©2) é um conjunto de fungdes do espago W onde [_[Q 1»v24::.{x]E <

Se w;,w, € L,(2) entdo
(w1, w,) = Jq wywadx

1
HWI”,LI(Q} =(w,W)?%;

(i) H™(Q), com me Z* (conjunto dos nimeros inteiros positivos), é a fungdo do
espaco W
D°we L,(Q) |(1|Sm

1
"w“;,mm) = |:|al§m||paw"21q (Q}Jz

Por exemplo:

H' Q) =L,(Q),e

H'(ﬂ)={wfwelq(m.;ﬂelq(m} i=
Xj

aw2

2 2 N
AT S s <

Ly (Q)
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L,(6Q) é o espago de fungio w onde [fm wzds]f <o

O produto interno sera denotado por:

<wp,w, >=[ wwyds;  w,w, € L,(8Q)

2.2 - Métodos Classicos

2.2.1 - Método de Ritz
Considerando o funcional:
1v) = [ (A@v), v)dt - (f,v) (2.4)
Este funcional terd um ponto minimo quando
Av=f (2.5)
esta ultima € a equacdo de Euler-Lagrange do Principio Variacional. Se A é um

operador linear, entdo:
1
I(v)= E(Av,v)—(f,v) (2.6)

O subespago H, de H € definido por:
(WI’WZ)A =(Aw,w,), w,wy € H, (2.7)
este € o subespaco H, que nés observaremos como minimo de I(v), e
consequentemente:
veH,, (Quo&Q)
No caso das equacdes de Laplace sujeitas as condi¢des de campo apropriadas,

depois das integragcdes por partes, tem-se:

I(v) = % 02 +v2)io (2.8)

e também:
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H,=H' {E w{)  (espago de ordem 1 de Sobolev)

O Meétodo de Ritz consiste em minimizar I(v) sob um subespago dimensional
finito de Hy € o uso do Método dos Elementos Finitos serd computacionalmente

conveniente na escolha do subspago dimensional finito. A aproximacgao de Ritz

v=§U,-(Dl-(xl,...,xN) (2.9)

i=l
para a solucdo do problema de minimizagao

dI(v)=0 (2.10)
define um espago de dimensao N e usando (2.8)

6%‘_[1@)]5 (Av,®,) - (f,®,)=0
parai=1,2,....n

Diz-se que v€ S",emque S" é o subspago dimensional finito de H.

2.2.1.1 — Limitacoes para o Método de Ritz

O método s6 € aplicdvel a regides limitadas por formas geométricas simples.
Para regides com um contorno complicado é impossivel escolher fungdes ®@,(x,y) que
satisfagcam as condic¢des essenciais de contorno. No entanto, a idéia basica do Método
de Ritz foi modificada para se tornar o Método dos Elementos Finitos. O Método dos
Elementos Finitos, por sua vez, ¢ um desdobramento do Método de Galerkin, que

discutiremos a seguir.
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2.2.1.2 - Método de Ritz — Aplicacdo
Considere o exemplo:

Z

ro
(] 1/21 A A2/31Al '

O potencial total de energia poderia ser minimizado sujeito a condi¢Ges de

campo essenciais. Introduz-se duas dimensdes de fungdes de aproximacédo

2 " v 3 = =
x*(3x [EI)(x D) 5 ¢>2(x)=x (3x Jr?‘)(x D)

D, (x) = (2.11)

que satisfazem as condig¢des essenciais. Com a aproximagao
W(x) =c®,(x) +c,P,(x),

a funcional toma a forma:

1 . 5 1 1
I(v) :EE”‘;(C'(D' +cz¢2)zdx—‘[;t qo(c,®, +c,D,)dx - F(61‘D1(53)+Cz®z(53))
3

Esta € a funcional, quadrada em c, e c,, que serd minimizada, e as condi¢des
necessarias para que isto ocorra s3o;

ol (v)

oc,

i s ST 1
= EI} @] + c,0} pdx - [ 4,@,dx - Fo, St]=0
21
3
" " " t
21

3

ol (v)

dc,
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EI]((D (x))?dx = Elj'—(36x ~300x + 41%)2dx =11. 2%

e finalmente o sistema:

11.2EI¢, +10EIl ¢, + 5—qu g

16
. 8 F

10EIl 3¢ +—EH ey +——1 =0
1 2% 99 0 "3

Quando os valores especificos

E=2.107—‘5’— I =16cm*, 1 =300cm,F =—100N € q0=—2£
cm cm

sao usados, o sistema de equagdes torna-se, depois de dividirmos a

equagio por EIl ™ :

{1 1.2¢, +10c, —0.12891=0

10c, +10.2857¢, —0.29188 =0
que nos da:

¢; =-0.1048 e ¢, =0.1303

AY‘YAY

[

120 13

14

1.5
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2.2.2. Fundamentos do Método dos Elementos Finitos

Seja uma regido S delimitada por um limite C que pode se estender para o infinito.
Cada ponto desta regido sera representado por x= (x,y). Em geral, uma equagdo
diferencial para ser resolvida, pode ser escrita de uma forma simplificada:

Lu(x)=s(x) emS (2.16)

Em que L é um operador linear, u(x) € uma fun¢fo e s(x) uma fun¢ao conhecida.
A condig¢@o limite para (2.16) no problema do valor limite pode ser expresso por:
Bux)=t(x) emC (2.17)

onde B é um operador linear diferencial e t(x) uma func¢do conhecida.

1.) Solugdo do Problema do Valor Limite
Temos, até entdo:
Lu(x)=s(x) emS (2.18)
Bu(x)=t(x) emC (2.19)
A formulagdo de ambas as equagdes consiste simplesmente em procurar uma
fun¢do u(x) que admita fungdes de prova definidas no dominio S.
cluh>=<g h> (2.20)

para toda escolha de uma fungéo arbitréria ou ponderada.

O simbolo <, > representa o produto interno, cuja defini¢ao é:

<v,w>= [vwds (2.21)

5

Integrando as partes da equagdo (2.20), temos que dada uma fung@o s(x) e uma fungado
arbitraria h(x) em H, encontraremos:

< Cu, Dh > = < s, h >, para qualquer fung@o h(x) (2.22)
onde C e D sdo operadores que podem conter derivadas de pequena ordem.

2) Solugdes Aproximadas da Formulagao Fraca
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- O procedimento de Rayleigth-Ritz

Se ao invés de encontrar uma solu¢do exata para a equagao (2.22), encontrarmos
uma aproximac¢do adequada, algumas condi¢des impostas nas fun¢des de prova podem
ser mudadas.

Temos dois procedimentos para a solu¢do aproximada: um € o Método dos
Residuos Ponderados (MRP) e o outro € o da aproximagdo variacional. O que vamos

estudar, ou seja, o Método dos Minimos Quadrados estar4 dentro do primeiro tpico.

3) Método dos Residuos Ponderados (MRP)
Admitindo uma fung¢éo erro r(x), temos:
r(x) = L u(x) - s(x) (2.23)
que representa o erro na aproximacgao da fung@o u(x) na solug¢do do problema.
Uma alternativa é a formulagdo forte do problema. Dada uma fungdo s(x),
admitindo a fun¢do u(x) em H, em que H € um espago, tem-se:
r(x)=Lu(x)-s(x)=0 em S (2.24)
A correspondente formulagio fraca pode ser expressa da seguinte maneira:
Dada uma fungdo s(x) e uma fung@o arbitrdria h(x) em H, encontraremos a fungdo
u(x) em H, tal que:
<r(x),h(x)>=0
para qualquer fun¢do h(x) em H.
De acordo com propriedades de produto interno, temos que r = 0.
O MRP é uma familia de métodos baseado na forma da formulagéo fraca.
No MRP, nés procuramos aproximagdes para solu¢des da equagdo (2.20) em
um subespago Hy de dimensdo finita de H. Todo elemento u(x) de Hy pode ser

representado pela expansdo da forma (formulagao forte):

ux) = Yab;(x) (2.25)
j=1

em que aj, ay, ... , 8, sao coeficientes escalares.
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Definimos agora um dual do espago conjugado Wjy, qualquer elemento

v(x) em Wn assumiré a forma:
I (2.26)
i=1

na qual w;(x), w(X), ..., Wp(x) sdo fungdes linearmente independentes que constituem
uma base de W),
O MRP consiste em encontrar os coeficientes a; para que u(x) tenha uma solugdo
aproximada usando as fun¢des v(x) como fungdes testes.
<r,v>=<Lu-s,v>=0 qualquer v de Wy (2.27)
Substituindo (2.24) em (2.27), temos:

N N
(Lu=s,2c;w(x))=2c; {(Lu-s),w;)=0
i=1 i=l
para qualquer escolha de c; ,entdo teremos:
<Lu-s,w;>=0

o operador L € linear, induzindo um sistema de equagdes lineares de coeficientes a;, ou

seja:

(r,w‘.)=(L[§ajbj(x)—s],wi)=0 para todo i (2.28)
j=1

Consequentemente:

Lja;-5;=0  paratodoi

j=1
L = < Lbj(x), wi(x) > e s§;=<s(x), wi(x) > (2.30)
Estas fun¢des de prova ou as fungdes de base podem ser encontradas em muitos

caminhos, e cada escolha corresponder4 a diferentes critérios para resolver o problema

(2.20) da forma fraca.
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2.2.3. Método dos Minimos Quadrados

Um outro caminho de solugdo de forma fraca no contexto do método dos
residuos ponderados e conhecido como a aproximagdo por minimos quadrados. Se a
funcdo ponderada ou a fungdo teste é tomada como:

wi(x) = Lbi(x), para todo i (2.31)
os coeficientes a; da aproximagdo sdo aqueles que minimizam o erro residual. De fato,

se considerarmos a representacdo funcional da norma do residuo ao quadrado:
I(w)=<Lu-s,Lu-s>=|r (2.32)

N6s podemos perceber que esta minimizagdo com respeito aos coeficientes a;, nos
conduz a:

olu)

=2(r,Lb,)=0 (2.33)

que coincide com as condi¢des quando as fungdes ponderadas sdo escolhidas como as
(2.31). Uma vantagem deste método estd no erro da fronteira que pode ser derivado
nos moldes do erro funcional de (2.32).
Outra forma comum do método dos residuos ponderados sdo os subdominios e
pontos de igualdade.
No método dos subdominios, o0 dominio § do problema serd subdividido em
subdominios §; e a fun¢do ponderada podera ser definida como:
91(31:2( r,Lb;)=0 (2.34)
0 a;

e a equacao dos residuos ponderados reduz-se a:

(Lu-s,w;)= [(Lu-s)ds=0, paratodo i (2.35)
5

aumentando o nimero de subdominios, faremos o erro da aproximagao tender a zero

quando o dominio S estiver completo.
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O outro método € a colocagdo de pontos de igualdade. O teste da equagdo serd
fora dos pontos discretizados do dominio x;. Em outras palavras, a fungio ponderada
sera selecionada como:

w;(x) =8(x - x;), i=12..,N (2.36)
associada para N pontos selecionados num dominio S. A implementacdo dos
elementos finitos da aproximacgéo dos residuos ponderados é ela mesma uma variagio
do método do subdominio. Neste caso, o dominio serd dividido em um nimero de
elementos e as fun¢des de base e as fungdes ponderadas serdo definidas localmente em

cada elemento.

2.2.4. Método de Galerkin

Um caso especial importante do método dos residuos ponderados é o método
de Galerkin. E um dos mais importantes e mais usados métodos para obtengio de
solugdes aproximadas na forma fraca.

No método de Galerkin, as fungdes sdo escolhidas como as fungdes base e teste:
W;i(x) = bi(x) (2.37)

As equagdes (2.29) e (2.30) agora tomam a forma:

%aj(Lbj(x) ,b;(x)) =(s(x),b;(x)) paratodoi (2.38)
j=1

De (2.28) e (2.37) podemos ver que os coeficientes definem uma solugdo
aproximada de (2.25); o erro residual € ortogonal para cada fungao selecionada b;(x)
no espago Hy. Usando a defini¢do de produto interno, nés podemos observar que a
aproximagdo de Galerkin para u, € a melhor aproximagdo na norma da solu¢do de u

de (2.20), isto é:

|- u,|= inf fu-u (2.39)

ueH




2.2.4.1. Equacao Diferencial de Poisson — uma Aplicacao do
Método de Galerkin

Considere a equagao,

o*u o%u

§+§= f(x,y) (2.40)

em G, na qual G € uma regidao do plano (x,y) sujeita as condi¢cdes de contorno de
Dirichlet.
V=®d(s) em C[

e a condicao de Cauchy:
% +a(s)u(s) =y(s) emC, (2.41)
n

Entdo escolhemos o conjunto ®@,,...,®, de modo que @, satisfaca as condigdes de

contorno nao homogéneas.

®, =®; em C; mas
9{;2(1 +a(s)Py(s) =v(s) em C;
n

®,(x, y),....P,,(x, y) satisfazem as condi¢des homogéneas

®, =0 em C;, mas

od
Wk +o(s)®,(s)=0 em C,

Substituindo a aproximag¢@o na Equagdo de Poisson original, escrevemos a expressao

para o residuo:

AD, +2 ¢, AD, - f(x,y) = R(x,y) (2.42)

Na formulagdo de Galerkin, w; = ®@;, e queremos que a integral dos residuos

i?

ponderados por w; seja nula nas regides de G, logo:
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[JR(x, »)® ;(x, y)dxdy =0, =142 w50
G
Substituindo o valor obtido acima para R(x,y), temos:
2, (ja®, @ dxdy)+ [[ ADD jdxdy - [[ f (x, »)® jdxdy =0, j=1,..m , (2.44)

na qual todas as integrais se estendem sobre o dominio G. Para reduzir a ordem das

derivadas dentro das duas primeiras integrais, usamos a férmula de Green:

[[AUV dxdy = ([ grad(U )grad(V )dxdy + §2—i‘1 Vds (2.45)

oD,

Y e, (—[[ grad(® ;) grad(®, )dxdy + §
J c On

0D,

[f grad(®,)grad(® ;)dxdy + $
G C on

@ ;ds -

[[F(x,y)® ;dxdy) =0

Gj =]%..m (2.46)
Aplicando agora as condigdes de contorno as integrais de linha ®@;(s) =0, obtem-se

finalmente:,

E}C’f (—J[ grad(® ;)grad(®,)dxdy + [o(s)® ()P ;(s)ds) +
i= G G

I} grad(® ;)grad(®,)dxdy + [(a(s)Dy(s) - Y(s)D ;(s)ds +
G G

1 £ (x, y)® dxdy =0

que € o sistema de equagdes a resolver.
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CAPITULO 3

Método das Diferencas Finitas

3.1. Métodos para Solucdo de Equacoes Harmonicas e Bi-

harmonicas

Com excecdo dos casos mais simples, equagdes diferenciais parciais
harménicas® e bi-harménicas® ndo podem ser resolvidas analiticamente. Embora
existam muitas fun¢Ges matemdticas que satisfazem as equagdes diferenciais, elas
raramente satisfazem as condi¢des de campo propostas. Um método de solugdo é
empregar as séries infinitas de fungdes para satisfazer as condi¢des de campo, embora

a aproximagao envolva tanto computagdo como métodos puramente numéricos.
3.2. Aproximacao por Diferencas Finitas

O método das Diferengas Finitas envolve a substituicdo das derivadas pelas
aproximagoes por diferengas. A figura 3 mostra parte da malha do dominio da solugdo

bi-dimensional no plano x-y.

1 2 3 4 5 6 7 Unesp"'

} Fungdes harmédnicas:
(‘2 2 P.Zv i t‘zv

LAl SR

B2 52 62 42
fungdes tais como u(x,y), v(x.y) que satisfazem tais equagdes sio ditas fungdes harmdnicas

. Fungdes Bi-harmdnicas, satisfazem a equagfio:
My 'y oty
+ +2

il & =iy
IOV P
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Figura 3

As linhas da malha sdo espacadas uniformemente nas dire¢des x e y; as
distancias entre elas devem ser h, e h, respectivamente.

Os pontos que serdo usados nas andlises de diferencas finitas estdo
localizados nas intersec¢des das linhas da malha. O ponto O pode ser considerado
como um ponto tipico da malha dentro do dominio da solugdo, e os pontos limite N, S,
E e W sdo usados para os quatro pontos adjacentes da malha.

A derivada com respeito a x na equagao

o’y oY
&—2+¥:V2‘I‘=<D,(x,y) (3.1)

sob o ponto O pode ser expresso nos termos dos valores de ¥ no ponto da malha,
pela férmula da diferenca central:

2
Ll il R (3.2)
x® ), h;

Este resultado pode ser obtido das séries de Taylor, e o erro de truncamento é da

T o s

ordem de:
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Usando uma expressdo similar para a derivada com respeito a y, a seguinte
aproximagao por diferengas finitas para a equagéo (3.1) € obtida:

= (o, )o (3.4)
h? h;

esta € aplicavel para todos os pontos internos.

Equagdes para pontos do campo podem ser obtidas das condi¢gdes relevantes do
campo . Por exemplo, se o valor de ¥ sob um ponto de A como mostra a figura 4 é

prescrito como o, entdo ¥, =a. As condicdes de campo derivadas podem ser

aplicadas com o auxilio da formulagdo de diferencas finitas.

figura 4

Por exemplo:

(6_‘}’} =ﬁ+o(hx) (3.5)
A

ox h

x
e, se esta derivada é exigida como tomando o valor de B, entdo ¥, € dado pela
aproximacgao
¥, =¥ —Ph,
Pode-se notar, entretanto, que o erro de truncamento na equagdo (3.5) € de
ordem diferente do erro da equagdo (3.2). A melhor aproximagdo para a derivada de

campo € fornecida por:
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ox ). 2h

X

[a‘PJ =L (-3w, +4¥, -¥.)+0(2)
A

e, por isto:

¥, = %(4\?3 -¥. -2Bh,) (3.7)

Se existem n pontos no dominio de solu¢do, entdo existem n equagdes
lineares para os valores de ¥ quaisquer da forma da equacéo (3.4), sendo expressas as

condi¢des de campo.

Para o caso especialde h, = h 5= h, a equag@o (3.4) torna-se

¥y + ¥ + ¥ + Py —4¥, =h*(D,),

e € expressa na forma de uma molécula computacional como mostra a figura 5:

A molécula equivalente da equagdo bi-harmdnica:

4 4 4
0 T-}-a lf+2 azlpz =V2(V2‘P)=V4‘P=®2(x,y)
Ox Oy 0x 0y

€ mostrada na figura 6
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Outro método para solugdo de equagdes bi-harmdnicas é a redug@o para um
par de equagdes simultaneamente harmdnicas. Por exemplo, no caso da recirculagdo
do fluxo viscoso, a equacdo

Vv =0 (3.10)
€ muitas vezes trocada por:

vViv=w VW =0 (3.11)

quando W ¢é a vorticidade’. Em principio isto pode ser resolvido pelo método sobre

equagdes harmonicas.

Uma importante vantagem do método das diferencgas finitas é a facilidade
para a solugdo ser formulada e programada pela computagao digital.

Em todos os métodos de diferencas finitas, as linhas da malha s@o paralelas com
as coordenadas dos eixos. Por esta razdo, usando coordenadas cartesianas, 0 método é
melhor apropriado para a solugdo de problemas com dominios de solugdo retangular,
tanto que as séries de pontos pode terminar com pontos sob 0 campo.

As principais desvantagens do método das diferencas finitas sdo a falta de
flexibilidade geométrica para ajustamento em formas de campo irregulares e a
concentra¢do de pontos em regides de dominio de solugdo quando as varidveis mudam
rapidamente. Isto acontece quando usa-se malhas com distincias variadas entre
colunas de pontos, e para introduzirmos mais sistemas de coordenadas sofisticadas
para ajustar a forma do dominio de solu¢do. Se o dominio ndo é conforme um sistema
de coordenadas maior, entdo o problema serd mais facilmente resolvido pelo método

dos elementos finitos.

5 Vorticidade: sejam regides de um escoamento nas quais as forgas viscosas sio despreziveis. A partir da,
define-se esta grandeza chamada vorticidade como sendo duas vezes o valor da rotagdo.

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 13 14 15 Ak 1]

18



CAPITULO 4

Comparacao entre o Método das Diferencas Finitas e o

Método dos Elementos Finitos

4.1. Aproximacao por Elementos Finitos

A aproximagdo por elementos finitos para resolver problemas de mecénica do
continuo envolve divisdo do dominio de solucdo em subregides pequenas, ou 0s
elementos finitos.

Associado a cada elemento estdo pontos nodais sobre os elementos adjacentes
que sao facilmente ligados depois e, estes valores sdo as varidveis a serem
determinadas.

Uma andlise baseada em argumentos fisicos, tanto de equilibrio e de
compatibilidade, é usada para originar uma série de equagdes algébricas simultaneas
nestes valores de pontos nodais.

Hé4 usualmente uma escolha de varidveis entre aquelas de deslocamento
(velocidade) e tipos de forga: o resultado da formulag¢do de elementos finitos pode ser

acomodada tanto para condi¢des de campo de for¢a quanto de deslocamento.
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4.2. Analise Comparativa

E interessante compararmos, no detalhe, a estabilizagdo das equagdes através
da anélise pelos elementos finitos, com aquela que vem da aproximagao por diferencgas

finitas, descritas anteriormente. A equagdo

h? h;

= (q’l)o (4.1)

ja vista anteriormente provém da aproximag¢d@o por diferencas finitas para equagdes

harmonicas da forma

il Bk e

2 oy =V¥=0,(x,y) 67
sob o ponto denominado O na figura 3 , nos termos dos valores da varidvel dependente
Y ao redor dos pontos W, E, S e N. No problema presente de fluxo viscoso baixo, a

equacgao

na qual P, é o gradiente da pressao do fluxo, ¢ uma forma particular da equagao

harmoénica (4.2) acima, e ¥ =w,®, = o . Entdo, a equagio (4.1) acima, torna-se
u

hy hy u

Na ordem para obteng¢do da comparagdo do resultado das anilises por elementos

finitos faz-se necessédrio a escolha de uma malha que conecta o ponto O com 0s

pontos W, E, S e N ,apenas, como mostra a figura 7
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hy

<

Figura 7

Tomamos os quatro elementos que tem o ponto O como um nodal e eles serdo
denominados e, f, g € h como mostra a figura (7). Para o elemento e, se os nédulos O,
E e N for tomado equivalente a i, j e k, respectivamente, entio tem-se o elemento

tipico como mostra a figura 8

o

Figura 8
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Entdo de acordo com as equagdes:

a; =—X; + X,
a; =-x, +x,

a, =-x; +x,,

Das equagdes:

2 2
a; +b; aa;,+bb, a.a,+bb,

2 2
aa; +bb; a; +b; aa, +bb,

a,a,+bb, a,a, +bpb, al +b}

m

e da acdo de forgas viscosas sobre os elementos, tem-se que:

h;+h} —-h. —h:

LR T N L Ty B
2h h 4 2

wyl, 77| -k 0 K

Yo

w
E N

A forca de pressao dada pela equagao:

é tal que:
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1
1 (4.11)
1

A matriz dos elementos g € idéntica a matriz apresentada na figura 8, que
provem do ponto O que é tomado novamente como a origem. Por outro lado, se O € a
origem para o elemento f, temos:

b, =h,
b;=0

e a for¢a de viscosidade serd dada por:

= 2h“h -2 R 0 | |wy (4.13)
2 2

A mesma matriz é apropriada para o elemento h se O é usado como origem.

Para o equilibrio das forgas que atuam nos cinco pontos nodais, a equagao
X Fm = ZW-(m)

pode ser usada para dar-nos:

[4(h? +h?) -2k
-2h 2k}
—2h? 0
—2h; 0
—2h? 0
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A primeira destas equagdes, que expressa a condi¢ao de equilibrio para as

forcas no ponto O, pode ser reescrita como:

h? hf, 3u

(4.15)

A figura a seguir mostra a larga por¢@o para completar a malha: isto é irregular

sob o sentido que, considerando que o ponto O serve com um ponto nodal para apenas

quatro elementos, pontos como W, E, S e N sdo associados com oito elementos.

/

TR

Figura 9

Consequentemente, a soma das forcas de pressdo nos pontos nodais é duas

vezes maior que no ponto O . Por exemplo, a equagdo de equilibrio para as forgas que

: 4P,
atuam sob um ponto N expressa equivalentemente em (4.15), se tornara 3 £ no seu
u

lado direito. Por esta razdo, a média do lado direito na equacdo de equilibrio para

todos os pontos da malha, torna-se f‘é, conforme a forma das diferencas finitas.
u

W e S e E sdo pontos nodais para apenas 4 elementos e N e O para 8 elementos.
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Como vimos para o espago fechado de similaridade entre a equagdo obtida dos
elementos finitos e a do método dos elementos finitos, é esperado que esta ordem de

precisdo seja similar.
4.2.1. Erro de Truncamento

4.2.1.1. Método dos Elementos Finitos

E necessdrio o uso de um grande nimero de pontos nodais para obter
satisfatoriamente a convergéncia do Método dos Elementos Finitos e este fato mostra
que fun¢des como a equacgio

X=yXx™ (4.16)

A expansio em séries de Taylor sobre a origem das coordenadas locais para a

velocidade, nos da

e a derivada sera avaliada sob a origem.

Agora, C, =;ﬂ, C, Lo , € 0 erro envolvendo o uso da equagdo (4.16) como um
X

0y

truncamento da forma da equag@o (4.17) para representar a velocidade sob o ponto j, é

da ordem de:

= e —
a, oy axay k ayz

(4.18)

62w 2 aZW]
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Este erro de truncamento € da ordem do quadrado das dimensdes dos elementos

e tende a zero quando os elementos sao reduzidos.

4.2.1.2. Método das Diferencas Finitas

O erro de truncamento obtido por esse método, para o problema em questao,

anteriormente obtido [se¢ao 3.2]:

h? (o*y
oy 4.19
o E(oe) 19

é tal que a ordem é a mesma que a obtida na segdo 4.2.1.1. através do uso dos

elementos finitos. Tanto s, como g, sdo componentes quadraticos.
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CAPITULO 5

As Matrizes de Contribuicao Local no

espaco-tempo de Schwarzschild

O objetivo maior a que esta dissertagao se propde € o de expor algumas das
potencialidades do método dos Elementos Finitos como uma alternativa no estudo de
equacdes diferenciais parciais para o estudo das equacgdes de Einstein baseado no
método dos residuos ponderados aplicado para calcular as matrizes de contribuicio
local do Método dos Elementos Finitos, e na introdu¢do de um sistema de coordenadas
homogéneas.

O modelo que aqui se propde para o tratamento das equagdes de Einstein, ja é
utilizado hd alguns anos como uma poderosa ferramenta na determinagdo das
distribui¢des de campos eletromagnéticos em dispositivos e sistemas elétricos. O
trabalho cientifico mais importante que marcou o inicio da aplicacdo do Método dos
Elementos Finitos na engenharia foi desenvolvido por Silvester e Chari em 1.970/11].
A partir de entdo, o Método se difundiu rapidamente na solugdo dos maiores
problemas da engenharia e eletricidade, que sdo os cdlculos de campos

eletromagnéticos presentes nos dispositivos e sistemas elétricos.
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3.1 Aplicacao do Método dos Elementos Finitos

A aplica¢ao do Método dos Elementos Finitos mais difundida est4 relacionada a
problemas do eletromagnetismo. Apesar das equagdes de Maxwell descreverem os
fendmenos eletromagnéticos, sua solug¢do analitica é impraticdvel em dispositivos com
geometrias complexas. Uma alternativa para contornar este problema seria a
utilizacdo de métodos numéricos para a obtenc¢do de solu¢des aproximadas. Outros
métodos numéricos, que ndo o Método dos Elementos Finitos, apresentam sérias
dificuldades de aplicagdo, quer no célculo dos coeficientes dos sistemas de equagdes,
quer no tratamento de meios ndo lineares ou na exploragdo dos resultados obtidos.

Para utilizagdo do Método dos Elementos Finitos, o objeto em estudo deve ter
sua geometria subdividida em vérias partes, que sdo os elementos finitos, tais que a
unido desses elementos nos dé o objeto e a sua intersec¢do seja nula. Essa subdivisao
recebe o nome de discretizagdo e € geralmente constituida, no caso bi-dimensional, de

tridngulos, e no caso tri-dimensional de tetraedros, mais usados em eletromagnetismo.

Figura 10

Dominio bidimensional discretizado em elementos triangulares
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A aplicag@o desse método em gravitagdo, todavia, é pouquissimo difundida /7], porém
teve seu uso incentivado e motivado por P. Laguna [6]: “..uma importante
caracteristica do Método dos Elementos Finitos € que a malha ndo é requerida ser
uniforme; elementos podem ter diferentes tamanhos e orientagdes por todo o dominio
computacional. Como consequéncia, com o Método dos Elementos Finitos é possivel
usar dominios computacionais com contornos irregulares. Estas sdo precisamente as
dificuldades numéricas que se encara em construir-se valores iniciais para a colisdo de
buracos negros, qual seja, um contorno irregular pr6ximo, € uma planura assintética
distante dos buracos negros.”

Para a aplicagcdo do Método dos Elementos Finitos em Gravitagdo, de modo a
exemplificar as suas potencialidades, representaremos uma tratamento de um bem
conhecido problema, qual seja, o da solugdo da equagéo R;; = 0 [1.60] relacionada ao
espago-tempo de Schwarzschild. Os passos a serem seguidos podem ser sintetizados
em trés etapas:

a) pré-processamento;
b) processamento;
c) pos-processamento;

A fase de pré-processamento esta relacionada principalmente:

.1) o desenho da geometria do objeto estudado; identificacdo da matriz de
contribuigdo local do Método dos Elementos Finitos

.2) a geragdo da malha

.3) a imposi¢ao de propriedades fisicas dos meios envolvidos

.4) a imposigao das condi¢des de contorno.

Os itens (a .3) € (a .4) sdo bem conhecidos e tratados em Relatividade Geral

como a solugdo de Schwarzschild. Quanto ao item (a.2), o gerador de malhas a ser
utilizado oportunamente, serd o mesmo obtido por J.M.Machado e

C.A R.Marretto [8], usando o software MATHEMATICA. O item a ./), que

concerne ao desenho da geometria do dominio e a identificagdo da matriz de
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contribui¢do local do Método dos Elementos Finitos, sera discorrido e ultimado em

detalhes na préxima se¢@o seguindo as etapas:

a .1.1) reescrever as equagdes de Einstein no Espago-tempo de  Schwarzschild
em coordenadas cartesianas;
a .1.2) aplica¢ao do método dos residuos ponderados;
a .1.3) transformar as equagdes em coordenadas homogéneas;
a .1.4) subdividir o dominio estudado em pequenos tetraedros;

.1.5) identificar as coordenadas e a matriz de contribuicdo local do problema ,
para um elemento finito tetraédrico unitdrio qualquer na aproximacdo linear

(matriz 4x4).

Em etapas posteriores ao presente trabalho, usar-se-a primeiramente na fase de
processamento, o gerador de malhas desenvolvido na fase a .2) para discretizar todo o
dominio automaticamente e o cdlculo da Matriz Global do problema; em seguida numa
fase pds-processamento com os dados das etapas anteriores espera-se a reprodugdo de
valores ja conhecidos através da aplicagdo de outros métodos, o que confirmaria a
pertinéncia da utilizagdo do Método dos Elementos Finitos também em Relatividade

Geral.
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5.2) O Calculo das Matrizes de Contribuic¢io Local para um

Elemento Finito Tetraédrico qualquer

3.2.1) A Equacao de Einstein R;; =0 em Coordenadas Cartesianas

A equacdo tensorial de Einstein R;; = 0 no espago-tempo de Schwarzschild, no
vacuo, € descrita por [capitulo 1]:
27
Rll =V"—A.'Vr+\)’2— :0
r

Em coordenadas cartesianas tem-se que:

1 1 1
OA(x,¥,2) zﬂi(x2+y2+zz)2 _|_@:f:(x2+y2+zz)2 +%i(x2+y2+22)2 s

or Ox x oy y 0z b4

kl

W(y,2) v EGE+y?+2h)? J,@J—f(xzwL)’erzz)2 +@i(x2+y2+z2)"
ar ax X ay y az z

NV (xy.2) OV (-yP-2?) v (-x’-2P) v(-x’-yh) _
or’ ox? X3

=\)I

Substituindo os valores em R;; = 0 temos:
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o*v (-y*-2%) 5 *v (-x2=2z%) £ d%v (-x? -y%) -
a2 s 3y’ )’ az° E
1 1 1
__(?&i(xz +y2 +2%)2 +%i(x2 +y2 +2%)?2 +@i(x2 +y2 +2%)2
ox X oy y 0z Z

1 1 1
Qi(x2+y2+z2)2 +§_V_i(x2+y2+zz)2 _}_Qi(xz-+-y2+zz)2
Ox x Oy y 0z F4

Vot +y +2%) | v, (P 4y +2?)  Ov 2 (xP 4y’
e Y 32 ) (P TG Lz ) (Dpte st )y _
Ox x Oy y 0z Z

Oxx Oyy 07z

R, =[(

)

)+

(

5.2.2 — A Aplicacao do Método dos Residuos Ponderados a R;; =0

A seguir, aplicaremos o método dos residuos ponderados, jd descrito em
capitulos anteriores, a equagdo para R;; = 0, antes de passarmos ao sistema de
coordenadas homogéneas.

Fazendo uma série de simplificagdes eliminando o Laplaciano e aplicando-se a
identidade de Green, pela qual as integrais de superficie podem ser desprezadas com a

escolha feita para w, obtem-se a expressdo seguinte (5.1):
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dxdydz —
x° Oox Ox ez

Blarathra N
(x"+z°)(y-1) 6o, a"dxdydz—

y’ dy oy
2, .2 3 2 s
x*+2°)(-2y’ +3 oo + -1) da; O
_ZujJ’( )( 6}’ y )a,' J dxdydz _zujj(x )’3)(2 )
o y Oy & Z 0z 0Oz
(x2 + _)!2)(—22{3 +322) 60’;‘ auj Bt . y2 + 22
—LU; o, dxdydz + u, (o
Z. J z6 1 az y Euiuk"[ i ax ax x2
0o; do, x> +y>+z°
0z 0z zz

2 4 22)(x—1) da; Oat;
Zwi{—ZujJ'Va‘.Vajdxdydz_zujj(y +2°)(x-1) do; 0oL,
‘ & exf Jidie

5 . e a0l v P
_Zujj'(y +Z )( 62-1' +3x )0'-,- aidxdydz_zujj
J r X r

X J

L dxdydz —

dxdydz +

> dxdydz +

2
dxdydz +Y uju; o,
ik r

0a; oo, x2+y* +2
Oy

oct; o, x* + % + 2>

2 Bt Bie 8108
dXdde +4zujukj'af J a(lk xX“+y " +2 dxdydz+
J.k

2t ox oz xzZ

acxj 1
dxdydz +23 u ;[ o, ———dxdydz +
g T ox X

—+—dxdydz +23 u ;[ o; ———dxdydz} = 0
oy y rilke A B

Logo, os termos entre chaves sdo iguais a zero, o que leva as equagdes sobre as

quais iremos trabalhar em seguida no sistema de coordenadas homogéneas.

5.2.3 — Transformacdo em Coordenadas Homogéneas e Calculo das

Matrizes de Contribuicao Local

Proceder-se-4 agora a ultima fase da etapa de ‘pré-processamento’, que € o do
célculo das matrizes de contribui¢do local para um elemento finito tetraédrico unitario
qualquer. Usar-se-4 o sistema de coordenadas homogéneas, introduzido por Silvester

e Ferrari [13].
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As antigas coordenadas (x,y,z) relacionam-se as novas coordenadas (&, 9, ) por
meio das equagdes [Schwarz, 1988] [14]:
x=x +(xy —x)E+ (x5 —=x;)9 + (x4 —x;)C (5.2)
Y=+ = yE+ (3 —y)8+(ys = n)C (5.3)
2=7+(2, —2))E+ (23— 2,)9 + (24 — 2,)§ (5.4)
com 0<g<Il, 0<£9<], 0<¢<l
; nestas (x;, Y7, 21)-(X4, Y4, 24) s30 as coordenadas dos 4 vértices de um elemento

finito tetraédrico.

Na aproximagdo linear, as quatro fungdes de base para o tetraedro coincidem

com as coordenadas homogéneas, de modo que:
a,=1-§-8-€ ,a,=£, a;=9 ,0,=(
Notamos ainda que as coordenadas homogéneas sao tais que

. +bx+c;y+d;z
3V

Ci (5.5)

nas quais os fatores a; , b; , ¢; e d; s@o dados exclusivamente em termos das

coordenadas dos vértices do tetraedro:

by = (Y3 - Ya)zo+ (Ya- ¥2)Z3 + (Y2-Y3)Zs
b2 = (Ya—Y3)z1+ (Y1- Ya)Z3 + (¥3-Y1)Z4
by = (y2—ya)zi+ (Ya- Y1)z + (¥1-Y2)Z4
by = (y3—Yy2)Z3+ (Y1- ¥3)22 + (Y2-Y1)Z3

C1 = (Xa— X3)Zp+ (X2 - X4)Z3 + (X3-X2)Z4
Cr = (X3—Xg)Z1 + (X4- X1)Z3 + (X1-X3)Z4
C3 = (Xg4—X2)Z1 + (X) - X4)Z2 + (X2 -X1)Z4

Cs = (Xa—X3)Z1 + (X3- X1)Zz + (X1-X2)Z3
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di = (X3—Xa)y2+ (X4- X2)y3 + (X2-X3) Y4
dy = (Xg—X3)y1+ (X1 - Xg)y3 + (X3-X1)¥4
d3 = (X2 —Xa)y1 + (Xa- X1)Y2 + (X1 . X2)Y4
ds = (X3 - X2)ys+ (X1 - Xa)y2 + (X2-X1)Y3
bi, ¢, di° [12]

Para passar as integrais anteriores para coordenadas homogéneas, temos:
dxdydz = 3!Vd(¢,d¢,dG, (5.6)
Tomemos como exemplo o célculo de um dos 16 termos entre chaves e

mostraremos sua transformac¢do para coordenadas homogéneas. Entdo tomemos um

dos termos:

(y +2z )(x 1) do; 5OLJ
dxdydz =
‘[ %3 ax ox
1 1-€  1-£-9

dE_,de [ AES, ZZbb, i 08 —1 ded9d
36 2I 5 ¢ S ETET ¢

no qual, a fungdo A(&,9,¢ ), tem como valores ja simplificados utilizando o software

Mathematica 2.2:

A(E,9,0) = ((-1+x; —&x; — Ox) = Ox +&Exp + 9x3 +Cx, )(
(=1+y, =&y, =3y, —Cy, +&y, + ;3 ‘*“;)’4)2 +(z,—&2 -9z, -z, +&2, + 924
+624)*)/(x; —Ex, — 9% —Gx; +Ex, + 833 +6x, )

Calculando cada uma das integrais com a sua respectiva fungdo chegaremos ao

valor:

T e
I(y +2%)(x—1) da; O J dvd iy N 1 lb,cb
x> Ox Ox 36V?3

m

naqual, 1<k<4 e 1<m<4

Assim encontramos a primeira matriz de um conjunto de matrizes:

® Tese de Doutorado — José Mércio Machado — USP
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Matriz (1):
bb, bb, bb, bb,
1 | b, byb, bby; byb,
108V?2| bsb, bib, biby; byb,
bb, bbb, bbby byb,

Seguindo raciocinio andlogo para cada um dos outros 15 termos entre chaves da

equacao [5.1], encontramos as outras matrizes de contribui¢do local como a seguir.

Parte do cédlculo encontra-se no apéndice I, levado a termo como ja mencionado,

utilizando o software Mathematica (2.2):

Matriz (2):

Matriz (3):

(518
1 |66

108V 2| cs¢
C4Cy

Matriz (4):
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Matriz (5):

Matriz (6):

Matriz (7):
bbm,
1 b,bn,

108V 2 bibm;,
b,bn,

Matriz (8):
aan
1 CaCMy
108V 2 | c5¢m;
C4CMy

Matriz (9):
ddn,
1 |dydm,
108V?| dydym;,
d,dm,
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Matriz (10):

biem,

1 | by,
108V byeims
byemg

Matriz (11):

bdm,

1 bydm,
108V 2| bydm;,
bydm,

Matriz (12):

Matriz (13):
0 0
0 0
0 bym, 0
0 0 by,

_ x{ log[x;] 5 x3 log[x,]
2(xy = x)(x3 =2 )(xX; —=x4)  2(xp =X )(%3 — X5 )(X4 — X,)

x3 log[x;] i x2 log[x,]

i 202 = x3)(x5 =23 )23 = x4)  2(x) = x4)(2x5 = X4 )(23 —X4)
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Matriz (14):

i yi logly] + y3 logly,]
200 =)=y =Ys) 2002 =YDz =¥2)(Ys—y3)

)’52 log[y,] rt }’j log[y,]

200 =¥3)(V2 = ¥3)(¥3=Ys) 20 =Ya)(Y2 = Y4)(¥3—Y4)
Matriz (15):

_ 2t loglz] " 2; log(z,]
2(22 —ZI)(Z3 _Zl)(Zl —24) 2(22 _Zl)(Zg —22)(24 _Zz)

22 10g[z;] . 25 log[z,]
2z =232 = 23023 —24)  2(21 =24 )25 — 24 )23 — 24)

Matriz (16):

na qual:

V: volume do tetraedro unitario
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CONCLUSAO

Concomitantemente ao desenvolvimento da alta tecnologia que tem aumentado
gradativamente a performance dos computadores, como o rdpido aumento de
desempenho dos processadores paralelos, os ultimos dez anos tém assistido a um
crescente interesse no campo da Relatividade Numérica. Talvez a motivagdo fisica
maior que norteia o interesse neste novo campo, seja a possivel e futura deteccdo de
ondas gravitacionais pelos modernos detectores em construgio, tais como VIRGO,
LIGO e TAMA [4]. A mais promissora fonte de ondas gravitacionais de provavel
deteccao através desta rede de interferdmetros a laser, seria sem didvida a colisdo de
buracos negros. Contudo, como os sinais seriam fracos o bastante ao chegarem aos
detectores, qualquer detec¢do confidvel serd muito dificil sem um conhecimento
prévio da forma da onda emergente.

Buracos negros podem ser tratados através das técnicas dos elementos finitos.
Com os elementos finitos € possivel usar dominios com contornos ndo regulares, e
construir valores iniciais da onda emergente na colisao.

Nesta dissertagc@o € introduzida uma técnica baseada em elementos finitos para
uma solugdo particular da equagdo de Einstein R;; = 0 , no espago-tempo de
Schwarzschild. Os métodos dos residuos ponderados é aplicado para calcular as
matrizes de contribuicdo local. Um formalismo de coordenadas homogéneas foi
introduzido. Por meio deste formalismo as matrizes locais tem a mesma estrutura para
cada Elemento Finito Tetraédrico, o que certamente nos levard a uma grande

simplifica¢do no cdlculo da matriz global do problema.
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APENDICE I

A seguir, encontram-se alguns dos célculos realizados pelo software
Mathematica (2.2), com as suas respectivas fungbes e integrais ja
calculadas; os cdlculos restantes sdo feitos de maneira andloga e apresen-
tam resultados idénticos aos calculados abaixo:

K[A_B_,C_]:=
2
((xI -Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2
(y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cy4))
(-1+21-Az1-Bz1-Czl1+Az2+Bz3+Cz4))/

3
(z1-Azl1-Bzl-Czl+Az2+Bz3+Cz4),

Integrate[K[A,B,C],{C,0,1-A-B}]
2(1-A-B)

Integrate(%,{B,0,1-A}]
2
(1-A)

Integrate[%,{ A,0,1}]
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LIA. ,B_C =
2
(x1-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2
(y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cy4d))

74
(3(z1-Azl-Bzl-Czl+Az2+Bz3+Cz4) -

3
2(z1-Az1-Bz1-Cz1+Az2+Bz3+Cz4)))/

6
(zl1-Azl1-Bzl-Czl+Az2+Bz3+Cz4);

Integrate[L[A,B,C],{C,0,1-A-B}]
2(1-A-B)

Integrate[%,{B,0,1-A}]
2
(l-A)

Integrate[%,{A,0,1}]

MI[A_,B_,C_]:=
2
(xI-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2
(y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cy4) +

2
(z1-Az1-Bzl-Czl1+Az2+Bz3+Cz4))/
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2
(x1-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4);

Integrate[M[A,B,C],{C,0,1-A-B}]
2(1-A-B)

Integrate[%,{B,0,1-A}]
2
(L=A)

Integrate[%,{A,0,1}]

P[A_B_C_]:=
2
(x1-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2

+ (y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cy4) +

2
(z1-Az1-Bz1-Czl1+Az2+Bz3+Cz4))/

2
(yI-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cyd);

Integrate[P[A,B,C],{C,0,1-A-B}]
2(1-A-B)

Integrate[%,{B,0,1-A}]
2
(1-A)

Integrate[%,{A,0,1}]
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Q[A_B_,C_]:=
2

(x1-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2
(y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cyd) +

2
(z1-Az1-Bzl1-Czl1+Az2+Bz3+Cz4))/

. 2
(z1-Azl-Bzl-Czl+Az2+Bz3+Cz4);

Fl[A :B .C )=
2
(x1-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2
(y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cy4) +

2
(z1-Az1-Bzl-Czl1+Az2+Bz3+Cz4))/
(x1-Ax1-Bx1-Cx1+Ax2+Bx3+Cx4)
(z1-Azl-Bzl-Czl+Az2+Bz3+Cz4)),
Integrate[F[A,B,C],{C,0,1-A-B}]
2(1-A-B)
Integrate[%,{B,0,1-A}]

2
(1-A)
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Integrate[%,{A,0,1}]

G[A_B_.C )=
2
(x1-Ax1-Bx1-Cxl1+Ax2+Bx3+Cx4) +

2
(yl-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cy4) +

2
(z1-Az1-Bz1-Cz1+Az2+Bz3+Cz4))/

(y1-Ayl-Byl-Cyl+Ay2+By3+Cyd)

(z1-Azl1-Bzl-Czl+Az2+Bz3+Cz4));
Integrate[G[A,B,C],{C,0,1-A-B}]
2(1-A-B)
Integrate[%,{B,0,1-A}]
2
(1-A)

Integrate[%,{A,0,1}]
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WIA_B_,C_]:= 1/(x] + A (-x1 + x2) + B (-x1 + x3) + C (-x1 + x4));

Integrate[W[A,B,C],{C,0,1-A-B}]

Log[x1 - A x1-Bx1 + A x2 + B x3] Log[A x2 +B x3 +x4 - A x4 -B x4]

x1 - x4 x1 - x4

Integrate[%,{B,0,1-A}]

(-x1 + A x1 - Ax2)Log[x] - Axl+Ax2] (Ax2+x3-Ax3)Log[A x2 +x3 - A x3]
| ) + "
2 (-x1 +x3) (x3 -x4)
x1 -x1x3-x1x4+x3x4

(A x2 +x4-Ax4)Log[A x2 + x4 - A x4]

(x3 - x4) (-x1 + x4)
Integrate[%,{A,0,1}]

2 2
x1 Log[x1] x2 Log[x2]
+

2 (-x1 +x2) (-x1 + x3) (x1 - x4) 2 (-x1 +x2) (-x2 + x3) (-x2 + x4)

2 2
x3 Log[x3] x4 Log[x4]

2 (x1-x3)(x2-x3)(x3-x4) 2 (x1 - x4) (x2 - x4) (x3 -x4)
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