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RESUMO

Apresenta-se um desenvolvimento detalhado do formalismo de Feshbach-Villars, que
consiste em uma formulag@o hamiltoniana para a teoria de Klein-Gordon. Mostra-se que
existem alguns equivocos na literatura relacionada com esse formalismo, como a
normalizac¢do, a definicdo do valor esperado de um operador e o efeito da conjugacio de
carga sobre a densidade de corrente de carga. Em seguida mostra-se suas correcgoes.
Além disso, introduz-se o acoplamento escalar que até entdo ndo € conhecido na

literatura desse formalismo.

PALAVRAS-CHAVE: Formalismo Feshbach-Villars, Klein-Gordon, Valor
esperado, Conjugacdo de carga.
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ABSTRACT

It is presented a detailed development of the Feshbach-Villars formalism, which
consists in a Hamiltonian formulation for the Klein-Gordon theory. A few
misconceptions found in the literature related to that formalism, such as normalization,
expectation value and the effect of charge-conjugation transformation on the charge
current, is pointed out. Then, the proper treatment for those quantities is presented. In
addition, a scalar coupling never accounted before in the Feshbach-Villars formalism is

investigated.

KEYWORDS: Feshbach-Villars formalism, Klein-Gordon, Expectation value, Charge
conjugation
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Faz algum tempo que foi desenvolvida uma formulagao hamiltoniana para a equagao
de Klein-Gordon [1], [2]. Embora esse formalismo esteja cristalizado em muitos traba-
lhos e livros-texto como em [1]-[20] parece que ele ndo é bem conhecido e certamente
nao tem sido largamente utilizado. Entretanto, deve-se mencionar sua utilizacao na de-
scricao de atomos [21] e do espalhamento eldstico pion-nticleo [4]. Feshbach e Villars [2]
mostraram que é possivel encontrar uma representacao para a equacao de Klein-Gordon
na qual propriedades paradoxais de alguns operadores desaparecem. Mais precisamente,
eles mostraram que nessa representagao transformada é particularmente claro como as-
sociar operadores com as variaveis dinamicas classicas, obtendo assim a forma esperada
para o limite nao-relativistico desses operadores.

A equacao de Klein-Gordon descreve o comportamento de bésons de spin 0 por meio
de uma equacao de segunda ordem. A presenca da segunda derivada temporal faz com
que o componente temporal da corrente conservada nao seja positivo-definido, e assim
sendo, ele nao pode ser interpretado como uma densidade de probabilidade. Contudo,
nao ha dificuldade com a interpretacao da densidade e da corrente da equagao de Klein-
Gordon se essas grandezas forem interpretadas como densidade de carga e densidade de
corrente de carga, ao invés de densidade e corrente de probabilidade [22]. O forma-
lismo de Feshbach-Villars tenta resgatar uma corrente de probabilidade para a teoria dos
bosons sem spin. Na equagao de Feshbach-Villars, os dois graus de liberdade associados
com o campo de Klein-Gordon sao descritos em termos de um vetor coluna com dois
componentes e a equacao de movimento é de primeira ordem. FEntretanto, a equacao
de movimento envolve uma hamiltoniana nao-hermitiana. Este fato é responsavel por
uma mirfade de comportamentos interessantes que distinguem o formalismo de primeira
ordem de Feshbach-Villars dos formalismos de Schrédinger e Dirac, tais como a normal-
izacao da funcao de onda, ortogonalidade de autofuncoes e o calculo de valores esperados.
A realidade dos valores esperados de observaveis impoe uma generalizacao do conceito
de hermiticidade dos operadores do espaco de Hilbert. Sendo assim, descortina-se a con-
veniéncia de uma investigagao pormenorizada do formalismo matematico subjacente da
teoria de Feshbach-Villars. Contudo, uma série de equivocos no que diz respeito a valores
esperados e conjugacao de carga véem sendo cometidos em muitos trabalhos e livros-texto
como por exemplo em [2]-[4],[6],[7], [10]-[12],[16], [19] e [20]. Neste trabalho estabelecemos
como se deve calcular os valores esperados corretamente e esclarecemos o problema da
conjugacao de carga no formalismo de Feshbach-Villars.
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Capitulo 1

Notacao relativistica

Na teoria da relatividade, as magnitudes fisicas relevantes devem ser representaveis em
um espaco-tempo unificado, que permita relacionar adequadamente as medidas feitas por
diferentes observadores. Isso implica que grandezas vetoriais das teorias nao-relativisticas
devem se tornar quadrivetores nas teorias relativisticas, cuja parte espacial coincide com
as componentes vetoriais das grandezas correspondentes das teorias nao-relativisticas. O
espago-tempo quadridimensional no qual o intervalo entre dois eventos infinitesimalmente
préximos, com coordenadas (x,y, z,t) e (x + dz,y + dy, z + dz,t + dt), é definido por

ds® = 2dt* — da® — dy® — d2* = Adt* — dr?, (1.1)

¢ conhecido como espaco de Minkowski. Aqui, ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Esse
intervalo entre dois eventos é conhecido como um escalar de Lorentz, visto que € invariante
sob transformacoes de Lorentz'. Pela definicao de intervalo acima, os eventos em que
ds* > 0 sao chamados do tipo-tempo, aqueles em que ds? < 0 sao chamados do tipo-
espaco e aqueles em que ds?> = 0 sao ditos do tipo-luz. Definimos uma matriz G, com
elementos g,,, dada por

Joo Go1 Yoz 9o3 1 0 0 O
_ ~ 900 91 912 3 | _ [ O -1 0 O
&= (gw) = 920 Ggo1 G222 Go3 1o 0 -1 0 ’ (1.2)
930 931 932 933 0O 0 0 -1

A matriz G define uma métrica no espago de Minkowski e seus elementos g,,, sao chamados
de componentes do tensor métrico. Os componentes do tensor métrico estao escritos em
uma forma chamada covariante g, . E conveniente introduzir os elementos g (forma
contravariante) da inversa da matriz G. Para encontra-los, fazemos uso da condigao

1 000
1 01 00
GG =1= 0010 |’ (1'3)
00 01
e assim
1 0 0 0
0O -1 0 0
-1 _ uvyN
G=6")=10 o0 -1 o (1.4)
0 0 0 -1

1Vide Apéndice 6.1
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Para a métrica que estamos usando, os componentes do tensor métrico em suas formas
covariante e contravariante sao iguais

9" = Guv- (1.5)
Os componentes do vetor posi¢ao, na forma contravariante sao dados por
at = (a:o,azl,xQ,x?’) = (ct,x,y,2) = (ct,r), p=0,1,2,3. (1.6)

Aqui, 2° representa o componente temporal do quadrivetor e ' com i = 1, 2, 3 representa
os componentes espaciais. Com a ajuda de g,, definimos a operacao abaixamento de
indice

Ty = g’ = (20,21, 22, x3) = (ct, —x, -y, —2) = (ct, —1) (1.7)
encontrando assim os componentes do quadrivetor posi¢cao em sua forma covariante. Nessa
ultima equagao utilizamos a convencao de Einstein da soma sobre indices repetidos: toda
vez que um indice aparecer repetido, tal como v nesta ultima equacao, deve-se efetuar
uma soma de 0 a 3 sobre tal indice. Convencionaremos, também, que indices gregos tais
como «, 3, p, v,... assumem os valores 0,1,2,3 ao passo que indices latinos tais como
1, J, k, [,... tomam os valores 1,2,3. Note que o abaixamento de indice apenas troca
o sinal dos componentes espaciais do quadrivetor. Analogamente, podemos definir uma

operacao levantamento de indice
ot = g"x,. (1.8)

Isso significa que podemos facilmente transformar componentes covariantes em contravari-
antes e vice-versa. O produto escalar de dois quadrivetores arbitréarios

V=Vte, e W=WY,, (1.9)
pode ser escrito como
V-Wo= (VFe,)-(WYe,) = VIWY e, e, (1.10)
= VWY = VW, =V, WH
VW - V.- W,
onde usamos
é,u'éy = Guv- (]_]_1)
Em particular
V2=V.V = (V) - (V). (1.12)

Dessa forma, podemos escrever (1.1) como um produto escalar
ds® = dr - dr = dz,dz" = g, dz"dz" = Adt* — dr?. (1.13)

O quadrivetor momento, ou simplesmente quadrimomento, é definido como

3
p=>_ 1",
n=0
onde os componentes do quadrimomento em sua forma contravariante sao dados por
P = (E/c;pepy,p:) = (E/c,p), (1.14)
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onde |E| é a energia relativistica da particula. Desta forma, energia e momento linear
passam a constituir um quadrivetor, fazendo com que as leis da conservacao da energia
e do momento linear deixem de ser independentes, tornando-se aspectos de uma lei de
conservacao covariante do quadrimomento. Para os componentes do quadrimomento na
forma covariante temos

pu = (E/c, =Dy, —py, —p:) = (E/c, —p) . (1.15)

Note que o produto escalar de p com ele mesmo nos da

2
P =p'm=— —p" (1.16)

4

Da relacao de dispersao E? = ¢?p? + m2c*, onde m é a massa de repouso da particula,

conclui-se que
p? = m2ct (1.17)

E muito 1til apresentar os componentes do operador nabla quadridimensional em sua

forma covariante 9 L9 9 9 8 ]
On = G (‘aa—a—ya—) - (zatvv> (1.18)

e em sua forma contravariante como

i, 19 o a 9 1. =
M:_: S — o p— —
0 ~ oz, <cat’ ox’ Oy’ az> (cat’ V)' (1.19)

Assim, com a ajuda de (1.18) e (1.19) definimos os componentes do operador quadrimo-

mento como . R
E E

ﬁ# = ihd" = <_7 f’) ) ]3# = Zﬁa/i = <_7 _13) (120)
c c

onde h é a constante de Planck reduzida, isto é h = h/ (2m), de tal forma que
E=ikd, e P=—ihV. (1.21)

E interessante notar que o produto escalar do operador momento com ele mesmo nos da

Ppy = —h*0"9, = -0 (1.22)
onde
— Qu 1 82 2

¢ o conhecido operador d’Alembertiano.
Os campos elétrico E e magnético B satisfazem as relagoes

— 1 —
E=—-VA,—-0,A, B=VxA, (1.24)
c
onde Ay é o potencial escalar elétrico e A é o potencial vetor magnético. Na fisica quantica

relativistica as quantidades Ag e A sao respectivamente os componentes temporal e espa-
cial de um quadrivetor, denominado quadripotencial eletromagnético com componentes

Al = (Ag, Ay, Ay, Ay) = (Ag, A) = " A, (1.25)

16



Aqui, A* sdo os componentes contravariantes e A, = (Ap, —A) os componentes covari-
antes. O acoplamento de uma particula com carga elétrica e com o campo eletromagnético
pode ser efetuado com a substituicao dos operadores energia e momento expressos em
(1.21) por

i, — ih0, — eAy, D — P — SA. (1.26)

Esta prescricao é conhecida como acoplamento minimo, ou substituicao minima, e pode
ser escrita da seguinte forma contravariante

ot — San, (1.27)
C

Uma particula pode estar sujeita a outros tipos de interacoes que nao a eletromagnética,
mas esta ultima é o protétipo para todos os outros tipos de interacoes vetoriais. Muitas
vezes no decorrer do texto usaremos a seguinte defini¢ao

VFE =eA! = (eAp,eA) = (Vi, V). (1.28)
Quando uma particula estd sujeita a um campo escalar usamos a prescri¢ao

m— M =m+V,/c.

17



Capitulo 2

Equacao de Klein-Gordon

Na mecanica quantica nao-relativistica, a equagao de Schrédinger

ihowp (r,t) = {—%VQ +V (r)} Y (r,t) (2.1)

corresponde a relagao de energia-momento nao-relativistica na forma de operadores,

S p
E=— 2.2
P ) (22)
onde X B
E =iho;,, p = —ihV, (2.3)

sao os operadores energia e momento respectivamente. Tentamos encontrar uma equacao
que analogamente corresponda a relacao de energia relativistica. Para encontrar essa
equagao, podemos comecar com a expressao (1.16)

" _ E2 N2 2 2 2 4

pPM—C—Q p =mc, (2.4)

que nos da a relagao de energia relativistica para particulas livres. Substituindo p* por
seu operador

P = iho" (2.5)

em (2.4), podemos atuar esses operadores sobre uma func¢ao de onda, para obter assim
P = m*c*y, (2.6)

ou ainda, usando (1.22)
me

[D + (?)2] b = 0. (2.7)

Essa equacgao ¢ usualmente conhecida como equacao de Klein-Gordon, mas foi sugerida
em 1926 por Klein [23], Fock [24] e Gordon [25].

Agora, procuramos construir uma equacao analoga a equacao da continuidade para
o formalismo de Schrodinger. Podemos fazer isso usando o mesmo procedimento feito
naquele formalismo. Tomando o complexo conjugado de (2.6) encontramos

(up" — m*c®) = 0. (2.8)
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Multiplicamos a primeira equacao por ¥* e a segunda por 1, além disso, subtraimos uma
da outra e encontramos

O (pup” —mP) = (pupt — m*c?) ¢ = 0. (2.9)
Usando a forma explicita para o operador momento, podemos reescrever (2.9) como
Y*0,0M") — 10,0"Y™ =0, (2.10)
levando em conta que

O (W O"Y) = (9u¥7) (0"Y) +170,0",
(2.11)
O (WO"Y") = (9u¥) (0"¢7) + ¥ 0,0"¢"

temos de (2.10) que
¥*0,0") — 10,0"Y* = 0, (V0" —po'yY*) = 0. (2.12)

Multiplicando (2.12) por if/ (2m) e definindo o quadrivetor

b —>
o — * H 21
J" =g 40ty (2.13)
obtemos que
2" =0. (2.14)

Em (2.13) inserimos a constante ifi/ (2m), pois estamos tentando obter com ;° uma
densidade de probabilidade e, além disso, que ela tenha o correto limite nao-relativistico.
Explicitamente, a equagao (2.14) pode ser reescrita como

ih

2mc?

O

A
mi

(Y Opp — z/zatz/z*)} +V- {2 (w*ﬁw — zﬁw*)] =0. (2.15)

Se definirmos j* = (¢p/,j') com

, h R . h =
= 0, =—Y*'V 2.16
P =SBy, § =50y (216)
teremos em (2.15) a equagao
o' +V-j =0, (2.17)

que é a equacao da continuidade. Uma integragao sobre o espaco nos da

d .
/ O pldV = — / pdV=— / V.jdV = — 7{ j'nds, (2.18)
1% dt 1% Vv S

se a regiao de integracao V' engloba todo o espaco tridimensional e a densidade de corrente
tende a zero com suficiente rapidez no infinito, a integral de superficie é nula, e portanto

Ly Q’:/p’dV (2.19)
dt v

e (' é constante. Seria tentador interpretar p’ em (2.16) como uma densidade de pro-
babilidade. No entanto, existe um problema em tal interpretacao, pois, como a equacao
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de Klein-Gordon é uma equagao de segunda ordem na derivada temporal, para um dado
tempo t, precisamos conhecer tanto 1) como 01, e estes podem assumir valores arbitrarios
o que implica que p’ nao é positivo-definido e dessa forma nao pode ser uma densidade
de probabilidade.

Além do mais, existem problemas quanto a interpretacao do fator evolucao temporal
e da energia, como veremos a seguir. Essas sao algumas das causas do porqué a equacao
de Klein-Gordon foi abandonada por tanto tempo. No entanto, em 1934 quando Pauli
e Weisskopf [22] propuseram que ndo haveria dificuldade na interpretacao de p’ e j' se
essas quantidades fossem interpretados como densidade de carga e densidade de corrente
de carga, os estudos sobre essa equacao surgiram novamente. Se multiplicarmos (2.13)
pela carga e da particula encontramos a densidade de corrente de carga

= @w*aﬂw {cp. i} (2.20)
onde .
p=5 5V BX (2.21)
e
j= %zﬁ Y. (2.22)

A densidade de carga (2.21) pode ser positiva, negativa ou nula, e isso esta relacionado
com a existéncia de particulas e antiparticulas.

Usamos o ansatz que solucoes da equacao de Klein-Gordon para particulas livres po-
dem ser escritas na forma

= Aexp (—%pum“> = Aexp [;_i (p-r— Et)} . (2.23)

Substituindo esse ansatz em (2.6), obtemos

ﬁ“ﬁu¢ - m202'¢ = p“p# = m2C2 ou E2/C2 — p2 = m202

0 que resulta em

7
p2c? + mict = Le,, Yy = A exp [ﬁ (

p-r¥ 5pt)} , (2.24)
onde ¢, = |E| e A4 sdo as constantes de normalizacdo. Aqui chamamos de ) a
funcao de onda com o fator evolugao temporal £ = ¢, e 1) a funcdo de onda com o
fator evolugao temporal £ = —¢,,. Assim, para um dado momento existem duas solugoes
possiveis. Veremos que as solugoes com F = —¢,, estao conectadas com as antiparticulas,
mas mostramos' que E = —¢, nao é a energia da antiparticula. Deixamos claro que tanto
a energia da particula quanto da antiparticula sao dadas por ¢,.
Substituindo (2.24) em (2.21) encontramos
L %

Ple) = &) \ (2.25)

ch

Isto sugere a seguinte interpretacao: 1(*) especifica particulas com carga +e e 1)(7) especi-
fica particulas com a mesma massa, mas com carga —e. Aqui e pode ser tanto positivo

1Vide apéndice 6.7
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como negativo. Por vezes, apenas para nao sobrecarregar o texto, chamamos ¥(*) de
solucdo positiva e 1(7) solucdo negativa, conscientes do abuso de linguagem. Definimos
aqui, o produto interno de duas fungoes 1; e 15 desse espaco vetorial como

(1, 2) = /1/11 Oy Yod®r, (2.26)

com base no modelo de (2.21). Chamamos atencao para fato que nem sempre temos
(1,1) > 0 para esse espago vetorial, como podemos concluir de (2.25), pois como veremos
na proxima se¢ao, com uma escolha conveniente para as amplitudes A,, +) teremos

(v&®, ) = 1. (2.27)

2.1 Carga do campo de Klein-Gordon

Vimos em (2.19) que @ é constante. Visto que p é uma densidade de carga, a quantidade
@) s6 pode ser a carga da particula. Explicitamente, usando (2.21) temos

zeh
Q =

o v avdr—ew). (2.28)
Podemos decompor a fungao de onda em uma parte real e imaginaria como

V=11 + iy (2.29)
onde 11 e 1), sao reais. Se v satisfaz a equacao de Klein-Gordon

me\ 2

[D n (?) } b =0, (2.30)

entao segue-se imediatamente que 17 e 1o também satisfazem a equacao de Klein-Gordon

[D+( )Ml_o [D+< )}%_o (2.31)

O inverso também é verdadeiro: se duas fungoes 1 e 1y satisfazem separadamente a
equacao de Klein-Gordon com a mesma massa m = m; = ms, entao a funcao de onda 1)
e também sua fungao complexo conjugado ¥* dados por

V=191 +ihy e YT =1h —ithy (2.32)
satisfazem separadamente a equagao de Klein-Gordon
me me .
{D+(ﬁ)}¢=o, {D+<h)}¢_o. (2.33)
Pela mudanga ¢ — 1. = ¢* em (2.28)
Qe =€ (Yo, ¥e) = —€ (¥,9) = —Q (2.34)

obtemos uma carga de sinal contrario. Portanto, ¥ e 1. = ©* caracterizam particulas de
cargas opostas. Vimos que em (2.25) 1) representa uma particula com carga +e, fator
evolugao temporal £ = £¢, e momento p, por outro lado @DE“ 1) Tepresenta uma particula
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com carga Fe, fator evolugao temporal £/ = F¢, e momento —p. Vamos clarificar isto.
Para a particula representada por ¢4 temos

) — carga = e, I/ =¢,, momento = p
e w;* +) representa a antiparticula de ) com o momento invertido
Yy — carga = —e, I/ = —¢,, momento = —p.
J& para a antiparticula ¢_) temos
-y — carga = —e, I/ = —¢,, momento = p
e wz*_) representa a antiparticula da antiparticula 1(_y com o momento invertido
Yy — carga = t+e, E' = +¢,, momento = —p.

Veja que com a condigao de normalizagao

(&), ) = £1 (2.35)
com o sinal + para particulas e o sinal — para antiparticulas, temos
QW = e (v p®)) = e (2.36)

Uma particula neutra deve ser representada por uma funcao de onda real, i.e. ©¥* = 9,
dessa forma teremos

Q=0 (2.37)

Uma funcao de onda escalar real ndo pode experimentar uma interagao vetorial (interagao
eletromagnética por exemplo) porque a densidade de corrente j# (2.20) é nula. Portanto,
funcoes complexas sao necessarias para descrever particulas carregadas sem spin.

Esses estudos podem, por exemplo, ser aplicados ao tripleto piénico (7,77, 7%) : O
7Y sendo uma particula neutra, é caracterizado por uma funcao de onda real, enquanto 7=+
e m—, sendo campos carregados, devem ser representados por fungoes de ondas complexas.
Na segao 2.4, que discorre sobre conjugacao de carga, trataremos mais sobre esse assunto.

A solucao geral da equacao de onda é sempre uma combinacao linear de ambos os
tipos de funcoes positivas e negativas. Podemos tornar isso mais claro discretizando a
onda plana continua (2.24) confinando as ondas em uma caixa cibica (normaliza¢ao na
caixa) de comprimento L. Para isso usamos as condigoes de contorno usuais nas paredes
da caixa e dessa forma temos

i
V(pn,+) = A(pn,2) €XP {ﬁ (PnT F fpnt)} (2.38)

onde ok
%n, n={n;,n,n}t ; n €N (2.39)

Epn =/ P2C% + mict. (2.40)
Usando (2.25) e (2.28) os fatores de normalizacao A, +) sao determinados pela exigéncia
de

Prn =

ee 2
te= [ & =+ A L3 2.41
o= [ Proe 1) = £ |4, 0| (2.41)
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Escolhendo as fases de tal maneira que as amplitudes sejam reais e positivas, encontramos

1 mc?

(pn;l:) = L3/2 (242)

)
Epn

1 [mc? 7
Q/J(pn,A) = 132 a exp {% (pn'r — )\a?pnt)} , A= =%1. (2.43)

De agora em diante nessa se¢ao, apenas para simplificar a notagao, p e Y significam p,
P
e Y respectivamente. Os estados 1)(p y) formam um sistema ortonormalizado. Portanto
Pn
a relacao?

e assim

(w(p7/\)7 w(p/,)\’)) = /\5>\)\’5pp’ (244)
é valida. A solugao mais geral da equagao de Klein-Gordon é a mistura
v =2 aenten = D (e Ve + ap-nYe-) (2.45)
P2 p

onde os coeficientes da expansao sao dados por

apy =X (Y, ¥) - (2.46)

Note que para essa mistura, temos

. 0) = (Jaan|* = lapn[) (2.47)

P

se definirmos

Ne=3lagay| (2.48)
P
encontramos que a carga ¢ dada por
Q =e(1,¢) = Ne, (2.49)
onde
2 2 +1
N =N =N- =" (lasn[* = |ag-n[*) = { 0 (2.50)

p

Aqui ) |a(p7+1) ’2 nos da a quantidade relativa de carga +e que ¢ distribuida espacialmente
P

de acordo com o autoestado ¥ 41y, enquanto » }a(p,_l) |2 nos da a quantidade relativa de
P

carga —e distribuida espacialmente de acordo com o estado 1 —1). A quantidade total
de carga ¢é +e.

2Vide Apéndice 6.3
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2.2 Zitterbewegung

Zitterbewegung® é uma palavra alema que significa “movimento agitado”. Esse fenémeno
é o resultado da interferéncia entre estados de carga de sinais contrarios no pacote de
ondas. O centro do pacote de ondas representando o movimento livre se move em uma
trajetéria complicada a qual resulta da mistura de um movimento retilineo uniforme e
um movimento oscilatorio extremamente rapido. O movimento oscilatério é chamado
Zitterbewegung e desaparece se o pacote de ondas contém ondas de apenas um sinal de
carga. Vamos ilustrar esse fenomeno calculando a corrente de carga, que é dada por

J:/ j d°r, (2.51)
L3

onde j é a densidade de corrente de carga dada por (2.22)

j=— v 2.52
2mz¢ v ( )
Para uma particula na caixa, temos
@D Z a p,)\)w (p,A (253)
p7
e dessa forma
g
YV = Z (o ) A Y ) Vo) (P + P (2.54)
P’ \.p
com 2 ‘
. mc i
Vi i PN = F—m exXp 5 [(p—P)-r— (A, — Ney) 1] (2.55)

Assim, a densidade de corrente de carga é dada por

Y oy SR e Lo p) - 0, - Mol (250)

P N, P p€p

De acordo com (2.51) temos

ﬁ()\zsp Ne /) ,
Z @A) clptp)e / et (PP 3, (2.57)
P N,p,A 2 V E:pgp, L3
notando que*
/L3 en(PP)T By — L6 pp, (2.58)
encontramos
T= 3 aig e Re i 0 (2.59)
= p' N P, .
M.p,A ©p

3Vide referéncia [6].
4Vide Apéndice 6.3
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ou ainda

2
J = 62 <|a(p7+1)’2 + ‘a(p’_1)|2> (2.60)

£
p p

2R CP eyt
+ 6265_6 P, 41)0(p,—1)-
p p

Fica claro, a partir do resultado acima, que o Zitterbewegung aparece como o resultado da
interferéncia entre estados de carga diferentes. O efeito Zitterbewegung tem sido muito es-
tudado recentemente e é assunto de muita discussao, muitos autores deram interpretagoes
diferentes sobre o efeito. Para um estudo aprofundado sobre o assunto, indicamos a
referéncia [27], onde o autor nos mostra algumas dessas interpretagoes.

2.3 Interacao com um campo externo

Quando uma particula esta sujeita a um campo vetorial externo usamos o acoplamento
minimo (1.27) nas equagbes de movimento e dessa forma, a equagao de Klein-Gordon
(2.6) transforma-se para

(ﬁu - EAu) (ﬁ“ - EA“) ¥ =m*cy. (2.61)
c c
Quando a particula também esta sujeita a um campo escalar usamos a prescri¢ao
m— M =m+V,/c (2.62)
e a equacao de Klein-Gordon torna-se
. e € 9 9
(m _ EAH) <p - °4 ) b = M2, (2.63)

Vamos escrever a equacao acima explicitamente

G (ma” . EA”) (iﬁa“ . SA”) b = M2y, (2.64)
ou ainda
goo (iH° — €AY 4 + go, (ihD — €AY (ihd° — £A°) o
(2.65)
+3io (z’ﬁ@o — EAO) (mai — EA’) + Gii (ih(?i — %Ai)2 = M?c*),
levando em conta que goo = 1, goi = gio = 0 € g;; = —1 temos
(B-V) 6 =& (B~ VefoP v+ M, (2.66)

que é a forma mais usual da equacao de Klein-Gordon na presenca de um campo externo.
Para examinar as densidades de carga e de corrente de carga, podemos usar o mesmo
método do caso de uma particula livre. Tomando complexo conjugado de (2.64)

Guw (—iha” . 9AV> (—maﬂ - SA“) W = M2 (2.67)

C
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multiplicando (2.64) e (2.67) pela esquerda por ©* e 1 respectivamente, e além disso
subtraindo uma da outra obtemos

gu [ (it = Sa7) (it = S g = (=iner = Sav) (=inor - Sar) w7 =0
que através de algumas manipulacoes fica (2.68)

o { DO GO0 4 L WO N4 A0 ]| =0, (209)

Notando que

O (VAR +p" Afp) = " APt + 00" A + AROY (Y)") (2.70)
20" (AFyp™)
e usando (2.11), encontramos
1€
G 0” [(w*ﬁ“w — oY) + %ZA“W/J*] = 0. (2.71)
Finalmente, multiplicando toda a equagao por ieh/ (2m) obtemos
0 @ (Y*O*p — Yo*™) — iA“ww* =0, =0,p+V-j=0 (2.72)
1 om me = Oulm =GP 1= '

que é a equacao da continuidade, implicando uma conservagao do quadrivetor densidade
de carga-corrente na presenca de potenciais externos, com j* dado por

o ich

—> Ve
J' = I = = {ep. ) (2.73)

2m

onde a densidade de carga e a densidade de corrente de carga na presenca de potenciais
externos sao dados por

_geh e eV
p - QmCQw at w mC2 wl/} 9 (274)
. eh = eVe "
J= 2—¢ Vi — Y. (2~75)
mi mc

Perceba que se fizermos V# = 0 em (2.73) obtemos (2.20) como deve ser. Note também
que o campo escalar nao aparece explicitamente em j*.

2.4 Conjugacao de carga

Existe uma operacao denominada conjugacao de carga que mapeia estados de cargas
de sinais contrarios. Vimos na secao 2.1 que @ e 1. = 1* representam particulas de
cargas, fatores de evolucao temporal e momentos opostos, entao chamamos 1. de fungao
conjugada de carga de 1. Se v satisfaz a equacao

. 2 2
(E _ eAO) b= (p - EA) b+ M2y, (2.76)
c
entao 1. deve satisfazer a equacao
. 2 2
(E + er) be = & (15 + %A) e + M2, (2.77)
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com a carga de sinal contrario. De fato, essa equacao é obtida tomando o complexo
conjugado da equagao de Klein-Gordon (2.76)

(E* - vt)2 U = 3 (P — Vi o) o* + M2y, (2.78)

e lembrando que
()" = —ihd" = —p", (2.79)

assim, obtemos (2.77)
X 2
(B+V2) e = (B + V) e+ M. (2.80)

Percebe-se que para encontrar a equagao (2.80) para 1., podemos usar em (2.78) a pres-
cricao

Y — . e VIE— =VH, (2.81)
Isso nao quer dizer que sob conjugacao de carga estamos mudando o campo externo. As
unicas quantidades que mudam sao, a carga, o momento e o fator evolucao temporal da
funcao de onda. Porém para encontrar a forma correta da equacao resultante podemos
usar a prescricao (2.81). Precisamos saber como ficaria a expressao para o quadrivetor
densidade de corrente de carga (2.73) para a fun¢ao de onda complexo conjugado de .
Podemos usar a prescrigao (2.81) para encontrar

, teh eV# . )
.75 = 2_¢c a“% + _wcwc = (Cpca.]c)v (282)
m mc
com h V
e — eV,
e = o O e+ —= ey, 2.83
P 2m02 wc tw + mczw wc ( )
. eh < eVe .,
Je = 2_¢c \Y% ¢c + _77Z)877Z)c‘ (284)
mi mc

Uma outra maneira de encontrar (2.83) e (2.84) seria usar o mesmo procedimento usado
para encontrar a quadricorrente (2.73), obtendo assim

Yo (P +VH/C) (Du+ Vife) e — e (=p" + V) (=Dp + Vi/e) Yz = 0. (2.85)
Fazendo uso dos mesmos céalculos da se¢ao anterior, pode-se chegar facilmente em (2.82).
Sob conjugacao de carga, a carga da particula e, consequentemente, a densidade de carga
da particula trocam de sinal, mas o que dizer sobre a densidade de corrente de carga?

Como p e j satisfazem a equacao da continuidade, espera-se que j também troque de sinal
sob conjugagao de carga, podemos observar isso fazendo 1. = 1* em (2.82) para encontrar

. eh < eV )
Je =5t + — Yt = =1, (2.86)
2mi mc
ou seja, sob conjugacao de carga teremos
=gt == (2.87)
ou ainda
P Pc=—p
(2.88)
j - jc = _j

Apesar desse resultado, veremos adiante® que muitos trabalhos e livros-texto nos dao uma
conclusao diferente de (2.88).

5Ver secao 3.6 sobre a conjugacdo de carga na representacdo de Schrodinger da equacao de Klein-
Gordon.
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Capitulo 3

Equacao de Klein-Gordon no
formalismo de Schrodinger

Como foi dito em secoes anteriores, a equacao de Klein-Gordon é uma equacgao de se-
gunda ordem na derivada temporal. E possivel, através de uma transformacao, obter uma
equacao de primeira ordem na derivada temporal, deixando assim a equacao de Klein-
Gordon em uma forma similar a equacao de Schrodinger. Realmente, essa equacao de
primeira ordem envolve um vetor coluna de dois componentes, de tal forma que trocamos
uma equacao de segunda ordem na derivada temporal por duas equacoes de primeira
ordem na derivada temporal. Mostraremos agora uma maneira de se obter essa equacao.
Escrevemos o ansatz para a fungao de onda 1 (r,t) como

U (r,t) =@ (r,t) +x(r,t), (3.1)
onde as parcelas ¢ e x sao dadas por
p(r,t) =3¢ (r 1) + 5 (r,t) 0 (x,1),

X (I‘, t) = %w (I‘, t) — (I‘, t) (XU (I‘, t) :

Aqui, § é um coeficiente arbitrario. A dependéncia em 0,40 é o que nos possibilitara
escrever uma equacao de primeira ordem na derivada temporal, como veremos adiante.
Subtraindo as duas equagdes em (3.2) obtemos

(3.2)

Bep = *OQ—_ﬁX. (3.3)

Derivando em relagao ao tempo as duas equagoes em (3.2) encontramos

O = (3 +B) 0 + B0},

(3.4)
o = (4 - 8) o — BoR.
A equagao de Klein-Gordon para a particula livre (2.6) pode ser escrita como
—?o7y = (p° + m*c*) ¢, (3.5)
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substituindo (3.3) e (3.5) em (3.4), encontramos

O =35 (3+8) (6= %) = (B +mch) (9 + X).

(3.6)
o =35 (5= 8) (6 =0 + & (B¢ +m2e) (¢ +),
ou ainda
dp=—2p" (¢ + )+ H1—-Me— 1+ + 5 (e—X)
(3.7)
Ox =+5 D (0 + ) + 5 [(L+7) e —(1=7)x] =350 =),
onde fizemos N
. 20mc
=6 1= () (33)

Podemos escrever as duas equagoes em (3.7) como uma unica equagao da forma

-0 2
() - (4 3)(2)
+ﬁ 1426 —7 —(1+4+2k+7) ©

A\ 1-2k+y —(1—-2k—7) x /°

Escolhendo uma representacao particular com

ih
= 3.10
g 2me?’ ( )
temos Kk = 0 e v = —1, com isso (3.9) pode ser escrita como

w (D)L ) () 2)(5) o

Definimos o vetor coluna de dois componentes

U= <i) (3.12)

onde ¢ é o componente superior e Y o componente inferior. Definimos também as matrizes

. 01 . 0 —1 . 1 0
Tl—(l()),’rg—(i O),Tg—(0_1>, (313)

note que 7; sao as matrizes de Pauli, as quais satisfazem as relacoes
~92 2 A A ~ o~ A
=1, TWT = =TTk = 1T, (3.14)

onde os indices k, [ e m tomam os valores 1, 2 e 3 em ordem ciclica. Assim, podemos
escrever a equacao de movimento

ihd, ¥ = HOU (3.15)
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com
A2

A = 21°_m (73 + i) + F3mc?, (3.16)

sendo o operador hamiltoniano para particula livre nesse formalismo. Com 3 dado por
(3.10) as equagdes em (3.2) e em (3.3) podem ser escritas como

_ 2 |
=5 (mec? + iho,) v,
(3.17)
_ 1 2
X=5 (me® — ihdy) 1,
¢ 2
O = = (9 =) (3.18)

E interessante observar como ficam a densidade de carga e a densidade de corrente de
carga nesse formalismo. Sabemos de (2.21) que a densidade de carga para a particula
livre é .-

teh
W 0. (3.19)
Nessa nova representagao, para encontrar p substituimos (3.1) e (3.18) em (3.19) e encon-
tramos

p= 2mc?

p=ce(le]” = x%), (3.20)

que agora ¢é escrito como a diferenga entre duas quantidades positivas. Com a ajuda do
vetor coluna (3.12), p pode ser escrito como

p=eVV, T=Ulp (3.21)

O simbolo dagger (}) representa o conjugado hermitiano, isto é, ele atua numa matriz
pegando a transposta e o complexo conjugado de seus elementos.
Por outro lado, a densidade de corrente de carga (2.22) é

i= e—’?w*ﬁ, (3.22)

2ma

que pode ser escrita da seguinte forma

. BFL * — = *
j = %[(wﬂc) V(w+x)—(¢+x)v(s@+x)] (3.23)
_ eh ¥ 11 Vo B Vo r1a %
- 2mi X 11 Vy A% L1 X
e finalmente
. eh — <=
onde & ¢é definido como
Q= T3 + iTy. (3.25)



3.1 Solucoes de particula livre e produto interno

Vamos considerar o ansatz que para particulas livres o vetor coluna é da forma

U= (i) _ A(ii) exp {% (p-r— Et)] , (3.26)

substituindo a relagdo acima em (3.15) obtemos

E(ig) - ( —11 —11 ) %(iﬁ) +mc® ( é _01 ) (ig) (3.27)

ou ainda

2

p
(o + x0) + mc*po , Exo=——— (o + Xo0) — mc*Xo. (3.28)

p
Epy = om

2
2m

Escrevemos as equagoes de (3.28) como

2 2
p p
E———mc)py— —x0=
2m 2m

, , (3.29)
Dot (E+ 2 vme ) xo=0
2m 2m
que também pode ser escrito na forma matricial
2 2
E-P e b %o 0
2717)12 p;m = ) (3.30)
— E+ — 4+ mc? Xo 0
2m 2m

Para que esse sistema admita solucoes nao-triviais é preciso que o determinante da matriz
dos coeficientes seja nulo, isto é

5 P
2717)%2 p;m =0, (3.31)
— E+ — +mc?
2m 2m

o que implica na seguinte relagao
p2c? + m2ct = e, (3.32)
Assim, duas solucbes sdo possiveis, uma que chamamos de ¥(*) com o fator evolucio

temporal I/ = +¢,, e outra que chamamos () com E = —&,. Aproveitamos para definir
aqui, o produto interno nesse espaco vetorial, entre dois vetores ¥; e ¥, como

(U |Wy) = / Ul Wydr = / Uy Wod?r, (3.33)
este é chamado também de produto interno generalizado ou produto ®. Se normalizamos
(Vip)|Vps) ==+1, (3.34)
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entao, estados de cargas £e terao norma ao quadrado’ igual a £1. Aproveitamos para
chamar atengdo para as referéncias [13] e [19] em que a normalizagdo é definida errada-
mente como sempre positiva. Para a carga de cada um dos estados teremos

Q) = / peyd’r = (U 1|V 1) = Ee. (3.35)

Discutiremos agora em detalhes cada uma das solugoes. A primeira solucao corresponde
a I/ = +¢, e com isso temos

P(p,+) Po(p,+) i
Vi) = = Ap+) exXp {ﬁ (p-r— 5190} , (3.36)
X(p,+) Xo(p,+)

fazendo E = €, 0o = Qop+) € Xo = Xo(p,+) €m (3.28) concluimos que

(Ep — ch) 900(p7+) = — (é‘p + mC2) XO(p,Jr). (337)
Escolhendo
Xopt) = — (6o = mc?) = o) =& +mc’, (3.38)
temos )
©o(p,+) me + &y
— ) (3.39)
Xo(p,+) me* — €p

Da mesma maneira que no formalismo de segunda ordem, podemos encontrar a constante
de normalizagao através da normalizacao na caixa obedecendo as seguintes relagoes

me? + Epn i
Vi = Aipu exp [1 (ot = 1) (3.40)
me* — e,
onde ok
Pn = %n, n={n;n,n}t;n €N (3.41)
e

Epn = /P2 +m2ct. (3.42)

Fazendo uso de (3.34), temos

1
}A(pn,+)‘2/ <‘<P0(pn,+)‘2 - ‘Xo(pn,+)|2) Ir=+1 = A(pn,+) = \/4L3—W7 (343)
Pn

obtendo dessa maneira

SO(I’n:"‘) 1 mC2 + gpn 7/
Vippt) = = exp {— (Pnt — 5pnt)] , (3.44)
X (pnrt) VALImE Sy, \ me — ¢, L

IConscientes do abuso de linguagem, daqui por diante nos referiremos & norma ao quadrado simples-
mente como norma.
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que ¢ a solugao para o estado de carga () = +e. Pelo mesmo procedimento, mas escolhendo
E = —¢,, obtemos

P(pn,—) 1 me® — ¢, i
Vip,-) = = Almae,. exp {ﬁ (P + 5pnt)} (3.45)
X(pn,—) M\ me® + g,
que ¢é a solugdo para o estado de carga Q = —e. Repare que Ap, ) = Ap,. 1) =
———— pois neste caso escolhemos
4L3mc2ep,,
2 2 2
‘A(pn,—)l / <‘900(pn,—)} — |X0(pn,—)| ) d3r = —1. (346)
Daqui por diante, usaremos p e >, ao invés de p,, e > para facilitar a notagao. Podemos

p Pn
escrever entao de uma forma geral

1 mec? + Aep

Uy =
B.A) VAL3me?e, me® — \e
P

e assim é facil mostrar a condicao de ortonormalidade?

exp {% (p-r— )\apt)] | (3.47)

<\Ij(p/,/\’)|\p(p,>\)> = Axxdp/p.- (3.48)
A solugao mais geral é uma mistura de ambos os tipos de solugoes, ou seja
V=2 apn¥en =) (@4 Yo T a1 Ye1) (3.49)
pA P
onde os coeficientes da expansao sao dados por
) = MY |P). (3.50)
Dessa forma temos que
<\If|\I/> = Z a?p,A,)a(p,,\)(\I/(p/,,\/)|\I/(p7>\)> (351)
P,p’ AN
2 2
= > (lawan|* = o [*).
P
Definindo ,
Ni =) lapsn| (3.52)
P
podemos escrever
Q = e(V|V) = Ne (3.53)
onde
N =Ny =N =3 (Japn]* = o |*) = e (3.54)
+ - (p7+ ) (p7_ ) 0 : :

P
Aqui ) |a(p,+1) !2 nos da a quantidade relativa de carga +e que é distribuida espacialmente
P
de acordo com o autoestado Wy 41y, enquanto ) | }a(p7_1) |2 nos da a quantidade relativa de
P

carga —e distribuida espacialmente de acordo com o estado ¥, _1). A quantidade total
de carga ¢é +e.

2Vide Apéndice 6.4
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3.2 Valor esperado

A equagao de Klein-Gordon no formalismo de Schrodinger para uma particula livre é
escrita na forma

A2

ih0, W) = H° [) = | (%5 + i) 21°—m +mcty | ) . (3.55)

Vimos que estados estacionarios podem ser encontrados com o ansatz
U (x,1)) = |V (r)) et ™" (3.56)

que transforma (3.55) em

HO | (r)) = E|U (r)). (3.57)

O fator E descreve a evolugao temporal do estado estacionario |V (r)). J4 vimos que os
autovalores E sao dados por

E = \/p2c +m2ct = Xy, A ==L (3.58)

Na mecanica quantica nao-relativistica os autovalores do operador hamiltoniano descrevem
tanto a evolugao temporal da funcao de onda como a energia de um estado estacionario.
Como se pode ver, na teoria relativistica os autovalores ' = £¢, de H° também repre-
sentam a evolucao temporal da funcao de onda, mas nem sempre representam a energia
do estado estacionario. A energia de uma particula em um determinado estado é dada
pela integral do componente Ty, do tensor energia-momento?®, a qual é encontrada como
sendo sempre positiva e igual a ¢,, tanto para particulas como para antiparticulas. As-
sim o autovalor &/ = +¢, do operador hamiltoniano H° no estado ‘\IIH) (r)> representa
tanto o fator evolucao temporal do estado estacionario como a energia da particula nesse
estado, assim como na mecanica quantica nao-relativistica. Porém para a antiparticula,
o autovalor £ = —¢, do operador hamiltoniano H° no estado |\IJ(_) (r)) ndo pode ser
interpretado como a energia do estado estaciondrio, mas somente como o fator evolugao
temporal desse estado.

Os autores [1]-[4], [6]-[7], [16], [19] e [20], propuseram a definigao do valor esperado de
um operador @ como

(O) = (T|OV) = / TOUdr (3.59)

mas como pode-se perceber, isso nao é valido nem para o caso mais trivial que é o operador
identidade. Fazendo O =1 temos

(1)s = (Vipu)|10pa) = £1, (3.60)

o que obviamente nao esta correto. Uma equacao de autovalor em um espaco vetorial
arbitrario ¢ dada por

O V) = (O) |v) (3.61)

onde (O) é o autovalor do operador O no estado |¥). Temos ainda que

(T|OW) = (O (T|D), (3.62)

3Vide apéndice 6.7
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onde (U|W¥) é a norma de |¥). Se a norma for diferente de zero podemos escrever a
equacao acima como

5 _ (Y]O¥)
(0) W) (3.63)
Logo, a definicao do valor esperado depende da definicao do produto interno. Poderiamos
usar a defini¢do (3.59) somente se (U|W) = 1. Veja que isto ndo ocorre sempre nesse
formalismo, em (3.34) temos

(Vipn)|¥pw) = £, (3.64)

que s6 é igual a 1 para os estados de carga +e.
Assim, concluimos que nesse formalismo, a forma correta do valor esperado de um
operador O no estado |¥) é dada por (3.63)

. TOUd?
(O) = &
f\I/\I/d3r

Dessa forma, temos para o operador identidade o seguinte

<‘I’(p,i)‘i‘1/(pvi)> .

1)y = =1, (3.65)
(Vipo)|¥ip)
como deve ser. Para o operador momento temos que
P¥Vp+) = PYp+) (3.66)
e assim o valor esperado do operador momento é dado por
R (V1) PV (p))
(D) = : —= = (3.67)
(Vp,4) |V (p1))
A exigéncia de que (O) deve ser real nos d4
A T A A
( / nwgow?’r) - / VO Udr = / Uir0wdsr (3.68)
ou seja, a condi¢ao ) ) R R R
OT7A'3 = ’f“gO ou Oi = 7A'3OT’7A'3 =0 (369)

deve ser satisfeita. Chamamos esta ultima condicao de hermiticidade generalizada de um
operador O. Note que o operador hamiltoniano nao é hermitiano ordindrio (hermitiano
no sentido usual), isto é, ndo satisfaz HT = H®, mas ele é hermitiano generalizado, pois

22
H% = %3HOT7A'3 =13 |:(7A'3 - Z'%z) 2p_m + %377”&02} 73 (3'70)
p’ :
= [(fg +iT) o+ 7A'3mCQ] a7y = H',
2m

isso garante que (H°) seja real.
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3.3 Zitterbewegung

Assim como no formalismo de segunda ordem podemos extender os cédlculos na repre-
sentagao de Schrodinger para mostrar o efeito Zitterbewegung, calculando a corrente de

carga dada por

J= / jd°r,
L3

com j dado por

Para um pacote de ondas temos
V=3 apn¥en =) (@4 Yer) T am-1Ye1)
PA P

com

1 me® + \e,

Uy = — o
BA) VA4L3mc?%e, me® — \e
P

Dessa forma, temos

h

— = " = T
vaVV = Z a(p’,)\/)a(pv/\)\]:l(p/7>‘,)a \ \Il(p)\)j

PP AN

e ainda

PP, AN p

Assim, a corrente de carga é dada por

2
6 * C p 71' )\ 7Al , t l . T 3
J = T3 E A(pr 1) A(p,N) € F(Aep—Ney) /L3 e (PP 3,

15
PP AN P

Notando que
/ en PPy — L?6pp,
L3

encontramos finalmente

2

I = Y P (lapi P + lap1 )
p

p
. 2
Qp, _10p,+1€XP —%qjt .

ec’p
12R
e; -
3.4 Limite nao-relativistico

Para estudar o limite ndo-relativistico escrevemos

p2

2
ey, =mcA\ 1+ ——
P m2c2’

36

exp F (p-r— Aspt)] .

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)



2

como para esse caso |p| < mc?, uma aproximagao em primeira ordem nos da

2
2, P

~ — 3.81

ep R me” + o (3.81)

e com isso escrevemos para a solugao de carga +e

) 2mc2+p?/2m
Pp,+) 1 me”+¢&p 1 V4meep
= R — . (3.82)
32 VI3
Xout) VAL mere, \ 2 & L —1:2/22771
\/ 4mc3ep

2
Vmce, = mc®\[1+ ﬁ ~ mc? (3.83)
2

Notando que

e ainda
p 2
2me? + — = 2 3.84
me” + oy = 2me’, (3.84)
temos
(o) 1 P(pt) L (1!
~ = lim = — , 3.85
! v)2 v/c—0 VL3 0 ( )
X(p,+) JI6L2 (c) X(p,+)

onde v é a velocidade da particula. Dessa forma, podemos escrever a autofuncao de carga
+e para o limite nao-relativistico como

1 1 1
\I/é\;i) ~ Ni% (O) exp {ﬁ (p-r— cht)] . (3.86)

Desenvolvendo célculos semelhantes para a autofungao de carga —e encontramos

1 /0 1
\I/é\rf)li) ~ Ni% <1> exp [% (p-r+ mc%)} : (3.87)

3.5 Interacao com um campo externo
A equacao de Klein-Gordon com acoplamento minimo é dada por

(ihd, — Vi)’ = [ (p — V./c)* + m?c*] v (3.88)
Na presenca de um potencial escalar, a equagao (3.88) passa a ser escrita como

(ihdy — Vi) = [ (P — V,Je)* + M*c*] o, (3.89)

onde

M =m+V,/c (3.90)

Para construir a equagao de primeira ordem na derivada temporal, comegamos com o
ansatz

Y =p+x (3.91)
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onde as parcelas ¢ e x tem a forma

p = 59 + PO + 09,
X = 3¢ — Bop — 1.

Aqui, os coeficientes § e § sao funcoes arbitrarias dependentes de r e t. Veja que em
relagao a (3.2) acrescentamos mais um termo em (3.92). Subtraindo ¢ e x em (3.92)
encontramos

(3.92)

o = 7 - B?ﬂ (3.93)

Derivando em relagao ao tempo as duas equagoes de (3.92) obtemos

Oup = (3 +B+06) 0 + B + du
(3.94)
onc = (5= 8= 38) aw - B — b.

Definindo
II=p-V,_/c (3.95)

rearranjamos (3.89) como

~ 2
2y = 2 VN g (D) (MY
ot =—Svow+ |(3) - 30— (G Ve 6w

substituimos (3.93) e (3.96) em (3.94) para encontrar

p = —FL(p+ )+ H[(1-Me— 1+ +5[(1-me—1+n)x]
(3.97)
ox =+ e+ )+ A +Ne- (- - £l +ne—1-nx,
onde

: 2i ) 432 on? o2
H:ﬁ+6—%ﬁw,n=; v = é <M24+zﬁVt V2—7+ ﬁf). (3.98)

Podemos deixar as duas equagoes em (3.97) como uma unica equagao da forma

w0 (7) = e (4 4 ) (05 (157 2017 (e
mﬁ( 1—7 §1+n>><)‘

+25

Os coeficientes (3 e d sdo arbitrarios (exceto por 3 # 0) e podemos escolher qualquer forma
para eles. Escolhemos entao uma representacao tal que

(1+n)

_ GVt 3.100
p 2Mc?’ 2Mc?’ ( )
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onde escolhemos também o potencial escalar sendo independente do tempo. Com essas
escolhas temos que
=—0,n=-1, A=—-1. (3.101)

K
Substituindo (3.100), (3.101) e (3.12) em (3.99) encontramos
ihd, ¥ = HU, (3.102)

com A )
o (=Y.
2M
sendo o operador hamiltoniano para uma particula sujeita a um campo externo em sua
forma geral. Assim, a equagao (3.92) torna-se

(73 + ito) + McP75 + V, (3.103)

R U i\ ]
Y = W -MC ¢+Zﬁ (815_'_%‘/;) w-
(3.104)
I T i\ ]
X= e _Mc Y —1h (8t+ ﬁVt) w_
e a equagao (3.93)
ihoph = Mc* (o — x) + Vi (3.105)

Veremos agora como ficam a densidade de carga e a densidade de corrente de carga nesse
formalismo. A densidade de carga para uma particula sujeita a um campo externo é dada

por (2.74)

ihe eV,
U B — L. (3.106)

Substituindo (3.91) e (3.105) em (3.106) obtemos

p:

M —
p=—eVV. (3.107)
m

Da mesma forma, a densidade de corrente de carga na presenca de potenciais externos é

dada por (2.75)

= * 3.108
2mi ’ ( )
substituindo (3.91) em (3.108) obtemos
eh — eV,—
i = VW 3.109
. 2mi mc “ ( )
Sera muito util na secao posterior notar que
. M —_\" M x
7= () =3 (1oF - W) = (3.110)
m m
ou seja, p € real e
fz( ) = =], (3.111)

também.
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3.6 Conjugacao de carga

Comparando (3.44) com (3.45), podemos escrever a relagao

o X 01 © o
U, :(<P< . >):( i"’*’)z( )( (w)) =70 . (3.112)
P X(~p.,-) Plp4) 10 X+ e

Isto pode ser interpretado da seguinte maneira: Se o estado

U= (i) (3.113)

representa uma particula de carga e, fator evolucao temporal £ e momento p, entao o
estado
v, =71U" (3.114)

descreve uma particula de carga —e, fator evolucao temporal —F e momento —p. Cha-
mamos V. de estado conjugado de carga de W. Logicamente ¥ ¢é o estado conjugado de
carga de U, e obedece

(Vo). =1V, =71 (1 UF)" =0, (3.115)

A transformacao ¥ — W, é acompanhada pelas transformagoes
0 — Xo, Xo— %o, P—-p, E—-—FE (3.116)

Se chamamos (arbitrariamente) os objetos descritos por W como particulas, entao os obje-
tos correspondentes a fungao conjugado de carga ¥, sao chamados antiparticulas. Se uma
particula é idéntica a sua antiparticula, esta é chamada particula neutra. Particulas e an-
tiparticulas podem diferir nao sé no sinal da carga, mas também em outras propriedades,
como por exemplo o momento magnético. Particulas que nao tém carga elétrica nao
sao sempre verdadeiramente neutras. Por exemplo, o méson 7 e o féton sao particulas
verdadeiramente neutras, mas nao os mésons K% e K% que diferem pela estranheza. As
funcoes de ondas de particulas verdadeiramente neutras devem satisfazer a equacao

U, =7¥*"=a¥, com |a] =1

uma dupla aplicacao da conjugacao de carga nos d4 o mesmo estado e ficamos com o? = 1,
ou a = *+1. Existem duas possibilidades de particulas neutras: particulas neutras com
paridade de carga positiva (com o = 1) e particulas neutras com paridade de carga negativa
(com a = —1).

A equacao de movimento para uma particula sujeita a um campo vetorial e escalar
externo é dada por

(ih0; — eAp) U = (73 + iTy) + M7 | W (3.117)

e a equacao de movimento para uma particula descrita por ¥, deve ser

(p+:A)’

(zﬁ@t + 6140) \IJC = oM

(75 + ify) + Mc*75| W, (3.118)

com a carga de sinal contrario. Pegando o complexo conjugado da equacao (3.117) e
multiplicando-a por —7; pela esquerda encontramos a equagao de movimento (3.118) pois
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71 (T3 +iTy) = — (73 +iT2) 71 € 7173 = —7371. Perceba que V. satisfaz a mesma equagao
que ¥ exceto pela troca nos sinais de V; e V, logo, para encontrar (3.118) podemos usar
a prescricao

UV—-U, e V- -VFH (3.119)

m (3.117) assim como acontece em Klein-Gordon*. Da mesma maneira, se a densidade
de corrente p e a densidade de corrente de carga j sao dados por

M_—
p=e—UWV, (3.120)
m

eh — eV,—
. 5 3.121
J 2mi mc ’ ( )

usando a prescricao (3.119) em (3.120) e (3.121) encontramos
M_—
pe =e—VU U, (3.122)
m

jcze—h\IfcaV\I/ + — eVe —S0.av,. (3.123)
2mi mc
Uma outra maneira de se obter essas relacoes é encontrada no apéndice 6.6. Como ja
vimos, sob conjugagao de carga p — p. = —p e j — j. = —j na teoria de Klein-Gordon,
logicamente devemos encontrar esse mesmo resultado aqui, visto que p e j sao os mesmos
de Klein-Gordon. Para isso, serao uteis as seguintes verificagoes

U, = 70", U= Ul (3.124)
U, = Ul = (70 75 = — (0 257 = T3 (3.125)
Hat = —a, V.al, = (Tav). (3.126)
Dessa forma, ficamos com
M— M.
pe=e—V VW, =—e—V U ' =—p"=—p (3.127)
m m

onde usamos (3.110). Analogamente

je = 2(:; {(\paw) - [(VO)aw] }+C - (Taw)’ (3.128)

eh — eVe—. \" . .
mi mc

onde usamos (3.111). Apesar desse resultado, os autores das referéncias® [2], [10]-[12] e [16]
por exemplo, afirmam erradamente que j. = j porque V. difere de ¥ por uma mudanca
no sinal da carga (¢ — —e) e uma mudanca no sentido do vetor momento (p — —p). E
verdade que sob a conjugacao de carga, o momento troca de sentido, porém a relacao

J=pV, Je=peve, (3.129)

4Ver equagoes (2.76) e (2.77)
5Nos trabalhos citados os autores tratam apenas do acoplamento vetorial. No nosso trabalho podemos
fazer Vi = 0 para obter apenas o acoplamento vetorial nas equagoes.
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depende diretamente da velocidade de grupo v da particula, e nao do momento. Como
veremos no ultimo capitulo, essa velocidade nao muda sob conjugacao de carga, isto é,
uma antiparticula move-se em sentido contrario ao seu momento, em outras palavras, se
uma particula tém um momento p e velocidade v, sob conjugacao de carga a antiparticula
terda um momento p. = —p e velocidade v.= v. Isso faz com que a corrente troque de
sinal sob conjugacao de carga. Além disso, a equacao da continuidade deve ser satisfeita
para particulas e antiparticulas .
dp+V-j=0,

se p — p. = —p sob conjugacao de carga, devemos ter que j — j. = —j para que a equagao
continue valida.
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Capitulo 4

A representacao de Feshbach-Villars

E bem conhecido que a equacao de Klein-Gordon apresenta propriedades peculiares. Por
exemplo, para uma particula de spin zero os autovalores do operador velocidade sao
nulos!, enquanto que os autovalores do quadrado do operador velocidade podem ser nulos
ou negativos. Para resolver esse e outros problemas é mais conveniente tratar a equacao
de onda em uma representagao na qual o operador hamiltoniano para uma particula livre
¢ diagonal. Nesse capitulo apresentaremos uma representacao na qual isso ocorre, essa
representacao é conhecida como representacao de Feshbach-Villars ou ainda, representacao
®. Vimos no capitulo 3 que estados de carga com sinal bem definidos sao descritos por
dois componentes ¢ e x satisfazendo as equagoes de (3.11) para a particula livre, que sdo
de primeira ordem na derivada temporal. Numa aproximacao nao-relativistica, para cada
estado de carga, um desses componentes é apreciavelmente maior do que o outro como
pode-se ver nas equagoes (3.86) e (3.87) e a fun¢ao de onda reduz-se aproximadamente
para um unico componente. Poderiamos pensar em uma representacao onde a funcgao
de onda tivesse a mesma forma que as relagoes (3.86) e (3.87) ainda que fora do limite
nao-relativistico. Seguindo esse modelo as fungoes seriam da forma (normalizagdo na
caixa)

1 (1 .
Qpy) = \/? (0) exp [£(p T —¢gyt)],

(4.1)
1 /0 i
Yoo =) P [5(P-r+et)].
E muito ttil escrever as duas funcoes de (4.1) em uma unica forma
1 42 i
Ppr) = —< _)\) exp [— (p-r— )xept)l , A==£L (4.2)
VLI h
Utilizando essa notacao escrevemos os vetores (3.44) e (3.45) como
1 me? + Ae, ;
Uy = —F——e— exp [— (p-r— )\ept)} (4.3)
VAaLPmere, \ 2 Ae, h

e relacionamos com (4.2), para achar uma matriz de transformagao que possa levar uma
representacao na outra, ou seja uma transformacao de similaridade. A transformacao é

Vide capitulo 5.
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do tipo )

onde U obrigatoriamente deve ser uma matriz 2 x 2

U:(é g). (4.5)

Substituindo (4.2) e (4.3) em (4.4) chegamos ao sistema

LA fime®e, = A(mc® + Aep) + B (mc® — Aep)

(4.6)
12 /4mc*e, = C (mc? + Xep) + D (mc? — Aey)
com 4 equagoes e 4 incognitas. Resolvendo o sistema acima encontramos para U
A ] ep +mc? g, —mc?
U= —— , (4.7)
v Amese, Ep — mc? Ep + mc?
ou ainda . ) ,
Uzl(sp—f-mc)—f—ﬁ(ep—mc). (4.8)
V4amc3e,
Pode-se perceber, pelo mesmo procedimento que a transformacao inversa
Upa = U 0, (4.9)
nos leva a seguinte forma para U~}
. o 1(ey+mc?) =7 (e, — mc?
(1 = 207, = L ) —71(5 ) (4.10)

Vameie, ’

mostrando que a matriz U nao é unitdria no sentido usual, pois U # U~!. No entanto,
mostraremos logo mais, que a matriz U é unitaria generalizada. A transformagao das
funcoes

d=U0 e & =0l (4.11)

mantém a ortonormalizagao invariante, isto €,

(Wi ¥ ) = (P e = Adandpp, (4.12)
onde usamos (4.10)
N P B N N S P L B
(U ) 7'3U = (TgU 7'3> TgU = 73U7'37'3U = 73 (413)
e ainda B -
U=0Ulr | d=0s, (4.14)

Como p = eV = e®®, a carga da particula para cada um dos estados é dada por

Q = 6<(I>(p7)\)’q)(p7,\)> = )\6, (4.15)
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onde usamos (4.12). A solugao geral é uma mistura de ambos os estados, ou seja

¢ = Z apNPpa) = Z (ap)Pp41) + -1 Pp,-1) » (4.16)

P,A p

onde os coeficientes da expansao sao dados por

agp) = MPp[P). (4.17)
Dessa forma temos que
(@) = D afy a0 (e [ Ppa) (4.18)
pP,p’ AN
2 2
= 3 (lewen !’ = a0 [*).
P
Definindo )
Ne=) lapay| (4.19)
p
encontramos para a carga total
Q) = e(®|P) = Ne, (4.20)
onde
N =N, =N =3 (Jap.n]* = o, |*) = =1 (4.21)
+ - (p7+1) (pzfl) 0 : :

p

Aqui )’ |a(p7+1) ’2 nos d4 a quantidade relativa de carga +e que ¢ distribuida espacialmente
P

de acordo com o autoestado @, 1), enquanto > |a(p,_1) ‘2 nos dé a quantidade relativa de

p
carga —e distribuida espacialmente de acordo com o estado ®(, _1). A quantidade total
de carga ¢é +e.

4.1 Unitariedade, valor esperado e lei de transformacao
de operadores

Chamamos o operador A de unitério @ se ele deixa o produto ® invariante, isto é, se
satisfaz a equacao o
(W) = (AD|AD) = (@]0), (1.22)

assim, um operador A unitdrio ® satisfaz
T Alr = A7 = A, (4.23)

visto que f\I'ng\Il’d?’r:fCI)TAT%gA(I)’dSr e assim, ATHA = 73 ou, A7 = A™L. Se um
operador A é unitario ® <Ai = 121_1> e comuta com 73, entao ele também é unitario no
sentido usual.
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A definigao do produto escalar generalizado expressa por (3.33), necessariamente leva
a uma lei de transformacao para os operadores O quando ocorre a transformacao das
fungdes de acordo com (4.11). Calculamos
(T[OF) _ (P|0x®)

O =y~ afe) (624

o N T o
onde usamos as propriedades ¥ = U~1®, (U”) 73 = 73U e definimos

Op =UOU . (4.25)

Assim, a relagao (4.24) implica na lei de transformagoes de operadores (4.25). Como um
outro exemplo de que a norma deve ser considerada na definicao do valor esperado, temos
que no formalismo de Feshbach e Villars, existe a seguinte definicao® para o operador
carga

Qo = efs, (4.26)
de tal forma que )
Q@@(p’i) = €7A'3(I)(p7i) = :I:eCID(p,i). (4.27)
Se calcularmos o valor esperado desse operador de acordo com (3.59) teremos
<Q<I>>i = (P 0)|QePps) = Fe(Ppu)|Pps)) = € (4.28)

tanto para particula como para a antiparticula. De acordo com a nossa defini¢ao (3.63)
temos

. ® Do
<Q¢> _ Qon)|@ePps) _
+ (Pp,0)|Pp,+))
ou seja, com valor esperado do operador carga igual a +e para particula e —e para a
antiparticula.

(4.29)

4.2 A hamiltoniana na representacao Feshbach-Villars

Segundo a transformagao (4.25) da segao anterior, a hamiltoniana nesse formalismo é
dada por

A~

H@ - UﬁO[A]fl:

(4.30)

1(gp +mc?) + 7 (g, — mc?)
VAme?e,
1(gp +mc?) — 71 (g — ch)]

V4amc3e,

132
X |i(7A'3 + 2722) % + 7:3mC2:|

Para facilitar os calculos usamos & = 73 + 179 e definimos
a, =me’+¢, a_=mc —¢g, a=mc, (4.31)

e assim (4.30) torna-se

ey —Ha [P la, +#a_
P s U (5‘2% N m) lay +ha- (4.32)

\/4ag, \/4ag,

2Veja referéncia [9].
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Fazendo as multiplicacoes, chega-se facilmente em

. 1 p?
alay +a_)’ 2p_ + a3 (aF +a?) + 2iaara_7s |, (4.33)
m

observando que
(ay +a_)* = (2a)°, (al +a?)=2("+¢€), ara_=a’>—¢; (4.34)

encontra-se

X 1 p?
He = das, {(%3 + i) (20)? 21)_m +2a73 (a” + &) + 2ia (a* — }) 7221 (4.35)
1

. a . fa
- — [73 (—p2 + a? +5§> + ity (—p2 +a® — 53,)} .
2ep m m

Como @, ») sao autofuncoes do operador momento, temos

ﬁq)(p)\) = p®(p7A) (436)

e dessa forma

N 1
Ho®(pn) = 2

~ a A a
- [Tg (Ep2 +a® + 5227) + 1Ty (EPQ +a?— sf))] P p.2) (4.37)

2

substituindo a = mc? e usando & = ¢*p* + m*c* obtemos finalmente

Ho® = 73¢,®. (4.38)

A equacao de Klein-Gordon para uma particula livre no formalismo de Schrédinger é dada
por

ihd, ¥ = H'U, (4.39)
aplicando o operador U pela esquerda temos
ihe, UV = UH U0, (4.40)
usando (4.11) e (4.30) )
Zﬁatq) = H(pq) = 7238p(b, (441)

obtemos a equacao de Klein-Gordon para a particula livre no formalismo Feshbach-Villars.

4.3 Densidade de carga-corrente

Veremos agora, como se transformam as quatidades p, j no formalismo Feshbach-Villars.
A densidade de carga dada por (3.21)

p=eVV¥ (4.42)
é escrita na representacao ¢ como

p=eVU UV = U 30 1® = eUTUT 70 = B0, (4.43)
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onde usamos (4.10), assim
p=eVV¥ =cbd. (4.44)

Para a densidade de corrente de carga (3.24)

h —
j :%\m‘?w, (4.45)

os calculos sao um pouco mais trabalhosos. Vamos comegar notando que
Vel = U'ey (F34i7) U =01 (1+7) T (4.46)

2

— o (Ul)T (i+7) 070 =of (i+4) (07) @,

A

T N N
pois (U’1> =U"'e [U’l,ﬁ} = 0. Agora, observe que

. 2 14+7
() () = G [ hs) +r e =) @)
1+7 24 L 2\4 4 on (24 2
= 2 142 —
T et ) L+ 20 (e — <)
Comt (i) re (i) (i-7)
B 2mc2e,
2
= I (i+4)
€p
Substituimos (4.47) em (4.46) para obter
2
Tav = " Fao, (4.48)
€p
e pelos mesmos calculos
— = me— . = S\ me* fo—\ .
Tavy = " Tave, (W) aw =" <V<I>) ad. (4.49)
Ep p

Logo, a densidade de corrente de carga na representacao ® é dada por

2
M 56T o, (4.50)

1= 21g,

4.4 Velocidade de grupo e a densidade de corrente
de carga
Na representacao de Feshbach e Villars temos que
p=edd. (4.51)

Podemos obter B
pe. = ed D, (4.52)
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a partir de (3.122) , onde ®. = 719* é 0 estado conjugado de carga de . Da mesma forma,
a densidade de corrente de carga é dada por

he? —
j= L FaV o, (4.53)
21g,
e pode-se obter
he?
o= 53,4V 9., (4.54)
21e,

a partir de (3.123).

J& vimos em secoes anteriores que sob conjugacao de carga j — j. = —j. Como
dissemos, alguns autores advogam que j — j. = j ja que sob conjugacao de carga, muda-
se a densidade de carga e também o momento da particula. O que nao foi levado em conta
é que para a antiparticula, velocidade e momento tém sentidos contrarios. Mostraremos
isso pelo menos para o caso de particula livre. Se escolhemos ® = ®(, 1, onde

Bips) = % <(1)> exp [% (p-r— ept)] (4.55)

é o estado que descreve a particula, teremos ¢, = 719" = ¢_,, _, onde

By = \/1L_3 ((1’) - {_% (-r— 5pt)] , (4.56)

é o estado que descreve a antiparticula. Agora, podemos encontrar explicitamente j e j..
Substituindo (4.55) em (4.53) teremos

. eh®— =
J= 22'522 CI)(P,-F)Oé \Y q)(Pr‘r)’ (457)
€como ) .
= (3 = — 1 —
VOpi) = 2PPp+): VOp+) = —7PPp ) (4.58)
ficamos com )
. € Cc'p
- -Fr_ 4.59
I= 75 e PV (4.59)

onde p = e¢/L? ¢ a densidade de carga da particula e v :cj—:’ ¢é sua velocidade de grupo.
Agora, substituindo (4.56) em (4.54) teremos

ehc® —

o= By GV D (4.60)
-]C - 2@8;) (_p’_)O{ (_pv_)’ .
como , :
- ? = — v =
VO(p-) = =3Plp); VPp) =+5PPp) (4.61)
obtemos )
) e c’p
¢ = ——=—— = PcVe 4.62
o= 5o =Y (4.62)
onde p. = —e/L3 é a densidade de carga da antiparticula e VC:C;—: ¢ sua velocidade de
grupo. Como vimos, sob conjugacao de carga
P pe=—p € V—V,=V. (4.63)
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A velocidade de grupo nao muda sob conjugacao de carga. A particula tem um momento
p e velocidade
cp

V=" 4.64
5 (164
sob conjugacao de carga, a antiparticula tem momento p. = —p e velocidade
2 2
c c
v="P o P (4.65)
Ep p
ou seja, a antiparticula move-se em sentido contrario ao seu momento p. = —p.

4.5 Interacao com um campo externo

Veremos agora como fica a equagao de movimento para uma particula sujeita a apenas
um acoplamento vetorial na representacao Feshbach-Villars. A equagao de movimento

o, = HU, (4.66)
com o operador hamiltoniano sendo
A a (. €. \2 9 A A . .
H=— ( — —A) + mc*T3 + eAy, O = T3+ iTo. (4.67)
2m c

Definimos

Ao (r) = [ ao (a) ert"d’q,
A(r) = [a(q)ei®"dq, (4.68)

A% (r) = [ a?(q) eFad’q.
A transicao da representacao das coordenadas para a representacao dos momentos pode

ser feita pela substituicao
p —p, T —ihV,. (4.69)

Dessa forma, podemos escrever (4.66) como

. . _— ed — e*a .
iHOU (p,t) = [HO + e, (mvp) - —p-A (zhvp) oA (mvp)] U (p, 1)
) (4.70)
onde H° é o hamiltoniano da particula livre e
Ao (mﬁp) - / ao (q) e~ Vv d3q. (4.71)
Usando o fato que )
eV (p,t) = ¥ (p - q,t) (4.72)

podemos mostrar o resultado da agao do operador (4.71) sobre a fun¢ao W (p, ) por meio
da relagao

40 (i9,) ¥ (p.1) = / a0 (q) =570 (p, 1) dq (4.73)
= /ao(q)‘I’(p—q,t)d3q
- / (p—a) ¥ (q.1) dq.
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Através da mesma transformacao encontramos

A (in9,) ¥ (p.1) = / a(q) e~V (p, 1) d*q (4.74)
= /a(p—q)‘ll(q,t)d?’q
e ainda
A (ih9,) ¥ (p.1) = / a2 (q) e %W (p, 1) d’q (4.75)
- [@®-av@nda

Entao a equagao (4.70) torna-se
ihd, ¥ (p,t) = H°U (p,t) (4.76)

e 3
—q)| ¥ (q,t)dq.
528 (P—a)| V(g t)dq

~

+6/[a0(p—<1)—%p-a(p—q)+

Multiplicando ambos os lados dessa equagcao pela esquerda por U (p) definido pela equagao

=

(4.79) e usando o fato que segue-se de V- A =0 que p—q-a(p — q) = 0 encontramos
OB (p,t) = 755, (p,1) (77)

ea -1
—q)|U d(q,t
to 52 (P—a)U (@) ®(q7)
onde usamos as relacoes
U(p)HU (p) =2, ©(p,t) =U (D) ¥ (p,1). (4.78)
Usando o fato que
. 1 (g, +mc?) + 71 (e, — mc?
0 (p)— L0 ) ;<p ) (4.79)
24/ mc?e,
A~ 1 (g, +mc?) — 71 (g, — mc?)
! = 1 1 , 4.80
() e (4.80)
. . (e, +ey)+71(ep—e
0 (p) 0 (q) = LG 25 (4.81)
/EpEq

U(p) (7 +im) U (@) = U(p)U(q) (75 + i)
(gp€q + m2c) (T3 + iT2) + (pg, — m2c*) 71 (73 + i72)

2mc?,\ /epe,
mc? mc? 1 1
€pSq vV Ep€q -1 —1
e ainda definindo (0.4
w(p,t
D (p,t) = , 4.83
o= (1)) (483)
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encontramos um conjunto de equagoes para as fungdes w (p,t) e v (p, ) :

o~ wipt) = 5 %[(ep+eq>w<q,t>+<ap—sq>v<q,t>1d3q
—ec %[w(q,t}+v(q,t)]d3q (4.84)
5 [N e n)da

@+ o) = 5 [ R van + 6 -2 wlan] e
tec %f_{;‘l)[w(q,twv(q,t}]ﬁq (4.85)
5 [T wan it

Para os estados estacionarios escrevemos

_ ([ w(p) —ipt
®(p,t) = ( v (p) ) e (4.86)
e encontramos as equa(;f)es
E-zu®) = 5= [l rav 6@ 65
- [2e(a-a(p—a) — o’ (p—a)] () (@)} 2
Ere)vle) = 5= [lo@-ale )@+ w@] @5

4'q
Vea
Quando nao existe um campo externo (|A| = Ay = 0) e o conjunto de equagoes (4.87) e

(4.88) transforma-se em um conjunto de equagoes independentes. A solucao desse con-
junto corresponde a uma particula com carga e e é da forma

+[2c(q-a(p—q)) —ea’(p — q)] [w(q) +v(q)]}

By (p. 1) = ( »(P) ) e=hert on By (p, t) = ( . ?p) ) oot (4.89)
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Capitulo 5

Interpretacao dos operadores na
MQR

Neste capitulo, veremos que a interpretagao dos operadores de particula tinica na mecanica
quantica relativistica nos traz problemas. Introduziremos entao o conceito de operadores
de particula unica verdadeiros e estudaremos as possibilidades de medidas dos autovalores
desses operadores.

Vamos retomar a representacao de Schrodinger da equagao de Klein-Gordon para uma
particula livre,

ihoU = H'U (5.1)
com (1)
@ (rt )
U(r,t) = 5.2
(r.1) (X (r,t) (5:2)
e a hamiltoniana A2
F[O = (723—|-Z7A'2)2p—m —|—mc2%3. (53)

A equagao de movimento (5.1), nos possibilita conhecer o vetor coluna ¥ (r, t) em qualquer
instante de tempo ¢, se conhecemos o vetor coluna em ¢ = 0. Podemos escrever essa
evolucao do vetor coluna no tempo através da transformacao

U (r,t) =S () ¥ (r,0), (5.4)

onde o operador evolugao temporal
i i i 2o\ 2
S(t)= —H%) =14 (—H )t + (—-H") =+ .. 5.5
() =exp (%) =14 (=g i) e (<pi0) (5.5)
é unitario &, isto é

SH(t) = 7, G (t) 75 = St (t) = exp <—|—%f[0t> . (5.6)
Como na mecanica quantica nao-relativistica, a dependéncia temporal no caso relativistico
nao precisa ser expressada pelo vetor coluna W (r,t) (Schrodinger picture) mas pode
também ser incorporada nos operadores. Esse formalismo onde os operadores, e nao
os vetores, sao dependentes do tempo, é conhecido como Heisenberg picture. A mudanca
do Schrodinger picture para o Heisenberg picture é feita pelas transformacoes

A

Uy (r)=S"1(t)V(r,t) (5.7)
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Fy () =57 () F(0)S (1) (5.8)

de tal forma que teremos

OIEO (1) =

Usamos (5.5) e (5.8) para escrever

dF d [ im0 -
e (eﬁHOtF(O)e’ﬁHot) (5.10)

- [F (t),[f[O] ,

e em analogia com a mecanica quantica nao-relativistica podemos concluir que observaveis
fisicos F', cujos operadores correspondentes F comutam com H° , sao constantes de movi-
mento. Isso significa que os valores esperados desses operadores sao constantes no tempo.
Um dos postulados basicos da mecanica quantica nao-relativistica é que autovalores de um
operador descrevem valores mensurdveis dos correspondentes observéveis classicos (quan-
tidades fisicas) em um estado do sistema. Na mecéanica quantica ndo-relativistica sempre
existe uma correspondéncia entre os operadores e as quantidades classicas (valores men-
surdveis). Nem sempre isso acontece na mecanica quantica relativistica. Para mostrar
isso, vejamos o exemplo do operador velocidade. De (5.3) e (5.10) encontramos

—~

dr 1 . 5
9= = [ ] = e i) T 1)
visto que
[f‘ :| 2 { TS + ZTQ p2 =+ (7A'3 + ’L7A'2) |:f" I’:‘)Q} } + [f‘, 7A.3] ch (512)
e [f, 73 +i7y] = 0, [, P?] = 2ihip. Enquanto a velocidade relativistica cldssica ¢ dada por
d 2 2
_dr_p _Fp _cp (513
dt  ym  ymc? Ep
onde 1
R (5.14)
-5

denota a massa relativistica da particula, i.e.

v2 v2 m2ct
g, = ymc® = 7m02\/0—2 + <1 - §> = 7\/m202v2 + o (5.15)
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¢ a energia total de uma particula de massa de repouso m. Obviamente o lado direito de
(5.13) e (5.11) sao diferentes, além do mais, pode-se notar que os autovalores da matriz

. . 1 1
T3+ 1T = ( 1 —1 ) (516)

sao nulos. Repare que se (73 + i72) U = AV, teremos,

K_l1 _11>—)\((1) ?)}\y:(l_—lz\ _(11+)\)>\p:0, (5.17)

para que nao existam solugoes triviais exigimos que o determinante da matriz que atua
em ¥ seja nulo

1—A 1

‘ =0=A=0. (5.18)

-1 —(14X
Dessa forma, isso também significa que os autovalores do operador velocidade (5.11)
sao nulos. Portanto, notamos novamente que numa teoria relativistica, em geral, os
autovalores (valores esperados) de um operador construido aceitavelmente nao sao os
mesmos valores das quantidades classicas correspondentes. Além disso, concluimos que
nem todos os operadores de uma teoria nao-relativistica podem ser transferidos para uma
teoria relativistica de particula unica. A razdo para isso é a restricao do conceito de
particula tnica. Na mecanica quantica relativistica a consisténcia de uma descri¢ao de
particula tnica é limitada. Isso pode ser especificado mais precisamente: de um ponto
de vista matematico, a formulacao de uma teoria relativistica dentro de um conceito de
particula tnica, implica a condi¢ao que operadores validos sao somente aqueles que nao
misturam diferentes estados de carga. Tais operadores sao chamados operadores pares ou
operadores verdadeiros. Um operador geralmente pode ser separado em uma parte par e
outra impar

P= [F} n {F} . (5.19)
Mais formalmente um operador [F ] é chamado par ou operador de particula inica ver-

dadeiro, se satisfaz
[ﬁ’} ) = g [ﬁ] g — g/) (5.20)

onde U™ sdo funcdes com fator evolucdo temporal positivo (negativo). Analogamente

um operador {F } é chamado impar se satisfaz as condicoes

{F} ) = ), {F} ) = g, (5.21)

Entao a hamiltoniana da equacao de Klein-Gordon para uma particula livre, na repre-
sentagao de Schrodinger e o operador momento sao operadores pares

HO = [HO} . p=1[p]. (5.22)

A investigagao de operadores pares e impares pode ser muito simplificada na representacao
Feshbach-Villars, especialmente se usarmos as autofuncoes no espaco dos momentos. Na
representacao ® as fungoes de onda de dois estados de carga diferentes sao dadas por

Pp+) = \/% (é) exp {% (p-r— €pt)} (5.23)

1 /0 1
oo = )P 7 (Prrtet)|.
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Nesta representacao um operador par (impar) é (anti) diagonal por causa dos vetores

colunas ((1)) e ((1)) para os dois estados de carga, isto é, devido a (5.20), se o operador é

par deve satisfazer

(42)0- (O (22)(O)-(-+() oo

onde k=A, k=D e C = B =0, ou seja, o operador par deve ser uma matriz diagonal.
Pelo mesmo raciocinio, um operador impar deve satisfazer de acordo com (5.21)

(D0-(-0) (220G ) o

edestavezk=C, K =BeA=D =0, ou seja, o operador fmpar deve ser uma matriz
antidiagonal. Entao, podemos deduzir que Hg ¢ um operador par pois

Hy = #3e, = ( (1) _01 ) e = [H¢,} (5.26)
¢é diagonal. Para o operador momento na representacao ® teremos

po =090 =5 (5 1) =1l (5.27)
lembre-se que no espago dos momentos p = p. Como um operador par (fmpar) deve ser

(anti)diagonal na representagao ®, entao é facil separar um operador Fp em suas partes
par e impar

- Fn Fm Fn 0 0 Fn [A } {A }
F — ~ ~ = A A = F F . 528
v <F21 Fzz) (0 F22)+<F21 0) R (5:28)

Completado a introducao dos operadores pares e impares, agora aplicamos esse método
para o operador T que causou problemas em (5.11). No espago dos momentos o operador
t é dado por

- = o o0 0
t=V, V,=|—,—,— 5.29
oy (8197; Ipy 329) (5.29)
que na representacao ® é dado por!
~ 7 - A_l_A.—‘_A Zﬁp
to = U (ihV,) U7 = 1ihV, — g e T ) (5.30)

Visto que 71 é antidiagonal, o operador particula unica verdadeiro na representacao ®

torna-se o
[f@] = 1z'ﬁVp. (5.31)

Claramente, este é o operador canonico conjugado do operador momento, visto que

[[ﬁp]i,[p@] J} — ik [(ﬁp)i, pj} — i l a‘;, pjl — il (5.32)

Vide apéndice 6.5
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em comum acordo com a mecanica quantica. Com a ajuda do operador posi¢ao verdadeiro
(5.30) e de (5.10) podemos calcular o operador velocidade verdadeiro

Ve = %[f«@] - % [imﬁp,ﬁ@} - [wp,%ggp} (5.33)

= T3 [Vp, p2c? + m2c4} = 73V, p?c? + m2ct,

como
V,vp?e? +mict = —, (5.34)
€p
temos finalmente p )
“ o = A . CP
— Y= [V, A ] — 7P 5.35
Vg dt [I“cb] [Vp, o 3 e, ) ( )
com autovalores ) )
N (5.36)
€p €p
isto é ) )
c &N _ APy P
Vq)q)(p) = ngq)(p) = )\g_pq)(p) (537)

Vamos calcular o valor esperado do operador velocidade no estado |®,). Segundo (3.63)

temos R )
<{’(I)>)\ — <CI)p>\|V‘1’CI)P>\> . )\C |Y

(Ppr|Ppa) Ep
Para estados de carga +e, vale a mesma relacao entre velocidade e momento que a da
mecanica cldssica relativistica (5.13). Para estados de carga —e, isso é verdade somente
para valores absolutos. Antiparticulas com momento p movem-se em sentido contrario a
p. Entao, o operador [fs] satisfaz um nimero de condigoes plausiveis e pode ser aceito
como um operador particula tnica verdadeiro.
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Conclusoes

O formalismo de Feshbach e Villars, propoe uma forma hamiltoniana para conhecida
teoria de Klein-Gordon. A equacao de Klein-Gordon, é uma equagao de segunda ordem
na derivada temporal, enquanto que o formalismo de Feshbach e Villars opera com uma
equacao de primeira ordem na derivada temporal, deixando assim a equacao de movi-
mento em uma forma semelhante ao formalismo nao-relativistico de Schrédinger. Porém,
a mudanca para uma equagao quantica relativistica ganha novos graus de liberdade em
comparagao com uma equacgao nao-relativistica. Na teoria nao-relativistica existe so-
mente um estado de particula livre com um valor do momento bem definido. Na teoria
relativistica para particulas de spin nulo, existem trés estados para um dado valor do
momento, correspondentes aos trés possiveis valores para a carga, a saber +e e 0. Nao
obstante, nos restringimos nesse trabalho, apenas a estados de carga correspondentes aos
dois sinais de carga +e. Assim, os novos graus de liberdade estdao conectados com a carga
da particula. Apesar de ser uma representacao muita rica, o formalismo apresentado por
Feshbach e Villars em [2] e em outros trabalhos como [3]-[4],[6]-[7],[10]-[12],[16],][19] e [20]
apresenta alguns equivocos em sua estrutura, como por exemplo na normalizacao e na
defini¢cao do valor esperado de um operador, tanto quanto no efeito da conjugacao de carga
sobre a densidade de carga e a densidade de corrente de carga. Segundo as referéncias
[2]-[4],[6]-[7],[16],[19] e [20], a definigdo do valor esperado de um operador nao consegue
nem satisfazer o caso mais trivial que é o do operador identidade, isso se deve ao fato
de que tanto no formalismo de primeira ordem de Feshbach-Villars como no formalismo
de segunda ordem de Klein-Gordon a norma do estado pode assumir valores negativos,
essa norma deve ser levada em conta na definicao do valor esperado de um operador para
que possamos encontrar os resultados consistentes. A conjugagao de carga nas referéncias
[2],[10]-[12] e [16] também apresenta problemas, visto que o resultado dessa operacao para
a densidade de carga e para a densidade de corrente de carga é tal que viola a equacao
da continuidade. Neste trabalho desenvolvemos os calculos para a conjugacao de carga
e encontramos resultados diferentes dos apresentados nessas referéncias e mostramos que
com 0s nossos nao hé nenhuma violagao da equacao da continuidade. Mostramos o jeito
correto de se calcular o valor esperado de um operador e também aproveitamos para acres-
centar o acoplamento escalar na representacao de Feshbach-Villars, o qual nao é conhecido
na literatura desse formalismo.
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Capitulo 6

Apeéndice

6.1 Transformacao de Lorentz

Nesta secao mostraremos um caso particular das transformagoes de Lorentz, onde usamos
como referéncia [28]. Suponha que 7 seja um referencial inercial e 7 um outro referencial
inercial que se move em relagao a 1 com velocidade constante v. Se as origens O e O
coincidem nos instantes t = t' = 0 e a velocidade relativa v é paralela aos eixos x de n e 2/
de 7/, entdo as coordenadas (z,y, z,t) e (z/,y/, 2, '), atribuidas a um mesmo evento por
observadores fixos nos respectivos referenciais, estao relacionados da seguinte maneira:

,  x—ul
xr = \/ﬁ, (61&)
y =y, (6.1b)
Z =z, (6.1¢)
. 2
t = M (6.1d)

V1=
As equagdes (6.1) constituem um caso particular das transformagoes de Lorentz, chamado
de boost. Tomando o limite ¢ — 0o as equacoes acima transformam-se em
¥=x—vt, Y=y, ==z =t (6.2)

ou seja, uma transformagao de Galileu. O boost caracterizado pelas equagoes (6.1) ainda
pode ser escrito na forma

o= A 20 4+ AP ot AL A 2 = A (6.3)

Os coeficientes da transformagao A#* , formam uma matriz A = (A* ) chamada de matriz
da transformacao de Lorentz. No caso do boost ao longo do eixo x, como é o caso que
escolhemos, a matriz associada é

v =Py 00
-0 0 0

UM IR (6.4)
0 0 01

—1/2 - .
onde vy = (1 —v?/c?) PeB=uv /c. As transformacoes de Lorentz, sempre caracterizadas
por z'* = A" ¥ incluem outras possibilidades de transformagao além do boost, tais como
as rotagoes, inversao espacial e reversao temporal.
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6.2 Invariancia de gauge

A equacao de Klein-Gordon na presenga de potenciais vetoriais externos é dada por (2.61)
e e
(7 = a%) (B — =4,) ¥ = m2c. (6.5)
c c
Uma transformacao de gauge, também conhecida como transformacgao de calibre, é des-
crita por
AL =A,+0.f (6.6)
com f (x*) sendo uma funcdo arbitraria. Queremos mostrar que uma transformacao de
gauge juntamente com uma transformacao de fase na funcao de onda, mantém a mesma
forma da equagao de Klein-Gordon (6.5), isto é o que chamamos covariancia da equagao.
Comecamos entdo com um ansatz que para uma dada transformacao de calibre A* — A'*
teremos uma transformacao ¢ — v’ dada por

Y = e (6.7)
onde I' (z*) é uma funcdo a ser determinada. Observando que
N € « € . €
(p“ - —AL) P = (pu - —A;) ey =p, (") — = (A, + 0uf) e (6.8)
c c c
e usando
P (e"0) = ihd, (e"v) =ifi (e"0.1) v + e P, (6.9)
reescrevemos (6.8) como
N E ! r_ L~ E : . E r
(pu cA“> P =e (p,i cA“> U+ <zﬁ8uf C%f) e . (6.10)
Fazendo ,
ie
['=—— 6.11
<, (611)
a segunda parcela de (6.10) anula-se, entao teremos
A E / r_ s E
<pu CA“> P=e (pu CAM> . (6-12)

Por fim, obtemos

L s I N

C [ )] - [ )

usando novamente

PG )] = - ) v [ a)] o
reescrevemos (6.13) da seguinte forma
) o) - ) -fa)e

tef (maﬂr . Eau f) (pu - %A,J .

Note novamente que com I'" dado por (6.11) a segunda parcela de (6.15) é nula. Substi-
tuindo (6.5) em (6.15) ficamos com

(- £40) (- ) = i, 010

como queriamos demonstrar.
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6.3 Ortogonalidade na representacao de Klein-Gordon

Vamos mostrar aqui a ortogonalidade das fungoes para o caso discreto (normalizagao na
caixa) na representagao de Klein-Gordon. Nesta representagao o produto interno é dado
por

ih S
(Y1, 1) = Smc? /d?’?‘% Oy 2. (6.17)
Dada a funcao normalizada
mc? i
Ypr) = 75z exp P (p-r—Agt) |, (6.18)
p
calculamos
(>\€p+)\/5p/) ,1()\/ Y )t i(p'—p)-r 13
¢ A ﬂﬁ INY) = s —Y—¢ " S TP eﬁ(p p)rd T. (619)
( (p,A), ¥(p )) 2L3\/m
Explicitamente,
. L L L
/eg(p/_p)'rd?’r:/ e%(p;_pz)’”dx/ e%(p;py)ydy/ ern (P==P=)2 (5 (6.20)
0 0 0
onde,
2rhn, 2mhn,, 2mhn,
2 7 Py T P T (6.21)
com
n=0,+1,+£2... (6.22)
e dessa forma temos para a integral
/ Py 35 (6.23)
finalmente (Ot X)
+ AN \)e
(Vo V) = e TGy, (6.24)
ou ainda
(Yo, Y n)) = Adaxdppr- (6.25)

6.4 Ortogonalidade na representacao de Schrodinger

Da mesma forma que na secao anterior mostraremos a relacao de ortogonalidade para o
caso discreto (normalizacdo na caixa)

<\I’(>\’7p’)’\11(%p)> = Axx0p/p.- (6.26)
A funcao de onda no formalismo de Schrodinger é dada por
1 mc? + Xe,\
V] - = p +(p-r—Xept) 6.27
©N = Jime, (1mea T et (627)
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calculamos N \

= Ep + ASp iln_p)r—(Nen—Ne

Vi) Vipn = Mg—\/%’eh[(l’ P)r—(Aep=Ne, )t], (6.28)
pEp

tendo em vista que

/ APV Py = [Py, (6.29)
encontramos
(W [ ipa) = A%Xe‘w‘”f’%p,pu (6.30)
ou ainda
(W(pran[¥(p.a) = Adxadprp. (6.31)

6.5 Calculo do operador posicao na representacao ¢

No espago dos momentos o operador posicao é dado por (5.29)

S o o o0 0 )
F— iV, Vv, = [— 2 2. 6.32
mr (81% Op,” Op- (6:32)
Na representacao ® os operadores transformam-se de acordo com (4.25) e portanto temos
to = UihV,U™ ", (6.33)
com U e U~! dados por
0 1(me® +¢,) — 71 (mc® — &) o1 1(mc*+¢e,) + 71 (mc? —¢,) (6.34)

VAmc3e, ’ VAmcte, '

Notando que

S [ (I-%)  1(mE+e)+7(me—¢,)
) — _

2 2
4dmcze, 2ep\/4mce,

_ [m02 (i + %1) ~&p (i — Al)] 61?5:0

Ve, (6.35)

e ainda que

¢y = VDRE Tk = e, = 2 (6.3

p
a relagao (6.35) torna-se
= - G CP g P
VU ' =—nU'= =-U""—. 6.37
P m 2¢2 m 2¢2 (6.37)

Analisando como atua o operador (6.37) sobre uma fungao arbitraria ®, temos

i = UiV, (U710) =ih00'V,0 + il (V,0') @ (6.38)
I P o
= 1h |:1Vp - 12_512):| d
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Dessa forma, encontramos que o operador posicao na representacao ® é dado por
ihc?p

o = 1ihV, — 7 .
Te WV 7—12(p202—1—771204)

(6.39)

6.6 Densidade de carga-corrente

Mostraremos agora como obter (3.122) e (3.123) de (3.118). Comegamos com a Eq.(3.118)

ih0, U, = % P+ V./0)2 U, + M350, — V,T,, (6.40)
onde & = T3 4 175. Substituindo p = —ihV na equacao acima temos
na iha = iha -
B0V, = —~ov2y, — (VW) = Ve (V) 41
iR oY onte” Veld) gppe Ve (V (6.41)
ave 2
+2MC2 \ch + Mec 7_3\1[0 - V;quc;
definindo B
U, = Uiz (6.42)
e multiplicando (6.42) pela esquerda de (6.41) encontramos

_ R2a— e — e — .
U0V, = —— YTV, - CYGN (V) — g, ( \IJ) 4
) 0V S UV (Vo) = 22TV, - (V (6.43)
I 2
+ Y T w, 4 MAT, 4T, — V,T,0,.

2Mc?

Pegamos o conjugado hermitiano da equagao (6.41) e depois multiplicamos a equagao por
—73W,. pela esquerda e obtemos

_ R ihore if L
H(OT) U, = — (V20,)av, — [ . Ve\l:c]wlfc——ve-( @) A,
in(0%) oap (V'0e) a¥e = oy [V (Vo) [ ae = Ve (VI ) @

V2 o_ — _
—af o Vet We = MW a0, + VT, V., (6.44)

onde usamos que T3¢ = &'75. Multiplicando (6.43) e (6.44) por M e somando-as encon-
tramos

_ . 2. L L h
ihMa, (U,0,) =V - {—5 0.ave, - (V) av,| - Z—Ve\I/cd\I/c} S (6.45)
c
Passando tudo para o mesmo membro e multiplicando toda equagao por e/ (ihm) temos
M— - he — V.- .
) (e—\I'C\IIC) +V- {—e,\yca?wc + & \I/coz\Ilc} ~0 (6.46)
m 2msa mc
que ¢é a equacao da continuidade com
M_
Pc = 6—\110\1/0, (647)
m
he — Ve |
jo= e TAV T, + ET,AT,. (6.48)
2msi mc



6.7 Tensor de energia-momento

Usaremos aqui o formalismo canonico para calcular as energias das particulas através do
tensor de energia-momento. Primeiro provaremos que a densidade de lagrangiana

_ B2 oL S _
L =ih¥o,¥ — 5 VY (75 + i) VU — mc U0, (6.49)
m
nos da as corretas equagoes de movimento. A agao é dada por

S = / Ld*z. (6.50)

A variacao com respeito aos componentes de ¥ resulta em

95 _ (6.51)
v
= 0, 8£_ —% =0,
9(6,v) 0v
oL Y oL
= 8 — + V T = = O,
"9 (0,7) 5 (ﬁﬁ) 0T

2
5 (73 + i7y) VAU + mc* 73U = iho, VU,
m

que ¢ a equacao de Klein-Gordon no formalismo de Schrodinger. Similarmente a variacao
com respeito a W resulta na correspondente equacao de movimento para V. O tensor de
energia-momento é dado por

' = %qu) U+ %&,\TJ — LGy (6.52)
Calculando o componente Ty com £ dado por (6.49) encontramos
Too = ihWO, U — ihWo, U + %ﬁﬁ (73 4 ifs) - VU + mc U730, (6.53)
e assim
e = [ Tdts (6.54)

[ - —
= / (2—v\1f (75 + i) - VU + mc2\11%3\1/) d*x
m

— /\II (—% (F5 +i7y) V2 + m02%3> Ul
= /m%ﬁoqfd%: (U|HW) = (H°) (U] D),
onde usamos (3.62). Notando que
H W) = (HO)\[Uey) = Aep [ W) A =1,

com (H), sendo o autovalor de H? correspondendo ao autoestado [T n) e (T Py) =

A, temos R R
e = (V| H V) = (HO)\ (T[T ) = Nep = &, (6.55)

ou seja, a energia € positiva tanto para particulas como para antiparticulas.
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6.8 Uma equacao de onda nao-relativistica com spin

Em 1967, Lévy-Leblond [26], introduziu uma nova forma de se obter a equagao de Pauli
para o elétron, com o correto fator g de Landé, abaixando a ordem da equacao de
Schrodinger. Em contraste com outras derivagoes, ele nao se referiu a fatos empiricos,
mas desenvolveu novos conceitos tedricos de abaixamento de ordem da equagao de onda.
Conceitualmente ele usou o mesmo método que foi usado na obtencao da equacao de
Dirac a partir da equagao de Klein-Gordon. Nesse texto, seguiremos o desenvolvimento
usado em [17], que apresenta de maneira mais didatica como Lévy-Leblond chegou a essas
conclusoes. O objetivo de mostrar esse desenvolvimento, ficara claro mais adiante.

6.8.1 Abaixamento de ordem da equacao de Schrodinger

Como primeiro passo, abreviamos o operador de Schrodinger por

R h2 ) R 132
S=ihoy+ —V'=FE— — 6.56
1 t + va 2m7 ( )
de tal forma que a equacao de Schrodinger torna-se
Sy =0. (6.57)

Pode-se perceber que essa equacao é assimétrica com respeito as derivadas temporais e
espaciais. Isso porque a derivada temporal é de primeira ordem em S , enquanto S éde
segunda ordem. Numa tentativa de remover essa assimetria, tentaremos construir uma
equacao de onda da forma geral

O = (AE TBp+ (J) b = 0. (6.58)

Aqui /1, B e C sdo operadores lineares (matrizes), os quais, ainda teremos que determinar,
mas que nao dependem de E ou p. Perceba, que esse novo operador é de primeira ordem
tanto na derivada temporal, quanto na derivada espacial. Além do mais, exigimos que as
solugoes 1 de (6.58) sejam também solugoes da equagao de Schrodinger (6.57), ou seja, ¥
é uma autofuncao simultanea de Se 0. Isso significa que as equagoes

Sy =0, (6.59a)

Oy =0, (6.59b)

devem ser simultaneamente validas. Agora, podemos supor que deve existir um outro
operador R o R

O'=AF+Bp+C, (6.60)
tal que, multiplicando o por O nos dé como resultado um operador proporcional ao
operador de Schrodinger (6.56), ou seja,

O'O =2mS. (6.61)

Nesse caso, a constante de proporcionalidade foi escolhida como sendo igual a 2m para
conveniéncia futura, e se provard muito ttil. Os operadores 4’, B’ e ", introduzidos em
(6.60), novamente nao contém E e p, eles ainda devem ser determinados, assim como
fl, BeC. Se todos, ou mesmo se alguns desses “chutes” se mostrarem impossiveis,
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nao seremos capazes de encontrar os operadores A, B e C. Por outro lado, se tivermos
éxito, entao a equacao (’5@/} = 0 representa uma equacao de onda equivalente a equacao
de Schrodinger, mas de primeira ordem em E e p. Doravante, chamaremos (6.58) de
equagao de Schrodinger de _primeira ordem.

Para construir A, A’, B, B/, C' e (, exploramos a equacio (6.61), com a ajuda de
(6.60), (6.58) e (6.56) obtendo dessa forma

3 3
(AE+§:Bmﬁ4?>(AE+§:Bmf+é>:2mE—§:ﬁ. (6.62)

j=1 k=1

Por comparacao direta, encontramos as condicoes

AA:O
AC+C'A=2mi (6.63a)
C'C = 0
BIC + C"BZ =
BIA+A'B;=0 (6.63b)
B;B; + B;B 2(5”1, (1,7 =1,2,3).
Para simplificar essas condigoes, definimos os novos operadores
Bi=i(A+£), Bi=i(4+2)
(6.64)
Bi—A-C B-A-C
Com essa nova notagao (6.63b) torna-se
BB, + B,B, = —25,,1, pv=1.5. (6.65)

Por fim, essas relagoes podem ainda ser substituidas por uma outra forma mais usual na
mecanica quantica relativistica.
Seja M uma matriz nao-singular, arbitraria (com MM ~! = 1), definimos

By = MA,, B, =—4,M", (a=1,..4)
(6.66)

~

B; = —iM, BL=—iM".
As seguintes relagoes de anticomutagao seguem-se pela introdugao de (6.66) em (6.65)

AaVs + 48%a = 2005l (a, B =1,..4) (6.67)

Deveriamos notar que essas relagoes sao validas somente para quatro operadores 7,, en-
quanto em (6.65) existem cinco operadores B%. Pode-se depreender facilmente que a
defini¢ao (6.66) completa automaticamente as relagoes de anticomutagao (6.65) para o
caso que um ou ambos os indices sao iguais a 5 (i.e., y =5ouv =5, ou u=r =5).

Por exemplo, calculamos

B.B, + B Bs = —iM ™' M#, — 4,M ™" (—i) M = —i%, + %, = 0 (6.68)
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parav =1,2,3,4 ¢

B.Bs + B.Bs = —2iM ™' (—i) M = —21 (6.69)
Entao os cinco operadores B, seriam repostos pelos quatro 4, e o operador M escolhido
arbitrariamente (que realmente nao deve ser singular para que exista um operador inverso
M.

As relagoes de comutagao (6.67) definem uma algebra, conhecida na literatura como
algebra de Clifford. Essa algebra pode ser representada por matrizes e levam a algebra
das matrizes complexas 4 x 4 (de particular importancia na teoria quantica relativistica)
como uma representacao especial.

Para obter uma representacao explicita para 7,, e assim para B,, observamos (6.67)
mais acuradamente e verificamos imediatamente que as relacoes abaixo

A2=1,i=1.4 (6.70)

Va8 = —V87a Para a F 3 (6.71)
sao satisfeitas. Segue-se da primeira relagdo que os autovalores de 4, devem ser =+1.
Matrizes representando os 7's devem ser quadradas de acordo com (6.70). E partindo de
(6.71), segue-se que os tragos dessas matrizes devem ser nulos, porque para o # 3, temos

’?ﬁ&a = _’AYofAYﬁ = Yo = —’Am;)/of)/ﬂ
com isso percebe-se que
tr (’A)/a) = —tr (ﬁ/ﬂﬁ/aﬁ/ﬂ) = —tr (%23%) = —tr (&a) (672)

e assim tr(9,) = 0. No tltimo passo fizemos uso de trAB =trBA e o fato que % =1,
de acordo com (6.70). Como o trago é a soma dos elementos da diagonal da matriz, o
niumero de autovalores positivos e negativos deve ser igual. Entao as matrizes 4 devem ter
dimensao par. A menor dimensao, N = 2, deve ser excluida, porque no espaco de matrizes
2 X 2, existem somente trés matrizes anticomutantes ¢; linearmente independentes. As
matrizes 6; (i = 1,2, 3), sao as conhecidas matrizes de Pauli’

Assim, concluimos que a menor dimensao possivel para satisfazer as condigoes acima
é N = 4. Por causa das propriedades das matrizes de Pauli, podemos escolher a seguinte
representacao para as matrizes J,:

. (0 &\ . (1 0 e (001
Aqui, 0, 1 e 4; indicam submatrizes 2 x 2, assim (6.73) é uma abreviagao. Explicitamente
(6.73) torna-se

0001 00 0 —i
) 0010 . lo o i o
T = 1o100]” ™ (0o =0 0
1000 i 0 0 0
(6.74)
0 0 1 0 10 0 O
) 0 0 0 —1 . o1 0 o
B 10 0 0 T oo -1 0
0 -1 0 0 00 0 -1

1Vide apéndice 7.2

69



e dessa forma a validade das relagdes (6.70) e (6.71) podem ser facilmente verificadas.
Pode-se concluir de (6.58) que o vetor coluna deve ter 4 componentes

¥1
w:(§>: if , (6.75)
X2

visto que fl, B e C sido matrizes 4 x 4. Aqui, p = < 221 ) ex = ( igl ) sao vetores de
2 2
dois componentes que juntos formam um vetor coluna de quatro componentes .

Substituindo (6.73) em (6.66) e (6.64) encontramos A, B e C

. (0 0 . & 0 A {01
A——z(i0>,B—(06>,C—2m2(00).

Por fim, as matrizes A, B e C sao inseridas nas equacdes de movimento (6.58), dando

[_.((i)8)E+(‘gg).p+2mz‘(8g)}<§)zo. (6.76)

Resolvendo a equacao matricial, obtemos um sistema de equagoes acopladas para os ve-
tores de dois componentes ¢ e x

0-pp+2mix =0

(6.77)
o-Px—1Ep=0
onde & é o vetor com componentes d; : 6 ={d1, 02,03}
Isolando x na primeira equacao de (6.77) obtemos
5P
S 6.78
X =5, (6.78)
substituindo (6.78) na segunda equagao de (6.77) encontramos
{M _ E} o=0. (6.79)
2m

Usando a propriedade? (6 - p) (6 - P) ¢ = Pp?p na equagao de movimento acima teremos

(E — f’—2> ©=0. (6.80)

2m

Esta ¢é justamente a equacao de Schrodinger para uma particula livre. Analogamente,
podemos notar que na segunda equagao de (6.77) encontramos

Ep = —i6 - py. (6.81)
Se aplicarmos o operador E a esquerda da primeira equacao de (6.77) encontramos

[— 5-D)(@-D)+2mE| x=0 (6.82)

2Vide apéndice 7.3
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ou ainda

N f)Q
(E — %) x = 0. (6.83)
Vemos que y também satisfaz a equacao de Schrodinger. Mostramos que os componentes
e consequentemente o vetor coluna ¢ = i ) da equacao de Schrodinger de primeira

ordem (6.58) realmente satisfazem a equagao de Schrédinger, como exigido. Entao os
autovalores de energia sao em ambos os casos também

6.8.2 Particulas em um campo eletromagnético e o momento
magnético

A invariancia de gauge® da equagao de Schrodinger exige o acoplamento minimo (1.27)

P = Sar, (6.84)
C

Assim, as equagoes de movimento (6.77) tornam-se

& (p—<A)p+2mix =0

C

(6.85)

Q»

.(f)_iA)X—'(E—eAO)@:O.

Explicitando y = —— ¢ na primeira equagao de (6.85) e substituindo na segunda,

encontramos
{E—eAO—% [&- (p—zAﬂ [a (p—ZA)]}¢—O. (6.86)

Usando a identidade®

(& : H) (a : H) — 11 + i5- <1‘[ x H) (6.87)
encontramos
(o 0)] [ (b~ £0)] o= 10w (5 ) < (b )] 639

notando que

. € . € R e, e . e?
(p——A)X(p——A)g@:pxpgo——pXAcp——Anga—i-—QAXA(p
C C C C C
ieh

- = (6 ¥ Ap + A x w), (6.89)

ﬁx(Agp):<ﬁxA>gp—Axﬁgp,

3Vide apéndice 7.4
4Vide apéndice 7.3
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encontramos finalmente
h
(p - EA) X (p - EA) o oh (v A) - —ng, (6.90)
c c

onde B=VxA éo campo magnético. Dessa forma, podemos reescrever (6.86) como

: . 2 eh

thoyp = | — (p — —A) +edy— —305-Bj o (6.91)

2m 2mc

Esta é justamente a equagao de Pauli. O ultimo termo na equagao de movimento
(6.91) é a energia de interacao do campo magnético com o momento magnetico intrinseco

da particula g = 6h -, ou por causa do operador spin da particula que é S = c}, temos
. eh 4 eh

fi=—8 =g.u5S =2u5S, up= (6.92)
mc 2me

O fator gs é chamado de razao giromagnética ou fator giromagnético e acaba por ser
duas vezes maior do que o proveniente do movimento orbital. O fator pup se denomina
magnéton de Bohr. A razao gs/g, é chamada de fator de Landé. Para a particula em
questao, gs = 2.

Concluimos entao que a existéncia do spin nao é um efeito relativistico, pois, como
acabamos de ver, uma equacao de primeira ordem e nao-relativistica prediz completamente
o momento magnético intrinseco de uma particula de spin 1/2. Aqui, o spin aparece como
uma consequéncia do abaixamento de ordem da equacao de onda. Em contraste a isso,
muitos livros-texto dizem que a anomalia no momento magnético é devido as propriedades
relativisticas.

6.9 Completeza das matrizes de Pauli

Mostraremos que qualquer matriz 2 x 2 pode ser expressa como uma combinacao linear
das matrizes 1 e ;. As matrizes de Pauli sao dadas por

N 01 . 0 —1 . 1 0
0'1:<10),O'2:(i O>,O’3:(O _1), (693)

e assim escrevemos a suposicao abaixo

3
Un Ui A 5 A A “ -
= a;0; + asl = a161 + a0 + asz03 + aql 6.94
<UQ1 Uss ;:1 4 101 202 303 4 ( )

01 0 —1 1 0 10
(b )T ) el B )ea(o 1)
. as + a4 ap — ia2
N a; +ias ag—as )’
As matrizes devem ser iguais. Entao encontramos o seguinte sistema de equagoes

U11 = Oal + OCLQ +as + ay
U12 = a] — iCLQ + 00,3 + OCL4
U21 =ai + ia2 + OCL3 + 0(14
UQQ = 0(11 +OCL2 — as + ay

(6.95)
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que ainda pode ser escrito como

Un 0 0 1 1 ap
U12 . 1 — 0 0 a9
U21 N 1 1 0 0 as (696)
U22 0 0 -1 1 Qg
Percebe-se que o determinante da matriz dos coeficientes
0 0 1 1
1 — 0 0 .
L i 0 0l7 4i #0 (6.97)
0 0 —-11

¢ diferente de zero e portanto, sempre existe uma solugao nao-trivial, i.e. nem todos os
coeficientes a; sao nulos, provando proposicao. Logo, 1 e ; geram o espago completo de
matrizes 2 X 2.

6.10 Uma regra de calculo para as matrizes de Pauli
Provaremos agora a relacao
(5-A)(5-B)=A-B+i5-(AxB). (6.98)

sendo A e B dois vetores arbitrarios. As relagbes de comutacgao para os &; sao

3
5’1'6]' = ZZ 5ijk6—k + 5131 (699)
k=1

onde ¢;;;, = %1 conforme (7, j, k) seja uma permutac@o par ou impar de (1,2,3) e g;5, =0
caso haja repeti¢ao de indices. Podemos obter (6.98) escrevendo explicitamente o produto
escalar

(5-A)(5-B) = (ZB: @Ai) (ZB: @-Bj) = ii&i&inBj (6.100)

i=1 j=1
3
i, k=1 1,5,k 1,7

= Y ABi+i) (AxB)6,=A-B+is(AxB).
7 k
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