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Resumo

Este trabalho apresenta resultados da simulação numérica de escoamentos
hipersônicos de fluidos, por meio de pySolver - um aplicativo computacional desen-
volvido pelo autor. No aplicativo, as Equações de Euler foram discretizadas pelo
método de elementos finitos de Galerkin (GFEM- Galerkin Finite Element Method)
juntamente com a técnica CBS (Characteristic Based Split). O aplicativo pySolver, que
foi construı́do baseado nas ferramentas de códigos fontes abertos Python, Blender e
Visit, além da linguagem C, possui interface gráfica para o usuário, é multiplataforma e
com orientação a objetos, além de contar com um framework especialmente projetado
para a realização de todo o pré processamento, visando o modelamento geométrico bi
ou tridimensional de problemas. O autor implementou um método para o refinamento
de malha, modificando os programas abertos Triangle e TetGen, de tal forma a permi-
tir o refinamento dinâmico e local de malhas até que determinadas tolerâncias sejam
alcançadas nos resultados. Isto contribuiu para uma considerável robustez do aplica-
tivo. Para verificação do aplicativo, foram simulados alguns casos-teste de escoamentos
supersônicos e hipersônicos ao redor de corpo de diferentes configurações geométricas,
principalmente aqueles encontrados na indústria aeronáutica e aeroespacial. Os dados
obtidos são comparados com alguns resultados experimentais disponı́veis na literatura,
quando possı́vel, e também com outros resultados numéricos obtidos da literatura.

Palavras-chave: Método de Elementos Finitos; Escoamentos compressı́veis; Equações
de Euler; linguagem Python; Blender; Visit; Triangle; TetGen; Malha não-estruturada;
Ferramentas computacionais de código livre.



Abstract

This work presents some results for the numerical simulation of hypersonic
fluid flows, utilizing pySolver – a software developed by the author. In this applica-
tion, the Euler equations have been discretized by means of the Galerkin Finite Element
Method (GFEM) using the CBS (Characteristic Based Split) scheme. pySolver, a mul-
tiplatform object-oriented software, built around the set of open source tools Python,
Blender and Visit, besides C language, exhibits a proper graphical user interface and
a framework specially developed to deal with data pre-processing and capable of ge-
ometrical modeling of either two or three-dimensional problems. The author has also
implemented a scheme for the mesh refinement, by adapting the open-source softwares
Triangle and TetGen, obtaining local and dynamic mesh refinement until reaching a
determined tolerance in the results. That refinement scheme has contributed to con-
siderable application robustness. In order to compare the software, some test cases
composed of supersonic and hypersonic flows over different geometrical configura-
tion bodies, mostly encountered in the aerospace and aeronautic industry data, have
been simulated. The results compared very well with experimental data from the li-
terature and, when possible, with other numerical results also obtained in the literature.

Keywords: Finite Element Method; Compressible Flows; Euler Equations; pySolve;
Python; Blender; Visit; Triangle; TetGen; Unstructured Mesh; Open Source Computati-
onal Tools.
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Figura 5.2 Representação esquemática da estrutura do aplicativo. . . . . . . . . . . . . . . 66

Figura 6.1 Malha não-estruturada para o escoamento supersônico sobre rampa. 68
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Figura 6.12 Escoamento supersônico ao redor de um esquema simplificado do VLS.

(a) Malha não-estruturada utilizada; e (b) Campo de pressão. . . . . . . . 75

Figura 6.13 Distribuição de densidade ao redor do VLS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Figura 6.14 Distribuição do número de Mach ao redor do VLS. . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Figura 6.15 Distribuição de Cp ao redor do VLS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Figura 6.16 Processo de convergência para o refinamento de malha para o problema

de escoamento axissimétrico ao redor de uma esfera para 5 combinações

de valores de CFL e do coeficiente de viscosidade artificial μa. . . . . . . . 78

Figura 6.17 Processo de convergência para o refinamento de malha para o pro-

blema de escoamento bidimensional ao redor de um cilindro para 3

combinações de valores de CFL e do coeficiente de viscosidade artificial

μa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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de densidade; e (b) Número de Mach. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Figura 6.20 Distribuição de temperatura para o problema do escoamento hipersônico
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CDT Tetraedralização Forçada de Delaunay (Constrained Delaunay Tetrahedraliza-

tion).

2D bidimensional.

3D tridimensional.
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ni normal à direção i

NT vetor N transposto ou matriz coluna N

μa coeficiente de difusão artificial

Se desvio ou chave de pressão pressure switch

φ̃ valores nodais da variável φ

ε tolerância
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6.1 Escoamento Supersônico Sobre uma Rampa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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6.6 Escoamento Hipersônico ao Redor de uma Esfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

7 Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Referências. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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Preâmbulo

Este trabalho está inserido no contexto do Grupo de Métodos Analı́ticos e

Numéricos (MANEN), do Departamento de Engenharia Mecânica, UNESP-Ilha Sol-

teira. No presente caso, um dos objetivos principais é a implementação de uma ferra-

menta computacional, para simulação de escoamentos a altas velocidades, utilizando

um método de elementos finitos. O método de elementos finitos de Galerkin com-

binado com a técnica CBS (Characteristic-based split) é aplicado para simulação de

escoamentos compressı́veis hipersônicos sobre corpos rombudos. Em outros traba-

lhos anteriores: Pereira (2005), Lima (2005) e Campos (2005), o enfoque estava sobre

aplicações de métodos de elementos finitos para simulações de escoamentos incom-

pressı́veis. Desta forma, este trabalho é uma primeira tentativa de ampliar a faixa de

aplicação do método de elementos finitos na área de aerodinâmica, dentro do escopo

do grupo MANEN, que são aplicações de métodos para soluções de problemas de

Engenharia. Este trabalho pode ser considerado como um passo inicial para futuras

simulações de problemas de ablação considerando o campo de escoamento externo

para cálculo, de forma mais realı́stica, do fluxo de calor devido ao aquecimento aero-

dinâmico a que são submetidos veı́culos de reentrada atmosférica. No Capı́tulo 1 é

dada uma introdução à fı́sica de escoamentos hipersônicos, assim como uma revisão bi-

bliográfica sobre ostrabalhos relacionados. No Capı́tulo 2 é apresentada a modelagem

matemática para solução do problema de escoamentos compressı́veis de alta veloci-

dade. A implementação numérica desse modelo é feita no Capı́tulo 3 e no Capı́tulo 4

são discutidos os esquemas utilizados para convergência da solução e para a captura

das ondas de choque. O Capı́tulo 5 trata das caracterı́sticas do aplicativo computacio-

nal desenvolvido. Resultados para o escoamentos supersônico e hipersônico ao redor

de diversos corpos são apresentados no Capı́tulo 6 e as discussões e conclusões sobre

o trabalho dadas no Capı́tulo 7. As referências no final da dissertação podem levar a

um estudo mais profundo dos muitos subcampos envolvidos nesse estudo.
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1 Introdução

Desde que o homem adquiriu a tecnologia de projetar e construir aeronaves,

ele começou a se interessar em voar a velocidades cada vez mais altas. Juntamente com

esse interesse, o campo da mecânica dos fluidos se expandiu cada vez mais, e através

de experimentos e da conseqüente elaboração de modelos matemáticos adequados,

foi possı́vel a análise de diversos parâmetros fı́sicos, caracterı́sticos de escoamentos

hipersônicos, como aqueles que ocorrem na entrada atmosférica de um meteorito.

Com a crescente evolução dos computadores e de modelos matemáticos e numéricos, é

cada vez maior a utilização do computador para simulação computacional em mecânica

dos fluidos, especialmente para escoamentos de difı́cil simulação experimental, como

por exemplo no caso de escoamentos hipersônicos para velocidades muito altas assim

como para corpos geometricamente complexos. Instituições como a agência espacial

norte-americana NASA, o instituto nacional de pesquisas espaciais, INPE e outras, se

utilizam cada vez mais do auxı́lio de pacotes computacionais especı́ficos para análise,

estudo e otimização de suas aeronaves. Essa tendência é cada vez maior e a cada

dia novas possibilidades surgem no campo da simulação computacional, levando a

resultados cada vez mais próximos dos fenômenos fı́sicos reais.

Problemas relacionados a escomentos hipersônicos envolvem áreas que vão

desde a dinâmica dos gases rarefeitos e escoamentos quimicamente reagentes à escoa-

mentos contı́nuos e em equilı́brio quı́mico. Referindo-se aos escoamentos de altı́ssimas

velocidades relacionados à tais fenômenos, já no ano de 1946, Tsien havia utilizado o

termo Escoamento Hipersônico, de acordo com seu trabalho (TSIEN, 1946).

Assim como escoamentos supersônicos, escoamentos hipersônicos também

apresentam uma onda de choque caracterı́stica, como por exemplo, na parte frontal

de um corpo rombudo. Um exemplo do padrão de um escoamento hipersônico é

ilustrado na Fig. 1.1. Nessa foto, tirada utilizando uma técnica especial (shadowgraph), é

possı́vel ver uma onda de choque destacada. Entretanto, quando o escoamento possui

um elevado valor do número de Mach, outras propriedades e caracterı́sticas fı́sicas
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desprezı́veis ou até mesmo não existentes no caso supersônico começam a ser tornar

importantes.

Figura 1.1: Onda de choque ao redor de uma sonda espacial.
Fonte: http://history.nasa.gov/SP-4001/figures.htm

Nota: Imagem de domı́nio público da NASA (Ames Supersonic Free-Flight Pressurized Range).

Ao reentrar na atmosfera terrestre, aeronaves, satélites e outros objetos também

estão sujeitos a esses fenômenos, tais como elevada força de arrasto e elevadas tem-

peraturas superficiais, que podem até mesmo desintegrar estes veı́culos. Os acidentes

associados são muito caros, o que leva à necessidade de um grande número de análises

para sua prevenção. Tais análises, sejam elas numéricas ou experimentais, são caras,

devido principalmente ao tempo consideravelmente longo consumido para o preparo

da parte humana assim como para a obtenção de resultados. Para o caso experimental,

esse preço aumenta à medida que se aumenta a velocidade do escoamento.

Com este intuito, códigos de Dinâmica dos Fluidos Computacional (do inglês

CFD) são criados para a utilização, não só nos problemas mencionados acima, como

também em outras aplicações envolvendo escoamentos de altas e altı́ssimas velocida-

des. Estes códigos são cada vez mais comuns, em razão da tecnologia computacional

evoluir cada vez mais juntamente com uma constante melhora dos algoritmos, levando

a modelos e aproximações que buscam resultados cada vez mais próximos da realidade.

Por isso, muitas aproximações feitas para o modelamento de escoamentos

hipersônicos não são mais necessárias atualmente. Como exemplos de aplicação podem

ser mencionados a calibração de modelos para determinação da pressão superficial em

aeronaves (JOHNSTON, 1999), a simulação de veı́culos hipersônicos (KEENAN, 1993) e

os escoamentos em turbomáquinas (FALEMPIN, 2004). Uma simulação numérica da

entrada de uma sonda espacial na atmosfera de Marte é ilustrada na Fig. 1.2.
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Figura 1.2: Simulação do escoamento hipersônico ao redor de uma sonda espacial
entrando na atmosfera de Marte.

Fonte: http://www.caero.mech.tohoku.ac.jp

1.1 Escoamentos Hipersônicos

O desenvolvimento da mecânica dos fluidos no campo de escoamentos hi-

persônicos teve inı́cio praticamente no fim da segunda Guerra Mundial. Essa pesquisa

levou aos rápidos avanços na tecnologia de foguetes começando com o trabalho dos

alemães no mı́ssel V2, até a obtenção de velocidades de vôo maiores do que 7,9 km/s

em 1958, necessárias para o lançamento de satélites na órbita terrestre. Atualmente, a

tecnologia de se viajar à velocidade hipersônica é cada vez mais avançada, tendo como

exemplo o número de reentradas realizadas, com sucesso, pelo ônibus espacial (Space

Shuttle) na atmosfera terrestre.

Veı́culos supersônicos e hipersônicos, como o ônibus espacial, são geralmente

construı́dos com um nariz rombudo. Estrategicamente, a onda de choque gerada em

frente ao veı́culo por esse tipo de nariz auxilia na resistência, distribuição e dissipação

das altas cargas de pressão e de calor, que podem danificar o veı́culo. Ainda, para o

caso particular de reentrada atmosférica, tal rombudez também auxilia na produção

do arrasto necessário para sua desaceleração, de uma velocidade superorbital para

uma velocidade subsônica. Então, é de prática importância em engenharia a análise,

a compreensão e a predição de escoamentos de altı́ssimas velocidades ao redor corpos
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Tabela 1.1: Regimes de escoamento e respectivos números de Mach.

Regime do Escoamento Intervalo do número de Mach

Subsônico 0.0 - 0.8

Transônico 0.8 - 1.2

Supersônico 1.2 - 5.0

Hipersônico > 5.0

rombudos, necessárias para o projeto de aeronaves.

Não existe uma definição precisa para a velocidade na qual o escoamento sobre

determinado corpo passa do regime supersônico para o regime hipersônico, porque o

começo dos efeitos caracterı́sticos de um escoamento hipersônico é de fato gradual e

depende de parâmetros tais como a geometria do corpo, a atmosfera circundante e a

velocidade de vôo. Contudo, uma classificação mais comum é dada segundo o número

de Mach, que descreve a razão entre a velocidade local u e a velocidade local do som

a em um gás caloricamente perfeito, sendo geralmente representado pela letra M. Na

transição do regime de subsônico para supersônico, ou seja, para M∞ = 1, é utilizado o

número de Mach na vizinhança M∞ como:

M =
u
a

(1.1)

na qual

a =
√
γRT (1.2)

é a velocidade local do som no meio, γ é a razão de calores especı́ficos, R é a constante

do gás perfeito e T é a temperatura absoluta local. Uma classificação dos regimes de

escoamento relativos ao número de Mach é dada na Tabela 1.1.

Em escoamentos com altos valores do número de Reynolds, desde que não

ocorra o descolamento da camada limite, os efeitos viscosos e de transferência de

calor podem ser confinados em uma fina camada adjacente a superfı́cie do corpo.

Dentro desta camada limite viscosa, existem gradientes significativos de velocidade,

de densidade e de temperatura .

Para o caso hipersônico, um diagrama do escoamento a Mach 6 ao redor de um

cilindro é mostrado na Figura 1.3. O escoamento, inicialmente uniforme da corrente

livre, é alterado por uma onda de choque (S) destacada e subseqüentemente entra na

camada de choque. A corrente livre é não perturbada pelo obstáculo à velocidade
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hipersônica à montante, desde que a velocidade de propagação de informação naquela

região seja menor do que a velocidade do escoamento. A onda de choque é muito mais

intensa no ponto onde é normal à corrente livre de entrada (N). A partir daı́ a onda de

choque se torna oblı́qua ao escoamento de entrada e se enfraquece devido à curvatura

do corpo.

Figura 1.3: Escoamento hipersônico a Mach 6 ao redor de um corpo rombudo.

Dentro da camada de choque, a superfı́cie sônica marca a interface (L) entre

o escoamento subsônico e o supersônico. Para baixas velocidades supersônicas de

entrada a interface poderia ocorrer mais a jusante que a mostrada na Fig. 1.3.

Dentro da região subsônica, limitada pela superfı́cie sônica, pelo choque e pelo

corpo, a informação é propagada a todas as direções através de ondas de pressão. O

ponto de estagnação (T), localizado dentro da camada subsônica, é definido como o

local onde o escoamento é desacelerado até colidir na direção normal à superfı́cie do

corpo. No caso de um gás ideal, caloricamente perfeito, e de uma superfı́cie adiabática,

este é o ponto com os maiores valores de temperatura e de pressão. A camada limite

(B) viscosa se inicia no ponto de estagnação e cresce sobre a superfı́cie do corpo na

direção a jusante. Na presença de gradientes adversos de pressão, principalmente na

região posterior do corpo, ocorre a separação ou descolamento da camada limite.

À medida que o gás é advectado para fora da região subsônica, ele se expande

(E) e acelera dentro de um maior volume entre o choque e o corpo. A diminuição
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do ângulo do choque, combinada com os efeitos de expansão do escoamento, resulta

usualmente em uma diminuição tanto da pressão como da temperatura. A jusante da

região subsônica, o aumento da velocidade do escoamento significa que as ondas de

pressão não podem retornar novamente à montante. Assim, o estado do campo de

escoamento à jusante não afeta a região subsônica, exceto possivelmente por meio de

um campo eletromagnético ou alguma outra força de campo.

Na transição de subsônico a supersônico, um escoamento apresenta um fenômeno

delimitador bem distinto, como um choque sonoro, ou um salto na pressão, como ilus-

trado na Fig. 1.3. Procurar por um critério que indique a transição de velocidade de

supersônica para hipersônica não é tão óbvio. Não há uma forma audı́vel ou visı́vel

como no primeiro caso. Uma convenção, utilizando o número de Mach, diz que a

transição supersônico-hipersônico ocorre a M ≈ 5. Este limite não é fixado a certo

número, mas quer dizer que por volta de M ≈ 5 certos fenômenos fı́sicos se tornam

cada vez mais importantes, caracterizando um escoamento hipersônico.

Uma forma de ilustrar melhor estes fenômenos fı́sicos é analisando uma aero-

nave ou sonda, que ao retornar do espaço, penetra na atmosfera terrestre. Na reentrada

de um corpo rombudo, por exemplo, atinge-se a velocidade de cerca de 11,2 km/s. O

atrito causado pelo número crescente de moléculas de ar escoando ao seu redor produz

um aumento da energia interna, fazendo com que a temperatura de sua superfı́cie au-

mente por mecanismos de transferência de calor por condução, convecção e radiação.

À sua volta ocorrem mudanças no ar, o qual se torna cada vez mais denso, até o

surgimento de uma onda de choque em frente ao objeto.

A temperatura após o choque, para tal velocidade de reentrada, é geralmente

da ordem de 11.000 K, o que exerce influência na composição quı́mica do ar circun-

dante, com o surgimento de processos fı́sicos e quı́micos ou que passam a ter uma

maior importância do que no caso de escoamentos supersônicos. Esses processos,

como vibração, dissociação, recombinação, ionização, radiação, separam moléculas de

oxigênio e nitrogênio em seus átomos, formando novas substâncias indesejáveis em al-

guns casos, como por exemplo o oxigênio-nı́trico. Elétrons podem deixar a estrutura de

um átomo ou molécula tornando o ar um plasma parcialmente ionizado, dificultando

a comunicação via rádio entre espaçonaves e estações terrestres por exemplo.

Neste caso, existindo uma mistura de gases reagentes a Eq. (1.2) não é válida

para o cálculo da velocidade do som no equilı́brio. Uma fórmula geral, válida também

para misturas de gases reagentes, no equilı́brio e a altas temperaturas, é a velocidade



25

do som local à entropia constante, dada como:

a =

√(
∂p
∂ρ

)
s

(1.3)

onde p é a pressão e ρ é a densidade. O sufixo s indicando condições de escoamento

isoentrópico significa que, dentro desta onda sonora, as condições do escoamento são

adiabáticas e reversı́veis. Embora efeitos de rarefação sejam de grande importância,

particularmente para reentrada na atmosfera, este trabalho lida somente com esco-

amentos contı́nuos e no equilı́brio quı́mico. Essas e outras caracterı́sticas mostram

a necessidade de se pesquisar escoamentos hipersônicos, a fim de se encontrar uma

forma razoável do cálculo da temperatura superficial de um corpo no escoamento.

1.1.1 A Camada Limite no Escoamento Hipersônico

Devido às altı́ssimas velocidades, o escoamento possui energia cinética elevada

e à medida que é desacelerado devido aos efeitos de atrito altamente viscosos próximos

à superfı́cie, é observada uma transferência térmica de energia. A camada limite

também se torna mais espessa e começa a depender do número de Mach do escoamento.

A espessura da camada limite em escoamentos hipersônicos, δ, pode ser aproximada

(GRUNDMANN, 1991) como:

δ
x
≈ M2

√
Re

(1.4)

na qual o número de Reynolds Re é definido como:

Re =
ρ∞u∞L
μ∞

(1.5)

na qual a densidade ρ∞, a velocidade u∞ e a viscosidade dinâmica μ∞ são as proprie-

dades da corrente livre a montante e L é o comprimento caracterı́stico do veı́culo. Em

geral o número de Reynolds é alto em escoamentos subsônicos e supersônicos. À alta

altitude a densidade é baixa, diminuindo o valor do número de Reynolds que, com um

elevado valor do número de Mach, gera camadas limites bem mais espessas do que em

regimes de escoamentos de baixas velocidades.
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O aumento da espessura da camada limite faz com que ela seja percebida pelo

campo de escoamento invı́scido ao redor, que por sua vez influencia novamente na

parte viscosa, ocorrendo um efeito chamado de interação viscosa. A camada limite

pode se tornar tão espessa de modo a ser da mesma ordem da camada de choque fina,

localizada entre o choque e a superfı́cie do corpo e é chamada neste caso de camada de

choque completamente viscosa.

Dentro desta camada, o conceito de teoria da camada limite não é mais válido

devido a esta forte interação com o choque. O choque por si mesmo não é mais

uma região fina de descontinuidade, mas recoberto e completamente fundido com a

camada limite viscosa. Tais interações fazem com que o atrito e a transferência de

calor na superfı́cie sejam aumentadas, além de afetar o campo de pressão, levando

à ocorrência de efeitos importantes na sustenção, arrasto e estabilidade de veı́culos

hipersônicos.

Um escoamento que cruza uma onda de choque de um corpo rombudo expe-

rimenta um aumento de entropia diferente para cada linha de corrente, daı́ a camada

após o choque ser chamada de camada de entropia. Nesta região a camada limite se de-

senvolve de tal forma que sua fronteira externa é totalmente imersa nos altos gradientes

de entropia desta camada de entropia. O problema que surge aı́ se deve às condições

no contorno da camada limite. Fora dela há fortes gradientes das propriedades do

escoamento. Uma vez que a camada de entropia é acoplada a uma alta vorticidade, ela

também é chamada de camada de vorticidade.

1.2 Efeitos da Baixa Densidade

Escoamentos hipersônicos são escoamentos altamente energéticos. Energia

cinética se transforma em energia térmica à medida que cruza uma onda de choque.

Além disso, sob tais circunstâncias, o choque normal pode ser tão forte que causa a

dissociação das moléculas e, eventualmente, a ionização dos átomos, liberando energia

em forma de calor diretamente na camada após o choque. Tudo isso provoca um

aumento da temperatura, que pode se tornar tão grande de forma que o gás passe a se

comportar de uma maneira não-ideal. Não é fácil estabelecer limites para o inı́cio dos

processos de dissociação e ionização do ar visto que tais processos são dependentes,

além da geometria do veı́culo, da pressão e da temperatura (TORO, 1997).

Parte da energia térmica disponı́vel é consumida pela energia vibracional devida
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à excitação das moléculas de ar, que se inicia à temperatura de 800 K. Então, além

das energias translacional e rotacional das moléculas, existe um outro tipo de energia

térmica. A temperatura vibracional Tvib pertencente a este tipo de energia pode alterar

o nı́vel da temperatura translacional T.

Para um gás quimicamente reagente no equilı́brio, o calor especı́fico se torna

função da temperatura e da pressão. O oxigênio se dissocia à pressão de 1 atm e à

temperatura de 2000 K, enquanto que o nitrogênio começa a se dissociar aos 4000 K.

Acima de 9000 K são formados ı́ons e o gás se torna um plasma parcialmente ionizado.

Se reações quı́micas e excitação vibracional surgem muito rapidamente, muito

mais rápido do que uma partı́cula de fluido se move no escoamento, há equilı́brio

quı́mico e vibracional. Se isto não ocorrer, o escoamento estará em um estado de não

equilı́brio. Esses fenômenos de energia de excitação são chamados de efeitos de alta

temperatura.

Sob baixos valores da densidade a cobertura do choque se torna cada vez

maior e a condição de não escorregamento na parede não é mais válida. A velocidade

na parede passa a possuir um valor finito e a condição na parede passa a ser chamada

condição de escorregamento. Isso geralmente acontece quando um veı́culo hipersônico

move-se através de uma atmosfera rarefeita para uma atmosfera mais densa, saindo de

um regime molecular livre, no qual se observa o impacto individual de moléculas na

superfı́cie, para o regime de transição.

Estes são os chamados efeitos de baixa densidade. Se a densidade se torna tão

baixa que o caminho livre médio das moléculas se torna da mesma ordem do tama-

nho caracterı́stico do corpo, o escoamento não vai se comportar mais como um meio

contı́nuo. Então se torna um escoamento molecular livre e é tratado usualmente pela

técnica da teoria cinética dos gases.

1.3 Estado da Arte

Tsien (1946) foi o primeiro pesquisador a usar o termo escoamento hipersônico,

em um artigo chamado Leis de Similaridade em Escoamentos Hipersônicos. Tsien

mencionou que um escoamento de alta velocidade estava sendo estudado, sem definir

especificamente o termo, nem dar muita importância ao fato de estar lidando com um

novo regime de escoamento que apresentava fenômenos particulares.

Von Neumann e Richtmyer (1950), desenvolveram um método numérico para
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o estudo de ondas de choque em escoamentos unidimensionais compressı́veis. Neste

método, termos adicionais foram incluı́dos nas equações discretizadas, contribuindo

para uma grande simplificação dos procedimentos necessários para a solução numérica

gradual das equações envolvendo ondas de choque. A influência desses termos artifi-

ciais foi controlada pelo refinamento da malha.

Mais tarde, Woodward e Colella (1984) estudaram a simulação bidimensional

de escoamentos com fortes ondas de choque, baseados no trabalho de Von Neumann

e Richtmyer (1950), que ainda era, com algumas poucas modificações, utilizado na

época. Este trabalho ainda possuı́a algumas desvantagens e a intenção era a de obter

formas mais precisas, mais convenientes e elegantes de solução. Assim, utilizando

três aproximações diferentes para tratamento das descontinuidades, foi observada a

necessidade de um cuidadoso tratamento das descontinuidades do escoamento para a

obtenção de bons resultados numéricos.

Quase uma década depois, Hayes e Probstein (1959) descreveram em seu livro

texto a existência de escoamentos de altı́ssima velocidade, chamados escoamentos

hipersônicos, que tinham um comportamento diferente de escoamentos supersônicos.

Então, entre as décadas de 50 e 60, devido principalmente ao projeto de mı́sseis

de alcance intercontinental, existiu grande interesse no estudo de escoamentos hi-

persônicos. Depois de um perı́odo de inatividade durante os anos 70, devido princi-

palmente a motivos financeiros, a pesquisa no campo de escoamentos hipersônicos foi

reiniciada e voltada principalmente ao suporte dos ônibus espaciais norte americanos.

Este recomeço foi financiado pela necessidade do desenvolvimento de ferramentas ae-

rotérmicas avançadas para o programa Hermes na França (HäUSER et al., 1991), além

do programa AOTV (Aero-assisted Orbital Transfer Vehicle) (WALBERG, 1982) e do

programa (WALBERG, 1983) e NASP (National Aero-Space Plane) (THOMAS; DWOYER;

KUMAR, 1990) e (WILLIAMS, 1987) nos EUA. Estas ferramentas foram utilizadas princi-

palmente para o projeto de sistemas de controle, proteção térmica e de propulsão.

Até o inı́cio dos anos 80, grande parte dos trabalhos em mecânica dos flui-

dos computacional envolvia diferenças centradas com operadores dissipativos para

o amortecimento de oscilações numéricas. Soluções para a equação de Euler foram

obtidas inicialmente por Magnus e Yoshihara (1970) e Grossman e Moretti (1970).

Jameson et al. (1981), utilizando um algoritmo baseado no método de volu-

mes finitos, implementaram um algoritmo de solução com o método de Runge-Kutta

de quarta-ordem. A dissipação artificial foi implementada como uma mistura de
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diferenças de segunda e quarta ordens das variáveis conservativas. O primeiro opera-

dor de dissipação atua como um termo de amortecimento de alta freqüência e previne

o problema do desacoplamento par-ı́mpar, enquanto que o segundo operador é utili-

zado como um termo de captura de choque, necessário para redução das oscilações

numéricas causadas pelas ondas de choque.

A convergência do algoritmo de Jameson et al. (1981) foi melhorada con-

sideravelmente, primeiramente por Ni (1981) e mais tarde por Jameson (1983), pela

introdução de uma técnica de aceleração via malhas múltiplas, transformando este

algoritmo em uma aplicação muito eficiente para escoamentos invı́scidos. Mesmo ob-

tendo grande confiança entre a comunidade CFD e sendo utilizada amplamente pela

indústria aeronáutica, a extensão deste esquema para escoamentos hipersônicos e rea-

gentes foi feita somente por alguns poucos autores como Park e Yoon (1991) e Shuen e

Yoon (1988).

De acordo com Yoon e Kwak (1988), o esquema clássico de Jameson et al. (1981)

se torna instável em problemas de escoamentos hipersônicos, e um novo modelo de

dissipação deveria ser introduzido para superar este problema.

Resultados numéricos para a simulação bidimensional de escoamentos hi-

persônicos são apresentados por Leclercq e Stoufflet (1992), utilizando o método de

malhas múltiplas. O método consiste basicamente em obter correções aproximadas

utilizando-se de uma malha grosseira e então aplicar tais correções em uma malha

refinada, aumentando significantemente a taxa de convergência do sistema numérico

de equações. Também foram mostradas algumas vantagens do método de malhas

múltiplas utilizando uma equação unidimensional linear de advecção e resultados de

problemas hipersônicos bidimensionais são apresentados.

No inı́cio dos anos 80, prevaleceram os esquemas baseados na caracterı́stica

para solução das Equações de Euler. Em contraste com o método de diferenças cen-

tradas, que amortecem as oscilações pela adição de termos de dissipação artificial, os

esquemas upwind introduzem propriedades fı́sicas essenciais nas equações governan-

tes da discretização espacial, prevenindo a ocorrência de oscilações, conforme Hirsch

(1990).

Em 1981 foi introduzido, por Steger e Warming (1981), o primeiro esquema de

separação de vetores de fluxo com base nos sinais dos autovalores do Jacobiano. Fisica-

mente, estes autovalores representam ambos a velocidade e a direção da propagação de

uma perturbação. Este esquema se utiliza do aspecto homogêneo dos fluxos invı́scidos
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para separar cada um deles em dois componentes que são levados (upwinded) de acordo

com as velocidades de propagação.

Uma extensão desse esquema foi feita por Candler (1988), para o cálculo de

escoamentos hipersônicos de baixa densidade e por Gokcen (1989) para escoamentos

hipersônicos fracamente ionizados. Nestas extensões, criadas inicialmente por Mac-

Cormack (1985) e desenvolvidas originalmente para as equações de Navier-Stokes,

introduz-se uma menor dissipação em regiões regulares, a partir da avaliação das ma-

trizes do Jacobiano (a jusante e a montante) em um mesmo ponto, enquanto que o

esquema original de Steger e Warming (1981), é utilizado em regiões com altos gra-

dientes de pressão. Dessa forma, o método produz uma melhor predição da camada

limite mantendo a estabilidade numérica próxima às descontinuidades fı́sicas.

Contudo, o método de Steger e Warming (1981) gera fluxos não-contı́nuos em

pontos de velocidade sônica no escoamento, causando a ocorrência de uma descon-

tinuidade na curva de solução calculada no ponto sônico. Van Leer (1982) resolveu

este problema impondo os fluxos separadamente como sendo funções contı́nuas do

número de Mach e expressas como polinomiais da menor ordem possı́vel.

No trabalho pioneiro de Godunov (1959), destaca-se a introdução de propri-

edades fı́sicas adicionais em esquemas do tipo upwind. No método de Godunov, a

solução é constante por partes em cada elemento da malha e a evolução do escoamento

para os resultados do próximo passo de tempo depende da solução de um problema

exato local de Riemann (tubo de choque) na interface de cada elemento.

Como o esquema proposto por Godunov (1959, requer a solução de um sistema

de equações não-lineares a cada passo de tempo, consumindo um tempo de proces-

samento considerável, Roe (1981) desenvolveu um algoritmo de solução a partir da

linearização do problema de Riemann. Esse algoritmo tornou-se bastante popular de-

vido à sua capacidade de captura de choques, sendo estendido primeiramente para

escoamentos hipersônicos de gases ideais em equilı́brio quı́mico em Glaister (1988) e

Grossman e Walters (1989) e então para escoamentos reagentes por Cinnella e Grossman

(1990), Dubroca (1993), e outros autores.

A maioria dos trabalhos citados anteriormente foi desenvolvida no contexto da

formulação de volumes finitos ou diferenças finitas. Embora grande parte dos procedi-

mentos para lidar com escoamentos hipersônicos seja baseada no método de diferenças

finitas (FDM) e no método de volumes finitos (FVM), soluções para a equação de Euler

e de Navier-Stokes foram obtidas com sucesso utilizando o método de elementos finitos
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(FEM), como nos trabalhos de Hughes (1987), Peeters et al. (1992) e Tworzydlo et al.

(1992).

Além de oferecer uma base sólida para obtenção de uma variedade de esti-

mativas de erro, de acordo com Babuska et al. (1986), o método de elementos finitos

constitui um ótimo ambiente para lidar com problemas de domı́nios complexos, pos-

sibilitando um ambiente favorável para a implementação de técnicas de adaptação de

malhas como em Rachowicz et al. (1989).

Donea (1984), utilizando o esquema de Taylor-Galerkin, descreve uma variante

do esquema de Lax e Wendroff (1960), para diferenciação temporal utilizando FEM. O

método utiliza expansões em séries de Taylor à frente no tempo, incluindo as derivadas

no tempo de segunda e terceira ordem que são avaliadas na equação diferencial parcial

governante. Este método foi amplamente utilizado por outros autores entre os quais

Büchner et al. (1996), Morgan e Peraire (1998) e mais recentemente em uma simulação

do escoamento aerodinâmico ao redor do primeiro satélite brasileiro por Scalabrin et

al. (2004).

Zienkiewicz et al. (1999) mostra algumas aplicações práticas do algoritmo CBS

(Characteristic Based Split Algorithm), inicialmente apresentado em Zienkiewicz e Co-

dina (1995). É mostrado um esquema que pode ser utilizado nas formas explı́cita, semi-

implı́cita, quase-implı́cita e totalmente implı́cita temporal, e são feitas comparações com

o esquema de Taylor-Galerkin. Vantagens são apresentadas para as formas explı́cita

e semi-implı́cita. O algoritmo é baseado no método das caracterı́sticas de Galerkin

(LöHNER; MORGAN; ZIENKIEWICZ, 1984) e no método de separação (Split Method), des-

crito por Chorin (1969).

Testes com o esquema CBS foram feitos para escoamentos incompressı́veis com

transferência de calor em Massarotti et al. (1998), apresentando bons resultados quando

comparados com resultados teóricos e experimentais da literatura. Sua utilização em

escoamentos compressı́veis se fez em Nithiarasu et al. (1998). Neste trabalho, seme-

lhante aos trabalhos de Hirsch (1990) e de Woodward e Colella (1984), os desempenhos

de diferentes tipos de viscosidades para captura de choques foram analisados. Fo-

ram analisados escoamentos nos regimes supersônico e hipersônico, nos quais, para o

último caso, o método anisotrópico com base nos resı́duos obteve os melhores resul-

tados. Recentemente, Nithiarasu et al. (2006) apresentam uma revisão do esquema

CBS estudando vários problemas de escoamentos compressı́veis e incompressı́veis e

viscosos e invı́scidos, além de discutir as possibilidades e limitações do algoritmo.
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A partir dos trabalhos mencionados, é possı́vel ver que ao longo dos anos

o campo de estudo de escoamentos supersônicos e hipersônicos evoluiu muito. A

adição de termos para estabilizar as soluções foi algo primordial e indispensável, sendo

utilizada até mesmo em esquemas modernos de captura de choque e sua utilização é

cada vez mais precisa. Embora os primeiros trabalhos tenham sido feitos em sua

maioria nos ambientes dos métodos de Volumes Finitos (FVM) e Diferenças Finitas

(FDM), já existe atualmente uma grande parte de esquemas que fazem uso do método de

Elementos Finitos (FEM) nos campos de escoamentos supersônicos e hipersônicos, nos

quais a facilidade de se trabalhar com domı́nio complexos e malhas não-estruturadas

é salientada.

Um dos objetivos deste trabalho, além de introduzir pesquisadores do grupo ao

estudo de escoamentos compressı́veis a altas velocidades, desenvolver um aplicativo

baseado no modelo CBS de Zienkiewicz e Codina (1995), utilizando ferramentas de

código aberto disponı́veis na literatura.
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2 Modelo Matemático

Neste trabalho serão analisados escoamentos compressı́veis hipersônicos em

meio contı́nuo, invı́scidos e em equilı́brios quı́mico e termodinâmico ao redor de corpos

rombudos. No presente capı́tulo será feita uma abordagem matemática das equações

básicas de conservação que regem tais escoamentos. Serão apresentadas as equações

de Navier-Stokes e, posteriormente, as equações de Euler.

2.1 Equações de Navier-Stokes

O sistema de equações de Navier-Stokes é a forma mais geral para a descrição

do escoamento de fluidos. Nesta seção são descritas as equações de conservação da

massa e da energia e a equação da quantidade de movimento, apresentadas nos itens

seguintes.

2.1.1 Conservação da Massa

Sejaρ a densidade do fluido cruzando o elemento infinitesimal em coordenadas

cartesianas ilustrado na Fig. 2.1. Então a taxa na variação no tempo da densidade é

igual ao balanço dos escoamentos de massa ρu, ρv e ρw, entrando e saindo do elemento

(HIRSCH, 1990), ou seja,

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)
∂x

+
∂(ρv)
∂y

+
∂(ρw)
∂z

= 0 (2.1)

na qual u, v e w são as componentes de velocidade nas coordenadas cartesianas x, y e

z, e t é o tempo. Em notação indicial pode-se escrever,

∂ρ

∂t
+
∂(ρui)
∂xi

(2.2)
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Figura 2.1: Esquema da conservação da massa em um elemento infinitesimal no sistema

tridimensional de coordenadas.

2.1.2 Equação da Quantidade de Movimento

Para um esquema semelhante ao ilustrado na Figura 2.1, para o caso da equação

da conservação da massa, a taxa de variação no tempo da quantidade de movimento

total é igual à soma de todas as forças externas, e pode ser escrito para a direção x como:

∂ρu
∂t

+
∂(ρu2)
∂x

+
∂(ρuv)
∂x

+
∂(ρuw)
∂x

− ∂τxx

∂x
− ∂τxy

∂x
− ∂τxz

∂x
+
∂p
∂x

− ρ fx = 0 (2.3)

A Equação (2.3) também pode ser escrita de forma indicial como

∂ρui

∂t
+
∂[(ρuj)ui]
∂xi

− ∂τi j

∂xi
+
∂p
∂xi

− ρ fi = 0 (2.4)
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2.1.3 Equação de Conservação da Energia

Para um dado sistema, no equilı́brio, o balanço de energia é estabelecido pela

primeira lei da termodinâmica. Utilizou-se aqui a energia interna de um corpo e, por

unidade de massa que, para um fluido simples, é relacionada com outras variáveis

por meio de uma equação de estado sendo, geralmente, função da pressão e da densi-

dade. Adicionando a energia cinética por unidade de massa, tem-se a energia total por

unidade de massa dada indicialmente como:

E = e +
uiui

2
(2.5)

Da definição de entalpia,

h = e +
p
ρ

(2.6)

pode-se escrever que

H = h +
uiui

2
= E +

p
ρ

(2.7)

O fluxo de calor por condução qi, é dado por

qi = −k
∂T
∂xi

(2.8)

sendo k a condutividade térmica. Os termos de geração podem ser especificados por

unidade de volume como qH devido a reações quı́micas (se houver) e a energia de

dissipação viscosa devida às tensões internas:

∂(σi juj)
∂xi

=
∂(τi juj)
∂xi

− ∂(puj)
∂xj

(2.9)

Então, o balanço de energia no volume de controle diferencial pode ser escrito

como:



36

∂(ρE)
∂t

+
∂(ρuiH)
∂xi

− ∂
∂xi

(
k
∂(T)
∂xi

)
+
∂(τi juj)
∂xi

− ρ fiui − qH = 0 (2.10)

na qual ρ fiui representa o trabalho exercido pelas forças de corpo.

2.1.4 Parâmetros Fı́sicos de Interesse

As equações governantes de Navier-Stokes do escoamento compressı́vel também

podem ser escritas na forma indicial compacta como:

∂φ

∂t
+
∂Fi

∂xi
+
∂Gi

∂xi
+ Q = 0 (2.11)

com

Φ = [ρ, ρu1, ρu2, ρu3, ρE]T (2.12)

Fi = [ρui, ρu1ui + pδu1i, ρu2ui + pδu2i, ρu3ui + pδu3i, ρHui]T (2.13)

Gi = [0,−τ1i,−τ2i,−τ3i,−
∂
(
τi jui

)
∂xi

− k
(
∂T
∂xi

)
]T (2.14)

Q = [0,−ρ f1,−ρ f2,−ρ f3,−ρ fiui − qH]T (2.15)

na qual

τi j = μ

[(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
− δi j

2
3
∂uk

∂xk

]
(2.16)
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De forma a completar o sistema de equações anterior, adiciona-se uma lei

constitutiva relacionando energia, temperatura e densidade, e que para um gás perfeito,

utilizando a constante do gás ideal R, é dada como:

ρ =
p

RT
(2.17)

A constante R é dada em termos dos calores especı́ficos,

R =
(
cp − cv

)
=

(
γ − 1

)
cv (2.18)

na qual a razão de calores especı́ficos é dada como:

γ =
cp

cv
(2.19)

Escrevendo a energia e interna em função de termos conhecidos tem-se que:

e = cvT =

(
1
γ − 1

)
p
ρ

(2.20)

e então,

ρE =

(
1
γ − 1

)
p +

uiui

2
(2.21)

ρH = ρE + p =

(
γ

γ − 1

)
p +

uiui

2
(2.22)

As variáveis de interesse escolhidas neste trabalho são a densidade ρ, a energia

total E e as velocidades u, v, w nas direções x, y e z, respectivamente.



38

2.2 As Equações de Euler

Do ponto de vista numérico, as equações de Navier-Stokes apresentam algumas

dificuldades para solução. Para se obter uma boa solução em problemas viscosos,

particularmente aqueles com elevados números de Reynolds, são necessários muitos

cálculos e capacidade de memória computacional. Isso se deve à necessidade de se

trabalhar com malhas muito refinadas, indispensáveis para captar as diferentes escalas

caracterı́sticas do escoamento.

As equações de Euler descrevem os escoamentos invı́scidos, uma importante

aproximação para as equações de Navier-Stokes. Estas formam um sistema de equações

diferenciais parciais hiperbólico, não-linear e de primeira ordem. Sua utilização baseia-

se no fato de que a influência das tensões cisalhantes e viscosas fica confinada às regiões

próximas a superfı́cie do veı́culo, e que fora dessas camadas o escoamento se comporta

como invı́scido.

Dessa forma, muitas propriedades do escoamento podem ser descritas por essa

aproximação invı́scida, como por exemplo na determinação do campo de pressão e

conseqüentemente do coeficiente de arrasto, para escoamentos sem separação. Assim,

a configuração geral das equações de Euler para um escoamento não-viscoso e sem

condução de calor por difusão é apresentada nos itens seguintes.

Assim, desprezando-se os termos de tensão cisalhante e de condução de calor

nas Equações de Navier-Stokes, os parâmetros fı́sicos de interesse, embutidos nas

Eq. (2.11), podem ser dados agora como:

∂Φ

∂t
+
∂Fi

∂xi
+ Q = 0 (2.23)

com os vetoresΦ, Fi e Q respectivamente dados por:

Φ = [ρ, ρu1, ρu2, ρu3, ρE]T (2.24)

Fi = [ρui, ρu1ui + pδu1i, ρu2ui + pδu2i, ρu3ui + pδu3i, ρHui]T (2.25)
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Q = [0,−ρ f1,−ρ f2,−ρ f3,−ρ fiui]T (2.26)

As equações de Euler são utilizadas aqui somente na forma conservativa, uma

vez que a forma não-conservativa não é apropriada para a simulação de escoamentos

compressı́veis. Na forma não-conservativa as Equações de Euler podem resultar em

soluções múltiplas ou incorretas, principalmente para escoamentos com altı́ssimas

velocidades e com a presença de ondas de choque, conforme demonstrado por Steinhoff

e Jameson (1982).

2.3 Condições de contorno

Neste trabalho serão considerados somente problemas de escoamento externo

de fluidos. Para tais casos, a Fig. 2.2 ilustra a colocação das condições de contorno

para escoamentos supersônicos e hipersônicos ao redor de um corpo rombudo. Para

a determinação de resultados do escoamento no interior desse domı́nio, valores apro-

priados das propriedades do escoamento deverão ser especificados nestas fronteiras.

Figura 2.2: Fronteira computacional para prescrição das condições de contorno.

Há três tipos básicos de condições de contorno na figura: as condições de

entrada, de saı́da e de parede. As duas primeiras condições são também chamadas de
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condições fictı́cias, pois são constituı́das por limites computacionais fictı́cios, e a última

é a condição real.

Neste caso, nas condições de contorno de entrada (na corrente livre) são es-

pecificadas todas as propriedades do escoamento. Na saı́da, por se tratar de um

escoamento supersônico ou hipersônico, nenhuma propriedade é especificada, uma

vez que as informações não viajam na direção contrária ao escoamento.

Quando se trabalha com escoamentos invı́scidos, a condição de escorregamento

na parede passa a ser válida, e somente a velocidade normal à parede é especificada,

tendo seu valor igualado a zero. Os valores das propriedades dependentes são ini-

cialmente conhecidas em todo o domı́nio e a evolução do escoamento segue a partir

destas.

2.4 Adimensionalização das Variáveis

As equações de conservação apresentadas neste capı́tulo são muitas vezes

utilizadas na forma adimensional, passando a depender de certas caracterı́sticas do

escoamento. Nesta seção são apresentadas as formas adimensionais empregadas neste

trabalho:

x̄i =
xi

L
ρ̄ =

ρ

ρ∞
p̄ =

p
ρ∞u2∞

ūi =
ui

u∞
Ē =

E
u2∞

t̄ =
tu∞
L

(2.27)

T̄ =
Tcp

u2∞
c̄2 =

c2

u2∞
=

1
M2∞

na qual L é um comprimento caracterı́stico e as propriedades na corrente livre são

denotadas com o subscrito ∞. Aplicando estas relações nas equações governantes,

chega-se a seguintes formas conservativas:

Conservação da Massa

∂ρ̄

∂t̄
=
∂(ρ̄ūi)
∂x̄i

= 0 (2.28)
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Equação da Quantidade de Movimento

∂(ρ̄ūi)
∂t̄

= −∂(ūjρ̄ūi)
∂x̄ j

+ − ∂p̄
∂x̄i

(2.29)

Equação de Conservação da Energia

∂(ρ̄Ē)
∂t̄

= −∂(ūjρ̄H̄)
∂x̄ j

− ∂(ūjp̄)
∂x̄i

= 0 (2.30)

Ainda, as seguintes formas adimensionais foram utilizadas no trabalho, como

a equação de estado,

p̄ = ρ̄
(γ − 1)
γ

T̄ (2.31)

e,

Ē =
T̄
γ
+

1
2

ūi
2 (2.32)

c̄2 =
(
γ − 1

)
T̄ (2.33)

p̄ =
(
γ − 1

) (
ρ̄Ē − 1

2
(ρ̄ūi)(ρ̄ūi)
ρ̄

)
(2.34)
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3 Modelo Numérico

Dentre os modelos numéricos para discretização mais comuns estão os Métodos

de Elementos Finitos (FEM), de Volumes Finitos (FVM) e de Diferenças Finitas (FDM).

Embora grande parte dos trabalhos envolvendo escoamentos hipersônicos seja desen-

volvida no contexto de FVM e FDM, o FEM possui caracterı́sticas particulares como,

por exemplo, sua capacidade de representação de domı́nios complexos como em Ait–

Ali–Yahia (1996).

Muitos métodos são disponı́veis para a determinação da solução aproximada

para um dado problema pelo FEM. Dentre eles, três são bastante conhecidos, que são: o

método de Ritz ou de Goodman e o método de Rayleigh-Ritz ou do Variacional (LEWIS;

NITHIARASU; SEETHARAMU, 2004) e, talvez o mais utilizado, o método dos Resı́duos

Ponderados (CONNOR; BREBBIA, 1976).

Dentre as muitas formulações possı́veis no método de Resı́duos Ponderados,

estão os métodos de Colocação (SEGERLIND, 1984), de Subdomı́nio (Campos Silva, 1998),

de Mı́nimos Quadrados (PEREIRA, 2005) e o método utilizado neste trabalho, o método

de Galerkin. Em problemas de CFD, assim como em outras formulações numéricas, na

aplicação do FEM, uma grande variedade de métodos também difere entre si de acordo

com os esquemas de estabilização empregados. Neste quesito, as formulações mais

utilizadas no campo do FEM podem ser citadas a formulação de Galerkin, a formulação

SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin) e a formulação por mı́nimos quadrados.

No método padrão de Galerkin ou método de Bubnov-Galerkin, que resulta

em uma forma semelhante ao método de diferenças centradas, a estabilização é feita

pela adição de operadores do Laplaciano das variáveis do escoamento para as equações

governantes. No método SUPG se produz um efeito de upwind por meio da adição

de um termo de perturbação, dependente da solução numérica, às funções de teste

do método de Galerkin. A formulação por mı́nimos quadrados contém termos de

dissipação inerentes, e produz matrizes simétricas e positivo definidas.
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Em 1995, o algoritmo CBS foi apresentado por Zienkiewicz et al. (1999) como

sendo semelhante ao o método de Taylor-Galerkin (DONEA, 1984). O controle da

difusão nestes esquemas surge naturalmente ao se fazer a discretização no tempo.

Em particular no algoritmo CBS, baseado no método das Caracterı́sticas de Galerkin,

a derivada temporal é discretizada ao longo da caracterı́stica, na qual a natureza da

equação é auto-adjunta e então a aproximação no espaço pelo método de Galerkin é

ótima (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a).

3.1 O Algoritmo CBS (Characteristic Based Split)

No algoritmo CBS o passo no tempo é feito utilizando-se do procedimento de

separação, ou operador splitting, adaptado para o contexto do Método de Elementos Fi-

nitos a partir do trabalho em Diferenças Finitas de Chorin (1968). Muitas referências são

citadas em Massarotti et al. (1998). Neste método o perfil de velocidades intermediário

é calculado segundo a equação da quantidade de movimento, na qual os termos de

pressão foram omitidos. O campo de pressão é então calculado utilizando este perfil

de velocidades em uma equação semelhante à equação de Poisson. Finalmente o perfil

de velocidades é corrigido utilizando o campo de pressão.

Para ilustrar a aplicação do algoritmo é considerada a seguinte equação de

convecção-difusão na forma escalar, Eq. (3.1):

∂φ

∂t
+
∂Fi

∂xi
+
∂Gi

∂xi
= Q (3.1)

Considerando o caso unidimensional da Eq. (3.1), tem-se então o seguinte

problema:

∂φ

∂t
+ U
∂φ

∂x
+
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)
= Q (3.2)

Admitindo-se uma mudança na variável x para x′ de tal forma que:

dx′ = dx −Udt (3.3)
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A equação unidimensional no espaço, Eq. (3.2) se torna:

∂φ

∂t
+
∂
∂x′

(
k
∂φ

∂x′

)
= Q (3.4)

Na Eq. (3.4), uma vez que φ = φ(x′, t) , foi utilizado que:

∂φ(x′, t)
∂t

∣∣∣∣∣∣
x=cte

=
∂φ

∂x′
∂x′

∂t
+
∂φ

∂t

∣∣∣∣∣∣
x′=cte

=
∂φ

∂t

∣∣∣∣∣∣
x′=cte

−U
∂φ

∂x′
(3.5)

Dentre muitas formas do método das caracterı́sticas de Galerkin, foi utilizada

uma forma simples e econômica computacionalmente, mostrada em Zienkiewicz e

Taylor (2000a), na qual também há muitas outras referências para outras formas do

método das caracterı́sticas de Galerkin implementadas com sucesso. O método foi

apresentado primeiramente em Zienkiewicz et al. (1984) e utiliza uma aproximação

em série de Taylor, como será visto a seguir.

A partir da Eq. (3.5) vê-se que ao longo da coordenada caracterı́stica os termos

de aceleração convectiva desaparecem e os termos de fonte e difusão são quantidades

médias. Agora a aproximação por Galerkin é ótima já que a equação é auto-adjunta

(CONNOR; BREBBIA, 1976).

Figura 3.1: Caracterı́stica linear.

Discretizando a Eq. (3.5) no tempo, de acordo com a Fig. 3.1 resulta:
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φn+1 − φn
∣∣∣
x−Δx

≈ Δt

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩θ
[
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)
−Q

]n+1

+ (1 − θ)
[
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)
−Q

]n∣∣∣∣∣∣
x−Δx

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.6)

na qual θ é zero para o caso totalmente explicı́to e entre zero e a unidade para os casos

semi e totalmente implı́cito. Fazendo uma expansão em série de Taylor é possı́vel

expressar os termos em (x − Δx) como função dos termos em x:

φn
∣∣∣
x−Δx

≈ φn − Δx
∂φn

∂x
+
Δx2

2
∂2φn

∂x2 + O
(
Δx3

)
(3.7)

Para θ = 1
2 tem-se:

1
2
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)∣∣∣∣∣∣
(x−Δx)

≈ 1
2
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)n

− Δx
2
∂
∂x

[
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)n]
+ O

(
Δx2

)
(3.8)

e

1
2

Q|(x−Δx) ≈ Q
2

n

− Δx
2
∂Qn

∂x
(3.9)

A distânciaΔx percorrida pela partı́cula na direção x , conforme a Fig. 3.1, pode

ser dada como:

Δx = UΔt (3.10)

Uma aproximação alternativa para U é:

U =
Un+1 + Un|x−Δx

2
(3.11)

Fazendo uma expansão em série de Taylor a equação torna-se:
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Un|x−Δx ≈ Un − ΔtUn∂U
n

∂x
+ O

(
Δx2

)
(3.12)

Desprezando os termos de alta ordem das Eqs.(3.6 - 3.12), obtém-se:

(
φn+1 − φn

)
= Δt

{
−Un+ 1

2
∂φn

∂x
+
Δt
2

Un∂U
n

∂x
∂φn

∂x
+
Δt
2

(
Un+ 1

2

)2 ∂2φ

∂x2 +

+
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)n+ 1
2

− Δt
2

Un+ 1
2
∂
∂x

[
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)n]
+ (3.13)

−Q +
Δt
2

Un+ 1
2
∂Q
∂x

}

na qual

∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)n+ 1
2

=
1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ∂∂x
(
k
∂φ

∂x

)n+1

+
∂
∂x

(
k
∂φ

∂x

)n⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (3.14)

Qn+ 1
2 =

1
2

[
Qn+1 + Qn

]
(3.15)

Un+ 1
2 =

1
2

[
Un+1 + Un

]
(3.16)

A Eq. (3.12) é uma aproximação na forma não conservativa utilizando o método

simples das caracterı́sticas de Galerkin para a Eq. (3.6). Para o caso conservativo da

Eq. (3.5) a Fig. 3.2 representa o comportamento não linear da caracterı́stica. Assim pode

se escrever, ao invés da Eq. (3.6), que:

φn+1 − φn
∣∣∣
x−Δx

≈ Δt
U

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩θ
[
∂

∂x

(
k
∂(Uφ)
∂x

)
−Q

]n+1

+ (1 − θ)
[
∂
∂x

(
k
∂(Uφ
∂x

)
−Q

]n∣∣∣∣∣∣
x−Δx

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.17)

E similarmente para a Eq. (3.7):
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Figura 3.2: Caracterı́stica não-linear.

φn
∣∣∣
x−Δx

≈ φn − Δx
U
∂(Uφ)n

∂x
+
Δx2

2U
∂2(Uφ)n

∂x2 + O
(
Δt3

)
(3.18)

Seguindo-se os procedimentos das Eqs.(3.6 - 3.12) e utilizando as Eqs.(3.14 -

3.16) obtém-se a equação de convecção-difusão com o método das caracterı́sticas de

Galerkin, Eq. (3.19):

(
φn+1 − φn

)
= −Δt

[
∂(Ujφ)
∂xj

− ∂
∂xi

(
k
∂φ

∂xi

)
+ Q

]n

+
Δt2

2
Un

k
∂
∂xk

[
∂(Ujφ)
∂xj

− ∂
∂xi

(
k
∂φ

∂xi

)
+ Q

]n

(3.19)

3.1.1 Discretização Temporal

A utilização do processo de discretização no tempo, discutido na seção anterior,

para utilização na Eq. (2.4) não viscosa, só não é possı́vel devido ao termo de pressão.

Contudo, tratando esse termo como uma quantidade conhecida, a Eq. (2.4) pode ser

escrita de forma adequada para aplicação do método das caracterı́sticas de Galerkin

como:

∂Ui

∂t
= −
∂
(
ujUi

)
∂xj

+ Qn+θ2
i (3.20)
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na qual,

Ui = ρui

Na Eq. (3.20) o último termo do lado direito é tratado como uma quantidade

conhecida, avaliada em t = tn + θ2Δt em um incremento de tempo Δt e é dado como:

Qn+θ2
i = −∂p

n+θ2

∂xi
(3.21)

com,

∂pn+θ2

∂xi
=
∂pn

∂xi
+ θ2
∂Δp
∂xi

(3.22)

e,

Δp = pn+1 − pn (3.23)

Substituindo o termo da Eq. (3.20) de forma apropriada na Eq. (3.19) e utilizando

a Eq. (3.21), excluindo-se os termos difusivos, para o caso das Equações de Euler se

obtém:

(
Un+1

i −Un
i

)
= −Δt

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣∂
(
ujUi

)
∂xj

+ Qn+θ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + Δt2

2
un

k
∂
∂xk

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣∂
(
ujUi

)
∂xj

+ Q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n

(3.24)

3.2 Separação das Equações (Split Method)

É introduzida aqui uma aproximação de forma a utilizar a Eq. (3.24), mesmo

antes do termo pn+1 ser avaliado. Na aproximação empregada são removidos todos

os termos de pressão da Eq. (3.24). Esta e outra aproximação também freqüentemente

adotada são melhor apresentadas em Zienkiewicz e Taylor (2000a).
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Assim, define-se com uma variável U∗
i de tal forma que:

ΔU∗
i = U∗

i −Un
i = Δt

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣−∂
(
ujUi

)
∂xj

+
Δt2

2
uk
∂
∂xk

∂
(
ujUi

)
∂xj

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n

(3.25)

A Eq. (3.25), com uma devida discretização pode ser resolvida para obtenção

dos valores de ΔU∗
i . Após a determinação da pressão, o campo de velocidades pode

ser corrigido utilizando a Eq. (3.26):

ΔUi = Un+1
i −Un

i = ΔU∗
i − Δt

∂pn+θ2

∂xi
− Δt2

2
uk
∂Qn

i

∂xk
(3.26)

Da equação da continuidade, Eq. (2.1), tem-se que:

Δρ =
( 1
a2

)n

Δp = −Δt
∂Ui

∂xi

n+θ1

= −Δt
(
∂Ui

∂xi

n

+
∂ΔUi

∂xi

)
(3.27)

Substituindo a expressão para ΔUi da Eq. (3.26) na Eq. (3.27) e desprezando os

termos de alta ordem resulta em:

Δρ =
( 1
a2

)n

Δp = −Δt
{
∂Ui

∂xi

n

+ θ1
∂ΔUi

∂xi
− Δtθ1

[
∂2p
∂x2

i

n

+ θ2
∂2Δp
∂x2

i

]}
(3.28)

O processo das caracterı́sticas de Galerkin pode ser aplicado à equação da

energia, Eq. (1.5), como:

Δ
(
ρE

)
= −Δt

∂
(
uj

(
ρE + p

))
∂xj

n

+
Δt2

2
uk
∂
∂xk

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝∂
(
uj

(
ρE + p

))
∂xj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n

(3.29)

A seqüência para solução das equações de Euler e da conservação da energia é

a seguinte:

1. Eq. (3.25) para determinação de ΔU∗
i ;

2. Determinação de Δp e/ou Δρ utilizando a Eq. (3.28);
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3. Correção de ΔUi com a Eq. (3.26) e;

4. Solução da Eq. (3.29) para determinação dos termos de energia.

3.3 Discretização Espacial

O algoritmo CBS foi utilizado na derivação das Eqs. (3.25, 3.26, 3.28 e 3.29), que

são equações conservativas e que podem ser resolvidas, seqüencialmente, de maneira

eficiente e com amortecimento numérico apropriado. A seguir tais equações são escritas

na sua forma fraca, utilizando a aproximação pelo método de Galerkin, onde as funções

peso são as funções de forma, começando pela Eq. (3.25):

∫
Ω

Nk,uΔU∗
i dΩ = Δt

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣−
∫
Ω

Nk,u

∂
(
ujUi

)
∂xj

dΩ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n

+
Δt2

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫
Ω

∂
(
uiNk,u

)
∂xi

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝−∂
(
ujUi

)
∂xj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dΩ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n

(3.30)

A forma fraca para a equação da pressão/densidade, onde foi feita uma integração

por partes, é dada na Eq. (3.31) como,

∫
Ω

Nk,uΔρ dΩ =
1
a2

∫
Ω

Nk,uΔp dΩ

= Δt
∫
Ω

∂Nk,p

∂xi

[
Un

i + θ1

(
ΔU∗

i − Δt
∂pn+θ2

∂xi

)]
dΩ+ (3.31)

− Δtθ1

∫
Γ

Nk,p

(
Uk

i + ΔU∗
i − Δt

∂pn+θ2

∂xi

)
ni dΓ

A correção para os termos da quantidade de movimento é similarmente dada

na Eq. (3.32) como:

∫
Ω

Nk,uΔUn+1
i dΩ =

∫
Ω

Nk,uΔU∗
i dΩ − Δt

∫
Ω

Nk,u

(
∂pn

∂xi
+ θ2
∂Δp
∂xi

)
dΩ (3.32)

− Δt2

2

∫
Ω

∂
∂xj

(
ujNk,u

) ∂pn

∂xi
dΩ
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E, para a equação da energia a forma fraca é dada na Eq. (3.33).

∫
Ω

Nk,EΔ
(
ρE

)n+1 dΩ = Δt

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣−
∫
Ω

Nk,E

∂
(
uj

(
ρE + p

))
∂xj

dΩ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n

(3.33)

+
Δt2

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫
Ω

∂
(
ujNk,E

)
∂xj

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝−∂
(
uj

(
ρE + p

))
∂xj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dΩ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n

Nesta seção as Eqs. (3.25, 3.28, 3.26 e 3.29) são discretizadas espacialmente com

o método de Galerkin. A aproximação no espaço é feita utilizando as seguintes funções

de forma:

Ui = NuŨi ΔUi = NuΔŨi ΔU∗
i = NuΔŨ∗

i ui = Nuũi p = Npp̃ ρ = Npρ̃ (3.34)

na qual,

ui =
[
ui,1 ui,2 ... ui,k ... ui,m

]T
N = [N1 N2 ... Nk ... Nm] (3.35)

na qual m é o número de identificação dos nós no elemento.

Aplicando o método de Galerkin, a Eq. (3.30) pode ser escrita na forma:

ΔU∗
i = −M−1Δt

(
CŨi − ΔtKŨ

)
(3.36)

na qual,

M =

∫
Ω

NTN dΩ K =

∫
Ω

(
∇T (uN)

)T (
∇T (uN)

)
dΩC =

∫
Ω

NT (∇ (uN)) dΩ (3.37)

Escolheu-se trabalhar a discretização espacial da Eq. (3.31) em termos da den-

sidade. Uma vez determinado o campo de densidades, o campo de pressão pode então

ser calculado. Esta discretização é dada como:
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Δρ̃ = M−1Δt
[
GŨ + θ1

(
GΔŨ

∗ − ΔHp̃
)]
− fp (3.38)

na qual,

H =

∫
Ω

(∇N)T ∇N dΩ

G =

∫
Ω

(∇N)T N dΩ (3.39)

fp = Δt
∫
Γ

NnT
[
Ũn + θ1

(
ΔŨ∗ − Δt∇p̃

)]
dΓ

A Eq. (3.32) é dada na forma matricial por:

ΔUi = ΔŨ∗
i −M−1Δt

[
GT (

p̃n + θ2Δp̃
)
+
Δt
2

Pp̃n
]

(3.40)

na qual,

P =

∫
Ω

(∇uN)T ∇N dΩ (3.41)

E finalmente a equação da energia pode ser escrita como:

ΔẼ = −M−1Δt
(
C

(
Ẽ + p̃

)
− ΔtK

(
Ẽ + p̃

))n
(3.42)

3.4 Extensão para Escoamentos Axissimétricos

Muitos problemas tridimensionais possuem simetria geométrica ao redor de

um eixo de referência. A presença dessa simetria simplifica muito o método de solução

para tais problemas utilizando FEM, desde que as equações governantes e as condições

de contorno sejam independentes da direção circunferecial, como esboçado na Fi-

gura 3.3.

A formulação da equação de Euler para o escoamento axissimétrico segue
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Figura 3.3: Elemento toroidal axissimétrico com área de seção transversal triangular.

como uma extensão daquela aplicada ao plano cartesiano, Equações 2.1, 2.3 e 2.10, e as

equações governantes, em coordenadas cilı́ndricas, seguem como:

Conservação da Massa

∂ρ

∂t
+

1
r
∂(rρu)
∂r

+
∂(ρv)
∂z

= 0 (3.43)

Equação da Quantidade de Movimento na Direção r

∂(ρu)
∂t

+
1
r
∂(ruρu)
∂r

+
∂(vρu)
∂z

+
∂p
∂r

= 0 (3.44)

Equação da Quantidade de Movimento na Direção z

∂(ρv)
∂t

+
1
r
∂(ruρv)
∂r

+
∂(uρv)
∂z

+
∂p
∂z

= 0 (3.45)

Equação de Conservação da Energia

∂(ρE)
∂t

+
1
r
∂(ruρH)
∂r

+
∂(vρH)
∂z

= 0 (3.46)

A aplicação do algoritmo nas Equações 3.43, 3.44, 3.45 e 3.46 segue os mesmos

passos descritos nas seções anteriores. Para a discretização espacial, uma vez que a
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integração das equações, embora estas sejam semelhantes àquelas para o caso bidi-

mensional, agora necessita ser volumétrica e nesse caso foi considerado que, para um

elemento triangular linear, essa integração pode ser feita como:

∫
Ω

dΩ =

∫
V

dV ≡
∫

A
2πrdA (3.47)

na qual A é a área do elemento bidimensional utilizado, nesse caso um triângulo, no

qual r é escrito em função de seus valores nodais Ri, Rj e Rk como,

r = NiRi + NjRj + NkRk (3.48)

Em alguns casos, por questão de simplificação, utilizou-se também que,

∫
Ω

dΩ ≈ 2πr
∫

A
dA (3.49)

em tal aproximação r é dado como:

r =
(Ri + Rj + Rk)

3
(3.50)

Esta última aproximação retornará valores mais precisos de solução à medida

que diminuem os tamanhos caracterı́sticos dos elementos. Sobre a forma de integração

nos elementos, muito mais pode ser estudado nas referências (LEWIS; NITHIARASU;

SEETHARAMU, 2004), (SEGERLIND, 1984) e (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b).
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4 Amortecimento numérico nas equações de Euler

As equações de Euler formam um sistema de equações diferenciais parciais hi-

perbólicas e não-lineares. Duas classes de soluções podem existir para este problema;

contı́nuas, descrevendo o transporte não-difusivo das ondas ao longo das caracterı́sticas

e soluções descontı́nuas, como no caso de ondas de choque. Para a solução de ambos os

problemas em um mesmo programa computacional, alguns termos precisam ser adici-

onados, geralmente de caráter difusivo e que atuam na maioria das vezes como uma

viscosidade artificial, amortecendo as oscilações numéricas indesejáveis e melhorando

a solução final. Na maioria dos esquemas numéricos estes termos são adicionados na-

turalmente, como na discretização das equações governantes, juntamente com outros

termos, que causam erros de dispersão, como no caso de alguns esquemas em FVM.

Aplicativos eficientes para solução das equações de Navier-Stokes geralmente

são construı́dos por meio da adição de termos viscosos à um aplicativo estável e

confiável de solução das equações de Euler. Entretanto, as viscosidades artificiais

utilizadas para solução das equações de Euler podem, quando não inseridas e traba-

lhadas corretamente, interferir nas soluções das equações de Navier-Stokes, ocorrendo

uma adição de quantidades indesejáveis de viscosidade artificial. Esta dissipação pode

superpor a dissipação fı́sica na camada limite viscosa e prejudicar a solução. Dessa

forma, faz-se necessária uma maneira mais precisa e racional de inserção desse tipo de

viscosidade.

4.1 Métodos para Captura de Choque

O choque, como uma região de descontinuidade das propriedades do es-

coamento, pode geralmente ser representado numéricamente como uma região de

altı́ssimos gradientes. Quando se trabalha com o método de elementos finitos, assim

como em muitos métodos computacionais, uma maneira de se representar uma onda

de choque é na forma de regiões de altı́ssimos gradientes. No presente trabalho é uti-
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lizada uma aproximação por elementos finitos interpolando as variáveis usando uma

continuidade de ordem C0. Nesse caso, mesmo se a descontinuidade for representada

por grandes variações em alguns elementos próximos ao choque, ali pode haver a

geração de oscilações numéricas, que vão persistir por grande parte do domı́nio e gerar

erros.

Para suprimir tais oscilações, muitos esquemas de captura de ondas de choque

foram desenvolvidos na literatura. Woodward e Colella (1984), mostraram que a

captura de choque utilizando o método de viscosidade artificial é a forma mais direta

de captura de choque entre os esquemas de hibridização linear e da aproximação de

Godunov. E ainda se mostra uma alternativa mais econômica computacionalmente, se

comparada aos esquemas de alta resolução TVD, (LYRA et al., 1994) e MUSCL (MANZARI,

1996).

Assim, nesse trabalho foi utilizado o método de viscosidade artificial de captura

de choque para lidar com as caracterı́sticas ondas de choque que surgem nesse tipo de

escoamento.

4.1.1 Viscosidade Artificial

O método de viscosidade artificial foi primeiramente introduzido por Von

Neumann e Richtmyer (1950). A forma de atuação do método é imitar a ação de

viscosidade na vizinhança do choque e dessa forma dar mais estabilidade ao processo

iterativo de solução.

No trabalho de Nithiarasu et al. (1998) foram apresentadas e testadas quatro

formas de viscosidade numérica, baseadas nos gradientes da velocidade e da pressão,

em um desvio de pressão (do inglês pressure switch) e por quarto um método ani-

sotrópico de captura de choque.

Foi mostrado que os métodos baseados no segundo gradiente da pressão ofere-

cem o melhor desempenho entre estes quatro tipos diferentes de esquemas de captura

de choque. Este método é uma forma modificada de viscosidade de captura desenvol-

vida para o método de elementos finitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a).

Se trata de uma forma apropriada de viscosidade artificial para escoamentos

compressı́veis e usa um desvio de pressão que é calculado utilizando os valores nodais

da pressão (NITHIARASU; CODINA; ZIENKIEWICZ, 2006). Uma vez que as variáveis são

calculadas explicitamente, elas são então modificadas, amortecidas pela adição desse



57

desvio de pressão, melhorando significantemente os resultados.

Por exemplo, supondo que os valores no tempo n+1 de uma variável escalar φ

já estejam determinados, os novos valores para essa variável podem ser estabelecidos

como:

φn+1
s = φn+1 + μaΔt

∂
∂xi

(
∂φ

∂xi

)
(4.1)

Na Eq. (4.1),μa é um coeficiente de difusão artificial apropriado. Esse coeficiente

precisa possuir um controle sensı́vel à presença do choque, de forma a não alterar a

solução em outras partes do domı́nio. Neste caso, a variável utilizada para fazer esse

controle é a pressão e, segundo Zienkiewicz e Taylor (2000a), uma aproximação para

um elemento pode ser dada como:

μae = Ceh(||u|| + a)Se (4.2)

Na Eq. (4.2) Ce é uma constante adimensional, u é o vetor velocidade, a é a

velocidade do som e Se, como definido abaixo, é o desvio de pressão no elemento.

Aqui, a derivada segunda da variável φ é avaliada da seguinte forma:

h2∂
2φ

∂x2
i

≈ (M −ML)φ̃ (4.3)

onde o superscrito ˜ indica valores nodais e M e ML são as matrizes de massa

consistente e concentrada respectivamente. Substituindo as Eqs. (4.2) e (4.3) na Eq. (4.1),

obtém-se uma forma de correção das variáveis dada na Eq. (4.4) como:

φn+1
s = φn+1 + ΔtM−1

L
CeSe

Δte
(M −ML) φn (4.4)

Na Eq. (4.4) o desvio de pressão Se é dado como uma média dos desvios nodais

Si calculados como:
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Si =

∣∣∣∑e
(
pi − pk

)∣∣∣∑
e

∣∣∣pi − pk

∣∣∣ (4.5)

onde Si = 1 em um extremo local e Si = 0 quando a pressão no nó i é uma média de

todos os outros nós adjacentes ao nó i.

Figura 4.4: Elementos de exemplo para o cálculo dos desvios de pressão, (a) um nó
interno; e (b) um nó no contorno.

Da Eq. (4.5), aplicada ao caso bidimensional da Fig. 4.4 pode ser dado que:

S1 =

∣∣∣4p1 − p2 − p3 − p4 − p5

∣∣∣
|p1 − p2| + |p1 − p3| + |p1 − p4| + |p1 − p5| (4.6)

para o caso de um nó interno no domı́nio (Fig. 4.4(a)), e

S1 =
|5p1 − 2p2 − p3 − 2p4|

2|p1 − p2| + |p1 − p3| + 2|p1 − p4| (4.7)

para um nó no contorno (Fig. 4.4(b)).

4.2 Refinamento e Adaptação de Malhas

Na seção anterior foi dito que utilizando o método de elementos finitos, as

descontinuidades, como por exemplo, uma onda de choque, podem ser representadas

como regiões de altı́ssimos gradientes. Para representar essas regiões numericamente, é

necessária a utilização de malhas muito refinadas. Tal tarefa pode ser bem mais simples
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quando se conhece previamente as seções para o refinamento, sendo possı́vel assim

com o uso de uma malha não estruturada, fazer um refinamento local e aperfeiçoar a

solução final.

Entretanto, existem casos como em escoamentos compressı́veis de altı́ssimas

velocidades, para os quais a posição das ondas de choque não é conhecidas à priori. A

opção de refinar todo o domı́nio é muito cara computacionalmente, e em vista disso,

cada vez mais a técnica de refinamento adaptativo é empregada.

Entre as vantagens de utilização do método estão: maior precisão nas soluções,

economia no número total de pontos (nós) do domı́nio, levando à necessidade de

menores tempos de processamento e de armazenamento computacionais. Existem

duas formas principais para esse tipo de refinamento: por deslocamento de nós (ou

h-refinement), (SCALABRIN et al., 2004) e por enriquecimento de malha (adição de novos nós

à malha) (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a). Segundo Löhner et al. (1986), a primeira forma

é mais simples de implementação e é geralmente utilizada quando o analista já possui

um conhecimento prévio da solução final.

Para o caso transiente de escoamentos de fluidos, cujo comportamento exige

que porções diferentes da malha no domı́nio sejam refinadas e refeitas a cada passo de

tempo, o método prova ser ainda mais benéfico. Este processo adaptativo de refino é

feito com base em um erro, que no caso de elementos finitos, pode estar associado aos

nós e/ou elementos em um processo de solução qualquer. A malha é então refinada

de modo que esses erros sejam distribuı́dos igualmente por todo o domı́nio analizado,

como representado pela Eq. (4.8).

máx
Ω

= |φ − φ′| < ε (4.8)

Na Equação (4.8), Ω é o domı́nio analisado, φ′ é uma solução aproximada para

a variável φ, e ε é uma tolerância apropriada. Quanto a forma na qual esse erro é

medido, várias possibilidades existem, e são apresentadas em Babuska et al. (1986).

Será utilizado aqui uma forma baseada na derivada segunda da variável φ, dado em

Peraire et al. (1987) como:

e = φ − φ′ ≈ ch2 d2φ

dx2 (4.9)
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onde c é uma constante definida pelo usuário. Assim, uma vez obtida a solução por

meio de uma malha inicial (ou grosseira), calcula-se o erro e pela Eq. (4.9) e se refina a

malha novamente até que o seguinte critério seja satisfeito sobre todo o domı́nio:

h2 d2φ

dx2 ≤ ep (4.10)

Na Equação (4.10), ep é um erro permissı́vel, definido previamente e φ pode

ser escolhida como qualquer uma das variáveis conhecidas do escoamento, como a

pressão p, a velocidade u ou a densidade ρ. A escolha das variáveis influencia muito no

refinamento obtido e é melhor discutida em Zienkiewicz (2000a) e ainda, nesta mesma

referência, o erro dado pela Eq. (4.10) é aproximado da seguinte maneira: Assume-se

que a derivada segunda pode ser interpolada exatamente da mesma forma que a função

principal e aproximada como:

(
∂2φ

∂xi∂xj

)∗
= N

(
∂2φ

∂xi∂xj

)∗
(4.11)

Esta aproximação pode ser escrita como uma aproximação por mı́nimos qua-

drados (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a) como:

∫
Ω

NT

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣N
(
∂2φ

∂xi∂xj

)∗
− ∂

2φh

∂xi∂xj

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ dΩ = 0 (4.12)

que, integrando por partes dá:

(
∂2φ

∂xi∂xj

)∗
= M−1

(∫
Ω

NT
∂2φh

∂xi∂xj
dΩ

)
= −M−1

(∫
Ω

∂NT

∂xi

∂N
∂xj

dΩ
)
φ̃ (4.13)

No presente trabalho, M é utilizada como a matriz de massa concentrada como

dada na Equação 3.37. Uma vez que neste trabalho é utilizado o método de refinamento

de malha por enriquecimento, a forma tensorial de cálculo do erro dado pela Eq. 4.13,

necessária principalmente para determinação das direções principais de alongamento

de um elemento finito, é substituı́da por:

(
∂2φ

∂xi∂xi

)∗
= −M−1

(∫
Ω

∂NT

∂xi

∂N
∂xi

dΩ
)
φ̃ (4.14)
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Dois exemplos de adaptação de malhas obtidas com esse método são mostrados

nas Figs. 4.5 e 4.6. Nota-se nas duas figuras a auto-adaptação nas regiões próximas à

ocorrência de ondas de choque.

Figura 4.5: Malha para escoamento hipersônico com M = 6 ao redor de um cilindro

infinito.



62

Figura 4.6: Malha para o problema de escoamento supersônico sobre uma rampa a

M = 3.
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5 O Aplicativo Computacional

Nos capı́tulo 2 e 3 foram apresentados, respectivamente, um modelo ma-

temático e um modelo numérico para a solução das equações de Euler. Existem

muitas maneiras de implementação computacional para o modelo numérico, que de-

pendem das ferramentas computacionais disponı́veis e, principalmente da linguagem

de programação empregada. Devido ao alto custo envolvido com o licenciamento de

softwares comerciais, e principalmente à possibilitadade de não se estar trabalhando

com programas computacionais em que não se tem acesso ao código fonte, no presente

trabalho são utilizados softwares livres, na sua maioria, de código fonte aberto.

As possibilidades são muitas, observadas em nomes já consagrados, que vão

desde sistemas operacionais, como o Linux, utilitários como Gimp c© e até mesmo

linguagens de programação de uso geral, como Perl e Python. Programas de código

livre permitem ainda uma melhor integração entre si, além do fato de poderem ser

melhorados, extendidos, para melhor se adequar a determinado problema. Para a

solução das equações de Euler, foi criado um aplicativo de código livre, a saber, pySolver,

cujos componentes e caracterı́sticas são resumidas a seguir.

5.1 Ferramentas de Código Livre

Esta seção apresenta um aplicativo para a solução de problemas de condução

de calor e de escoamentos de fluidos compressı́veis pelo método de elementos finitos.

Trata-se de uma seqüência do trabalho de Lourenço et al. (2006), onde foi apresentado

uma primeira versão do código computacional pySolver, para a solução de problemas

elı́pticos. Assim como naquele caso, esta nova versão conta com uma eficiente interface

gráfica para o usuário, bem como utiliza orientação a objetos e métodos otimizados

para a obtenção da solução do sistema de equações.

O programa, escrito nas linguagens Python e C, utiliza Blender e os códigos

Triangle (SHEWCHUK, 1996), escrito também em C e TetGen em C++. Blender é um
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aplicativo em código aberto para desenvolvimento e representação gráfica de objetos

bi e tridimensionais. Embora seja escrito em linguagem C, possui internamente um

interpretador da linguagem Python, permitindo, entre outras coisas, a criação, o acesso

e a manipulação dos objetos de Blender por meio de scripts, que são arquivos para

entrada de comandos em Python.

Triangle é um gerador de malhas bidimensionais, por triangularização de De-

launay, como descrito em Shewchuk (1996). De forma semelhante, TetGen é um ge-

rador de malhas tridimensionais, por Tetraedralização Forçada de Delaunay (CDT).

Esses dois códigos computacionais são abertos e geram malhas não estruturadas, de

alta qualidade e são apropriados para geração de malhas adaptativas, uma vez que

possuem formas de entrada de parâmetros como valores máximos para lados, áreas e

volumes dos elementos. Dois exemplos dados estão nas Figs. 5.1(a) e 5.1(b), nas quais

são mostradas, respectivamente, uma tetragonalização feita com o programa TetGen e

uma triangularização do programa Triangle.

Figura 5.1: Discretização de domı́nios em elementos finitos, (a) Exemplo de
tetragonalização ao redor de um Boeing 747; e (b) um exemplo simples de
triangularização com refinamento no contorno.

Fontes: http://tetgen.berlios.de e http://www.cs.cmu.edu/ quake/triangle.html, respectivamente.

Para examinar os resultados, utilizou-se Visit c©, que é uma ferramenta livre,

paralelizada, que faz análises gráficas e visualizações de dados cientı́ficos em 2D e

3D e que, assim como Blender, aceita scripts em Python para manipulação de ob-

jetos, tornando-a eficientemente interativa para o usuário. Todas essas ferramentas
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apresentadas são disponı́veis para a maioria dos sistemas operacionais, ou seja são

multiplataforma, assim como Python a linguagem de programação que as integra e

que será discutida no item seguinte.

5.1.1 A Linguagem Python

Python é uma linguagem de programação clara e expressiva, que permite

uma maior concentração do programador sobre o algoritmo e não sobre o código. É

dinamicamente tipada, interpretada e orientada a objetos. Sendo de altı́ssimo nı́vel,

sua utilização não é condicionada por detalhes, tais como gerenciamento de memória,

tipos de dados ou outras funcionalidades caracterı́sticas das linguagens convencionais.

Sua estrutura orientada a objetos permite a construção de algoritmos complexos

e com alta legibilidade, contribuindo para um melhor reaproveitamento de código,

assim como para sua extensão e otimização. Devido a tais caracterı́sticas, é utilizada

por grandes corporações como Google e instituições como a agência espacial norte

americana NASA e o laboratório Livermore, e como linguagem de script em softwares

cientı́ficos como o Fluent c©.

O interpretador mais comum de Python (Cpython), é escrito em C, o que per-

mite que códigos também escritos nessa linguagem sejam compilados em módulos e

carregados na forma de uma biblioteca dentro de um script, com perda de desempenho

computacional muito baixa. Existem até mesmo formas automatizadas de se compilar

um arquivo C ou Fortran c© para Python, conforme as referências Beazley e Lomdahl

(1997), para o primeiro caso e Peterson et al (2001) para o segundo.

Uma vez carregado, este módulo se torna um objeto de Python, associando

o desempenho de C com o alto nı́vel de estruturas próprias de Python, como, por

exemplo, os dicionários, que são estruturas altamente otimizadas de mapeamento

de objetos. No presente trabalho, dicionários são extensivamente utilizados para a

referência às condições de contorno das equações, assim como para o armazenamento

dos termos das matrizes esparsas resultantes do sistema de equações.

5.1.2 Estrutura do Programa

No aplicativo criado, Python atua como um elemento integrador de todo o

aplicativo que incorpora, além de uma versão especialmente modificada do programa

Triangle, outros módulos escritos na linguagem C com o objetivo de otimizar a velo-
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cidade de execução de estruturas de baixo nı́vel, principalmente estruturas computa-

cionais como laços. Enquanto que o alto nı́vel de Python permite rápidas alterações,

assim também como aperfeiçoamentos no programa.

Figura 5.2: Representação esquemática da estrutura do aplicativo.

O aplicativo pode ser melhor esquematizado conforme ilustrado na Fig. 5.2.

A estruturas em verde escuro são repetidas devido à possibilidade de que, após a

definição de um problema, este possa ser resolvido com ou sem a execução do programa

Blender, visando uma maior economia de memória computacional. No esquema, nas

cores magenta e azul escuro estão programas em C convertidos em módulos para

Python. O losango em verde claro contém scripts em Python e as estruturas em verde

escuro correspondem ao aplicativo controlador escrito em Python. Este pode tanto

ser invocado internamente ao Blender ou através de uma linha de comando. Um

exemplo de utilização contendo informações adicionais do programa é encontrado no

Apêndice A enquanto que no Apêndice B é mostrado um pouco da estrutura de dados

do programa.
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6 Resultados e Discussão

Nesta seção são apresentados resultados determinados com o aplicativo desen-

volvido. Todos eles tratam de escoamentos compressı́veis, com γ = 1, 4, e são determi-

nados utilizando as Equações de Euler. Todas as malhas são do tipo não-estruturadas,

e são apresentadas somente depois de terem sido auto-refinadas para cada problema.

Para os exemplos bidimensionais foram utilizados elementos finitos triangulares line-

ares e no caso tridimensional foram utilizados tetraedros também lineares. Os casos

bidimensionais levaram em média cerca de 3,5 horas de relógio para cada simulação,

no sistema operacional Windows XP c©, em um computador AMD Athlon c© 64 X2 Dual,

2,51 GHz, 3,25 GB de RAM. O caso tridimensional foi computado no sistema operaci-

onal Linux Debian, em um computador pessoal, AMD64 - 2,1 GHz, 2,0 GB de RAM,

utilizando um tempo médio de execução de 5,5 horas de relógio. A obtenção de re-

sultados em um menor tempo de processamento computacional é esperada à partir da

paralelização do código, ainda não implementada.

6.1 Escoamento Supersônico Sobre uma Rampa

Neste exemplo é mostrado a simulação de um escoamento supersônico a M∞ =

4 sobre uma rampa inclinada de 20◦ em relação ao eixo x. Na Figura 6.1 é mostrada a

malha triangular não estruturada utilizada para a simulação, composta de 3785 nós e

7465 triângulos. O campo de pressão para o problema é ilustrado na Fig. 6.2. A Fig. 6.3

mostra a distribuição de densidade sobre a rampa. A comparação do ângulo da onda

de choque determinado numericamente neste trabalho, de α = 32◦, concorda muito

bem com o valor de α = 32, 5◦, determinado no trabalho de Anderson (1984), onde α é

calculado em função do número de Mach na corrente livre e do ângulo de inclinação

da rampa.
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Figura 6.1: Malha não-estruturada para o escoamento supersônico sobre rampa.

Figura 6.2: Distribuição de pressão sobre a rampa.
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Figura 6.3: Distribuição de densidade sobre a rampa.

Na Figura 6.4 é apresentado o número de Mach no escoamento, enquanto que

na Fig. 6.5 tem-se uma comparação do campo de pressão ao longo de uma linha com

aqueles obtidos nos trabalhos de Jameson e Mavriplis (1986) e de Frink et al. (1991).

Figura 6.4: Distribuição do número de Mach sobre a rampa.
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Observando a Figura 6.5 pode ser visto que o salto na pressão ocorre de uma

maneira mais realista, sem muita dissipação, no presente trabalho do que nos trabalhos

de Jameson e Mavriplis (1986) e de Frink et al. (1991), de acordo com a descrição para

problemas supersônicos sobre corpos de formas simples na referência (HUGHES, 1967).

Pode ser visto, a partir dos resultados obtidos, um ângulo de choque de 32, 3◦.

Figura 6.5: Comparação entre o valor de p/p∞ deste trabalho com os resultados de

Jameson e Mavriplis (1986) e de Frink et al. (1991), ao longo da superfı́cie da cunha.

Assim como em Jameson e Mavriplis (1986), esse resultado é comparado com o

ângulo de 32, 5◦ calculado em Anderson (1984) mostrando assim uma boa concordância.

Sendo assim o presente problema foi útil para demonstrar a capacidade de refino do

aplicativo, de forma a capturar a posição correta do choque.

6.2 Escoamento Supersônico ao Redor de um Corpo Rom-

budo

Para este problema é utilizada uma malha não-estruturada com 7617 nós e

15133 elementos triangulares, ilustrada na Fig. 6.6a. Aqui, o escoamento hipersônico é
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caracterizado por um número de Mach M∞ = 10 na corrente livre e ângulo de ataque

zero. A Figura 6.6b mostra o campo de pressão para este problema.

(a) (b)

Figura 6.6: Resultados para o corpo rombudo. (a)Malha refinada para o problema; e

(b) Distribuição de pressão ao redor de um corpo rombudo.

A Figura 6.7a apresenta a distribuição de densidade e o campo do número de

Mach é mostrado na Fig. 6.7b. Na Figura 6.8 é mostrada uma comparação entre valor

de Cp do presente trabalho com os resultados numéricos de Jameson e Mavriplis (1986),

apresentando uma excelente concordância.
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(a) (b)

Figura 6.7: Escoamento ao redor de um corpo rombudo. (a) Distribuição de densidade;

e (b) Distribuição do número de Mach.

Figura 6.8: Comparação entre o valor de Cp do presente trabalho com os resultados de

Jameson e Mavriplis (1986).
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6.3 Escoamento Hipersônico ao Redor de um Duplo Elipsóide

Nesta seção apresentam-se resultados para o escoamento a Mach M∞ = 15, ao

redor de um duplo elipsóide com ângulo de ataque igual a zero. A malha triangular

não-estruturada utilizada é mostrada na Fig. 6.9a e o campo de pressão na Figura 6.9b.

A malha é composta de 7487 nós e 14808 triângulos.

(a) (b)

Figura 6.9: Escoamento hipersônico sobre o duplo elipsóide. (a) Malha não-estruturada;

e (b) Distribuição de pressão.

A Figura 6.10a apresenta a distribuição de densidade e o campo do número de

Mach é mostrado na Fig. 6.10b. Na Fig. 6.11 é mostrada uma comparação entre o valor

de Cp obtido no presente trabalho com os resultados numéricos de Jameson e Mavriplis

(1986).
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(a) (b)

Figura 6.10: Escoamento hipersônico sobre o duplo elipsóide. (a) Distribuição de

densidade; e (b) Distribuição do número de Mach.

Figura 6.11: Comparação entre o valor de Cp com os resultados de Jameson e Mavriplis

(1986).
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6.4 Escoamento Supersônico ao Redor de uma Forma Sim-

plificada do VLS

Esta seção trata da simulação de um escoamento supersônico com número de

Mach M∞ = 4 ao redor de uma configuração simplificada do Veı́culo Lançador de

Satélites (VLS). A malha não-estruturada utilizada, com 7785 nós e 15371 elementos

triangulares, é mostrada na Fig. 6.12a. O campo de pressão para o escoamento é

apresentado na Fig. 6.12b.

(a) (b)

Figura 6.12: Escoamento supersônico ao redor de um esquema simplificado do VLS.

(a) Malha não-estruturada utilizada; e (b) Campo de pressão.

As distribuições de densidade e do número de Mach do escoamento são mos-

trados, respectivamente, na Figuras 6.13 e 6.14, enquanto que a Fig. 6.15 apresenta a

distribuição de Cp para o problema, que comparou bem com os resultados obtidos por

Jameson e Mavriplis (1986) e de Frink et al. (1991). Deve ser lembrado aqui que a

geometria do problema estudado nesta seção não foi a mesma daquela utilizada nos

trabalhos de Jameson e Mavriplis (1986) e sim uma aproximada. Mesmo assim, a

comparação dos resultados mostrou uma grande semelhança no comportamento da

pressão superficial, além da suavidade adicional na Fig. 6.15, quando comparado aos

resultados de Jameson e Mavriplis (1986). O destaque do nariz do VLS na Figura 6.13

mostra a semelhança dos resultados com àqueles do corpo rombudo.
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Figura 6.13: Distribuição de densidade ao redor do VLS.

Figura 6.14: Distribuição do número de Mach ao redor do VLS.
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Figura 6.15: Distribuição de Cp ao redor do VLS.

6.5 Escoamento Hipersônico Axissimétrico ao Redor de

uma Esfera

Resultados numéricos para o escoamento hipersônico axissimétrico tridimensi-

onal ao redor de uma esfera para M∞ = 5, 8 são apresentados nesta seção. Resultados da

convergência do algoritmo para esse problema são mostrados na Tabela 6.1 e esboçados

no gráfico da Figura 6.16, que são dados em função dos coeficientes como o fator CFL e

da viscosidade artificial μa. Comparados àqueles do caso bidimensional, para os mes-

mos valores de CFL e μa, a convergência, quando possı́vel, mostrou-se mais lenta, além

de ocorrer uma maior dependência com os valores de CFL e μa no caso axissimétrico.

Isso pode ser devido principalmente ao método de integração aproximado utilizado

para fazer as integrações nos elementos finitos. O caso bidimensional para esse pro-

blema é dado como aquele do escoamento hipersônico compressı́vel ao redor de um

cilindro infinito e a comparação pode ser feita com a Tabela 6.2 e esboçados no gráfico

da Figura 6.17.
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Tabela 6.1: Processo de convergência para o refinamento de malha para o problema de

escoamento axissimétrico ao redor de uma esfera.

Medida do erro
(
e = h2 ∂

2φ

∂x2

)

Iteração μa = 0, 98 μa = 0, 95 μa = 0, 95 μa = 0, 99 μa = 0, 7

CFL = 0, 05 CFL = 0, 1 CFL = 0, 05 CFL = 0, 2 CFL = 0, 02

1 7.30E-1 6.73E-1 6.73E-1 6.30E-01 7.93E-01

2 1.55E-1 1.50E-1 1.77E-1 1.44E-01 1.61E-01

3 1.64E-1 1.06E-1 8.05E-2 9.83E-02 9.73E-02

4 6.67E-2 3.51E-2 2.29E-2 9.98E-02 5.71E-02

5 9.89E-3 1.56E-2 1.50E-2 4.82E-02 3.04E-02

6 3.15E-2 1.50E-2 6.13E-3 8.07E-03 3.09E-02

Figura 6.16: Processo de convergência para o refinamento de malha para o problema

de escoamento axissimétrico ao redor de uma esfera para 5 combinações de valores de

CFL e do coeficiente de viscosidade artificial μa.
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Tabela 6.2: Processo de convergência para o refinamento de malha para o problema de

escoamento bidimensional ao redor de um cilindro.

Medida do erro
(
e = h2 ∂

2φ

∂x2

)

Iteração μa = 0, 98 μa = 0, 95 μa = 0, 95

CFL = 0, 05 CFL = 0, 1 CFL = 0, 05

1 2.13E+0 1.84E+0 1.89E+0

2 9.36E-1 8.86E-1 9.07E-1

3 5.90E-1 4.74E-1 4.89E-1

4 4.26E-1 3.86E-1 3.91E-1

5 1.93E-1 1.77E-1 1.79E-1

6 8.72E-2 1.22E-1 1.34E-1

Figura 6.17: Processo de convergência para o refinamento de malha para o problema

de escoamento bidimensional ao redor de um cilindro para 3 combinações de valores

de CFL e do coeficiente de viscosidade artificial μa.
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(a)

(b)

Figura 6.18: Escoamento hipersônico axissimétrico ao redor da esfera. (a) Malha não-

estruturada utilizada; e (b) Campo de pressão.
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As distribuições de densidade e do número de Mach obtidos para o problema

são mostrados, respectivamente, na Figuras 6.19a e 6.19b.

(a)

(b)

Figura 6.19: Escoamento hipersônico axissimétrico ao redor da esfera. (a) Distribuição

de densidade; e (b) Número de Mach.
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Na Figura 6.20 é apresentado o campo de temperatura e a Figura 6.21 apresenta

a distribuição de Cp para o problema, que é comparada com os resultados experimentais

de Oliver (1956). Os resultados se mostraram em boa concordância.

Figura 6.20: Distribuição de temperatura para o problema do escoamento hipersônico

axissimétrico ao redor da esfera.

Figura 6.21: Distribuição de Cp ao longo da superfı́cie da esfera em função do ângulo θ

e comparação com valores experimentais (OLIVER, 1956).
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Os resultados apresentados nesta seção mostraram que a análise tridimensional

axissimétrica para o problema do escoamento hipersônico compressı́vel ao redor da

esfera utilizando o aplicativo é possı́vel, como pode ser visto pela boa comparação

esboçada na Fig. 6.21. Nesta mesma figura é possı́vel ver que os resultados não se

mostram tão regulares, como àqueles para o problema bidimensional. Mais uma vez

isso se deve principalmente à forma de integração aproximada (utilizando r) no caso

axissimétrico.

6.6 Escoamento Hipersônico ao Redor de uma Esfera

Nesta seção são mostrados alguns resultados numéricos para o escoamento

hipersônico tridimensional ao redor de uma esfera a M∞ = 5, 8. Na Figura 6.22a

é mostrada a malha utilizada neste problema. O campo de pressão é ilustrado na

Fig. 6.22b.

(a) (b)

Figura 6.22: Escoamento hipersônico tridimensional sobre uma esfera. (a) Malha não-

estruturada tetraédrica; e (b) Campo de pressão na face perpendicular ao eixo Z.

As distribuições de densidade e do número de Mach do escoamento são mos-
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trados, respectivamente, na Figs. 6.23a e 6.23b. Na Figura 6.24 é ilustrada a distribuição

de pressão na superfı́cie da esfera em função do ângulo θ para γ = 1, 4. Nessa mesma

figura também estão os dados de Oliver (1956), para fins de comparação.

(a) (b)

Figura 6.23: Escoamento hipersônico sobre a esfera. (a) Distribuição de densidade; e

(b) Distribuição do número de Mach.
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Figura 6.24: Distribuição de pressão ao redor de esfera e comparação com valores

experimentais (OLIVER, 1956).

Figura 6.25: Distribuição de pressão na superfı́cie da esfera.
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7 Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros

Foram determinados resultados numéricos para escoamentos compressı́veis,

nos regimes supersônico e hipersônico, invı́scidos e não-difusivos e em regime perma-

nente, regidos pelas equações de Euler utilizando o método de elementos finitos, FEM.

Para isso o esquema CBS foi utilizado, com inserção de termos artificiais de viscosidade

para lidar com as caracterı́sticas ondas de choque que surgem em tais escoamentos.

Além disso, um procedimento para o refinamento adaptativo de malhas por enrique-

cimento foi implementado utilizando conceitos coerentes com aqueles encontrados na

literatura.

Como visto nos resultados comparativos entre os casos bidimensional do ci-

lindro infinito e axissimétrico da esfera, as constantes para o controle da viscosidade

artificial exercem grande influência no processo de convergência e na qualidade dos

resultados, o que demonstra o grande cuidado a ser tomado na utilização dessas cons-

tantes. O esquema implementado para adição de viscosidade numérica controlada por

pressão (pressure switch), em conjunto com a técnica de refinamento, contribuiu muito

na determinação dos bons resultados.

Pôde ser visto que o refinamento adaptativo também melhorou de forma muito

significativa os resultados, principalmente em locais próximo às ondas de choque.

A técnica de enriquecimento mostrou-se bastante vantajosa, desde que associada à

uma efetiva forma de controle para restrição das áreas, no caso bidimensional ou

axissimétrico, ou dos volumes para o caso tridimensional. Isso, de modo a evitar o

refinamento excessivo dos elementos à tamanhos próximos de zero, principalmente em

regiões de ocorrência de ondas de choque.

Os softwares integrantes ou utilizados para realização do trabalho são todos

livres, ou seja, publicamente acessı́veis. Essa integração demonstrou, por meio dos

resultados obtidos, as possibilidades e facilidades de se trabalhar com código livre.

Dessa maneira o código serve de continuidade àqueles que o integraram, uma vez que

uma outra pessoa também pode modificar ou dar continuidade ao aplicativo feito neste
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trabalho. A interface gráfica, criada em Python, mostrou-se muito versátil, servindo

como uma ferramenta prática ao usuário em todo o pré-processamento, como por

exemplo no estabelecimento interativo das condições de contorno.

Mesmo existindo uma diversidade de bibliotecas para criação de interfaces

gráficas em Python, Blender se adequou muito bem para esse propósito. De fato,

Blender já possui um grande número de recursos gráficos, o que facilita a manipulação

de dados referentes a objetos do método de elementos finitos, como por exemplo, os

nós e as faces dos elementos.

Na verdade, o aplicativo por si mesmo constituiu umas das grandes meta

deste trabalho. Nele, procurou-se incorporar versatilidade e flexibilidade, de forma

a tornar-se um aplicativo portável para uma possı́vel incrementação em seu código

fonte. E tudo isso foi possı́vel principalmente à linguagem integrante do aplicativo,

Python, que permitiu ligar uma interface de pré-processamento de alto nı́vel criada em

Python e utilizada dentro de Blender, ao códigos nas linguagens C e C + + para criação

e manipulação das malhas não-estruturadas utilizadas.

O aplicativo foi processado em dois sistemas operacionais diferentes, a saber,

o Microsoft Windows XP c© e o Linux GNU Debian e, sem nenhuma modificação que

possa ser considerada relevante, os resultados puderam ser reproduzidos em ambos

os sistemas. O tempo de processamento para um problema em regime permanente,

independentemente se bi ou tridimensinal, incluindo o tempo gasto com as iterações

para refinamento, com ≈ 3000 nós é de 2,5 horas de relógio. Este mostrou-se função

principalmente do número de nós e conseqüentemente, de elementos.

A paralelização do aplicativo é algo pensado como um futuro trabalho, assim

como a inserção dos termos viscosos e de difusão de calor nas equações de Euler,

para então poder se trabalhar com as Equações de Navier-Stokes. Na verdade, este

resolvedor das Equações de Euler pode ser extendido para estudar escoamentos de não-

equilı́brio termoquı́mico. Antes, é necessário que outros resultados sejam tomados para

uma validação mais geral do aplicativo resolvendo as Equações de Euler, e estes podem

ser obtidos do grande número de problemas nas áreas da supersônica e hipersônica de

escoamentos.
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HäUSER, J. et al. Computational aerothermodynamics for 2d and 3d space vehicles.
Computational Methods in Hypersonic Aerodynamics, Noordwijk, v. 25, n. 2, p. 447–490,
1991.

JAMESON, A. Solution of the euler equations by a multi-grid method. Applied
Mathematics and Computations, Houston, v. 13, p. 327–356, Março 1983.

JAMESON, A.; MAVRIPLIS, D. J. Finite volume solution of the two-dimensional euler
equations on a regular triangular mesh. AIAA Journal, v. 24, n. 4, p. 611–618, 1986.



90

JAMESON, A.; SCHMIDT, W.; TURKEL, E. Numerical solution of the euler equations
by finite volume methods using runge-kutta time stepping schemes. In: FLUID AND
PLASMA DYNAMICS CONFERENCE, 1981, Palo Alto. Hypersonic Flows for Reentry
Problems. Palo Alto: AIAA, 1981. p. 15.

JOHNSTON, I. A. Simulation of flow around hypersonic blunt-nosed vehicles for the
calibration of air data system, 1999. 204 f. Tese (Doutorado) — The University of
Queensland, 1999.

KEENAN, J. A. Simulation of ablation in earth atmospheric entry. In: THER-
MOPHYSICS CONFERENCE, 28., 1993, Orlando. Anais... Orlando: AIAA, 1993. p.
101–113.

LAX, P. D.; WENDROFF, B. Systems of conservation laws. Communications on Pure and
Applied Mathematics, v. 13, n. 2, p. 217–237, Maio 1960.

LECLERCQ, M. P.; STOUFFLET, B. Characteristic multigrid method application
to solve the euler equations with unstructured and unnested grids. Journal of
Computational Physics, Saint-Cloud, v. 104, p. 329–346, Fevereiro 1992.

LEWIS, R. W.; NITHIARASU, P.; SEETHARAMU, K. N. Fundamentals of the finite
element method for heat and fluid flow. Chichester: Wiley, 2004. 333 p. (Fluid Dynamics).
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APÊNDICE A -- Exemplo de Utilização do Aplicativo

Na Figura A.1 é ilustrado o problema bidimensional de escoamento supersônico

a Mach 3 sobre uma rampa. Trata-se de um domı́nio simples, mas classicamente es-

tudado em problemas supersônicos e hipersônicos. Nesta seção segue um exemplo

de utilização do aplicativo neste problema. Blender, que será utilizado aqui, pode

ser baixado gratuitamente na internet, tanto em seu código fonte quanto na forma

executável, é um programa para criação e manipulação de formas geométricas tridi-

mensionais. Existe um grande número de ótimos tutoriais de Blender disponı́veis na

internet. Dessa forma, é recomendado que o leitor tenha alguma familiarização com

o software Blender, ao menos com a criação de formas simples como retas, cı́rculos e

retângulos e com os comandos do programa.

Figura A.1: Escoamento supersônico sobre uma rampa.

O primeiro passo é criar pré-processar o problema em Blender. Para isso se

inicializa o arquivo pySolver.bat, que se encontra no diretório de instalação. Ele inicializa

Blender, já configurado para a utilização de pySolver. Feito isso, será apresentada na tela

uma imagem parecida com a esboçada na Fig. A.2. No centro há a tela de visualização

3D (3D View) de Blender e abaixo dela existem dois botões, que são as interfaces para

solução de problemas bi e tridimensionais respectivamente.
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Figura A.2: Criando o domı́nio com o auxı́lio de Blender. Escoamento supersônico
sobre uma rampa.

Escolhendo o botão para o caso bidimensional a seguinte janela se abre, ilus-

trada na Figura A.3. No lugar dos dois botões agora existem 12 botões. Cada um

deles possui uma função, especı́ficada na Tabela A.1. Utilizando a opção Constants é

mostrado um menu com as constantes e parêtros para o escoamento analizado. Esse

menu é mostrado na Figura A.4.
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Figura A.3: Menu Principal da interface em Blender.

Tabela A.1: Resumo das funções do usuário da interface apresentada na Figura A.3.

Add Edges Adiciona uma fronteira selecionada e define sua condição de contorno

Constants Apresenta os valores das principais propriedades e constantes utilizadas

Hole Adiciona uma fronteira interna como buraco ou parede

Bidimensional Alterna entre os modos Bidimensional e Axissimétrico

Triangulate Uma vez selecionadas todas as fronteiras triangulariza o dominio

Save Salva as configuração atual

Save Mesh Salva a malha criada (Após usar Triangulate)

Make Salva o problema com a extensão .datsolve
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Figura A.4: Parte do menu de constantes e parâmetros.

Apresentadas algumas caracterı́sticas principais da interface, é hora de começar

a resolver o problema proposto neste apêndice. O domı́nio criado na Janela 3D de

Blender é constituido de cinco linhas retas nas proporções conforme Figura A.1 e é

mostrado na Figura A.5.

Figura A.5: Domı́nio criado em Blender.

O próximo passo agora é definir numéricamente esse domı́nio, colocando as
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condições de contorno. Como exemplo, seleciona-se somente o lado (edge) correspon-

dente à saı́da (jusante) do escoamento. Depois de selecionado clica-se no botão Add

Edges e escolhendo então a condição de contorno de saı́da (Outlet), como ilustrado na

Figura A.6.

Figura A.6: Colocando a condição de contorno de saı́da.

Procedendo similarmente, são colocadas as condições de contorno de parede

(Solid Wall), de simetria (Symmetri), e de entrada (Inlet). Dessa forma, o domı́nio

está pronto pra ser triangularizado, o que é feito pressionando o botão Triangulate.

Verificadas as constantes e parâmetros, cria-se o problema com o botão Make, sendo

então solicitado um caminho para salvar o arquivo de solução do programa. Nesse

caso, o arquivo foi salvo como rampa.datsolve.

Executando o script pySolver.py, será solicitado um caminho para o arquivo a
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ser resolvido, que aqui se chama rampa.datsolve. Antes, porém, alguns parâmetros ainda

podem ser modificados no arquivo que é salvo automaticamente, nome-do-arquivo.conf,

que nesse caso será rampa.conf. Uma vez executado o script, os resultados são salvos

com a extensão .plt, e contém a maioria das informações a respeito do escoamento.

O arquivo .plt é utilizado aqui com o aplicativo open-source Visit. Resultados do

refinamento da malha e do campo de pressão são respectivamente apresentados nas

Figuras A.7 e A.8.

Figura A.7: Malha refinada.

O refinamento próximo às regiões crı́ticas do escoamento depende tanto do

número de iterações de refinamento quanto da razão de erro, necessária para que ele

não refine em pontos desnecessários. Estes dois parâmetros podem ser previamente

escolhidos antes da solução de um determinado problema, tanto na construção do

problema em Blender, quanto por meio da alteração do arquivo nome-do-arquivo.conf.

Na Figura A.8 foi apresentado o campo de pressão para esse problema, mas outras

variáveis como velocidade e energia, através dos quais são calculadas outras variáveis

como temperatura por exemplo, estão contidas no arquivo de resultados. O código
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pode ainda ser prontamente alterado para salvar outras propriedades e parâmetros nos

resultados.

Figura A.8: Campo de pressão para o escoamento em rampa ilustrado na Figura A.1.

A utilização proposta aqui tentou ser a mais dinâmica possı́vel. Espera-se,

que a interface criada aqui, utilizando a ótima interface de Blender, seja melhorada

continuamente com a contribuição de outro usuários ou então que esta possa servir de

base ou exemplo para utilização em outro aplicativo.



101

APÊNDICE B -- Estrutura do Aplicativo

Com relação à estrutura, ao framework criado, o aplicativo possui as carac-

terı́sticas dos códigos para discretização espacial em C e C + +, Triangle e TetGen

respectivamente. As estruturas para o armazenamento de dados como nós e elementos

de Triangle e TetGen são utilizados e outras novas foram criadas para armazenar as

variáveis do escoamento como, por exemplo, as velocidades, a energia e pressão.

O alocamento e desalocamento dinâmico de memória são constantemente usa-

dos, devido principalmente ao refinamento adaptativo da malha, que exige que muitos

nós se desloquem de suas antigas posições e que os novos nós, e consequentemente os

novos elementos, adicionados obedeçam as regras de conectividade entre eles. Dessa

maneira, novas arrays (que constituem o principal tipo de estrutura utilizado) são cri-

adas a cada iteração de refinamento tanto para as propriedades da malha, como nós e

elementos quanto para as variáveis trabalhadas no escoamento.

Para ”agrupar”estas arrays de acordo com suas propriedades, conseguindo

uma melhor organização do programa, foram criadas structs em C para um determinado

grupo de variáveis e que apontam (pointer structs) para estas variáveis. Isso facilita

seu acessamento, tanto em C quanto na hora de utilizar estas variáveis em Python

onde, como objetos, estas podem ser tratadas em objetos de alto nı́vel como classes e

dicionários.

Com relação à documentação, Python possui um passo à frente em relação às

linguagens convencionais, devido ao seu mecanismo de ajuda via interpretador. Além

disso, o código em Python, uma vez que não necessita de compilação, e devido à sua

simplicidade de leitura e principalmente dos vários comentários no código, não será

discutido neste apêndice.

Para o código em C, a Tabela B.1 apresenta as principais estruturas utilizadas

no aplicativo desenvolvido. Com relação às estruturas das malhas, são indicadas as

referências (SHEWCHUK, 1996) e (SI, 2006). Todas as arrays estão contidas em uma
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struct, chamada globais, uma vez que contém variáveis globais, e por isso estas são

apresentadas na Tabela B.1 com os caracteres globais. no inı́cio do nome.

Tabela B.1: Arrays utilizadas no aplicativo.

Variável Array com os valores nodais

globais.R Densidade.

globais.U Velocidade na direção x.

globais.V Velocidade na direção y.

globais.W Velocidade na direção z.

globais.P Pressão.

globais.E Energia.

As variáveis mostradas na Tabela B.1 e as outras variáveis utilizadas estão

descritas também no arquivo header frame.h, contido no código fonte. Todas as estrutu-

ras de dados seguem aquelas apresentadas na Tabela B.1. Após compilado, na forma

de uma extensão em Python, as funções são interpretadas em um simples script em

Python. Sendo assim os passos para solução das equações, discutidos na Seção 3.3, são

chamados através de métodos em Python, que por sua vez executam funções em C para

realizar estes passos. Estas funções estão nomeadas e comentadas adequadamente no

código em C e C + +. Além disso, a análise dos resultados pode ser feita diretamente

em Python.

A convergência da solução é baseada nas diferenças entre o valor das variáveis

no passo atual e no anterior, e um valor máximo é especificado, definindo o regime

permanente. A solução de um problema no aplicativo segue o diagrama ilustrado na

Figura B.1.
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Figura B.1: Diagrama simplificativo do funcionamento interno aplicativo.

O código desenvolvido neste trabalho, utilizando o algoritmo CBS, é open-

source e foi baseado no programa CBSflow, apresentado em (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,

2000a). Uma vez que muitos outros problemas de dinâmicas dos fluidos além de

escoamentos supersônicos e hipersônicos, como escoamento em meios porosos e tur-

bulência entre outros, já foram simulados utilizando o esquema CBS, espera que esse

aplicativo possa ser utilizado, depois das devidas alterações e extensões, para se resol-

ver problemas de naturezas diferentes daqueles estudados neste trabalho.
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