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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo geral obter as transformacoes de Lorentz da Rela-
tividade Especial apresentando uma aplicacio da Algebra Linear, a partir das transforma-
¢oes pseudo-ortogonais definidas para os espacos pseudo-euclidianos, o objetivo especifico
é demonstrar sua invariancia sob as transformacgoes de Lorentz e discutir as transforma-
¢oes de Lorentz como estrutura de grupo e suas representacoes.

Palavras-chave: Métodos Matematicos, Aplicacoes da Algebra Linear, Relatividade
Especial.



Abstract

The present work has for general objective to obtain the Lorentz transformations of
Special Relativity presenting an application of Linear Algebra, from the pseudo-orthogonal
transformations defined for the pseudo-Euclidean spaces, the specific objective is to de-
monstrate its invariance under the Lorentz transformations and discuss the Lorentz trans-
formations as a group structure and its representations.

Keywords: Mathematical Methods, Linear Algebra Applications, Special Relativity.
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1 Introducao

Por volta da metade do século XIX, um ramo da Fisica Classica conhecido por ele-
tromagnetismo, adquire uma formulacao matematica suscinta e generalizada baseada no
conceito de campo e que considerava a existéncia de uma substancia, que permeiava todo
o universo, denominada éter. Aparentemente nao tinha estrutura epistemolégica distinta,
porém a medida que se aprofundava a discussao do tema era percebido que o eletromag-
netismo nao se comportava da mesma maneira que as outras leis da Fisica conhecidas até
entao. Enquanto na mecanica as leis permaneciam inalteradas para os chamados referen-
ciais inerciais, o eletromagnetismo por sua vez, parecia possuir um referencial especial. As
leis da mecanica obedeciam a relatividade de Galileu e eram denominadas de covariantes,
ja o eletromagnetismo nao se adequava a isso (BEZERRA, 2006; DTAS; MORAIS, 2014).

Essa inconsisténcia evidente das leis do eletromagnetismo na representagao apresen-
tada por James Clerk Maxwell (1831-1879), em relagdo aos referenciais galileanos, nao
passaram desapercebidas. Embora esse talentoso fisico e mateméatico tenha conseguido
reescrever as equacoes que descreviam os fendmenos elétricos e magnéticos em apenas
quatro equagdes, trazendo uma elegiancia matematica na forma de apresentar tais resulta-
dos unificando a eletricidade, o magnetismo e a ética, existia a necessidade de corroborar
experimentalmente esses resultados (SEIXAS, 2005).

As equagoes do eletromagnetismo nao eram covariantes pelo principio da relatividade
galileana e os resultados apresentados por Maxwell carregavam essa inconveniéncia que
poderia ser sanada adotando-se um referencial absoluto para manter sua validade. As-
sim, varios cientistas buscaram uma maneira de confirmar a existéncia desse referencial
absoluto ou éter.

Segundo Barros et al. (2005), varios conceitos de éter foram sugeridos. O fisico e ma-
tematico dinamarqués Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) conseguiu impor sua opiniao
partindo do conceito de éter de Fresnel (1788-1827), ou seja, de que o éter de Fresnel
permeia o espaco e nio é afetado pelo movimento dos corpos. E conveniente salientar
ainda que o conceito de éter proposto por Lorentz nao remete ao modelo aristotélico
do universo, no qual o conceito de éter era a contraposi¢do ao vacuo (vazio de matéria)
(EVORA, 2007). Os defensores da teoria de Maxwell defendiam a existéncia do éter,

supondo que esse era o referencial absoluto no qual as leis de Maxwell eram validas ou
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Introducao 11

invariantes.

Em 1809, Frangois Jean Dominique Arago (1786-1853) realizou um experimento para
detectar o movimento da Terra em relacdo ao éter, obtendo resultado nulo. Varios experi-
mentos foram propostos, porém uma visao simplista é apresentada em relagao a atmosfera
cientifica pré-teoria da relatividade restrita. Aparentemente o mundo cientifico, de acordo
com os fatos historicos, acreditava que o éter pudesse ser detectado pelo interferometro
dos cientistas estadunidenses Michelson (1852-1931) e Morley (1838-1923). Porém, os re-
sultados obtidos demonstraram o contrario e, assim, como o de Arago, o resultado foi nulo.
De acordo com os resultados compilados da experiéncia de Michelson-Morley, concluia-se
que o éter nao existia, ou seja, o deslocamento das franjas de interferéncia, comprovando
a velocidade relativa da Terra em relagao ao éter, nao foi observado. Foi um forte impacto
para os defensores das equagoes (leis) de Maxwell. De qualquer forma, a ideia de éter de
Fresnel como referencial absoluto prosperou entre os periodos das publicagoes de Maxwell
até 1886, aproximadamente um quarto de século. Maxwell tinha defensores, fisicos e ma-
tematicos, que se debrugaram sobre o problema com o objetivo de salvar o legado de uma
teoria tao original. A relatividade galileana se aplicava perfeitamente as leis da mecanica,
porém as leis do eletromagnetismo nao se ajustavam a esse conceito (MARTINS, 2012;
DARRIGOL, 2000).

No contexto do final do século XIX, varios experimentos tinham fracassado, ou sim-
plesmente obtido resultado nulo no cédlculo da velocidade relativa da Terra em relacao
ao éter de Fresnel. O experimento de Michelson-Morley em 1886 nao desencorajou total-
mente aqueles que persistiam com a ideia de éter de Fresnel. Neste sentido, Lorentz com a
teoria de tempo local e George Francis Fitzgerald (1851-1901) com a teoria de contragao
do espago, buscavam explicar o experimento de Michelson-Morley considerando o éter.
Na busca de contornar o fato de que as leis do eletromagnetismo nao eram covariantes,
surgem as chamadas transformagoes de Lorentz, vistas apenas como artificio matematico.
Albert Einstein (1879-1955) elaborou e publicou em 1905 o artigo “Sobre a eletrodiné-
mica dos corpos em movimento”, que por sua vez, estava de acordo com o experimento
de Michelson-Morley (DARRIGOL, 2000; ROBERTSON, 1949).

O ponto de vista de Einstein era bastante peculiar e mudou o paradigma até entao
aceito, além de trazer um modelo novo. Suas ideias inovadoras permitiram concluir que
o0 espaco esta vinculado a matéria, enquanto para Newton o espago era absoluto, ou seja,
a matéria ocupa lugar no espago e esse existe independente da matéria. O conceito de
tempo absoluto e que nao tem relacdo com nada externo a ele também foi revisto por
Einstein. Em outras palavras, a medida do tempo passou a considerar a matéria, sendo
tempo e matéria grandezas dependentes (STACHEL, 2004). Dessa forma, com o objetivo
de corrigir a nao covariancia das leis do eletromagnetismo, surgiu a teoria que conhecemos
atualmente por teoria da relatividade restrita.

O presente trabalho tem por objetivo geral obter as transformagoes de Lorentz da Rela-
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tividade Especial apresentando uma aplicacéo da Algebra Linear, a partir das transforma-
¢oes pseudo-ortogonais definidas para os espacos pseudo-euclidianos, o objetivo especifico
é demonstrar sua invaridncia sob as transformacoes de Lorentz e discutir as transforma-
¢oes de Lorentz como estrutura de grupo e suas representacoes.

No capitulo 2, aborda-se a invariancia de Galileu onde os sistemas referenciais se mo-
vem com velocidade relativa constante um em relacao ao outro. Na sequéncia, apresentam-
se as transformacoes de Galileu e detalha-se porque as leis da mecanica sao idénticas em
todos os referenciais inerciais.

No capitulo 3, sdo apresentados os aspectos histéricos que antecederam o desenvolvi-
mento das equagoes para o eletromagnetismo propostas por Maxwell e se apresentam as
equagoes de Maxwell na configuracao proposta nos anos iniciais dos cursos superiores das
areas de exatas, demonstrando-se que as leis do eletromagnetismo nao sao invariantes sob
transformacoes de Galileu.

No capitulo 3, detalham-se os aspectos historicos relativos as transformacoes de Lo-
rentz e se desenvolve o contetido de dlgebra linear, mais especificamente descreve-se base,
produto interno, espaco euclidiano e pseudo-euclidiano, consequentemente, obtém-se a
transformacao de Lorentz via algebra linear.

No capitulo 4, realiza-se uma apresentagao das principais defini¢oes de teoria de gru-
pos, tais como, lei de composicao interna, propriedades de uma operagao, grupdide, se-
migrupo, mondide, grupos, subgrupos e homomorfismo de grupo. Com isso, pretende-se
preparar o leitor para compreender, sem grandes dificuldades, os grupos de Galileu e de
Lorentz e, consequentemente, ampliar o seu repertério matematico ao lidar com as leis do

eletromagnetismo.



2 Mecanica newtoniana e os

referenciais inerciais

Neste capitulo aborda-se a invaridncia de Galileu, onde os sistemas referenciais se
movem com velocidade relativa constante um em relagdo ao outro. Ademais, também é
tratado na sequéncia as transformagcoes de Galileu, na qual detalha-se porque as leis da

mecanica sdo idénticas em todos os referenciais inerciais.

2.1 Invariancia Galileana

Consideremos um observador S em repouso (parado) em um porto e outro observador
S’ em um navio, carregado de contéineres, que se move com velocidade constante V' em
relacdo ao observador S. Podemos afirmar que o observador S observa os contéineres
em movimento, enquanto para o observador S’ os contéineres permanecem em repouso.
Esse evento revela que o movimento é relativo, isto é, nao existe movimento absoluto,
no sentido de que o observador nao conseguira determinar se estd em movimento ou em
repouso. Assim, para descrevermos o movimento podemos adotar diferentes referenciais
(observadores).

O movimento pode ser descrito por sistemas de referenciais ditos inerciais, ou seja,
sistemas que se movem com velocidade constante relativa um em relagao ao outro. Esses
referenciais sdo nao acelerados e nao existe um referencial absoluto (preferencial).

As leis da mecanica classica devem ser consideradas na descricdo do movimento de

corpos fisicos. E baseada em um conjunto de hipdteses:

1. O espaco é euclidiano, isto é, os axiomas e os principais resultados da geometria

euclidiana sao validos;

2. O espago ¢ homogéneo e isotropico, ou seja, nao hé distingao entre regioes do espago

e nao ha diregdo preferencial, respectivamente;

3. As leis de Newton do movimento sao validas em referenciais inerciais. Sao elas:

13



Transformacoes de Galileu 14

1* Lei de Newton ou Lei da Inércia: Todo corpo tende a ficar em
repouso ou em movimento retilineo uniforme a nao ser que seja compelido

a mudar seu estado sob a acao de uma forga externa.

A primeira lei de Newton é valida em um sistema referencial inercial. Se o planeta
Terra for escolhido como um referencial inercial é importante observar que este sofre
aceleragao devido ao movimento de rotagdo em torno do seu eixo e a0 movimento
de translacao em torno do Sol. Nao existe repouso absoluto, porém as aceleragoes
sofridas pela Terra podem ser consideradas muito pequenas em relagao a sua veloci-
dade. Sendo assim, podemos considerar, em uma primeira aproximagao, o planeta

como um razoavel sistema referencial inercial.

2* Lei de Newton ou Lei da Dinamica: A mudanca de movimento é
proporcional a for¢a motora imprimida e é produzida na dire¢ao da linha

reta na qual aquela for¢a é imprimida.

A segunda lei de Newton pode ser representada algebricamente, sendo a forca F
diretamente proporcional a derivada temporal do momento linear p. Cabe lembrar
que o momento linear é igual ao produto da massa m pela velocidade linear v do
um corpo. Assim, podemos escrever:

dp d(m-v) dm dv

po_dmv) am oY 2.1
dt dt a UM g (2.1)

3* Lei de Newton ou Lei da Acao e Reagao: A toda acao tem-se

uma reacao de mesma intensidade, mesma direcao e sentido contrario.
Como tultima hipotese temos que a Lei da Gravitacdo Universal é valida.

Lei da Gravitacao diz que a forca de atracao miitua entre dois cor-
pos é diretamente proporcional as massas e inversamente proporcional ao
inverso do quadrado da distancia que une os centros de massas desses

COrpos.

Se my e mo sdo as massas dos corpos, r a distdncia em linha reta entre os centros

de massas escrevemos: .
L Gemy-merT

F — 727.

r r

sendo que G é denominada de constante universal.

2.2 Transformacoes de Galileu

Suponhamos dois sistemas de coordenadas S e S’ e que um corpo tem suas coordenadas

(v,y,2) e (2,9, 2") descritas nos sistemas S e S’
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Na mecanica, parte-se da hipétese de Galileu: “As leis basicas da mecanica sao idén-
ticas em todos os sistemas referenciais, desde que nao estejam acelerados uns em relacao
aos outros”. Desse modo, uma transformacao entre sistemas de coordenadas S e S’ serd
dada pela composicao de uma a translagdo e um movimento retilineo com velocidade
constante. Assim, as coordenadas de um ponto sao (z,y, z) no referencial S e este mesmo
ponto terd coordenadas (z',%/, 2") no referencial S’. Suponhamos ainda que no instante
inicial ¢ = 0 as origens de ambos os referenciais coincidem e que o referencial S’ se move
retilineamente com velocidade constante v na diregao do eixo Oz.

A equacao de translacdo com velocidade constante ao longo do eixo Ox é dada por

t=1t
r=a +vt=2a +ot
(2.2)
!
y=y
z=2.

Para obter as velocidades relativas nos sistemas S e S” derivamos as equagoes (2.2)

em relacao a t, resultando em

dv  da'
E = % +v
dy _ dy (2.3)
dt dt
dz  d?
dt —dt
Derivando novamente em relacao a t obtém-se a aceleragao em cada um dos sistemas,
isto é,

d*x da

a2 dt?

Py _ Y (2.4)
dat?  dt”?

Pz d*

a2 di?’

Podemos verificar que a forma algébrica da equagoes no sistema S e no sistema S’ sdo
idénticas, ou seja, invariantes.

Em Fisica, usa-se o termo covariante se as equagdes mantém a forma em sistemas de
referéncias distintos. Observando um corpo material em um sistema referencial inercial
S, a equagao (2.1) referente a segunda lei de Newton assume a forma

d*x

me— = F(x,t). (2.5)

Por outro lado, o mesmo corpo tem seu movimento descrito em relagdo ao sistema
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referencial inercial S’, conforme descrito na equagao (2.5), a forma algébrica da segunda

lei de Newton permanece inalterada, isto é,

da’
dt/2

= F'(«' 1),

Assim sendo, a forca no referencial S e a forca no referencial S’ sao iguais. Concluimos
que as leis da mecanica sao invariantes segundo as Transformagoes de Galileu entre dois

sistemas referenciais inerciais.



3 As Equacoes de Maxwell para o

eletromagnetismo

No presente capitulo sdo apresentados os aspectos historicos que antecederam o de-
senvolvimento das equagoes para o eletromagnetismo propostas por Maxwell, também se
apresentam as equagodes de Maxwell na configuracao proposta nos anos iniciais dos cursos
superiores das areas de exatas, demonstrando-se que as leis do eletromagnetismo nao sao

invariantes sob transformacgoes de Galileu.

3.1 Aspectos histéricos

Segundo Morais (2014), os primeiros relatos a respeito de eletricidade s@o do século
VI a. C., na Jonia, colénia da Grécia. Atribui-se a Tales de Mileto (624-547 a.C.) a
descrigao do fendmeno observado ao esfregar um pedaco de la de carneiro com uma porgao
de elektron. Tales percebeu que particulas de palha seca eram atraidas pelo elektron.
Todavia, esse experimento precisou aguardar 2000 anos para que uma explicacao cientifica.
Hoje sabemos que esse fenomeno é devido a atragao elétrica. Pela importancia dessa
observagdo, a palavra grega elektron, que significa &mbar (resina petrificada), passou a
ser a raiz do nome do ramo da ciéncia que nascia, a eletricidade (SILVA; PIMENTEL,
2008; MORALIS, 2014).

Outro fendmeno tao impressionante quanto a eletricidade foi observado na cidade de
Tessalia, provincia grega. Diz a lenda que o pastor Magnes percebera que a ponta do
seu cajado era atraida por uma pedra especifica que encontrara no caminho; a tal pedra
adquiriu o nome de magnetita, enquanto a regiao tornou-se conhecida por Magnésia. J&
era conhecido desde os tempos de Tales de Mileto que a magnetita era capaz de atrair
ferro e ha registros histéricos acerca do uso de bussolas em 215 a.C (TONIDANDEL;
ARAUJO; BOAVENTURA, 2018).

Coube ao matematico italiano Girolamo Cardano (1501-1576) diferenciar os fenémenos
elétricos e os magnéticos, pois trabalhos anteriores nao diferenciavam atragdo magnética
e elétrica. Em 1600, William Gilbert (1544-1603) publicou a obra De magnete, cujo con-

tetido abordava experimentos elétricos e magnéticos descobertos até entao e acrescentava
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outros, e ainda apresentou a teoria na qual a Terra se comportava como um imenso ima.
Esses conjuntos de experimentos e as respectivas obras deram a ciéncia bases para predi-
zer se a causa de determinado fendmeno era elétrica ou magnética, em um tempo no qual
as explicagoes desses fendomenos nao eram bem estabelecidas (MAGALHAES, 2007).

Por volta de 1660, o fisico Otto von Guericke (1602-1686) apresentou uma maquina
eletrostatica que inventara. Tal dispositivo mecanico era capaz de gerar eletrizagdo por
atrito. Mais um avango na busca de ampliar a compreensao acerca dos fenémenos elétricos.
Somente em 1729, Stephen Gray (1666-1736) conseguiu transferir as cargas armazenadas,
devido ao atrito, em tubos de vidro para outros corpos. Todavia, fez a distin¢ao entre
materiais condutores e nao condutores (RAICIK; PEDUZZI, 2016).

Enquanto o entendimento a respeito do magnetismo permanecia latente, nao se podia
dizer o mesmo em relacao a eletricidade, pois essa apresentava avancos. Entre esses
avangos, estd a descoberta de Charles Francis Dufay (1698-1739), na qual a eletricidade
gerada por meio de atrito foi descrita em dois tipos: a vitrea e a resinosa. Concluiu que
corpos com o mesmo tipo de eletricidade se repelem, enquanto corpos com eletricidade
distintas se atraem (BOSS; CALUZI, 2007). Na Universidade de Leyden, Holanda, um
dispositivo inventado no ano 1744, denominado garrafa de Leyden, era capaz de armazenar
cargas elétricas, pode-se dizer que foi o precursor dos capacitores modernos. As pesquisas
no campo da eletricidade avancavam na Europa. Entretanto, cabe destacar o feito de um
notéavel cientista do Novo Mundo, Benjamin Franklin (1706-1790). Em 1750, Franklin
reportou que havia realizado um experimento com uma pipa contendo uma garrafa de
Leyden na extremidade, em meio a uma tempestade de raios, e concluiu que os raios
eram uma forma de eletricidade capaz de carregar a garrafa de Leyden. Com base nesse
experimento, Franklin cunhou os termos eletricidade positiva e eletricidade negativa.

Em 1785, Charles Augustin Coulomb (1736-1806) apresenta a Academia de Ciéncias
de Paris um equipamento capaz de medir a repulsao de cargas elétricas. Esse equipamento
ficou conhecido com o nome de balanca de tor¢ao. A partir desses experimentos e de outros
subsequentes determinou-se que a atracao ou repulsao eletrostatica variava com o inverso
do quadrado da distancia entre as cargas. Esse resultado é reconhecido como equacao
fundamental da eletrostética ou, simplesmente, Lei de Coulomb (SILVA, 2013). Novas
correlagoes surgiam e campos que aparentemente nao tinham conexao, como a eletricidade
e a fisiologia comegavam a se entrelagar. Luigi Galvani (1737-1798) observou em 1780 que
ao tocar com um bisturi as pernas de um batraquio morto, sobre uma placa metalica,
as pernas do animal morto se moviam. Ele entao concluiu que tal evento era devido a
cletricidade, o que levou a um debate entre ele e Alessandro Volta (1745-1827) (RAICIK,
2020). Segundo Martins (1999), Alessandro Volta desenvolveu um aparato experimental
capaz de transformar energia quimica em energia elétrica, que consistia em duas barras
de metais distintas em contato com uma solucao acida. Essa configuracao permitia os

elétrons migrarem de uma barra metalica para outra, através da solucao acida. Surgia a
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primeira pilha, denominada pilha de Volta.

No ano de 1820, um experimento cientifico mostrara que a eletricidade, embora nao
parecesse até entao, tinha correlagdo com o magnetismo. Coube ao fisico dinamarqués
Hans Christian Oersted (1777-1851), em uma apresentacdo publica, demonstrar que a
agulha de uma bussola era defletida nas imediagoes de um fio condutor ligado a uma
fonte de tensdo continua em circuito fechado. O experimento de Oersted se distinguia de
outros da mesma época em que se buscava uma correlacao entre eletricidade e magnetismo
com base em circuitos abertos. Dessa forma, a ciéncia do eletromagnetismo comecava a
vislumbrar o futuro (CHAIB; ASSIS, 2007). Apesar de demonstrar a correlagdo entre
eletricidade e magnetismo, Oersted se limitou a explicar o fendémeno de forma qualitativa.
Por outro lado, os fisicos franceses Jean-Baptiste Biot (1774-1862) e Félix Savart (1791-
1841) apresentaram uma solu¢ao quantitativa na qual o campo magnético ao redor de um
condutor retilineo é diretamente proporcional a corrente elétrica que atravessa a area de
secao reta do condutor e inversamente proporcional a distancia. Portanto, uma lei que
fornece um campo magnético gerado por uma corrente constante no tempo. Essa lei é
conhecida como Lei de Biot-Savart (SANTOS; GARDELLI, 2017).

Em 1823, André-Marie Ampere (1775-1836) demonstrou a Academia de Ciéncias de
Paris que, dispondo de um condutor elétrico (bastao) fixo e outro mével, ao atravessa-
los com uma corrente elétrica continua, o condutor movel se aproximava ou se afastava
do condutor fixo, dependendo dos sentidos das correntes elétricas. Assim, os condutores
adquiriam forcas de atracao ou repuls@ao. Com esse experimento, verificou-se ser possivel
produzir magnetismo, apenas com corrente elétrica. Atualmente, conhecemos esse fato
como lei de Ampere (ASSIS, 2010; CALUZZI, 2012). A eletrodindmica, ramo da eletri-
cidade que trata da conducao de elétrons através de condutores devido a aplicagao de
uma diferenca de potencial era enriquecida com os experimentos de Georg Simon Ohm
(1789-1854). A Lei de Ohm estabelece que a corrente elétrica é diretamente proporcional
a diferenca de potencial. Todavia, demonstrou-se que a resisténcia elétrica depende dire-
tamente do comprimento do condutor e da resistividade, e é inversamente proporcional a
area da seccao reta desse condutor (ROCHA; SANTIAGO, 2017).

Segundo Hessel, Freschi e Santos (2015), Michael Faraday (1791-1862) demonstrou
experimentalmente, em 1831, que o movimento de imas préximos a uma bobina condutora
promovia o aparecimento de corrente elétrica na bobina. Também foi observado que, se
o ima permanecesse em repouso enquanto a bobina condutora se movimentava na sua
imediacao, aparecia corrente elétrica. Assim, se existia uma corrente na bobina é porque
uma forca eletromotriz a gerara. Embora as observacoes descritas por Faraday fossem
verdadeiras e reprodutiveis faltava uma descri¢cao matematica para o fendmeno. Isso coube
a Franz Ernst Neumann (1798-1895) e a equacgao descreve a lei de inducao de Faraday-
Neumann (HESSEL; FRESCHI; SANTOS, 2015). Cabe ressaltar que o estadunidense

Joseph Henry (1797-1878) chegara a mesma conclusao que Faraday a respeito da inducao
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eletromagnética e a conversao de magnetismo em eletricidade cerca de um ano antes,
embora tenha explicado o fendmeno com menos detalhes do que o cientista inglés. Outro
estadunidense, Heinrich Lenz (1804-1865), percebeu que o sentido da corrente elétrica
induzida gera um campo magnético criado por ela e esse opoe-se a variacao do campo
magnético que produziu a corrente elétrica. Dessa forma, a lei de conservacao de energia
é preservada. O sinal negativo na equacao da Lei de Indugdo de Faraday é contribuicao
da Lei de Lenz (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

Havia algumas equacoes que buscavam explicar os fendmenos eletromagnéticos. Coube
a James Clark Maxwell (1831-1879) a perspicécia de descrever todos os fenémenos eletro-
magnéticos apresentando quatro equacoes, sendo que em uma das equacoes acrescentou
o conceito de corrente de deslocamento. Além disso, apresentou sua descricio matema-
tica com base na teoria de campos. No entanto, suas equagoes nao eram covariantes, ou
seja, nao preservavam a forma com a mudanca de referencial inercial. Entao, para que
as equagoes estivessem em consonancia com a Fisica vigente, foi sugerido um referencial
absoluto, ou éter de Fresnel. Cabia entao, aos cientistas experimentais, encontrar evidén-
cias da existéncia de tal substancia. Além disso, Maxwell aplicou o operador rotacional
na equacao de Ampere e verificou que o campo elétrico satisfazia a equacao de onda,
concluindo o mesmo com relagdo ao campo magnético e demostrou que ambos os campos
se propagavam com a velocidade ¢ da luz. As equacoes de Maxwell descreviam a unido
entre eletricidade e magnetismo e também a éptica, isto é, o eletromagnetismo se fundia

A éptica (OBERZINER, 2008; FERREIRA, 2015).

3.2 As equacoes de Maxwell

Vimos no capitulo 2 que as leis da mecénica sdo invariantes sobre as Transformacoes
de Galileu entre dois sistemas referenciais inerciais.

Vamos agora verificar se essa invariancia se estende a outras areas da Fisica, por
exemplo, ao eletromagnetismo. Neste sentido, para melhor compreensao vamos relembrar

as equagoes de Maxwell que regem o eletromagnetismo.

1. A primeira lei é conhecida como lei de Gauss para campos elétricos e é dada, em

unidades no sistema internacional de medidas, por:

v-E=" (3.1)

€0
onde V - E denota o divergente do campo (vetorial) E. Interpreta-se que o fluxo
de campo elétrico E através de uma superficie fechada é proporcional a densidade
de carga elétrica p envolvida pela superficie sendo €9 a permissividade elétrica no

vacuo.
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2. A segunda lei é dada por
V-B=0. (3.2)

onde V - B denota o divergente do campo (vetorial) B. Essa lei é conhecida como
lei de Gauss para campos magnéticos, com unidades no sistema internacional de
medidas. Interpreta-se que o fluxo magnético através de uma superficie fechada é

sempre igual a zero sendo B o campo magnético.

3. Em seguida temos a lei de Faraday que, em unidades no sistema internacional de

medidas, é dada por:

. B
VXxE= _aﬁt (3.3)

onde V x E denota o rotacional do campo E e afirma que a variagao de fluxo

magnético induz um campo elétrico.

4. Por ultimo temos

= OE
VxB= /L()J + ,uof:‘()a. (34)

onde V x B denota o rotacional do campo B. Essa lei é conhecida como lei de
Ampere-Maxwell, com unidades no sistema internacional de medidas. Interpreta-se
que o primeiro termo do lado direito é referente a densidade de corrente elétrica,
por exemplo, a corrente que flui através de um fio, enquanto o segundo termo do
lado direito é denominado de corrente de deslocamento, por exemplo, a variagao do
campo elétrico entre as placas de um capacitor gera um campo magnético sendo J

a densidade de corrente elétrica.

Vamos considerar as equagoes 3.1 e 3.2 em um sistema de coordenadas inercial S.

As componentes do divergente do campo elétrico E = (E1, By, E3) sao dadas por:

oF OF OF
1 n 2 I 3 P

= —. 3.5
ox oy 0z €0 (3:5)
Para o campo magnético B= (B1, By, B3) temos também,
0B, 0B, 0B
() (3.6)

Ox oy 0z

Inicialmente lembramos que as derivadas parciais das transformacoes de Galileu sao
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dadas por

o 0
ot ot
o 0
dx Oz
o 0
dy oy
o 0
dz 9z

0

v
ox’

Aplicando as transformagoes as transformacoes (3.7) é facil verificar que a forma al-

gébrica para o divergente, e consequentemente, das equacoes (3.5) e (3.6) ndo teremos

alteracao na suas formas algébricas, isto é,

sendo E' = (E!, E) E}) e B’

OF, OF, O, p

ox’ * dy 07 e (38)
OBy 0By 0B

5 o 9 =" (3.9)

nético, respectivamente, no referencial S’.

(Bj, By, B;) as componentes dos campos elétrico e mag-

Passemos a andlise para a equagao (3.3). No sistema referencial inercial S, essa equagao

¢ dada por:
OE; 0E, 0B
oy 0z ot
OF, OFEjs 0B,
— — q
0z Ox ot (310)
OE, OE, _ 0Bj
ox dy ot
Aplicando-se as transformagoes (3.7) nas componentes (3.10) obtemos
OE; 0B, 0B U@Bl
oy’ 0z ox!
(‘9E1 8E3 . 832 aBQ
9 o +U3x’ . (3.11)
OE, OEi  0Bs U@Bg
ox' oy oz’
Isolando 5 2 equagdo (3.9) segue que
x
0B, 0By, 0B;
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e substituindo na primeira equagao de (3.11) tem-se,

OB; 0B, 0B 0B, OB;

oy o0 ov Uy o)

Aplicando a propriedade distributiva,

Reagrupando os termos,

0B, | 0B)\ (9B 0B\ _ 0B
oy’ oy’ ot

0z v 0z

Concluimos que
0B,

TR (3.12)

0 0
aiy/ (Eg + /UBQ) — % (EQ — /UB3) =

Mantendo a forma algébrica da primeira equagao de (3.10) para o sistema S’ e com-

parando com (3.12) obtemos que

Eé = E3 + UBQ
E,=FE,—vB; . (3.13)
B, = B,.

Da segunda equagao de (3.10) obtém-se

o~ g B ==
Segue assim que
E| = F;
E,=E;+vB;y - (3.14)
By = Bs.

Verificamos que a segunda condigao de (3.14) estd consistente com a primeira condigao
obtida em (3.13).
Analogamente, a terceira equagao de (3.10) obtém-se
0 0F, 0Bs

9 (B, — By - 22 958
oy (P2~ vBs) By ot
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Segue assim que

E{ = El
E,=FE,—vB; . (3.15)
Bé - Bg.

Observamos que as transformagoes obtidas em (3.13), (3.14) e (3.15) sao consistentes entre
si. Concluimos assim que as leis do eletromagnetismo nao sdo invariantes quando aplica-
mos as transformacoes de Galileu entre dois sistemas referenciais inerciais. Haja visto que
a forma algébrica da equagao se altera conforme o referencial adotado (dependendo de v),
tal resultado é anisotrépico e mostra que ou as equagoes de Maxwell estao incorretas ou
novas transformacoes devem ser consideradas. O presente trabalho demonstrara as novas

transformacoes.



4 As transformacoes de Lorentz

Neste capitulo sao abordados os aspectos histéricos relativos as transformacgoes de
Lorentz, na sequéncia desenvolve-se o contetiido de Algebra Linear, mais especificamente
descreve-se base, produto interno, espaco euclidiano e pseudo-euclidiano, consequente-

mente, obtém-se a transformaciao de Lorentz via Algebra Linear.

4.1 Aspectos histoéricos

Segundo Martins (2012), Augustin Jean Fresnel (1788-1827) elaborou um modelo
quantitativo acerca do éter, no qual supunha que esse preenchia todo o universo, es-
tava em repouso e interagia com corpos transparentes. De acordo com os defensores da
teoria ondulatoéria, a luz apresentava velocidade menor nos meios transparentes e isso po-
deria se explicar devido a densidade do éter ser distinta dentro dos corpos transparentes.
Por meio de suas equagoes, Fresnel conseguia explicar porque alguns experimentos que
buscavam medir os efeitos do movimento da Terra sobre a luz nao obtinham os resultados
esperados.

Um dos experimentos foi realizado em 1809 por Frangois Arago (1786-1853). Ele
buscava observar uma correlacao entre o movimento da Terra e a luz das estrelas e medindo
a deflexao sofrida pela luz estelar ao passar por um prisma, obteve resultado nulo. Em
1839, Jacques Babinet (1794-1872) realizou um experimento pelo método interferométrico,
onde buscava medir a velocidade da luz em um bloco de vidro, no caso em que a luz tinha
o mesmo sentido de movimento da Terra e no caso em que a luz tinha o sentido contrario
- obteve resultado nulo. A teoria do éter de Fresnel gozava de grande reputacao no
século XIX, pois apresentava concordancia com os resultados experimentais, no minimo
nas aproximagoes de primeira ordem (MARTINS, 2012; JUNIOR; LORDELO, 2019).

Os cientistas franceses, Jean Bernard Leon Foucalt (1819-1869) e Armand Hippolyte
Louis Fizeau (1819-1896), realizaram experimentos distintos no qual mediram na Terra a
velocidade da luz e os resultados foram consonantes. Em 1851, em um novo experimento,
Fizeau e Foucault buscavam demonstrar o arrastamento da luz em um meio transparente
em movimento e chegaram a um resultado que corroborava a previsao teédrica da teoria

de Fresnel. Dessa forma, os cientistas do século XIX buscavam detectar o movimento

25
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da Terra em relagao ao éter, haja visto que a teoria de Fresnel previa a existéncia de
tal substancia e, como os resultados experimentais previam que a teoria estava correta,
muitos cientistas se debrugaram sobre esse problema sem sucesso (MARTINS, 2012).

Em 1881, o fisico estadunidense Albert Abraham Michelson (1852-1931), considerando
a velocidade da luz constante em relacao ao éter, construiu um interferémetro e realizou
medidas buscando encontrar resultados distintos da velocidade da luz em relagao a Terra
na direcao do movimento de rotacao e na diregdo ortogonal a essa. Os resultados obtidos
foram nulos, mas a comunidade cientifica alegou que os resultados nao eram confiaveis,
pois vibragoes externas deveriam influenciar as medidas, ponderando que o equipamento
era muito sensivel. Somente em 1887, com o auxilio do fisico Edward Williams Morley
(1838-1923), o interferémetro foi melhorado, eliminou-se a influéncia das vibragoes exter-
nas, conferindo maior confiabilidade ao equipamento. A ideia consiste em medir o padrao
de interferéncia da luz que se propaga em diregoes distintas.

Na figura 4.1 tem-se uma fonte de luz que emite um feixe de luz na dire¢ao horizontal,
onde se encontra um espelho inclinado com 45 graus em relagdo a horizontal. Observa-
se que uma parcela do feixe é refletida em direcao a um espelho na vertical, enquanto
a outra parcela é transmitida através do espelho de 45 graus em dire¢ao a um espelho
colocado atrds no mesmo plano. Os dois feixes perpendiculares entre si sao refletidos
novamente em direcao ao espelho de 45 graus, um dos feixes é refletido, enquanto o outro é
transmitido em dire¢ao a um detector de luz. O resultado esperado pela teoria ondulatoria
da luz seria uma defasagem, ou seja, as velocidades dos feixes seriam distintas ponderando
que as direcoes de propagacao eram distintas. Dessa maneira, um padrao destrutivo de
interferéncia deveria ser observado. O resultado, como é sabido, foi nulo. Em outras
palavras, a velocidade da luz medida era a mesma em ambas as dire¢oes. Assim sendo,
estava abrindo o caminho para uma nova teoria cuja suposi¢ao da existéncia do éter era

desnecessaria.
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Figura 4.1: Interferometro de Michelson-Morley.
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Fonte: <https://brasilescola.uol.com.br/fisica/a-questao-eter-luminifero.htm>.
Acesso em 11 de maio de 2022.

4.2 Espaco vetorial

Um espago vetorial real V' é um conjunto cujos elementos sao denominados vetores
munido de uma operacao de adigao entre seus elementos resultando em um elemento
pertencente a V' (operagao fechada). Além disso, o produto de um vetor por um niimero

real qualquer também ¢é definido resultando em um vetor pertencente ao conjunto V.

Definicao 4.1. Dado um conjunto nao vazio, V, cujo os elementos ;1 e o sao vetores
as operacoes de adig¢ao entre vetores e a multiplicagdo de um vetor por um escalar real

satisfazem as seguintes propriedades:
1. w+ o €V para todo p,o0 € V.
2. ap €V paratodoa e RepueV.

Além disso, essas operagoes no conjunto V' devem satisfazer os seguintes axiomas. Em

relacao a adigcao
1. (u+0)+w=pu+ (0 +w), para todo u,o,w € V (propriedade associativa).
2. u+ o0 =0+ p, para todo u,o € V (propriedade comutativa).

3. Existe o elemento 0 € V tal que u+ 0 = p para todo p € V' (propriedade elemento

neutro da adigdo).

4. Dado p € V existe (—u) € V tal que p+ (—p) = 0 (elemento simétrico).
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Em relagao a multiplicagao
1. (af)p = a(Bu), para todo p € V e a, f € R (propriedade associativa).
2. (a+ B)p = au+ Bu, para todo u € Ve a, B € R (propriedade distributiva).
3. a(u+ o) = ap+ ao, para todo p,0 € V e o € R (propriedade distributiva).
4. 1p = p para todo p € V (propriedade elemento neutro multiplicativo).

O conjunto V' munido das operagoes adi¢do entre vetores e a multiplicagdo de um
vetor por escalar satisfazendo os axiomas acima sera denominado espaco vetorial sobre o

corpo R.

4.3 Base de um espaco vetorial

O conceito de base de um espaco vetorial é muito importante em algebra linear. Para
adquirir uma compreensao mais adequada acerca desse conceito é necessario definir com-

binacao linear de vetores.

Definicao 4.2. Sejam os elementos vy, ..., v, do espaco vetorial V' sobre o corpo R e
os escalares ai,...,a, € R. O vetor v € V dado por v = a1v; + - -+ + a,v, sera dito
combinagao linear dos vetores vy,...,v,.

Definicao 4.3. O gerador dos vetores vy, ..., v, do espago vetorial V' sobre o corpo R é

o conjunto de todas as combinagoes lineares desses vetores, ou seja,
Gerador(vy,...,v,) = {v € V tal que v = ajv; + - - - + a,v,, para todo ay,...,a, € R}.

Da defini¢ao 4.2 surge a seguinte indagacao: dado um conjunto de vetores qualquer
do espago vetorial, todos os vetores deste espaco vetorial podem ser escritos como combi-
nacao linear deste conjunto? A resposta se apresenta com os conceitos de dependéncia e

independéncia linear.

Definicao 4.4. Seja V um espago vetorial sobre o corpo R. Se a combinacao linear
a1v1 + - - + a,v, = 0 admitir apenas a solu¢ao trivial nula, a; = --- = a,, = 0, diremos
que o conjunto de vetores é linearmente independente. Caso contrario, diremos que o

conjunto ¢ linearmente dependente.

Definicao 4.5. O conjunto B = {vy,...,v,} C V serd uma base do espago vetorial V' se,

e somente se,
1. B é linearmente independente;

2. B gera o espaco vetorial V| ou seja, Gerador(B)=V".
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Assim, uma base é formada pelo menor conjunto de vetores linearmente independen-
tes possivel para gerar todo o espago vetorial. O nimero de vetores em uma base sera

denominado de dimensao do espago vetorial.

4.4 Espaco vetorial com produto interno
Nesta secao iremos apresentar os conceitos de funcao bilinear, forma bilinear e forma
quadratica.

Definicao 4.6. Uma funcao ¢ : V x V — R de duas varidveis definida em um espaco
vetorial V' é dita bilinear se, e somente se, é linear em relacao a cada uma das variaveis.

Isto é,
1. (1 + azs,y) = p(x1,y) + ap(xs, y).
2. p(x,y1 + ayz) = (x, 1) + (@, 4a).
para todo z1, 29,y € V e a € R.

Seja {e1,...,e,} uma base qualquer do espago vetorial V. Dado os vetores x =

rie1+...+xpen ey =y1e1+ ...+ Ynen, a fungado bilinear ¢ : V x V' — R assume a forma

@(I,y) - 90('17161 + ...+ Tn€n,Yi€1 + ...+ ynen)

Pela propriedade de linearidade segue que

ola,y) =Y

n o n
i=1j=

n n
riyeene;) =Y > Aty
1 i=1 j=1

onde os coeficientes a;; = ¢(e;, e;) dependem apenas da base considerada. Dessa maneira,

a base ird fixar a representacao da funcao bilinear.

Definigao 4.7. Seja a funcao ¢ : V x V' — R bilinear definida no espago vetorial V. A
fungao f : V — R definida por f(v) = ¢(v,v) para todo v € V é denominada de forma

quadratica associada a .

Verificamos facilmente que dada a forma quadratica f podemos determinar ¢ de ma-

neira unica. De fato,

flx+y) = pl+yr+y)
= ¢(r,7) +o(r,y) + ¢y, z) + oy, y).

Como ¢ é simétrica segue que

flx+y) = vl )+ 20(z,y) + ©(y,9)
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Por outro lado, ¢(z,x) = f(x) e p(y,y) = f(y). Logo,

o(x,y) =5 (flz+y) — flz) = fy). (4.1)

DO | —

Defini¢do 4.8. Seja V' um espago vetorial. Um produto interno é uma fungao () :

V x V' — R de duas variaveis definida em V' satisfazendo:
1. (,) é bilinear.
2. (,) é simétrica, ou seja, (u,v) = (v,u) para todo u,v € V.

3. (u,u) > 0 para todo u € V e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0. Dizemos (,) ¢é

positivo definido.

Definicao 4.9. Dado um vetor z de um espago vetorial V', denominamos norma de z, o

nimero real ndo-negativo, indicado por |z| definido por |z| = /(z, )

Definicao 4.10. O angulo 6 formado entre dois vetores x e y é definido por

(,y)

cosf = .
] |y

Dois vetores de um espago vetorial sao ditos ortogonais entre si se, e somente se, o

produto interno entre eles ¢é igual a zero.
Definigdo 4.11. Sejam V um espago vetorial e B uma base de V. A base B é dita
ortogonal se, e somente se, seus vetores sao ortogonais entre si, dois a dois. Isto é,
(v;,v;) = 0, para todo v;,v; € V com v; # v;.
Mais ainda, se
lset=3

Osei#j

(vi, vg) = bij =

entao a base sera dita ortonormal.
Veremos agora uma importante propriedade da forma quadratica.

Teorema 4.12. Seja ¢ : 'V x V. — R uma funcao quadrdtica qualquer em um espagco
vetorial de dimensao n. Eziste uma base ortonormal na qual a forma quadrdtica se reduz
a soma de quadrados, ou seja, uma base na qual todos os coeficientes dos produtos das

coordenadas diferentes do vetor x sao iguais a zero.
Demonstrag¢io. Ver Golovina (1980). O

Deve-se lembrar que diferentes bases irao levar a diferentes diagonalizagoes de uma

forma quadratica. No entanto, tem-se garantido o teorema a seguir.
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Teorema 4.13 (Lei de inércia das formas quadréticas). Se uma forma quadrdtica se
reduz a soma de quadrados em duas bases distintas, o numero de quadrados positivos e

quadrados negativos sao iguais nestas duas bases.

Demonstragcio. A demonstracao desse resultado sera feita por absurdo. Seja a base orde-

nada B = {ej,...,e,} C V sendo a forma quadratica:
F) = M|vr]® + Aafva]® + . 4 A|vs]? — Aapt|vsia > — ..o — Anlon.
Considere outra base B' = {¢e},...,e,} CV com a forma quadrdtica dada por:
F) = X+ Xolunl* + o+ XN P = Al [ = = Ao

Suponha por absurdo que s # s’. Assim temos duas possibilidades, s > s’ ou s’ > s
(caso anélogo). Sejam M o subespago gerado por {vy,...,vs} e M’ o subespaco gerado
por {vy,...,v.}. Como s > s, o conjunto {vy,...,vs, v, ,....v,} serd linearmente de-

pendente pois contém mais de n vetores. Segue assim que

s n
Z oV + Z Oéi’l)g =0
=1

i=s'+1
tera solugao nao nula. Logo, existe um vetor v nao nulo tal que

S n n
v=>Y o, eM ou v=— Y o= Y (—ay)vie M.
i=1 i=s'+1 i=s'+1
Assim, para a diagonalizagao na base B segue que f(v) > 0 enquanto para a diagona-
lizagdo na base B’ tem-se f(v) < 0, o que é um absurdo. Para o caso com autovalores

negativos o raciocinio é andlogo. O

Seja V espaco vetorial sobre R de dimensao finita n e f uma forma quadratica. Para
todo x € V com x = x1e1 + ...+ x,e, segue pela Lei da Inércia que:

2 2 2 2 2
f(l’):I1+1’2+"'+$p—l’p+1—'”—ZEerq.

comp+q=n.
Vamos a partir desse momento nos restringir aos espagos vetoriais V' de dimensao 2,
isto é, bidimensionais. Se x = z1e; + x9ey com {eg, e} uma base ordenada de V' entéo,

segue que p e ¢ podem assumir os seguintes valores.

e p=2eq=0c¢ f(r) =22+ x2 Este espaco é denominado espaco euclidiano.

e p=0eg=2c f(x) = —2? — 23 também serd denominado espaco euclidiano
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e p=leqg=0ce f(z) =23 é denominado de espaco semi-euclidiano.
e p=0ecq=1ce f(r) = —22 também serd denominado espaco semi-euclidiano.
e p=leg=1e f(z) =2} — r3 serd denominado de espago pseudo-euclidiano.

Os espacos semi-euclidianos nao serao tratados.

4.5 Espaco vetorial bidimensional euclidiano

Seja V' um espaco vetorial bidimensional. Sejam os vetores x = xi1e1 + x2e5 € y =

y1€1 + Y262 na base canodnica {e1, ex} com forma quadratica dada por (GOLOVINA, 1980)
f(z) = af + 3.
Desta forma,

flet+y) = f(e1+y1,22+12))
= (21 +y)° + (22 +y2)?
= 24 2z + yi + 23— 20002 + 5
= (2] +a3) + 2(x1y1 + z2y2) + (4 — 3)
= f(@)+2(z1y1 + 2292) + [ ()

Segue que

o+ o = 5 (fe+y) = (@) = J(w).

Pela relagao (4.1) resulta que

o(z,y) = 1y1 + T2ys.

Verificamos facilmente que ¢ satisfaz as condigdes para produto interno. Podemos entao
definir

(,y) = T1y1 + T2Yo.

Seja V' espago vetorial real munido de um produto interno (,) e A: V — V transfor-
macao (operador) linear de V em V. Diremos que A é uma transformacao ortogonal se

esta preservar o produto interno, ou seja,
(Az, Ay) = (x,y), para todo x,y € V

Sejam B = {ej, ez} uma base ortonormal de V. Aplicando a transformagao linear A
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ortogonal, temos que

(Aey, Aey) = (e1,e1) =1
(Aeg, Aes) = (eg,e9) =1 (4.2)
(Aeq, Aeg) = (e1,e9) =0
Se denotarmos
Aey = ajre; + az e
Aey = ajgeq + axnes
Segue das defini¢oes de produto interno que
a%l + a%l =1,
a% + a§2 =1, (4.3)

a11a12 + az1az = 0.

Elevando ao quadrado a terceira equagao de (4.3) temos

2 2 2 2
11015 + 3G9 + 2411022012021 = 0. (4.4)

Multiplicando a primeira e segunda expressoes de (4.3) e substituindo em (4.4) obtemos

2 2 2 2
1 — aj a3y — ajya5, + 2a11a22a12a21 = 0.

Logo,

(11022 — A12a21 = £1

Desta forma, existem duas possibilidades para representacao matricial de A:

cos —senf cos@ senfb
A= ou A=
senf cosf senf —cosf
A matriz A é denominada ortogonal.

4.6 Espaco vetorial bidimensional pseudo-euclidiano

Seja V' um espacgo vetorial bidimensional. Sejam os vetores x = wie; + 20 € y =

y1€1 + Y262 na base canodnica {ey, ea} com forma quadratica dada por (GOLOVINA, 1980)

flz) = 2] — 23
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Analogamente ao que foi visto na segao 4.5 temos que

flx+y) = f((x1+y1, 22+ 12))
= (v14+y)” — (22 +12)°
= 274+ 21y1 +Y; — 25 — 2790 — Y5
= (af —a3) + 2(x1y1 — w2y2) + (Y1 — v3)

= f(x) +2(z1y1 — 22y2) + f(y).

Segue que

(flz+y)— flx) = f(y)).

DN | —

T1Y1 — L2Y2 =
Pela equacao (4.1) resulta que
e(x,y) = T1y1 — T2y

Neste caso, ¢ nao satisfaz as condi¢oes para produto interno positivo definido uma vez
que, ¢(z,z) = 22 —3? = 0 nao temos uma tnica solucdo trivial nula. Mais ainda, ¢ nem
sempre ¢é positivo. Vamos retirar entao a condi¢ao de positivo definido para o produto

interno e continuamos agora definindo

<$a ?J> = Z1Y1 — T2Ya2.

Denotaremos o espago vetorial bidimensional com este (pseudo-)produto interno por es-
pago vetorial bidimensional pseudo-euclidiano.
Seja T': V' — V transformacao linear. Diremos que 7' é uma transformacao pseudo-

ortogonal se esta preserva o produto interno, ou seja,
(Tx,Ty) = (x,y), para todo z,y € R

Seja B = {e1, ea} uma base ortonormal de V', isto é,

A transformacao linear T é dada por

Tey = aje; + agey,

T€2 = a12€1 + a92€s.
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Assim, segue que

<T€1,T61> = <€1,€1> = 1,
<T€2,T62> = <€2,62> = —]_,
<T€1,T62> = <€1, €2> = 0.

Entao, da definicao de produto interno sao obtidas as seguintes equacoes,

2 2
ap, —ay =1,

aty — a5y = —1, (45)

a11a12 — agia = 0.

Da primeira e segunda equacao em (4.5), segue que ay; # 0 e aze # 0. Da terceira equagao

(4.5) resulta em
a21 12
an 22
Para simplificar a notacao representaremos as razoes anteriores pela letra grega § € R.

Desse modo, obtemos as igualdades,
aip = faxp e a = Pay. (4-6)

Substituindo na primeira e segunda equacao de (4.5) obtemos

1
a?l — 62a%1 = ]_ = a1 = iﬁ
1
Baz, —az = —1 & Ay = t—F——

I

A matriz da transformacao linear A associada a transformacao 7T com relagao a base
ortonormal {eq, e}, com os resultados obtidos serd dada por

v, B

ao| VIE VI

i—E T

Fixando a matriz
1 g
_| v1I=p* V1-p°

VI-P VI
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Segue que as demais matrizes podem ser escritas como:

! b
()
VI-F VI
1 B

AT a8
V= VI-P

o  __F

\/15—52 \/11—52 :A(_()l _01)
vi-p2 V1= p?

4.7 Transformacoes de Lorentz

No ano de 1905, o fisico alemao Albert Einstein (1879-1955) publicou o artigo “Sobre a
eletrodindmica dos corpos em movimento” na revista Annalen der Physik', onde afirma na
primeira parte do seu artigo que a eletrodinamica, conforme era entendida aquela época,
apresentava assimetrias. Além disso, muitos experimentos tinham sido mal sucedidos na
tentativa de medir a velocidade da Terra em relagdo a um meio mecanico, o éter, para
a propagacao da luz. Einstein, partiu do pressuposto que nao existe repouso absoluto,
conforme apresentava a teoria de Fresnel (PIATTELLA, 2020). Mais ainda, exp6s dois
postulados em que afirmara que eliminariam as contradigoes da teoria de Maxwell em

relagdo aos corpos em repouso. Ambos os postulados afirmam (MOREIRA, 2005):

1. As leis da fisica nao se modificam, ou seja, sdo covariantes.

2. A velocidade da luz independe do referencial, ou seja, é invariante.

Na segunda parte do referido artigo, Einsten expde que um sistema em repouso é
qualquer sistema de coordenadas na qual as leis de Newton sdo validas e ainda afirma
que o movimento de um ponto material depende das coordenadas de posicao em func¢ao
do tempo. Entretanto, Einstein vé a necessidade de discorrer a respeito da definicao do
conceito de tempo, apontando que eventos simultaneos apenas definem o tempo no local
e apresenta um exemplo simples na tentativa de tornar a ideia mais didatica segundo o

exemplo:

Esse trem chega aqui as 7 horas, ou seja, o ponteiro menor do meu relégio

indica 7 e a chegada do trem sao eventos simultaneos.

Ver Piattella (2020) a tradugdo para o portugués.
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No artigo, Einstein defini uma maneira para sincronizar reldgios iguais feitos em lugares
distintos, considerando para isso, um sinal luminoso no qual admite que a velocidade da
luz é uma constante universal. Segue aplicando o principio da relatividade na cinematica
discorrendo acerca da relatividade dos comprimentos, apontando que o comprimento de
uma barra rigida em um referencial de repouso tem comprimento (L), porém se a mesma,
barra estivesse em um referencial que se move com velocidade cujo valor é proximo ao
valor da velocidade da luz (¢), um observador no referencial de repouso perceberia um
tamanho menor do que (L), ou seja, a contracao do espago. No artigo, Einstein afirma
que um relégio no equador terrestre é mais lento que um outro idéntico localizado nos
polos (PIATTELLA, 2020).

Sendo assim, antes de aplicar o principio da relatividade na eletrodindmica de Maxwell,
0 que ocorre na terceira e quarta parte do artigo e que é o objeto principal da investiga-
¢ao, Einstein define o conceito de tempo e disserta a respeito da cinematica nesse novo
contexto. Logo, pode-se afirmar que esse novo paradigma unifica as leis da mecanica, da
eletricidade, magnetismo e éptica. Cabe salientar que, por um caminho alternativo, tam-
bém chegou ao resultado ja conhecido anteriormente com as transformacoes de Lorentz, o
que complementou a teoria e assentiu que as leis fisicas conhecidas até entao se tornassem
covariantes (MOREIRA, 2005).

A relatividade einsteniana considera que as leis da fisica nao se alteram em referen-
ciais inerciais distintos (1° postulado) e que a velocidade da luz no vacuo é constante
para quaisquer observadores independente da velocidade da fonte (2° postulado). Eins-
tein também definiu o tempo com base do conceito de simultaneidade (PIATTELLA,
2020). Sendo assim, a descrigdo das coordenadas de um evento qualquer, passa a ter
as trés coordenadas de posigao (z,y,z) e a coordenada do tempo ¢. Este sistema com
quatro coordenadas é denominado espaco-tempo. Observamos que ocorre uma mudanca
de paradigma em relacao a Fisica cuja a relatividade galileana é adotada, isto é, o tempo
deixa de ser absoluto em todos os referenciais inerciais.

Sejam dois sistemas referenciais inerciais S e S’ e, por simplicidade, bidimensional
com origem comum de ambos temos x = 2’ = 0 para o tempo t = t' = 0. Neste momento,
envia-se um sinal luminoso que pode ser captado no ponto x e instante ¢ do sistema 5,
e no ponto 7’ e instante ¢’ no sistema S’. Conforme foi postulado na Relatividade de

Einstein a velocidade da luz ¢ é um invariante. Logo,

I
|
I

)

x
t

Da igualdade resulta que x? — ¢*?* = 0 e 2> — ¢** = 0. Consideramos agora o pri-
meiro postulado da relatividade que afirma que as leis da fisica sdo covariantes, ou seja,
as equagoes apresentam a mesma forma independente do sistema de referéncia inercial.

Consideramos, por conveniéncia e simplicidade de escrita, que no sistema S, x = x; e



Transformacoes de Lorentz 38

- 2
ot =xy (2" =2’y e ct' = 'y). Entdo, 2> — 22 = 0 e 2”2 —2/5 = 0. Ora, essas expressoes

sdo o quadrado da distancia entre dois pontos (z1,3) e (2],2's) em um plano pseudo-
euclidiano. Sendo assim, a matriz de mudanca da base de S para S’ é pseudo-ortogonal,

conforme discutido na secao 4.6 segue que

1 5
. /—1_52 + /—11_52
\/1—52 i\/1—52

Desta forma, os vetores da base S’ podem ser escritos como

/
61 -

i\/ll_iﬁg (e1 + Bez)

;o 1
ey = ﬁ(ﬁemL@)

Consideremos primeiramente o caso para o qual os denominadores sao positivos. A

matriz mudanca de base torna-se

1 s
A= V15—52 VIZS (4.7)

VI-F VP

As coordenadas (1, z2) e (2}, 75) podem ser escritas da seguinte forma,

1
T = V= (2] + Bab)
o 1 / /
R (B} + x3)

Substituindo pela notacio z; = z, 1o = ct, ¥} = 2’ e 2}, = ct’ as equagdes tornam-se

xr = \/11_752 (ﬁC, + ﬁCtl)

1 Bx
t = — 4+t
VIi- 32
Expressando as equacoes inversas, temos

= 1 (x + Bet)

Vi B

~+

,_ 1 g\ .,
im( c>+

Cabe salientar que utilizando a métrica pseudo-euclidiana, considerando apenas os termos
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positivos da matriz mudanga de base foi possivel deduzir as transformacgoes de Lorentz.



5 O grupo de Lorentz

Neste capitulo serd apresentado as principais defini¢oes de teoria de grupos, tais como,
lei de composicao interna, propriedades de uma operacao, grupoide, semigrupo, mondide,
grupos, subgrupos e homomorfismo de grupo. Com isso, pretende-se preparar o leitor para
compreender, sem grandes dificuldades, os grupos de Galileu e de Lorentz e, consequen-

temente, ampliar o seu repertorio matematico ao lidar com as leis do eletromagnetismo.

5.1 Lei de composicao interna e propriedades de uma
operacao

Definicao 5.1. Seja G um conjunto nao vazio. Uma operacido fechada definida em G
é uma fungao * : G x G — G, ou seja, para cada par ordenado (x,y) de G x G, pela

operagao *, corresponde ao elemento z *x y em G.

As operacoes de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao no conjunto dos niimeros
reais sao exemplos de operagoes fechadas definidas em R.

Seguem as propriedades de uma operacao:

(a) (Idempoténcia) Diz-se que uma operagao * em G é idempotente se, e somente se, para

todos os elementos z de G tem-se z x 1 = .

(b) (Associativa) Diz-se que a operacao * em G é associativa se para todos os elementos

x,y,2 € G, tem-se x * (y *x 2) = (x *xy) * 2.

(¢) (Comutativa) Diz-se que a operagao * em G é comutativa se para todos os elementos

r,y € G, tem-se x xy =y * x.

(d) (Existéncia do elemento neutro) Diz-se que e € GG é elemento neutro para a operagao

x em (G se, e somente se, para todo elemento z em G tem-se rxe =e*xx = .

(e) (Existéncia do elemento simétrico) Diz-se que € G é elemento simetrizavel para a
operacao * em G, que possui elemento neutro e, se existir ' € G tal que z x 2’ =

' xr=e.

40
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(f) (Elemento regular) Diz-se que um elemento g € G ¢é regular, ou seja, simplificavel
em relacdo a operacao * se, e somente se, para todos os elementos =,y € G, tem-se

TH*J=Y*xg=>T=Yegxr=g*xy==1.

Considerando os conceitos abordados acerca da operagao fechada e suas proprieda-

des, seguimos com as seguintes defini¢goes. Para maiores detalhes ver (FONSECA, 2011;
PINHEIRO; SILVA, 2016).

Definicao 5.2. Seja G um conjunto nao vazio, munido de uma operagao x*:
(a) O par (G, *) denomina-se grupdide.

(b) (G,*) com a operagao * satisfazendo a propriedade associativa é denominado semi-

grupo.

(c) (G, *) com a operagao x satisfazendo as propriedades associativa e existéncia do ele-

mento neutro é denominado monoide.

Definicao 5.3. O conjunto GG nao vazio munido de uma operagao * que satisfaz as propri-

edades associativa, existéncia de elemento neutro e elemento simétrico sera denominado

grupo.

Definigao 5.4. Se o par (G, x) é um grupo e a operagao * ¢ comutativa, G serd denomi-

nado grupo comutativo ou abeliano.
Seja (G, %) um grupo. Entao as seguintes propriedades estao satisfeitas:
(a) O elemento neutro do grupo (G, *) é tnico.
(b) Um elemento qualquer do grupo (G, *) tem um tnico elemento simétrico.
(c) Quaisquer que sejam os elementos = e y do grupo (G, ), admite-se (z xy) =1/ * 2.

(d) Todos os elementos do grupo (G, *) sao regulares.

5.2 Subgrupos

Definig¢ao 5.5. Sejam o grupo (G, *) e H C G com H # (). Entéo, o par (H, *) sera dito

subgrupo do grupo (G, %) se satisfaz as seguinte condigdes:
(a) Quaisquer que sejam os elementos x,y € H, entdo = xy € H;
(b) O par (H,*) é um grupo.

Cabe salientar as propriedades dos subgrupos, pois estas permitem identificar o sub-
grupo de maneira mais agil. Os dois teoremas, apresentados a seguir, sao relativos as

mencionadas propriedades.
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Teorema 5.6. O elemento neutro de um grupo coincide com os elementos neutros de

cada um de seus subgrupos.

Teorema 5.7. O simétrico de qualquer elemento no subgrupo coincide com o seu simétrico
no grupo, isto €, se ¥ x Ty = Ty * x = e entdo T x ¥y = Ty x x = e. Sendo todo x € G

~ / /
elemento reqular, entdo Ty = Ty

Para a demonstracao dos teoremas 5.6 e 5.7 ver (FONSECA, 2011).

5.3 Homomorfismo de grupos

Um homomorfismo de grupos ¢ uma fungao entre dois grupos que preserva as respecti-
vas operacoes, isto é, as operagoes dos grupos podem ser distintas contanto que satisfacam
a estrutura dos grupos (YARTEY, 2017).

Definigao 5.8. Sejam os grupos (G,x*) e (J,®), uma aplicagdo f : G — J é um ho-
momorfismo de G em J, quando ela é compativel com a estrutura dos grupos, ou seja,

flxxy) = f(z)® f(y),Vr,y € G.

Por exemplo, o grupo real aditivo (R, +) pode se relacionar por meio de uma fungao
com o grupo real positivo multiplicativo (R, ,*). Sejam os elementos x e y € (R, +), a
estrutura deve ser respeitada f(x +y) = f(x) * f(y). Isso é possivel através da fungao
exponencial f(z) = e*. Assim, f(z +y) =" =" xe¥ = f(z) * f(y).

5.4 Grupo de matrizes m x n

Considera-se que K represente os conjuntos dos inteiros (Z), dos racionais (Q), dos
reais (R) e complexos (C). Ademais, tem-se que a matriz M,,«,(K) represente as matrizes
de elementos de K com m representando o niimero de linhas e n o nimero de colunas da
matriz. Com base nas consideragoes iniciais serd apresentado o grupo aditivo das matrizes

m X n, estando as matrizes genéricas A e B abaixo,

air -+ Qin by -+ b
A= e B=
Q1 mn b1 binn
Entao,
aig +bin 0+ by
A+ B = : : :
A1 +bm1 - A+ b

O conjunto das matrizes M,,x,(K) munido da operagao de adigao satisfaz as seguintes
propriedades (YARTEY, 2017):
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(a) (A+ B)+C = A+ (B + C), para quaisquer A, B,C € My,«,(K). (propriedade

associativa).

(b) Existe a matriz nula 0 € M,,x, tal que A +0 = 0+ A = A, para qualquer A €

M sn(K) (existéncia do elemento neutro para a adigao).

(c) Se para todo A € M,«n(K), tem-se A+ (—A) = (—A) + A = 0, desta forma, (—A)

¢ o elemento simétrico. (existéncia do elemento simétrico).

(d) A+ B= B+ A, para todo A, B € M,,»,(K) (propriedade comutativa).

Assim, M,,x,(K) munido da adigdo é um grupo. Além disso, a operacdo de adigao é
comutativa. Logo, (M,,xn,+) é um grupo abeliano.

Observamos que para o conjunto das matrizes M,, ., (K ) munido da operagao de mul-
tiplicacao - usual de matrizes também ira satisfazer as propriedades associativa, existéncia
do elemento neutro considerando-se a matriz identidade I;; como elemento neutro. Entre-
tanto, a propriedade do elemento simétrico apenas ¢é satisfeita sob uma regra especifica,

sendo esta descrita por um teorema da teoria dos determinantes.
Teorema 5.9. A matriz A € My,x,,(K) € invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

Pode-se expressar a propriedade do elemento simétrico da seguinte forma: se A €
Myn(K), tem-se A- A" = A1~ A = Iy, sendo, A~ o elemento simétrico. Porém,
tal afirmacao somente sera possivel se o determinante da matriz A for diferente de zero,
indicando que a matriz inversa existe. Desta forma, as matrizes quadradas de ordem n
cujo determinante ¢ distinto de zero sdo indicadas pela nomenclatura GL,(K) = {A €
My «n : det A # 0}, ou seja, o conjunto das matrizes invertiveis. Cabe ressaltar, que
os grupos lineares de grau n nao sao comutativos para n > 1, isto é, nao sao grupos

abelianos.

5.5 Grupo de Galileu

Considerando-se uma particula livre, ou seja, uma particula que nao sofre acao de
quaisquer forcas, pode-se afirmar que a particula estd em repouso ou em movimento
retilineo uniforme. Uma descricao mais assertiva desta particula é obtida através de trés
coordenadas espaciais e uma coordenada temporal, onde 2° = t, 2! = z,2* = y,2° = 2.
Assim, as coordenadas de espaco-tempo da particula podem ser representadas por uma

matriz coluna (ROCHA; RIZZUTI; MOTA, 2013).
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Pode-se descrever a particula livre em outros sistemas de referéncias. Desta forma,
a particula descrita pelo sistema de referéncias z* pode ser descrita pelo sistema z'”.
A associacao entre os dois sistemas de referéncias z* e 2’ é obtida por meio de uma

transformacao linear, conforme representado a seguir.

0 /0 1

T T 0 00 T
B x! B —v2® + 2t | v 100 2
v 22| | —u® 22| | = 010 x'?
3 —vg2™ 4 2 —v3 0 0 1 "

Assim, o =) GHa™ com p=0,...3.
v=0
Associando-se a matriz da transformacao linear G com o grupo linear de grau 4 temos

Gixa = {fo € GLy(R),GY =1, Gl = vi} .
Observando as propriedades de grupos (multiplicativo) pode-se afirmar que G é um

grupo, denominado grupo de Galileu. De fato, G satisfaz:

(a) Produto fechado em G, pois G(v) - G(v') = G(v"), onde v" = v +/;
(b) O produto usual de matrizes é associativo;

(c¢) O elemento neutro é a matriz identidade;

(d) O det G # 0. Logo, para todo G(v) em G, o elemento simétrico ¢é igual a G~ (v) =
G(=v)

Considerando-se o conjunto GG dotado da operacao multiplicacao temos que

1 00 0 1 00 0 1 000
—v; 1 0 0 —v; 1 0 0 _ —vp—v; 1 0 0
—v, 01 0 —y, 001 0| | ==, 010
—v3 0 0 1 —vy 0 0 1 —vg—vy 0 0 1

Assim, a fungao que preserva a multiplicacao sera dada pela seguinte propriedade: f(G, -
Gv) = f(Gy) + f(Gy). Tem-se um homomorfismo que mapeia os elementos de G(v) de
volta para si (YARTEY, 2017).

5.6 Grupo de Lorentz

A Teoria da Relatividade Restrita é descrita por quatro coordenadas, trés coordena-
das sao relativas ao espaco e uma coordenada é relativa ao tempo. Assim, o conjunto
das transformagoes entre referenciais sera representado por um conjunto de matrizes qua-

dradas L de ordem 4 cujos elementos relativos ao espago e ao tempo sdo nimeros reais.
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O produto usual de matrizes deve satisfazer a seguinte restriggio (ROCHA; RIZZUTT,
MOTA, 2013)
ATpA =1

onde 77 é uma matriz diagonal fixa do tipo

10 0 o0
Lo o410 o0
1 0 0 +1 0

0O 0 0 +1

Observando as propriedades de grupos pode-se afirmar que L é um grupo, denominado

grupo de Lorentz definido como
L={AeGLi(R),A"pA =ne det A = +1}.

As seguintes propriedades que caracterizam um grupo (multiplicativo) sdo satisfeitas:

(a) Produto fechado em L, pois (A;Ag)TnA1Ay = ALATHA Ay = ATnAy = 1, para todo
Al, Ay € L;

(b) O produto usual de matrizes é associativo;
(¢) O elemento neutro é a matriz identidade;

(d) O det A = £1. Logo, para todo A em L, existe o elemento simétrico igual a A~

Vamos nos restringir a um espaco-tempo bidimensional. Dado uma particula descrita
pelo sistema de referéncias x*, a mesma pode ser descrita pelo sistema z'#. A associaciao

entre os dois sistemas de referéncias é dada pela transformacao linear
't = Agt,

Representando a mudanca de referencial inercial na forma matricial e, considerando ape-
nas uma coordenada de espaco e outra tempo, ambos os nimeros pertencentes ao conjunto

dos ntimeros reais. O conjunto das transformacoes sera dado por

H = {Al € GLy(R),A"nA = n,det A = 1}.

AgA?T—lo A AT [—-10
A Al 0 1 AbAb) Lo 1)
<—<A8>2+(Aé>2 —A8A9+A6A}):<—1 o)
—AQAY + AgAL —(AD) + (A))?

Assim,

o



Grupo de Lorentz 46

Obtemos as seguinte condigoes:

(A9)* = (Ag)* =1 (5.1)
(AD)? = (A})* =1 (5.2)
AGAT — ASAY =0 (5.3)

As condigdes (5.1) e (5.2) garantem que AJ # 0 e A} # 0 respectivamente. Assim, da

condigao (5.3) segue que
_ A
=l

Vamos agora determinar a matriz inversa de A. Sabemos que, como detn # 0, segue que

AL = Dopo
ATpA =n & 7 AT =71y,
Multiplicando & direita por A~! obtemos
nflATnAAfl — nflnAfl

e portanto,
,r]—lAT77 — A_l.

Dessa maneira determinamos a matriz A~!.
- T

FE T 1 Ay A9 -1 0
0 1 Ay A 0 1

[ -10 Ay A -1 0

Lo AY Al 0 1
—AY Al -1 0 A% AL
-A] A 0 1 A Ay

Por outro lado, a matriz inversa A~! pode ser obtida usando o método de inversio por

[e=]

matriz adjunta. Esse método se baseia no teorema representado pela equacao M~' =

1 — —
W - M, onde M~' é a matriz inversa, M é a matriz e M é a matriz adjunta. Desta
e

forma, considerando a condicdo na qual det A = AQA] — AJA; = +1. Segue que

Al A9
A= ( L ) : (5.5)
AO AO

Conclui-se das igualdades (5.4) e (5.5) que Aj = A} e AY = A},
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Resolvendo o determinante e isolando o termo AJ) obtém-se,

A AL A AL =1
AD- AL =14 (AD)?

AJ = £1/1+ (AD)2

Consideremos agora uma particula livre com velocidade v em um referencial inercial
S com z(0) = 0. No instante de tempo t a posicao da particula nesse referencial serd
r = z(t) = v-t. Quais serdo as coordenadas dessa mesma particula em um outro
referencial S’? Sabe-se que uma transformacao linear conforme descrito anteriormente do

tipo x’* = A¥z* responde a pergunta. Apresentando a transformagao linear em linguagem

:L‘IO _ 8 A(l) {L‘O
2t A(l) A% 2t )

Descrevendo as coordenadas da particula no sistema S’, e considerando que a mesma estd

matricial temos,

na origem do seu sistema referencial onde 2'(0) = 0, no sistema S a particula estard na

posicao x no instante de tempo ¢t. Considerando o evento em questao e a matriz A como

0 0

matriz de transformacio e 2° = c¢-t' e 2 = ¢ -t para manter a simetria visto que sdo

medidas de comprimento, segue que
a [ Ay A ct
' AV A} T

B 1+ (A9)2 AY ct
B AV 1+ (A9)? )

Multiplicando as matrizes do segundo membro, temos

"\ [ ety14+ (AD)?+ Az
' Aot + /14 (A9)2 |
Para determinarmos A} faremos a seguinte consideracio fisica. Seja uma particula em

repouso no sistema S’ posicionada em 2’ = 0. Assim,

"\ [ ety14+ (AD)? + Az
0 At + 2/1+ (AD)2 ]

Como resultado, obtém-se duas equagoes. Convenientemente, a segunda equacao ¢ esco-

lhida por ser mais simples temos que

ctA? = —x\/1 + (AD)2.
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Isolando o termo AY
x

A =t—
1 /242 — 12

Lembrando que no referencial S a particula em repouso em S’ se movimentard com velo-

cidade v e considerando x = vt obtém-se:

v
>
/ v
C ].—Cj

. v . "
Definindo 3 = — e escolhendo a raiz positiva de A} reescrevemos
c

A=+

1
0 _ - —_—
Al_ﬁ \/1_762

02 — 1
Vi AR = oy

Substituindo as expressoes obtidas na matriz A segue que,

1 8
_ 2 _ 12
A= | VIJF VITE

VI—E VI

Assim,

que é a matriz obtida em (4.7). Verifica-se assim que as transformacoes de Lorentz definem

o chamado grupo de Lorentz.



6 Consideracoes finais

A Relatividade Especial é um tema consolidado no meio cientifico, além de despertar
curiosidade ao publico leigo. No presente trabalho, buscou-se abordar a invariancia de
Galileu, além detalhar porque as leis da mecénica sao idénticas em todos os referenci-
ais inerciais. Posteriormente, o detalhamento dos aspectos histéricos que antecederam o
desenvolvimento das equacoes para o eletromagnetismo propostas por Maxwell até a en-
cruzilhada, na qual a validade das leis do eletromagnetismo necessitava de um referencial
preferencial e, consequentemente, demonstra-se que as leis do eletromagnetismo nao sao
invariantes sob transformagcoes de Galileu.

A solucao para essa questao foi apresentada por Einstein ao considerar as leis do ele-
tromagnetismo sob transformagoes de Lorentz. Tendo em vista os aspectos apresentados,
ressalta-se que foi obtida a transformacao de Lorentz via algebra linear, uma soluc¢ao bas-
tante elegante para o problema. Em virtude do que foi mencionado buscou-se apresentar
outro repertério matematico, os Grupos de Galileu e Lorentz, para uma compreensao
mais ampla das leis do eletromagnetismo.

Portanto, os objetivos propostos foram alcan¢ados, mas cabe ressaltar que esse assunto
nao se esgotou. Outros repertérios matematicos, por exemplo, formas diferenciaveis,
tensores e mecanica relativistica podem ser estudados para revisitar esta dissertacao em

trabalhos futuros.
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