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RESUMO

Fluidos magnetoreológicos (MR) são �uidos capazes de alterar suas propriedades

reológicas quando um campo magnético é aplicado sobre ele. Uma das aplicações mais

importantes do �uido MR é em amortecedores de vibrações, utilizados principalmente na

construção civil, veículos automotivos e outros sistemas mecânicos sujeitos a excitações

que provocam vibrações indesejáveis. Na indústria automobilística, atualmente a

tecnologia dos amortecedores que utilizam �uido MR vem se destacando como uma

solução que pode trazer benefícios de conforto e segurança aos usuários de veículos em

geral. Este trabalho discute a modelagem não-linear de um veículo que considera a

dinâmica vertical, lateral e longitudinal, simulado em diferentes condições de condução

que buscam avaliar o conforto, a aderência à estrada, a dirigibilidade, a rolagem e a

de�exão da suspensão. Pretende, também, contribuir com a área de controle de vibrações

em suspensões veiculares que utilizam amortecedores MR, avaliando o desempenho dos

controladores ótimo (LQR), nebuloso e FEB (Frequency-Estimation-Based) projetados

em 1/4 de veículo e aplicados ao modelo não-linear do veículo. O trabalho termina

comentando as potencialidades da metodologia apresentada, discutindo as facilidades

e di�culdades encontradas na sua implementação e aponta propostas para a sua

continuidade.

Palavras-chave: Controle semi-Ativo. Suspensões veiculares. Amortecedores

magnetoreológicos.



ABSTRACT

Magnetorheological �uids (MR) are capable of changing their rheological properties

when a magnetic �eld is applied. One of the most important applications of the MR �uid

is in vibration dampers, mainly used in construction, automobiles and other mechanical

systems subjected to excitations that cause unwanted vibrations. In the automotive

industry, nowadays the technology of dampers using MR �uid has emerged as a solution

which can bring bene�ts of comfort and safety to overall vehicle users. This work

discusses the non-linear modeling of a vehicle which considers the vertical, lateral and

longitudinal dynamics, simulated in di�erent driving conditions aiming evaluate the

comfort, the road holding, the handling, the roll and the suspension de�ection. It also

aims to contribute to the �eld of vibration control in vehicular suspensions that use

magnetoreological dampers, evaluating the performance of controllers optimal (LQR),

fuzzy and FEB (Frequency-Estimation-Based) designed in 1/4 of vehicle and applied to

the non-linear model of the vehicle. This work is concluded presenting the potentialities

of the design methodology proposed and future developments to be implemented.

Keywords: Semi-Active control. Vehicular suspensions. Magnetorheological dampers.
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controle ótimo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Figura 46 - Comparação da resposta em frequência de F̃xsdef com o sistema de

controle ótimo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Figura 47 - Conjunto de funções de pertinência usada. . . . . . . . . . . . . . . 81

Figura 48 - Diagrama de blocos do sistema de controle nebuloso com

amortecedor MR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

Figura 49 - Comparação da resposta em frequência de F̃ẋ3 com o sistema de
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1 INTRODUÇÃO

Durante as últimas décadas tecnologias avançadas em sistemas de suspensão veicular

têm sido desenvolvidas e o conceito principal envolvido se resume em estabelecer um

equilíbrio entre os seguintes índices de desempenho: aderência à pista e conforto na

condução do veículo. A aderência à pista, refere-se em quais condições os pneus estão

submetidos permanecendo em contato com a superfície da pista enquanto se realiza

manobras. Já o conforto na condução, refere-se à transmissão de vibrações para os

passageiros e exige um isolamento da massa suspensa à partir de vibrações causadas

por irregularidades da superfície da pista.

Em geral, uma boa suspensão deve gerar um passeio confortável e uma melhor

dirigibilidade. Todavia, os critérios de projeto dependem do propósito do veículo. Por

exemplo, um motorista de carro esportivo, ou de corridas, aceita uma suspensão com

alto coe�ciente de amortecimento para uma boa dirigibilidade, principalmente em curvas

em alta velocidade. Nesse caso, as vibrações são signi�cativamente transmitidas ao

motorista. Já em carros de passeio, em geral as suspensões possuem baixo coe�ciente de

amortecimento no intuito de se obter conforto através da redução da transmissibilidade.

Há várias pesquisas atuais de projetos de amortecedores ativos que conseguem modi�car

o seu modo de operação, passando de uma condição em que exige estabilidade para outra

de conforto e vice-versa (ABREU et al., 2013).

Para a suspensão com amortecedor passivo, o desa�o é encontrar um componente

de amortecimento equilibrado com ambas condições. Já em uma suspensão com

amortecedor semi-ativo conectado a um sistema de controle, ambos índices de desempenho

(aderência à pista e conforto na condução) podem ser adaptados conforme as condições

de operação. Resultados de projetos de pesquisa mostram que uma suspensão semi-ativa

pode diminuir a aceleração e o deslocamento vertical da massa suspensa em até 52% e

20%, respectivamente (BARAK, 1992).

De acordo com Savaresi et al. (2010), as suspensões controláveis podem ser

classi�cadas com base em duas características principais:

1) Entrada de energia: quando a energia é "acrescentada" ao sistema de suspensão,

a suspensão é classi�cada como "ativa". Entretanto, quando a mesma é modi�cada sem
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inserção de energia (além de uma pequena quantidade de energia utilizada para acionar

o componente controlado), a suspensão é chamada de semi-ativa.

2) Largura de banda em frequência: o componente controlado da suspensão pode ser

modi�cado com um tempo de resposta especí�co. Este recurso caracteriza fortemente o

sistema de suspensão, uma vez que inerentemente de�ne a largura de banda em frequência

máxima alcançável correspondente do sistema de controle em malha fechada.

Ao se comparar o sistema de atuação entre amortecedores semi-ativos e ativos, os

ativos têm um melhor desempenho de isolamento, mas devido a sua relativa complexidade

apresenta maiores custos de manutenção e menor con�abilidade. O fator segurança está

muito ligado à con�abilidade do sistema, uma vez que uma falha no sistema de suspensão

pode desestabilizar o veículo e, consequentemente, ser responsável por graves acidentes.

Por outro lado, são comumente mais caros porque requerem fonte de alimentação externa,

enquanto que os amortecedores semi-ativos costumam ser mais baratos e com desempenho

aceitável. Deste modo, sistemas de controle semi-ativos potencialmente oferecem a

con�abilidade dos dispositivos passivos e, ainda assim, mantêm a versatilidade e a

adaptabilidade dos sistemas ativos.

O conceito de suspensão semi-ativa foi introduzido no início da década de 70

(CROSBY; KARNOPP, 1973) e, desde a sua concepção, os amortecedores semi-ativos

têm sido utilizados em diversas aplicações durante as últimas décadas, tais como: trens

(KLINGER et al., 1976), tratores e veículos o�-road (MARGOLIS; HROVAT, 1976) e

tanques militares (MILLER; NOBLES, 1988).

No campo do controle de vibrações veiculares, novos materiais foram desenvolvidos

como atuadores possibilitando o projeto de controladores mais robustos e adaptativos

às variações temporais e/ou paramétricas da planta. Destacam-se os �uidos

magnetoreológicos (MR) (RAINBOW, 1948) que estão sendo amplamente aplicados,

principalmente em amortecedores veiculares (KAWABE et al., 1998; LAUWERYS et al.,

2002) e em construções civis (DYKE et al., 1996; KO et al., 2003). Vale ressaltar que

os amortecedores MR são dispositivos semi-ativos capazes de gerar forças dissipativas,

ou seja, são capazes de controlar apenas as forças que se opõem ao movimento. No

caso de restrição ou transmissão de um movimento, ou atenuação de vibrações, as forças

dissipativas são predominantes, o que torna os amortecedores semi-ativos atrativos, pois

além de serem em geral mais baratos que os atuadores ativos, requerem pouca energia

para sua operação.
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Na indústria automobilística, as suspensões semi-ativas já são uma realidade (LAI;

LIAO, 2002). Essa evolução dos veículos com suspensão passiva para semi-ativa foi

atingida graças a diversos estudos cientí�cos realizados em grandes centros de pesquisa

(LAUWERYS et al., 2002). Há várias companhias de automóveis que utilizam essa

tecnologia dos amortecedores MR, tais como: Ford (FODOR; REDFIELD, 1995), Toyota

(OHSAKU et al., 1999) e Nissan (KAWABE et al., 1998). A fabricante de sistemas

automotivos Delphi foi a primeira a comercializar o amortecedor MagneRide�, que foi

instalado no Cadillac Seville STS 2002.

Na literatura existem inúmeros trabalhos sobre controle semi-ativo de vibrações em

sistemas de suspensões automotivas com amortecedores MR para melhorar o conforto e a

segurança dos ocupantes do veículo. Diferentes estratégias de controle têm sido propostas,

algumas delas baseadas nas teorias de controle não-linear (LAM; LIAO, 2001; LAI; LIAO,

2002; CHAMSEDDINE et al., 2006; KAFAFY et al., 2012), controle robusto (CHOI et

al., 2002; ZRIBI; KARKOUB, 2004; CRIVELLARO, 2008; CHADLI et al., 2010; YIM,

2011), controle LQR (Linear Quadratic Regulator) (JAHROMI; ZABIHOLLAH, 2010),

ou controle LQG (Linear Quadratic Gaussian) (KARKOUB; ZRIBI, 2006; ZAREH et al.,

2011; METERED, 2012). Essas técnicas oferecem resultados atraentes quando se têm um

modelo de veículo preciso ou existem medidas su�cientes que podem descrever a dinâmica

não-linear para projetar um observador/estimador. A di�culdade no estabelecimento

de modelos representativos e de fácil tratamento matemático para automóveis levam a

utilização dos controladores baseados em Inteligência Arti�cial, tais como, o controlador

nebuloso (HUANG; LIN, 2003; YU et al., 2006; ABREU et al., 2013) e o controlador

baseado em redes neurais arti�ciais (GUO et al., 2004; METERED et al., 2010), não

prescindindo o conhecimento detalhado dos modelos dos elementos do processo a ser

controlado.

Por outro lado, controladores On-O�, por exemplo o sky-hook (AHMADIAN; PARE,

2000; LEE; CHOI, 2000; SHEN et al., 2006), ground-hook (KOO et al., 2004), acceleration

driven damper (SAVARESI et al., 2004; SAVARESI et al., 2005), etc., representam a

solução mais fácil para controlar a taxa de amortecimento em um sistema de suspensão

semi-ativo. Além disso, em Poussot-Vassal et al. (2012), Shojaei et al. (2013), Khajepour

e Agrawal (2014) e Lozoya-Santos et al. (2015) são apresentados métodos de controle

avançado que utilizam combinações de controladores On-O� e que buscam estabelecer

um equilíbrio entre os índices de desempenho: aderência à pista e conforto na condução

do veículo.
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Dada a simplicidade na formulação, os modelos de veículo que consideram a dinâmica

vertical ou a dinâmica lateral separadamente, por sua vez, vêm sendo empregados

em projetos de controladores. No entanto, alguns efeitos dinâmicos importantes são

desconsiderados. Neste trabalho, propõe-se um modelo de veículo que considera a

dinâmica vertical, lateral e longitudinal, as não-linearidades dos amortecedores MR e as

não-linearidades dos pneus, visando simular diferentes condições de condução do veículo.

Pretende-se, também, contribuir com a área de controle de vibrações em suspensões

veiculares que utilizam amortecedores MR, avaliando o desempenho dos controladores

ótimo (LQR), nebuloso e aqueles baseados na estimação em frequência (FEB-Frequency

Estimation Based), especialmente projetados em 1/4 de veículo e aplicados ao modelo

não-linear do veículo . O trabalho termina comentando as potencialidades da metodologia

apresentada, discutindo as facilidades e di�culdades encontradas na sua implementação e

aponta propostas para a sua continuidade.

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um modelo não-linear de um

veículo dotado de suspensões com amortecedores magnetoreológicos, a �m de avaliar o

desempenho de estratégias de controle ótimo linear e não-lineares, tanto no domínio do

tempo como no domínio da frequência. A motivação principal deste estudo é garantir

que os passageiros do veículo tenham mais conforto e que o veículo apresente melhor

estabilidade, a partir da minimização da aceleração da massa suspensa e da aderência do

pneu à pista.

1.2 CONTRIBUIÇÕES DO TRABALHO

Dentre as principais contribuições geradas pela presente pesquisa, os seguintes itens

podem ser destacados:

� Modelagem não-linear de um veículo com 10 graus de liberdade com suspensões

dotadas de amortecedores magnetoreológicos e

� Comparação do desempenho das estratégias de controle ótimo linear e não-lineares

aplicadas em veículos que trafegam em pistas retas e curvas.
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1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

O trabalho é organizado em seis capítulos, descritos abaixo:

� Capítulo 1: Introdução, objetivos, contribuição e organização do trabalho;

� Capítulo 2: Modelagem não-linear do veículo inteiro;

� Capítulo 3: Validação do modelo não-linear do veículo e aferição do modelo do pneu;

� Capítulo 4: Projeto e análise de desempenho dos sistemas de controle: semi-ativo,

ótimo, nebuloso e baseado na estimação da frequência para 1/4 de veículo;

� Capítulo 5: Análise de desempenho dos sistemas de controle: semi-ativo, ótimo,

nebuloso e baseado na estimação da frequência projetados aplicados ao modelo

não-linear do veículo;

� Capítulo 6: Considerações �nais e próximas etapas do trabalho.

Além destes capítulos, a tese conta com os apêndices:

� Apêndice A: Apresentação do modelo do pneu Pacejka;

� Apêndice B: Apresentação do modelo de Bouc-Wen mo�cado (Amortecedor MR) e

do modelo polinomial segmentado (Amortecedor convencional).

� Apêndice C: Apresentação dos dados da curva característica do amortecedor

convencional ideal A-class.
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2 MODELAGEM MATEMÁTICA DO VEÍCULO

Este capítulo apresenta, de forma detalhada, o procedimento para obtenção do

modelo matemático não-linear de um veículo dotado de suspensões com amortecedores

magnetoreológicos ou convencionais. Para o presente estudo, propõe-se a utilização de um

modelo com dez graus de liberdade. As equações diferenciais de movimento do modelo são

encontradas através do método Newton-Euler, enquanto que o pneu (Magic Formula 5.2)

e a suspensão com amortecedores magnetoreológicos (modelo de Bouc-Wen modi�cado)

são modelados como componentes do veículo.

2.1 MODELO NÃO-LINEAR DO VEÍCULO

O modelo não-linear do veículo, adaptado de Shim e Ghike (2007), é composto de dez

graus de liberdade (�gura 1), sendo quatro graus de liberdade para descrever o movimento

de cada conjunto de roda independentes (zufr, zufl, zurr e zurl), três graus de liberdade para

os movimentos de translação vertical (bounce, z), longitudinal (x) e lateral (y) do centro

de gravidade (c.g.) da massa suspensa e três graus de liberdade para os movimentos de

rotação, referente ao ângulo de rolagem (roll) em torno do eixo x (ϕ), ângulo de arfagem

(pitch) em torno do eixo y (θ) e ângulo de guinada (yaw) em torno do eixo z (ψ). Já os

pneus são representados por molas.

As considerações e hipóteses simpli�cadoras consideradas neste modelo são:

� a �exibilidade do chassi é desconsiderada, ou seja, a massa suspensa é rigidamente

�xada no sistema de suspensão;

� Camber constante nos eixos dianteiro e traseiro e

� os efeitos aerodinâmicos são desconsiderados;
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Figura 1- Esquema do modelo não-linear do veículo com 10 GDL's com os
sistemas de coordenadas utilizados
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Fonte: Adaptado de Shim e Ghike (2007)

A partir das dimensões apresentadas na �gura 1, a distância entres eixos lateral

dianteira, lateral traseira e longitudinal, são dadas por:

lyf = yfl + yfr (1)

lyr = yrl + yrr (2)

lx = xf + xr (3)

A tabela 1 a seguir mostra a descrição dos parâmetros usados na �gura 1 e nas

equações diferenciais do modelo que regem o movimento do sistema.
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Tabela 1- Parâmetros do Modelo Não-Linear do Veículo

Parâmetros
Descrição

Direita Esquerda

zufr zufl Deslocamento vertical do conjunto da roda

Dianteira

zgfr zgfl Excitações da pista

m1 m2 Massa do conjunto da roda (Massa não-suspensa)

ωufr ωufl Velocidade angular do conjunto da roda

Ks1 Ks2 Rigidez da suspensão

Kt1 Kt2 Rigidez do pneu

yfr yfl Distância lateral do c.g da massa suspensa

xf Distância longitudinal do c.g. da massa suspensa até o eixo

zurr zurl Deslocamento vertical do conjunto da roda

Traseira

zgrr zgrl Excitações da pista

m3 m4 Massa do conjunto da roda (Massa não-suspensa)

ωurr ωurl Velocidade angular do conjunto da roda

Ks3 Ks4 Rigidez da suspensão

Kt3 Kt4 Rigidez do pneu

yrr yrl Distância lateral do c.g. da massa suspensa

xr Distância longitudinal do c.g. da massa suspensa até o eixo

h Distância vertical do c.g. da massa suspensa até a pista

x Deslocamento longitudinal do c.g. da massa suspensa

y Deslocamento lateral do c.g. da massa suspensa

z Deslocamento vertical do c.g. da massa suspensa

ϕ Deslocamento angular em relação ao eixo x

θ Deslocamento angular em relação ao eixo y

ψ Deslocamento angular em relação ao eixo z

m Massa Suspensa
Fonte: Próprio Autor

Considere um veículo que se move no espaço, como ilustrado na �gura 1. Um sistema

de coordenadas móvel B (xyz ) é anexado ao c.g.(Centro de Gravidade) da massa suspensa

e alinhado com as direções principais. As velocidades longitudinal, lateral e vertical são

representadas por u, v e w e as velocidades angulares de rolagem, de arfagem e de guinada

por: ωx, ωy e ωz, respectivamente da massa suspensa.
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A orientação e a posição do corpo, representada no sistema de coordenadas inercial

G(XYZ ), pode ser determinada por meio de sucessivas transformações de coordenadas

através dos ângulos de Cardan (isto é, o ângulo de rolagem ϕ, o ângulo de arfagem θ, e o

ângulo de guinada ψ), como mostrado na �gura 1. O sistema de coordenadas móvel B1 é

obtido pela rotação do sistema de coordenadas inercial G através do ângulo de guinada ψ

(Figura 2). Em outras palavras, o sistema de coordenadas móvel B é obtido pela rotação

do sistema de coordenadas B1 primeiro, através do ângulo de arfagem θ (Figura 3 (a)) e,

em seguida, através do ângulo de rolagem ϕ (Figura 3 (b)).

As matrizes de transformação do sistema de coordenadas inercial G para o sistema

de coordenadas móvel B1, do sistema de coordenadas móvel B1 para o sistema de

coordenadas móvel B e do sistema de coordenadas inercial G para o sistema de

coordenadas móvel B, são dadas, respectivamente, por:

B1S = Tψ
GS

B1S =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosψ senψ 0

−senψ cosψ 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

GS (4)

Figura 2- Rotação positiva do sistema de coordenadas móvel B1 em torno
do eixo Z

𝜓

𝜓

𝒀

𝑿

𝑥’

𝑦’

Fonte: Próprio Autor
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BS = Tϕ Tθ
B1S

BS =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 cosϕ senϕ

0 −senϕ cosϕ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ 0 −senθ

0 1 0

senθ 0 cosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

B1S

BS =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ 0 −senθ

senϕsenθ cosϕ senϕcosθ

cosϕsenθ −senϕ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

B1S (5)

Figura 3- (a) Rotação positiva do sistema de coordenadas móvel B em
torno do eixo y′ e (b) Rotação positiva do sistema de coordenadas móvel B

em torno do eixo x′′

𝜑

𝜑

𝑧"𝑧

𝑦"

𝑦

𝑥"

𝜃

𝜃

𝑧’𝑧"

𝑥’

(a) (b)

Fonte: Próprio Autor

BS = Tϕ Tθ Tψ
GS

BS =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 cosϕ senϕ

0 −senϕ cosϕ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ 0 −senθ

0 1 0

senθ 0 cosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosψ senψ 0

−senψ cosψ 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

GS

BS =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθcosψ cosθsenψ −senθ

−cosϕsenψ + senϕsenθcosψ cosϕcosψ + senϕsenθsenψ senϕcosθ

senϕsenψ + cosϕsenθcosψ −senϕcosψ + cosϕsenθsenψ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

GS (6)
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Após a de�nição dos sistemas de referência inercial G(XYZ ) e móveis B1 (x'y'z' )

e B(xyz ), tem-se as matrizes de rotação dos sistemas móveis para o sistema inercial e

vice-versa.

Para obtenção das equações do movimento do corpo rígido aplica-se as equações de

Newton e Euler, de modo que, aplicando a 2ª Lei de Newton no sistema de coordenadas

móvel B, tem-se:

BFcg = Bṗ =
d

dt
(mBvcg) =m Bv̇cg +mBωcg ×

Bvcg (7)

sendo BFcg a resultante vetorial das forças externas atuantes no corpo rígido e ṗ é a taxa

de variação do momento linear do corpo rígido. Como a massa do corpo é invariante

com o tempo, a taxa de variação do momento linear é a soma da parcela de variação da

amplitude (m Bv̇cg) com a parcela de variação da direção (mBωcg × Bvcg).

O momento angular foi representado no sistema de coordenadas móvel B, pois a

sua origem está exatamente em cima do centro de gravidade do corpo rígido e o tensor

de inércia permanece independente do tempo, assim o momento angular é descrito pela

seguinte relação:

BL =BI Bωcg (8)

As equações de Euler, por sua vez, são obtidas a partir do cálculo da taxa de variação

do momento angular do corpo rígido. Porém o momento angular está representado no

sistema de coordenadas móvel B e ao derivar um vetor no sistema móvel, perdem-se as

informações relacionadas com a variação de sua direção, e para obter sua variação absoluta

deve-se somar o produto do vetor velocidade angular do sistema de referência Bωcg pelo

vetor a ser derivado, no caso, o vetor momento angular BL. Assim:

BMcg =
d

dt
(BL) +B ωcg × BL (9)

Substituindo a equação (8) na equação (9), tem-se:

BMcg =
B I Bω̇cg +

B ωcg × (BI Bωcg) (10)

sendo BMcg a soma dos torques externos atuantes no corpo rígido, (B I Bω̇cg) a parcela

de variação da amplitude e (Bωcg × BI Bωcg) a parcela de variação da direção.
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Os vetores de força, de momento e cinemáticos para o veículo, expressos no sistema

de coordenadas móvel B, são dados por:

BFcg =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fx

Fy

Fz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

BMcg =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mx

My

Mz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(11)

Bvcg =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u

v

w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Bv̇cg =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u̇

v̇

ẇ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(12)

Bωcg =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Bω̇cg =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω̇x

ω̇y

ω̇z

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13)

Assumindo que o sistema de coordenadas móvel B tem os eixos coordenados

coincidentes com os eixos principais do corpo rígido, tem-se um tensor de inércia diagonal,

com os produtos de inércia nulos.

BI =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(14)

Substituindo os vetores das equações (11) a (13) e o tensor de inércia (equação 14)

nas equações diferenciais do movimento (7) e (10), tem-se:

BFcg =m Bv̇cg +mBωcg ×
Bvcg

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fx

Fy

Fz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=m

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u̇

v̇

ẇ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+m

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u

v

w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fx

Fy

Fz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mu̇ +mωyw −mωzv

mv̇ +mωzu −mωxw

mẇ +mωxv −mωyu

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15)
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BMcg =
B I Bω̇cg +

B ωcg × (BI Bωcg)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mx

My

Mz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω̇x

ω̇y

ω̇z

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

×

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mx

My

Mz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω̇xI1 − ωyωzI2 + ωyωzI3

ω̇yI2 + ωxωzI1 − ωxωzI3

ω̇zI3 − ωxωyI1 + ωxωyI2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16)

As três equações de Newton (15) são as que descrevem os movimentos de translação e

as três equações de Euler (16) são as que descrevem os movimentos de rotação. Assim, as

equações (15) e (16) compõem um conjunto de equações diferenciais do movimento para

um veículo rígido em movimento espacial.

A �gura 4 mostra os componentes de força e velocidade da extremidade direita

dianteira do veículo e a relação das forças geradas nos pneus com o ângulo de direção.

Figura 4- Descrição das forças e velocidades na extremidade direita
dianteira de um veículo.
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Fonte: Adaptado de Shim e Ghike (2007)
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Por meio da análise do movimento relativo, tem-se que a velocidade relativa de um

corpo rígido é dada por:

VB = VA + ω × rB/A (17)

sendo VB a velocidade do ponto B, VA a velocidade do ponto de base A, ω velocidade

angular do corpo e rB/A vetor posição do ponto B relativamente a A.

Assim as velocidades da massa suspensa da extremidade dianteira direita usfr, vsfr e

wsfr e dos demais extremos do veículo nas direções longitudinal, lateral e vertical, podem

ser descritas no sistema de coordenadas móvel B através da de�nição da velocidade relativa

de um corpo rígido, logo as equações que descrevem essas velocidades, são dadas por:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

usfr

vsfr

wsfr

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u

v

w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xf

−yfr

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

usfl

vsfl

wsfl

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u

v

w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xf

yfl

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(19)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

usrr

vsrr

wsrr

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u

v

w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−xr

−yrr

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

usrl

vsrl

wsrl

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u

v

w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−xr

yrl

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(21)

De forma análoga, as velocidades da massa suspensa das extremidades dianteiras e

traseiras, as velocidades da massa não-suspensa uuij e vuij e as velocidades do ponto

de contato do pneu com a pista ugsij e vgsij no sistema de coordenadas móvel B, são

determinadas através da de�nição da velocidade relativa. Uma vez que as velocidades

verticais de excitação da pista wgsij são entradas do modelo e que a velocidade vertical da

massa não-suspensa wuij representa um grau de liberdade e será descrita posteriormente.

Assim, as equações que descrevem as velocidades longitudinal e lateral da massa

não-suspensa e do ponto de contato do pneu com a pista em todas as extremidades do
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veículo, são dadas por:

uuij = usij − lsijωy (22)

vuij = vsij + lsijωx (23)

ugsij = uuij − rijωy (24)

vgsij = vuij + rijωx (25)

sendo que o subescrito ij denota frente direita (fr), frente esquerda (�), traseira direita

(rr) e traseira esquerda (rl).

Transformando as velocidades ugsij e vgsij do ponto de contato do pneu com a pista

do sistema de coordenadas móvel B para o sistema de coordenadas móvel B1, obtém-se

as equações que descrevem cada uma das velocidades longitudinal e lateral em todos os

extremos do veículo, dadas por:

ugij = cosθ(uuij − rijωy) + senθ(cosϕwuij + senϕ(vuij + rijωx)) (26)

vgij = cosϕ(vuij + rijωx) − senϕwuij (27)

A de�exão instantânea de cada suspensão xsij e a de�exão instantânea de cada pneu

xtij, são obtidas realizando a integração das seguintes equações:

ẋsij = −wsij +wuij (28)

ẋtij =
Gwgij −

Gwuij

ẋtij = cosθcosϕwgij − (cosθ(cosϕwuij + senϕvuij) − senθuuij) (29)

sendo Gwgij a velocidade vertical de excitação da pista em cada roda no sistema de

coordenadas inercial G e Gwuij a velocidade vertical da massa não-suspensa no sistema

de coordenadas inercial G.

Ao analisar o veículo sob condições de equilíbrio estático (�guras 5 e 6) e desprezando a

gravidade, pois a força peso já é considerada nas equações do movimento. O deslocamento

inicial das suspensões dianteiras e traseiras (xsif e xsir) e o deslocamento inicial dos pneus

dianteiros e traseiros (xtif e xtir) são determinados pela somatória dos momentos em torno

dos pontos A,B,C e D iguais a zero.
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Figura 5- Representação esquemática para obtenção do deslocamento
inicial das suspensões dianteiras e traseiras.

𝑭𝑲𝒔𝟏_𝒆𝒔𝒕á𝒕𝒊𝒄𝒐
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𝒙𝒓

A

B

𝑷𝒎

𝒍𝒙

Fonte: Próprio Autor

Figura 6- Representação esquemática para obtenção do deslocamento
inicial dos pneus dianteiros e traseiros.
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𝒙𝒇

𝒙𝒓

C

D

𝒍𝒔𝒇𝒓
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𝒉

𝑷𝒎𝟏

𝑷𝒎𝟑

𝑷𝒎
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Fonte: Próprio Autor

Da �gura 5, o deslocamento inicial das suspensões dianteiras e traseiras (xsif e xsir)

são dados por:

∑MB = 0;

Pm xf − FKs1_estatico
lx = 0

m

2
xr +Ks1 xsif lx = 0

xsif =
m xr

2 lx Ks1

(30)
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∑MA = 0;

−Pm xf + FKs3_estatico
lx = 0

−
m

2
xf +Ks3 xsir lx = 0

xsir =
m xf

2 lx Ks3

(31)

Da �gura 6, o deslocamento inicial dos pneus dianteiros e traseiros (xtif e xtir) e o

comprimento inicial das suspensões dianteiras e traseiras (lsif e lsir) são determinados

pelas seguintes relações:

∑MD = 0;

−FKt1_estatico
lx + Pm1 lx + Pm xr = 0

−Kt1 xtif lx +m1 lx +
m

2
xr = 0

xtif =
(m xr/2 lx) +m1

Kt1

(32)

∑MC = 0;

FKt3_estatico
lx − Pm3 lx − Pm xf = 0

Kt3 xtir lx +m3 lx +
m

2
xf = 0

xtir =
(m xf/2 lx) +m3

Kt3

(33)

lsif = h − (r0 − xtif) (34)

lsir = h − (r0 − xtir) (35)

sendo r0 o raio do conjunto de roda.
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Uma vez de�nido o deslocamento dos pneus xtij, é possível obter o raio instantâneo

do conjunto de roda B rij descrito pela relação a seguir:

Grij = T
T
ψ T

T
ϕ T

T
θ
Brij = r0 − xtij

considerando somente a componente da direção z, tem-se:

Grij = cosθ cosϕ
Brij = r0 − xtij

Brij =
r0 − xtij
cosθcosϕ

(36)

As componentes de velocidade de rolamento de cada pneu para a parte traseira são

iguais as velocidades longitudinais no ponto de contato do pneu com a pista (utrr = ugrr)

e (utrl = ugrl). Já para a parte dianteira, as velocidades de rolamento utfr e utfl são

obtidas a partir da relação das velocidades longitudinais (ugfr e ugfl) e lateral (vgfr e vgfl)

na área de contato dos pneus com os ângulos de direção (δ1 e δ2), e são dadas por:

utfr = ugfrcos(δ1) + vgfrsen(δ1) (37)

utfl = ugflcos(δ2) + vgflsen(δ2) (38)

utrr = ugrr (39)

utrl = ugrl (40)

A velocidade angular de cada roda ωij, por sua vez, pode ser representada pela seguinte

relação:

ωij =
utij
Brij

(41)
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O comprimento instantâneo de cada suspensão lsij, utilizado nas equações (22) e (23),

é descrito pela equação (42) para a parte dianteira, e pela equação (43) para a parte

traseira.

lsij = lsif − (xsij − xsif), para ij = fr, fl (42)

lsij = lsir − (xsij − xsir), para ij = rr, rl (43)

2.1.1 Sistemas de forças e momentos do veículo

Para descrever as forças e momentos aplicados na massa suspensa e nas massas

não-suspensas, deve-se efetuar a transformação das forças e momentos externos dos

sistemas de coordenadas móvel B1 e inercial G para o sistema de coordenadas móvel

B.

As forças Fxsij, Fysij e Fzsij são as forças transmitidas para a massa suspensa ao longo

das direções longitudinal, lateral e vertical, respectivamente, no sistema de coordenadas

móvel B. As forças Fxgsij, Fygsij e Fzgsij são as forças agindo no ponto de contato do pneu

com a pista no mesmo sistema de coordenadas móvel B. Estas forças podem ser escritas

em termos das forças dos pneus Fxgij, Fygij e Fzgij pela projeção dos seus componentes

ao longo do sistema de coordenadas móvel B1 como:

BFgsij = Tϕ Tθ
B1Fgij

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fxgsij

Fygsij

Fzgsij

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ 0 −senθ

senϕsenθ cosϕ senϕcosθ

cosϕsenθ −senϕ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fxgij

Fygij

Fzgij

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(44)

As forças Fxgij e Fygij são obtidas a partir da relação das forças longitudinal Fxtij e

lateral Fytij na área de contato do pneu com o ângulo de direção (δk), conforme ilustrado

na �gura 4, em que as forças (Fxtij = Fx) e (Fytij = Fy) são dadas pelas equações (A.43)

e (A.52), ambas encontradas no Apêndice A. Logo, as forças Fxgij e Fygij são dadas por:

Fxgij = Fxtijcosδk − Fytijsenδk (45)

Fygij = Fxtijsenδk + Fytijcosδk (46)

sendo que o subescrito k = {1,2,3 e 4} denota cada extremidade do veículo e as forças

estão relacionadas as massas não-suspensas.
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A força vertical Fzgij agindo no ponto de contato do pneu com a pista, no sistema de

coordenadas móvel B1, pode ser escrita em termos da rigidez do pneu (Ktk) e da de�exão

instantânea do pneu (xtij), de�nida como:

Fzgij = Fztij = xtijKtk (47)

Para obter as forças Fxsij e Fysij, transmitidas para a massa suspensa ao longo dos

eixos u e v do sistema de coordenadas móvel B, subtrai-se a força peso e as forças de

inércia da massa não-suspensa das forças Fxgsij e Fygsij que agem no ponto de contato do

pneu com a pista. Já a força vertical Fzsij, transmitida para a massa suspensa ao longo

do eixo w, no mesmo sistema de coordenadas móvel B, é obtida pela soma da força da

rigidez e do amortecedor MR ou convencional. Logo as equações que descrevem as forças

transmitidas para a massa suspensa, são dadas por:

Fxsij = Fxgsij +mkgsenθ −mku̇uij +mkωzvuij −mkωywuij (48)

Fysij = Fygsij −mkgsenϕcosθ −mkv̇uij +mkωxwuij −mkωzuuij (49)

Fzsij = xsijKsk + Fk (50)

De forma análoga, as forças longitudinais e laterais geradas nos pneus, os momentos

Mxgij e Mygij que atuam no ponto de contato do pneu com a pista, no sistema de

coordenadas móvel B1, são dados por:

Mxgij =Mxtijcosδk −Mytijsenδk (51)

Mygij =Mxtijsenδk +Mytijcosδk (52)

e o momento Mzgij que atua no ponto de contato do pneu com a pista, no sistema de

coordenadas móvel B1, é considerado igual ao momento gerado por cada pneu, assim

tem-se que:

Mzgij =Mztij (53)

sendo (Mxtij = Mx), (Mytij = My) e (Mzytij = Mz) os momentos gerados por cada pneu

que são dados pelas equações (A.53), (A.54) e (A.61), ambas encontradas no Apêndice A.
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Os momentos Mxsij, Mysij e Mzsij, transmitidos para a massa suspensa no sistema de

coordenadas móvel B, podem ser escritos em termos dos momentos Mxgij, Mygij e Mzgij,

pela projeção dos seus componentes ao longo do sistema de coordenadas móvel B1 como:

BMsij = Tϕ Tθ
B1Mgij

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mxsij

Mysij

Mzsij

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ 0 −senθ

senϕsenθ cosϕ senϕcosθ

cosϕsenθ −senϕ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mxgij

Mygij

Mzgij

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(54)

Na �gura 7 são ilustradas as forças e as velocidades no plano de rolagem da parte

frontal. Geralmente, a altura do centro de rolagem é de�nida com referência à pista. Além

disso, segundo a norma SAE J670e (1976) - Vehicle Dynamics Terminology, de�ne-se

o centro de rolagem como sendo um ponto no plano transversal (direção vertical) de

qualquer par de rodas que esteja sobre um mesmo eixo transversal, sendo que as forças

laterais podem ser aplicadas sem que se produza rolagem da suspensão.

Figura 7- Forças e velocidades no plano de rolagem da parte frontal.

𝜑

𝑭𝒛𝒈𝒔𝒇𝒓
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𝒍𝒔𝒇𝒍

𝒓𝒇𝒍

𝒗𝒈𝒇𝒓 , 𝑭𝒚𝒈𝒇𝒓

𝒘𝒈𝒇𝒓 , 𝑭𝒛𝒈𝒇𝒓

𝑭𝒚𝒈𝒔𝒇𝒓

𝑭𝒛𝒈𝒔𝒇𝒍

𝒗𝒈𝒇𝒍 , 𝑭𝒚𝒈𝒇𝒍

𝒘𝒈𝒇𝒍 , 𝑭𝒛𝒈𝒇𝒍
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𝒗𝒔𝒇𝒓 , 𝑭𝒚𝒔𝒇𝒓

𝒘𝒔𝒇𝒓 , 𝑭𝒛𝒔𝒇𝒓 𝒗𝒔𝒇𝒍 , 𝑭𝒚𝒔𝒇𝒍

𝒘𝒔𝒇𝒍 , 𝑭𝒛𝒔𝒇𝒍

𝜔𝑥

𝒘

𝒗

𝒎𝟏

𝒎

𝒎𝟐

Fonte: Adaptado de Shim e Ghike (2007)

Na ausência de um centro de rolagem, o centro de rolagem é assumido no plano da

pista e os momentos de rolagem Mxij, transmitidos para a massa suspensa ao longo da

direção ωx (veja �gura 7) são dados por:
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Mxij = Fygsij(lsij + rij) − (mkgsenϕcosθ +mkv̇uij −mkωxwuij +mkωzuuij)lsij

Mxij = Fygsijrij + Fysijlsij (55)

A �gura 8 mostra as forças e as velocidades no plano de arfagem da parte lateral

direita.

Figura 8- Forças e velocidades no plano de arfagem da parte lateral direita.
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𝒎
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𝒖𝒈𝒓𝒓 , 𝑭𝒙𝒈𝒓𝒓𝑭𝒙𝒈𝒔𝒓𝒓

Fonte: Próprio Autor

Com base na �gura 8, os momentos de arfagem Myij e guinada Mzij, transmitidos

para a massa suspensa ao longo das direções ωy e ωz, são dados por:

Myij = −(Fxgsij(lsij + rij) − (−mkgsenθ +mku̇uij −mkωzvuij +mkωywuij)lsij)

Myij = −(Fxgsijrij + Fxsijlsij) (56)

Mzij = 0 (57)
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A partir dos diagramas de corpo livre apresentados nas �guras 9, 10, 11, 12 e 13,

referentes às massas não-suspensas m1, m2, m3 e m4 e à massa suspensa m, aplica-se o

método de Newton-Euler e obtêm-se as equações diferenciais de movimento do veículo.

Figura 9- Diagrama de corpo livre da massa não-suspensa m1.

𝑭𝒌𝒔𝟏 𝑭𝟏

𝒎𝟏

𝑭𝒛𝒈𝒔𝒇𝒓 𝑷𝟏𝒛 = 𝒎𝟏𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒄𝒐𝒔𝝋

𝑷𝟏𝒚 = 𝒎𝟏𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒔𝒆𝒏𝝋

𝑭𝒚𝒈𝒔𝒇𝒓𝑭𝒙𝒈𝒔𝒇𝒓
𝑷𝟏𝒙 = 𝒎𝟏𝒈𝒔𝒆𝒏𝜽

Fonte: Próprio Autor

m1(ẇufr + ωxvufr − ωyuufr) = Fzgsfr − P1z − FKs1
− F1

m1ẇufr = cosϕ(cosθ(Fzgfr −m1g) + senθFxgfr) − senϕFygfr − xsfrKs1 − F1−

−m1ωxvufr +m1ωyuufr (58)

sendo FKs1
a força referente à rigidez da suspensão dianteira direita, F1 é a força referente

ao amortecedor dianteiro direito dada pela equação(B.5) do Apêndice B se for considerado

o amortecedor MR ou dada pelas equações(B.13 e B.14) do Apêndice B se for considerado

o amortecedor convencional, Fzgsfr é a força vertical referente ao ponto de contato do pneu

com a pista no canto dianteiro direito e P1z é a força peso na direção z referente a massa

não-suspensa 1.
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Figura 10- Diagrama de corpo livre da massa não-suspensa m2.
𝑭𝒌𝒔𝟐 𝑭𝟐

𝒎𝟐

𝑭𝒛𝒈𝒔𝒇𝒍 𝑷𝟐𝒛 = 𝒎𝟐𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒄𝒐𝒔𝝋

𝑷𝟐𝒚 = 𝒎𝟐𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒔𝒆𝒏𝝋

𝑭𝒚𝒈𝒔𝒇𝒍𝑭𝒙𝒈𝒔𝒇𝒍
𝑷𝟐𝒙 = 𝒎𝟐𝒈𝒔𝒆𝒏𝜽

Fonte: Próprio Autor

m2(ẇufl + ωxvufl − ωyuufl) = Fzgsfl − P2z − FKs2
− F2

m2ẇufl = cosϕ(cosθ(Fzgfl −m2g) + senθFxgfl) − senϕFygfl − xsflKs2 − F2−

−m2ωxvufl +m2ωyuufl (59)

sendo FKs2
a força referente à rigidez da suspensão dianteira esquerda, F2 é a força

referente ao amortecedor dianteiro esquerdo dada pela equação(B.5) do Apêndice B se for

considerado o amortecedor MR ou dada pelas equações(B.13 e B.14) do Apêndice B se

for considerado o amortecedor convencional, Fzgsfl é a força vertical referente ao ponto de

contato do pneu com a pista no canto dianteiro esquerdo e P2z é a força peso na direção

z referente a massa não-suspensa 2.

Figura 11- Diagrama de corpo livre da massa não-suspensa m3.
𝑭𝒌𝒔𝟑 𝑭𝟑

𝒎𝟑

𝑭𝒛𝒈𝒔𝒓𝒓 𝑷𝟑𝒛 = 𝒎𝟑𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒄𝒐𝒔𝝋

𝑷𝟑𝒚 = 𝒎𝟑𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒔𝒆𝒏𝝋

𝑭𝒚𝒈𝒔𝒓𝒓𝑭𝒙𝒈𝒔𝒓𝒓
𝑷𝟑𝒙 = 𝒎𝟑𝒈𝒔𝒆𝒏𝜽

Fonte: Próprio Autor
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m3(ẇurr + ωxvurr − ωyuurr) = Fzgsrr − P3z − FKs3
− F3

m3ẇurr = cosϕ(cosθ(Fzgrr −m3g) + senθFxgrr) − senϕFygrr − xsrrKs3 − F3−

−m3ωxvurr +m3ωyuurr (60)

sendo FKs3
a força referente à rigidez da suspensão traseira direita, F3 é a força referente

ao amortecedor traseiro direito dada pela equação(B.5) do Apêndice B se for considerado

o amortecedor MR ou dada pelas equações(B.13 e B.14) do Apêndice B se for considerado

o amortecedor convencional, Fzgsrr é a força vertical referente ao ponto de contato do pneu

com a pista no canto traseiro direito e P3z é a força peso na direção z referente a massa

não-suspensa 3.

Figura 12- Diagrama de corpo livre da massa não-suspensa m4.
𝑭𝒌𝒔𝟒 𝑭𝟒

𝒎𝟒

𝑭𝒛𝒈𝒔𝒓𝒍 𝑷𝟒𝒛 = 𝒎𝟒𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒄𝒐𝒔𝝋

𝑷𝟒𝒚 = 𝒎𝟒𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒔𝒆𝒏𝝋

𝑭𝒚𝒈𝒔𝒓𝒍𝑭𝒙𝒈𝒔𝒓𝒍
𝑷𝟒𝒙 = 𝒎𝟒𝒈𝒔𝒆𝒏𝜽

Fonte: Próprio Autor

m4(ẇurl + ωxvurl − ωyuurl) = Fzgsrl − P4z − FKs4
− F4

m4ẇurl = cosϕ(cosθ(Fzgrl −m4g) + senθFxgrl) − senϕFygrl − xsrlKS4 − F4−

−m4ωxvurl +m4ωyuurl (61)

sendo FKs4
a força referente à rigidez da suspensão traseira esquerda, F4 é a força

referente ao amortecedor traseiro esquerdo dada pela equação(B.5) do Apêndice B se

for considerado o amortecedor MR ou dada pelas equações(B.13 e B.14) do Apêndice B

se for considerado o amortecedor convencional, Fzgsrl é a força vertical referente ao ponto

de contato do pneu com a pista no canto traseiro esquerdo e P4z é a força peso na direção

z referente a massa não-suspensa 4.
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Figura 13- Diagrama de corpo livre da massa suspensa m.

𝑭𝒌𝒔𝟏
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𝑭𝒌𝒔𝟑
𝑭𝟑

𝑭𝒌𝒔𝟒

𝑭𝟒

𝑷𝒛 = 𝒎𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒄𝒐𝒔𝝋

𝑷𝒚 = 𝒎𝒈𝒄𝒐𝒔𝜽𝒔𝒆𝒏𝝋

𝑷𝒙 = 𝒎𝒈𝒔𝒆𝒏𝜽

𝑭𝒙𝒔𝒇𝒓

𝑭𝒙𝒔𝒇𝒍

𝑭𝒙𝒔𝒓𝒓

𝑭𝒙𝒔𝒓𝒍

𝑭𝒚𝒔𝒇𝒓

𝑭𝒚𝒔𝒇𝒍

𝑭𝒚𝒔𝒓𝒍

𝑭𝒚𝒔𝒓𝒓

 (𝑴𝒙𝒔𝒊𝒋 +𝑴𝒙𝒊𝒋)

 (𝑴𝒛𝒔𝒊𝒋 +𝑴𝒛𝒊𝒋)

 (𝑴𝒚𝒔𝒊𝒋 +𝑴𝒚𝒊𝒋)

Fonte: Próprio Autor

Uma vez de�nidos, as forças e os momentos atuantes na massa suspensa, tem-se que:

Fx = Fxsfr + Fxsfl + Fxsrr + Fxsrl +mgsenθ (62)

Fy = Fysfr + Fysfl + Fysrr + Fysrl −mgcosθsenϕ (63)

Fz = Fzsfr + Fzsfl + Fzsrr + Fzsrl −mgcosθcosϕ (64)

Mx =Mxsfr +Mxsfl +Mxsrr +Mxsrl +Mxfr +Mxfl +Mxrr +Mxrl+

+ Fzsflyfl + Fzsrlyrl − Fzsfryfr − Fzsrryrr (65)

My =Mysfr +Mysfl +Mysrr +Mysrl +Myfr +Myfl +Myrr +Myrl+

+ Fzsrlxr + Fzsrrxr − Fzsfrxf − Fzsflxf (66)

Mz =Mzsfr +Mzsfl +Mzsrr +Mzsrl +Mzfr +Mzfl +Mzrr +Mzrl+

+ (Fysfr + Fysfl)xf − (Fysrl + Fysrr)xr + Fxsfryfr − Fxsflyfl + Fxsrryrr − Fxsrlyrl (67)
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Na análise precedente, os eixos principais do veículo foram considerados coincidentes

com os eixos coordenados do sistema de coordenadas móvel B. Assim, os momentos de

inércia da massa suspensa são iguais aos momentos de inércia principais (Ix = I1, Iy = I2

e Iz = I3). Substituindo as equações (62) a (64) na equação (15) e as equações (65) a (67)

na equação (16), obtêm-se as equações diferenciais do movimento da massa suspensa que

são descritas por:

mu̇ +mωyw −mωzv = Fxsfr + Fxsfl + Fxsrr + Fxsrl +mgsenθ (68)

mv̇ +mωzu −mωxw = Fysfr + Fysfl + Fysrr + Fysrl −mgcosθsenϕ (69)

mẇ +mωxv −mωyu = Fzsfr + Fzsfl + Fzsrr + Fzsrl −mgcosθcosϕ (70)

ω̇xI1 − ωyωzI2 + ωyωzI3 =Mxsfr +Mxsfl +Mxsrr +Mxsrl +Mxfr +Mxfl +Mxrr +Mxrl+

+ Fzsflyfl + Fzsrlyrl − Fzsfryfr − Fzsrryrr (71)

ω̇yI2 − ωxωzI1 + ωxωzI3 =Mysfr +Mysfl +Mysrr +Mysrl +Myfr +Myfl +Myrr +Myrl+

+ Fzsrlxr + Fzsrrxr − Fzsfrxf − Fzsflxf (72)

ω̇zI3 − ωxωyI1 + ωxωyI2 =Mzsfr +Mzsfl +Mzsrr +Mzsrl +Mzfr +Mzfl +Mzrr +Mzrl+

+ (Fysfr + Fysfl)xf − (Fysrl + Fysrr)xr + Fxsfryfr − Fxsflyfl + Fxsrryrr − Fxsrlyrl (73)

Com a intenção de evitar singularidades, pois para θ = 0 tem-se que senθ ≈ 0 e como

consequência ϕ e ψ tornam-se coplanares e indistinguíveis. De acordo Jazar (2007) o

sistema de coordenadas descritos pelos ângulos de Cardan não é singular em θ = 0, deste

modo o mesmo foi adotado para descrever o movimento.

Para descrever os ângulos de Cardan, é introduzido um sistema de coordenadas móvel

Cardaniano C (êϕ, êθ, êψ), de�nido pelos vetores unitários êϕ, êθ e êψ, como ilustrado na

�gura 14.
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Figura 14- Sistema de coordenadas móvel Cardaniano C (êϕ, êθ, êψ).
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Fonte: Próprio Autor

O vetor velocidade angular B
Gωcg do sistema de coordenadas móvel B em relação ao

sistema de coordenadas inercial G pode ser escrito no sistema de coordenadas móvel

Cardaniano C como a soma dos três vetores de variação dos ângulos de Cardan.

C
Gωcg = ϕ̇êϕ + θ̇êθ + ψ̇êψ (74)

sendo que a taxa de variação dos ângulos de Cardan, ϕ̇, θ̇ e ψ̇ são chamadas de velocidades

angulares de Cardan.

Para encontrar o vetor velocidade angular BGωcg no sistema de coordenadas móvel B,

transforma-se os vetores unitários êϕ, êθ e êψ para o sistema de coordenadas móvel B. O

vetor unitário êϕ = {1 0 0}T = î, já encontra-se no sistema de coordenadas móvel B e

é dado por:

B êϕ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(75)

O vetor unitário êθ = {0 1 0}T = ĵ′ está no sistema de coordenadas móvel B1 e

precisa de duas rotações θ e ϕ para ser transformado para o sistema de coordenadas móvel

B e é dado por:
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B êθ = Tϕ Tθ êθ

B êθ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ 0 −senθ

senϕsenθ cosϕ senϕcosθ

cosϕsenθ −senϕ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

1

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

B êθ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

cosϕ

−senϕ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(76)

O vetor unitário êψ = {0 0 1}T = K̂ está no sistema de coordenadas inercial G e

precisa de três rotações ψ, θ e ϕ para ser transformado para o sistema de coordenadas

móvel B e é dado por:

B êψ = Tϕ Tθ Tψ êψ

B êψ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθcosψ cosθsenψ −senθ

−cosϕsenψ + senϕsenθcosψ cosϕcosψ + senϕsenθsenψ senϕcosθ

senϕsenψ + cosϕsenθcosψ −senϕcosψ + cosϕsenθsenψ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

0

1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

B êθ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−senθ

senϕcosθ

cosϕcosθ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(77)

Assim, o vetor velocidade angular BGωcg pode ser expresso no sistema de coordenadas

móvel B como:

B
Gωcg = ϕ̇

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+ θ̇

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

cosϕ

−senϕ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+ ψ̇

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−senθ

senϕcosθ

cosϕcosθ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

B
Gωcg = (ϕ̇ − ψ̇senθ)̂i + (θ̇cosϕ + ψ̇senϕcosθ)ĵ + (−θ̇senϕ + ψ̇cosϕcosθ)k̂ (78)
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e os componentes do vetor velocidade angular B
Gωcg no sistema de coordenadas móvel B

são relacionados com o sistema de coordenadas móvel Cardaniano C pela seguinte relação:

B
Gωcg = TC

C
Gωcg

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 −senθ

0 cosϕ senϕcosθ

0 −senϕ cosϕcosθ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̇

θ̇

ψ̇

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(79)

sendo TC a matriz de transformação do sistema de coordenadas Cardaniano C para o

sistema de coordenadas móvel B.

Como a matriz de transformação TC não é uma matriz ortogonal, pois a sua matriz

transposta é diferente da sua matriz inversa (TT
C ≠ T−1

C ), as velocidades angulares de

Cardan são dadas por:

C
Gωcg = T

−1
C

B
Gωcg

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̇

θ̇

ψ̇

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1

cosθ

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cosθ senθsenϕ senθcosϕ

0 cosθcosϕ −cosθsenϕ

0 senϕ cosϕ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωx

ωy

ωz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(80)

Desenvolvendo a equação (80), chega-se nas equações (81) a (83). Uma vez de�nidas

as velocidades angulares de Cardan, equações (81) a (83), os ângulos de Cardan ϕ, θ, ψ,

mencionados acima, são obtidos realizando a integração dessas velocidades angulares.

ϕ̇ = ωx + ωysenϕtgθ + ωzcosϕtgθ (81)

θ̇ = ωycosϕ − ωzsenϕ (82)

ψ̇ =
ωysenϕ

cosθ
−
ωzcosϕ

cosθ
(83)
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2.2 MODELO DO PNEU

As forças dominantes que agem em um veículo são geradas na área de contato dos

pneus com a pista. O pneu serve como um componente do veículo para suportar o

peso do veículo e absorver as irregularidades da pista, tanto para desenvolver as forças

longitudinais de aceleração e frenagem, quanto para gerar as forças laterais necessárias ao

controle da direção do veículo. Assim, a �m de simular e analisar a região completa de

dirigibilidade do veículo, é importante prever com precisão as forças geradas pelos pneus.

Estas forças são geralmente dependentes de muitos parâmetros. Para um determinado

par de pista-pneu, o atrito pode ser razoavelmente estimado com precisão através da

carga do pneu, da razão de deslizamento longitudinal e do ângulo de deslizamento lateral

instantâneos.

2.2.1 De�nições

Os pneus podem ser considerados como um gerador de forças com duas saídas de

maiores magnitudes: força longitudinal Fxtij, força lateral Fytij, e três saídas de menores

magnitudes: momento de alinhamento Mztij, momento de rolagem Mxtij e momento de

resistência ao rolamento Mytij. As entradas do gerador de forças são a carga do pneu

Fztij, a razão de deslizamento longitudinal kij, o ângulo de deslizamento lateral αij e o

ângulo camber γij.

Para determinar as entradas: razão de deslizamento longitudinal kij e ângulo de

deslizamento lateral αij, é necessário conhecer as componentes de velocidade longitudinais

e laterais no ponto de contato do pneu com a pista ugij e vgij. A �gura 15, ilustra

as componentes de velocidade longitudinais e laterais de cada pneu no sistema de

coordenadas móvel B1 e as forças longitudinais e laterais de cada pneu.
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Figura 15- De�nição das componentes de velocidade longitudinais e
laterais de cada pneu no sistema de coordenadas móvel B1 e das forças

longitudinais e laterais de cada pneu.
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Fonte: Próprio Autor

2.2.1.1 Razão de deslizamento longitudinal

A razão de deslizamento longitudinal kij é de�nida como a razão da diferença entre

a velocidade de rolamento do pneu (utij ) e a velocidade do centro da roda (rijωij), pelo

módulo da velocidade de rolamento do pneu, e é dada por:

kij =
rijωij − utij

∣utij ∣
(84)
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2.2.1.2 Ângulo de deslizamento lateral

O ângulo de deslizamento lateral do pneu αij é de�nido como o ângulo entre a direção

da roda (eixo xtij) e a direção em que a roda trafega (Vij). O ângulo de deslizamento

lateral αij é ilustrado na �gura 16 e pode ser expresso como:

αij = tg
−1 (

vgij
ugij

) − δk (85)

Figura 16- De�nição do ângulo de deslizamento lateral αij.
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Fonte: Próprio Autor

2.2.1.3 Carga vertical do pneu

A quantidade de carga vertical em um pneu determina as forças atuantes nos pneus.

As cargas verticais dos pneus são normalmente determinadas pelo peso do veículo e pela

posição do c. g. No entanto, as cargas verticais do pneu variam com a transferência de

carga dinâmica, que resulta em forças inerciais geradas pela aceleração das massas do

veículo. Portanto, o modelo do veículo também deve contemplar essa transferência de

carga. A carga vertical instantânea de cada pneu é descrita pela equação (47).

2.3 RESOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DO
MOVIMENTO

Para as simulações numéricas que serão apresentadas no Capítulo 5, um programa

foi implementado para a resolução numérica das equações diferencias do movimento do

modelo não-linear do veículo. Os passos para a resolução do sistema são enumerados como

segue:
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1. Entra-se com os parâmetros do modelo do pneu Pacekja; parâmetros do amortecedor

MR Bouc-Wen modi�cado; parâmetros do veículo como: massa suspensa, massas

não-suspensas, rigidezes das suspensões, rigidezes dos pneus, momentos de inércia

e parâmetros geométricos; parâmetros de simulação: tempo �nal e passo de tempo

variável, como utiliza-se um integrador com passo variável, adota-se um passo

de tempo constante para salvar os resultados e condições iniciais: deslocamento,

velocidade, aceleração, ângulo de direção e excitação da pista.

2. Estima-se as forças longitudinal Fxtij e lateral Fytij (equações A.43 e A.52) e os

momentos de rolagem Mxtij, de resistência ao rolamento Mytij e de alinhamento

Mztij (equações A.53, A.54 e A.61) gerados pelos pneus;

3. Calcula-se as quantidades cinemáticas do veículo através das equações 18 à 43. Em

seguida calcula-se as forças e os momentos do veículo por meio das equações 44 à

57.

4. Estima-se a aceleração, a velocidade e o deslocamento do conjunto de equações

diferencias do movimento (58) a (61) e (68) a (73), além de (81) a (83) através de

integração numérica utilizando o método de Runge-Kutta (ode45).

5. Calcula-se o erro 1 das equações diferenciais do movimento, onde se o mesmo for

menor que uma tolerância pré-estabelecida, passa-se para o próximo passo de tempo

executando os passos de 2 a 4 para cada intervalo de tempo. Caso contrário, o passo

4 é refeito.

Uma vez de�nido o conjunto de equações diferenciais de movimento através do método

Newton-Euler para o veículo dotado de suspensões com amortecedores magnetoreológicos

ou convencionais, a próxima etapa busca a validação dos modelos apresentados.

1Os integradores de passo variável usam técnicas de controle padrão para monitorar o erro local em
cada passo de tempo. Durante cada passo de tempo, os integradores calculam os valores das variáveis
de estado no �nal do passo e determinam o erro local (o erro estimado desses valores das variáveis de
estado). Em seguida, eles comparam o erro local com o erro aceitável, que é uma função que depende
da tolerância relativa (rtol) e da tolerância absoluta (atol). Se o erro local for maior que o erro aceitável
para qualquer variável de estado, o integrador reduz o tamanho do passo e tenta novamente. O integrador
requer que o erro para o i-ésimo estado satisfaça:

ei ≤max(rtol × ∣xi∣, atoli)
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3 VALIDAÇÃO DO MODELO NUMÉRICO DESENVOLVIDO

Neste capítulo, os resultados obtidos a partir do modelo não-linear do veículo

desenvolvido, utilizando-se o método de Newton-Euler e o modelo do pneu Pacejka (MF-

Tyre 5.2 ), são comparados com os dados gerados pelo programa de simulação comercial

CARSIMRO 1. Um conjunto de testes numéricos é realizado no sentido de validar o modelo

não-linear do veículo e aferir o modelo do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ).

3.1 PARÂMETROS DO VEÍCULO

Um veículo de corrida do tipo FORMULA é utilizado como exemplo para a validação

numérica. A �gura 17 ilustra o veículo utilizado nas simulações.

Figura 17- Veículo de corrida do tipo FORMULA.

Fonte: Próprio Autor

Os valores dos parâmetros físicos e geométricos do veículo foram baseados em um

carro de corrida do tipo FORMULA e estão dispostos na tabela 2.

1O programa comercial CarSimRO simula o comportamento dinâmico de veículos de passageiros, carros
de corrida, caminhões leves e veículos utilitários. É capaz de animar os testes simulados e disponibiliza
mais de 800 variáveis calculadas para serem analisadas na forma de grá�cos ou exportadas para outros
softwares como o MATLAB/Simulink, Excel e ferramentas de otimização. O CarSimRO é o software de
simulação de dinâmica de veículos mais amplamente utilizado no setor automotivo. Dentre as empresas
que utilizam o software, destacam-se: GM, Volkswagen, Toyota, Ford, Fiat, Honda, Mitsubishi, Land
Rover, Harley-Davidson e etc.
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Tabela 2- Parâmetros físicos e geométricos de um carro de corrida do tipo
FORMULA.

Parâmetros do Veículo FORMULA

Massa suspensa m = 165 kg

Momento de inércia Longitudinal da massa suspensa Ix = 16,5 kgm2

Momento de inércia Lateral da massa suspensa Iy = 85,25 kgm2

Momento de inércia Vertical da massa suspensa Iz = 89,99 kgm2

Distância do c.g. da massa suspensa até eixo dianteiro xf = 0,9 m

Distância do c.g. da massa suspensa até o eixo traseiro xr = 0,8 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado esquerdo dianteiro yfl = 0,62 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado direito dianteiro yfr = 0,62 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado esquerdo traseiro yrl = 0,605 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado direito traseiro yrr = 0,605 m

Distância do c.g. da massa suspensa até a pista h = 0,225 m

Massa não-supensa dianteira m1 =m2 = 28,5 kg

Massa não-supensa traseira m3 =m4 = 26 kg

Rigidez da suspensão dianteira Ks1 =Ks2 = 15 kN/m

Rigidez da suspensão traseira Ks3 =Ks4 = 15 kN/m

Rigidez do pneu dianteiro Kt1 =Kt2 = 127 kN/m

Rigidez do pneu traseiro Kt3 =Kt4 = 127 kN/m

Camber dianteiro = -1,25 ○

Camber traseiro = -1,5 ○

Raio do pneu nominal r0 = 0,298 m

3.2 ANÁLISE DINÂMICA DO VEÍCULO

Num primeiro momento, o trajeto da pista, ilustrado pela �gura 18, foi utilizado

para as simulações numéricas. O modelo não-linear do veículo descrito pelo conjunto de

equações (58) a (61) e (68) a (73), foi simulado num microcomputador pessoal por meio do

Simulink RO, sendo que as equações foram integradas (admitindo condições iniciais nulas)

usando um integrador de Runge-Kutta (ode45) e passo variável. O tempo de simulação

utilizado nos testes numéricos foi assumido como sendo de 30 segundos e os pneus foram

do tipo 175/70 R13.
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Figura 18- Trajeto da pista utilizado na primeira etapa de validação
numérica.

Fonte: Próprio Autor

Nestas simulações, o veículo Formula foi submetido as seguintes velocidades

longitudinais constantes (u): 10 km/h, 15 km/h, 20 km/h, 25 km/h e 30 km/h. Para

cada velocidade longitudinal u, os ângulos de direção das rodas dianteiras foram descritos

conforme ilustram as �guras 19, 20, 21, 22 e 23.

Figura 19- Velocidade longitudinal u = 10 km/h: (a) Ângulo de direção δ1
e (b) Ângulo de direção δ2.
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Figura 20- Velocidade longitudinal u = 15 km/h: (a) Ângulo de direção δ1
e (b) Ângulo de direção δ2.
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Figura 21- Velocidade longitudinal u = 20 km/h: (a) Ângulo de direção δ1
e (b) Ângulo de direção δ2.
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Figura 22- Velocidade longitudinal u = 25 km/h: (a) Ângulo de direção δ1
e (b) Ângulo de direção δ2.
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Figura 23- Velocidade longitudinal u = 30 km/h: (a) Ângulo de direção δ1
e (b) Ângulo de direção δ2.
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As �guras 24, 25, 26, 27 e 28 ilustram, respectivamente, os resultados obtidos pelo

programa de simulação CARSIMRO e a comparação do ângulo de rolagem ϕ, do ângulo de

arfagem θ, do ângulo de guinada ψ e da velocidade angular ψ̇, determinados pelo modelo

não-linear do veículo apresentado no Capítulo 2, Seção 2.1.

Figura 24- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo não-linear de
10 GDL's com os dados gerados pelo programa CARSIMRO a uma velocidade

longitudinal u = 10 km/h.
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Figura 25- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo não-linear de
10 GDL's com os dados gerados pelo programa CARSIMRO a uma velocidade

longitudinal u = 15 km/h.
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Figura 26- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo não-linear de
10 GDL's com os dados gerados pelo programa CARSIMRO a uma velocidade

longitudinal u = 20 km/h.
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Figura 27- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo não-linear de
10 GDL's com os dados gerados pelo programa CARSIMRO a uma velocidade

longitudinal u = 25 km/h.
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Figura 28- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo não-linear de
10 GDL's com os dados gerados pelo programa CARSIMRO a uma velocidade

longitudinal u = 30 km/h.
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Numa segunda etapa deste mesmo procedimento de validação, foi utilizado um trajeto

de pista ilustrado pela �gura 29.

Figura 29- Trajeto de pista utilizado na segunda etapa de validação
numérica.

Fonte: Próprio Autor

Para este teste numérico, foi assumido um tempo de simulação de 6.325 segundos,

uma velocidade longitudinal constante (u) de 120 km/h, e ângulos de direção das rodas

dianteiras representados pela �gura 30.

Figura 30- Velocidade longitudinal u = 120 km/h: (a) Ângulo de direção
δ1 e (b) Ângulo de direção δ2.
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A comparação das variáveis obtidas pelo modelo não-linear de 10 GDL's e pelo

programa de simulação CARSIMRO, quais sejam: ângulo de rolagem ϕ, ângulo de arfagem

θ, ângulo de guinada ψ e velocidade angular ψ̇, são ilustradas pela �gura 31.
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A �gura 31 ilustra, respectivamente, os resultados obtidos pelo programa de simulação

CARSIMRO e a comparação do ângulo de rolagem ϕ, do ângulo de arfagem θ, do ângulo

de guinada ψ e da velocidade angular ψ̇ determinados pelo modelo não-linear do veículo

apresentado.

Figura 31- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo não-linear de
10 GDL's com os dados gerados pelo programa CARSIMRO a uma velocidade

longitudinal u = 120 km/h.
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A partir da análise das �guras precedentes, veri�cou-se que os resultados apresentados

mostraram uma boa aproximação entre os resultados gerados pelo modelo não-linear do

veículo e pelo o programa de simulação CARSIMRO. O ângulo de rolagem ϕ e o ângulo

de arfagem θ apresentaram uma diferença, pois, na ausência de um centro de rolagem,

o centro de rolagem foi assumido no plano da pista. Assim, os resultados ilustrados

nas �guras apresentadas foram quase idênticos e con�rma-se a e�ciência das técnicas de

modelagem desenvolvidas quando comparadas com o programa de simulação comercial

utilizado.
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3.3 AFERIÇÃO DO MODELO DO PNEU

Para a aferição do modelo do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ), apresentado no Apêndice

A, foi assumido um pneu do tipo 175/70 R13. Os valores dos parâmetros do modelo

utilizados na simulação encontram-se no Apêndice A, seção A.1.

Na simulação efetuada, foi assumido o trajeto de pista ilustrado pela �gura 29 e as

mesmas condições apresentadas anteriormente. A razão de deslizamento longitudinal kfr,

ângulo de deslizamento lateral αfr e carga vertical Fzgfr, que foram adotadas para roda

dianteira direita, são ilustradas pela �gura 32.

Figura 32- Entradas para o modelo do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ): (a)
Carga vertical Fzgfr, (b) Ângulo de deslizamento lateral αfr e (c) Razão de

deslizamento longitudinal kfr.
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A comparação das variáveis obtidas pelo modelo do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ) e

pelo programa de simulação CARSIMRO, quais sejam: força longitudinal Fxtfr, força lateral

Fytfr, momento de rolagemMxtfr, momento de resistência ao rolamentoMytfr e momento

de alinhamento Mztfr, são ilustradas pelas �guras 33 e 34.
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Figura 33- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo do pneu com
os dados gerados pelo CARSIMRO: (a) Força longitudinal Fxtfr e (b)Força

lateral Fytfr.

Modelo do Pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2) CARSIM

0 1 2 3 4 5 6
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

Tempo (s)

(a)

F
o

rç
a
 L

o
n

g
it

u
d

in
a
l,
 𝑭

𝒙
𝒕𝒇
𝒓

(N
)

0 1 2 3 4 5 6
-300

-200

-100

0

100

200

300

400

Tempo (s)

(b)

F
o

rç
a
 L

a
te

ra
l,
 𝑭

𝒚
𝒕𝒇
𝒓

(N
)

Fonte: Próprio Autor

Figura 34- Comparação dos resultados obtidos pelo modelo do pneu com
os dados gerados pelo CARSIMRO: (a) Momento de rolagem Mxtfr, (b)

Momento de resistência ao rolamento Mytfr e (c) Momento de alinhamento
Mztfr.
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Observa-se claramente, nas �guras 33 e 34, a excelente concordância entre os

resultados apresentados pelo modelo do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ) e o programa de

simulação CARSIMRO.

Assim, diante dos resultados auferidos, comprova-se que o conjunto de modelos

apresentados consegue representar o movimento espacial de um veículo por completo.

Deste modo, procede-se para à fase de projeto dos controladores para um modelo de 1/4

de veículo.
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4 CONTROLE SEMI-ATIVO DE VIBRAÇÕES EM SUSPENSÕES
VEICULARES

Neste capítulo são apresentados, inicialmente, o modelo de 1/4 de veículo, sua

representação nos domínios do tempo e da frequência e métricas para os índices de

desempenho: aderência do pneu à pista e conforto dos passageiros na condução do veículo.

Numa fase posterior, são avaliados e comparados o desempenho do sistema de suspensão

convencional com os sistemas de controle: semi-ativo, ótimo, nebuloso e baseado na

estimação em frequência (FEB − frequency estimation based).

4.1 MODELO DE 1/4 DE VEÍCULO

O modelo de um sistema de suspensão veicular mais utilizado e empregado na

literatura é o modelo de 1/4 de veículo, cujo desenho esquemático considerado para este

caso esta ilustrado na �gura 35. Este modelo tem como objetivo descrever as interações

entre o sistema de suspensão, o pneu e o chassi de 1/4 de veículo.

Figura 35- Modelo de suspensão equivalente a 1/4 de veículo.
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Fonte: Próprio Autor
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O modelo compõe-se da massa suspensamij de 1/4 de veículo e da massa não-suspensa

mk, que corresponde à massa do conjunto da roda incluindo os componentes de ligação da

roda e do pneu em cada lado. Neste caso, o pneu é modelado como uma mola linear com

constante de elasticidadeKtk . O sistema de suspensão, propriamente dito, consiste de uma

mola Ksk em paralelo com um amortecedor convencional ou um amortecedor controlado

por uma força de controle semi-ativa Fk. Uma entrada de deslocamento vertical wgij

modela a perturbação relacionada com a interface entre o pneu e a pista. Os subescritos

k = {1,2,3 e 4} indicam cada extremidade do veículo, e "ij" denota frente direita (fr),

frente esquerda (�), traseira direita (rr) e traseira esquerda (rl).

Considera-se a extremidade dianteira direita para determinar as equações diferenciais

do movimento. Logo, o diagrama de corpo livre das massas suspensa mfr e não-suspensa

m1 são ilustrados pela �gura 36.

Figura 36- Diagrama de corpo livre das massas suspensa mfr e
não-suspensa m1.
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Fonte: Próprio Autor

A partir dos diagramas de corpo livre apresentados na �gura 36, aplica-se a Segunda

Lei de Newton e obtêm-se as equações diferenciais do movimento para o modelo de 1/4

de veículo, dadas por:

mfr z̈sfr = −FKs1
− F1

mfr z̈sfr = −Ks1(zsfr − zufr) − F1 (86)

m1 z̈ufr = FKs1
+ F1 − FKt1

m1 z̈ufr =Ks1(zsfr − zufr) + F1 −Kt1(zufr −wgfr) (87)
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Para representação do modelo de 1/4 de veículo em espaço de estados, primeiramente,

isola-se as acelerações nas equações (86) e (87) e tem-se:

z̈sfr = −
Ks1

mfr

zsfr +
Ks1

mfr

zufr −
F1

mfr

z̈ufr =
Ks1

m1

zsfr −
(Ks1 +Kt1)

m1

zufr +
F1

m1

+
Kt1

m1

wgfr

Adotando as variáveis de entrada como, w=wgfr; F=F1 e as variáveis de estado como,

x1=zsfr; x2=zufr; x3=żsfr e x4=żufr, em que x1 é o deslocamento da massa suspensa, x2

é o deslocamento da massa não-suspensa, x3 é a velocidade da massa suspensa (1/4 do

veículo), x4 é a velocidade da massa não-suspensa (conjunto da roda), w(t) é a entrada

de deslocamento vertical e F (t) é a entrada de força do amortecedor, tem-se:

ẋ3 = −
Ks1

mfr

x1 +
Ks1

mfr

x2 −
F

mfr

ẋ4 =
Ks1

m1

x1 −
(Ks1 +Kt1)

m1

x2 +
F

m1

+
Kt1

m1

w

Assim, o modelo de 1/4 de veículo pode ser representado em espaço de estados na

forma matricial por:

ẋ(t) =A x(t) +B1 w(t) +B2 F(t) (88)

sendo:

x =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1

x2

x3

x4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

; A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1 0

0 0 0 1

−
ks1
mf r

ks1
mf r

0 0
ks1
m1

−
(ks1+kt1)

m1
0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

; B1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

0
kt1
m1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

e B2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

− 1
mfr

1
m1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A massa suspensa "mij" de 1/4 de veículo é determinada por meio da de�nição de

centro de gravidade. A �gura 37 ilustra a representação esquemática para obtenção das

massas suspensas dianteiras e traseiras de 1/4 de veículo.
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Figura 37- Representação esquemática para obtenção das massas
suspensas dianteiras e traseiras de 1/4 de veículo.
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𝒚

𝒛

𝒙

𝒍𝒙

A

B

Fonte: Próprio Autor

A partir da �gura 37, as massas suspensas dianteiras e traseiras (mfr,mfl e mrr,mrl)

de 1/4 de veículo são determinadas pela somatória dos momentos em torno dos pontos A

e B iguais a zero.

∑MA = 0; ∑MB = 0;

Pm xf + Pmrr,mrl
lx = 0 Pm xr + Pmfr,mfl

lx = 0

m

2
g xf +mrr,rl g lx = 0

m

2
g xr +mfr,fl g lx = 0

mrr,rl = −
m xf
2 lx

mfr,fl = −
m xr
2 lx

(89)

sendo xf e xr a distância da extremidade dianteira e traseira até o centro de gravidade

(c.g.) do veículo, lx é a distância longitudinal entre os eixos dianteiro e traseiro e m é a

massa suspensa do veículo.

Os valores dos parâmetros físicos adotados para o sistema são baseados em um veículo

do tipo A-class, considerando a extremidade dianteira direita, e estão dispostos na tabela

3.

Tabela 3- Parâmetros físicos adotados para o modelo de 1/4 de veículo
(extremidade dianteira direita).

Parâmetros Valores
mfr 199,47 kg
m1 41,5 kg
ks1 18 kN/m
kt1 230 kN/m
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O sistema dinâmico, representado pela equação (88), foi simulado num

microcomputador pessoal por meio do Simulink RO, sendo que as equações foram

computadas (admitindo condições iniciais nulas) usando um integrador de Runge-Kutta

(ode45) de passo variável. O tempo de simulação utilizado nos testes numéricos foi

assumido como sendo de 10 segundos, tempo su�ciente para o sistema entrar em regime

permanente.

O objetivo do sistema de controle é obter um compromisso entre os seguintes índices

de desempenho: aderência do pneu à pista e conforto dos passageiros na condução do

veículo. Os procedimentos de projeto usuais utilizam critérios de desempenho baseados

na minimização do ganho da aceleração da massa suspensa (ẋ3) e do ganho da de�exão

do pneu (x2 - w), respectivamente.

O modelo de 1/4 de veículo de um sistema de suspensão ajustado para que se tenha

conforto, aderência à pista e de�exões seguras da suspensão, devem seguir as de�nições

matemáticas propostas em Poussot-Vassal et al. (2012), que são:

� Aceleração da massa suspensa ẋ3, resposta para distúrbios da pista w (ou seja,

ganho Fẋ3(f)) entre 0 e 20 Hz representa a aceleração sentida pelo motorista, isto

é, especi�cação do conforto na condução.

� De�exão do pneu (xsdef = x2 - w), resposta para distúrbios da pista w (ou seja, ganho

Fxsdef (f)) entre 0 e 30 Hz representa a habilidade da roda de �car em contato com

a pista, isto é, especi�cação de aderência à pista.

4.2 AVALIAÇÃO DE DESEMPENHO NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA

Esta seção tem como propósito introduzir as métricas baseadas no domínio da

frequência para avaliar o desempenho dos controladores semi-ativo aplicados no sistema

de suspensão veicular.

4.2.1 Resposta em Frequência

A �m de avaliar o desempenho de um sistema de suspensão semi-ativa, a resposta

em frequência pode ser computada. A representação em frequência é amplamente

desenvolvida e utilizada tanto em pesquisas acadêmicas quanto na área industrial, uma

vez que fornece uma informação mais ampla do desempenho do sistema de suspensão

veicular. Como se trata de sistemas não-lineares e, também, para obter a resposta em
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frequência dos sistemas de controle propostos, utilizou-se um algoritmo capaz de avaliar

a resposta do sistema em cada frequência individualmente (Single Frequency).

Para calcular a resposta em frequência aproximada de F̃ẋ3(f) ou F̃x1(f) -

característica de conforto; e F̃xsdef (f) - característica de aderência de um sistema de

suspensão não-linear, o seguinte procedimento descrito abaixo é aplicado:

Single Frequency. Cálculo da Resposta em Frequência para Sistemas Não-lineares

Dados de entrada: O intervalo de frequência f , a amplitude da pista A e o número

de períodos P .

1. Uma perturbação senoidal da pista w(t) aplicada ao modelo dinâmico do veículo ao

longo de P períodos, de modo que:

w(t) = Asen(2πft)

onde A = 1 cm, f ∈ [f ; f ] ⊆ [1;30]Hz e t ∈ [P /f ; P /f ]s, onde {P ∈ Z ∣ P > 1} é o

número de períodos do sinal. Por simpli�cação, opta-se por: P = 10.

2. Os sinais de saída do sistema y(t) são medidos, sendo y(t) = ẋ3(t) (massa suspensa)

e xsdef(t) = x2(t) - w(t) (de�exão do pneu).

3. Para cada sinal, o espectro correspondente, Y (f) de y(t) e U(f) de w(t), é

computado por meio da transformada de Fourier discreta.

4. As densidades espectrais dos sinais: Y (f) e U(f) são calculadas e denotadas por:

Gy(f) e Gu(f).

5. Para cada sinal de saída de interesse, o ganho correspondente é calculado como:

F̃ = Gy/Gu.

Nesse caso, são obtidos os sinais (F̃ẋ3(f) ou F̃x1(f)) e F̃xsdef (f).

De acordo com Savaresi et al. (2010), o parâmetro P visa evitar o ganho computacional

sobre o período transitório do sistema não-linear. Ao �xar P = 10, calcula-se o ganho

correspondente em estado estacionário.

4.2.2 Cálculo dos Índices de Desempenho

De acordo com o algoritmo apresentado na Seção 4.2.1, os índices de desempenho

do sistema de suspensão podem ser computados com o objetivo de caracterizar os

desempenhos de conforto na condução do veículo e a aderência do pneu à pista.

Os índices de desempenho do sistema de suspensão (J̃− índice) são de�nidos pela

função C ∶ R ×R ×R→ R, dada por:
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C(X,f, f) =

f

∫

f

∣X(f)∣2 df (90)

sendo X(f) o sinal de interesse em função da frequência, obtido pelo algoritmo Single

Frequency, fef são os limites inferior e superior do intervalo de frequência de interesse.

Assim, os critérios de conforto e aderência à pista são de�nidos como:

� J̃ẋ3 , Critério de Conforto ou J̃c:

J̃ẋ3 =
C(F̃ẋ3(f),0,20)

C(F̃ nom
ẋ3

(f),0,20)
(91)

� J̃xsdef , Critério de Aderência à Pista ou J̃rh:

J̃xsdef =
C(F̃xsdef (f),0,30)

C(F̃ nom
xsdef

(f),0,30)
(92)

sendo F̃ẋ3(f) e F̃xsdef (f) os ganhos do sistema considerado, obtidos usando o algoritmo

Single Frequency, F̃ nom
ẋ3

(f) e F̃ nom
xsdef

(f) são os ganhos do sistema de suspensão nominal,

ou seja, ganhos com referência a um sistema de suspensão com amortecedor convencional

(sem controle), obtidos pelo mesmo algoritmo.

As seções que se seguem ilustram o procedimento utilizado para avaliar o sistema

de suspensão com amortecedor convencional e os sistemas de controle semi-ativo da

suspensão, utilizando como atuador o amortecedor MR de Lai e Liao (2002), apresentado

no Apêndice B, Seção B.1.1. Para as simulações numéricas efetuadas são considerados os

valores dos parâmetros físicos de um veículo do tipo A-class apresentados na tabela 3.

4.3 SISTEMA DE SUSPENSÃO COM AMORTECEDOR CONVENCIONAL

Para avaliar o desempenho do sistema de suspensão com amortecedor convencional

(sem controle), deve-se realizar a simulação do sistema descrito pela equação (88),

assumindo que F(t) é a força gerada pelo amortecedor convencional dada pelas equações

(B.14 e B.15) e que w(t) é uma função senoidal utilizada pelo algoritmo Single Frequency.

Na �gura 38 é mostrado o diagrama de blocos do sistema de suspensão convencional.
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Figura 38- Diagrama de blocos do sistema de suspensão com amortecedor
convencional.

Modelo de ¼ de veículo
(Planta em Espaço de 

Estados)

Entrada
Deslocamento da massa suspensa, 𝒙𝟏

Velocidade relativa da suspensão,  𝒙𝟏 −  𝒙𝟐

Velocidade da massa suspensa, 𝒙𝟑
Deslocamento da massa não-suspensa, 𝒙𝟐

Velocidade da massa não-suspensa, 𝒙𝟒

Excitação senoidal da pista , 𝒘 𝒕

Modelo Polinomial 
Segmentado

Força do amortecedor 
convencional dianteira, 𝑭

Estados

Fonte: Próprio Autor

Pela aplicação do algoritmo Single Frequency obtêm-se as �guras 39 e 40 que

apresentam, respectivamente, as respostas em frequência dos ganhos F̃ẋ3 e F̃xsdef

associadas à aceleração da massa suspensa e à de�exão do pneu.

Figura 39- Resposta em frequência de F̃ẋ3 para o sistema de suspensão
convencional.
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Figura 40- Resposta em frequência de F̃xsdef para o sistema de suspensão
convencional.
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Fonte: Próprio Autor

Pela análise das �guras precedentes, nota-se que as respostas em frequência dos

ganhos F̃ẋ3 e F̃xsdef apresentam características semelhantes a um amortecedor com baixo

coe�ciente de amortecimento.

Na seção seguinte é descrita a atuação do controle semi-ativo com a presença do

amortecedor MR, quando submetido a três tensões elétricas de alimentação: 0 V , 1 V e

2 V .

4.4 SISTEMA DE SUSPENSÃO COM AMORTECEDOR MR

Para veri�car a e�ciência do sistema de suspensão passiva com a presença do

amortecedor MR, foi realizada a simulação do sistema, descrito pela equação (88),

assumindo que F(t) é a força gerada pelo amortecedor MR (veja Apêndice B, Seção

B.1.1) e que w(t) é uma função senoidal utilizada pelo algoritmo Single Frequency. Na

�gura 41 abaixo é mostrado o diagrama de blocos do sistema de controle semi-ativo com

amortecedor MR.
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Figura 41- Diagrama de blocos do sistema de controle semi-ativo com
amortecedor MR.

Entrada

Deslocamento relativo da suspensão, 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐

Deslocamento da massa suspensa, 𝒙𝟏

Velocidade relativa da suspensão,  𝒙𝟏 −  𝒙𝟐

Velocidade da massa suspensa, 𝒙𝟑
Deslocamento da massa não-suspensa, 𝒙𝟐

Velocidade da massa não-suspensa, 𝒙𝟒

Excitação senoidal da pista , 𝒘 𝒕

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Força do amortecedor 
MR dianteira, 𝑭

Tensão Elétrica, 𝐯

Modelo de ¼ de veículo
(Planta em Espaço de 

Estados)

Estados

Fonte: Próprio Autor

Aplicando o algoritmo Single Frequency, obtêm-se as �guras 42 e 43 que ilustram,

respectivamente, as respostas em frequência dos ganhos F̃ẋ3 e F̃xsdef , para o sistema de

suspensão convencional e com controle semi-ativo (v = 0 V , v = 1 V e v = 2 V ).

Figura 42- Comparação da resposta em frequência de F̃ẋ3 com a presença
do amortecedor MR.
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Figura 43- Comparação da resposta em frequência de F̃xsdef com a
presença do amortecedor MR.

G
a
n
h
o
 
 𝐹 𝑥

𝑠𝑑
𝑒
𝑓

(d
B

)

Fonte: Próprio Autor

Pela análise dos grá�cos mostrados pelas �guras 42 e 43, observa-se que o sistema

de controle semi-ativo, com a aplicação de tensão elétrica nula (v = 0 V ), apresenta

picos acentuados de amplitude de vibração (baixo coe�ciente de amortecimento). Já,

com a aplicação da tensão elétrica máxima (v = 2 V ), percebe-se a presença de

valores bem atenuados de amplitude de vibração (alto coe�ciente de amortecimento),

na mesma faixa de frequência analisada. Com a aplicação da tensão elétrica média

(v = 1 V ), percebe-se um comportamento dinâmico semelhante ao sistema de suspensão

com amortecedor convencional, mas com uma diferença no coe�ciente de amortecimento,

ou seja, apresenta-se um sistema com um coe�ciente de amortecimento maior.

Assim, diante do exposto e como etapa natural do processo de minimização dos índices

de desempenho, a seção seguinte descreve, em detalhes, a construção de um controlador

semi-ativo, formulado segundo a teoria clássica de controle ótimo.

4.5 CONTROLE ÓTIMO

A lei de controle ótimo (LQR) é obtida a partir do modelo matemático de 1/4 de

veículo. Desta forma, considerando que todos os estados são mensuráveis, a lei de controle

ótimo proposta é dada por (LEWIS; SYRMOS, 1995):

FLQR (t) = −Kx (t) (93)
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Esse problema de otimização busca garantir a minimização de um funcional

quadrático, descrito pela equação:

J = ∫

∞

0
(xTQx + F TRF )dt (94)

sendo Q uma matriz diagonal semide�nida positiva que pondera o estado x, e R é uma

matriz de�nida positiva que pondera o esforço de controle F .

O ganho de controle K é obtido através da relação:

K = R−1BT
2 P (95)

sendo P a solução da seguinte equação matricial reduzida de Riccati:

ATP + PA − PB2R
−1BT

2 P +Q = 0 (96)

A existência e a unicidade da solução da equação acima são garantidas se o par (A,B2)

do sistema for controlável.

Para resolver o problema de controle ótimo, isto é, determinar o ganho de

realimentação do regulador ótimo K, neste trabalho, as matrizes Q e R foram escolhidas

iguais, respectivamente, a:

Q =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

e R = 5 × 10−10 (97)

sendo que o requisito de projeto de controle relativo à matriz Q pondera, dentre as

variáveis de estado, o deslocamento da massa não-suspensa e a velocidade da massa

suspensa.

Resolvendo a equação de Riccati em (96) e substituindo em (95), o vetor de ganho

ótimo resulta em:

Kf = [−5,5480 × 10−10 29264,24 − 44731,57 127,49] (98)
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Para veri�car o desempenho do controlador ótimo projetado, foi realizada a simulação

do sistema, descrito pela equação (88). A �gura 44 mostra o diagrama de blocos

construído.

Figura 44- Diagrama de blocos do sistema de controle ótimo com
amortecedor MR.

Deslocamento relativo da suspensão, 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐

Deslocamento da massa suspensa, 𝒙𝟏

Velocidade relativa da suspensão,  𝒙𝟏 −  𝒙𝟐

Velocidade da massa suspensa, 𝒙𝟑
Deslocamento da massa não-suspensa, 𝒙𝟐

Velocidade da massa não-suspensa, 𝒙𝟒

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Força do amortecedor 
MR dianteira, 𝑭 𝑴𝑹

Tensão Elétrica, 𝐯

Estados

Grampeamento

Força 
desejada, 
𝑭𝑳𝑸𝑹

LQR, K

Entrada
Excitação senoidal da pista , 𝒘 𝒕

Modelo de ¼ de veículo
(Planta em Espaço de 

Estados)

Fonte: Próprio Autor

No processo ilustrado na �gura 44, a regra utilizada para o grampeamento (Clipped)

do sinal de força, através da tensão de alimentação v, foi de�nida pela equação (B.13) do

Apêndice B e é reescrita na forma:

v =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

vmax se ∣FLQR∣ > ∣FMR∣ e sgn (FLQR) = sgn (FMR)

0 caso contrário
(99)

em que FLQR e FMR são as forças geradas, respectivamente, pelo controlador ótimo e pelo

amortecedor MR (veja a �gura 44).

As �guras 45 e 46 apresentam, respectivamente, as respostas em frequência dos ganhos

F̃ẋ3 e F̃xsdef , para o sistema de suspensão convencional, com controle semi-ativo (v = 0 V ,

v = 1 V e 2 V ) e com controle ótimo.
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Figura 45- Comparação da resposta em frequência de F̃ẋ3 com o sistema
de controle ótimo.
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Fonte: Próprio Autor

Figura 46- Comparação da resposta em frequência de F̃xsdef com o sistema
de controle ótimo.
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Fonte: Próprio Autor

Com base nos grá�cos mostrados pelas �guras 45 e 46, nota-se que o sistema de

controle ótimo é capaz de atenuar o segundo pico de vibração quando comparado com

o sistema de controle convencional e semi-ativo (v = 0 V ). Por outro lado, em relação

ao primeiro pico, são observados valores acentuados de amplitude de vibração, também

veri�cados no sistema de suspensão com amortecedor MR, quando submetido à uma

tensão elétrica nula (v = 0 V ).
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A partir dos resultados apresentados, procede-se então à fase de construção e

implementação numérica do controlador nebuloso aplicado no controle semi-ativo do

sistema dinâmico descrito pela equação (88).

4.6 CONTROLE NEBULOSO

Em oposição à teoria clássica de controle, onde as entradas/saídas do processo

assumem valores bem de�nidos, os controladores nebulosos tratam as entradas/saídas

como um conjunto de informações muitas vezes vagas, imprecisas e não adequadamente

quanti�cadas. Esta metodologia de controle baseia-se na teoria dos sistemas nebulosos

(SIMOES; SHAW, 2007) e envolve a superação de 5 etapas bem de�nidas, a saber:

a) de�nição das variáveis de entrada e saída; b) caracterização do intervalo de valores

das variáveis de entrada e saída; c) de�nição do conjunto de funções de pertinência; d)

de�nição da base de regras e e) de�nição do mecanismo de inferência nebulosa.

Para o problema de controle da suspensão mostrada na �gura 35, as etapas de

construção do controlador nebuloso são descritas a seguir.

a) De�nição das variáveis de entrada e saída

Como variáveis de entrada, existem na literatura basicamente 3 propostas adotadas,

a saber: 1) velocidade absoluta de mfr e velocidade relativa entre mfr e m1 (LI et al.,

2004; DONG et al., 2010); 2) deslocamento absoluto de mfr e deslocamento relativo entre

mfr e m1 (RASHID et al., 2011) e 3) velocidade e aceleração absolutas de mfr (LI et al.,

2008). Devido à facilidade de implementação prática, dentre as propostas de variáveis de

entrada apresentadas, considera-se a proposta 3: velocidade de mfr (x3) e aceleração mfr

(ẋ3). Já, para a variável de saída, escolhe-se a força de controle FNEB.

b) Caracterização do intervalo de valores das variáveis de entrada e saída

Os intervalos de valores que as variáveis de entrada podem assumir são de�nidos

observando os comportamentos transitórios das mesmas quando se utiliza o sistema em

malha aberta, considerando v = 2 V e uma entrada de pertubação w(t) dada pela forma

impulsiva de�nida a seguir (TUSSET, 2008).

w(t) = δ(t) = 0,1m (100)

válida no intervalo de: 1,0 ≤ t ≤ 1,1s.
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Neste trabalho, os universos de variação da velocidade e aceleração de mfr (x3 e ẋ3)

são de�nidos, respectivamente, nos intervalos de [−1,8,1,8] m/s e [−80,80] m/s2. Já

em relação à variável de saída FNEB, seu universo de variação é de�nido no intervalo de

[−2000,2000] N .

c) De�nição do conjunto de funções de pertinência

Para cada variável de entrada e saída, o universo de variação ou o universo de discurso

é dividido em 7 funções de pertinência triangulares igualmente espaçadas, que descrevem

as variáveis do sistema através de rótulos, ou variáveis linguísticas, a saber: "Negativo

Grande" (NG), "Negativo Médio" (NM), "Negativo Baixo" (NB), "Zero" (Z), "Positivo

Baixo" (PB), "Positivo Médio" (PM) e "Positivo Grande" (PG). A �gura 47 ilustra a

distribuição adotada.

Figura 47- Conjunto de funções de pertinência usada.

𝛍(𝐱)

𝒙𝒊𝒏𝒇 𝒙𝒔𝒖𝒑
𝒙

𝟎

𝟏 𝑵𝑮 𝑵𝑴 𝑵𝑩 𝒁 𝑷𝑩 𝑷M 𝑷𝑮

Fonte: Próprio Autor

A escolha do formato da função de pertinência mais adequada nem sempre é óbvia,

podendo inclusive não estar ao alcance do conhecimento para uma determinada aplicação

(CHIOU; LIU, 2009). No entanto, existem sistemas nebulosos cujos parâmetros das

funções de pertinências podem ser completamente de�nidos por especialistas. Nestes

casos, a escolha de funções triangulares e trapezoidais é mais comum, pois a ideia de se

de�nir regiões de pertinências total, média e nula é mais intuitiva do que a especi�cação

do valor médio e de dispersão, conceitos estes ligados às funções gaussianas.
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d) De�nição da base de regras

Na lógica nebulosa, as entradas e a saída do controlador se relacionam através de um

conjunto de regras bem estabelecidas do tipo "Se...então". A base de regras tem a função

de representar de forma estruturada o raciocínio humano sobre a política de controle a ser

adotada. Neste trabalho, a base de regras é baseada no trabalho de (LI et al., 2008) que

otimiza, através de algoritmos genéticos, uma base de regras nebulosas para o controle de

vibrações de um modelo de 1/4 de veículo (veja tabela 4).

Tabela 4- Base de regras otimizada.

x3
NG NM NB Z PB PM PG

ẋ3

NG PG PG PM PM PM PB Z
NM PG PM PM PM PB Z NB
NB PM PM PB PB Z NB NB
Z PM PB Z Z NB NB NM
PB PB Z Z NB NB NM NM
PM PB Z NB NB NM NM NG
PG Z NB NB NM NM NG NG

Fonte:Li et al. (2008)

Cada uma das células da tabela 4 representa uma regra construída da seguinte forma:

R1 ∶ SE x3 é NG E ẋ3 é NG ENTÃO FNEB é PG (101)

e) De�nição do mecanismo de inferência nebulosa

Uma vez de�nidas as regras derivadas a partir da linguagem simbólica construída

para o sistema de controle, passa-se à fase da tradução matemática desta linguagem.

Isto é conduzido através da utilização da implicação nebulosa mínimo (tipo Mamdani)

realizada através do conectivo E. Para a transformação do conjunto nebuloso de saída,

em uma ação de controle numérica, a estratégia de desnebulização adotada é o centro de

área (DRIANKOV et al., 1996).

Para veri�car a e�ciência do controlador nebuloso proposto é construído o diagrama

de blocos do sistema em malha fechada conforme ilustra a �gura 48.
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Figura 48- Diagrama de blocos do sistema de controle nebuloso com
amortecedor MR.

Deslocamento relativo da suspensão, 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐
Velocidade relativa da suspensão,  𝒙𝟏 −  𝒙𝟐

Velocidade da massa suspensa, 𝒙𝟑
Aceleração da massa suspensa, d𝒙𝟑

Modelo de Bouc-Wen 
modificado Tensão Elétrica, 𝐯

Grampeamento

Força 
desejada, 
𝑭𝑵𝑬𝑩

Controlador 
Nebuloso

Entrada
Excitação senoidal da pista , 𝒘 𝒕

Modelo de ¼ de veículo
(Planta em Espaço de 

Estados)

Força do amortecedor 
MR dianteira, 𝑭 𝑴𝑹

Fonte: Próprio Autor

Da mesma forma como descrito pela equação (99), no caso acima, a regra utilizada

para o grampeamento (Clipped) do sinal da força nebulosa (FNEB), através da tensão de

alimentação v, é de�nida por:

v =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

vmax se ∣FNEB ∣ > ∣FMR∣ e sgn (FNEB) = sgn (FMR)

0 caso contrário
(102)

em que FNEB e FMR são as forças geradas, respectivamente, pelo controlador nebuloso e

pelo amortecedor MR (veja a �gura 48) e se sgn (FNEB) ≠ sgn (FMR), a tensão elétrica

aplicada no amortecedor MR deve ser nula (v = 0 V ).

As �guras 49 e 50 apresentam, respectivamente, as respostas em frequência dos ganhos

F̃ẋ3 e F̃xsdef , para o sistema de suspensão convencional, com controles: semi-ativo (v = 0

V , v = 1 V e v = 2 V ), ótimo e nebuloso.



84

Figura 49- Comparação da resposta em frequência de F̃ẋ3 com o sistema
de controle nebuloso.
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Fonte: Próprio Autor

Figura 50- Comparação da resposta em frequência de F̃xsdef com o sistema
de controle nebuloso.

G
a

n
h

o
 
 𝐹 𝑥

𝑠𝑑
𝑒
𝑓

(d
B

)

Fonte: Próprio Autor

Pela análise das �guras 49 e 50, percebe-se que o sistema de controle nebuloso exibe

um comportamento dinâmico semelhante ao sistema de suspensão com amortecedor MR

submetido a uma tensão elétrica nula (v = 0 V ), para o intervalo de frequência de 8 a 30

Hz.

A partir dos resultados apresentados, procede-se então à fase de construção e

implementação numérica do controlador FEB (Frequency Estimation Based) a ser aplicado

no controle semi-ativo do sistema dinâmico descrito pela equação (88).
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4.7 CONTROLE BASEADO NA ESTIMAÇÃO EM FREQUÊNCIA (FEB)

Para o controlador FEB (Frequency Estimation Based) o princípio de funcionamento

baseia-se na seleção de um coe�ciente de amortecimento alto ou baixo aplicado em cada

tempo de amostragem a �m de atingir uma condução confortável ou uma adequada

aderência do pneu à pista, de acordo com a frequência do per�l da pista. Segundo

Lozoya-Santos et al. (2013), o algoritmo de controle FEB é dado por:

v =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v1, 0 < f̂w ≤ f1

v2, f1 < f̂w ≤ f2

v3, f2 < f̂w ≤ f3

v4, f3 < f̂w ≤ f4,

f̂w =
wrms

2 π zrms
. (103)

sendo zrms e wrms o valor rms do deslocamento e da velocidade da pista.

O projeto do controlador FEB consiste no atendimento de três passos principais: a)

determinação das frequências que apresentam as máximas amplitudes para as repostas em

frequência referentes ao modelo de 1/4 de veículo; b) de�nição dos limites dos intervalos

de frequência, de acordo com os objetivos do controle; c) de�nição dos valores de tensão

elétrica para cada intervalo de frequência.

O primeiro passo é determinar as frequências que apresentam as máximas amplitudes

para o modelo de 1/4 de veículo ( fmfr
e fm1), de acordo com as respostas em frequência

dos ganhos F̃ẋ3 e F̃xsdef .

O segundo passo é a de�nição dos intervalos de frequência baseado em fmfr
e fm1 .

Para altos valores de tensão elétrica, mantém-se o conforto e baixa aceleração vertical da

massa suspensa. Baixas variações de aderência à pista na de�exão do pneu, �guras 42 e

43, são observadas nas frequências de máxima amplitude referentes à massa suspensa mfr

e a massa não-suspensa m1, respectivamente.

Assim, os limites de cada intervalo de frequência da equação (103) pode ser de�nido

com base nas frequências que apresentam maiores amplitudes fmfr
e fm1 , obtidas a partir

dos grá�cos das �guras 42 e 43. As equações que de�nem estes limites foram modi�cadas

de Lozoya-Santos et al. (2013), visto que bandas de frequências mais largas apresentaram

resultados melhores para este caso, logo as equações são dadas por:

f1 = fmfr
+
fmfr

6
, f2 = fm1 −

fm1

6
, f3 = fm1 +

fm1

2
e f4 = 30Hz. (104)
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Finalmente, considerando simultaneamente os índices de desempenho (conforto na

condução e aderência do pneu à pista), o sistema de controle é escolhido com maior

coe�ciente de amortecimento (v = 2 V ), nos intervalos de largura de banda que contêm as

frequências que apresentam as máximas amplitudes, e coe�ciente de amortecimento menor

(v = 0 V ) nos intervalos restantes, de acordo com as respostas em frequência apresentadas

nas �guras 42 e 43.

A partir das frequências de máxima amplitude fmfr
e fm1 , calcula-se os intervalos

de frequências para o controlador FEB, através da equação (103). A tabela 5 apresenta

as frequências de máxima amplitude fmfr
e fm1 e os intervalos de frequências para o

controlador FEB.

Tabela 5- Projeto do controlador FEB (Extremidade dianteira).

fmfr
fm1 0 − f1 f1 − f2 f2 − f3 f3 − f4

Dianteira 1,859 Hz 12,51 Hz 0 − 2,16 Hz 2,16 − 10,42 Hz 10,42 − 18,77 Hz 18,77 − 30 Hz

Tensão elétrica (V)
2

(Comforto)
0

2
(Aderência)

0

Da mesma forma, como exposto nas seções anteriores, para veri�car a e�ciência

do controlador FEB proposto, considera-se o diagrama de blocos do sistema em malha

fechada conforme ilustra a �gura 51.

Figura 51- Diagrama de blocos do sistema de controle FEB com
amortecedor MR.

Entrada

Deslocamento relativo da suspensão, 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐

Deslocamento da massa suspensa, 𝒙𝟏

Velocidade relativa da suspensão,  𝒙𝟏 −  𝒙𝟐

Velocidade da massa suspensa, 𝒙𝟑
Deslocamento da massa não-suspensa, 𝒙𝟐

Velocidade da massa não-suspensa, 𝒙𝟒

Excitação senoidal da pista , 𝒘 𝒕

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Força do amortecedor 
MR dianteira, 𝑭 𝑴𝑹

Tensão Elétrica, 𝐯
FEB Frequência  Estimada,  𝒇 Estimador de 

Frequência

Modelo de ¼ de veículo
(Planta em Espaço de 

Estados)

Estados

Fonte: Próprio Autor

As �guras 52 e 53 apresentam, respectivamente, as respostas em frequência dos ganhos

F̃ẋ3 e F̃xsdef , para o sistema de suspensão convencional, com controles: semi-ativo (v = 0

V , v = 1 V e v = 2 V ), ótimo, nebuloso e FEB.
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Figura 52- Comparação da resposta em frequência de F̃ẋ3 com o sistema
de controle FEB.
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Fonte: Próprio Autor

Figura 53- Comparação da resposta em frequência de F̃xsdef com o sistema
de controle FEB.
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Fonte: Próprio Autor

Pela análise das �guras 52 e 53, nota-se que o sistema de controle FEB apresenta uma

forte atenuação nos pontos de maiores amplitudes, porém para o ganho F̃ẋ3 no intervalo

de frequência que apresenta o segundo pico não é possível observar essa atenuação.
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Com base nos resultados apresentados nas �guras 52 e 53, calcula-se os índices de

desempenho J̃c e J̃rh, através das equações (91) e (92), considerando como coe�ciente

de amortecimento nominal, o sistema de suspensão com o amortecedor convencional. A

�gura 54 apresenta a comparação entre os controladores propostos para os critérios de

conforto - J̃c (histograma à esquerda) e de aderência do pneu à pista J̃rh (histograma à

direita).

Figura 54- Comparação dos índices de desempenho para diferentes
sistemas de controle. Critérios de conforto - J̃c (conjunto de histograma à
esquerda) e de aderência à pista J̃rh (conjunto de histograma à direita).

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
Sem Controle (Convencional)

Controle Semi-ativo (v = 0V)

Controle Semi-ativo (v = 1V)

Controle Semi-ativo (v = 2V)
Controle Ótimo

Controle Nebuloso

Controle FEB

 𝐽𝑐  𝐽𝑟ℎ

Fonte: Próprio Autor

A partir da análise da �gura 54 e para uma suspensão com um coe�ciente de

amortecimento maior (com v = 2 V ), o critério de conforto (J̃c) é maior que 1 e o carro

é considerado "desconfortável", ou pelo menos apresenta uma maior susceptibilidade à

transmissão de vibrações que o modelo de suspensão convencional. Já o critério de

aderência à pista (J̃rh) é visualmente inferior a 1 e proporciona melhores propriedades de

aderência do pneu à pista em relação à suspensão convencional. Por outro lado, quando

se considera uma suspensão com um coe�ciente de amortecimento menor (v = 0 V ), o

critério de conforto (J̃c) é inferior a 1 e o automóvel é considerado "confortável", enquanto

o critério de aderência do pneu à pista (J̃rh) é superior a 1 e apresenta menor aderência

do pneu à pista em relação à suspensão convencional.

Observa-se, ainda, que o sistema de controle FEB apresenta resultados bastante

otimistas em relação à minimização dos critérios de conforto - J̃c e de aderência do pneu

à pista J̃rh, caracterizando-se, para o caso estudado, como uma alternativa e�ciente em

comparação com as outras estratégias de controle propostas.
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Visando uma possível implementação experimental, outro benefício veri�cado no

sistema de controle FEB é a economia de sensores, uma vez que necessita de apenas

1 (por exemplo: posição da massa não-suspensa) em sua aplicação. Já os sistemas de

controle ótimo e nebuloso necessitam, respectivamente, de 5 sensores (2 de posição e 2 de

velocidade das massas suspensa e não-suspensa e 1 de força) e 3 sensores (1 de velocidade

e 1 de aceleração da massa suspensa e 1 de força).

Uma vez apresentados os resultados auferidos pelos controladores com relação ao

desempenho frente ao modelo com coe�ciente de amortecimento nominal, a próxima etapa

busca a veri�cação do desempenho dos controladores apresentados nas Seções 4.4 a 4.7

quando aplicados ao modelo não-linear do veículo.
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5 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Neste capítulo, as estratégias de controle, apresentadas no Capítulo 4, Seções 4.4 a

4.7, são aplicadas ao modelo não-linear do veículo, e um conjunto de simulações numéricas

são realizadas a �m de avaliar o desempenho dos controladores propostos por meio das

técnicas apresentadas no Capítulo 4, Seções 4.2.1 e 4.2.2. Os resultados destas simulações

são discutidos no �nal deste capítulo.

5.1 PARÂMETROS DO VEÍCULO

O veículo adotado para as simulações é um veículo mini do tipo A-class do segmento

A, de acordo com a classi�cação dada pela comissão da União Europeia. Tal escolha está

de acordo com a magnitude da força de amortecimento gerada pelo amortecedor MR,

observando o comportamento do veículo quando o amortecedor está submetido à uma

tensão de alimentação (v = 0 V ). Se a suspensão possui alto coe�ciente de amortecimento

nesta condição de operação, o veículo avaliado não é adequado, pois a suspensão deve

apresentar um baixo coe�ciente de amortecimento.

Os valores dos parâmetros físicos e geométricos adotados para o veículo estão dispostos

na tabela 6. Para os pneus, são considerados pneus do tipo 175/70 R13 e os valores dos

parâmetros do modelo do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ) encontram-se no Apêndice A.
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Tabela 6- Parâmetros físicos e geométricos de um veículo do tipo A-class.

Parâmetros do Veículo A-class

Massa suspensa m = 750 kg

Momento de inércia Longitudinal da massa suspensa Ix = 270 kgm2

Momento de inércia Lateral da massa suspensa Iy = 750 kgm2

Momento de inércia Vertical da massa suspensa Iz = 750 kgm2

Distância do c.g. da massa suspensa até eixo dianteiro xf = 1,1 m

Distância do c.g. da massa suspensa até o eixo traseiro xr = 1,25 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado esquerdo dianteiro yfl = 0,7075 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado direito dianteiro yfr = 0,7075 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado esquerdo traseiro yrl = 0,6875 m

Distância do c.g. da massa suspensa até lado direito traseiro yrr = 0,6875 m

Distância do c.g. da massa suspensa até a pista h = 0,540 m

Massa não-supensa dianteira m1 =m2 = 41,5 kg

Massa não-supensa traseira m3 =m4 = 41,5 kg

Rigidez da suspensao dianteira Ks1 =Ks2 = 18 kN/m

Rigidez da suspensao traseira Ks3 =Ks4 = 18 kN/m

Rigidez do pneu dianteiro Kt1 =Kt2 = 230 kN/m

Rigidez do pneu traseiro Kt3 =Kt4 = 230 kN/m

Camber dianteiro = -0,5 ○

Camber traseiro = 0 ○

Raio do pneu nominal r0 = 0,298 m

5.2 ANÁLISE DE DESEMPENHO DOS CONTROLADORES

Para a aplicação dos controladores, apresentados no Capítulo 4, Seções 4.4 a 4.7,

no modelo não-linear do veículo, torna-se necessário conhecer o deslocamento zsij, a

velocidade wsij e a aceleração vertical ẇsij na direção z em cada extremidade do veículo,

sendo que o subescrito "ij" denota frente direita (fr), frente esquerda (�), traseira direita

(rr) e traseira esquerda (rl).

A �m de realizar um conjunto de simulações associadas ao sistema de suspensão

com amortecedor convencional e a cada controlador apresentado no Capítulo 4, Seções

4.4 a 4.7, foram construídos os diagramas de blocos ilustrados pelas �guras 55 a 59, que

dizem respeito ao sistema de suspensão com amortecedor convencional, aos controladores:

semi-ativo com amortecedor MR (v = 0 V , v = 1 V e v = 2 V ), ótimo, nebuloso e FEB.
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Figura 55- Diagrama de blocos representando o modelo não-linear do
veículo dotado de amortecedores convencionais.

Modelo não-linear do 
veículo (10 GDL's )

Ângulo de direção, 𝜹𝒌
Excitação da pista, 𝒘𝒈𝒊𝒋

Entradas

Velocidade longitudinal do pneu, 𝒖𝒈𝒊𝒋
Velocidade lateral do pneu, 𝒗𝒈𝒊𝒋

Velocidade angular do pneu, 𝝎𝒊𝒋
Força vertical agindo na pista, 𝑭𝒛𝒈𝒊𝒋

Velocidade relativa da suspensão,  𝑿𝒔𝒊𝒋

Modelo Pacejka 
dos Pneus 

Força longitudinal do pneu, 𝑭𝒙𝒕𝒊𝒋
Força lateral do pneu, 𝑭𝒚𝒕𝒊𝒋

Força do amortecedor 
convencional dianteira 
direita, 𝑭 𝒂𝟏

Força do amortecedor 
convencional dianteira 
esquerda, 𝑭𝒂𝟐

Força do amortecedor 
convencional traseira 
esquerda, 𝑭𝒂𝟒

Força do amortecedor 
convencional traseira 
direita, 𝑭𝒂𝟑

Modelo Polinomial 
Segmentado

Modelo Polinomial 
Segmentado

Modelo Polinomial 
Segmentado

Modelo Polinomial 
Segmentado

Fonte: Próprio Autor

Figura 56- Diagrama de blocos representando o modelo não-linear do
veículo dotado de amortecedores MR com controle semi-ativo.

Modelo não-linear do 
veículo (10 GDL's )

Ângulo de direção, 𝜹𝒌
Excitação da pista, 𝒘𝒈𝒊𝒋

Entradas

Velocidade longitudinal do pneu, 𝒖𝒈𝒊𝒋
Velocidade lateral do pneu, 𝒗𝒈𝒊𝒋

Velocidade angular do pneu, 𝝎𝒊𝒋
Força vertical agindo na pista, 𝑭𝒛𝒈𝒊𝒋

Deslocamento relativo da suspensão, 𝑿𝒔𝒊𝒋
Velocidade relativa da suspensão,  𝑿𝒔𝒊𝒋

Modelo Pacejka 
dos Pneus 

Força longitudinal do pneu, 𝑭𝒙𝒕𝒊𝒋
Força lateral do pneu, 𝑭𝒚𝒕𝒊𝒋

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Força do 
amortecedor 
MR dianteira 
direita, 𝑭𝟏

Força do 
amortecedor 
MR dianteira 
esquerda, 𝑭𝟐

Força do 
amortecedor 
MR traseira 
esquerda, 𝑭𝟒

Força do 
amortecedor 
MR traseira 
direita, 𝑭𝟑

Tensão Elétrica, 𝑽𝟏

Tensão Elétrica, 𝑽𝟐

Tensão Elétrica, 𝑽𝟑

Grampeamento
Tensão Elétrica, 𝑽𝟒

Fonte: Próprio Autor



93

Figura 57- Diagrama de blocos representando o modelo não-linear do
veículo dotado de amortecedores MR com controle ótimo.

Modelo não-linear do 
veículo (10 GDL's )

Ângulo de direção, 𝜹𝒌
Excitação da pista, 𝒘𝒈𝒊𝒋

Entradas

Velocidade longitudinal do pneu, 𝒖𝒈𝒊𝒋
Velocidade lateral do pneu, 𝒗𝒈𝒊𝒋

Velocidade angular do pneu, 𝝎𝒊𝒋
Força vertical agindo na pista, 𝑭𝒛𝒈𝒊𝒋

Deslocamento relativo da suspensão, 𝑿𝒔𝒊𝒋

Deslocamento dos cantos da massa suspensa, 𝒛𝒔𝒊𝒋

Velocidade relativa da suspensão,  𝑿𝒔𝒊𝒋

Velocidade dos cantos da massa suspensa, 𝒘𝒔𝒊𝒋

Deslocamento da massa não-suspensa, 𝒛𝒖𝒊𝒋

Velocidade da massa não-suspensa, 𝒘𝒖𝒊𝒋

Modelo Pacejka 
dos Pneus 

Força longitudinal do pneu, 𝑭𝒙𝒕𝒊𝒋
Força lateral do pneu, 𝑭𝒚𝒕𝒊𝒋

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado
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Figura 58- Diagrama de blocos representando o modelo não-linear do
veículo dotado de amortecedores MR com controle nebuloso.
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Figura 59- Diagrama de blocos representando o modelo não-linear do
veículo dotado de amortecedores MR com controle FEB.
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Neste caso os controladores ótimo e FEB devem ser projetados para a extremidade

traseira do veículo do tipo A-class. Os valores das matrizes Q e R são iguais aos

apresentados na equação (97), e as frequências fmrr e fm3 , que apresentam os maiores picos

para o modelo de 1/4 de veículo, são obtidas de acordo com as respostas em frequência

para a extremidade traseira.

Assim, o vetor de ganho ótimo Kr é obtido resolvendo a equação de Riccati em (96) e,

substituindo em (95) e os limites dos intervalos de frequências do controlador FEB para

a extremidade traseira, são calculados pela equação (104) que resultam em:

Kr = [−1,8338 × 10−10 29469,51 − 44730,41 112,90] (105)

Tabela 7- Projeto do controlador FEB (Extremidade traseira).

fmrr fm3 0 − f1 f1 − f2 f2 − f3 f3 − f4
Traseira 2,06 Hz 12,62 Hz 0 − 2,4 Hz 2,4 − 10,51 Hz 10,51 − 18,93 Hz 18,93 − 30 Hz

Tensão elétrica (V)
2

(Comforto)
0

2
(Aderência)

0

Nesta etapa, busca-se avaliar o desempenho dos controladores propostos quando o

sistema descrito pelo conjunto de equações diferenciais (58) a (61) e (68) a (73), que

descrevem o movimento espacial de um veículo rígido, são submetidas a uma pertubação

senoidal, dada pelo algoritmo Single Frequency, aplicada a cada roda do veículo (wgfr,

wgfl, wgrr e wgrl) com condições iniciais nulas e sem movimentos nas direções longitudinal

e transversal u = 0 km/h, v = 0 km/h e ψ = 0 ○.
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As respostas em frequência dos ganhos relacionados à aceleração da massa suspensa

(F̃ẇ) e à de�exão dos pneus (F̃xsdeff r
, F̃xsdeff l

, F̃xsdefrr e F̃xsdefrl) são apresentadas nas

�guras 60 a 62. Assim, os sistemas de suspensão convencional e com controles: semi-ativo

(v = 0 V , v = 1 V e v = 2 V ), ótimo, nebuloso e FEB, são então comparados.

Figura 60- Comparação da resposta em frequência de F̃ẇ para as
estratégias de controle apresentadas.
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Figura 61- Comparação da resposta em frequência de F̃xsdeff r
e F̃xsdeff l

(extremidade dianteira) para as estratégias de controle apresentadas.
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Figura 62- Comparação da resposta em frequência de F̃xsdefrr e F̃xsdefrl
(extremidade traseira) para as estratégias de controle apresentadas.
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A partir dos resultados apresentados nas �guras 60 a 62, os índices de desempenho

J̃c e J̃rh (extremidade dianteira e traseira) são computados através das equações (91) e

(92), considerando o valor nominal referente ao sistema de suspensão com o amortecedor

convencional. As �guras 63 e 64 apresentam a comparação entre os controladores

propostos nas seções anteriores, através dos critérios de conforto - J̃c e de aderência à

pista J̃rh (dianteira) - histograma à esquerda e J̃rh (traseira) - histograma à direita.

Figura 63- Comparação dos índices de desempenho J̃c (Critério de
conforto) para diferentes sistemas de controle.
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Figura 64- Comparação dos índices de desempenho para diferentes
sistemas de controle. Critérios de aderência à pista - J̃rh (dianteira)
(histograma à esquerda) e J̃rh (traseira) (histograma à direita).
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Como resultado da análise dos grá�cos das �guras 63 e 64, veri�ca-se que o sistema de

controle semi-ativo (v = 1 V ) apresenta uma melhora em torno de 20 % para o índice de

desempenho conforto na condução do veículo J̃c, já os índices de desempenho aderência

do pneu à pista J̃rh (dianteira) e J̃rh (traseira) percebeu uma melhora em torno de 1

e 4 % respectivamente. O sistema de controle FEB apresenta a maior minimização e

o melhor compromisso entre os índices de desempenho analisados J̃c, J̃rh (dianteira) e

J̃rh (traseira).

Numa etapa �nal de análise, realiza-se o teste de mudança de pista dupla (DLC

- Double Lane Change), que simula uma manobra de emergência e visa veri�car a

dirigibilidade e estabilidade do veículo no período transiente. O teste é comumente

adotado porque se correlaciona bem com o fato de que quanto mais controlável e seguro

for um veículo quando, ao ser submetido aos seus limites de dirigibilidade, mais chances

os ocupantes do veículo têm de evitar um acidente nas situações em que um objeto

encontra-se no caminho. A dinâmica do veículo nesta situação pode impedir o controle e

resultar em capotamento ou um impacto com algum objeto.

As simulações numéricas são realizadas para o teste DLC à uma velocidade

longitudinal constante (u) de 50 km/h. A manobra é realizada no período de tempo

de t = 1 a 5 s, ângulos de direção das rodas dianteiras descritos conforme ilustra a �gura

65 e um tempo de simulação de 8 segundos.
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Figura 65- Velocidade longitudinal u = 50 km/h: (a) Ângulo de direção δ1
e (b) Ângulo de direção δ2.
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Fonte: Próprio Autor

As respostas no domínio do tempo da aceleração vertical da massa suspensa (ẇ), da

aceleração lateral da massa suspensa (v̇), da velocidade angular ϕ̇ e do ângulo de rolagem

ϕ, são apresentadas nas �guras 66 a 69, respectivamente.

Figura 66- Comparação das acelerações verticais da massa suspensa (ẇ)
no domínio do tempo para as estratégias de controle apresentadas.
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Figura 67- Comparação das acelerações laterais da massa suspensa (v̇) no
domínio do tempo para as estratégias de controle apresentadas.
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Figura 68- Comparação das velocidades angulares ϕ̇ no domínio do tempo
para as estratégias de controle apresentadas
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Figura 69- Comparação dos ângulos de rolagem ϕ no domínio do tempo
para as estratégias de controle apresentadas
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A partir da análise da �gura 66, observa-se que os sistemas de controle semi-ativo

(v = 0 V ), ótimo e nebuloso não conseguem atenuar, de maneira rápida, as oscilações do

sistema dinâmico (que apresenta elevados níveis de aceleração vertical da massa suspensa).

Já, com os controles: semi-ativo (v = 1 V e v = 2 V ), FEB e convencional, percebe-se forte

atenuação das oscilações do sistema e uma diminuição nos níveis de aceleração vertical

da massa suspensa.

A �gura 67 mostra a resposta temporal da aceleração lateral da massa suspensa, onde

se observa que o sistema convencional e com controles semi-ativo (v = 0 V e v = 1 V )

apresentam os menores níveis de amplitude, resultando em melhor aderência do pneu à

pista.

Pela análise dos grá�cos mostrados pelas �guras 67 e 68, nota-se que com os sistemas

de controle semi-ativo (v = 0 V ), ótimo e nebuloso, o veículo apresenta muitas oscilações.

Já para o sistema de controle semi-ativo (v = 1 V ) e convencional, o veículo apresenta uma

atenuação nas oscilações, mas não consegue minimizar o ângulo de rolagem. Já para os

sistemas de controle semi-ativo (v = 2 V ) e FEB, o veículo apresenta uma forte atenuação

nas oscilações e uma minimização no ângulo de rolagem.
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A partir dos resultados apresentados nas �guras 66 a 69, tem-se a tabela 8, onde são

comparados os níveis de área reti�cada dos sinais de ẇ, v̇, ϕ̇, ϕ e v, dados pela equação

(106), sendo tmax o tempo total do sinal x(t) e AR é a área reti�cada do sinal.

AR = ∫

tmax

0
∣x(t)∣dt (106)

Tabela 8- Valores da área reti�cada de ẇ, v̇, ϕ̇, ϕ e v.

Condição ẇ(m/s2) v̇(m/s2) ϕ̇(○/s) ϕ(○) v (V )

Sem Controle (Convencional) 3,4549 1,9146 22,5116 8,5805 �
Controle Semi-ativo (v = 0 V ) 5,3536 2,0661 27,2546 9,4022 0
Controle Semi-ativo (v = 1 V ) 2,1160 1,9485 16,3224 6,6844 8
Controle Semi-ativo (v = 2 V ) 1,5418 2,2369 10,8499 7,9 16
Controle Ótimo 5,6984 2,1953 21,0372 7,6288 1,9670
Controle Nebuloso 5,4361 2,1783 23,4185 8,3369 1,3786
Controle FEB 1,5821 2,3514 10,7722 7,4806 15,5131

Pela análise da tabela 8 e dos grá�cos precedentes, nota-se que o sistema com controles

FEB e semi-ativo (v = 2 V ) apresentaram resultados bastante otimistas em relação à

minimização das variáveis ẇ, ϕ̇ e ϕ, estas relacionadas ao conforto e estabilidade. Em

contrapartida, mostram-se mais dispendiosos em relação a quantidade de energia gasta

para a alimentação do amortecedor MR e maiores valores de aceleração lateral u̇. Assim,

caracterizando-se para o caso estudado, como alternativas e�cientes em comparação com

as outras estratégias de controle apresentadas.

De uma maneira geral e à luz das simulações realizadas e tendo em vista o propósito

de assegurar a estabilidade do veículo e fornecer mais conforto e melhor dirigibilidade,

simultaneamente, em qualquer situação de condução, o sistema de controle FEB revela-se

bastante e�ciente e apresenta melhor condição de equilíbrio entre os índices de desempenho

em conforto dos passageiros e aderência do pneu à pista, quando comparados com as

demais estratégias de controle apresentadas.
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6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foi apresentado, de forma sistemática e organizada, uma metodologia

completa para a modelagem não-linear de um veículo dotado de suspensões com

amortecedores magnetoreológicos. A partir do modelo não-linear do veículo desenvolvido,

utilizando-se o método de Newton-Euler e dos modelos do amortecedor magnetoreológico

de Bouc-Wen modi�cado e do pneu Pacejka (MF-Tyre 5.2 ). As equações de movimento

foram validadas com os resultados fornecidos pelo programa comercial de simulação

CARSIMRO. Os resultados obtidos comprovaram a e�ciência das técnicas de modelagem

elaboradas e propiciaram a compreensão da dinâmica veicular envolvendo suspensões

dotadas de materiais inteligentes.

Para elaboração dos sistemas de controle: passivo, ótimo, nebuloso e baseado na

estimação da frequência (FEB−frequency estimation based), foi considerado o modelo

de 1/4 de veículo visando diminuir a quantidade de sensores em uma eventual aplicação

experimental e avaliar as estratégias de controles propostas, tanto no domínio do tempo

quanto da frequência.

O trabalho evoluiu para a investigação numérica dos procedimentos teóricos

discutidos. Nesta etapa, duas simulações numéricas foram efetuadas para avaliar a

e�ciência e a potencialidade dos controladores projetados. Uma no domínio da frequência,

utilizando o algoritmo Single Frequency, que teve como objetivo avaliar os índices de

desempenho: aderência do pneu à pista e conforto dos passageiros na condução do veículo;

e outra no domínio do tempo, através do teste de mudança de pista dupla DLC (Double

Lane Change), para avaliar a dirigibilidade e estabilidade do veículo no período transiente.

Os resultados obtidos permitiram a elaboração das seguintes conclusões:

� Quanto ao modelo não-linear do veículo

O modelo não-linear completo do veículo, obtido pelas técnicas de modelagem

desenvolvidas, apresentou resultados compatíveis com os exibidos no ambiente

CARSIM RO. Por não considerar os efeitos aerodinâmicos, a �exibilidade do chassi, a

orientação dos suportes da suspensão em relação à massa suspensa, foram observadas

pequenas diferenças entre as respostas do modelo não-linear do veículo, quando comparado

com o programa comercial utilizado. Apesar disto, o modelo não-linear do veículo
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desenvolvido representou, de maneira adequada, o comportamento do veículo na maioria

dos casos estudados.

� Quanto as estratégias de controle

Neste trabalho foram avaliados três tipos de controladores (ótimo, nebuloso e FEB) e

comparados com o sistema de suspensão com controle passivo (v = 0 V , 1 V e 2 V ) e com

amortecedor convencional. Nas simulações realizadas, pode-se ver que os controladores

passivo (v = 0V ) e FEB apresentaram uma boa minimização para o critério de conforto.

Similarmente, os controladores passivo (v = 1V e 2 V ), ótimo e FEB mostram-se e�cientes

em relação a melhoria do critério de aderência à pista. No entanto, o controlador FEB

foi o que apresentou o melhor compromisso para os critérios de conforto e de aderência

à pista, enquanto que os outros controladores mostraram uma boa minimização para um

critério ao mesmo tempo que degradavam o outro.

O controlador FEB também apresentou resultados bastante otimistas em relação aos

critérios de conforto e de aderência do pneu à pista, caracterizando-se deste modo, para os

casos estudados, como uma alternativa e�ciente em comparação com as outras estratégias

de controle propostas. Observa-se, ainda que, para a aplicação experimental do sistema de

controle FEB, torna-se necessário a aquisição de 4 sensores (1 de posição �xado em cada

suspensão), enquanto que para os sistemas de controle nebuloso e ótimo, há necessidade

de se utilizar, respectivamente: 12 sensores (sendo 1 de velocidade e 1 de aceleração e 1

de força �xados em cada canto do veículo) e 20 sensores (2 de posição, 2 de velocidade e

1 de força �xados em cada canto do veículo).

Assim, a despeito do sucesso e da e�ciência de toda formulação apresentada, alguns

desa�os são postos para o futuro, quais sejam:

i. incorporação dos efeitos aerodinâmicos e do comportamento não-linear da rigidez

da suspensão no modelo matemático do sistema;

ii. implementação experimental dos controladores propostos em microcontroladores de

baixo custo e a realização de testes em malha fechada;
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APÊNDICE A -- MODELO DO PNEU PACEJKA

Segundo Pacejka e Bakker (1992), na literatura existe um número expressivo de

modelos de pneus que consideram forças e momentos. Estes modelos foram desenvolvidos

para o uso em estudos de dinâmica veicular. Alguns destes modelos são baseados na

natureza física do pneu, outros, no entanto, são obtidos empiricamente. Quase todos

os modelos que visam uma descrição razoavelmente precisa das características medidas

depende em parte de formulações empíricas.

Um modelo de pneu semi-empírico amplamente utilizado para o cálculo das forças

e dos momentos característicos do pneu no estado estacionário é baseado no modelo do

pneu Magic Formula (PACEJKA, 2012). O desenvolvimento do modelo foi iniciado em

meados dos anos 80. Em um esforço cooperativo, entre a Universidade de Tecnologia

Delft e a Volvo, foram desenvolvidas várias versões de modelos (BAKKER et al., 1987),

(BAKKER et al., 1989), (PACEJKA; BAKKER, 1992). Nestes modelos, a situação de

deslizamento combinado foi modelado a partir de um ponto de vista físico. Em 1993,

a Michelin (BAYLE et al., 1993) introduziu um método puramente empírico usando as

equações do modelo Magic Formula para descrever a geração de força horizontal do pneu

no deslizamento combinado. Esta abordagem tem sido adotada em versões subsequentes

do Modelo de Pneu Magic Formula.

Neste trabalho, o modelo do pneu, desenvolvido por (PACEJKA, 2012) (referido como

MF-Tyre 5.2 ), é usado para caracterizar o comportamento não-linear do pneu. Os valores

dos parâmetros do modelo MF-Tyre 5.2 são obtidos por meio de testes experimentais e

não têm qualquer signi�cado físico direto, mas apenas de�ne a forma das curvas de força.

Os valores dos parâmetros utilizados neste trabalho foram incluídos no apêndice A (pneu

175/70 R13).

As equações do modelo Magic Formula, listadas abaixo, estão de acordo com a

descrição dada pelo manual do usuário MF-Tyre 5.2. As equações contêm parâmetros

adimensionais p, q, r e s e um conjunto de fatores de escala λ.

O efeito de se ter um pneu com uma carga nominal diferente do usual pode ser

aproximado utilizando o fator de escala λFz0 :

F ′
z0 = λFz0Fz0 (A.1)
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Além disso, foi introduzida uma mudança normalizada na carga vertical, na forma:

dfz =
Fz − F ′

z0

F ′
z0

(A.2)

Fatores de Escala do Usuário

A tabela A.1 a seguir apresenta a descrição de um conjunto de fatores de escala λ. O

valor nominal destes fatores são iguais a 1.

Tabela A.1- Fatores de Escala do Usuário

Fatores de Escala λ

Deslizamento puro Deslizamento combinado

λFz0 - carga nominal λxα - in�uência de α em Fx(k)

λµx,y - coe�ciente de atrito de pico λyk - in�uência de k em Fy(α)

λKx - rigidez de deslizamento de freio λV yk k - induzido em 'ply-steer' Fy

λKy - rigidez nas curvas λs - momento Mz braço de Fx

λCx,y - fator de forma Outros

λEx,y - fator de curvatura λMx - rigidez do momento de rolagem

λHx,y - deslocamento horizontal λVMx - deslocamento vertical do momento de rolagem

λV x,y - deslocamento vertical λs - momento Mz braço de Fx

λt - trilha pneumática

λMr - Torque residual

Para as três forças e três momentos que agem na área de contato dos pneus com a pista,

as equações foram de�nidas, num primeiro momento, para a condição de deslizamento

puro (incluindo camber) e, posteriormente, para a condição de deslizamento combinado.

Força Longitudinal, Fx0 (Deslizamento Longitudinal Puro, α = 0)

SHx = (pHx1 + pHx2 dfz) λHx (A.3)

SVx = Fz(pV x1 + pV x2 dfz) λV x λµx (A.4)

kx = k + SHx (A.5)

Cx = pCx1 λCx (> 0) (A.6)

µx = (pDx1 + pDx2 dfz)(1 − pDx3 γ
2) λµx (A.7)

Ex = (pEx1 + pEx2 + pEx3 d
2
fz)(1 − pEx4 sgn(kx)) λEx (≤ 1) (A.8)
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Dx = µxFz (> 0) (A.9)

Kx = Fz(pKx1 + pKx2 dfz) exp(pKx3 dfz) λKx

(= BxCxDx =
∂Fx0
∂kx

em kx = 0) (= CFk) (A.10)

Bx =Kx/(CxDx + εx) (A.11)

Fx0 =Dxsen[Cx arctan{Bxkx −Ex(Bxkx − arctan(Bxkx))}] + SVx (A.12)

Força Lateral, Fy0 (Deslizamento Lateral Puro, k = 0)

Cy = pCy1 λCy (> 0) (A.13)

µy = (pDy1 + pDy2 dfz)(1 − pDy3 γ
2) λµy (A.14)

Dy = µyFz (A.15)

Ky = pKy1F
′
z0(1 − pKy3∣γ∣)sen [2arctan(

Fz
pKy2F ′

z0

)] λKy λFz0

(= ByCyDy =
∂Fy0
∂αy

em αy = 0) (= CFα) (A.16)

By =Ky/(CyDy + εy) (A.17)

SHy = (pHy1 + pHy2 dfz) λHy + pHy3γ (A.18)

SVy = Fz((pV y1 + pV y2 dfz) λV y + (pV y3 + pV y4 dfz)γ) λµy (A.19)

αy = α + SHy (A.20)

Ey = (pEy1 + pEy2 dfz){1 − (pEy3 + pEy4γ)sgn(αy)} λEy (≤ 1) (A.21)

Fy0 =Dysen[Cy arctan{Byαy −Ey(Byαy − arctan(Byαy))}] + SVy (A.22)

Torque de alinhamento, Mz0 (Deslizamento Lateral Puro, k = 0)

SHt = qHz1 + qHz2 dfz + (qHz3 + qHz4 dfz)γ (A.23)

αt = α + SHt (A.24)

SHf
= SHy + SVy/Ky (A.25)

αr = α + SHf
(= αf) (A.26)

Bt = (qBz1 + qBz2 dfz + qBz3 d
2
fz)(1 + qBz4γ + qBz5∣γ∣) λKy/λµy (> 0) (A.27)

Ct = qCz1 (> 0) (A.28)

Dt = Fz(R0/F
′
z0)(qDz1 + qDz2 dfz)(1 + qDz3γ + qDz4γ

2) λMr (> 0) (A.29)

Et = (qEz1 + qEz2 dfz + qEz3 d
2
fz){1 + (qEz4 + qEz5γ)

2

π
arctan(BtCtαt)} (≤ 1) (A.30)
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Br = qBz9 λKy/λµy + qB10ByCy (A.31)

t0 =Dtcos[Ct arctan{Btαt −Et(Btαt − arctan(Btαt))}]cos(α) (A.32)

Dr = FzR0[(qDz6 + qDz7 dfz) λMr + (qDz8 + qDz9 dfz)γ] λµy (A.33)

Mzr =Drcos[arctan(Brαr)]cos(α) (A.34)

Mz0 = −t0Fy0 +Mzr (A.35)

Força Longitudinal, Fx (Deslizamento Combinado)

SHxα = rHx1 (A.36)

Exα = rex1 + rex2 dfz (≤ 1) (A.37)

Cxα = rCx1 (A.38)

Bxα = rBx1cos[arctan(rBx2 k)] λxα (> 0) (A.39)

αs = α + SHxα (A.40)

Gxα0 = cos[Cxα arctan{Bxα SHxα −Exα(Bxα SHxα − arctan(Bxα SHxα))}] (A.41)

Gxα = cos[Cxα arctan{Bxα αs −Exα(Bxα αs −arctan(Bxα αs))}]/Gxα0 (> 0) (A.42)

Fx = GxαFx0 (A.43)

Força Lateral, Fy (Deslizamento Combinado)

DV yk = µyFz(rV y1 + rV y2 dfz + rV y3 γ)cos[arctan(rV y4 α)] (A.44)

SV yk =DV yksen[rV y5 arctan(rV y6 k)] λV yk (A.45)

SHyk = rHy1 + rHy2 dfz (A.46)

Eyk = rey1 + rey2 dfz (≤ 1) (A.47)

Cyk = rCy1 (A.48)

Byk = rBy1cos[arctan{rBy2(α − rBy3)}] λV yk (> 0) (A.49)

Gyk0 = cos[Cyk arctan{Byk SHyk −Eyk(Byk SHyk − arctan(Byk SHyk))}] (A.50)

Gyk = cos[Cyk arctan{Byk ks −Eyk(Byk ks − arctan(Byk ks))}]/Gyk0 (> 0) (A.51)

Fy = GykFy0 + SV yk (A.52)

Momento de Rolagem, Mx

Mx = FzR0 [qsx1λVMx − qsx2 γ + qsx3 (
Fy
Fz0

)] λMx (A.53)
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Momento de Resistência ao Rolamento, My

My = FzR0 [qsx1 + qsx2 (
Fx
Fz0

) + qsx3 ∣
Vx
V0

∣ + qsx4 (
Vx
V0

)

4

] λMy (A.54)

Torque de alinhamento, Mz (Deslizamento Combinado)

αr,eq =

¿
Á
ÁÀα2

r + (
Kx

Ky

)

2

k2 sgn(αr) (A.55)

αt,eq =

¿
Á
ÁÀα2

t + (
Kx

Ky

)

2

k2 sgn(αt) (A.56)

s = R0 [ssz1 + ssz2 (
Fy
F ′
z0

)(ssz3 + ssz4 dfz)γ] λs (A.57)

Mzr =Drcos[arctan(Br αr,eq)]cos(α) (A.58)

F ′
y = Fy − SV yk (A.59)

t =Dtcos[Ct arctan{Bt αt,eq −Et(Bt αt,eq − arctan(Bt αt,eq))}]cos(α) (A.60)

Mz = −tF
′
y +Mzr + sFx (A.61)
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A.1 PARÂMETROS DO MODELO DO PNEU PACEJKA

Os dados do pneu 175/70 R13 para o

MF-Tyre 5.2 usado nesta tese são listados

abaixo.

R0 = 0,298m, Fz0 = 4100N

Fatores de Escala

λFz0 = 1

λCx = 1

λµx = 1

λEx = 1

λKx = 1

λHx = 0

λV x = 0

λCy = 1

λµy = 1

λEy = 1

λKy = 1

λHy = 0

λV y = 0

λt = 1

λMr = 0

λxα = 0

λyk = 0

λV yk = 0

λs = 0

λMx = 0

λVMx = 0

λMy = 1

Força Longitudinal

pCx1 = 1,62

pDx1 = 1,035

pDx2 = −0,0487

pDx3 = −2,27

pEx1 = 0,5

pEx2 = −0,122

pEx3 = −0,063

pEx4 = 0

pKx1 = 19,4

pKx2 = −0,13

pKx3 = 0,171

pHx1 = −0,0005

pHx2 = 8,42e − 5

pV x1 = 0

pV x2 = 0

rBx1 = 9

rBx2 = −8,75

rCx1 = 1,125

rex1 = 0,078

rex2 = −0,16

rHx1 = −0,03

Força Lateral

pCy1 = 1,29
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pDy1 = −0,9

pDy2 = 0,18

pDy3 = −4,5

pEy1 = −1,07

pEy2 = 0,68

pEy3 = −0,63

pEy4 = −12,35

pKy1 = −12,95

pKy2 = 1,72

pKy3 = 0,22

pHy1 = 0,0035

pHy2 = −0,003

pHy3 = 0,045

pV y1 = 0,045

pV y2 = −0,03

pV y3 = −0,174

pV y4 = −0,45

rBy1 = 6,38

rBy2 = 7,95

rBy3 = −0,06

rCy1 = 1,1

rey1 = 0,23

rey2 = 0,41

rHy1 = 0,0007

rHy2 = 0,024

rV y1 = 0

rV y2 = 0

rV y3 = 0

rV y4 = 10

rV y5 = 1,95

rV y6 = −50

Momento de Rolagem

qSx1 = 0

qSx2 = 0

qSx3 = 0

Momento de Resistência ao Rolamento

qSy1 = 0,01

qSy2 = 0

qSy3 = 0

qSy4 = 0

Torque de alinhamento

qBz1 = 8,37

qBz2 = −2,92

qBz3 = 0,48

qBz4 = −0,45

qBz5 = −0,44

qBz9 = 3,44

qBz10 = 0

qCz1 = 1,19

qDz1 = 0,11

qDz2 = −0,003

qDz3 = −0,56
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qDz4 = 8,4

qDz6 = −0,003

qDz7 = 0,005

qDz8 = −0,12

qDz9 = 0,12

qEz1 = −2,9

qEz2 = −0,55

qEz3 = 0

qEz4 = −0,13

qEz5 = −3,68

qHz1 = 0,003

qHz2 = 0,00082

qHz3 = 0,154

qHz4 = 0,12

ssz1 = 0,025

ssz2 = 0

ssz3 = 0,5

ssz4 = −0,27
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APÊNDICE B -- AMORTECEDORES

Neste apêndice são apresentados os modelos matemáticos que descrevem o

comportamento dinâmico de amortecedores que utilizam �uidos MR e hidráulico

(convencional). Também é abordado um algoritmo de controle adotado nas análises

numéricas para a limitação da força gerada em amortecedores magnetoreológicos.

B.1 AMORTECEDORES MAGNETOREOLÓGICOS

Para desenvolver algoritmos de controle que utilizem amortecedores MR, um número

signi�cativo de modelos matemáticos tem surgido com o objetivo de descrever o

comportamento não-linear intrínseco destes dispositivos (SPENCER et al., 1996).

O modelo matemático apresentado a seguir é um modelo paramétrico, ou seja, são

funções matemáticas cujos coe�cientes são ajustados de tal modo que os resultados

numéricos se aproximem de resultados experimentais. Desta forma, a resposta dinâmica

dos dispositivos MR é representada por relações semi-empíricas. Segue uma breve

descrição e comentários do modelo de Bouc-Wen modi�cado.

Há outros modelos que se baseiam em formulações mais complexas, como é o caso

do trabalho de Wang e Gordaninejad (1999), porém, estes são menos adequados para

aplicação em controle, uma vez que a sua maior complexidade não traz vantagem

signi�cativa para a representação do amortecedor MR e apresenta um custo computacional

maior.

B.1.1 Modelo de Bouc-Wen Modi�cado

Com o intuito de obter um modelo mais próximo possível de resultados experimentais,

uma modi�cação do modelo de Bouc-Wen foi proposta por Spencer et al. (1996). A

modi�cação consiste na introdução de um amortecedor viscoso e uma mola linear no

modelo original de Bouc-Wen, visando descrever o comportamento de dispositivos que

apresentam uma rápida queda da força quando a velocidade do pistão passa por zero

("roll-o� "), ou seja, na região onde a aceleração e a velocidade têm sinais opostos (ou

alternativamente, quando a velocidade e o deslocamento têm o mesmo sinal) e a magnitude
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das velocidades são pequenas (velocidades próximas de zero). Tal modelo é ilustrado na

�gura B.1.

Figura B.1- Modelo Bouc-Wen Modi�cado para amortecedores MR.

𝒓 𝒒

𝑭

𝒌𝟎

𝒄𝟎

𝒌𝟏

𝒄𝟏

Bouc-Wen

Fonte: Adaptado de Spencer et al. (1996)

Para obter as equações que descrevem este modelo, considere apenas a parte superior

deste modelo (�gura B.1). As forças em ambos os lados da barra rígida são equivalentes,

logo:

c1ṙ = αz + c0(q̇ − ṙ) + k0(q − r) (B.1)

em que, a variável histerética z, é dada pela integração da seguinte relação:

ż = −λ ∣q̇ − ṙ∣ z ∣z∣
n−1
− γ (q̇ − ṙ) ∣z∣

n
+ β (q̇ − ṙ) (B.2)

e, isolando ṙ na equação (B.1), resulta em:

ṙ =
1

c0 + c1
[αz + c0q̇ + k0 (q − r)] (B.3)

A força total gerada pelo sistema é, então, encontrada pela soma das forças da parte

superior e inferior do sistema ilustrado na �gura B.1, dada por:

F = αz + c0(q̇ − ṙ) + k0(q − r) + k1(q − q0) (B.4)

Da equação (B.1), a força total pode ser escrita como:

F = c1ṙ + k1(q − q0) (B.5)
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Nas equações acima, o coe�ciente de rigidez do acumulador é representado por k1

e o coe�ciente de amortecimento observado em altas velocidades é representado por c0.

O coe�ciente de amortecimento c1 é incluído no modelo para produzir o efeito de "roll-

o� "observado nos dados experimentais em baixas velocidades, k0 representa o controle de

rigidez em altas velocidades, q0 é o deslocamento inicial da mola k1 associado com a força

de amortecimento nominal devido ao acumulador,q é a variável dependente (deslocamento

da extremidade móvel) e ṙ e r são, respectivamente, a velocidade e o deslocamento interno

introduzidos no modelo para melhor capturar o comportamento do amortecedor nos casos

de "roll-o� ".

O desempenho ótimo de um sistema de controle é esperado quando o campo

magnético aplicado é continuamente variado conforme a resposta do sistema medida.

Para determinar um modelo que seja capaz de predizer o comportamento do amortecedor

MR submetido a �utuações do campo magnético observa-se que a tensão de cisalhamento

do �uido MR depende diretamente do campo magnético aplicado. Assim, assume-se que

α, c0 e c1 nas equações (B.3) e (B.5) são parâmetros que dependem e variam linearmente

com a tensão elétrica (v) aplicada na bobina do amortecedor, na forma:

α (u) = αa + αbu (B.6)

c0 (u) = c0a + c0bu (B.7)

c1 (u) = c1a + c1bu (B.8)

u̇ = −η (u − v) (B.9)

As equações (B.6), (B.7) e (B.8) apresentam parâmetros que são dependentes da

variável u, que por sua vez é resultante de um �ltro de primeira ordem que representa o

retardo da corrente do circuito elétrico em relação a tensão de entrada v (equação B.9).

O modelo de amortecedor MR empregado nas simulações numéricas foi derivado do

modelo Bouc-Wen modi�cado - Eqs. (B.2) a (B.8). Todos os parâmetros deste modelo

foram coletados do trabalho de Lai e Liao (2002) e estão dispostos na tabela B.1.
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Tabela B.1- Parâmetros do amortecedor MR utilizados por Lai e Liao
(2002).

Parâmetros Valores
c0a 784 Ns/m
c0b 1803 Ns/V m
k0 3610 N/m
c1a 14649 Ns/m
c1b 34622 Ns/V m
k1 840 N/m
x0 0,0245 m
αa 12441 N/m
αb 38430 N/V m
λ 136320 m−2

γ 2059020 m−2

β 58
n 2
η 190 s−1

Para incluir o modelo de Bouc-Wen Modi�cado no modelo não-linear do veículo, a

extremidade �xa ilustrada na �gura B.1 estará em movimento para o caso considerado,

com isso, a �gura B.2 a seguir ilustra a nova representação esquemática considerando os

graus de liberdade do modelo do veículo.

Figura B.2- Representação esquemática do amortecedor MR acoplado ao
modelo do veículo.
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𝒌𝟎

z𝒔𝒊𝒋 𝒓

𝒄𝟎

𝒄𝟏

𝒌𝟏

Bouc-Wen

Fonte: Próprio Autor
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sendo qij o deslocamento relativo zsij, o deslocamento da massa suspensa, zusij o

deslocamento da massa não-suspensa, q̇ = q̇ij a velocidade relativa, F = Fk a força

do amortecedor MR com {k = 1,2,3 e 4} indicando cada extremidade do veículo, e

o subescrito "ij" denota frente direita (fr), frente esquerda (�), traseira direita (rr) e

traseira esquerda (rl).

B.1.2 Algoritmo de Controle Utilizado em Amortecedores MR

Em um amortecedor convencional a força é função das propriedades reológicas

(viscosidade, elasticidade e plasticidade) do �uido do amortecedor, dos seus parâmetros

geométricos e da velocidade relativa de suas extremidades. Num amortecedor MR, por sua

vez, as propriedades reológicas do �uido dependem da tensão elétrica aplicada ao circuito

eletromagnético do amortecedor. Assim, a força é controlada indiretamente através do

controle da intensidade da tensão elétrica. No entanto, devido a sua complexidade

dinâmica, o desenvolvimento de algoritmos para a determinação da tensão elétrica

necessária para a realização de uma força de controle apropriada, tem se mostrado uma

tarefa difícil na utilização desta tecnologia (STUTZ, 2005).

Os algoritmos de controle dos amortecedores MRs adotados na literatura basicamente

diferem no que diz respeito à utilização de um modelo do amortecedor na determinação

da tensão elétrica de controle. Nos algoritmos que utilizam um modelo do amortecedor

MR, a determinação da tensão elétrica de controle se dá como segue. Um modelo inverso

do amortecedor MR que expressa a tensão elétrica (v) em função da força gerada (F ), do

deslocamento (x) e da velocidade (
.
x) relativas às extremidades do mesmo pode ser escrito

na forma:

v = f−1 (F,x,
.
x) (B.10)

Para uma determinada aplicação, determina-se uma força de controle desejada para

o amortecedor MR. Geralmente a força desejada resulta de uma lei de controle ativo. A

tensão elétrica, apropriada para que a força gerada (F ) pelo amortecedor seja idealmente

igual a força desejada (Fd) é, portanto, obtida a partir da seguinte equação:

v = f−1 (Fd, x,
.
x) (B.11)

Os algoritmos de controle baseados num modelo inverso do amortecedor MR, devido à

sua di�culdade de obtenção, são pouco frequentes na literatura. Tusset (2008) propôs um
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modelo inverso do amortecedor usando um sistema nebuloso para determinar a corrente

elétrica a ser aplicada no amortecedor MR.

Dentre os algoritmos de controle que não utilizam um modelo do amortecedor MR, um

dos mais presentes na literatura é o Clipped Control ou Controle Grampeado. O conceito

de grampeamento do controle requer que o amortecedor MR reproduza continuamente a

força gerada por uma lei de controle ativo. Esta estratégia de limitar, ou grampear, a

força do amortecedor MR em determinadas condições é chamada de controle semi-ativo

grampeado (Clipped Control) (DYKE et al., 1996). Este algoritmo é adotado nas análises

numéricas efetuadas neste trabalho e é apresentado a seguir.

B.1.3 Algoritmo de Controle Grampeado

No algoritmo de grampeamento, a tensão elétrica de controle é determinada

considerando-se a natureza passiva do amortecedor MR. Para uma dada aplicação,

determina-se a força desejada para o amortecedor MR. Quando a força gerada pelo

amortecedor é igual a força desejada, a tensão elétrica aplicada ao amortecedor permanece

inalterada. Quando a magnitude da força é menor do que da força desejada e ambas

possuem o mesmo sentido, a tensão elétrica aplicada ao amortecedor é aumentada ao seu

máximo valor possível no intuito de aumentar a força gerada pelo amortecedor. Caso

contrário, a tensão elétrica aplicada ao amortecedor é nula, ou seja, quando a magnitude

da força é maior do que a da força desejada, ou quando as forças possuem sentidos

opostos, a tensão elétrica aplicada é nula. Assim, projeta-se o controlador como sendo

ativo e "grampeia-se"o sinal do amortecedor MR nos momentos em que o controle solicita

uma força ativa.

A regra usual utilizada para o grampeamento do sinal de força é de�nida como (DYKE

et al., 1996):

v = vmaxH [(Fd − F )F ] (B.12)

ondeH[] 1 denota a função degrau unitário ou função Heaviside (utilizada para representar

descontinuidades).

1

H(z − z0) = {
1, se z > z0
0, se z ≤ z0
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Deve-se notar que a tensão elétrica determinada segundo a equação (B.12) é

descontínua no tempo e seu valor permuta entre os valores v = 0 V e v = vmax, sendo

que a tensão elétrica máxima (vmax) geralmente é a tensão elétrica de saturação do campo

magnético gerado pelo amortecedor MR. A �gura B.3 apresenta a representação grá�ca

do algoritmo Clipped Control dado pela equação (B.12).

Figura B.3- Representação grá�ca do algoritmo Clipped Control.

Fonte: Dyke et al. (1996)

Assim, pela análise do grá�co acima, a representação matemática de v em função de

Fd e F , é dada por:

v =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

vmax se ∣Fd∣ > ∣F ∣ e sgn (Fd) = sgn (F )

0 caso contrário
(B.13)

onde sgn () é a função sinal e para sgn (Fd) ≠ sgn (F ), tem-se que: v= 0 V .

B.2 AMORTECEDOR CONVENCIONAL

O amortecedor convencional considerado neste trabalho é o mesmo utilizado em

veículos do tipo mini, como o Fiat 500 e o Renaut Twingo. Tais veículos são classi�cados

como A-class, sendo que o segmento A é o primeiro segmento da classi�cação da União

Europeia e se refere aos veículos de tamanhoMicrocar (terminologia Americana) ou Bubble

car (terminologia Britânica). O trabalho de Thiel et al. (2014) apresenta uma tabela com

a classi�cação de vários veículos típicos vendidos na União Europeia.



124

Os dados da curva característica do amortecedor convencional utilizado foram

coletados a partir do programa comercial de simulação CARSIM RO e encontram-se no

apêndice C. Para a aproximação da curva característica ideal, foi utilizado o modelo de

amortecedor polinomial segmentado (CUI et al., 2010), em que funções polinomiais foram

usadas para ajustar o amortecedor em diferentes velocidades.

A �m de determinar a ordem das funções polinomiais para cada intervalo de velocidade

foi veri�cado o erro percentual médio que cada ordem de função polinomial apresenta.

De acordo com Cui et al. (2010) o movimento de compressão é divido em 3 intervalos

de velocidade (ve ≤ ve1, ve1 < ve ≤ ve2 e ve2 < ve ≤ 0) e o movimento de extensão em 2

intervalos de velocidade (0 < ve ≤ ve3 e ve > ve3).

Com base nos dados que encontram-se no apêndice C, os valores dos limites dos

intervalos de velocidades utilizados são dados por: ve1 = −0.7m/s, ve2 = −0.25m/s e ve3 =

0.25m/s. Uma vez de�nidos os intervalos de velocidades, obtêm-se os valores dos termos

adotados em cada função polinomial (equações B.14 e B.15) por meio da função poly�t

do Matlab RO e calcula-se o erro percentual médio de cada ordem de função polinomial, os

valores dos termos e o erro percentual médio das funções polinomiais estão dispostos nas

tabelas B.2 e B.3.

Tabela B.2- Valores dos termos das Funções Polinomiais.

Movimento de Compressão
ve ≤ ve1 ve1 < ve ≤ ve2 ve2 < ve ≤ 0

F.P. de 2ª Ordem F.P. de 2ª Ordem F.P. de 3ª Ordem
Termos Valores Termos Valores Termos Valores
a12 -0,0763 a22 -350,7322 a33 1,2288x105

a11 1,2027x103 a21 1,3939x103 a32 5,5746x104

a10 -947,9850 a20 -635,9271 a31 1,1542x104

a30 152,3404
Movimento de Extensão

0 < ve ≤ ve3 ve > ve3
F.P. de 4ª Ordem F.P. de 2ª Ordem

Termos Valores Termos Valores
a44 1,8259x105 a52 44,3489
a43 -3,2677x104 a51 929,1847
a42 -1,3813x104 a50 215,4874
a41 4,6035x103

a40 9,0753

F.P. - Função Polinomial
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Tabela B.3- Erro Percentual Médio das Funções Polinomiais.

Erro Percentual Médio
Movimento de Compressão Movimento de Extensão

ve ≤ ve1 ve1 < ve ≤ ve2 ve2 < ve ≤ 0 0 < ve ≤ ve3 ve > ve3
1ª Ordem 7,3704x10−4% 0,4135% 5,7270% 40,0045% 0,3955%
2ª Ordem 7,7914x10−4% 0,1542% 1,8734% 7,1834% 0,2152%
3ª Ordem 0,0607% 0 % 0,7177% 0,1224%
4ª Ordem 0,0625% 0 % 0,0764%
5ª Ordem 0,0243%

Pela análise da tabela B.3 observa-se que o método produziu bons ajustes com

polinômios de 4ª , 3ª e 2ª ordens, em que o máximo erro percentual médio encontrado

para os polinômios usados nas equações (B.14 e B.15) é de 0,2152%. A seguir as equações

para o movimento de extensão e compressão, são dadas por:

Fa(ve) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a12 ve2 + a11 ve + a10 se ve ≤ ve1

a22 ve2 + a21 ve + a20 se ve1 < ve ≤ ve2

a33 ve3 + a32 ve2 + a31 ve + a30 se ve2 < ve ≤ 0

(Compressão) (B.14)

Fa(ve) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

a44 ve4 + a43 ve3 + a42 ve2 + a41 ve + a40 se 0 < ve ≤ ve3

a52 ve2 + a51 ve + a50 se ve > ve3
(Extensão) (B.15)

sendo Fa a força do amortecedor e ve a velocidade do amortecedor.

A comparação das curvas características (força de amortecimento versus velocidade)

do amortecedor convencional adotado e do modelo polinomial segmentado é apresentada

na �gura B.4 a seguir.

Figura B.4- Curva característica do amortecedor convencional utilizado.
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A �gura B.5 a seguir ilustra a representação esquemática da inclusão do amortecedor

convencional considerando os graus de liberdade do modelo do veículo.

Figura B.5- Representação esquemática do amortecedor convencional
acoplado ao modelo do veículo.
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sendo qij o deslocamento relativo, zsij o deslocamento da massa suspensa, zusij o

deslocamento da massa não-suspensa, ve = q̇ij a velocidade relativa, Fa = Fk a força

do amortecedor convencional com {k = 1,2,3 e 4} indicando cada extremidade do veículo,

e o subescrito "ij" denota frente direita (fr), frente esquerda (�), traseira direita (rr) e

traseira esquerda (rl).
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APÊNDICE C -- AMORTECEDOR CONVENCIONAL(A-CLASS)

Os dados da curva característica do

amortecedor convencional A-class usado

nesta tese são listados abaixo.

ve - Velocidade do Amortecedor

Fa - Força de Amortecimento

ve (m/s) Fa (N)

-1,410 -2644

-1,3576 -2581

-1,3051 -2517,8

-1,2527 -2454,8

-1,2002 -2391,6

-1,1478 -2328,6

-1,0953 -2265,4

-1,0429 -2202,4

-0,99041 -2139,3

-0,93796 -2076,2

-0,88551 -2013,1

-0,83306 -1950

-0,78061 -1886,9

-0,72816 -1823,8

-0,67571 -1735,2

-0,62327 -1641,9

-0,57082 -1548,6

ve (m/s) Fa (N)

-0,51837 -1455,3

-0,46592 -1362

-0,41347 -1268,7

-0,36102 -1181,8

-0,30857 -1099,9

-0,25612 -1018

-0,20367 -924,16

-0,15122 -743,21

-0,098775 -562,27

-0,046327 -274,95

0,0061225 36,735

0,058571 226,9

0,11102 332,92

0,16347 380,12

0,21592 426,99

0,26837 473,09

0,32082 519,19

0,37327 565,3

0,42571 615,52

0,47816 667,68

0,53061 719,85
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ve (m/s) Fa (N)

0,58306 772,02

0,63551 824,18

0,68796 876,35

0,74041 928,52

0,79286 981,11

0,84531 1033,9

0,89776 1086,8

0,9502 1139,6

1,0027 1192,5

1,0551 1245,3

1,1076 1298,2

1,160 1351
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