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de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2011.

Resumo

No limite termodinamico, os zeros da funcao de particao de modelos magnéticos de
spins em muitos casos formam curvas continuas no plano complexo de u, onde u = /5T
com H sendo o campo magnético externo. Quando a temperatura do sistema for maior
que uma temperatura critica (T > T.,), os zeros u; da fungao de parti¢do, tenderdo a
se acumular nas extremidades ugr de tais curvas. A densidade linear de zeros diverge
com uma lei de poténcia p(u) ~ |u — ug|’, onde o expoente o define uma classe de
universalidade que depende somente da dimensao do espaco. O ponto critico u = ug é
conhecido como singularidade de Yang-Lee.

Para modelos unidimensionais em geral o = —1/2, mas quando a matriz de trans-
feréncia apresentar tripla degenerescéncia de seus autovalores (condigdo necessaria, mas
nao suficiente), a densidade dos zeros p podera divergir com o = —2/3 . Neste trabalho,
nos prevemos analiticamente a existéncia desse novo comportamento critico para o mod-
elo de Ising de spin 1/2 com interagoes de segundos vizinhos (modelo ANNNI) e para
o modelo de Blume-Emery-Griffiths e confirmamos numericamente esse fato através de
calculo numérico dos zeros com alta precisao.

Verificamos a existéncia do novo comportamento critico para os zeros no plano com-
plexo de outros acoplamentos da hamiltoniana além do campo magnético. Encontramos
também o = —2/3 para os modelos de spins unidimensionais sobre anéis conexos e de-
SCONEXOS.

Especulamos que uma versao tricritica da singularidade de Yang-Lee possa estar por
tras de um resultado anomalo para o expoente o obtido na literatura a partir de medigoes

da magnetizagao a baixas temperaturas no FeCl,.

Palavras-chave: Zeros de Yang-Lee; Modelo ANNNI; Modelo BEG; Densidade de

zeros; Singularidade da extremidade de Yang-Lee
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de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2011.

Abstract

The partition function zeros of magnetic spin models usually form continuous curves
on the complex u-plane above the critical temperature (7' > T,,), where u = e/¥T and
H is the external magnetic field. The zeros u; tend to accumulate at the edges of the
zeros curves. The linear density at the edges diverges as a power law |u — ug|?, where the
exponent o defines a universality class, which depends only on the space dimension.

For the one-dimensional models ¢ = —1/2, but when we have the triple degeneracy of
the transfer matriz eigenvalues (necessary but not sufficient condition), the linear density
can diverge with o = —2/3. In this work, we analytically predict the new critical behavior
for the spin 1/2 ANNNI (axial-next-to-nearest-neighbor-Ising) model and Blume-Emery-
Griffiths model and we numerically confirm the existence of the new critical behavior with
o=-2/3.

In order to reinforce the existence of the new universality class, we verify the new
critical behavior on the complex magnetic field plane and on the complex plane of other
couplings in the Hamiltonian. We have found the new behavior o = —2/3 also for spin
models in a connected and non-connected rings.

We speculate that the tricritical version of the Yang-Lee edge singularity might explain
some anomalous experimental result for the exponent ¢ obtained in the literature from

magnetisation data at low temperatures in the FeCl,.

Keywords: Yang-Lee zeros; ANNNI model; BEG model; Density of zeros; Yang-Lee
edge singularity
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Capitulo 1

Introducao

As transicoes de fase de primeira ordem ocorrem quando ha descontinuidade na pri-
meira derivada de potenciais termodinamicos. Nas transi¢oes de segunda ordem, tipi-
camente, as derivadas primeiras sao bem comportadas, mas as derivadas segundas di-
vergem para valores especificos de parametros intensivos como pressao, temperatura,
campo magnético, etc. Tais singularidades sao conhecidas como pontos criticos e em
suas vizinhancas encontramos leis de poténcia com expoentes (expoentes criticos) depen-
dentes apenas de algumas caracteristicas robustas do sistema como a dimensionalidade do
espaco e as simetrias envolvidas. Os expoentes criticos definem classes de universalidade
11, 2, 3].

Existem diversos métodos para se estudar transicao de fase. Neste trabalho vamos
aplicar o método de Yang-Lee [4, 5]. Desde que este método apareceu, ele tem sido
empregado basicamente para modelos da mecanica estatistica do equilibrio, mas também
na mecanica estatistica fora do equilibrio, vide trabalho de revisao [6].

O método de Yang-Lee é baseado nos zeros da funcao de particao Z, onde a energia
livre (F' ~ log Z) deixa de ser uma funcao analitica. A funcao de partigao é dada pela
soma de exponenciais reais para sistemas fisicos. Assim, para que ela seja igual a zero, é
necessario que pelo menos um parametro do sistema seja complexo, como por exemplo, o
campo magnético ou sua exponencial u = ¢’ . Definindo T, como sendo a temperatura de
transicao de fase de segunda ordem, temos que os zeros de Yang-Lee (ZYL) apresentarao
comportamentos distintos para os casos T' < T,.., T =T, e T > T,. Quando temos
T < T.., os ZYL em geral tenderao, no limite termodinamico a formar uma curva fechada
no plano complexo da varidvel u, é como se os zeros separassem as duas fases do sistema,
uma fase representada pela regiao interna a curva e a outra fase representada pela regiao
externa, neste caso nao hé acimulo de zeros em nenhum ponto.

Para T = T,,, ponto de transicao de fase de segunda ordem, os ZYL tenderao a tocar o

eixo real positivo em u = u,, = e’Her no limite termodinamico (N — c0), definindo uma

16



densidade linear de zeros préximo ao eixo real positivo p(u) ~ |u — u.-|”. Esta densidade
tende a zero (o0 > 0) no ponto de transi¢ao de segunda ordem u = u,., a medida que nos
aproximamos do limite termodinamico.

Temos um comportamento curioso quando 1" > T.,., os zeros formam curvas abertas de
modo que nao se pode definir regioes internas e externas a curva, ou seja, ha apenas uma
fase desordenada. Conforme aumentamos o niimero de spins da rede os zeros tenderao a
se acumular nas extremidades dessas curvas abertas. Os pontos de acimulo u = ug sao
conhecidos por singularidades da extremidade de Yang-Lee (SEYL). A densidade linear
dos zeros diverge na vizinhanga de ug na forma de poténcia, p(u) ~ |u—ug|?, com o < 0.
Embora T > T,,., temos essas leis de poténcia tipicas de transi¢ao de segunda ordem. Esse
fenémeno foi notado pela primeira vez por Kortman e Griffiths em [7] no modelo de Ising
bidimensional para T > T,... A maior contribuicao nesse assunto é o trabalho de Fisher
[8] que estabeleceu, usando argumentos do grupo de renormalizagao, que a lei de poténcia
p(u) ~ |u —ug|’, com o <0 para T' > T,,, tem relagdo com fendmenos criticos descritos
por uma teoria de campos escalares nao unitdria com vértice de interacao ig?.

A partir do modelo i¢® de [8] o autor de [9], usando técnicas de teoria conforme em
D = 2, mostrou que 0 = —1/6 na vizinhanga da SEYL para modelos bidimensionais. Este
resultado estava préximo das estimativas numéricas imprecisas de [7]. Posteriormente o
expoente 0 = —1/6 foi verificado para o modelo de Ising 2D numericamente [10, 11] e
experimentalmente [12, 13] de forma indireta.

E esse tipo de fenomeno critico (singularidade da extremidade de Yang-Lee) que es-
tudaremos neste trabalho. Em [8] mostrou-se que a SEYL deve ocorrer em espagos de
diferentes dimensoes incluindo o caso unidimensional. Nesta tese mostramos que a exis-
téncia de solucoes exatas via matriz transferéncia em D = 1 facilita a busca por novos
pontos criticos.

Em geral 0 = —1/2 para modelos unidimensionais, Yang e Lee mostraram esse resul-
tado para o modelo de Ising (D = 1) de spin 1/2 com condigoes de contorno periédicas
em [5]. Para o modelo Potts de @ estados, com @) # 1 e positivo, novamente encontra-
se 0 = —1/2, vide [14], semelhante ao valor encontrado para o modelo do vetor de
N —componentes [15]. O resultado se repete para o modelo Blume-Capel [16] e para o
modelo Blume-Emery-Griffiths [17]. Nos trabalhos [15, 18] foi argumentado que o = —1/2
para sistemas unidimensionais, de forma independente de modelo.

Yang e Lee estudaram os zeros da funcao de particao considerando o campo magnético
complexo e a temperatura real. Por sua vez, Fisher estudou os zeros da funcao de particao
no plano complexo da temperatura mantendo o campo magnético real [19]. Em muitos
casos os zeros de Fisher (ZF), no limite termodinamico, tendem a formar uma curva

continua no plano complexo da temperatura [20]. Fazendo com que eles também se
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acumulem na extremidade com o = —1/2; vide [14]. O autor de [21] estudou o modelo de
Potts de @ estados bidimensional e tridimensional e conjecturou que o expoente de escala
do campo magnético é igual ao expoente de escala da temperatura (y, = yr)'. Esses
expoentes se relacionam com o da seguinte forma: o = (D — y,)/y., com z = h ou T.
Esse resultado também foi encontrado para o modelo Blume-Capel unidimensional [16].

Inspirados por [16], nés resolvemos calcular o expoente de escala do campo magnético
yn para modelos de spins unidimensionais com solucao via matriz transferéncia, para
isso usamos as relagoes de escala de tamanho finito (RETF) [22, 23], para os zeros mais
proximos da SEYL. Encontramos y, = 2, consequentemente o = —1/2 para modelos que
apresentam dupla degenerescéncia dos autovalores da matriz transferéncia. Na mesma
situagao de dupla degenerescéncia mas com o campo magnético real e temperatura com-
plexa encontramos yr = y, = 2, portanto tudo como previsto na literatura. Comegamos
a especular o que aconteceria com o expoente ¢ na vizinhanca da SEYL quando a ma-
triz transferéncia fosse triplamente degenerada e encontramos que ¥y, poderia assumir um
valor diferente de 2, no caso y, = 3, ou seja, 0 = —2/3.

Primeiramente comecamos a investigar a existéncia desse novo comportamento para
modelos de spin 1. No capitulo 2 descrevemos a técnica analitica e numérica que sera
aplicada nesta tese. No capitulo 3 consideramos o modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG)
[24] e seu sub-caso; modelo Blume-Capel (BC) [25]. Em ambos os casos, para valores
dos parametros do modelo onde h& tripla degenerescéncia dos autovalores da matriz
transferéncia. Provaremos analiticamente que a densidade dos zeros podera divergir com
0 = —2/3 na vizinhanga da SEYL. Nesse capitulo também comprovamos numericamente
esse novo comportamento critico. Estes resultados estao publicados em [17].

A fim de provar a universalidade desse novo expoente critico o, vamos considerar no
capitulo 4 os efeitos de uma rede dinamica representada por anéis conexos e desconexos.
Os zeros de Yang-Lee nesta nova rede foram estudados em [26, 27, 28, 29, 30, 31]. No tra-
balho [31] os autores definiram modelos de spin sobre anéis conexos e desconexos a partir
de modelos sobre anéis puramente conexos (condig¢oes periddicas de contorno). Quando
consideramos as condigoes de tripla degenerescéncia entre os autovalores da matriz trans-
feréncia, conseguimos obter o novo comportamento critico o = —2/3 também nessa nova,
rede. Este resultado é um passo muito importante para a nossa conjectura da existéncia
de uma nova classe de universalidade para o expoente o. Os resultados apresentados no
capitulo 4 foram publicados em [32].

Apoés confirmarmos a existéncia desse novo comportamento critico na vizinhanca da
SEYL para os zeros de Yang-Lee no plano complexo do campo magnético, resolvemos

verificar a hipdtese de y, = yr = vy, [21]. Para isso calculamos como os zeros nos planos

1Com h = H/KT.
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complexos dos outros parametros (acoplamentos) do modelo se comportam na vizinhanga
da SEYL, ou seja, verificamos que o expoente de escala (y,) dos outros parametros do
modelo também podera assumir o valor y, = 3, esses cédlculos estao apresentados no
capitulo 5 e foram publicados em [33].

Até o momento, haviamos considerado a possibilidade do novo comportamento critico
somente para modelos de spin 1. Para comprovar a universalidade do novo expoente
critico, estudamos, no capitulo 6, o modelo de Ising de spin 1/2 com interagdes dos segun-
dos vizinhos (modelo ANNNT) [34]. Assim provamos a existéncia do novo comportamento
critico para modelos de spin 1/2 incluindo interagoes entre os vizinhos além dos mais
préximos e concluimos que o novo comportamento critico nao depende realmente do valor
de spin. Esses resultados encontram-se publicados em [35].

Nao basta o modelo apresentar tripla degenerescéncia dos autovalores da matriz trans-
feréncia para encontrar o novo comportamento critico, isso sera discutido nos capitulos 3,
5eb.

No capitulo 7 apresentamos nossas conclusoes. E importante salientar que apds a
publicagao de [32], descobrimos o trabalho [36] onde o expoente o0 = —2/3 j4 aparece
num modelo de Potts especial na presenca de um campo magnético com duas componentes
complexificadas e supondo que os zeros véem da condicao, bastante especial, onde os trés
autovalores da matriz transferéncia tenham o mesmo moédulo, vide apéndice A.

No apéndice B mostraremos como ¢ feita a extrapolacao para o limite termodinamico
utilizando o algoritmo de extrapolagao de Burlisch e Stoer [37, 38, 39|, do expoente de
escala y, calculado numericamente para redes com o numero de spins finito, utilizando
as relagoes de escala de tamanho finito. E no apéndice C descrevemos rapidamente o
trabalho de C. Binek [13], o qual permite obter o expoente o experimentalmente de forma

indireta.
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Capitulo 2

Zeros da funcao de particao de
sistemas de spins em D =1 via

matriz transferéncia

2.1 Introducao

Podemos escrever a funcao de particao de um sistema de spins da seguinte forma:

Iy = Z e AEUSH) (2.1)
{5i}

com E sendo a hamiltoniana do sistema, N o ntimero de sitios e § = 1/kgT. Para modelos

unidimensionais, por exemplo,

N
E==) [JSiSis1+KSiSia+ HS; +..], (2.2)

i=1
onde —s < 5; < s assume 2s + 1 valores inteiros ou semi-inteiros para um modelo de spin
s, a funcao de particao Zx sera proporcional a um polinomio em cada uma das variaveis
(eP) ePK ePH ) onde J, K, H,... sao constantes de acoplamento. As reticéncias em
(2.2) representam outros possiveis termos de interagdo ou autointeragao entre os spins de
cada sitio.

Para N finito a Fisica estd nos zeros de Zy. De (2.1) podemos notar que a funcao de
particao serd uma soma de exponenciais. Entao se todos os parametros ou acoplamentos
J, K, H, ... forem reais, a funcao de particao nao sera igual a zero, assim pelo menos
um acoplamento da hamiltoniana devera ser complexo para termos zeros da funcao de

partigdo. Quando consideramos somente o campo magnético como complexo [4, 5], temos
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os conhecidos zeros de Yang-Lee, mas também podemos considerar somente o acoplamento
J/KT como complexo, assim teremos os zeros de Fisher [19]. Se considerarmos o campo
magnético e a temperatura reais, com um dos outros acoplamentos complexos (K ...),
chamaremos esses zeros de zeros generalizados [33].

Modelos de spins unidimensionais classicos com condic¢oes periddicas de contorno, S; =

Si1n, geralmente sao soltveis via matriz transferéncia. Assim a fungao de partigao ficara:
N
Zn =TrTV, (2.3)

onde T é a matriz transferéncia. A forma e a dimensao dessa matriz dependera do modelo
a ser tratado. Para o modelo de Ising de spin 1/2 teremos uma matriz 2 X 2, para o modelo
de Ising de spin 1, Potts de 3 estados, Blume-Capel e Blume-Emery-Griffiths a matriz serd
3 x 3, no modelo de Ising de spin 1/2 considerando interagao entre os segundos vizinhos
a matriz sera 4 x 4, etc.

Podemos entao achar a funcao de particao a partir dos autovalores da matriz trans-

feréncia (T) de um determinado modelo. Para isso temos que resolver a equagao secular:
det (T — A\I) = 0. (2.4)

Em termos dos autovalores da matriz transferéncia, a fungao de particao pode ser escrita

COIMao:
Zn =2 A+ AV + LAY (2.5)

com J\; sendo os autovalores da matriz transferéncia e n a dimensao da matriz T. A

equagao (2.4) nos fornecerd um polinémio de grau n:
A" + an_l)\"_l + ...+ al)\ + ag = O, (26)

onde a,, r =0,1,...n — 1 sao funcoes dos parametros do modelo tratado.

A equagao (2.6), também pode ser escrita na forma
A=) . (A=X) (A =X1) =0. (2.7)

Pela comparacao das equagdes (2.6) e (2.7), encontramos relagoes entre os autovalores da
matriz transferéncia e os coeficientes da equacao secular de n-ésimo grau. Essas relacoes

sao conhecidas por teorema de Vieta:

Ap_1 = —(>\1 +)\2+...+)\n);

21



Ap—o = )\1)\2 —+ )\1)\3 -+ )\1)\4 + ...+ )\2)\3 —+ )\2)\4 + ...+ )\nfl)\n;
Ap—_3 — — ()\1)\2)\3 + )\1>\2>\4 + ot An—Z/\n—l/\n) ) (28)

apg = (_1)n)\1>\2)\n—1)\n

Em principio a fungao de particao e seus zeros podem ser calculados exatamente de
forma analitica para modelos unidimensionais via matriz transferéncia T de dimensao
n = 2,3, 4, pois nesses casos ha solugao analitica de (2.6). Porém somente para o modelo
de Ising de spin 1/2 e modelo de Potts de @ estados isso é possivel. Nesse 1ltimo caso isso
é possivel pois () — 1 autovalores da matriz transferéncia T sao degenerados e na pratica
temos que resolver apenas uma equacao de segundo grau para encontrar os () autovalores,
vide [14].

2.2 Calculo exato do expoente ¢ para N =2

Para exemplificar o que foi mostrado genericamente até agora, vamos resolver o modelo
de Ising de spin 1/2, com condigoes periddicas de contorno, onde a fungao de parti¢ao do

modelo é dada por

{Sz} <17> =1

com S; = =£1, o acoplamento J define a intensidade de interacao entre os primeiros
vizinhos e H o campo magnético. Como —N < vazl S; < N a funcao de particao sera

proporcional a um polindémio na variavel u = e*?H:

Zn = u 2Py (u) (2.10)

Na varidvel u teremos N zeros de Yang-Lee (ZYL) para Zy.

Os ZYL refletem a simetria 2Zy: Zy(H) = Zy(—H). Assim, se Py(ug) = 0, o in-
verso também serd zero (Py(1/ux) = 0). Essa propriedade é muito importante para a
demostragao do teorema do circulo (TS1) [5] . Este teorema afirma que os zeros estarao
na circunferéncia de raio 1 (Ju| = 1) no plano complexo de u, se os acoplamentos entre
os vizinhos forem do tipo ferromagnético (J > 0), sendo valido em qualquer dimenséao
espacial e em redes de geometrias diferentes com acoplamentos (ferromagnéticos) além
dos primeiros vizinhos.

Podemos escrever a fungao de partigao do modelo de Ising unidimensional de spin 1/2
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COIMo:
Zy =AY+ 2, (2.11)

onde Ay sdo os autovalores da matriz transferéncia T

o ( exp[3(J+H)]  exp(—pJ) ) | (21

exp(=fJ)  exp[f(J - H)]

Para encontrar os zeros da func¢do de particao (2.11), os autovalores devem obedecer a

condicao:

2k — 1)mi
Ay = (=1)"NAZ = exp %)\ . k=1,2,...,N, (2.13)
Ay = e PRN (2.14)
Note, para uso posterior, que
[As] = 2] (2.15)

E conveniente introduzir a varidvel ¢ = e #7 , pois o intervalo nao compacto da tem-
peratura 0 < T < oo correspondera ao intervalo compacto 0 < ¢ < 1, com J > 0. A

equagao secular (2.4) se torna uma equagao de segundo grau:
2 2 1 2
A" = —cosh(BH)A+ | 5 —c ] =0 (2.16)
c c

Redefinindo os autovalores A — %)\ podemos notar que as equacoes de Vieta serao

MA=1-¢ (2.17)

A+ + A_ =2cosh(fH). (2.18)
Assim usando a condigao para os zeros (2.13) em (2.17) temos
Ap = V1 — cheFion/? (2.19)

Substituindo (2.19) de volta na equacdo (2.18) encontramos os valores para o campo
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magnético Hy que zera Zy:

(2k — D)7

cosh(BHy) = V1 — c* cos SN

(2.20)

Como o lado direito da equagao (2.20) estd entre —1 e 1 temos solugoes puramente
imagindrias para o campo magnético que definimos como SHj = i /2, de forma que os

zeros de Yang-Lee sao dados por uj, = €% com

cosfy, = (1 —¢*) cos @k=Ur _ ct. (2.21)

N
Os zeros uy, estao distribuidos sobre um arco de circunferéncia de raio 1, no plano complexo
de u, |ug| = 1, em acordo com TSI1. Os zeros com maior valor de u corresponderao a
k=1ek = N, eles se localizam no primeiro e no quarto quadrantes respectivamente, nas
extremidades do arco de circunferéncia no plano complexo de u. No limite termodinamico

os zeros se distribuem sobre um arco com |0| > 0, onde
cosfp = lim cosfh; =1 — 2 (2.22)
N—o0

Para 0| < 0 hd uma lacuna de zeros. S6 para T — 0 (¢ — 0) o arco de circunferéncia
tende a tocar o eixo real positivo em H = 0 que é a transi¢do para/ferromagnética
trivial do modelo de Ising unidimensional, vide por exemplo [40]. Para T > 0 os zeros
se acumulam em torno de # = 0 quando N — oo, de acordo com o que foi dito na
introducao com T, = 0.

Para estudar a vizinhanca do ponto #r devemos calcular a densidade linear proxima
a ele. Para isso, consideramos que o médulo da variagao angular (dfy) corresponde ao
comprimento do arco de circunferéncia entre o k-ésimo e o (k+ 1)-ésimo zero de Yang-Lee
no plano complexo de u. Assim podemos calcular a densidade de zeros como sendo o
inverso da distancia entre dois zeros consecutivos ao longo da curva a qual pertencem.
Dividindo por N para normalizar fo% df p () =1 teremos de (2.21):

»(6) = lim 1 1 | sen 0/2]

- — 2.23
N=oo N|dO/2| 27 \/sin?6/2 — sin® O /2 (2.23)

com cosf < cosfp. A expressao (2.23) reproduz o resultado obtido por Yang e Lee em

1952 [5]. Expandindo em torno da extremidade do arco:

0 0 (0—0g) 0Og
Seml o A sen —- + g s (2.24)
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mostramos que a densidade diverge nas extremidades com um expoente o = —1/2, isto

¢,

p(0) ~ (0 —0s) /2. (2.25)
O expoente o estd relacionado com o fator de escala do campo magnético (yy,) através da
relacao:

D — 1-—
P (2.26)
Yn Yn

onde D é a dimensao do espaco. E dito na literatura que para 1" > T,,, y, e consequente-
mente o, dependem somente da dimensao do espago, vide [8]. Este resultado é bastante
conhecido. Foi demonstrado em D = 1 que 0 = —1/2 para o modelo de Ising de spin
1/2 [5, 36], para o modelo de Potts de @ estados com @ > 0 e @ # 1 [14], para modelo
do vetor de N componentes [15] para o modelo de Blume-Capel [16], para o modelo de
Blume-Emery-Griffiths [17]. Foram apresentados em [18] e [16] argumentos independentes
do modelo que 0 = —1/2. Foi estudado também o expoente de escala y; relacionado a
temperatura. Neste caso os zeros estdo no plano complexo de z = ¢/ e sdao conhecidos
por zeros de Fisher, como ja foi mencionado, estes zeros também tendem a formar uma
curva continua no limite termodinamico [20] e, considerando N grande, temos os zeros
divergindo na vizinhanca da SEYL, com expoente critico o0 = —1/2 [16], ou seja, parece
quey, =y =2em D = 1.

Uma maneira alternativa de se calcular o expoente o = —1/2 é considerar as relagoes
de escala de tamanho finito (RETF) “Finite size scaling relations” [22, 23] para os zeros.

Elas seguem [22] do grupo de renormalizagao. Introduzindo a varidvel:
A= 4 e = 2 cosh(BH) (2.27)
e considerando a condigao (2.14), as relagoes (2.17) e (2.18) se tornam:

M =1-c (2.28)

Ao (1+€%) = A(p). (2.29)

Combinando essas equagoes podemos eliminar A_ e encontramos uma equagao par em

para A(p):

A(p) = (1 +cos(p)) V1 —c4 (2.30)
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O ponto de transicao de fase de segunda ordem se localiza pela coincidéncia dos dois
maiores autovalores [41, 42]. Como Ay = €' ); e temos s6 dois autovalores, isso significa
que a SEYL estd em ¢ = 0. Por hipétese, para N finito a menor fase p; = F, vide (2.13),
deve corresponder ao zero mais préoximo da SEYL, isso tem se confirmado numericamente.
Assim podemos fazer uma expansao em série de Taylor para o zero mais préximo da

singularidade de Yang-Lee, para N grande, e encontramos’:

dA 0? d*A 03 d3A
M= AWy = |40+ T v S 5S4 ST
N de o=0 2! dp? =0 3! dp3 =0 /N
w2 d’A ™ d*z
= A0)+— | +— = 4+ 2.31
(0) 2N? dp?|,_,  24N* dot| _, (2:31)

onde A(p =0) = A(0) = Ag ¢ a localizagao da singularidade de Yang-Lee (SEYL).
Por outro lado, sabemos que o zero mais préximo da SEYL obedece a relacao de escala
de tamanho finito (RETF) [22, 23]:

Cy
Nvn

A[N] = AL :Al[oo]+—h+... = Aioo] + + s (2.32)
Onde N = L” sendo D = 1 e reticéncias sao as correcoes na relaciao de escala de tamanho
finito. Usamos colchetes em (2.32) para a dependéncia em N e parénteses em (2.31) para
a dependéncia em ¢, ou seja, Aj[oc] = A(0). Este fato pode parecer inconsistente, mas
sao apenas nomenclaturas diferentes, tanto o oo e o 0 representam o valor da varidavel A
na singularidade da extremidade de Yang-Lee.

Usando (2.30) obtemos (2.31) para o modelo de Ising de spin 1/2 unidimensional.
Comparando (2.31) com (2.32) concluimos que y;, = 2 e substituindo em (2.26) temos
o=-1/2.

Assim, provamos analiticamente de duas maneiras distintas que ¢ = —1/2 para o
modelo de Ising de spin 1/2. Utilizaremos a segunda maneira para determinar y, e o

para modelos com mais de dois autovalores (n > 2).

2.3 Generalizacao para modelos de spin com n > 2

Como ja foi dito anteriormente, nem sempre é trivial resolver a equacao (2.6), nem
mesmo obter o analiticamente e de forma exata para um modelo de spin unidimensional.
Assim vamos generalizar os resultados obtidos para o modelo de Ising de spin 1/2, para

modelos unidimensionais que possuam matriz transferéncia 7, ,, com n > 2.

'Note que A1 = uq + 1/uy onde u; = u(p1). Portanto podemos obter o primeiro zero de cada uma
das extremidades ui a partir de A;.
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Na pratica, quando o nimero N de spins for grande, em geral os zeros aparecem
quando temos pelo menos dois autovalores iguais em moédulo, vide (2.14) e maiores que

os outros autovalores da matriz transferéncia:

)\2 = ew)\l, (233)

Isto nos leva a reescrever a fungao de particao para N grande da seguinte forma:

N 3 o )‘n o N N
L+e™ 4 (2] +..+ . ~ AL (14 ¢eM9). (2.35)
1

Teremos zeros quando:

o= (2k — 1)%, k=1,..N. (2.36)

Os zeros do modelo a ser tratado estarao distribuidos no plano complexo de z = €% com

K sendo o acoplamento presente na hamiltoniana que assumird valores complexos: No

caso do modelo de Ising de spin 1/2 usamos K = H. Os zeros poderao formar diferentes

curvas, mas para modelos unidimensionais os zeros nao tendem a tocar o semi-eixo real

positivo para T > 0, fazendo com que eles se acumulem em um determinado ponto, esse
ponto é SEYL.

De forma andloga ao que foi feito para o modelo de Ising de spin 1/2, vamos considerar

Ay = €%\ e as equacoes (2.8). Podemos notar que teremos n equagdes com n incégnitas

(¢, A1, A, ...y An). Combinando as equagoes (2.8) podemos eliminar Aj, Ag, ..., \,, € encon-

trar uma relacao que dependa somente de . Assim teremos a equacao:
F(<107a07a1a"'7an—1) =0 (237)

Ao substituir a;[z(¢)] em (2.37) teremos uma relagdo andloga a (2.30), que nos dard in-
formacoes sobre z(g) em torno de ¢ = 0, assim como (2.30) nos deu A(yp) e indiretamente
u(p) ao inverter a relagao A(p) = u(p) + u='(p). De derivadas sucessivas de (2.37) com
relacao a ¢ calculadas em ¢ = 0 construiremos uma expansao em série de Taylor, para

N grande, para o zero mais préximo da SEYL,

©? d*z

N 03 d3z
om0 20 dp?

Z(O)‘FQD— ?d—@?)

z = z(@)b:%: i

»=0

+ ]
©=0 p=n/N
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L
om0 ON? dg?

2 d*z

+ 2N? dyp?

T dz

»=0 =0

onde z(¢ = 0) = z(0) é a singularidade de Yang-Lee. Esta equagao é andloga a relacao
(2.31) para A(y) do modelo de Ising de spin 1/2.

Assim como (2.30) é par pela troca de ¢ <> —¢, a equacao (2.37) também terd simetria
@ <> — pois as equagoes (2.8) sao invariantes a troca de (o, A1) — (—p,e®?\;) e serd
par em .

Generalizando as RETF (2.32) temos:

21[N| = z[L] = z[o0] + % + .. (2.39)

onde 21 [00] é a singularidade de Yang-Lee e y, é o expoente de escalonamento da varidvel

2 e C} uma constante independente do ntimero de spins N = L” = L. No caso de z = ¥

D—y.

ele é conhecido como yp,, vide (2.32). Este expoente esté relacionado com o via o = o

com D sendo a dimensao do espago de forma andloga a (2.26)

Assim, ao calcular (2.38) podemos compara-la com a relagao (2.39) e entdo podemos
encontrar os expoentes y, e o.

Para o modelo de Ising nao encontramos dificuldades para a realizagao dos calculos
analiticos, vide secao 2.2. A medida que considerarmos modelos que possuam mais acopla-
mentos na hamiltoniana. Notamos que mais complicado é o cédlculo analitico e numérico

do expoente critico na vizinhanca da SEYL.
J

Os coeficientes ag, a1, ..., a,—; dependem dos pardmetros da hamiltoniana (e®#, e/,

ePK ), fazendo com que eles possam depender da varidvel z = 2(p): a; = a;[2()].
Portanto ao substituir a;[z2(¢)] em (2.37) e derivando-a em relacdo a ¢, em ¢ = 0, en-
contraremos informagoes sobre d’z/dp?|,—o. O menor valor de j tal que d?z/dy’|,—¢ seja

nao nula nos leva a y,.

2.4 Calculo Numérico

Neste trabalho vamos calcular também 1y, e o numericamente para diferentes modelos
de spins unidimensionais com e sem condigoes periddicas de contorno. Vamos tratar
zeros que nao estejam na circunferéncia de raio 1 e zeros cujas posi¢oes nao possam ser
calculadas analiticamente.

Para calcular os zeros de um modelo de spin, podemos utilizar a funcao de particao

(2.5) ou utilizar uma férmula alternativa [31, 32], dada por:
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r=0

Zy=-N [ln (i(—l)ran_rg’")] : (2.40)

onde (—1)"a,_, correspondem aos coeficientes a, da equacdo secular, com a, = 1, g é

uma varidvel arbitraria real (parametro de contagem) e [f(g)],~ é o termo de poténcia

g
g" da expansio de Taylor da funciao f(g) em g = 0. Esta funcdo pode ser facilmente
testada para N pequeno e ao comparar com (2.5) nos fornece os mesmos resultados. Como
exemplo, vamos considerar o modelo de Ising de spin 1/2. A equagao secular do modelo

¢ dada por:
/\2 — (ll)\ +ag = 0 (241)

com ag = Ay A e a; = Ay + A dados por (2.17) e (2.18) respectivamente. Calculando

Zy e Zy a partir da equagao (2.40) temos:

Zl = —a; = )\+ + A_ (242)

2 2
Zy = —2 <a0 - %) = -2 [A+>\_ - w =22 422 (2.43)

Assim, as equagoes (2.42) e (2.43) reproduzem a funcao de partigdo (2.11) para N = 1
e N = 2 do modelo de Ising de spin 1/2. Usaremos a férmula alternativa (2.40) como
ponto de partida nos calculos numéricos dos zeros porque ela é computacionalmente mais
eficiente que a equagao (2.5).

Sabendo a posicao dos zeros, podemos analisar como os zeros se comportam na vi-
zinhanca da SEYL. Para isso podemos fazer dois tipos de analise. A primeira utilizando
os dois zeros mais proximos da SEYL. Assim, para N grande, supomos que 0s zeros
estejam sobre uma certa curva. Assumindo que o comprimento da curva entre dois zeros

consecutivos seja, proximo as extremidades do arco, aproximadamente igual a:
|dzy| = |21 — 22, (2.44)

obtemos a densidade no ponto médio, zy = (241 + 2x) /2, como inverso da distancia entre

os zeros, vide [44]. Normalizando temos préximo a singularidade:

1
 NJz(N) = z(N)]

p(N) (2.45)
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Assim podemos calcular numericamente a densidade préxima a SEYL a partir dos dois
primeiros zeros da extremidade do arco. Com auxilio da RETF para a densidade linear
dos zeros [22, 23]:

pIN) = ColV P = CyNW=PUP (2.46)

onde C5 é uma constante independente do ntimero de spins e as reticéncias sao correcoes
de escala de tamanho finito. Entao, é possivel obter (y, — D)/D a partir da curva p(N).
O ajuste di-log

Inp(z12) = C1In N + Cs, (2.47)

com z12 = (z1 + 22)/2 e diferentes tamanhos de rede (IN) nos fornece uma reta com
coeficiente angular C; = (y, — D)/D = y, — 1 que confirma a relagdo de escala (2.46).
Seguindo [23] podemos obter um resultado numérico mais preciso para y, a partir da
razao de densidades para redes de tamanhos sucessivos. Do termo dominante de (2.46)

deduz se:

Yo(Ng) =1+ (m N]‘\Zl)_l In (%) (2.48)

De forma andloga a (2.47) e (2.48) podemos obter y, numericamente a partir da relagao
de escala (2.39):

InR(Az) = CyInN + C,L, (2.49)

InS(Az) =CiIn N + CyL, (2.50)

yZ(Na) = — (ln NX;)_I In <%) : (2.51)

onde é’l, C’g, C e Cy sao independentes do tamanho da rede (N) e os coeficientes angulares
Cy e Cy resultam em —y.. Além disso definimos Az[N,] = z[oo] — 21[N,]. Como veremos
mais tarde, se a reta tangente a curva de zeros préxima a zg = z(¢ = 0) tiver inclinagao
menor que 45° é natural que (2.49) dé resultados mais precisos do que (2.50) e vice-versa
para inclinagoes menores que 45°.

Para calcular y, com N — oo utilizamos o algoritmo de extrapolagao Burlisch-Stoer
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(BST) [37, 38, 39], vide apéndice B. A extrapolagdo BST possui um parametro livre w

que depende de como N — oco. A extrapolacao é do tipo:

() = . (00) + % + % +.. (2.52)
O algoritmo BST substitui a sequéncia original y.(N,) por uma sequéncia de razoes de
polindémios de convergéncia mais rapida que a relagao original y,(N). Seguindo [38] pode-
mos determinar w de forma que a incerteza da extrapolacao seja minimizada. A incerteza
é calculada como sendo duas vezes a diferenca das duas ultimas extrapolacoes antes do
célculo final que fornece y, [38], vide apéndice B. Devemos testar alguns w diferentes, a

fim de encontrar o que nos forneca resultado mais estéavel.
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Capitulo 3

Modelo de Blume-Emery-Griffiths

Neste capitulo vamos procurar o comportamento critico na vizinhanga da singularidade
de Yang-Lee diferente do usual 0 = —1/2. Para isso, vamos considerar o modelo de spin 1
Blume-Emery-Griffiths unidimensional. Escolhemos esse modelo por ele englobar outros
casos, como o modelo de Ising de spin 1, o modelo de Potts de 3 estados e o modelo
Blume-Capel, vide [43].

Na secao 3.1 vamos deduzir analiticamente o valor do expoente de escala do campo
magnético yy,. Este cdlculo serd feito a partir da comparagao entre a RETF (2.39) com a
expansao de Taylor, para um ntimero grande de spins, do zero mais préoximo da SEYL.

E possivel obter y, # 2 (0 # —1/2). Para que isso ocorra é necessirio que a matriz
transferéncia seja triplamente degenerada. Assim, na secao 3.2, vamos calcular relagoes
entre os parametros da hamiltoniana, a partir da equagao secular do modelo BEG, que
forneca tripla degenerescéncia dos autovalores da matriz transferéncia. Deste modo, consi-
deraremos alguns casos especiais do modelo BEG e calcularemos numericamente os zeros
da fungao de partigao. Ajustando curvas as relagoes de escala de tamanho finito (2.39) e

(2.46) poderemos determinar o expoente de escala y, numericamente.

3.1 Calculo Analitico de 0 = —2/3

Blume, Emery e Griffiths (BEG) [24] estudaram a separacao de fase da mistura liquida
de He? e He*. Esse modelo apresenta duas transicoes de fase diferentes, uma que separa
o He? do He' e uma transicio superfluida ocorre na fase rica em He*. Eles utilizaram
um modelo de spin 1 para descrever essas transigoes. Estudamos esse modelo mais detal-

hadamente na minha dissertagao de mestrado, vide [43].
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A hamiltoniana do modelo é dada por:
N
E=—Y [JSS+KS!S| =Y [A(1-S)+HS], (3.1)
<i,j> i=1

onde H é o campo magnético, A e K sdo associados com o momento de quadrupolo
< S? > e a interagdo qudrtica entre os spins < 535]2 > mais préximos respectivamente,
com N sendo o ntimero de spins e S; = 0, £1.

A funcao de partigao (2.1) para o modelo BEG ficara:

Iy= > (3.2)

{S:1=0,£1

Considerando o modelo unidimensional com condic¢oes periddicas de contorno, teremos

a solucao via matriz transferéncia, assim a funcao de particao se torna:
Zn(h,T) = TrTN (3.3)

onde T' é a matriz transferéncia dada por

cw Vaooch
T = = x yru |, (3.4)
cb Vzu gu

com

Para o modelo BEG, a equagao (2.5) se traduz em:

1
In =% (A + A+ A%, (3.7)

com \; (i = 1,2, 3) solugbes da equagao secular normalizada:

N — 4o\ + a1\ —ag = 0, (3.8)

onde
ag = bz (1-c)[b(1+¢%) -2, (3.9)
a = V(- +Ai(b—o¢), (3.10)
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ay = i+ Ab, (3.11)

=
Il
o)
&

A =2cosh(BH) = (u + %) ; (3.12)

Neste capitulo vamos considerar que somente o acoplamento relacionado ao campo
magnético serd complexo e todos os outros serao reais (K,A,J € R), portanto teremos
os zeros uy, = e?f* k=1, ..., 2N, conhecidos por zeros de Yang-Lee (ZYL).

Nem sempre conseguimos calcular analiticamente a posicao exata dos ZYL para mo-
delos unidimensionais, como foi feito no capitulo anterior para o modelo de Ising de spin
1/2. Para o modelo BEG, o célculo se torna muito complicado visto que ag, a1, as depen-
dem dos parametros da hamiltoniana de forma complicada, vide (3.9)-(3.11). Portanto,
é necessario fazer algumas consideragoes para encontrar os ZYL.

Sabemos que quando N é grande, os autovalores da matriz transferéncia devem obe-
decer as condigoes (2.33) e (2.34), [14, 45, 46]. Portanto, de (2.35) podemos encon-
trar a posicao dos ZYL da funcao de particao do modelo BEG, fazendo uma expansao
em série de Taylor, na vizinhanga do ponto ¢ = w/N, vide (2.36). Ao considerar que
A= A(p) = u(p) + 1/u(yp), a posigdo exata dos zeros da func¢ao de partigdo do modelo
BEG se torna:

u*(pr) = [A(@k) + / A(pr)? — 4] : (3.13)

1
2
Conforme explicado no capitulo 2, para encontrarmos A(y) deve-se tomar o teorema de

Vieta (2.8) para um sistema com trés incégnitas Aj, Ao, As:

apg = )\1)\2)\3 (314)
a, = )\1)\2 + )\2)\3 + )\3)\1 (315)
gy = )\1 + )\2 + )\3 (316)

Substituindo a equagao (A\y = €“?\;) nas equagoes acima e eliminando A3, chega-se as

relagoes:

ap = May (14 €%) = AT (1 + ¢ 4 %), (3.17)

ag = Aage™ — A} (€' + %) . (3.18)
As relagoes (3.17) e (3.18) s6 dependem de A; e ¢, assim podemos eliminar \; e chegar
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em uma relagao que sé depende de ¢, anéloga a (2.37), [16, 17]:

F(A c,x,b,0) = a2(1+42cosp)’® + 4 cos? g (af + apa3) — ajas

— 2(142cosyp) (2 + cosp)aparay =0 (3.19)

Ao substituir as equagoes (3.9)-(3.11) em (3.19), encontra-se uma equacdo quartica
em A = A(p). Voltando com essa func¢ao em (3.8), o mddulo de dois autovalores serdo
sempre iguais, de acordo com a condi¢ao (2.33), mas como ja foi citado anteriormente,
os autovalores encontrados nem sempre obedecem a condicao (2.34), fazendo com que ela
tenha que ser sempre verificada.

Nota-se que a equagao (3.19) é simétrica em ¢ — —¢, essa simetria é consequéncia
de \; 5 Ay nas equagoes (3.14)-(3.16), que nos leva a simetria ¢ — —¢, apds eliminagao
de A3 e A\;. Agora devemos resolver a equagao (3.19) e encontrar a solu¢do apropriada
A(p1). Expandindo o resultado para N — oo e com essa expansao de volta em (3.13)
podemos obter uma expansao de Taylor para u(¢;). Comparando com a equacao (2.39)
encontra-se o expoente y, analiticamente. A menos do ponto especial onde A(0) = £2, a
expansao em 1/N para A(pq) e u(ypr) é muito semelhante, vide (3.13).

Trabalharemos com A(y;). Embora a solu¢ao exata para a equacao (3.19) seja com-
plicada, visto que teremos um polindémio de grau quatro em A(yq), é conveniente calcular
uma expansao para A(p) em torno de ¢ = 0, andlogo ao que foi feito em (2.38)

dA o1 d*A

Apr) = A(0) + 1 —

e dA o3 dPA
de|,—o 2! dp?

3.20
3l dy? (3:20)

»=0 =0

O menor valor de j tal que a derivada d’A/dyp’ em ¢ = 0 seja nao nula nos fornecera
o valor de y;,. Quando comparando a equagao (3.20) com (2.39), nos levard a y, = j e
o= (1—7)/j. Para determinar j, considera-se as primeiras derivadas em relagao a ¢ das
equagoes (3.17)-(3.18), em ¢ = 0:
dA , O\ )
2 (b—c) —bu] - = (e —1) 8—@1 [(2+€%) M\ — as) (3.21)
Admitindo que OA;/0p, em ¢ = 0, é bem comportada, entao o lado direito da equagao

(3.21) desaparece em ¢ = 0, logo

dA
=0 dy o0

7 (b— ¢) — bA\,] —0. (3.22)

O lado esquerdo da equagao (3.22) serd zero se considerarmos A; = & (b — ¢) /b. Substi-

tuindo essa relagdo na equacao secular (3.8), encontramos uma condicao especial para Z,
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dada por:

(1 —c?)b?

T (3.23)

T =

Temos uma segunda possibilidade para a igualdade (3.22) ser verdadeira. Ao considerar
702 2

T # %, temos (dA/dp),,_, = 0. Com isso, teremos que verificar a segunda derivada

em relagdo a o das equagdes (3.17) e (3.18) para que possamos tirar alguma conclusdo,

assim, usando (dA/dy),_, = 0 deduz-se:

N d*A
[Z(b—c)— b/\l]gozo —d<p2 . =
.y i 2 i i A
2ie*¥ [)\1 (26 Y — 1) — )\3] 8—901 — (e v — 1) ()\16 v — )\3) 8@21' (3.24)

Assumindo que O\;/9p e 9*°X1/0p* em ¢ = 0 sdo bem comportadas, entdo em ¢ = 0 a

equagao (3.24) se torna:

(@ (b—c) — bAy] =21 (A — Ag) 2L (3.25)

»=0 d(pQ

Se os autovalores da matriz transferéncia nao apresentarem tripla degenerescéncia (A =

Ay # X3) e T # %, entdao termos (d*A/dp?),_, # 0. Ao substituir este resultado
e (dA/dgo)@zo = 0 na equagao (3.20) e sabendo que A = u + 1/u, podemos comparé-la
com a equacao (2.39) e concluirmos que y, = 2 e 0 = —1/2. Este é o resultado usual e
ja provado para vérios modelos, como Ising [4], Blume-Capel [16], Blume-Emery-Griffiths
[17] e outros.

Sabemos que 0 = —1/2 é um expoente critico universal, tipico de transigao de segunda
ordem, sé devendo depender da dimensao do espaco, mas ao analisarmos a equagao (3.25),
podemos perceber que se considerarmos que os autovalores da matriz transferéncia sao

triplamente degenerados (A\; = Ay = A3), o lado direito da equagao (3.25) sera zero.

(1—02)112
b—c]

o= —1/2 mesmo com A; = \y = A3.

Consequentemente, se T # terfamos d?A/dp?|,—9 # 0, assim j = 2 = yj,, com
Uma outra situacao, seria considerar que (3.23) nao é valida, entao a terceira derivada
em relagao a ¢ das equagoes (3.17) e (3.18) deverd ser calculada. Admitindo dA/dyp =
d*A/dp* = 0, em ¢ = 0 tem-se:
d*A
AL [T (b—¢) — b ] =

©=0 d_gp?’ oo
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Sy — Ny — 27 DM AT (3.26)
=0 84,0 =0 84'0 p=0

. oM O\
A — 20 — AL — A
[3@( 12 s00)( 1 3)] 2

Considerando novamente que (O\/9p),—o € (0?A1/0¢?),—o sejam bem comportadas, o

31 ()\1 -2 aa—);

»=0

lado direito da equac@o (3.26) ndo é automaticamente zero para A\; = Ay = A3, assim ao
substituirmos dA/dg|,—o = d*A/d¢?|,—o = 0, com (d3A/d<,03)¢:0 # 0 na equacao (3.20),
podemos compara-la com (2.39), assim concluimos que y, = 3 e 0 = —2/3. Este resultado
¢ muito interessante, pois conseguimos mostrar analiticamente a possibilidade de um novo
expoente critico 0 = —2/3, diferente do valor universal 0 = —1/2. Essa é uma nova classe
de universalidade que sé aparece quando os autovalores da matriz transferencia do modelo

BEG forem triplamente degenerados [17, 32].

3.2 Calculo Numérico de 0 = —2/3

O préximo passo sera provar numericamente a existéncia desse novo expoente critico
o = —2/3. Para isso devemos encontrar uma relagao entre as equagoes (3.14)-(3.16) que
nos forneca \; = Ay = A3.

De (3.14)-(3.16) temos que Ay = Ay = A3 = az/3 se

ajas — 9a2 = 0, 3a; — a2 =0. 3.27
0 2

Para o modelo de Ising de spin 1, b = z = 1, nao temos nenhuma temperatura real
para o qual ocorra a tripla degenerescéncia dos autovalores. O mesmo acontece para o
modelo de Potts de 3 estados b = 1/c¢® e & = u/c?, mas existem casos interessantes onde
ocorre a tripla degenerescéncia. Vamos tratar aqui o modelo BEG com b = ¢ (K = —J),
A =0 (BH = +in/2) e o modelo de Blume-Capel (b = 1), apresentados nas subsegoes
(3.2.1) , (3.2.2) e (3.2.3) respectivamente.

3.2.1 Caso I: Modelo BEG com b =c¢

Por possuir muitos parametros (u, ¢, x, b) o modelo BEG é complicado de se trabalhar.
Para simplificar os célculos vamos considerar b = ¢ (K = —J). Entao podemos achar
uma relacao entre os parametros do modelo que forneca a tripla degenerescéncia dos
autovalores e implique em alguma simplificagao. Para b = ¢ a equacgao (3.19) deixa de ser

quértica e passa a ser ciibica em A(y). Ao substituir as equagoes (3.9)-(3.11) em (3.27),
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podemos encontrar um valor para a varidvel x, dependente somente da temperatura (c):

(1+c)

= =(1+A) | ——m" 3.28
r=uz(c)=(1+c) TS (3.28)
e a posicao exata da singularidade de Yang-Lee sera:
2 (4¢* = 5)

Entao para qualquer 0 < ¢ < 1, existe um z(c) real positivo que fornece tripla de-
generescéncia dos autovalores da matriz transferéncia (3.4).

A singularidade da extremidade de Yang-Lee, dada pela equacao (3.29), é o ponto no
plano complexo de u onde os zeros tendem a acumular. Para exemplificar, vide ponto azul
na figura 3.1(a). Conforme aumentamos o tamanho da rede, os zeros do modelo (pontos

vermelhos) se aproximarao da SEYL, como mostra a figura 3.1(b).

Im[u] Im[u]

0.6 Re[u]
-0.964 -0.962 -0.958 -0.956 -0.954 -0.952 -0.95

ﬂ.95 -0.85 -0.8 -0.75 -0.7

(a) N =20, u; = —0.96246 + 0.27143i (b) N =60, u; = —0.96408 + 0.265614

Figura 3.1: A figura mostra os sete zeros de Yang Lee (pontos vermelhos) mais préximos
da SEYL (ponto azul). Conforme aumenta-se o tamanho da rede, os zeros ficam mais
préximo da singularidade. Célculo feito para b = ¢ = 1/10, ug =~ —0.96414 + 0.26537i e

com z = (1+¢%) |/ gy = 0.1963.

A SEYL sempre estara na circunferéncia de raio 1 para 0 < ¢ < \/5/ 2 e estard no
eixo real negativo para v/2/2 < ¢ < 1, como mostra a figura 3.2. A quantidade ¢ = v/2/2
fornece A = —2 e sabemos que —2 < A < 2 implica em |u| = 1, logo como A < —2

para ¢ > \/5/ 2 ja era de se esperar que os zeros saissem da circunferéncia de raio 1,
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(a) c=1/10 (b) ¢ =8/10

Figura 3.2: Zeros de Yang-Lee para o modelo BEG com b = ¢, utilizando a condicao de
tripla degenerescéncia (3.28), a temperaturas ¢ = 0.1 (a) e ¢ = 0.8 (b). Em ambas figuras
nés temos 60 zeros. O zero mais préximo da SEYL é uf ~ —0.96408 & 0.26561i em (a) e
uf &~ —0.93576,u; ~ —1.06865 em (b)

portanto ¢ = /2 /2 é o limite da validade do TSI para o caso de tripla degenerescéncia
dos autovalores, com b = c. E tipico de modelo de spin que os zeros tendam a sair da
circunferéncia |u| = 1 assim que o acoplamento ferromagnético J se enfraqueca, isto é,
J — 07 que corresponde a ¢ = e/ — 1.

Os zeros do modelo BEG podem ser encontrados através da funcao de partigao (2.40),
que serd deduzida posteriormente no capitulo 4 [31, 32]. Entao, a fungao de parti¢ao (3.2)

pode ser reescrita como:
Iy = —NC_N[f(g)]gN = _—N¢ ¥V [ln (1 — ayg + a1g* — aog?’)}gl\, , (3.30)

onde g é uma varidvel real arbitraria (parametro de contagem) e [f(g)],~ é o termo de

g
poténcia ¢V da expansao de Taylor da funcao f(g) em torno de g = 0.

Para saber como os zeros se comportam perto da singularidade de Yang-Lee, pode-se
fazer dois tipos de analise, a primeira é aumentando o tamanho da rede e perceber como
os zeros se aproximam da SEYL, para isso utilizamos a relacao de escala de tamanho finito
(2.39) e a outra forma é analisar como a densidade linear dos zeros diverge na extremidade
do arco a qual eles pertencem, vide RETF (2.46).

Na pratica, foram utilizadas redes com N, = 150 + 10(a — 1) spins, com 1 < a < 8.

Os zeros foram obtidos a partir do software MATHEMATICA 4.0. Acredita-se que tenha
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[N u

150 | —0.998728407 4 0.050413964:
160 | —0.998728476 + 0.050412602:
170 | —0.998728530 + 0.0504115252
180 | —0.998728574 + 0.050410663¢
190 | —0.998728609 + 0.050409965¢
200 | —0.998728638 + 0.0504093931¢
210 | —0.998728662 + 0.0504089213
220 | —0.998728682 + 0.0504085274

Tabela 3.1: Primeiro zero de Yang Lee para redes com diferentes niimeros de spins, com
b= c= 0.6 e x dado pela expressao (3.28). A SEYL é dada por ug ~ —0.9987288217 +
0.05040576103.

uma precisao de pelo menos 30 digitos, pois as equagoes para o calculo dos zeros foram
testadas em um caso onde se conhece exatamente a posi¢ao dos zeros: T = ¢(3 — c?)?/2 e
b= c(3—c?)/2, que implica em Aj, = —2—2i(1—c?)sen [27(1+3k)], k =0,..N—1. Além
disso, retornando os zeros obtidos numericamente no polinémio exato Zy, vide (3.7),
checamos que o resultado final para Zy é nulo a menos de termos da ordem de 1073
pelo menos. Como por exemplo, achamos os zeros da fungao de partigao via (3.30) para
b= c = 0.1, x dado pela condicao (3.28) e N = 80, escolhemos um zero qualquer fornecido
para o sistema, ao substituirmos esses valores na equagao secular podemos encontrar os
autovalores ()\;), ao substitui-los na equacao Zy = A + A8° + A5, encontramos Zy = 0
com precisao de 107%**. Evidentemente para medir a precisao do resultado temos que
normalizar Zy com relagdo ao maior autovalor |\™%®| e calcular Zy/|A7™"|N. No caso
do nosso exemplo temos que o médulo dos autovalores sao |A;| = |Aa] = 0.2072 e |A3] =
0.0495, assim a nossa precisao é dada por [(—0.2057 —0.0245¢)%0 + (—0.2057 4 0.02457)%° +
(—0.0492 — 0.00594)%°] /(—0.2057 + 0.02457)% = 0.0 x 107 + 0.0 x 10~*4.

Foi calculado o expoente y, para a funcao de particao com b = ¢ = 0.6 e z dado pela
expressao (3.28). Para este modelo os zeros estao no circulo unitdrio, como mostra a figura
3.3. A tabela 3.1 mostra como o primeiro zero se aproxima de ugp ~ —0.9987288217 +
0.05040576107 conforme aumentamos o nimero de spins.

Utilizando a funcao NonLinearFit do Mathematica e a tabela 3.1, fizemos um ajuste
dilog para as expressoes (2.39) e (2.46). A fungdo usada para o ajuste da expressao
(2.39) foi In(Au(N)) = CyIn(N) + Cy. Para fazer esse ajuste considera-se somente a
parte real ou imaginaria dos zeros. Para a parte real encontramos —C' = y;, ~ 2.95683
e Cy = In(ug(co)) =~ 0.50636, com erro percentual maximo de 0.02% e para a parte

imagindria —C) = y;, ~ 2.995536 ¢ Cy ~ 3.4919, com erro percentual maximo! de 0.04%,

!Definimos erro percentual para um ajuste y = f(z), onde foram utilizados os pares (y;,;), com
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Figura 3.3: Os pontos em vermelho sao os zeros de Yang-Lee do modelo BEG com b =
¢ = 0.6 e x dado pela expressao (3.28) e os pontos azuis representam a singularidade de
Yang-lee qu[ ~ —0.9987288217 + 0.05040576107. Na vizinhanca deste ponto a densidade
linear de zeros diverge com o novo expoente critico o = —2/3.

como mostra a figura 3.4. Na figura 3.4 os pontos cheios corresponde a parte real (3.4(a))

ou imagindria (3.4(b)) dos zeros e a curva sélida corresponde a In(Au(N)) = C} In(N)+Cs.

Para encontrar y;, a partir da equagao (2.46) fizemos um ajuste utilizando a fungao
Inp(u) = CiIn(N) + Cy. A densidade proxima a extremidade do arco foi obtida da
seguinte forma: p (“E%2) = 1/ (N|u; — u»]), obtida via (2.45). O resultado obtido pelo
ajuste foi C; =y, — 1 &~ 1.9817 e Cy ~ —6.6059, com erro percentual méximo de 34%. O
ajuste para a densidade em geral é menos preciso quando comparado com o ajuste feito
através da equagao (2.39).

De acordo com a nossa discussao, esperavamos ¥y, = 3 para todas as temperaturas,
mas podemos notar na tabela 3.2 que quando temos ¢ = v/2/2 (Ag = —2) os ajustes di-
log de (2.39) e (2.46) resultam em valores muito diferentes de y, = 3. Para 0.1 < ¢ < 0.5
os resultados sao semelhantes, para ¢ = 0.7 a incerteza aumenta indicando a proximidade
da temperatura ¢ = /2/2 que tira os zeros do circulo unitdrio. A regido em torno de
c=1/2/220.707 (Ag = —2) é conhecida como regido de cruzamento (“crossover”) pois
o ponto Ag = —2 é um ponto especial, vide (3.13), para Ag = —2 + ¢1p> + ... em (3.13),

3/2 ¢ como ¢ ~ @) ~ /N temos ¥, = 3/2 em acordo com a

temos que up ~ —1 + \/c1p
tabela 3.2, porém para v/2/2 < ¢ < 1 e ¢ > v/2/2 esperamos 1, = 3.
Alguns resultados para (2.51) e (2.48) extrapolados para N — oo sao mostrados na

tabela 3.3. Para esse célculo utilizamos o algoritmo de extrapolagao Burlisch-Stoer (BST)

it =1,...,p, como sendo (d%); = 100% x (f(x;) — yi)/yi, parai=1,...,p
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Figura 3.4: Gréfico de InRAuxIn N (a) e In FAuxIn N (b). A curva sélida corresponde
aln(Au(N)) = C1In(N)+Cy com C) &~ 2.995536 e Cy ~ 3.4919 para (a) e C ~ 2.995536

e Cy &~ 3.4919 para (b)

c y?s(A“) 10—9X2 y;\:Y(AU) 10—8X2
0.1-0.5 2.997 3.5 2.989 4.0
0.6 2997 3.5 2.987 8.3
0.7 288 3.2x10* 2094 3.2x10*
V2/2  1.498 0.9 1.494 1.3
0.8  3.000 3.3 2.989 2.3
0.9 2997 3.5 2.989 3.8

Tabela 3.2: Resultado para os ajustes di-log a partir das férmulas (2.51) (y;?mu) ) e (2.48)
(y,?(A“)) comL=NeD=1parab=ccom 210 <N < 300 sitios.

[37, 38]. Na extrapolagdo BST temos que determinar o parametro livre w de forma que

a incerteza, férmula (B.6) do apéndice B, da extrapolacao seja minimizada. Testamos

valores para 0.6 < w < 2.4, como mostra 2 a figura 3.6 e podemos concluir que w = 1 nos

fornece o melhor resultado, entao usaremos w = 1 em todos os calculos de extrapolacao

do modelo.

Uma maneira analitica de obter y, = 3 ¢é considerar b = ¢ na equacao (3.19), a
equagao se torna cibica em A = A(yp), escolhendo = = x(c) dado por (3.28) e ¢ = 0.4

por exemplo, pode-se achar as solugoes de (3.19): A;(p), i = 1,2, 3, as expressoes sao um

2As barras de erros sdo calculadas a partir da férmula (B.6) do apéndice B.
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Figura 3.5: Grafico de In p(u) xIn N. A curva sélida corresponde a In p(u)
com Ci =y, —D~19817e Cy =~

—6.6059

Na

R(Au
y,(l ( ))(c =0.6)

R(Au
y}(l @ ))(c =0.7)

150
160
170
180
190
200
210
00

2.994996525509
2.995281141031
2.995535103561
2.995763114227
2.995968959202
2.996155722047
2.996325939525

3.000000000000(2)

2.99467534638
2.99499652509
2.99528114103
2.99553510356
2.99576311422
2.99596895920
2.99615572204

3.00000000000(1)

= Cl hl(N)—i‘Cg

Tabela 3.3: Resultado para a extrapolagao de tamanho finito, obtidos a partir da equacao
(2.51) para o expoente y; para o modelo BEG com (b = ¢) com 150 < N < 250 spins
com temperatura ¢ = 0.6 e c = 0.7

pouco complicadas, mas expandindo na vizinhanca de ¢ = 0 temos:
829 /29 9\/20
900V 7 400

218 /_
225

Az(p) = Aa(—

Ai(p) =

203 i

1440

V203
450

©).

904 + O(¢°),

—— "+ O(¢°

(3.31)

), (3.32)

(3.33)

Podemos notar que nao é necessdrio que a simetria ¢ — —p da equacao (3.19) nos

fornega solugoes sempre pares, como ¢ mencionado pelos autores [16]. A solugao A;(¢p),
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Figura 3.6: Extrapolagao BST para 0.6 < w < 2.4 de yf(Au) (a) e yy (b). Na figura (a)
utilizamos a parte real dos zeros. Os zeros de Yang-Lee foram calculados para modelo
BEG com b= ¢ = 0.6 e x dado pela expressao (3.28).

nos fornece a singularidade na extremidade do arco com R(u) > 0 (vide figura 3.3 que é
semelhante ao caso ¢ = 0.4) com y, = 2 e 0 = —1/2. Calculamos numericamente através
das equagoes (2.51) e (2.48) e realmente encontramos y, ~ 2. A solugdo Aj(p) nao é
uma singularidade verdadeira. Pois ao substituirmos b = ¢,  dado pela equacao (3.28)
e as solugoes A;(¢) na equagao cibica (3.8) podemos calcular os autovalores da matriz
transferéncia (3.4). Percebemos que as solugoes A; () e As(¢) fornecem o médulo de dois
autovalores iguais e maiores que o terceiro, ja a solugdo As(p) fornece |Az| > |A1] = | A2
0 que nao levard a um zero de (3.7). A solugao A, implica em |A;| = |A2| > |A3] em torno
de ¢ = 0. Note que a simetria ¢ — —p de (3.19) é preservada nas solugoes A;(¢), nao

sendo necessario uma simetria em cada solugao separadamente.

3.2.2 Caso II: Modelo BEG com A =0 (fH = +in/2)

Na secao anterior, calculamos uma condicao de tripla degenerescéncia quando temos
b = c¢. Vimos que com esses parametros o modelo BEG apresentava dois aciimulos de zeros
diferentes, no primeiro e no quarto quadrantes do grafico de u x Su, com a densidade
de zeros divergindo com o = —1/2, o segundo actimulo ocorre no segundo e no terceiro
quadrantes do grafico, com os zeros divergindo com o = —2/3.

Resolvemos agora estudar um caso especial onde escolhemos a posicao da singularidade

de Yang-Lee, ou seja, Ag = 0, isto é, 6H = +im/2, assim manipulando as equagoes que
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nos fornecem tripla degenerescéncia (3.27) encontramos:

9c
b= —— 34
4(1+02)’ (33)
. 9¢ |3(1—¢?)
=0 l—ct) = — | —. .
T 3(1—c*) R ) (3.35)
1—c2)b?

A equagao (3.26) permite y, = 2, para T = , ou seja, d>A/dp® # 0, vide lado

[
—e2\p2
esquerdo de (3.24). Substituindo & = (1‘bfc)|b em (3.35) e usando (3.34) encontramos que
c=12/2.

Entao, mesmo que tenhamos tripla degenerescéncia dos autovalores com b e T dados

pelas equagoes (3.34) e (3.35) respectivamente, podemos ter y, # 3 se ¢ = /2/2.
Substituindo as equacdes (3.34), (3.35) e ¢ = v/2/2 na equagdo secular (3.8), encon-
tramos os trés autovalores da matriz transferéncia (3.4).
z(b—c) 3

A = -2 3.36

do = [1+A+\/A(A+2)}, (3.37)

4+/2

5

3

A= [1+A—\/A(A+2)}, (3.38)
42

fazendo \; = €’ )y, temos que A = —1 + cos ¢ e os trés autovalores terdo o mesmo valor

absoluto pois A3 = e\, assim

N

1 A
ZN:C_N[)\11V+)\5V+)\§’V] :C—le[l—i—QcosNgo] (3.39)

Portando para Zy = 0 temos a posicao exata dos 2N zeros  de Yang-Lee

(3k+1)

Yr =27 SN

k=0,1,..,N—1 (3.40)

Temos a singularidade de Yang-Lee quando A\; = Ay = A3, com ¢ = 0, portanto, a

posicao do zero mais proximo da SEYL é ¢y = 32—1’\; Invertendo a relagao u+ 1/u = Ag =

3Considere que em (3.13) temos duas possibilidade de sinal.
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Re[u]

0.5 1

(b) ¢ =+/2/2 (c) c=0.8

Figura 3.7: Os pontos vermelhos sao os zeros de Yang-Lee para o modelo BEG com b e
& dados pelas equagoes (3.34) e (3.35) respectivamente, com ¢ = 0.6 (a), ¢ = v/2/2 (b) e
¢ = 0.8 (c), o ponto preto representa a SEYL (ug = i) e usamos N = 50 spins. O grafico
ilustra somente a metade dos zeros.

1+ cos pr n6s podemos encontrar uma expansao para /N grande para o zero mais proéximo

da SEYL e o seu complexo conjugado, em ¢ = v/2/2:

E(N) = %{Aoi\/@}

1/2n\> (1 i\ [2r\"
= +i—-|=—= —F— ]| == A1
"1 (3N> * (48 + 32) (SN) * (3:41)
Comparando esse resultado com a equagao (2.39) temos que y, = 2 e 0 = —1/2 para o
caso de tripla degenerescéncia, na temperatura especial ¢* = /2 /2e A= -2

Apos andlise do caso especial ¢ = \/5/2 que permitiu solucao exata, mantivemos a
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c ysR(Au)) desvio percentual  y,  desvio percentual
0.3 3.044 3.0% 3.164 0.83%
0.4 3.051 3.6% 3.195 1.37%
0.5 3.067 5.0% 3.27 3.33%
0.6 3.120 10.2% 3.601 4.11%
V2/2  1.999 0.001% 2.272 3.48%
0.8 2.922 4.8% 2,771 0.79%
0.9 2.967 1.9% 2.89 0.16%

Tabela 3.4: Resultado para os ajustes di-log a partir das férmulas (2.51) (yflm(Au)) ), com
a parte real dos zeros e (2.48) (y) com L = N e d =1 para b = ¢ com 60 < N < 150.

c R(Au) Iz
h Yn
0.3 3.00000000000(4) 3.000000000(3)
0.4 3.0000000000(2) 3.00000000(1)
0.5 3.0000000000(3) 3.0000000(2)
0.6 3.0000000000(4) 3.0011(4)
v2/22.0000000000000000(9)  2.00000000000000(6)
0.8 3.00000000000(7) 3.0000000(1)

0.9 3.0000000000000(2) 3.0000000000(7)

Tabela 3.5: Resultado para a extrapolacao BST, obtidos a partir das equagoes (2.51) para
o expoente yf‘(m‘) e (2.48) para o expoente yj,, para o modelo BEG com b e & dados pelas
equagoes (3.34) e (3.35), para o calculo utilizamos redes com 150 < N < 250 spins e
w=1.

SEYL em A = 0, mas mudamos a temperatura c.

Fizemos o ajuste para os zeros proximos da SEYL para as temperaturas ¢ = 0.6 (figura
3.7(a)), ¢* = V/2/2 (figura 3.7(b)) e ¢ = 0.8 (figura 3.7(c)). A SEYL estard sempre na
circunferéncia de raio 1 up = =i.

Fizemos o ajuste di-log para 0.3 < ¢ < 0.9 como mostra a tabela 3.4. Para fazer
a extrapolacao para N — oo, do valor de y;, através do algoritmo BST, utilizamos
novamente as expressoes (2.51) e (2.48), e escolhemos w = 1, que minimiza a incerteza

do valor extrapolado. Os resultados estao ilustrados na tabela 3.5.
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3.2.3 Caso III: Modelo Blume-Capel (b=1 ou K =0)

Agora vamos procurar o novo comportamento critico para o caso K =0 (b =1). Este
caso especial ¢ um submodelo do BEG e é conhecido como modelo de Blume-Capel [25].
Substituindo as equagdes (3.9)-(3.11) e b = 1 em (3.27) chegamos a uma equagao para

T = Z(c) e outra para a singularidade de Yang-Lee Ag:

F(c) = {1 — 8¢ +10¢% 4 10¢* — 9¢* + 3 (1 — ) [(P +Q)VP+R(P+ Q)*W'] }1/2(3.42)

(14 ¢) (5 —15c+ 5c? + 3¢?) + 72|

Ap = I+c)(1+2)+72(2-3¢)

(3.43)

com P = \/03(1+c—c2) (1-3c—¢2) Q = A(5—36¢+95¢2 —90c® +27¢") e R =
c(9¢® — 20¢* + 10c — 1).

Para 0 < ¢ < 1 a fungao & dada por (3.42) estard sempre entre +1 e +2, pode-se dizer
que graficamente  ~ 1 + ¢ e a posicao da singularidade de Yang-Lee Ag estard sempre
entre —2 e +2 garantindo que esteja no circulo de raio 1. A maioria dos zeros se encontra
fora do S7. Os zeros sobre o S; tendem a formar um pequeno arco, onde no lado direito
calculamos a singularidade e encontramos ¢ usual (0 = —1/2) e 0 novo comportamento
se encontra no acumulo de zeros do lado esquerdo do circulo, como mostra a figura 3.8
(pontos pretos). Nao existe singularidade para os zeros que estao fora do circulo. O
célculo para a nova singularidade foi feito utilizando as equagoes (2.39) e (2.46). Fazendo
o ajuste di-log para a equacdo (2.49) e considerando N, = 96 + (a — 1)6 spins, com
a=0,...,8 obtivemos os resultados para ¢ = 0.3 e ¢,.9. Para ¢ = 0.3 encontramos —C} =
3.19979, Cy = 4.50422, com y2 = 5.03 x 1072 e para ¢ = 0.9 obtivemos —C; = 3.07092,
Cy =1.11983 ¢ X2 = 0.48 x 107, como mostra a figura 3.9. A tabela (3.6) mostra mais
resultados para os ajustes di-log para 0.3 < ¢ < 0.9 a partir de (2.49) e (2.47) .

Na figura (3.10) aparecem os resultados de extrapolagao BST via equagao (2.48) N, =
96 + (a — 1)6 spins com 1 < a < 10 e a tdltima linha da tabela (3.7) ilustra o resultado da
extrapolagao BST utilizando a equacao (2.51) parac = 0.3 e ¢ = 0.9, com w = 1. Podemos
notar que y, = 3 em ambos os casos, com o resultado para ¢ = 0.3 com precisao um pouco
pior, comparada com o resultado para ¢ = 0.9. Isso ocorre pois a baixas temperaturas
temos um numero menor de zeros na circunferéncia de raio 1, como mostra a figura 3.8.
Na figura 3.10(a) podemos perceber que em torno de w = 1 temos dya /dw ~ 0, mostrando
uma estabilidade para extrapolacao nessa regiao.

Concluimos que quando existe a possibilidade de um modelo apresentar tripla de-

generescéncia dos autovalores de sua matriz transferéncia, aparentemente uma nova classe
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Figura 3.8: Zeros de Yang-Lee para o modelo BEG com b = 1, ou seja Modelo Blume-
Capel, utilizando a condigao de tripla degenerescéncia (3.42), com a temperatura ¢ = 0.3
(a) e ¢ = 0.9 (¢). Em ambas figuras foram gerados 100 zeros, mas sé foram mostrados
os zeros com Ju > 0. As figuras (b) e (d) mostram a vizinhan¢a da SEYL representada
pelos pontos azuis, em (a) e (b) vale ug = 0.60085 + 0.79936i e em (c) e (d) ug =
—0.71955 + 0.69444:.

49



Ln[Re[u; [N]]] Ln[Re[uy [N]]]

-10 -12.8
-10.25 -13
~13.2
-10.5
~13.4
-10.7
0.75 -13.6
4.6 4.7 4.8 Lol -13.8
In N
BTN

Figura 3.9: Gréfico de Inftu x In N para ¢ = 0.3 (a) e ¢ = 0.9 (b). A curva sdlida
corresponde a In(Ru(N)) = C;In(N) + Cy com C; = 3.19979 e Cy = 4.50422 para (a) e
Cy = 3.07092 e Cy = 1.11983 para (b)

de universalidade da singularidade de Yang-Lee pode aparecer. A fim de comprovar essa
nova universalidade, nos capitulos seguintes vamos explorar mais o modelo BEG, calcu-
lando os zeros no plano complexo de outros parametros e considerando o modelo na rede
dinamica. Também mostramos esse novo comportamento para o modelo ANNNI de spins

1/2. Os resultados comprovam a universalidade de 0 = —2/3 em D = 1.
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c yf(Au) 10_9%3[74 yr 10_8)(2

0.3 3.200 5.03 4.612  3.10
0.4 3.148 2.52 3.795  2.10
0.5 3.119 1.51 3.561  0.72
0.6 3.100 1.00 3.442  0.36
0.7 3.088 0.76 3.370  0.22
0.8 3.078 0.58 3.320  0.15
0.9 3.071 0.48 3.285  0.11

Tabela 3.6: Resultado para os ajustes di-log a partir das RETF (2.39) (yf(Au) ) e (2.46)
(yh) com L = N e d =1 para o modelo Blume Capel com 96 < N < 150 e temperatura
0.3<e¢<0.9.

3.2 3.015
3.15 ¢ Y 3.0125 %
¢
3.1 § 3.01 } %
*
Qo 3.05 * * 2z 3.0075 §
> >
3 . ’
3 3.005
2.95 [
} 3.0025
2.9 .
3le o ¢
1 1.5 2 2.5 1

Figura 3.10: Extrapolacao BST para 0.6 < w < 2.4 de y;. Os zeros de Yang-Lee foram
calculados para BC com ¢ = 0.3 (a) e ¢ = 0.9 (b) e z dado pela expressao (3.42).
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N,  y(c=0.3) yn(c=0.9)

96 6.65138835174 3.36602639165
102 5.40615603620 3.33723696161
108  4.85302919346 3.31271060187
114 4.52543971437 3.29155556642
120 4.30452579272  3.27311462040
126 4.14377246532 3.25689223008
132 4.02074088023 3.24250742353
138 3.92311802198 3.22966230906
144 3.84352213555 3.21812047991
o 3.001(1) 3.00000(8)

Tabela 3.7: Resultado para a extrapolagao de tamanho finito, obtidos a partir da equacao
(2.48) para o expoente yp para o modelo Blume Capel com 96 < N < 150 spins com
temperatura c = 0.3 e ¢ = 0.9
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Capitulo 4

Modelo de Blume-Emery-Griffiths

sobre anéis conexos e desconexos

Neste capitulo vamos apresentar uma férmula alternativa, de origem diagramatica,
para a funcao de particao de um modelo de spin sobre anéis conexos e desconexos, que foi
obtida em [31] para o modelo Blume-Capel e no caso geral (independente do modelo) em
[32]. Neste caso o modelo de spin estara sobre anéis conexos e desconexos. A idéia para
essa abordagem teve origem na quantizagao da gravitacdo em duas dimensoes [47, 48] e
em técnicas de teoria de campos como expansoes em diagramas de Feynman [26, 27].

Trabalhos como [32, 43] mostram que o comportamento critico na vizinhanga da SEYL
para modelos de spins sobre anéis conexos e desconexos ¢é semelhante ao comportamento

critico para sistemas na rede sobre anéis conexos com condigoes periddicas de contorno.

4.1 Definicao do modelo

Em teoria de campos é conveniente usar uma correspondéncia entre integrais e graficos,

considerando as integrais gaussianas [49]:

— f dp¢ ¢u1¢#2...¢un6_%Zz,uzl(d)uMp.u(ﬁy)
<¢#1 ¢,U42'-.¢/J4n> = f dp¢ 6_% Zﬁ,yzl(¢HMMV¢V)

, (4.1)

onde dP¢ = dpdeps...do, e M é uma matriz p X p, real, simétrica e definida positiva, de
forma que assegure a convergéncia da integral. Admitindo entdo, a inversa M1, cada
variavel ¢, (campo) é integrado sobre o eixo real de —oo a oo.

A funcao de particao do modelo BEG sobre um anel conexo é dada por:
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Figura 4.1: Diagramas de Feynman para Z;°¢

Zy =Y e e =N "exp 3 { > (IS + KPS+ [A(1-SP) + HS|] }(4.2)

{si} {si} <4,j> i=1

Para definir a funcao de particao do modelo BEG na rede dinamica, ou seja, sobre
anéis conexos e desconexos, vide mais detalhes em [32, 43].

Vamos definir uma expansao em diagramas de Feynman. Para isso nds vamos intro-
duzir os campos ¢, ¢_, ¢g, que representam os estados S; = +1,—1,0. Cada vértice
do diagrama correspondera a um sitio da rede, de cada vértice sairao duas linhas, essas
linhas ligarao um vértice a outro e correspondem a propagadores na teoria de campos.
Cada sitio com spin S5; = +1,—1,0 é associado aos vértices de interacao de acordo com
os dois ultimos termos do argumento da exponencial (4.2).

Nesta tese, trataremos somente modelos que possuem apenas dois vizinhos mais proximos.
Assim de cada vértice sairao somente duas linhas, ou seja, s6 aparecem termos quadraticos
NnoS Campos.

Introduzindo uma constante de acoplamento g, cuja poténcia fara o papel de nimero
de sitios, ou vértices, podemos definir a funcao geratriz dos anéis conexos e nao conexos

Zy como coeficientes da série diagramatica abaixo:
GH, A K, J,g) =Y gV 7, (4.3)
N=0

[ do,de_dpge2[0aMardr—g(e? MG} +e7P 62 4eP20)
- [ déydo_e316aMar)

G(H,A K, J,g) (4.4)

Os indices a, b = +, —, 0 estao sendo somados, ou seja, ¢oMapdp, = ¢ M, com M uma

matriz simétrica M, 3 X 3, determinada a partir dos pesos de Boltzmann das conexoes
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entre os spins (“links”) para h =0 e [ = 0, ou seja,
Mzl = (guch) = b HISeSrtPRSESE (45)

ou seja, o propagador (¢,¢p) representa as linhas que ligam o spin S, ao S, e k é uma
constante de proporcionalidade arbitraria.

Definindo a constante de proporcionalidade & de forma conveniente, chegamos a:

[ doydo_dye

G(H,A K, J,g) = [ dbndo doge 5" (4.6)
onde
S, = % {A(¢% +¢) +2Bo ¢_ + D [Edf +2¢0 (¢4 + ¢—)] }
+ LS e e, (4.7)

com A= -1+ g, B=1-c¢b D = b(c— %) e B = —b(c—i—%). As expressoes (4.3),
(4.6) e (4.7) definem a representagao integral da fungao de partigdo Z3¢ do modelo BEG
sobre anéis conexos e desconexos. Calculando as integrais gaussianas (4.6) e redefinindo

qg— l%g temos:

1
GH,A K, J,§) = ——, 4.8
( AT e
onde
Py(g) =1 — (2Ab+1) g+ [b* (1 —c*) +24%(b— )] §°
— b (1—¢) (b—2c+bc%) G (4.9)

O polinémio (4.9) obtido via interpretagao diagramatica é equivalente & equagao ctibica
(3.8) , com g = 1/, obtida a partir da matriz de transferéncia (3.4). Da equagao (4.3)

podemos escrever:

zi =A@} (1.10)

kN gN

De teoria de campos, sabemos que de uma expansao diagramatica, podemos extrair
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os diagramas conexos [50], tirando o logaritmo da fungao geratriz:
InG = igN@ (4.11)
2 N )

Invertendo a equagao (4.11), usando (4.8) temos Zy do modelo BEG-1D usual (um anel

CONExo).
Zy=(2N)(InG)yn = =N [In P3(g)] v - (4.12)

Para N = 4 sitios (vértices), Z4 corresponde ao primeiro diagrama a esquerda da figura
(4.1). A fungao (4.12) coincide com a fungao de partigao para o modelo BEG sobre anéis
conexos (3.7), comparamos a localizacao dos zeros das duas fungoes particao para valores
baixos de N, com ¢, b e x fixos, checamos a uma precisao de 96 digitos.

A relagao (4.12) se tornou muito importante, j& que é a partir dela que calcularemos
numericamente todos os zeros do modelo BEG usual, uma vez que ela é computacional-
mente muito mais eficiente que (3.7).

Para achar a funcao de particao para o modelo BEG na rede dinamica devemos expo-

nenciar a relacao (4.11) e substituir na equagao (4.3).

Zy =[G x =[] =< exp 3 @g) Zm : (4.13)

gN

~ 7 2Z NZ
v = EN {exp (_g 1—}—9 2+...—|—g N)}
gN

2 4 2N
N | Z AVAS zZN
o N N 14N—-1 1
=k [—2N+74(N_1)+...+—2NN!] (4.14)

Assim temos a funcao de particao sobre anéis conexos e desconexos, Z3¢, como fungao de
fungoes de particao da rede sobre anéis usuais (conexos) Z; com 1 < j < N. Embora cada
7Z; seja soliivel via matriz transferéncia: Z; = A + A}, + X} nao hd uma férmula simples
para Zp°. Chamaremos a rede sobre anéis conexos de rede estatica e a que inclui anéis
desconexos de rede dinamica pois ha uma soma sobre diagramas além da soma sobre os
spins e desta forma a propria rede passa a ser um grau de liberdade.

Para exemplificar podemos escrever a funcao de particao sobre anéis conexos e de-

sconexos para N = 4 dada pela figura 4.1, a menos de um fator multiplicativo:
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Z, ZsZy 73 2,77 7}
ne o 22 ~2 it 4.1
4 8 + 12 16 16 +384 (4.15)

4.2 Calculo Numeérico

A nao existéncia de uma férmula simples para a funcao de particao na rede dinamica

n¢ como a funcgao de partigao na rede estatica AN + A + AY, niao nos habilita ao uso

de técnicas analiticas, como expansao em Taylor e Ay = ¥\, para obter o expoente de
escala y, e 0.

Deviamos esperar que a posigao dos zeros na rede dinamica fosse bastante diferente da
posicao na rede estatica, uma vez que comparando a funcao de partigao sobre anéis conexos
e desconexos (4.14), com a fungao de partigao na rede estdtica (3.7) podemos notar que
Zy serd proporcional a um polinémio de grau 2N na varidavel u = e?# . Assim, a adicao de
polinomio pode mudar a posicao dos zeros na rede dinamica de forma inesperada, quando
comparado com a posi¢ao dos zeros na rede estatica.

Entretanto vimos em trabalhos anteriores, vide [43, 31], que a posi¢ao dos zeros na
rede sobre anéis conexos e desconexos tende a colapsar com os zeros da rede estdtica
quando aumentamos o nimero de spins da rede, como mostra a figura 4.2. Embora nao
seja claro a partir de (4.14) que Z}f seja proporcional a Zy quando N — oc.

De qualquer forma a coincidéncia entre os zeros na rede dinamica (anéis conexos
e desconexos) com os zeros na rede estdtica (anéis conexos) no limite termodinamico,
sugere verificar se os zeros sobre anéis conexos e desconexos também possuem o novo
comportamento critico na vizinhanga da singularidade da extremidade com o = —2/3.

Para isso vamos considerar os mesmos casos especiais que apresentam o novo com-
portamento critico para o modelo BEG na rede sobre anéis usuais (estdtica) com b = ¢
(K =—-J)e A=0 (BH = +in/2), apresentados nas subsecoes 3.2.1 e 3.2.2 respectiva-

mente, mas agora para a rede dinamica.

4.2.1 Modelo BEG com b = ¢ na rede dinamica

Consideraremos o modelo BEG na rede dinamica, com b = ¢, A funcao de particao do
modelo ¢ dada pela equagao (4.10). Assim ao resolver Z3¢ = 0 encontramos seu zeros. A
coincidéncia entre os zeros de Z3 e Zy para N — 0o sugere considerar as condicoes de
tripla degenerescéncia (3.29) e (3.28), encontradas na subsec¢ao 3.2.1 para o modelo BEG
na rede usual e verificar se também encontraremos o novo comportamento critico para a
rede dinamica. A equagao (3.29) nos fornece a posicao da singularidade de Yang-Lee e

(3.28) é a condicao para que x fornega tripla degenerescéncia da matriz transferéncia (3.4),
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Figura 4.2: Sobreposic¢ao dos zeros de Yang-Lee para o modelo BEG na rede usual (pontos
vermelhos) e na rede dinamica (pontos azuis), com ¢ = b = 0.6 (a), c = b= 0.8 (b), z
é dado pela condigao de tripla degenerescéncia (3.28) e N = 20 spins. Os pontos pretos
representam a singularidade da ponta de Yang-Lee na figura (a) ug = —0.9987 & 0.05041
e para a figura (b) u} = —0.9359 e uy = —1.0694.

tanto a relagao (3.29) quanto (3.28) sdo dependentes somente da temperatura. A figura
4.2 mostra a sobreposicao dos zeros na rede usual e na rede dinamica para b = ¢ = 0.6.

Para estudar tais zeros, consideramos rede com N, = 30+5(a—1) spins, com 1 < a <9
na rede usual utilizamos a relagao (4.12) e na rede dinamica (4.10). Assim vamos calcular
o expoente yy, para os casos ¢ = b = 0.6 (figura 4.2(a)) e ¢ = b = 0.8 (figura 4.2(b)).

Para o caso da funcao de particdo com ¢ = b = 0.6 e x dado pela condigao (3.28),
temos que os zeros estarao na circunferéncia de raio 1 e a SEYL estard no primeiro e
no quarto quadrante do gréfico de R[u| x Su], vide figura 4.2(a). Fizemos um ajuste
di-log das relacoes de escala de tamanho finito (2.39) e (2.46), utilizando as fungdes
InAu = CiIn(N) + Cy e Injp(u)] = CyIn(N) + Cy, respectivamente. Para o ajuste da
expressao (2.39) utilizamos a parte real dos zeros e encontramos —C = y;, ~ 2.9820 para
o modelo BEG sobre anéis conexos e —C'; = y,, &~ 2.9257 para o modelo BEG sobre anéis
conexos e desconexos, com a qualidade dos ajustes x? = 3.01 x 107% e y? = 4.99 x 107°
respectivamente.

J4 para o ajuste da expressao (2.46) obtivemos y;, =~ 2.7202, com x? = 2.95 x 1073
para a rede estdtica e y;, ~ 2.5413, com x? = 5.80 x 1072 para a rede dinamica. Os ajustes

di-logs indicam que (2.51) e (2.48) podem ser vélidas para a rede dinamica.
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Novamente vamos considerar as relagdes de escala de tamanho finito (2.51) e (2.48) e
assim, podemos extrapolar o resultado para N — oo utilizando o algoritimo de extrap-
olacao BST. Extrapolamos para N — oo o valor de y; nas duas redes com w = 1. Os
resultados obtidos encontram-se na ultima linha da tabela 4.1. Podemos perceber que
tanto para o ajuste di-log quanto para a extrapolacao BST, a diferenca do valor encon-
trado para y, é muito pequena entre as redes estatica e dinamica. Além disso os valores

extrapolados mesmo a partir de redes pequenas com até N = 70 sitios estao bem proximos
de y, =3 (0 = —2/3).

RN(Au RN(Au
N, e e 7 me
(rede estética)  (rede dinamica) (rede estatica) (rede dinamica)

35 207510731866  2.80766874308  2.49109930 2.23635987
40 2.97836516118  2.91080567705  2.60522311 2.37704914
45 2.98086672935  2.92094298586  2.69027694 2.49044731
50 2.98284853972  2.92900538603  2.75335770 2.58036013
55  2.98445768031  2.93557211492  2.80035769 2.65114845
60  2.98579024017  2.94102477794  2.83573320 2.70686151
65 298691210164  2.94562514119  2.86270779 2.75089518
70 2.98786959317  2.94955881191  2.88356973 2.78594498
co  3.00000000000(5) 3.0000000000(3)  2.998(1) 2.994(9)

Tabela 4.1: Resultado para o calculo considerando as relacoes de escala de tamanho finito
(2.39) e (2.46), a ultima linha da tabela representa o valor extrapolado para o expoente
yn para ¢ = b = 0.6 e x é dado pela condigdo de tripla degenerescéncia (3.28), com
35 < N < 70 spins. A extrapolacao BST foi realizada considerando w = 1.

Fizemos os mesmos cdalculos, s6 que agora consideramos ¢ = b = (.8, neste caso
alguns zeros se encontram fora da circunferéncia de raio 1, inclusive a SEYL, que se
encontra no eixo real negativo. Investigamos o comportamento dos zeros na vizinhanca
da SEYL, fazendo o ajuste di-log das relagoes de escala de tamanho finito (2.39) e (2.46).
Para o ajuste di-log da equagao (2.39) y, ~ 2.9880 para os zeros na rede estdtica e
yn ~ 2.9531 para os zeros na rede dinamica, com a qualidade do ajuste y? = 6.42 x 1078
e x2 = 1.9519 x 1079 para a rede estdtica e dinamica respectivamente.

Considerando o algoritimo de extrapolacao BST, encontramos para a extrapolacao da
relagdo (2.51) encontramos y, ~ 3.000000(2) para a rede usual e y, =~ 2.99999(8) para
a rede dinamica e para a relacao (2.48) encontramos y, ~ 2.996(5) para a rede usual e
yn ~ 3.01(2) para a rede dinamica.

Esses resultados nos mostram que também teremos o novo comportamento critico
o = —2/3 para o modelo BEG na rede dinamica, ao comparar os resultados obtidos para
a rede usual e para a dinamica podemos notar que existe uma diferenca muito pequena

entre os resultados numéricos de yp,.

29



Observe que os valores que apresentamos para b = ¢ = 0.6 e b = ¢ = 0.8, inclusive a

tabela 4.1, ndo foram publicados nos trabalhos [17, 32, 33, 35] e sdo originais desta tese.

4.2.2 Modelo BEG com fH = +in/2 na rede dinamica

Calculamos os zeros nas diferentes redes para o modelo BEG com fH = Zin/2,
esse caso ja foi estudado na rede usual na subsecao 3.2.2 do capitulo 3. Verificamos
que novamente os zeros, das duas redes, tendem a colapsar quando N — oco. Sabemos
que na rede usual, y, = 3 quando consideramos as condicoes de tripla degenerescéncia
b=9c/4(1+c*) ei = b\/m para qualquer temperatura 0 < ¢ < 1 tal que ¢ # v/2/2.
Para o caso especial ¢ = v/2/2, temos o valor usual y;, = 2. Calculamos para diferentes
¢ o valor extrapolado para y, e encontramos y, ~ 3, para ¢ # /2/2 e y, ~ 2 para ¢ =
\/5/ 2, vide tabela 4.2. Novamente encontramos uma diferenca pequena entre os valores
encontrados para y;, na rede estatica e dinamica, vide tabelas 4.1 e 4.2. Repetimos estes
calculos para o modelo Blume-Capel e encontramos resultados semelhantes. Acreditamos
que o modelo BEG sobre anéis conexo e desconexos exibe o mesmo comportamento que

o modelo BEG na rede usual.

¢ Y@ (c0) (rede estética) g " (c0) (rede dinamica)
0.1 3.0000000000(2) 3.0000000001(8)
0.65 3.00(1) 3.00(2)
V2/2 2.00000000(1) 1.9999999999999(4)
0.75 3.0000(1) 3.0000(4)
0.9 3.0000000(3) 3.0000000(6)

Tabela 4.2: Extrapolacao BST do expoente de escala do campo magnético y, para o
modelo BEG com b = 9¢/4(1+¢*) e & = by/3(1 — ¢*), a SEYL é dada por ug = i(Ag = 0).
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Capitulo 5

Zeros Generalidados do Modelo de
Blume-Emery-Griffiths

No capitulo 3 estudamos os zeros do modelo Blume-Emery-Griffiths no plano com-
plexo u = e?# | 0s conhecidos zeros de Yang-Lee. Neste caso os outros acoplamentos da
hamiltoniana do modelo BEG sao reais (J, K, A € ). Motivados pelo autor de [21], que
conjecturou que o expoente de escala do campo magnético assume o mesmo valor que o
expoente de escala para a temperatura na vizinhanga da SEYL, ou seja, vy, = y;. Nos
vamos considerar o campo magnético real e um dos demais parametros da hamiltoniana
(3.1) complexo, ou seja um dos trés acoplamentos (J, K, A) serd complexo [33]. Se consi-
derarmos o acoplamento J complexo, com H, K, A € R, os zeros estao no plano complexo
de ¢ = e/, e sdo conhecidos por zeros de Fisher [19]. Quando o acoplamento K ou A
for complexo, com os outros acoplamentos reais, teremos os zeros no plano complexo de
b= e’ ou x = €2, respectivamente, que chamaremos de zeros generalizados.

Sabemos que, no geral, os zeros formam curvas no plano complexo ao qual eles per-
tencem, como foi visto no capitulo anterior para os zeros de Yang-Lee, o mesmo acontecera
para os zeros no plano complexo das variaveis (¢, b, ), como mostram a figura 5.1. Iremos
perceber que os zeros irdo se acumular na vizinhanga de um determinado ponto (SEYL).

Uma vez calculado o expoente de escala yp,, podemos verificar se a hipdtese de [21]
continua sendo vélida para o novo expoente de escala y, = 3.

Neste capitulo vamos considerar diferentes situacoes a fim de encontrar o novo ex-

poente ¢ para a densidade linear proximo a SEYL dos diferentes zeros.

5.1 Zeros Generalizados com H =0 (A =2)

Nesta secdo vamos procurar a existéncia do novo comportamento critico o = —2/3.

Para os zeros nos diferentes planos complexos x, b e ¢ a campo magnético nulo (H = 0),
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(a) Zeros no plano complexo de
x com (b,A) = (1,2) para N =
80 spins com ¢ = 0.5 (triangulos
azuis) e ¢ = 0.2 (circulos verme-

lhos).

(b) Zeros no plano complexo de
b com (z,A) = (1,2) para N =
60 spins com ¢ = 0.1 (triangulos
azuis) e ¢ = 0.6 (circulos verme-
lhos).
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(¢) Zeros no plano complexo de ¢
com (b,A) = (1,2) para N = 60
spins em = 0.1 (triangulos azuis)
e = 1.0 (circulos vermelhos)

Figura 5.1: Zeros no plano complexo de = (a), b (b) e ¢ (¢c) em H =0 (A = 2)
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os zeros nesses planos sao exemplificados pelas figuras 5.1(a), (b) e (c), respectivamente.
Note na figura (5.1(c)) os zeros se aproximam do eixo real positivo fec em ¢ = 0, isto é um
indicativo da transicao de fase trivial a 7" = 0, tipica de modelos de spin unidimensionais
com interacao de curto alcance.

Para o caso do campo magnético nulo (A = 2) temos que a equagao secular (3.8) pode

ser resolvida fornecendo uma férmula simples para os autovalores:

A = %[Ri\/ﬂ, (5.1)
Ay = b(1-¢7), (5.2)

comR=xzc+b(l+c2)es=][zc—bl+c*)]+8zc ! Considerando as condigdes de

tripla degenerescéncia (3.27) temos:

ze = b(l1-3c%)), (5.3)
2b® = —(1-3¢%). (5.4)

Substituindo (5.1) em A\, = e’ \_, encontramos:
[zc—b(1 —1—02)]2 +4zc(1+cosp)+2zbe(l+¢%) (1—cosp) =0 . (5.5)

Analogo ao que foi feito no capitulo 2, vamos considerar os zeros no plano complexo
de x, assim temos que z(¢) = z(p) e a equagdes (5.3) e (5.4), nos fornecem que a
singularidade da ponta (SEYL) estard localizada no eixo real negativo do plano complexo

de z:

(1—3c2)°

= (5.6)

Tp = —
Pois, a varidvel ¢ satisfaz 1/v/3 < ¢ < 1, ja que b = (3¢ — 1) /(2¢*) devera ser positivo
(K € R).

Sabemos que o zero mais préximo a SEYL obedece a relacao de escala de tamanho
finito, vide (2.39) e vamos supor que hd uma expansao em série de Taylor para N grande
em torno de ¢ = 0, dependendo do conhecimento das derivadas de d’z/dy’ em ¢ = 0.

Assim, ao considerar as derivadas da equagao (5.5), em ¢ = 0, conseguimos in-
formagoes sobre d/z/dg’|,—¢. Substituindo as derivadas em (2.38) podemos compara-la

com (2.39) e assim determinar ya.

'Note que tem um erro de impressao em [33].
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A primeira derivada de (5.5) leva a

(1—>bc) d

=0 5.7
1 , (5.7)

»=0

se b # 1/c temos dx/dy|,—o = 0. Usando esse resultado e as equacoes de tripla de-

generescéncia (5.3) e (5.4), da segunda derivada de (5.5), em ¢ = 0, temos:

1—¢2
4c

o
dp?

| (5.8)

¢=0

Desde que % » # 0, de (2.39) encontramos ya = 2, que implica no expoente critico
usual 0 = —1 7 2. Se considerarmos AL = €'%)3 também encontraremos o = —1/2.
Portanto, sé poderemos ter o novo expoente critico o = —2/3 para um campo magnético
diferente de zero (A > 2), vamos investigar esse caso na segao 5.2.

Agora nés vamos considerar os zeros no plano complexo de b com H = 0 (A = 2),
isto é, K serd complexo, com A, J € R. Analisando a condicao de tripla degenerescéncia
(5.3) podemos perceber que bp serd um nimero real negativo para 0 < ¢ < 1/V/3 e
real positivo para 1/1/3 < ¢ < 1. Consequentemente, somente o intervalo de temperatura
1/ V3 < ¢ < 1, fornecerd SEYL, nessa faixa teremos K puramente imaginario. O intervalo
0 < ¢ < 1/4/3, equivale a by real positivo, este fato indica uma transicao de fase fisica e
sabemos que nao ocorre esse tipo de transicao em modelos unidimensionais com interacao
de curto alcance. Assim para termos a SEYL para os zeros no plano complexo de b em
H = 0, a temperatura dever satisfazer 1/4/3 < ¢ < 1. Por outro lado, as equacdes (5.3)
e (5.4) fornecem x = —2b%¢* < 0, o que nao é possivel para A € R. Portanto, nés nio
poderemos encontrar o novo comportamento critico para H # 0.

Uma situacao similar ocorre para os zeros de Fisher com H = 0, combinando as

condigbes de tripla degenerescéncia (5.3) e (5.4) teremos a SEYL no plano complexo de

s
Cg — w/—ﬁ, (59)

que sera puramente imaginaria com z,b € R, voltando com esse resultado na condicao

¢,

(5.3) encontramos que b também devera ser puramente imaginario. Portanto, nao teremos
0 novo comportamento critico neste caso.

Concluimos que nao teremos o novo comportamento critico (¢ # —1/2) para zeros
generalizados do modelo BEG quando H = 0, pois as relagoes de tripla degenerescéncia
(5.3) e (5.4) nao nos possibilita encontrar condigdes para a validade dos parametros do

modelo. Nas préximas se¢oes estudaremos as distribuigoes dos zeros generalizados nos
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diferentes planos complexos de z para H # 0, a fim de procurar o novo comportamento

critico.

5.2 Zeros no plano complexo de z com A > 2

5.2.1 Casol:b>1

Para procurar o novo comportamento critico para a densidade dos zeros proxima a
SEYL no plano complexo de z, as condic¢oes de tripla degenerescéncia (3.27), implicam

para A arbitrario em:

22 + 02 A% + A(z ) (3¢ —b) = 3b*(1 — ), (5.10)

AL — ) + A(z)b(b—c) + A*(1 — ') =z cb(l — &) [8b(1+ %) —18¢] (5.11)

Das equagoes (5.10) e (5.11) podemos encontrar a singularidade da extremidade no plano

complexo de x:

AV [A%2(b—c) — (4b—3¢c)(1 — )]
[A2(b—¢)(2b—3¢) + 18bc(1 — ¢?) — 8b*(1 — c*)]

zp(A, b c) = . (5.12)
Desde que o denominador de xg seja diferente de zero, podemos substituir a equagao xg
em (5.10) e encontramos uma equagao cubica para A% como fungao de b e c. Ao resolver
essa equacgao descobrimos que somente uma solucao sera real, as outras duas serao em
geral complexas. Fizemos um gréfico 3D da solugao real de A?(c, b) na regiao compacta,
0 < (1/b) <1 com 0 < ¢ <1, vide gréifico 5.2. Este grafico mostra que 0 < A? < 2.
Como a varidvel do campo magnético H € R, temos que A = (7 + e #7) > 2, assim
concluimos que os zeros do modelo BEG no plano complexo de x nao exibirao o novo
comportamento critico proximo a SEYL, com b > 1 (K > 0).

Por outro lado, podemos impor que tanto o numerador quanto o denominador da
equagao (5.12) sejam nulos, assim podemos encontrar condigoes para o campo magnético

H e para o acoplamento K, dependentes somente da temperatura:

A=\4+23(1-2) (5.13)
1+4c?
b= (5.14)
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Figura 5.2: Gréfico 3D da solugao real para A?*(c,d) na regiao de dominio compacto:
0<1/b<1,0<¢c¢<1. A fungio A? foi encontrada ao substituir a SEYL (5.12) na
condicao de tripla degenerescéncia (5.10).

Com estas equacdes encontramos uma condicio aceitével para 2 < A < 3v/2/2 (0 <
H/kgT £ 0.35) e b > 1. Este caso nao inclui o modelo Blume-Capel (b = 1). Substi-
tuindo as equagoes (5.13) e (5.14) em (5.10) descobrimos a localizagao da SEYL do plano

complexo de x:

xﬁz?% 12&[u—58w6?§&341—&h@4 . (5.15)
As condigbes (5.13), (5.14) e (5.15) nos garante que para qualquer temperatura finita
teremos um par de acoplamentos reais (K, H), que nos possibilita encontrar a SEYL zp =
e tais que \; = Ay = \3. Para confirmar que x% corresponde a singularidade da ponta
temos que estudar a vizinhanca de x5. Substituindo (5.13) e (5.14) na condigdo (3.19), nds
obtivemos um polinémio de grau 4 em z(p), resolvendo esta equagao perturbativamente

em ¢ = 0. Temos uma solugao da forma:

z1(p) = of + e3(c) 9* +eale)p’ +- o (5.16)

onde c3 e ¢4 sao coeficientes complicados dependentes somente da temperatura. Verifi-
camos que para 0 < ¢ < 1 os coeficientes c3 e ¢4 nunca se anulam. Para a segunda solugao
temos x7(p) = z5(p). Colocando de volta as relagoes (5.13), (5.14) e (5.16) na equagao
secular do modelo BEG (3.8), podemos encontrar os autovalores \,, a = 1, 2,3 perturba-
tivamente na vizinhanca de ¢ = 0. Fazendo o grafico do médulo das solugoes |A;(¢)| X ¢

temos que A\; = Ay = A3 em ¢ = 0 com |A;| = |Aa] > |A3] na vizinhanga de ¢ = 0. Como
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xf e ;= (z})* sdo as singularidades da ponta, podemos comparar (5.16) com a relagao

de escala de tamanho finito (2.39) e assim determinamos ya =3 e 0 = —2/3.

Ainda restam duas solugoes perturbativas da equacao (3.19) com as condigoes (5.13),
(5.14): z1(@) = zr(—¢) e zv(p) = xr7(—¢), que estdo de acordo com a simetria
¢ — —¢ da equagao (3.19). Ao substituir essas novas solugoes, junto com as condigoes
(5.13) e (5.14) na equagao (3.8), encontramos |A1| = |Aa| < |A3], assim x177(p) e v ()
nao descrevem a vizinhanca da singularidade da ponta :1% ao longo de uma curva dos
zeros da funcao de particao.

Para testar numericamente os resultados acima, vamos considerar ¢ = 0.1, assim as
equagoes (5.13) e (5.14), equivalem a A &~ 2.0049 e b = 5.05, com a singularidade da ponta
dada pela equagao (5.15): x§ ~ 47.6174 4+ 18.27821, os zeros foram calculados a partir da

equagao (3.30) e estao ilustrados na figura 5.3.

Im[x] Im[x]
.o oo P o, R °
. ® .
. 40 °, 22
[ ] [ ]
.. ..
. 20 H ®
o 21
[ ]
[ ]
e 10 -20 20 70 Relx] o
[ ]
R 20
° -20 L )
. N
° ° [ )
[ ] [ ]
°. -40 .o 477 47.8  47.9 Re[x]
[ ]
° [ ]
**echoc® Y °

Figura 5.3: Zeros no plano complexo de x do modelo BEG com ¢ = 0.1, com as condigoes
de tripla degenerescéncia (5.13) e (5.14) fornecendo A ~ 2.0049 e b ~ 5.05, os pontos
em vermelho representam os zeros da funcao de particao e os pontos azuis sao as SEYL
T3 ~ 47.6174 & 18.2782i

Para esse modelo utilizamos redes com N, = 96 + 8(a — 1) spins, com 1 < a < 10.
Com isso podemos calcular o expoente ya fazendo um ajuste di-log das relacoes de escala

de tamanho finito (2.39) e (2.46). Utilizando a fungao In(Az(N)) = C; In(N) + Cy para

(Az)

o ajuste da relagao (2.39) encontramos yi = 2.92 com a qualidade desse ajuste sendo

X2§R(Am) = 2.4 x 1075 como mostra a figura 5.4(a). Fazendo o ajuste di-log da relagao

(p)

(2.46) encontramos y{’ = 2.86, com x> = 1.1 x 107°, como mostra a figura 5.4(b). Para

o ajuste da fungao (2.39) utilizamos a parte real dos zeros, mas também poderiamos ter
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Log[Re[x]] Log[p]

-2.2
_N

-2.3
-5.6

-2.4
=5.8 -2.5

-2.6

5.055.15.15 5w 5.25 5.3 09N
6.2 -2.17
#1505 5.1 5.15 5.2 5.25 5.3 09N

(a) Ajuste di-log da expressdao (2.39): (b) Ajuste di-log da expressao (2.46):
In RAxz =9.144 —2.921 In N Inp=-12.109 + 1.865 In V

Figura 5.4: Ajuste di-log para os zeros no plano complexo de z com ¢ = 0.1, A =
VA4 +2c¢? — 2¢* 2 2.00494, b = (1 + ¢?) /2c¢ = 5.05 e 146 < N < 200 spins.

. P ; I(Ax)
usado a parte imagindria, neste caso terfamos y,

= 3.20.

Para estimar melhor nossos resultados podemos considerar agora ¢ = 0.5 nas condigoes
de tripla degenerescéncia (5.13) e (5.14), ou seja, A ~ 2.09165 e b = 1.25, respectivamente.
Fazendo a extrapolacao para N — oo utilizando o algoritimo de extrapolacao BST encon-
tramos resultados da tltima linha da tabela 5.1. Calculamos ya(N — oo0) com diferentes
w e percebemos que w = 1 minimiza a incerteza da extrapolagao, como mostra a figura
5.5 e novamente em torno de w = 1, temos dya/dw =~ 0, mostrando uma certa robustez
da extrapolacao nessa regiao.

Portanto, podemos encontrar o novo comportamento critico 0 = —2/3 a qualquer
temperatura para os zeros no plano complexo de x para A e b dados pelas condigoes

(5.13) e (5.14), respectivamente.

5.2.2 CasolIl: b=c

Quando K < 0, temos que 0 < b < 1. Como o acoplamento K se torna antiferro-
magnético, esta regiao se torna bastante complicada, assim trataremos somente um caso

especial quando b = ¢ (K = —J). Assim a posi¢ao da SEYL (5.12) se torna:

1+ A)A

onde
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N y?R(Aw) S(Ax) yp

a A A A
146 | 3.10133044891 2.99588879678 2.99600020199
152 | 3.01549349028 3.00078875052 3.00394303145
158 | 2.99975357781 3.00013117592 3.00142420892
164 | 3.00000931233 3.00000002796 2.99998815842
170 | 3.00000082339 2.99999999922 3.00000000500
176 | 3.00000000315 2.99999999980 3.00000000598
182 | 3.00000000106 3.00000000005 3.00000000517
188 | 2.99999999928 3.00000000000 2.99999999999
oo | 3.00000000000(9) | 3.00000000000(3) | 3.00000000000(8)

Tabela 5.1: Resultado para relagoes de escala do tamanho finito do plano complexo de
x, onde yi(m) e yi(m) obtidos a partir de (2.39) usando a parte real e imagindria dos
zeros, respectivamente. Enquanto y} vem da expressao (2.46). Os zeros sao calculados
para 146 < N < 194 spins em ¢ = 0.5, A ~ 2.09165 e b = 1.25. A dltima linha vem da

extrapolacao N — oo através do algoritimo BST com w = 1.

2(6—4c?) | 14

A pu—
3 3(1— )

= A(c) (5.18)

Com v/2/2 < ¢ < 1 temos A > 2 de (5.18), consequentemente vz < 0. O acoplamento
A deverd ser puramente imaginario. Assim, vamos estudar a vizinhanca de (5.17) para
encontrar ya. Usando (5.18) na equagao (3.19), com b = ¢ encontramos uma equagao
cibica para x(p) para uma dada temperatura. Como exemplo podemos considerar ¢ =

0.8. Assim temos as solugoes:

 142VI23+61V366 0 9 [183 \
ri(p) = — GTE + 200V 2% +0(¢") (5.19)
41 [41 3v/3 3
rir(p) = “on\ 3 (1 + 14SO + O(S04)> ) (5.20)
rri(e) = xi(—p) (5.21)

O que esta de acordo com a simetria da equagao (3.19), ¢ — —¢. A quantidade z;(p =
0) = xr11(¢ = 0) coincide com as relagoes (5.17) e (5.18) em ¢ = 0.8. Substituindo /()
na equacao secular (3.8) nés podemos obter uma expansao para os autovalores da matriz
transferéncia com A\; = Ap = A3 em ¢ = 0 e |\;| = |\y] > |A\3] em sua vizinhanga. Assim,
zp dada por (5.17) é uma SEYL verdadeira. Comparando a equagao (5.20) com a relacao

de escala de tamanho finito (2.39) temos ya = 3 e 0 = —2/3. Agora se substituirmos
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Figura 5.5: Extrapolacio BST para 0.2 < w < 3.0 de yX2%, y32% figuras 5.5(a) e 5.5(b),
usando as partes real e imagindria dos zeros respectivamente. E yX, figura 5.5(c). Para
os zeros no plano complexo de x com ¢ = 0.5, A ~ 2.09165 e b = 1.25.

zr17() na equagao secular (3.8) novamente, encontramos A\; = Ay = A3 em = 0, mas
|A1] = |A2| < |A3| em sua vizinhanga, portanto x7;(¢) nao representa a SEYL verdadeira.
Ja a solucdo () descreve a singularidade usual (ya =2 e 0 = —1/2) na SEYL. Assim,
para ¢ = 0.8, temos A = A(c) =~ 2.0045 (ou |H|/kgT = 0.067). A SEYL do lado direito
(x & —0.67), vide figura 5.6, implica em A\; = Ay = A3, enquanto a SEYL do lado
esquerdo (x ~ —4.06) nds temos A\; = Ay # A3. Resultados semelhantes ocorrem para
outras temperaturas na faixa v/2/2 < ¢ < 1.

Verificamos que os zeros no plano complexo de z obedecem as relagoes de escala de
tamanho finito (2.39) e (2.46). Além disso, encontramos o novo comportamento critico
proximo a SEYL (0 = —2/3) tanto para o caso de b > 1 e b < 1. Para isso precisamos

encontrar relacoes entre os parametros do modelo que pelo menos nos fornecam tripla
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o000000000 Re [x]

Figura 5.6: Zeros no plano complexo de x, com N = 40 spins, A ~ 2.0045 e b =c = 0.8.
Os pontos azuis representam a SEYL x &~ —0.67 e z &~ —4.06. No lado esquerdo temos
0 = —1/2 e no lado direito o = —2/3.

degenerescéncia dos autovalores da matriz transferéncia, embora essas nao sejam condigoes

suficientes, similar ao que ocorre para os zeros de Yang-Lee, vide capitulo 3.

5.3 Zeros no plano complexo de b com A > 2

Nesta se¢ao vamos tratar os zeros no plano complexo de b, assim podemos considerar
as condigbes de tripla degenerescéncia (5.10) e (5.11), que levam a uma func¢do para
b=0b(A,c x):

p = L) (5.22)

fi(A, ¢, )

com

LA, em) = o {ac2a2 9 (1- )"+ [42 =4 (1= )] [A2 =6 (1 - )] o} (5.23)

fi(A,c,x) = {—c [A? =3 (1—¢")] [A4 —18A* (1 —¢*) +54 (1 — 02)2 (1+ 02)}
+ Az [A—-4(1-N)][A2-9(1-c)]}. (5.24)

Voltando com a equagao (5.22) na equacdo (5.10) e supondo que fi(A, ¢, z) nunca sera
nula, nés terminamos com uma expressao F(A,c,z) = 0. Fazendo um gréfico 3D da
fungao F(A,c,x), no dominio compacto 2D: 0 < 1/A < 1/2, 0 < ¢ < 1 para uma lista
do parametro z tal que 0.01 < x < 4.01, como por exemplo vide figura 5.7 com = = 2,
nds percebemos que F(A, ¢, x) > 0. Portanto ndo ha um indicio de novo comportamento

critico (0 = —2/3) para os zeros na vizinhanga da SEYL, no plano complexo de b para
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Figura 5.7: Gréfico 3D para F(A, ¢, ) no dominio compacto: 0 <1/A<1/2,0<¢<1
para r = 2

fl(A7 ¢, CC) 7£ Oe f2(A7 ) .l’) 7é 0.
Se considerarmos fi(A, ¢, z) = 0 encontramos:
A[2A42-9(1 — )]

T T A= A= 61— )] (5:25)

onde
A=V(1-¢c (5.26)

pode ser obtido ao substituir (5.25) no numerador de (5.22), fazendo fo(A,c,z) = 0. A

quantidade V' pode ser determinada ao resolver a equacao de quarto grau:

VA1 + ) = V315 +13¢%) + 8V 10+ 7¢%) — 9V (92 +19) +108 =0 .  (5.27)

Duas das solugoes de (5.27) resultam em valores complexos de V' para temperaturas
finitas (0 < ¢ < 1), ao substituir essas solugdes complexas em (5.26) encontramos A fora
do limite suposto anteriormente. Para a terceira solugao de (5.27) teremos A € R, com
A < 2. Estas trés solugoes correspondem a campos magnéticos complexos, entretanto
uma das solugoes de (5.27) terd A > 2. Esta solugao fornecera uma faixa de validade para
o campo magnético muito pequena, 2 < A < 2.13 (|H|/kgT < 0.36). Usando tal solugao
em (5.25) e (5.26) encontramos z e A, respectivamente, voltando com essas solugoes na
equacao (3.19) encontramos um polindémio de grau 6 para b(y).

Todas as solugoes obtidas na vizinhanca de ¢ = 0 aparecem em pares complexo con-

jugados, como esperado. Substituindo as solugbes na equagao secular (3.8), nés pode-
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Figura 5.8: Zeros no plano complexo de b com N = 60 spins, A ~ 2.0046 e x = 0.74468.
Os pontos azuis representam a SEYL b* ~ 0.309435 4 0.973399:

mos encontrar \;(¢), 4 = 1,2,3 na vizinhanga de ¢ = 0. Para o par de acoplamento
b1 (), ba(), onde by(p) = bi(¢), temos o caso de dupla degenerescéncia Ay = Ay # A3 em
¢ = 0, correspondendo a SEYL com o = —1/2. As outras quatro solugoes bs(¢) = bs(p)
e by(p) = bs(p), com by(p) = bi(p), levam a tripla degenerescéncia em ¢ = 0 e | A ()| =
|A2(¢)| > |As(¢)| na vizinhanga de ¢ = 0, o que significa que teremos o = —2/3.
Concluindo, a situacgao é similar aos zeros no plano complexo de x para o caso de b > 1.
Ou seja, também ha uma pequena faixa do campo magnético real onde encontramos o
novo comportamento critico o = —2/3 na vizinhanga da SEYL no plano complexo de b.
Nossos resultados numéricos confirmam yx = 3 (0 = —2/3) para os zeros no plano
complexo de b. Como exemplo consideramos ¢ = 0.5, as relagoes de tripla degenerescéncia
(5.25) e (5.26) implicam em = =~ 0.74468 e A ~ 2.0046, respectivamente, vide figura
5.8. Os resultados para o ajuste das relagoes de escala de tamanho finito (2.39) e (2.46)
fornecem yx =~ 2.95 e yx ~ 3.04, respectivamente. Ao fazer a extrapolacao utilizando o
algoritmo BST, encontramos yx & 3, a melhor escolha para o parametro w estd novamente

em torno de w = 1, como mostra a figura 5.9.

5.4 Zeros no plano complexo de ¢ com A > 2

Agora vamos investigar a possibilidade de encontrar o novo comportamento critico no
plano complexo de ¢, com os outros acoplamentos da hamiltoniana do modelo BEG reais
(K,A,H € R). As condigdes de tripla degenerescéncia (5.10) e (5.11) envolvem a varidvel

¢ de forma complicada. Mas é possivel combina-las e deduzir uma equacao quadratica
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Figura 5.9: Extrapolagdo BST para 0.2 < w < 3.0 de yﬁmb) e yh, figuras 5.9(a) e 5.9(b)

respectivamente. Em 5.9(b) consideramos a parte real dos zeros no plano complexo de b.
Os zeros em b foram calculados para ¢ = 0.5 com x & 0.74468 ¢ A = /V (1 — ¢*) =~ 2.0046
sao obtidos a partir de (5.25) e (5.27) respectivamente.

para a SEYL cg que fornece A\; = Ay = A3 vide apéndice de [33]. Esta é,
l() + ll Cg + lg CQE =0 s (528)

com l; = l;(A,b,x), i = 0,1,2 polindomios dados no apéndice de [33]. Em particular 5 é
um polinémio ciibico na varidvel A = 2 cosh(SH). Com [y # 0, podemos encontrar uma

restri¢ao, independente de ¢, para a condi¢ao de tripla degenerescéncia.
G(Abz)=0 (5.29)

onde o polinomio G(A,b,x) = Ppp(A,b,x) = 27173:0 gm ™ de grau 12 em z possui
coeficientes complicados g, = gm(A,b). Investigamos G(A,b,x) para alguns valores
b=0b; =j/10 com j = 1,2,---,99,100. Como A > 2 e z > 0 é conveniente intro-
duzir as varidveis B = 1/A et = 1/x. Assim podemos fazer um grafico 3D, que nos revela
que B G(1/B,b;,z) > 0 na regiao compacta: 0 < B < 1/2; 0 < z < 1. Da mesma
forma, podemos plotar B'?*¢'2G(1/B,b;,1/t) > 0 na regido complementar 0 < B < 1/2;
0 <t < 1. Um exemplo esta ilustrado na figura 5.10 obtidas para o modelo de Blume-
Capel b = 1. Concluimos que a restrigao G(A, b, x) = 0 nao é satisfeita para [y # 0.

O caso l3(A, b, ) = 0 também leva a incoeréncias, como mostra o apéndice de [33].

Resumindo, ndés nao encontramos nenhum zero de Fisher com o novo comportamento
(0 = —2/3) quando consideramos os outros acoplamentos reais H, A e f K; = In(j/10)

com j=1,2,---,99,100. Em particular, j = 10 corresponde ao modelo Blume-Capel.
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Figura 5.10: Grafico 3D de G(1/B,b,1/t) = 0 em b = 1 na regiao compacta: 0 < B < 1/2;
0 <t<1. O plano azul é G(1/B,1,1/t) = 0. A fungao G(A,b,z) é dada pela férmula
(A6) no apéndice de [33]
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Capitulo 6

Modelo de Ising de spin 1/2 com

interacoes de segundos vizinhos
(Modelo ANNNI)

Nos capitulos anteriores encontramos um novo comportamento critico préximo a SEYL
quando a matriz transferéncia do modelo BEG apresenta tripla degenerescéncia dos seus
autovalores. Até o momento sé procuramos o novo expoente critico para modelos de spin
1, entao para comprovarmos a universalidade do novo expoente devemos considerar outros
valores de spin como s = 1/2. Neste capitulo vamos considerar o modelo de Ising de spin
1/2 unidimensional com interagoes de segundos vizinhos [34]. Ele é um modelo de spin
1/2 relativamente facil de se trabalhar e sua matriz transferéncia fornecera 4 autovalores,

nos possibilitando obter o novo comportamento critico o = —2/3.

6.1 Definicao do modelo

O modelo de Ising de spin 1/2 unidimensional com interagoes de segundos vizinhos
(ANNNI- Axial next to nearest neighbour Ising Model), foi introduzido por Fisher e Selke

em [34]. A energia e a fungao de partigao sdo dadas por:

Z=Y e (6.2)

{S:}
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onde S; = *+1, J e K sao constantes de acoplamento entre os primeiros vizinhos e os
vizinhos mais préximos além dos primeiros vizinhos, respectivamente e H é o campo
magnético. O modelo é caracterizado pela interagao competitiva entre os acoplamentos
J > 0 (ferromagnético) e K < 0 (antiferromagnético) e possui aplicagoes (em D = 1) na
descri¢ao de alguns materiais magnéticos e ferroelétricos, vide artigo de revisao [51].
Aqui admitimos que J e K sdo nimeros reais arbitrarios e somente H pode assumir

valores complexos. Para simplificar o problema, vamos introduzir a notacao:
c=e P d=eF u=eP" A=u+1/u=2cosh(26H). (6.3)

A temperatura é dada em termos do acoplamento dos primeiros vizinhos, assim a
faixa de 0 < T < oo corresponde 0 < ¢ < 1 para J > 0 (ferromagnético) ou ¢ > 1 se
J < 0 (antiferromagnético). Da mesma forma —oo < K < 0 implica 0 < d < 1 enquanto
0 < K < oo fornece d > 1.

Com condicao de contorno periédica, o modelo pode ser resolvido via matriz trans-
feréncia (T), de (6.2) temos:

(6.4)

o alk OafF
o= o &
o
o & o
IS
oz o

alg

Podemos determinar a fungao de particao como fungao dos autovalores ()\;) da matriz de

transferéncia (6.4):
Zy =TrTV = (A + A + A0 + A7) (6.5)

Redefinindo A — (1/¢)\, a equagao secular, det(7" — AI), nos leva a equagdo quértica

abaixo, de onde poderemos obter os autovalores \;:
)\4 - CL3)\3 + (IQ)\2 - al)\ +ag = 0, (66)

com
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as = d? (l — c2> , (6.9)

d
as= VA2 (6.10)

A simetria Z, (H — —H) de Zy esta explicita no fator /A + 2 = e 4 ¢ presentes
em a; e az. Podemos notar que temos o modelo de Ising de spin 1/2, quando D =1, e

assim teremos somente dois autovalores nao nulos, vide (6.6)-(6.8).

6.2 Resultados analiticos

Como nos exemplos anteriores, para nimero grande de spins, encontramos os zeros
impondo que dois autovalores da matriz transferéncia possuam o mesmo médulo e que
este seja maior que o médulo dos outros dois restantes (|\1| = [Ao| > |\i], i = 3,4). Para
N grande, a contribuicao de A3 e A4 pode ser desconsiderada e assim novamente a funcao

de particao pode ser simplificada para:
Zy = A (1+€e™%) (6.11)

Novamente o primeiro zero serd dado por ¢; = %, vide (2.35) e (2.36).
Considerando o teorema de Vieta (2.8) para quatro incégnitas e ja admitindo a

condigao (Ay = € )\), temos:

ap = Aj Az e, (6.12)

a1 = M3 (14 €%) + A7 (A + As) €%, (6.13)
az = AT + A (A + M) (14 €%) + Az, (6.14)
az =M (1+€%) + X3+ A4 (6.15)

Nas equacgoes (6.12)-(6.15) temos quatro varidveis diferentes: A\, Az, Ay e . Assim,
podemos achar uma relagao andloga a relagao (2.37) calculada no capitulo 2, que dependa

somente de ¢, vide! [5]:

'Uma expressao semelhante apareceu anteriormente em [16], mas contém erros de impressao
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F(A, e d, )

44a3 —Tat +34agalay — 28a3 a3 —2a3 ay + 6aga; —40ad a; as
6a’ azas — 24 agay a3 as +34akayai + a aya; — 2apala; — 2a al
6 agay ay ay — 7ajas + 2 {40@0—% (24a2+34a1a3—29a2a3

6a3) + ag [al (29a2—2a3) + aj (4a2—a3)

arazaz (—19as+5a3)] —ai [6a]+ a3 + a1 (—5asas + aj)]} cos(y)
2 {31aj +a} (—3a1 +azaz) + ag [a5 + af (18az — a3)

aj as as (—8a2 +a§)] —a% (16@% — 18ay a3

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

3 (8aras+a3)]} cos(2p) + (40ay — 2a] + 14agafax — 16 aga;

— 26adaiaz —2aga; a3 az + 14 adas a3 — 2ag a3 ) cos(3p)

+ (204§ 4+ 2apaf ar — 4ai a3 — 8ajar az + 2 ag az az) cos(4y)

+ (8aj —2ajar as) cos(5p) + 2 ay cos(6p) = 0. (6.16)

Interpretamos essa equagao como uma equacao cubica em A = A(p). Assim, ao
voltarmos com A(p) para a equagao secular (6.6), teremos sempre o médulo de dois
autovalores iguais, de acordo com a condicdo A\; = e¥),, mas esses autovalores nem
sempre terao o modulo maior que os demais, fazendo com que essa condicao tenha que ser
sempre verificada [16, 17]. A equacao (6.16) também nos fornece A\; = Ay quando ¢ = 0
(o ponto onde ocorre a transi¢ao de segunda ordem).

Podemos notar que a equagdo (6.16) é simétrica em ¢ — —¢p, essa simetria é con-
sequéncia de \; & Ay como ja foi observado antes. Isto se torna explicito quando temos
(0, A1) = (=, e®A;) em (6.12)-(6.15)

Para estudar a singularidade da extremidade de Yang-Lee (SEYL) faremos o calculo
andlogo ao feito no capitulo 3, assim vamos considerar a primeira derivada de (6.16) em

relacdo a ¢ e as equagoes (6.12)-(6.15), em ¢ = 0 e assim obtemos:

dA

=0. 1
0 0 (6.17)

=0

(M= 23)* (A = M) (O — A)? Ad {C (% B dz) AQ]

Com relagao ao termo entre colchetes em (6.17), dado que A\; = Ay em ¢ = 0 e usando

N =c (d2 — d%) na equagao secular (6.6), encontramos a condigao:

(d*=1) (" —1) =0. (6.18)

Como sabemos que d e ¢ sdo ntimeros positivos, vide (6.3), entao a relagao (6.18) sé sera

zero se ¢ = 1, ou seja T — 00, ou quando d = 1 onde retornamos ao modelo de Ising
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de spin 1/2, com ¢ = —1/2. Entao sem perda de generalidade admitimos de agora em

diante:
N4 6.19
17 ¢ T2 (6.19)
Das equagoes (6.17) e (6.19) temos:
dA :
% =0 s se )\1:)\27éz\i,@:3,4e/\37é)\4. (620)
=0

Utilizando as relagoes (6.12)-(6.15) e (6.20) na segunda derivada de (6.16) em ¢ = 0

temos:

(A= A3)2 (A = X)) (Mg — M) A x

1 A d?A
2d |c ——d2)+—1}— +A2(M = A3) (A — ) p = 0. 6.21
{ [ <d2 ¢ | ag| 1 (A1 = A3) (A1 — \g) (6.21)
Assim
d?A .
d—902 7&0 y se )\1:)\27&)\1‘, 223,4 e )\37&)\4. (622)
=0

Entao de (6.20) e (6.22) podemos concluir que y;, = 2 quando nés temos apenas dupla
degenerescéncia dos autovalores, mas poderda haver mudancas em y, se mais do que um
autovalor for degenerado, ou seja, duas dupla degenerescéncias (A = Ay e A3 = \y) e/ou
tripla degenerescéncia dos autovalores da matriz transferéncia (6.4), Ay = Ao = \;, i =3

ou 4, ja que as equagdes (6.17) e (6.21) serdo automaticamente nulas. Em particular,
d2A

a? |
critico.

podera ser igual a zero, fazendo com que possa existir um novo comportamento
0

Em busca de um novo comportamento critico, obteremos uma condigao que nos forneca
A1 = A2 = A3, manipulando as equagoes (6.6) e (6.12)-(6.15). Assim encontramos as

relacoes:

18a] — 14ayaza3 + 3araj — azaj + 4a5 = 2aq (8az — 3a3) (6.23)

9 [12 (af — araas) + 3araj — asa3] + 32a = 0, (6.24)
combinando e simplificando as duas equagoes temos:

d® (84" —9) (1 —¢*)* +108¢* (1 —d*)* =0, (6.25)
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Figura 6.1: A linha sélida (tracejada) representa c (c_) dadas pela equangao (6.27)

2(8d* —7)
== 7/ 6.26
8d* — 9 ( )

Supondo que ¢ e d sejam numeros reais positivos, podemos perceber de (6.25) que s6

1/4

teremos tripla degenerescéncia se 0 < d < (9/8) De (6.25) temos somente duas

possibilidades para ¢ em funcao de d:

(1—2/3a%2+ @ —1)]"

(1—2/3dY)*?F(d*—1) (6.27)

Ci(d) =

A equagao (6.25) é invariante por inversao ¢ — 1/¢, e de fato c¢_(d) = 1/c,(d). Na figura
(6.1) plotamos cy(d*), podemos notar que ¢; = c. = 1 em d=1. A fungao ¢, (d) diverge
em d = (9/8)1/* enquanto c¢_(d) é nula nesse ponto, assim teremos 0 < ¢, (d) < 1 para
0<d<leO0<c_(d)<1paral<d<(9/8)/% Ao inserir a solucio c,(d) na equacio
(6.16), que é ctibica em A, e expandindo o resultado em torno ¢ = 0 temos trés solugoes:

241 — 40d* +117d* — 81 9 (d*— 1) (2d* —9) (2d* —3)
A]_(SD) = d12 - 4d12 2
(d* — 1) {3645 + 2d* [~1944 + d* (297 + 64 d")]

216 d'?

N Vot o), (6.29)

2(8d'—7) 32i(d*—1) V2 -3 , 8(d*-1) ,

As(p) = _

2() sai—9 o(8dt—9) 7 o7 ¥
2i(d* —1) 8d* —9) .

_ O(¢° 6.29
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2(8d'~7) 32 -1) V2 -3 , 8(d'-1) ,
8di—9 9(8di—9) 7 o7 7
2i(d* —1) (8d* —9) .

+ O(¢%), 6.30

As solugoes (6.28), (6.29) e (6.30) refletem a simetria ¢ — —¢ de (6.16)

Para testar essas solugoes substituimos ¢ = ¢, (d) e cada um dos A;(¢) em (6.6), assim

As(p)

+

calculamos os quatro autovalores da matriz transferéncia (X;(¢)), considerando valores
para 0 < d < (9/8)'/%. Percebemos que A;(¢) fornece somente dupla degenerescéncia
dos autovalores (A\; = A\y) em ¢ = 0. J4 as solugoes Ay(p) e As(p) satisfazem a condi¢ao
de tripla degenerescéncia, em ¢ = 0. Usando Aj(y) verificamos que |A1(p)| = [Aa(p)] <
|Ai(¢)|, @ = 3,4 na vizinhanga de ¢ = 0, entao essa solugdo nao nos fornece os zeros de
Yang-Lee. Ja As(¢) nos fornece |Ai(¢)| = [Aa(p)] > |Ni(p)], ¢ = 3,4 na vizinhanca de
¢ = 0, levando a zeros de Yang-Lee proximos da singularidade da ponta Ay(0). Assim,
podemos concluir que teremos o novo comportamento critico, j = 3 = y, (0 = —2/3),
para a densidade dos zeros préxima a singularidade da ponta, quando A = Ay(p).

Retornando para a segunda possibilidade ¢ = ¢_(d) = 1/c;(d), esta solu¢ao nos leva
ao resultado usual do comportamento critico j = 2 = y;, (¢ = —1/2), podemos perceber
que a equagao (6.16) tem a simetria de ¢ — 1/c¢, mas a equacdo (6.6) ndo a possui.
Se considerarmos A;(¢) na equagao secular (6.6) vamos obter \; = Ay em ¢ = 0 e
IA1(@)] = [A2()] > |Ai(p)], ¢ = 3,4 na vizinhanga de ¢ = 0, fornecendo assim zeros de
Yang-Lee, com o comportamento critico com j = 2 = y;, (0 = —1/2). J4 as solugoes
As(p) e As(p) levam a A\; = Ay = A3 em ¢ = 0, mas com |\ ()| = [Aa(p)] < [Ni(p)],
t = 3,4 na vizinhanga de ¢ = 0, ou seja, nao temos zeros de Yang-Lee. Em resumo,
¢ =c_(d) ndo leva a 0 = —2/3.

Para o caso de tripla degenerescéncia, a localizacao da singularidade da ponta de
Yang-Lee ¢ dada pela equacao (6.26), podemos fazer um grafico de A x d*, vide figura
6.2, nota-se que para 0 < d < 1, temos —2 < A < 1.5, lembrando que A = 2 cosh S H, isto
significa H puramente imaginario, e a SEYL estara sempre na S;, com o comportamento
critico nas extremidades do arco de circunferéncia dado por o = —2/3.

Podemos pensar que novos comportamentos criticos seguem sempre de degenerescéncia
dos autovalores, ja que 0 = —2/3 s6 aparece quando temos \; = Ay = A3, ent@o para
termos j > 3, por exemplo, j = 4, terfamos que ter Ay = Ay = A3 = A4. Neste caso,
manipulamos as equagoes (6.12)-(6.15) encontramos que para termos um coeficiente d
real, o valor ¢ seria complexo, nao estando de acordo com as nossas premissas. Entao, para
termos um novo comportamento critico é necessario, porém nao suficiente, que tenhamos

multiplas degenerescéncias dos autovalores da matriz transferéncia.
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Figura 6.2: Grafico da posiciao da SEYL em funcao da varidvel d*, dada pela condicio

(6.26).

6.3 Resultados Numeéricos

Os zeros da fungao de parti¢ao para um anel com N sitios (spins) sdo obtidos numeri-
camente com ajuda do software Mathematica a partir de uma expressao analitica para
Zn. Nem sempre é facil encontrar uma forma analitica para os zeros, como é encontrado
no modelo de Ising unidimensional [4]. Entao para encontrar os zeros deverfamos usar a
expressao (6.5), mas por questao de tempo computacional usaremos a expressao analoga
a (4.12) com Py(\) = M — azA\® + a2)\? — ay\ + a9 = 0 e a fungio de partigdo sobre um

anel conexo (condigao periddica de contorno), dada por.

Zy =-N{ln[¢"Py(1/g)]} v = =N [In (1 - asg + azg® — a19° + aog")] . (6.31)

Entao, primeiramente estudamos a posicao dos zeros para o modelo. Percebemos que
ha uma relagao entre os parametros ¢ e d, para a validade do teorema do circulo, ou
seja, quando o acoplamento ferromagnético J for suficientemente maior em modulo que
o antiferromagnético K, os zeros estarao na circunferéncia de raio 1 (), caso contrario,
os zeros comecam a deixar a S; a partir da ponta do arco em que eles se encontram.

Estudando esse tipo de comportamento, comecamos a especular que a relacao entre c e
d correspondente ao ponto limite de validade do teorema do circulo poderia ser fornecida
pela relagao de tripla degenerescéncia (6.25).

Se escolhermos 0 < d < 1, podemos encontrar ¢* = ¢, (d) que nos fornece \; = Ay = A3,
e os zeros estariam todos na circunferéncia de raio 1, como mostra a figura 6.3(c), se
aumentarmos o médulo do acoplamento ferromagnético J (¢ < ¢*) os zeros continuarao
na circunferéncia, como mostra a figura 6.3(a), e se diminuirmos o médulo do acoplamento
J (¢ > ¢*) os zeros comegam a deixd-la, vide figura 6.3(e).

Agora vamos estudar o comportamento dos zeros na vizinhanga da SEYL ug. Para o

caso de tripla degenerescéncia, com ¢ = 0.5 teremos d ~ 0.8680 e a SEYL esta localizada
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20.30.40.50.6 0.7kl
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.5 1 Relul 07
a) ¢ = 0.48, d ~ 0.8680 ¢ up ~ 0.6358 + b) ¢ = 0.48, d ~ 0.8680 e ug =~ 0.6358 +
0.7718i (ponto azul) 0.7718i (ponto azul)
Im[u]
Re [u]
0.5 1
c) c = 0.5, d~ 0.8680 e ug ~ 0.5516 £ d) ¢ = 0.5, d =~ 0.8680 e up ~ 0.5516 +
0.83414 (ponto azul) 0.8341¢ (ponto azul)
Re [u]
0.
0.
0.
0.
0.88
0.5 1 Relul
e) ¢ = 0.52, d ~ 0.8680 ¢ up =~ 0.4609 + f) ¢ = 0.52, d = 0.8680 e ug ~ 0.4609 +
0.9280¢ (ponto azul) 0.9280¢ (ponto azul)

Figura 6.3: Validade do teorema do circulo para os zeros de Yang-Lee do modelo ANNNI
com N = 60 spins. As figuras (a), (c) e (e) mostram somente a metade dos zeros (Su > 0)
e as figuras (b), (d) e (f) mostram os zeros mais préximos da SEYL.
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v 10Ny 10%Gy
045 20028 129x10T 20341 703
050 29960 930 29866  9.02
052 19535 178x10°° 19958 313

Tabela 6.1: Resultado para os ajustes di-log a partir das férmulas (2.51) (y;f(A”)) e (2.48)

(yp) com L =N e D =1 para d ~ 0.8680 com 160 < N < 240.

N y?R(Au) y\‘\f(Au) yp

a h h h
146 | 2.99681706529 2.99681501344 2.98931030180
152 | 2.99992562986 2.99992987236 2.99975763263
158 | 2.99999861874 2.99999627020 2.99996768156
164 |  2.99999999428 3.00000013488 3.00000485181
170 | 2.99999999957 3.00000000012 3.00000006989
176 | 3.00000000003 2.99999999999 2.99999999966
182 | 3.00000000000 3.00000000000 3.00000000002
188 | 3.00000000000 3.00000000000 3.00000000000
oo | 3.00000000000(1) | 3.00000000000(3) | 3.00000000000(1)

Tabela 6.2: Resultados das relagoes de escala de tamanho finito para os zeros de Yang-
Lee, onde yiﬁmu) e yf(Au) sdo obtidos a partir da equagao (2.51) usando a parte real e a
parte imaginaria dos zeros, respectivamente. Enquanto, y; foi obtido de (2.48). Os zeros
foram calculados para 146 < N < 188 spins em ¢ = 0.5, A =~ 1.1031 e d = 0.8680. A
ultima linha representa a extrapolagao BST, para N — oo, com w = 1.

em ug ~ 0.5516 + 0.83417. Neste caso, tanto os zeros quanto a SEYL estao na circun-
feréncia de raio 1. Fizemos o ajuste di-log utilizando as relacoes de escala de tamanho
finito (2.39) e (2.46), os resultados encontrados estdo na tabela 6.1. Podemos perce-
ber que quando os parametros obedecem as condigoes de tripla degenerescéncia, temos
yn &= 3, caso contrario, teremos o valor usual (y, =~ 2). Utilizando a condigao de tripla
degenerescéncia (6.25), repetimos os calculos para diferentes temperaturas, e encontramos
Yn = 3.

Para obter o valor de y;, para N — oo, vamos utilizar o algoritimo de extrapolagao
BST, assim calculamos a sequéncia de y;(NV,) a partir das férmulas (2.51) e (2.48), vide
tabela 6.2. O parametro livre w da extrapolacao BST foi testado para 0.1 < w < 3 e
novamente encontramos que w = 1 minimiza o desvio da extrapolagao, e nessa regiao
dyn/dw =~ 0. A figura 6.4 ilustra esses fatos. O resultado da extrapolagdo com w = 1
pode ser visto na tltima linha da tabela 6.2.

Constatamos que o novo comportamento critico para os zeros do modelo ANNNI na
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3L eet 4 0 3 Nﬂ’o’
2.9998 ', 2.9998
) s 3
g 2.9996 = 2.9996
9899994 ¢ ) 959994 }
2.9992 t ; 2.9992 ? ;
2.999 % 2.999
0.5 1 1.5 25 3 0.5 1 25
w w
(a) (b)
3.001 %
’ §¢"§ te .
e 2.999 ‘s
> '
2.998 ¢ i ;
2.997 ? f

Au) (Aw)

Figura 6.4: Extrapolacao BST para 0.1 < w < 3.0 de y??( e y,? , na figura 6.4(a)
e 6.4(b), usamos a parte real e imaginaria dos zeros, respectivamente e y;, representado
pela figura6.4(c).

vizinhanca da SEYL, ocorre também no ponto de tripla degenerescéncia, esse resultado
é importante ja que nos capitulos anteriores haviamos encontrado o = —2/3 apenas para
modelos de spins s = 1. Isso nos mostra que podemos encontrar ¢ = —2/3 para modelos
de spins 1/2. Ou seja, 0 novo comportamento critico nao esta relacionado ao valor do spin.
E importante enfatizar que para encontrar o # —1/2 é necessdria a tripla degenerescéncia,
mas nao é uma condicao suficiente, ou seja, temos que encontrar solucoes validas no espaco

fisico dos parametros do modelo.
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Re[u]
(a) N = 20 spins (b) N = 60 spins

Figura 6.5: Sobreposi¢ao dos zeros de Yang-Lee para o modelo ANNNI na rede usual
(pontos vermelhos) e na rede dinamica (pontos azuis), com ¢ = 0.1 e d ~ 0.4293, dado pela
condigao de tripla degenerescéncia (6.25). Os pontos pretos representam a singularidade
da ponta de Yang-Lee ug =~ —0.7708 £ 0.6370i.

6.4 Modelo ANNNI na rede dinamica

Sabemos que a funcao de particao de um modelo de spins na rede dinamica composta
por anéis conexos e desconexos ¢ dada pela expressao (4.14). Uma férmula anéloga a
essa expressao é dada pela expressao (4.10), esta expressao é para o modelo BEG onde
temos um modelo de spin 1, representado por trés campos ¢, ¢_ e ¢ correspondendo

aos estados +1, —1,0. Generalizando esta equacao para o modelo ANNNI teremos:

1 1
I = — — 6.32
¥- = {VE } (632

com Py(g) =1 —asg + a2¢9® — a19® + apg* = 0, onde Py(1/)\) = 0 é equivalente a equagio
secular (6.6) do modelo ANNNI.

E surpreendente que as conexdes (propagadores) entre os vizinhos além dos mais
proximos possa ser incluida na férmula (6.32) que tem interpretacao diagramética com
vértices (sitios) de apenas duas linhas. Nés comparamos a posicao dos zeros calculada
a partir da expressdao (4.14) com a posigao fornecida por (6.32) e a diferenga entre as
posicoes dos zeros é da ordem de 107 13!,

Novamente verificamos que quando aumentamos o ntimero de spins na rede os zeros
da rede dinamica e da estatica tendem a se sobrepor, como mostra a figura 6.5.

Entao estudamos a vizinhanga da SEYL, para verificar se os zeros do modelo ANNNI

sobre anéis conexos e desconexos também possuem o novo comportamento critico quando
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nés temos tripla degenerescéncia dos autovalores da matriz transferéncia. Consideramos
redes com N, = 30+ 5(a — 1) spins, com 1 < a < 9, tanto para a rede usual, quanto para
a rede dinamica. Calculamos o expoente y;, de forma andloga aos capitulos anteriores,

considerando a condi¢ao de tripla degenerescéncia (6.25) e ¢ = 0.1. Os resultados para
(Au)

~
~

o ajuste di-log das relages de escala de tamanho finito (2.39) e (2.46) foram: y;f
2.9737 e y,, = 2.9056 para a rede estdtica e y;?(Au) ~ 2.9065 e y, ~= 2.8330 para a rede
dinamica.

Podemos perceber que os valores encontrados para y; para a rede dinamica sao bem
préoximos dos valores encontrados para a rede estatica, semelhante ao que ocorre para o
modelo BEG, vide capitulo 4. Assim, esperamos encontrar o novo comportamento critico
para os zeros na rede dinamica do modelo ANNNI.

Os resultados desta subsecao nao foram submetidos a publicacao. Temos dificuldade
em explicar porque a férmula (6.32) funciona bem para interagoes além dos vizinhos mais
proximos. Além disso, tecnicamente o tempo de computacao dos zeros é muito maior e o

nimero maximo de sitios ainda é baixo.
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Capitulo 7
Conclusao

Neste trabalho estudamos modelos unidimensionais de spins sobre anéis conexos (con-
digbes periddicas de contorno) e desconexos. Para T' > 0 temos que os modelos nao apre-
sentam uma transicao de fase de segunda ordem tradicional, mas exibem um actimulo de
zeros na chamada singularidade da extremidade de Yang-Lee. A densidade linear de zeros
na vizinhanca na SEYL diverge com o expoente critico o tipico de transi¢ao de segunda or-
dem, esse expoente assume, em geral, o valor de 0 = —1/2 para modelos unidimensionais
e ¢ argumentado na literatura que ele pertence a uma classe de universalidade.

No capitulo 3 mostramos analiticamente a possibilidade de termos o # —1/2 quando a
matriz transferéncia do modelo BEG apresenta tripla degenerescéncia de seus autovalores.
Neste caso temos o = —2/3. Confirmamos esse resultado numericamente para alguns
casos especiais do modelo BEG, para os zeros no plano complexo de v = e’. Estes
resultados estdo publicados em [17].

Sabemos que no limite termodinamico, os zeros de uma rede dinamica (sobre anéis
conexos e desconexos) tendem a se sobrepor aos zeros em uma rede estética (rede usual,
sobre um anel conexo). Assim, no capitulo 4 estudamos com sucesso a possibilidade de
encontrar o novo comportamento critico também para a rede dinamica, esse resultado
reforca a nossa hipotese de uma nova classe de universalidade para o, esses resultados
foram publicados em novembro de 2008, no artigo [32].

Apés analisar os zeros de Yang-Lee do modelo BEG no plano complexo de u, resolve-
mos considerar o campo magnético real e somente um dos outros acoplamentos complexos.
Chamamos esses zeros de generalizados. Eles podem ser encontrados no plano complexo
de z = €2, b = K e ¢ = €%/ e estdo ilustrados nas secdes 5.2, 5.3 e 5.4, respecti-
vamente. Nessas secoes encontramos condicoes entre os parametros da hamiltoniana do
modelo BEG para que os autovalores da matriz transferéncia fossem triplamente dege-
nerados. Para os zeros no plano complexo de z e b, conseguimos encontrar relagoes de

tripla degenerescéncia entre os parametros da hamiltoniana do modelo BEG, que estao
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de acordo com o espaco fisico dos parametros do modelo, nesses casos a densidade dos
zeros na vizinhanca da SEYL diverge com ¢ = —2/3. Porém para os zeros no plano
complexo de ¢ (conhecidos como zeros de Fisher), ndo conseguimos condigdes de tripla
degenerescéncia dentro da validade do espaco fisico dos parametros, ou seja, neste caso
nao teremos ponto tricritico, vide [33]. E importante salientar que apods a publicacao de
[33] notamos que ja havia um trabalho [36], onde o = —2/3 também foi encontrado, mas
sob condigoes especiais em modelo de Potts de 3 estados e sem nenhuma comprovagao
numérica.

Para o modelo de spin 1 vimos que, se a matriz transferéncia for triplamente dege-
nerada, é possivel encontrar o novo comportamento critico para os zeros na vizinhanca da
SEYL, para comprovar a nova classe de universalidade do expoente o consideramos, no
capitulo 6, um modelo de spin 1/2 (o modelo ANNNI). Este modelo nos fornece quatro
autovalores da matriz transferéncia, ao deduzir as condicoes de tripla degenerescéncia,
encontramos novamente a densidade divergindo com o = —2/3 na vizinhan¢a da SEYL, ou
seja, novamente temos um novo expoente critico o quando houver tripla degenerescéncia
dos autovalores da matriz transferéncia. Poderiamos ainda obter 0 # —1/2 e 0 # —2/3 a
principio (pontos multicriticos). Para isso teriamos que encontrar uma condigao de tetra
degenerescencia dos autovalores, mas ao manipular os parametros do modelo, percebemos
que nao é possivel encontrar outro valor para o, pois os acoplamentos teriam valores fora
do espago fisico dos parametros. Estes resultados foram publicados no artigo [35].

Ao estudar a validade do teorema do circulo de Yang-Lee para o modelo ANNNI,
conjecturamos que a condicao de tripla degenerescéncia dos autovalores da matriz trans-
feréncia também nos fornece a relacao entre os parametros ¢ = e #7 e d = X que garante
os zeros na Sy, ou seja, para um dado valor 0 < d < 1, encontramos um c¢* que nos fornece
A1 = Ay = A3, com os zeros na S;. Ao considerar ¢ < ¢* os zeros da fungao de particao
continuam na S, mas quando ¢ > ¢* uma fragao dos zeros comeca a deixéa-la.

Um resultado original ainda nao publicado desta tese, foi apresentado na secao 6.4
do capitulo 6. Calculamos os zeros da funcao de particao do modelo ANNNI na rede
dinamica, ou seja, sobre anéis conexos e desconexos, e encontramos que as conexoes com
os segundos vizinhos continuam tendo interpretacao diagraméatica com vértices de apenas
duas linhas. Verificamos também que, usando as condicoes de tripla degenerescéncia, os
zeros na vizinhanga da SEYL também divergem com o = —2/3.

Pode parecer sem sentido estudar modelos de spins unidimensionais com interacao de
curto alcance, ja que de acordo com o teorema de van Hove [52] e com o argumento de
Landau [53], eles ndo apresentam transigao de fase fisica para 7' > 0. Mas ao provar a
existéncia de uma nova classe de universalidade para o expoente o, dada sua relacao com

o expoente critico §(c = 1/0) em T'=T,. e D > 1, poderiamos conjecturar a existéncia
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de novos comportamentos tricriticos em dimensoes mais altas (D > 1).

Acreditamos que possa existir uma generalizacao da teoria de campos escalar ip?® de
Fisher [8] que comporte a tricriticalidade. Consequentemente poderiamos generalizar o
trabalho de J. Cardy [9] em D = 2 para essa nova teoria e calcular o com técnicas de
teoria conforme.

Por 1ultimo, como ¢ em D = 2 pode ser obtido indiretamente a partir de dados
experimentais da magnetizagao [13], especulamos que talvez exista uma relacao entre um
valor exdtico obtido experimentalmente para o em [13] e uma possivel tricriticalidade da

singularidade de Yang-Lee em D = 2, vide apéndice C.
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Apeéendice A

o = —2/3 para um modelo de Potts

especial em D =1

No artigo [36], Mittag e Stephen estudaram o comportamento dos zeros préximos
a singularidade de Yang-Lee para o modelo de Potts de trés estados unidimensional. A
principal motivagao desse trabalho foi estudar um ponto especial, onde os trés autovalores
da matriz transferéncia possuem o mesmo valor \; = Ay = A3 = 1 (normalizacio de [36]).

Eles notaram que quando os spins se acoplam com um campo magnético com dois
componentes Hy e Hp e ambos sao complexos, a densidade linear dos zeros passa a
divergir com o = —2/3 na vizinhanga da SEYL.

No modelo de Potts cada spin de uma rede regular de N sitios pode assumir 3 valores:

S; =1,2,3. Em [36] foi usada a seguinte hamiltoniana:

N
E=-JY (1-6s.s,)—> (0s,,Ha+ds ,Hp) (A1)

<%,j> =1

com a fungao de particao:
Zy = AYP Py (A.2)
onde

Py =AY+ A + 0 (A.3)

Az = 1= 62);(62 2 (A.4)

com ¢ = e #/ como definimos anteriormente, \; sao os autovalores normalizados da matriz
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transferéncia satisfazendo a equacao secular.

A —3p A2 + 3parA —1 =0 (A.5)
com
1 -1
1= F(UA +up + (vaup)™)
1
Py = T/:a(u;‘l +ug' + (uaug)™) (A.6)
7AW
1—¢?

onde usp = ePas. H, e Hp sdo os campos magnético complexos, que formam um
espaco quadridimensional.
Para o caso de apenas um componete do campo magnético (Hg =0 e h = Hy/kgT)

pode-se definir a magnetizagao por spin:

10

A partir da descontinuidade de M ao longo da curva de zeros temos a densidade de zeros:

p(h) = 5-|M(hy) = M(h)] (A9)

com Zy = ANBAN + XY + AY), a partir da equacdo secular (A.5) e sua derivada 8/0h

obtem-se (analogo a férmula (7.4) de [36])

o 5\3 +r
(=50) ()

onde \; sio raizes de (A.5). Os autores de [36] consideraram a regidao no espago dos

(A.10)

parametros do modelo de Potts onde |A;| = |Xo| = |A3| = 1 que requer:
3p1 = 3pyr = A+ X+ s (A.11)

Estudando as relagoes de recorréncia entre fungoes de particao Zy e Zy_1 do modelo de
Potts, os autores de [36] afirmam que a superficie, lembrando que p; e py sdo nimeros

complexos independentes (espaco de 4 dimensoes), definida por p; = 1 e por = 1 é
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um ponto fixo instavel das relagoes de recorréncia entre Zy e Zy_1. Eles estudaram a

vizinhanca desse ponto:
3]?1 =3 - 51 X 3]?2’/’ =3+ 52 (Al?)

com 07 e dy pequenos, de volta em (A.5) obtem-se:

A=12+6X2 40,1 =0 (A.13)
Assumindo que A = 1+ ¢, chega-se a relacéo:
e~ [—(0y + 8)]° (A.14)
ou seja,
A 14 (—1)Y3613 (A.15)

com § = (51 + 52.
Consequentemente temos as raizes \; & 1—81/3, Xy v 1—e27/3§1/3 ¢ Ny v 1 —ei47/3§1/3,
De volta em (A.10) temos:

1

Como, de (A.12), temos §; e dy proporcionais a (uq — uf) e (up — uk), com isso Mittag e
Stephen, calcularam o novo expoente critico ¢ = —2/3 na vizinhanga do ponto tricritico.
A1 = Xy = A3 = 1 ao longo de zeros especiais que satisfazem |A;| = [Xo| = [As] = 1.

Poderfa-se imaginar que 0 = —2/3 s6 ocorre ao longo de zeros satisfazendo a condigao
de mesmo médulo | M| = [Az] = |As], 0 que ndo é verdade. Como temos mostrado ao longo
dos trabalhos [17, 32, 33, 35] basta que |A1| = [Aa| > |A\x| com k # 1,2 e que A\; = Aa = A3
para que se tenha a possibilidade de o = —2/3.
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Apeéendice B
Algoritmo de extrapolacao BST

Para estudar esse tipo de extrapolagao vamos considerar o algoritmo proposto por
Burlisch e Stoer (BST) [37, 38, 39].

Primeiramente consideramos uma sequéncia de valores hy (N = 0,1,2,...,k — 1)
convergindo para zero com N — oo, como exemplo temos hy = 1/N, onde N é o
tamanho do sistema finito.

Vamos definir y(h) como sendo uma expansao:

1 1 1
Yz (_> :yz(oo)+alm+agm+... (Bl)

onde w é um parametro real positivo e aq, as, ... sdo constantes independentes de N. O
objetivo é obter um valor extrapolado para y(0) a partir de uma sequéncia original finita:
y[N], N = 0,1,2,....k — 1. O método pode ser descrito esquematicamente através do

diagrama abaixo que ilustra o caso em que k£ = 4.

Yo
T
W
v v (B.2)
W
T
s

N N . . , . . . N .
Cada coluna yﬁn ) representa uma sequéncia finita. O indice inferior numera as sequéncias
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finitas (colunas) de forma que a sequéncia original é dada por m = 0, ou seja,

y(_]\lf) =0 N=0,1,2,...k—1 (B.3)

W =yN] N=01,2 . k-1 (B.4)

As préximas sequéncias (colunas) com k—1,k—2, ..., 1 elementos, sdo obtidas das relagdes

de recorréncia abaixo e de (B.3) e (B.4).

w N+1 N -1
(N) _ , (N+1) _ ( (N+1) _ (N) ) 1/N 1_ yr(n—J; ) y'r(n—)l ~1| (BS5)
Ym Ym—1 Ym—1 Ym—1 1/(N +m) (N+1) (N+1) :

Ym—1" = Ym—2

com w sendo um parametro livre. Esse algoritmo aproxima a fungao y[N] dada por (B.1)
por uma sequéncia de razoes polinomiais, onde o grau do polindomio no denominador é
maior ou igual ao do polinomio do numerador. Usando esse algoritmo de extrapolacao,
temos que a sequéncia ygN) converge mais rapido que a sequéncia original y(()N) =y[N] e
assim por diante.

No final do algoritmo identificamos a entrada unica da tultima coluna (yéo) no exemplo
(B.2)) com resultado final y(0o0). Quando realizamos os calculos podemos determinar a
incerteza da extrapolagao (barra de erros nos graficos desta tese, como 3.6) a partir da

pentltima coluna:
Ay = 2|y -y, (B.6)

1 0
0

Nessa tese y fara o papel do expoente de escala /..

No exemplo (B.2) temos Ay = 2 . Escolhemos w de forma que minimize Ay.
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Apéndice C

Obtendo o a partir de dados

experimentais

Algumas propriedades de certas substancias ferromagnéticas podem ser descritas por
modelos de spin.

Para fazer a conexao entre os zeros de um modelo de spin, com o comportamento
termodinamico de um sistema, escrevemos a energia livre a partir da funcao de particao,

para o modelo de Ising temos Zy = V8 Hszl(u — uy) logo:
L
F:_NH_EZIH(U_W) (C.1)
k=1

com!' u = u;, = €% os zeros da funcio particao. No limite termodinamico a distribuicao
discreta se torna uma funcao continua da densidade de zeros p(f) no intervalo entre 6
e 64+ df. Cada zero u, = e deverd ser acompanhado do seu complexo conjugado

e~ = 1/uy. Devido a simetria Z,, (H — —H) temos:

F L[ i0 —if
N:_H_E/o p(0)In [(u =€) (u—e™)] df (C2)

Com isso podemos calcular a magnetizacao derivando a relagao (C.2) em relagdo ao campo

magnético:

1 OF T u — cos 6
M(u):———:1+4u/0 p0) g (C.3)

Esta relagao é importante pois podemos relacionar a magnetizacao, que é uma grandeza

mensuravel, com alta precisao para sistemas magnéticos, com a densidade de zeros no

Para o modelo de Ising puro vale o teorema do circulo de Yang-Lee |ux| = 1
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plano complexo do campo magnético. Assim pode-se obter experimentalmente a densi-

dade de zeros p(6). Usando a relacao:

(u — cosf)
= 4
Zcosnﬁ u —2ucosf + 1 (G-4)

Substituindo (C.4) em (C.3), pode-se escrever a magnetizacao de forma mais simples:
u) =1 —1—27?an u” (C.5)
n=1

s o . . , .
com p, = 2 ["dOp(f) cos(nf) sendo o n-ésimo coeficiente de Fourier da série de cossenos
de p(#). Para obter a densidade de zeros em relagdo a magnetizagao, vamos considerar a

expressao (C.5) e escrever:

T@ie 7“67
f(r’ 0) _ M( ) —ZM( — 14+ ﬂ_z m9 'm0) On (06)

tomando o limite de 7 — 17 da fungao (C.6) temos:

Tlir{{ f(r,0) =1+2n (Z a, cosnb — a0> (C.7)

com ag = 1/2m. Logo

M 0 M —1i0
lim (re") + M(re=")

r—1— 2

=27 Z pn cosnl = 2mp(6) (C.8)

n=0

Assim encontramos a relagao conhecida entre a densidade de zeros e a magnetizacao, vide
[7, 13]:

1 ‘ . 1 ,

6) = — lim [M(re?) + M(re )] = — lim ReM (re” C.9

p(0) = - T [M(re®) + M(re™)] = o~ lim ReM(re”) (C9)

Quando um sistema magnético encontra-se na temperatura critica 7' = T, a magne-
tizacdo vai a zero com H'/9, para H pequeno, ou seja M ~ 0%, Mas quando T > T, a
densidade p(u) depende da lacuna dos zeros, portanto temos que conhecer o angulo onde se
encontra a SEYL up = €%, Com isso, define-se a variavel 7 = tanh(SH) = (1—u)/(1+u)

e depois de algumas consideragoes e manipulagoes [7] temos:

M ~ 7(u3 — u?®)’ (C.10)
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Figura C.1: Estrutura cristalina de FeCl,. As bolinhas cheias e vazias representam os
fons Fe?** e Cl™, respectivamente. A distancia ¢ = 1.7536nm representa a periodicidade
da estrutura e a = 0.3579nm é o comprimento do vetor da base da camada hexagonal. A
distancia entre Fe** e ClI™ adjacentes é dada por: ¢/3 —u = 0.138nm, com u = 0.2543c.
Esta figura foi extraida da pagina 10 do livro “Ising-type Antiferromagnets” [13]

Assim relaciona-se os expoentes o e d na criticalidade. Tais expoentes sao ditos uni-
versais. Portanto, uma mudanca no expoente ¢ pode indicar uma descontinuidade na
magnetizacao do sistema para D > 1.

C. Binek em [12, 13] estudou o mapeamento de uma estrutura cristalina de FeCly, vide
figura C.1, no modelo de Ising bidimensional. Pode-se mapear uma estrutura 3D em um
sistema bidimensional, pois acima de uma determinada temperatura (7*) as correlagoes
ferromagnéticas dentro da camada hexagonal de Fe?* dominam as interacoes relevantes
para o alinhamento magnético.

Mediu-se a variacao da magnetizacao em funcao do campo magnético para temper-
aturas acima de T" > T*. A partir dai fez um grafico dos dados experimentais M x H.
Com isso ele encontrou a melhor fungdo M (H) que se ajusta aos dados experimentais.
Substituindo a fungao M(H) encontrada através do ajuste numérico na equagao (C.9)
encontra-se p(#). Fazendo o ajuste di-log dessa relagao pode-se encontrar o a partir da
inclinacao da reta.

Binek encontrou ¢ = —0.154+0.02 para diferentes temperaturas entre 49K < T < 53K
(préximo a ¢ = —1/6 = —0.166, que é a resultado de [9]), note que T" > T* = 23, 7K.

Mas para uma temperatura em especial (7' = 34K) ele encontrou um valor para ¢ menor

99



que o usual (o = —0.365). Ele argumentou que essa diferenga pode ter ocorrido devido a
proximaidade a temperatura T, ou seja, as flutuacoes antiferromagnéticas comegavam a
influenciando o sistema.

Nos especulamos que existe uma outra explicagao para esse valor anomalo do expoente
critico . Como Binek também encontrou um o < 0,44, poderiamos supor que essa
mudanca estaria relacionada com algum ponto tricritico do sistema, da mesma forma que
encontramos (0 = —2/3 < oysua = —1/2) para modelos unidimensionais. O fenomeno da

tricriticalidade pode ocorrer também em D = 2.
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