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A% B, C°  matrizes A, B, C para o elemento e
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dominio da placa

dominio do elemento e




Letras Gregas Minusculas
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MIYAZIMA, A. T. Andlises tedrica e experimental de freqiiéncias naturais e
modos de vibrag¢do de placas com comportamentos geometricamente linear e
ndo-linear. 2001. 145p. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) — Faculdade

de Engenharia de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista.

RESUMO

Um estudo comparativo entre as freqiiéncias naturais € modos de vibragdo
de uma placa retangular em balango com comportamento geométrico linear e
ndo-linear ¢ apresentado. Os resultados teéricos obtidos pelo método de
elementos finitos via residuos ponderados sdo comparados com ensaios
experimentais. Para se realizar os ensaios experimentais, uma placa retangular
com dimensdes de 0,72m, 0,7m e 0,003m foi fixada a uma base de concreto. A
condigdo de ndo linearidade geométrica foi obtida através de um tensionador que

¢ um dispositivo para aplicar carga. Utilizou-se uma célula de carga conectada a

ponte extensiométrica para controlar uma determinada for¢a a ser aplicada. As

cargas, com intensidades de 28N a 3500N, convenientemente espagadas, foram
aplicadas com direg@o paralela ao plano, enquanto que, perpendicularmente ao
plano da placa, atuava o peso do tensionador e célula de carga. Para obter as
freqiiéncias naturais, utilizou-se de um acelerémetro ligado ao analizador de
sinais, e excitou-se a placa. Utilizando o programa de elementos finitos
desenvolvido, e com os mesmos dados e condi¢gdes de contorno da bancada de
ensaios, obtiveram-se resultados para comparag@o com 0s ensaios experimentais,

com boa correlagdes.

PALAVRAS-CHAVE: Freqiiéncias naturais, elementos finitos, vibragdes




MIYAZIMA, A. T. Theoretical and experimental analyses of the natural
frequencies and vibrations modes of plates with geometrically linear and non-
linear behavior. 2001. 145p. Tese (Doutorado em Engenharia Mecénica) —

Faculdade de Engenharia de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista.

ABSTRACT

A comparative study of a bending plate natural frequencies, with

geometrically linear and non-linear behavior is carried out. The finite element
method via weighted residuals was employed and compared to experimental
results. The experimental setup used a rectangular bending plate of 0.72 x 0.70 m
and 0.003m thichness fixed to a solid base. The geometrically non-linear
condition was achieved through the application of forces in the plane of the plate
which was mensured by using a regular force transductor. The forces with
intensity of 28N to 3500N were applied at the middle and at the plate. A shaker
and accelerometer set-up coupled with a signal analyzer were used to calculate
the plate natural frequencies. Using the developed finite element program and the
same bondary conditions, the analytical and experimental results were compared,

showing good agreement.

KEYWORDS: Natural frequencies, finite element, vibrations




1 INTRODUCAO

1.1 Relatos sobre o método de elementos finitos.

Na éarea de calculo estrutural, o engenheiro deve garantir que a
estrutura, objeto de andlise ndo estard sujeito a falhas sob as diversas
condigdes. Este assunto esta vinculado a area de resisténcia dos materiais, que
trata de resisténcia e rigidez dos elementos das estruturas.

As chapas e placas que sdo amplamente utilizadas em engenharia
estrutural, aviag¢do, constru¢do naval, mecanica automobilistica, construgo
civil, etc. sdo estudadas pela teoria geral de placas e cascas, que utilizam
intensamente o recurso matematico das equagdes diferenciais. Com base nelas,
sdo desenvolvidas solugdes para diversas configuragdes geométricas, tais
como: retangulares, quadradas, circulares, etc. e incluem diversas condig¢des
de fixagdes nas bordas como apoio simples, engastadas, e para diversas
condigdes de carregamentos como pressdo uniforme, carga concentrada, etc.

A maioria das estruturas de importéncia prética sdo muito complexas
para serem analisadas pelas técnicas classicas. Para estruturas de forma
arbitraria, a solu¢do analitica, torna-se impossivel, e o problema requer
grandes e excessivas simplificagdes se quisermos aplicé-las as tais expressdes
analiticas fechadas, resultando em célculo pouco preciso.

O método analitico classico permite o célculo da resposta exata dos
deslocamentos, deformagdes e tensdes na estrutura em todos os pontos, isto €,
nos seus infinitos pontos, porém estas solugdes sdo somente conhecidas para

alguns casos, que fogem na maioria das aplicagdes praticas que se encontram.

E interessante desenvolver procedimentos aproximados, que possam

ser aplicados em carater geral, independente da forma da estrutura e da
condi¢do de carregamento, dentro da precisdo aceitdvel do problema de

engenharia. Esse caminho alternativo ao procedimento analitico e classico




constitui o foco central do estudo que deu a origem ao método dos elementos

finitos.
1.2 Importancia da andlise de vibra¢des numa estrutura.
Uma ponte suspensa Tacoma Narrows foi construida e inaugurada no

dia 1 de julho de 1940 ¢ no dia 7 de novembro do mesmo ano ocorreu o

colapso.

FIGURA 1.1 — Ponte Tacoma Narrows sofrendo oscila¢do torcional devido a

acdo do vento.

FIGURA 1.2 - O movimento torcional violento persistiu por volta de 45

minutos até ao colapso da ponte Tacoma Narrows.
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Um vento forte atingiu a ponte que causou uma oscilagdo torcional

violenta, e assim a estrutura que era flexivel entrou em ressonancia causada

pelo vértice ao redor da estrutura da ponte e se rompeu. Este fato veridico foi

observado e documentado pelo professor Farquharson (1950), da Universidade
de Washington.

A falha catastréfica da ponte Tacoma Narrows, tem-se criado
consideravel controvérsia e interesse entre os engenheiros como por Billah e
Scanlan (1991). Como na falha de flap de asa de aeroplano, estruturas
flexiveis submetidas a alta excitagdo aerodindmica, freqiientemente
desenvolve oscilagdes auto excitadas com amortecimento negativo que leva a
destruicdo estrutural. Através de uma teoria simples de ressondncia, €
insuficiente descrever a falha da ponte Tacoma Narrows, a importincia de
criar modelos para a anélise é importante. A ponte suspensa é uma estrutura
muito flexivel com a massa distribuida e rigidez. Embora o piso da ponte
geralmente é uniforme ao longo do seu comprimento, os cabos que suportam a
estrutura do piso fornecem a maior parte de rigidez que variam com angulo e
tensdo entre as torres. Os dados de Tacoma Narrows, foram obtidos em vérias

publicagdes como de Thomson (1941).

1.3 Trabalhos anteriores

Costa (1986) apresentou um trabalho que consistiu no estudo das
placas elasticas delgadas, através do Método dos Residuos Ponderados na
variante de Galerkin. A tunica diferenga residiu na escolha das fungdes de
ponderagdo, que no Método dos Elementos Finitos passam a ser as fung¢des de
forma ou de interpolagéo.

Inicialmente o estado plano de tensdo para estudo de chapa foi
abordado, dentro da hipétese da teoria de primeira ordem; e 0 comportamento

estrutural das chapas € regida pelas equagdes de Navier.




Apresentou a teoria de primeira ordem das placas, correspondendo ao
problema classico das placas regida pela equagdo de Lagrange.

Elaborou uma teoria simplificada de Segunda ordem das placas,
quando se mostrara a interagdo que existe entre os efeitos de membrana e os
de flexdo. Foram deduzidas as matrizes de rigidez geométrica, de rigidez
secante e de rigidez tangente. A natureza do estudo feito permitiu o
esclarecimento da questdo da flambagem de chapas. O problema da membrana
flexivel foi examinado como um caso particular dentro da teoria de Segunda
ordem das placas, com importantes simplificagdes. Finalmente, propds-se uma
conduta notavelmente simplificada, que facilitou a construgdo da matriz de
rigidez tangente. Esta simplificagdo estd apresentada no Anexo A.

Por ultimo abordou a construgdo das matrizes de rigidez geométrica,
de rigidez secante e de rigidez tangente de uma barra de pértico plano, em
relagdo ao sistema local. A razdo para isso € a de enfatizar a analogia existente
entre as formulagdes correspondentes as teorias de Segunda ordem das placas

e das estruturas reticuladas.

Segundo Garzeri (1991) a teoria do Método dos Elementos Finitos é
ainda obscura para a maioria dos seus usudrios; o emprego do Célculo
Variacional e a vultosa quantidade de publicagdes dedicadas & dedugdo de
elementos de crescente complexidade acabam por desestimular o seu estudo.
No caso da andlise dindmica linear de placas finas, as equagdes aproximadas
do movimento podem ser obtidas por meio do Método dos Residuos
Ponderados. Tal abordagem torna o estudo mais brando do ponto de vista
matematico, pois utiliza exclusivamente o Céalculo Diferencial e Integral, bem
como conceitos de ajustes de fungdes.

Efetuou-se a andlise dindmica de placas finas de comportamento

linear, empregando o Método dos Residuos Ponderados na obtengdo das

equagdes do movimento aproximadas, com posterior discretizagdo via Método

dos Elementos Finitos.




Pappalardo (1992) apresentou um trabalho para avaliar os efeitos da
simplificagdo de se tornarem constantes as forgas de membrana dentro de cada
elemento finito da andlise de Segunda ordem de placas. Perante essa
simplificagdo, converteu-se o calculo da matriz de rigidez tangente em uma

forma muito mais simples e que se reduz o tempo gasto em sua avaliagdo.

Distingue-se como um trabalho prético e concisamente teérico. E

também um complemento da publicagdo de Costa (1986). Diz-se um
complemento, porque ndo foi implementada a idéia do autor e ndo se pode
conferir os efeitos de tal simplificagdo.

O problema de Segunda ordem das placas elasticas delgadas ¢é
formulado pelo Método dos Elementos Finitos (via residuo ponderados -
variante Galerkin). O sistema resultante é resolvido pelo método de Newton-
Raphson com incremento de carga constantes.

Num estudo comparativo, sempre com o rigor de serem feitas as
mesmas consideragdes entre uma avaliagdo numérica simplificada e outra
consistente (forga de membrana variaveis dentro de cada elemento finito),
estimam-se os efeitos de se tornarem constantes as forgas de membrana para
as mais diversas formas geometricas submetidas aos mais variados tipos de
carregamento.

Comparou-se os resultados obtidos com Thimoshenko e Woinowsky-
Krieger (1959), que representa uma formulagdo que despreza a deformagdo da
superficie média da placa aplicadas as rotagdes muito pequenas, € com o
programa ANSYS, que leva em conta a teoria das grandes deflexdes e
rotagdes. Ambas consideram o efeito da rigidez geométrica, com diferentes
hipéteses de aproximagdo das relagdes deformacdo-deslocamento. Essas
comparagdes permitiram estabelecer os dois extremos de deslocamentos que

delimitam a aplicagdo do trabalho na engenharia de estruturas.




Ide (1995) abordou a andlise numérica de vibragdes livres em torno de
uma configuragdo deformada devido ao carregamento estatico aplicado tanto
paralelo como transversal ao plano de placas delgadas de comportamento
geometricamente ndo-linear e reologia elastica linear, por meio de Método dos
Elementos Finitos com formulagdo via Residuos Ponderados, hipdtese de
Galerkin.

1.4 Problemas de placas geometricamente linear e nio-linear

A Figura 1.3, mostra-se uma placa em balango. Com a auséncia de

carga ou forga aplicada a placa € considerada geometricamente linear. Quando

uma carga ou for¢a € aplicada através de um tensionador (dispositivo que
comprime ou traciona uma placa), como se ilustra na figura, é considerada a
placa geometricamente ndo-linear, pois esta se deflete, e assim havera
mudanga de rigidez da estrutura. Assim, para ambos casos, foram realizados
os calculos teéricos e ensaios experimentais obtendo-se as freqiiéncias

naturais e seus modos de vibragdo.

Engastamento
Engastamento

Tensionador

Placa geometricamente Linear Placa geometricamente N&o-linear

FIGURA 1.3 — Placa em balango geometricamente linear e ndo-linear.




1.5 Objetivo do trabalho

Obter freqiiéncias naturais e modos de vibragdo de uma placa em

balango geometricamente linear e ndo-linear.

Comparar freqiiéncias naturais e seus modos correspondentes.
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2 FORMULACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS DE
MOVIMENTO

2.1 Introducdo

Neste capitulo, apresentam-se as equagdes diferenciais que governam
o problema das vibragdes ndo-lineares de placas (Ide, 1995). Considera-se a
ndo-linearidade geométrica, assim como a inércia da rotagdo, com as seguintes

hipoteses da Teoria de segunda ordem das placas:

a) aplaca em estudo ¢ fina, ou seja, a espessura h € menor que o menor dentre

dois lados L, assim: [£ < LJ ;
L 20

a deflex@o w, ¢ da mesma ordem de grandeza da espessura h;

as tensdes normais que atuam em planos paralelos ao plano médio podem
ser desprezadas em relagdo as demais tensdes;

as normais a superficie média indeformada se conservam normais a
superficie média deformada e ndo ha variagdo de espessura durante a

deformagdo;

as rotagbes 6, ¢ 6, sdo da ordem de raiz quadrada do moddulo das

deformagdes (rotagdes pequenas) e as rotagdes relativas ao eixo z sdo

despreziveis, assim se pode admitir sen@~1gf~6 e se truncara o

. .. 6?
desenvolvimento em série de cos@ em cos@ ~1- 5




2.2 Movimento no plano

FIGURA 2.1 — Equilibrio dindmico de um elemento de chapa.

Baseado na Figura 2.1, onde as faces do elemento sdo perpendiculares
ao plano indeformado, em que X e Y sdo forgas por unidade de volume,

obtém-se:

2.2.1 Equilibrio de forcas na direcio x

AN
(N, + ﬁ’ dxjahﬂr(ny +Efy-ﬂb)}dX+h(X-Pﬁ)dxdy-Nxdy—Nnd"=o

2.2.2 Equilibrio de for¢as na direcdio y

N N :
(Ny + ayy dy}tr-f-(N:y +7’ydedy+h(X— pv)dxdy — N dx — N _dy =0
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ON, ON,, .
+—+hX-pV)=0
oy ox

2.2.3 Equacgdes constitutivas

As for¢as de membrana por unidade de comprimento, em fungdo das

deformagdes sdo dadas por:

hE
N, = A (e, +ve))

hE
N, = 7(gy +ve,)

y 1_

hE
v =20+ ?

2.2.4 Relagoes de deformacgdes-deslocamentos

Considerando-se as relagdes de deformagdes-deslocamentos ndo-

lineares
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e introduzindo a Equagdo (2.4) na Equagdo (2.3), tem-se as forgas de

membrana em func¢do dos deslocamentos:

e (& 1(6»1»}2 (& ifaw)
N, = e = | P il
1-v2 | & @ 2\ ax 3 2o
EX
E

heE | 1(ow) 1(aw)‘*'
N, = —+—=|—| +v +—| —
Y 1-viloy 2\oy 2\ ax

6u8v6w@

hE 1-v

N, = s —F—d—
1-v* 2 \dy oOx oOx Oy

2.2.5 Condicdes de contorno

a) Em C, (regido de apoio da chapa) os deslocamentos sdo conhecidos como

condig¢des essenciais ou geométricas.

u=u(x,yt) (2.6)

v=v(x,yt) (2.7)

b) Em C, as forgas de membrana se equilibram com o carregamento externo.

Conforme a Figura 2.2., tem-se:

IN,+mN_ =hX(x,y,0)

mN, +IN_, = hY(x,y,1)

Estas s@o as condigdes de contorno naturais ou estaticas.




FIGURA 2.2 — Dominio da chapa

Qydx

//W Q- phw)dxdy
L 0

y b

Qy"“@y‘dy

FIGURA 2.3 - Forga cortante por unidade de comprimento

2 M VRN £}

FIGURA 2.4 — Momentos fletores e de tor¢do por unidade de comprimento.
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2.3 Equilibrio de forcas na direciio transversal a placa (eixo z)

Seja feito na Figura 2.1 um corte no elemento dxdy, através de um

plano perpendicular ao eixo y, que resulta na Figura 2.5.

Doty

a+—=
ax

N +g3£dx
ox

x

| 2

FIGURA 2.5 — Corte transversal a placa.

A projecdo das forgas N, na diregdo z produz:

- N.dysena+| N, +6de dysen(a +a—aafr)
Ox Ox

ow
Como a = sena =tga = e tem-se:
X

2
—Nxdy;ﬂ+[Nx i de i “’de =
X

ox 6_x ox?

ow ow o*w N ow ON. , &’w
~Ndy—+N_+—dx+N_+ dxdy + —<dxdy —+ —=dx dx
' ox ¥ oox o ox? dy ox b ox  Ox ox? b

Desprezando-se os termos de ordem superior, a expressdo fica:




o*w ON. ow
N, ——dxdy + —=—dxd 2.10
* ox? * ox Ox 4 ( )

Analogamente, a proje¢do das forgas Ny na dire¢do vertical reduz-se:
*w ONy ow
N, Z—-dxdy + —=——dxdy 2,11

Por outro lado, a proje¢do das for¢as Ny, na dire¢do z, tem-se:

-N_dysenff+| N +6N—‘ydx dy sen| ﬁ+%dx
= * o )7 ox

Como B=z=senf=tgf= % tem-se:

ON 2
- Nn,dy@+{ny +—= dr]dysen(QJt- il dx]
dy 2 oy

X

oxoy
Desprezando-se os termos de ordem superior, a expressdo fica:

0w ON
N, dxdy + —=

ow
= = deafv (2.12)

Uma expressdo andloga pode ser obtida para a projecdo das forgas

N, =N, na diregdo vertical. A soma das proje¢des das for¢as N, =N,

fornece o seguinte resultado:




2 ON oN
2Nw6wdxdy+ 2 00, O OW |
Ox0y ox oy Oy oOx

Fazendo-se o equilibrio na dire¢do vertical para a carga transversal,

obtém-se:
(0 c,dxjd +[Qy+%ay)dx Oxdy - Qydx =~(q - phiv)dsdy  (2.14)

Simplificando, tem-se:

00, 90, «

= 4=

x Ty Y phw (2.15)
As expressdes (2.10), (2.11) e (2.13) devem ser adicionadas a

expressdo (2.14).

Fazendo-se isso, a equagdo de equilibrio resultante sera:

N, ow
+

)
(K—’dxdy - %0 2
ox oy Ox

*w +[5N,yaw ON,, ow

= ——Ja!xajz: m, =

¥ axoy ox dy Oy ox

o*w
or?

Simplificando-se, tem:
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00, 5 % oN
B0 % sy gy O, B SN
ox oy ox oy ox ox Oy 0dy

: oN ON
LON aw+ » OW v OW

By B & @y B O
2.3.1 Equilibrio de momentos em torno do eixo x
Pela segunda Le1 de Newton, tem-se que:
IM=16
onde:

0 = aceleragdo angular, € dada por:

0=

oy

%y

o’ & [aw] ow

o7 o
comp=%

Com base nas Figuras (2.3) e (2.4), o equilibrio de momentos em torno do

eixo x produz:

oM oM. 2 2 o
P ey e O by = T = T gkl O
dy ox ) 12 12 oy

Simplificando-se vem:
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2.3.2 Equilibrio de momentos em torno do eixo y
De maneira analoga ao equilibrio em torno do eixo x, obtém-se:

aM .
5 e, = (2.18)

Derivando-se as expressdes (2.18) e (2.17), em relagdo a x e vy,

respectivamente, tem-se:

N, _ M, M, b’ o'W
ox  oax®  oxdy 12 o’

Q, oM, ’M, ,eh’ oW

Wl R : (2.20)
oy Oy oxdy 12 oy

Considerando-se as expressdes (2.19) e (2.20), a expressdo (2.16) se

62MK aZM“ Qh3 azw azMy ale\-}- Qh3 62W azw 62W
e + % + N, N, =
Ox oxdy 12 ox oy oxoy 12 oy dy

ox

+q+2N

+ — =ehw

dy

o*w (aN"+aN"’J6W [6N},+6N%.Jaw

x oy dy  ox

Simplificando essa expressdo vem:




+
ox’ oxoy oy’

2 aZM ' O*M 2 2 2
e = ~=- q-ghW+N¥-—a‘:’+Ny—a‘:+2N —6w+
* ox dy dxdy

3 4 4
=gl Y gy D £ 62“'2 + az“’z
ox oy 12 \ax%at? oyt

2.3.3 Condigdes de contorno

Serdo apresentadas aqui as condi¢des de contorno relativas a equago
2.21)

FIGURA 2.6 — Dominio da placa

a) Em C4 existem as condigdes de contorno geométricas:

w=w(x,y,1)




% = g(x y,t)
on

b) Em C,, ha as condi¢gdes de contorno estaticas:

anﬁn(s,t)

Vn= Vn(s.!) - lz?—al— h?%
ox oy

Observagao:

Serdo uteis mais adiante as seguintes expressdes, oriundas do

equilibrio de um elemento infinitesimal em C, :

Equilibrio de forgas na vertical:

0, =0Q,c0s6+Q, send

Equilibrio de momentos em torno do eixo x:
M, cosé6—M,send =M, cosé—M, send
Equilibrio de momentos em torno do eixo y.

AV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 34 15 16

17

18



M, cosé6-M, send =M, cosd-M, send

2.3.4 Condigdes iniciais

No instante inicial (t=0) devem ser conhecidos ao longo do dominio Q

da placa, os deslocamentos e rotagdes:

u(x,y,0)=u,(x,y)
v(x,y,0)=v,(x,y)
w(x,,0)=wy(x,y)

_ow,

9 =
¢ ox

9;%
oy

assim como as velocidades lineares e angulares.

u(x,y,0)=1u,(x,y)
f?(x,y,0)= f;(](x'y)

w(x,y,0)=wy(x,y)
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3 DISCRETIZACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1 Introducdo

O método dos elementos finitos ¢ um procedimento para discretiza¢do
de sistemas continuos. A solugdo analitica das equagdes diferenciais ¢é
substituida por uma aproximagdo de superposi¢do de fungdes de coordenadas,
cujos coeficientes multiplicativos sdo determinados aplicando-se principios

variacionais ou 0 Método dos Residuos Ponderados.

Neste trabalho aplicou-se o Método dos Residuos Ponderados as
equagdes diferenciais deduzidas no Capitulo 2, levando-se em consideragio a
hipétese de Galerkin com relagdo a fungdo peso. Em seguida o problema ¢
discretizado pelo Método dos Elementos Finitos, resultando nas equagdes
diferenciais ordinarias do movimento.

3.2 Movimento no plano

3.2.1 Método de Galerkin (método dos residuos ponderados)

As equagdes (2.1) e (2.2) referem-se a um elemento infinitesimal de

drea. E necessario transforma-las em equagdes integrais que, além de

incorporarem as condigdes de contorno naturais (2.8) e (2.9), traduzem o
mesmo fendomeno representado pelas equagdes diferenciais, mas referida agora

para toda chapa. Para isso considera-se y = y(x, y,t), uma fungdo arbitraria no
espago € no tempo, continua e derivavel no dominio da chapa, e tal que y =0
na fronteira C, em todo e qualquer instante. Multiplicando-se as equagdes
diferenciais (2.1) e (2.2) pela fungdo y(x,y.t), e em seguida, pela integragio

no dominio da chapa, obtém-se as seguintes expressdes, respectivamente:
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[oN, oON,,
I_Ly_ = +~—8—J—/—+h(X—pu)~dxdy=O

ﬂ y-aN” i +h(X - pii)ﬂdxdy= 0 (3.2)
| oy Ox '

Fo1 demonstrado por Costa (1986), que se as equagdes integrais (3.1)
e (3.2) se cumprem para qualquer fun¢do y(x,y,), entdo as equagdes
diferenciais (2.1) e (2.2), respectivamente, serdo cumpridas em todo e
qualquer ponto de Q, em qualquer instante a reciproca ¢ imediata.

Integrando-se por partes as duas parcelas da equagdo (3.1) conforme

obtido por Ide (1995), tem-se:

(L2, 220, Y= - bt

jjﬂ(gi‘i N, + L, Yy = W[ A0 = iy 4] ¥ (3.4

7 ax

As equagdes integrais (3.3) e (3.4) sd@o conhecidas como as formas
fracas de (3.1) e (3.2) respectivamente, por serem menos rigorosas na ordem
de continuidade na determinagdo das fungdes Ny, Ny € N, , embora exijam por

outro lado maior ordem de continuidade ao se definirem as fungdes y.

3.2.2 Método dos elementos finitos

Na técnica dos elementos finitos 0 dominio da chapa ¢ dividido em
pequenas regides poligonais com elementos finitos, separados entre si pelos

seus lados. Os vértices desses elementos sd@o os pontos nodais € sdo numerados




de 1 a n. Até o momento ndo houve aproximagdes. Parte-se agora para a
discretizagdo do problema com a introdug¢do das aproximagdes dos campos de
deslocamentos. As varidveis u e v serdo aproximadas em fungdo de seus

deslocamentos nodais u; e v; através das fungdes de forma y; de classe G

Em notagdo indicial, a seguinte solug¢@o aproximada sera considerada:

Hmir; (3.3)

Ve (3.6)

Usa-se o elemento triangular de deformagdo constante de chapa em
que as fungdes de forma variam linearmente e se confundem com as

coordenadas naturais L, L, e L;.

Para a variavel w, tem-se um outro conjunto de parametros nodais e
suas respectivas fun¢des de forma de classe c', que foram obtidos por Ide
(1995). Sera utilizado o elemento de placa proposto por Zienkiewiez, que tem
trés deslocamentos nodais por nd, ou seja um deslocamento na dire¢do z ¢
duas rotagdes segundo os eixos x e y.

Assim o campo de deslocamentos w sera aproximado por:

w=(aby¢=¢1’ab




o vetor dos parametros nodais é€:

; i s . Oow ,
¢ um subvetor genérico, em que 6] = %w_ e o= 5 também:
X

Introduzindo-se as equagdes (3.5), (3.6) e (3.7) na expressdo (2.5),

obtém-se:

x

2

1-v?

hE | 07, O, 1(4Yy
N, = {“; ;" +w, ;+—(a‘5) Aa”+%(a*)’Ba"}

0ry 1(4 b, V(b b
Wjé—+5(a J Ba +E(a J Aa }

oy oy,
g gy P2 +l(a”)‘Ca”
oy Tox 2
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onde se definem:

(3.17)

Substituindo-se as interpolag¢des das equagdes (3.5) e (3.6), bem como
as expressoes (3.12), (3.13) e (3.14), nas formas fracas (3.3) e (3.4), fazendo-
se nestas ultimas, sucessivamente, a fun¢do de ponderagdo y, igual a cada uma
das fungdes de forma y;, que € a hipotese de Galerkin, usadas para interpolar

os deslocamentos no plano, que trata-se de equilibrio no plano, e obtém-se:

oy, 07, l—vay, dy, Oy l—va)’,a}’
[J‘J‘“ ’[Gx x 2 oy ayJ e .Un { j 2 oy 6ijdXdy]+

a, oD D'
2)jjﬂ[” SRV 35

=h| L 7, Xdxdy+h L Vi Xds— ph_”Q Yi¥i aa::j dxdy
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@y 1= oy, oy, 1- oy,
hEz _”;u vay' }’_,+l Y2, o) dxdy+_[£ v %, y‘+1 LA dxdy |+
1-v? |9 ey ax 2 ax oy 2y 0 2 ox ox

h[f, a}’, » ¥ at'b 6<D’ b
+ 2(1 _Vz).lll[ ay (8 ) g“@-—a

1=Vl fy(abal’ ool A
2 ox ox dy oy ox

+

2
av},

= dxdy (3.19)

= h[[ y,Ydxdy + h[_y,Yds— ph ] e

3.2.3 Formulacdo matricial

O resultado na forma matricial, serd um sistema de 2n equagdes

diferenciais ordinarias € Sn incognitas:
M’i? +K?a” + Ga® =f* (3.20)

sendo K}, conhecida como matriz de rigidez do estado plano de tensdes dada

por:




pl_.]=_” o, a}"_,-_'_l—vayi 0y,
Q| ox ox 2 oy oy

12 H a}’,a}’j l—va}’, 07
2 oy ox

Jut

=ﬂ‘ (Vﬁh 9, +1—v67,- 97,
Q

dy Ox 2 ox oy

”‘ 0y, 6}’1 l“"ayf a}’j
Q 2 Ox ox

Por outro lado:

F = h||_y Xdxdy+h [, 7. Xds
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F? = h[_ yYdxdy+h [, 7.¥ds

A matriz G € dada por:

sdo submatrizes de ordem 3x3 de A, Be C.

Portanto, G;; € da ordem de 2x3. A submatriz Gj; sera diferente de zero
apenas nos elementos que contenham P; e P; simultaneamente. Por outro lado,
em cada elemento finito onde G;#0, o indice k que aparece na expressdo de

Gij, assume apenas os valores correspondentes aos nos do elemento.




Finalmente a matriz MP é a conhecida matriz de massa do estado

plano de tensdo:

M} = ph([ yiydxdy
3.3 Movimento Transversal
3.3.1 Método de Galerkin (método dos residuos ponderados)
A aplicagdo do método dos elementos finitos exige, como condigdo

prévia, a transformagdo da equagdo diferencial (2.20) do movimento em uma

equacdo integral equivalente conforme Ide (1995), tem-se:

2 2 2 2 2 2 2
DH a;:ra»:er 6yx6w+ay/6 s, 6w6w+2(1_ o'y 0°w B
Q| ax? ox? ' Py oy ox 6x6yax6:y
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L, 2, i

[ 7 nds~[[,woh T2 sy~ 2 [ 2P gy _[Law—dxdy (335)

3.3.2 Método dos elementos finitos

Utilizando-se das interpolag¢des abaixo:
=7y

V=4,

w=(a'*‘)‘€D=CDa"

(3.36)

(3:57)

(3.38)

Introduzindo-se as interpolagdes acima na equagdo (3.35), seguindo-se
da aplicagdo da Hipotese de Galerkin, onde as fungdes de ponderagdo sdo as
mesmas que foram usadas para interpolar os deslocamentos transversais, ou

seja y = ®, chega-se a:
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| 2D D' 8D PP (9P ATD' P DOD! o*'d '
DH a + +V 5 g3 ( i )
0 ax2 ax2 ay?. ayZ ax @}2 ay2ax2 axay axay

ox

+Hnaa[_f"_’;(;v% Nﬂ%}%{ o %}hdy I, ®qaxdy-| ~——Mnd3+

% J' ®Vds — _[L i° Dphd' dxdy - ph ja" i a(bf dxdy (3.39)

3.3.3 Formulaciio matricial

O resultado obtido no formato matricial sera um sistema de 3n
equagdes que sdo justamente as que faltam para que o sistema possa ser

resolvido:
M®i? + (K +K° p? =f*

A matriz K} é dada por:

oD P 5D D' 0D D' DO 5*D 5’
Ké’=DIL[ = e +[ ot ayzaxz} Bl ] & (341)

A equacdo (3.41) representa a matriz de rigidez da placa em teoria de

primeira ordem.

Por outro lado a matriz K ¢ a matriz de rigidez geométrica da placa e

vem expressa por:

= [[(v.A+N,B+ N, Cixdy
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As forgas de membrana sdo calculadas pelas equagdes (3.12), (3.13) e
(3.14) e as matrizes A, B e C sdo as mesmas definidas nas equagdes (3.15),
(3.16) e (3.17).

O vetor f°, caracterizado pelos esforgos nodais equivalentes referentes

ao carregamento transversal é:

£t = j L Dgdxdy + _[( ol [(D?n - @ﬁn}is (3.43)

on

que constitul em uma forga vertical e dois momentos aplicados nas diregdes x

ey, respectivamente. Assim:

A matriz M® é a matriz massa da placa ¢ dada por:

M’ = phJ‘qup'dxdy i ’;’h—;m (A + B)dxdy (3.45)

Na expressdo acima a segunda parcela do lado direito se refere,

evidentemente a contribuigdo da inércia a rotagéo.

3.3.4 Matriz de rigidez secante

Os dois sistemas de equagdes dados pela expressdes (3.20) e (3.15),

sdo acoplados. De forma concisa, € possivel escrevé-los como:




(3.46)

O acoplamento dos sistemas (3,20) e (3.40) € devido & existéncia da

matriz G, e também ao fato de que K;, sendo fungdo de Ny, N, e Nyy;

z?

depende, consequentemente ndo apenas de a°, mas também de a®.

A matriz de rigidez secante de estrutura ¢ dada por:

3.3.5 Matriz de rigidez tangente

A aplicagdo do Método dos Elementos Finitos, via residuos
ponderados via Galerkin, ao problema dinamico das placas ndo-lineares
geometricamente, levou ao sistema (3.46) de equagdes ndo-lineares, abaixo

reescrito:
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(3.51)

Para se definir o conceito de matriz de rigidez tangente, considere o

seguinte problema estatico, ou seja, a~0:

Uma das formas de solugdo para o sistema de equagdes acima € o da
iteracdo direta. Tomando-se outro caminho para se obter a resposta do
problema definiremos o conceito de matriz de rigidez tangente. Considere-se

entdo o problema de um grau de liberdade para um carregamento crescente a

partir de zero.

g

a

FIGURA 3.1 — Definigéo de rigidez tangente

Define-se rigidez tangente para o nivel f de carga, a expressdo:

(3.52)

Essa idéia pode ser estendida a um problema com varios graus de

liberdade. Tem-se entdo, o conceito de matriz de rigidez tangente:




K da=df (3.53)

Portanto, a matriz de rigidez tangente relaciona os incrementos de
carga com os acréscimos de deslocamentos. Para se utilizar o método de
Newton-Raphson ¢ necessario se determinar a matriz de rigidez tangente. Isto
¢ o que sera feito a seguir.

Diferenciando-se a equag¢do Ka=f, tem-se:

Kda + dKa = df
Comparando-se (3.53) com (3.54), tem-se:

K ,da = Kda + dKa (3.55)

Considera-se agora apenas a parcela dKa, e tendo a (3.47), pode-se

€SCrever:

pois K/ e K| sdo constantes.

Considerando (3.39), vem:

AV
AVANAY

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12: 13 34 15 16 T7 18



demonstrou-se Costa em (1986) que:
dGa® =Gda®
Por outro lado, também Costa (1986), demonstrou que:
dK’a" =2G'da” + Hda’

onde H ¢ dada por:

H = Ifi ch{Aab(ab)‘A+Bah(ah)‘B+v [Bav(etY A + ant(er Y] 1= C"b(”hyc}d‘dy (3.60)

2

As expressoes (3.58) e (3.59) substituindo-se na (3.57), resulta:

b
JKa = Gda b
2G'da’” + Hda

que também pode ser escrita como:

0 G][daa?] [0 G
dKa = aa ] da
2G' H||da’| [2G6' H

Finalmente substituindo-se a expressdo acima em (3.54) e

comparando o resultado com (3.53), tem-se:

0 G
K,=K+ g
2G" H

relembrando (3.47), que:
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K | K¢ 2G
TT126" Ki+K!+H

Costuma-se desmembrando Kt em trés parcelas simétricas:

« _|K§ o] [0 26] fo 0
"o kK!| [26" H]| |0 K}

K; =K, +AK, +K, (3.63)

A expressdo (3.62) representa a matriz de rigidez tangente, que a
simétrica e composta de trés parcelas conhecidas respectivamente, como
matriz de rigidez de primeira ordem, matriz de corre¢do de coordenadas e

matriz de rigidez geométrica.
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4 CALCULOS TEORICOS COMPUTACIONAIS E ENSAIOS
EXPERIMENTAIS

Nesta se¢do serdo apresentadas as seqiiéncias de célculos teéricos com
0 uso de programas computacionais desenvolvido por Ide (1995), um
programa elaborado em linguagem FORTRAN e depois também o uso do
programa comercial Matlab. Também, descrever as montagens e
instrumentagdes dos ensaios experimentais para se obterem freqiiéncias

naturais e seus modos de vibragdo.

4.1 Calculos tedricos das placas em balango geometricamente linear

No célculo de freqiiéncias naturais utilizando o Método de Elementos
Finitos foi utilizado um programa desenvolvido em linguagem Pascal por Ide
(1995). Uma placa de ago com as dimensdes: 0,72m, 0,70m e 0,003m foi
utilizada para o célculo teérico. Com um elemento triangular ¢ malha de 7x7,
montou-se um arquivo de dados de entrada do programa MEFLINEAR
(Método de Elementos Finitos Linear). Pela condi¢do de contorno, os nds 1, 9,
17, 25, 33, 41, 49, e 57 foram considerados fixos. A massa especifica de ago
foi de 7800 Kg/m’ e coeficiente de Poisson v=0,30. O médulo de elasticidade
de E=206,8 GPa. Assim, com o programa MEFLINAR, obteve-se matriz de
rigidez e matriz massa. Utilizando um programa FORTRAN, chamado
JACOBI.EXE, que faz a leitura dos arquivos matriz de rigidez e massa obtido
pelo programa anterior, calcula-se autovalor e autovetor. Desta forma

encontra-se as freqiiéncias naturais da placa. Em seguida utilizando o

programa Matlab, que 1€ as coordenadas da placa e o arquivo de autovetor.dat

aonde estdo armazenados os deslocamentos dos nds na dire¢do do eixo z.

Assim, plota-se os modos de vibragdo tedricos.
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Numeragdo dos nds Numeragdo dos elementos

FIGURA 4.1 — Especificagido dos nés e elementos da malha 7 x 7.

4.1.1 Programa MEFLINEAR.EXE

Arquivo de entrada dos dados: DADOS

Placa 7 x 7 linear 74
Numero de pontos na horizontal 75
8 97
Numero de pontos na vertical 98
8 99
Comprimento na horizontal 121
0.720 122
comprimento na vertical 123
0.70 145
Numero de condicoes de contorno 146
24 147
Condicoes 169
170
171
Ro
25 7800.0
26 \"%
24 0.3
49 T
50 .003
51 E
73 206.8E9

Saida do resultado sdo os arquivos: RIGIDEZ.DAT e MASSA.DAT
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4.1.2 Programa JACOBI.LEXE

Entrada de dados: RIGIDEZ.DAT e MASSA.DAT. A saida dos resultados
do arquivo autovalor.dat sdo:

*** Autovalor e Freqiiéncias Naturais (Hz)***
Eigv[ 1]= 1057.55 F.nat[ 1]= 5.18
Eigv[ 2]= 6653.27 F.nat[ 2]= 12.98
Eigv[ 3]= 40389.55 F.nat[ 3]= 31.99
Eigv[ 4]= 70474.07 F.nat[ 4]= 42.25
Eigv[ 5]= 87134.14 F.nat[ S]= 46.98
Eigv[ 6]=269319.60 F.nat[ 6]= 82.60
Eigv[ 7]=332915.70 F.nat[ 7]= 91.83
Eigv[ 8]=396432.80 F.nat[ 8]= 100.21
Eigv[ 9]=457843.40 F.nat[ 9]= 107.69
Eigv[ 10]=788619.10 F.nat[ 10]= 141.34

Arquivo de saida gerado AUTOVETOR.DAT, neste arquivo estdo

armazenados os deslocamentos de cada né nas diregdes X, y € z.

4.1.3 Programa MATLAB

Faz a leitura das coordenadas dos ndés da placa e do arquivo
AUTOVETOR.DAT, onde se encontram os deslocamentos na dire¢do do eixo
z para plotarem os modos de vibragdo da placa geometricamente linear. A

Figura 4.2 ¢ um dos exemplos de um modo de vibragao.

Placa em Balango - Modo 6

. eixo -y
eixo - x

FIGURA 4.2 — Modo 6 de vibragdo da placa em balango geometricamente

linear.
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4.2 Calculos tedricos das placas em balanco geometricamente ndo-linear

Para o calculo tedrico de freqiiéncias naturais utilizou-se programa
MEFNLIN.EXE, (Método de Elementos Finitos Ndo-Linear), desenvolvido

por Ide (1995). Os dados sdo semelhantes utilizados no programa anterior do

caso geometricamente linear. Agora, existem atuagdes de duas forgas: uma

carga que atua no sentido perpendicular ao plano da placa; e outra for¢a que
atua no sentido paralela ao plano da placa.

A Figura 4.3, mostra o esquema de carregamentos das cargas atuantes
no meio e outro caso na extremidade da placa. As cargas P1 e P2 sdo do
dispositivo tensionador que atuam perpendicularmente & placa. Estas cargas
sdo P1=4,05N e P2=24,60N que entram em todos ensaios experimentais. Para
simular uma placa com comportamento geometricamente ndo-linear aplica-se
uma forga paralela ao plano da placa. As forgas aplicadas foram de 1000N,
2000N, 3000N e 3500N no meio da placa. As forgas de 800N, 1000N e 1400N
aplicadas na extremidade da placa. Para controlar a forga de compressdo
desejada, utilizou-se de um tensionador com uma célula de carga ligada ao
aparelho com a ponte extensiométrica. A especificacdo dos nés das malhas
6x6, estd mostrada na Figura 4.3. Os nés 1, 8, 15, 22, 29, 36 e 43 sdo
considerados fixos pela condigdo de contorno. A Figura 4.4, mostra a

numeragdo dos elementos.

Carga e forga aplicadas no meio da Carga e forga aplicadas na
placa extremidade da placa
FIGURA 4.3 — Especificagdo dos nés da malha 6 x 6 e posi¢do das forgas

atuantes.
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FIGURA 4.4 — Especificagdo dos elementos da malha 6 x 6.

4.2.1 Programa MEFNLIN.EXE

Este exemplo € o caso da forga F=1000N e aplicada no meio da placa.

Leitura dos dados de entrada: DADOS

Placa 6x6 balanco 74 981
Numero total de nos 75 912
49 106 923
Numero de 107 93 10
elementos 108 91017
72 109 91716
Numero de condicoes 110 91615
de contorno 141 9158
35 142 11103
Condicoes 143 1134
144 1145
145 11512
176 111219
177 111918
178 111817
179 111710
180 13125
211 1356
212 1367
213 137 14
214 1314 21
215 132120
Incidencia Nodal 132019




1319 12
23 22.15
231516
231617
231724
2324 31
233130
233029
232922
252417
251718
251819
251926
252633
2533 32
25 32 31
253124
272619
271920
272021
27.21.28
27 28 35
27 35 34
273433
27 33 26
37 36 29
372930
37 30 31
373138
373845
3745 44
3744 43
3743 36
39 38 31
3931 32
393233
393340
394047
3947 46
3946 45
3945 38
414033
41 33 34

41 34 35

41 3542

41 42 49
4149 48

41 48 47
4147 40
Coordenadas Nodais
0.00 0.00000
0.12 0.00000
0.24 0.00000
0.36 0.00000
0.48 0.00000
0.60 0.00000
0.72 0.00000
0.00 0.11667
0.12 0.11667
0.24 0.11667
0.36 0.11667
0.48 0.11667
0.60 0.11667
0.72 0.11667
0.00 0.23333
0.12 0.23333
0.24 0.23333
0.36 0.23333
0.48 0.23333
0.60 0.23333
0.72 0.23333
0.00 0.35000
0.12 0.35000
0.24 0.35000
0.36 0.35000
0.48 0.35000
0.60 0.35000
0.72 0.35000
0.00 0.46667
0.12 0.46667
0.24 0.46667
0.36 0.46667
0.48 0.46667
0.60 0.46667
0.72 0.46667
0.00 0.58333

0.12 0.58333
0.24 0.58333
0.36 0.58333
0.48 0.58333
0.60 0.58333
0.72 0.58333
0.00 0.70000
0.12 0.70000
0.24 0.70000
0.36 0.70000
0.48 0.70000
0.60 0.70000
0.72 0.70000
Ro

7800.00

v

0.30

Espessura da chapa-
placa

0.003

Modulo de
elasticidade
206.8e9

Numero de cargas
concentradas

4

Posicao Valor
17 1000.0

18 -24.60

227 -1000.0

228 -4.05

Carga distribuida de
placa

0

Numero de carga
distribuida de chapa
0

Nol No2 Valor
Angulo

Numero de divisoes
1




Saida dos resultados s3o os arquivos criados: RIGIDEZ.DAT e MASSA.DAT
4.2.2 Programa JACOBLEXE

Entrada dos dados: RIGIDEZ.DAT e MASSA.DAT. Saida dos resultados do
arquivo autovalor.dat sdo:

*** Autovalor e Freqiiéncias Naturais (Hz) ***
Eigv[ 1]= 875.73 F.nat[ 1]= 4.71
Eigv[ 2]= 4880.26 F.nat[ 2]= 11.12
Eigv[ 3]= 33104.97 F.nat[ 3]= 28.96
Eigv[ 4]= 55107.45 F.nat[ 4]= 37.36
Eigv[ 5]= 72196.16 F.nat[ 5]= 42.76
Eigv[ 6]=223344.80 F.nat[ 6]= 75.22
Eigv[ 7]=279052.70 F.nat[ 7]= 84.07
Eigv[ 8]=322503.00 F.nat[ 8]= 90.38
Eigv[ 9]=381917.80 F.nat[ 9]= 98.36
Eigv[ 10]=649117.30 F.nat[ 10]= 128.23

Arquivo de saida gerado: AUTOVETOR.DAT, ¢ um arquivo de matriz

que contém deslocamentos de cada né nas diregdes X, y e z.

4.2.3 Programa MATLAB

Faz-se a leitura do arquivo AUTOVETOR.DAT, e as coordenadas dos

nés e assim plota-se 0 modo de vibrag¢do da placa geometricamente nio-linear.

0.4 0.4

. eixoy
eixo x

FIGURA 4.5 — Modo 3 de vibragdo da placa geometricamente ndo-linear.




4.3 Ensaios experimentais da placa em balan¢o geometricamente linear

Para se obter as freqiiéncias naturais através de ensaios experimentais,
primeiramente coloca-se o acelerdmetro sobre a placa, que estd conectado ao
analisador de sinais. Com um martelo de impacto, excita-se a placa, e registra-
se as freqiiéncias naturais e posteriormente faz-se a leitura das freqiiéncias

naturais no analisador de sinais.

Engastamento

Analisador de sinais

Martelo de impacto

é
Acelerdmetro

FIGURA 4.6 — Esquema de ensaio experimental da placa geometricamente

linear.

Com a freqiiéncia natural obtida anteriormente, sintoniza-se esta
freqiiéncia num gerador de fung¢do que esta ligado no amplificador e este se
interliga com excitador como se mostra na Figura 4.7. O modo ¢ formado pela
areia colocada sobre a placa. Quando uma placa € excitada, ocorrem
vibragdes, que em algum ponto ¢ de maior intensidade e em outro ponto de
menor intensidade. Neste local ou regido aonde a vibragdo ocorre com maior
intesidade ha deslocamentos de areia e desta forma obteve-se os modos de
vibragdo experimentalmente. A Figura 4.7, mostra o resultado de modo de

vibragdo de placa em balango geometricamente linear.




FIGURA 4.7 — Ensaio experimental para obter modo de vibragdo da placa

geometricamente linear.

4.4 Ensaios experimentais da placa em balango geometricamente nio-

linear

Para simular uma placa com comportamento geometricamente ndo-

linear, utilizou-se um tensionador para aplicar a for¢a que causa uma tensio de

compressdo na placa. Assim a forga desejada foi controlada pela célula de

carga e registrada na ponte extensiométrica para sua leitura da forga. O passo

seguinte € colocar o acelerdmetro sobre a placa que se liga ao analisador de

sinais. Com um martelo de impacto excita-se a placa e em seguida faz-se a

leitura das freqiiéncias naturais da placa geometricamente ndo-linear.

Engastamento

Tensionador Analisador de sinais

Ponte extensiométrica

Martelo de impacto

é’_-- et
Manipulo - Acelerémetro
Célula de
carga
FIGURA 4.8 — Esquema de ensaio experimental da placa geometricamente

nao-linear.
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Neste caso a placa geometricamente nio-linear é semelhante ao de caso
linear. Apenas um tensionador ird introduzir for¢ca de compressdo na placa. A
for¢a aplicada paralela a placa é obtida com o aperto de parafuso que atua
sobre a célula de carga que comprime a placa. Para conhecer a for¢a que atua

sobre a placa ¢ feita através da ponte extensiométrica, que esta ligada a célula

de carga como se mostra na Figura 4.9. A formag¢do do modo segue o0 mesmo

procedimento do caso da placa geometricamente linear. A Figura 4.9, mostra o
modo de vibragdo obtido através de ensaio experimental. No Anexo B estdo as

fotografias dos equipamentos utilizados nos ensaios experimentais.

FIGURA 4.9 — Ensaio experimental para obter modo de vibragdo da placa

geometricamente ndo-linear.
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5 RESULTADOS TEORICOS E EXPERIMENTAIS DE PLACA EM
BALANCO GEOMETRICAMENTE LINEAR

Para o célculo teérico de freqiiéncias naturais utilizou-se programa
MEFLINEAR.EXE de Ide (1995). O programa 1€ arquivo DADOS que contém
informagdes da placa. A saida sdo dois arquivos criados: rigidez.dat e massa.dat.
Em seguida utiliza programa JACOBI.EXE, que 1€ os dois arquivos: rigidez.dat e
massa.dat. A saida ¢ autovalor (freqiiéncias naturais em Hz) e um arquivo

autovetor.dat Estes resultados de freqiiéncias naturais, para placa em balango

geometricamente linear chamou-se de TESE(L), e de ensaio experimental como

Experimental(L) ou Exper.(L). Comparou-se os resultados de freqiiéncias naturais
obtidos com as fontes de Leissa (1969), e programa comercial ANSYS. Para se
efetuar as comparagdes de freqiiéncias naturais montou-se tabela e grafico. O

grafico possibilita uma comparagdo visual.

TABELA 5.1 - Freqiiéncias naturais em Hz de Leissa, ANSYS, TESE(L) e
Experimental(L) - Placa retangular em balango geometricamente linear.
Modos 1 2 3 4 5
Leissa 5,20 12,72 31,98 40,96 46,49
ANSYS 5,17 13,01 31,93 42,41 47,15
TESE(L) 517 13,03 32,26 42,06 47,12
Exper.(L) 5,20 13,20 32,40 41,20 46,00




—&-Leissa -B-ANSYS ~A TESE(L) -@-Exper.().

Frequéncias (Hz)
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FIGURA 5.1 - Freqiiéncias naturais de placa retangular em balango.

TABELA 5.2 - Desvio percentual de TESE(L) com Leissa, ANSYS e

Experimental(L) — Placa retangular em balango geometricamente

linear.
Modos
TESE(L) x Leissa
TESE(L) x ANSYS
TESE(L) x Exper.(L)




6 MODOS NATURAIS DE VIBRACAO DE UMA PLACA EM BALANCO
GEOMETRICAMENTE LINEAR

Com o programa comercial Matlab, 1é-se as coordenadas da placa e o
arquivo autovetor.dat criado com o programa JACOBILEXE. Plota-se os graficos
de modos de vibragdo. Os modos de ensaios experimentais, encontra-se descritos
no Capitulo 4. Aqui, apresenta-se os modos de vibragdo tedricos e experimentais
da placa em balango geometricamente linear.

Placa em Balango - Modo 1

i eixo -y
eixo - x

FIGURA 6.1 - TESE(L) modo 1 - Freqiiéncia natural de 5,17 Hz

; - A
FIGURA 6.2 - Experimental(L) modo 1 - Freqiiéncia natural de 5,20 Hz
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Placa em Balango - Modo 2

_ eixo -y
ixo - X

FIGURA 6.3 - TESE(L) modo 2 - Freqiiéncia natural de 13,03 Hz

FIGURA 6.4 - Experimental(L) modo 2 - Freqﬂéncia natural de 13,20 Hz
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Placa em Balango - Modo 3

0.4

. eixo -y
eixo - X

FIGURA 6.5 - TESE(L) modo 3 - Freqiiéncia natural de 32,26 Hz

FIGURA 6.6 - Experimental(L) modo 3 - Freqtléflcia natural de 32,40 Hz
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Placa em Balango - Modo 4

_ eixo -y
eixo - x

FIGURA 6.7 - TESE(L) modo 4 - Freqiiéncia natural de 42,06 Hz

[}

FIGURA 6.8 - Experimental(L) modo 4 - Freql‘iéhcia natural .d' 41,20 Hz
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Placa em Balango - Modo 5

_ eixo - y
eixo - X

FIGURA 6.9 - TESE(L) modo 5 - Freqiiéncia natural de 47,12 Hz

FIGURA 6.10 - Experimental(L) modo 5 - Freqiiéncia natural de 46,00 Hz
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Placa em Balango - Modo 6

. eixo -y
eixo - X

FIGURA 6.11 - TESE(L) modo 6 - Freqiiéncia natural de 82,05 Hz

FIGURA 6.12 — Experimental(L) modo 6 - Fréqﬁéncia natural de 80,40 Hz
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7 RESULTADOS TEORICOS E EXPERIMENTAIS DE PLACA EM
BALANCO GEOMETRICAMENTE NAO-LINEAR

7.1 Carregamento no meio da placa em balanco geometricamente néo-
linear

A figura 7.1 mostra o esquema de carregamentos das cargas atuantes no
meio da placa. As cargas P1=4,05N e P2=24,60N sdo, peso de tensionador €
da célula de carga que faz parte de todos ensaios experimentais. Para a placa
geometricamente ndo-linear aplica-se for¢a de compressdo atuando paralela ao
plano da placa de F=1000N, F=2000N, F=3000N e F=3500N por vez.

As freqiiéncias naturais foram obtidas com o programa MEFNLIN.EXE
de Ide (1995). Lé-se o arquivo DADOS que contém informagdes da placa em
balango. Saida sdo arquivos: rigidez.dat e massa.dat. O programa
JACOBI.EXE, como entrada de dados lé-se arquivos rigidez.dat e massa.dat.
A saida € autovalor (freqiiéncias naturais em Hz) e arquivo autovetor.dat

As freqiiéncias naturais da placa geometricamente ndo-linear, foram
chamados de TESE(NL) ou T(NL), o ensaio experimental ndo-linear de
Experimental(NL) ou E(NL) e placa geometricamente linear de TESE(L) ou
T(L). Apresenta-se tabelas e graficos com trés freqiiéncias naturais de casos
citadas anteriormente.

FIGURA 7.1 — Esquema de carregamentos no meio da placa geometricamente
ndo-linear.




'~ TESE (NL) -®-Exper.(NL) = TESE (L)|

Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.2 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo de 28N

TABELA 7.1 — Freqiiéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com atuagdo da carga do dispositivo de 28N

Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 = 42,06 | 82,05 4 92,68

TESE (NL) 494 | 12,94 | 30,68 | 40,50 | 45,61 | 80,04 | 87,70 | 96,00

Exper.(NL) 4,75 | 14,20 | 28,25 | 38,50 | 42,00 | 76,80 | 89,60 | 94,00

TABELA 7.2 — Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com carga de 28N

T(L)xT(NL) |4,45%(0,69% |4,90% | - [-8,44%|2,45% - [-3,58%

T(L)xE(NL) |8,12% |-8,98%(12,43%| - |0,14%|6,40% | - [-1,42%

T(NL)xE(NL) | 3,85% |-9,74%)| 7,92% 7,91% | 4,05% 2,08%
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Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.3 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo mais a forga de 1000N.

TABELA 7.3 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a forca de 1000N

Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 e 42,06 - 82,05 | 92,68

TESE (NL) 4,71 | 11,12 | 28,96 | 37,36 | 42,76 | 75,22 | 84,07 | 90,38

Exper.(NL) 4,75 | 10,00 | 26,37 | 37,87 | 42,75 | 75,75 | 84,70 | 90,20

TABELA 7.4 — Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a forca de 1000N

T(L)xT(NL) |8,90% [14,66%]|10,23% -1,66%| - |-2,46%)|2,48%

T(L)xE(NL) |8,12% (23,25%|18,26% -1,64%| - |-3,23%] 2,68%

T(NL)xE(NL) |-0,85%(10,07%| 8,94% 0,02% {-0,70%-0,75%] 0,20%
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—&— TESE (NL) -@—Exper.(NL) = TESE (L)

Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.4 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo mais a forga de 2000N.

TABELA 7.5 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a forca de 2000N

Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 . 42,06 E 82,05 | 92,68

TESE (NL) 4,94 | 10,59 | 29,99 | 37,46 | 44,35 | 77,67 | 87,70 | 93,00

Exper.(NL) 5,00 | 10,20 | 28,50 | 38,50 | 44,50 | 74,00 | 87,20 | 92,50

TABELA 7.6 — Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),

com a forga de 2000N
T(L)xT(NL) |[4,45% (18,73%| 7,04% | - |-5,44% -6,89%(-0,35%
T(L)xE(NL) |3,29% [21,72%|11,66%| - |-5,80% -6,28%| 0,19%
T(NL)xE(NL) [-1,21%| 3,68% | 4,97% |-2,78%-0,34% 0,57% | 0,54%
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—4— TESE (NL) ~&-Exper.(NL) ® TESE (L)

Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.5 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo mais a for¢a de 3000N.

TABELA 7.7 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
forca de 3000N

Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 " 42,06 » 82,05 [ 92,68

TESE (NL) 496 | 9,64 | 29,57 | 36,12 | 44,07 | 76,89 | 87,78 | 91,68

Exper.(NL) 5,20 | 10,50 | 28,50 | 35,20 | 44,50 | 76,20 | 86,10 | 91,60

TABELA 7.8 - Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),

com a for¢ca de 3000N
T(L)xT(NL) |4,06% [26,02%| 8,34% -4,78% -6,98%| 1,08%
T(L)xE(NL) |-0,58%19,42%]|11,66% -5,80% -4,94%| 1,17%
T(NL)xE(NL) |-4,84%-8,92%| 3,62% -0,98% 1,91% | 0,09%
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-4~ M.E.F.(NL) -~ Exper. = M.EF. (L)

Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.6 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo mais a forga de 3500N.

TABELA 7.9 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a for¢a de 3500N
Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 517 | 13,03 | - | 3226 | 42,06 | - | 82,05 | 92,68
TESE (NL) | 5,03 | 9,48 | 29,52 | 35,52 | 44,23 | 76,78 | 87,88 | 91,20
Exper.(NL) | 5,00 | 10,50 | 24,00 | 34,00 | 42,00 | 72,20 | 83,50 | 93,00

TABELA 7.10 - Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a forca de 3500N

T(L)xT(NL) |[2,71% | 27,24% - -10,11%|-5,16% -7,11%

T(L)xE(NL) |3,29% | 19,42% - -5,39% [ 0,14% -1,77%

T(NL)xE(NL) | 0,60% |-10,76% | 18,70% | 4,28% |5,04% 4,98%
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7.2 Carregamento na extremidade da placa em balanco geometricamente
nio-linear

Apenas a posi¢do de carregamentos das forcas foi deslocada para a
extremidade da placa. A carga do dispositivo de tensionar é de F=28N atuando
na perpendicular & placa. As forgas atuantes sdo de F=800N, F=1000N e
F=1400 N paralela ao plano da placa.

FIGURA 7.7 — Esquema de carregamentos na extremidade da placa
geometricamente ndo-linear.
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—#~TESE (NL) &-Exper.(NL) ® TESE (1),

Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.8 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo de 28N.

TABELA 7.11 — Freqiiéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a carga de 28N

Modos 1 2 3 4 . 6 4 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 | 42,06 5 82,05 y 100,4

TESE (NL) 5,09 | 14,74 | 31,41 | 45,04 | 50,01 | 87,46 | 89,96 | 101,29

Exper.(NL) 3,75 | 14,50 | 32,00 | 46,00 | 50,25 | 86,75 | 88,75 | 101,50

TABELA 7.12 - Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),

com a carga de 28N
T(L)xT(NL) | 1,55% |-13,12%]| 2,63% |-7,09% -6,59% -0,85%
T(L)xE(NL) (27,47%(-11,28%| 0,81% |-9,37% -5,73% -1,06%
T(NL)xE(NL) [26,33%| 1,63% | -1,88% |-2,13% 0,81% -0,21%
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Frequéncias (Hz)

FIGURA 7.9 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo mais a for¢a de 800N.

TABELA 7.13 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
forca de 800N

Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 | 42,06 i 82,05 | 92,68 | 100,44

TESE (NL) 4,79 | 12,20 | 31,22 | 41,06 | 49,43 | 85,75 | 89,19 | 98,04

Exper.(NL) 3,75 | 11,60 | 32,50 | 43,70 | 47,50 | 84,00 | 87,50 [ 96,00

TABELA 7.14 - Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),

com a for¢a de 800N
T(L)xT(NL) | 7,35% | 6,37% |3,22% |2,38% | - |-4,51%]|3,77% |2,39%
T(L)xE(NL) | 27,47% |10,97% |-0,74%|-3,90%| - |-2,38%]5,59% | 4,42%
T(NL)xE(NL)| 21,71% | 4,92% |-4,10%(-6,43%| 3,90% | 2,04% | 1,89% | 2,08%
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FIGURA 7.10 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuacdo da carga do dispositivo mais a for¢a de 1000N.

TABELA 7.15 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
for¢a de 1000N

Modos 1 2 3 4 5 6 7 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 | 42,06 - 82,05 | 92,68 | 100,44
TESE (NL) 4,61 | 11,52 | 31,20 | 39,88 | 49,27 | 85,17 | 89,1 | 97,07
Exper.(NL) 3,75 | 11,50 | 33,50 | 38,20 | 50,20 | 82,00 | 91,00 | 97,00

TABELA 7.16 - Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),

com a for¢ca de 1000N
T(L)xT(NL) [10,83%]11,59% | 3,29% |5,18% | - |-3,80%]| 3,86% | 3,36%
T(L)xE(NL) (27,47%| 11,74% |-3,84%|9,18% | - [0,06% |1,81% | 3,42%
T(NL)XE(NL) | 18,66%/| 0,17% |-7,37%|4,21% |-1,89%| 3,72% (-2,13%| 0,07%
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~+ TESE (NL) -Exper(NL) ® TESE (L),
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FIGURA 7.11 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL), Exper.(NL) e TESE (L),
com a atuagdo da carga do dispositivo mais a forga de 1400N.

TABELA 7.17 - Frequéncias naturais de TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a for¢a de 1400N

Modos 1 2 3 4 S5 6 7§ 8

TESE (L) 5,17 | 13,03 | 32,26 | 42,06 . 82,05 - 92,68
TESE (NL) 4,19 | 10,87 | 31,37 | 37,55 | 49,21 | 83,83 | 88,89 | 95,27
Exper.(NL) 3,75 | 12,00 | 34,27 | 37,10 | 49,00 | 80,10 | 88,20 | 95,60

TABELA 7.18 - Desvio percentual entre TESE(L), TESE(NL) e Exper.(NL),
com a forga de 1400N

T(L)XT(NL) |18,96%] 16,58% | 2,76% | 10,72% 2,17% -2,79%
T(L)XxE(NL) |27,47%| 7,90% |-6,23%] 11,79% 2,38% 3,15%
T(NL)XE(NL) | 10,50% |-10,40%|-9,24%]| 1,20% 4,45% -0,35%




TESE(NL) - Forgas aplicadas no meio da placa em balango geometricamente nfo-linear

Freqiiéncias (Hz)

~-F=28N -8 F=3500N

FIGURA 7.12 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL) com F=28N ¢ TESE (NL)
com F=3500N.

Experimental(NL) - Forgas aplicadas no meio da placa em balango geometricamente néo-linear

Freqiiéncias (Hz)

Modos
—-F=28N -#-F=3500N

FIGURA 7.13 - Freqiiéncias naturais de Exper.(NL) com F=28N e Exper.(NL)
com F=3500N.
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TESE(NL) - Forgas aplicadas na extremidade da placa em balango geometric. N&o-linear
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FIGURA 7.14 - Freqiiéncias naturais de TESE(NL) com F=28N e TESE (NL)
com F=1400N.

Experimental(NL) - Forgas aplicadas na extremidade da placa em balango geometric.nfio-linear
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FIGURA 7.15 - Freqiiéncias naturais de Exper.(NL) com F=28N e Exper.(NL)
com F=1400N.




8 MODOS NATURAIS DE V!_BRACAO DE UMA PLACA EM BALANCO
GEOMETRICAMENTE NAO-LINEAR

Com o programa Matlab, 1€ as coordenadas da malha 6 x 6 da placa, e o
arquivo autovetor.dat. Assim, plota-se os modos de vibragdo teéricos. Os modos
de ensaios experimentais, foram obtidos com o uso de um tensionador, de uma
célula de carga, de uma ponte extensiométrica, um gerador de sinais, um
amplificador e um excitador. Os procedimentos dos ensaios experimentais se
encontram descritos no Capitulo 4, para uma placa em balango geometricamente
ndo-linear.

8.1 Carga do dispositivo atuando no meio da placa de F=28N.

0.4

eixo
eixo x y

FIGURA 8.1 — TESE(NL) modo 1 — Freqiiéncia natural de 4,94 Hz — F=28N

FIGURA 8.2 — Exper.(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural de 4,75 Hz - F=28N
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eixo x y

FIGURA 8.3 — TESE(NL) modo 2 — Freqiiéncia natural de 12,94 Hz — F=28N
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FIGURA 8.5 — TESE(NL) modo 3 — Freqiiéncia natural de 30,68 Hz — F=28N

FIGURA 8.6 - Exper.(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural de 33,00 Hz — F=28N
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FIGURA 8.7 - TESE(NL) modo 4 — Freqiiéncia natural de 40,50 Hz — F=28N

0.4
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eixo x y

FIGURA 8.9 — TESE(NL) modo 5 — Freqiiéncia natural de 45,61 Hz — F=28N

FIGURA 8.10 - Exper.(NL) modo 5 — Freqiiéncia natural de 46,70 Hz — F=28N
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FIGURA 8.11 — TESE(NL) modo 6 — Freqiiéncia natural de 80,04 Hz — F=28N
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FIGURA 8.13 — TESE(NL) modo 7 — Freqiiéncia natural de 87,70 Hz — F=28N

FIGURA 8.14 - Exper.(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural de 85,50 Hz — F=28N
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FIGURA 8.15 — TESE(NL) modo 8 — Freqiiéncia natural de 96,00 Hz — F=28N

FIGURA 8.16 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural de 95,20 Hz — F=28N
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8.2 Carga do dispositivo mais a for¢a aplicada no meio da placa de F=1000N.
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eixo x y

FIGURA 8.17 — TESE(NL) modo 1 — Freqiiéncia natural de 4,71 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.19 — TESE(NL) modo 2 — Freqiiéncia natural de 11,12 Hz - F=1000N

FIGURA 8.20 - Exper.(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural de 10,00 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.21 — TESE(NL) modo 3 — Freqiiéncia natural de 28,96 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.23 — TESE(NL) modo 4 — Freqiiéncia natural de 37,36 Hz - F=1000N

FIGURA 8.24 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural de 37,87 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.25 — TESE(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural de 42,76 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.27 — TESE(NL) modo 6 — Freqiiéncia natural de 75,22 Hz - F=1000N

FIGURA 8.28 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural de 75,75 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.29 — TESE(NL) modo 7 — Freqiiéncia natural de 84,07 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.31 — TESE(NL) modo 8 — Freqiiéncia natural de 90,38 Hz - F=1000N

FIGURA 8.32 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural de 90,20 Hz - F=1000N
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8.3 Carga do dispositivo mais a forg¢a aplicada no meio da placa de F=2000N.
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FIGURA 8.33 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 4,94 Hz - F=2000N
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3 eixo
eixo x oy

FIGURA 8.35 -TESE(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 10,59 Hz — F=2000N

FIGURA 8.36 - Exper.(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 10,20 Hz - F=2000N
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FIGURA 8.37 - TESE(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 29,99 Hz - F=2000N
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FIGURA 8.39 - TESE(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 37,46 Hz - F=2000N

FIGURA 8.40 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 38,50 Hz - F=2000N
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FIGURA 8.41 - TESE(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 44,35 Hz - F=2000N

FIGURA 8.44 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 74,00 Hz - F=2000N
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FIGURA 8.47 - Modo 8 - Freqiiéncia natural 93,00 Hz - F=2000N

FIGURA 8.48 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 92,50 Hz - F=2000N
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8.4 Carga do dispositivo mais a forca aplicada no meio da placa de F=3000N.
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FIGURA 8.49 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 4,96 Hz — F=3000N
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FIGURA 8.51 - TESE(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 9,64 Hz — F=3000N

FIGURA 8.52 - Exper.(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 10,50 Hz — F=3000N
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FIGURA 8.53 - TESE(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 29,57 Hz — F=3000N
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FIGURA 8.55 - TESE(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 36,12 Hz — F=3000N

FIGURA 8.56 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 35,20 Hz — F=3000N
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FIGURA 8.59 - TESE(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 76,89 Hz — F=3000N

FIGURA 8.60 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 76,20 Hz — F=3000N
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FIGURA 8.61 - TESE(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 87,78 Hz — F=3000N
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FIGURA 8.63 - TESE(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 91,68 Hz — F=3000N

FIGURA 8.64 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 91,60 Hz — F=3000N
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8.5 Carga do dispositivo mais a forca aplicada no meio da placa de F=3500N.
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FIGURA 8.65 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 5,03 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.67 - TESE(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 9,48 Hz — F=3500N

FIGURA 8.68 - Exper.(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 10,50 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.69 - TESE(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 29,52 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.71 - TESE(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 35,52 Hz — F=3500N

FIGURA 8.72 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 37,70 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.73 - TESE(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 44,23 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.75 - TESE(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 76,78 Hz — F=3500N

FIGURA 8.76 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 74,70 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.77 - TESE(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 87,88 Hz — F=3500N
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FIGURA 8.79 - TESE(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 91,20 Hz — F=3500N

FIGURA 8.80 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 95,70 Hz — F=3500N
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8.6 Carga do dispositivo aplicada na extremidade da placa de F=28N.
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FIGURA 8.81 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 5,09 Hz — F=28N

FIGURA 8.84 - Exper.(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 14,50 Hz — F=28N
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FIGURA 8.87 - TESE(NL) modo 4 - Fregiiéncia natural 45,04 Hz — F=28N

FIGURA 8.88 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 46,00 Hz — F=28N
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FIGURA 8.89 - TESE(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 50,01 Hz — F=28N

FIGURA 8.92 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 86,75 Hz — F=28N
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FIGURA 8.93 - TESE(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 89,96 Hz — F=28N
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FIGURA 8.95 - TESE(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 101,37 Hz — F=28N

FIGURA 8.96 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 101,50 Hz — F=28N
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8.7 Carga do dispositivo mais a for¢a aplicada na extremidade da placa de
F=800N
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eixo x

FIGURA 8.97 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 4,79 Hz - F=800N
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FIGURA 8.101 - TESE(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 31,22 Hz - F=800N

FIGURA 8.102 - Exper.(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 32,50 Hz - F=800N
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FIGURA 8.103 - TESE(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 41,06 Hz - F=800N




FIGURA 8.106 - Exper.(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 47,50 Hz - F=800N
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FIGURA 8.107 - TESE(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 85,75 Hz - F=800N

FIGURA 8.108 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 84,00 Hz - F=800N
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eixo x y

FIGURA 8.109 - TESE(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 89,19 Hz - F=800N
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eixo x y

FIGURA 8.111 - TESE(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 98,04 Hz - F=800N

FIGURA 8.112 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 96,00 Hz - F=800N
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8.8 Carga do dispositivo mais a forca aplicada na extremidade da placa de
F=1000N
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FIGURA 8.113 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 4,61 Hz - F=1000N

FIGURA 8.114 - Exper.(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 3,75 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.115 - TESE(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 11,52 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.117 - TESE(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 31,20 Hz - F=1000N

eixo
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FIGURA 8.119 - TESE(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 39,88 Hz - F=1000N

FIGURA 8.120 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 38,20 Hz -F=1000N
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FIGURA 8.121 - TESE(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 49,27 Hz - F=1000N

FIGURA 8.122 - Exper.(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 50,20 Hz -F=1000N
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FIGURA 8.123 - TESE(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 85,17 Hz - F=1000N

FIGURA 8.124 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 82,00 Hz -F=1000N
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FIGURA 8.125 - TESE(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 89,10 Hz - F=1000N
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FIGURA 8.127 - TESE(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 97,07 Hz - F=1000N




8.9 Carga do dispositivo mais a forca aplicada na extremidade da placa de
F=1400N
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eixo x y

FIGURA 8.129 - TESE(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 4,19 Hz — F=1400N

FIGURA 8.130 - Exper.(NL) modo 1 - Freqiiéncia natural 3,75 Hz — F=1400N

eixoy

FIGURA 8.131 - TESE(NL) modo 2 - Freqiiéncia natural 10,87 Hz-F=1400N




FIGURA 8.134 - Exper.(NL) modo 3 - Freqiiéncia natural 32,20 Hz-F=1400N
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FIGURA 8.135 - TESE(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 37,55 Hz -F=1400N

FIGURA 8.136 - Exper.(NL) modo 4 - Freqiiéncia natural 38,50 Hz—F=1400N
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FIGURA 8.137 - TESE(NL) modo 5 - Freqiiéncia natural 49,21 Hz-F=1400N
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FIGURA 8.140 - Exper.(NL) modo 6 - Freqiiéncia natural 81,75 Hz-F=1400N
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FIGURA 8.141 - TESE(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 88,89 Hz—F=1400N

FIGURA 8.142 - Exper.(NL) modo 7 - Freqiiéncia natural 89,50 Hz-F=1400N
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FIGURA 8.143 - TESE(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 95,27 Hz-F=1400N

FIGURA 8.144 - Exper.(NL) modo 8 - Freqiiéncia natural 94,20 Hz-F=1400N
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9 CONCLUSOES E SUGESTOES

9.1 Conclusdes

Observando os resultados encontrados de freqiiéncias naturais nota-se
que as diferengas entre freqiiéncias naturais obtidos por Leissa (1969),
ANSYS,, TESE(L) e Experimental(L) sdo muito pequenas. O maior desvio
percentual foi de 2,62%. As freqiiéncias naturais de TESE(L) e
Experimental(L) apresentaram resultados satisfatorios. Obsevou-se também
que os modos de vibragdo obtidos pela TESE(L) concordaram com os modos

obtidos em ensaios experimentais.

Em todos os casos da placa em balango geometricamente no-linear,
as freqiiéncias naturais teéricas TESE(NL) e experimentais Experimental(NL),

também apresentaram resultados muito proximos.

Observou-se também que surgem algumas freqiiéncias naturais
intermedidrias que se manifestam quando da atuagdo de for¢as de compressdo

na placa.

Verificou-se também que devido a atuagdo da for¢a de compressdo, as
freqiiéncias naturais diminuem entre F=28N e F=3500N, isto quando a forga
era aplicada no meio da placa. Também notamos que as freqiiéncias naturais

diminuem no caso em que a for¢a € aplicada na extremidade da placa.

Os modos de vibragdo obtidos para a placa em balango

geometricamente ndo-linear, foram concordantes entre modos teéricos e

experimentais. Notamos também que os modos tedricos quase sobrepdem aos

modos obtidos pelos ensaios experimentais. Concluimos que comparando os

modos tedricos e experimentais de vibragdo apresentam bons resultados.




Agora, se compararmos os modos de vibragdo da placa em balango
geometricamente linear e ndo-linear, ndo ha semelhanga entre os modos de
vibragdo. Notamos que todos os modos diferem uma das outras. Apenas o
primeiro modo ha uma pequena semelhanga entre modos tedricos e
experimentais. Nas Figuras 9.1 a 9.4, as freqiiéncias naturais sdo baixas e os

modos ficaram parecidos.

Placa em Balango - Modo 1

) eixo - y
eixo - X

FIGURA 9.1 - Modo 1 - TESE(L) - Freqiiéncia natural de 5,17 Hz

0.4 U4

eixo
eixo x y

FIGURA 9.2 - Modo 1 - TESE(NL) - Freqiiéncia natural 4,19 Hz — F=1400N

FIGURA 9.3 - Modo 1 - Experimental(L) - Freqiiéncia natural de 5,20 Hz

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



FIGURA 9.4 - Modo 1 Exper.(NL) - Fregiiéncia natural 3,75 Hz — F=1400N

9.2 Sugestdes para trabalhos futuros

Para que os resultados obtidos sejam comprovados e para confirmar
sua validade efetiva dos modos e freqiiéncias naturais, sugerimos realizar

ensaios experimentais por outros métodos.
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ANEXO A

SIMPLIFICACAO PROPOSTA

A.1 Introducio

A variabilidade das matrizes A, B e C em cada elemento torna o calculo
das matrizes K, e AK;, em cada incremento (ou iteragdo) extremamente
laborioso.

Nesta se¢do apresentam-se as expressdes matriciais que resultam da
simplificagdo proposta por Costa (1986), cuja validade foi comprovada pelo

Pappalardo (1992) e serdo utilizadas neste trabalho.

A.2 Elemento utilizado

O elemento utilizado neste trabalho serad o elemento triangular com trés

noés e com cinco graus de liberdade por n6, sendo trés deslocamentos lineares

(u, v, z) e dois deslocamentos angulares (6 ¢ 6,).

FIGURA A.1 — Elemento triangular




A escolha do referido elemento se deve ao comprovado fato dos seus
bons resultados alcangados por Pappalardo (1992) e principalmente pela
simplificagdo proposta por Costa (1986) que tornam as for¢as de membrana

constantes no interior do elemento.

A.3 Simplifica¢do proposta

No método dos elementos finitos, as fun¢des de forma escolhida para o
elemento triangular sdo fungdes de primeiro grau na interpolagdo dos
deslocamentos u e v e sdo fungdes do terceiro grau na interpolagdo dos

deslocamentos w, , 6, e 6,

A analise das expressdes (3.12), (3.13) e (3.14) do Capitulo 3, mostra

que as forgas de membrana no elemento sdo varidveis de ponto para ponto,

) ar; oy, :
pois apesar de éﬁ’—e% serem constantes, as matrizes A, B e C para cada

elemento ndo o sdo.

Para que as for¢as de membrana se tornem constantes dentro de cada
elemento finito, Costa (1986) propde que as matrizes A, B ¢ C em cada

elemento sejam substituidas pelas seguintes outras:

- 1 3
A =EIL'Ad‘(2
— 1 ;

B =-EILBdQ

asg 3 .
C = lfcan




As forgas de membrana no elemento passam a ser as seguintes:

oy 0 (e
§i A B a’+2 a°:| (A.4)

@) Ba’ +§(abyrab]

hE oy, oy . 1 —e
an 1 J . J = b C b 3
; 2(1+v){"»’ CONRE g 2(a JC'a J (8.0)

As forgas de membrana tornam-se constantes dentro de cada elemento,

pois, além das matrizes A°, B ¢ C' que por defini¢do, sdo formadas de

termos constantes, as fungdes de forma y, que correspondem ao tridngulo de

deformagdo constante, quando derivadas, também o sdo:
Redefinindo-se a ,matriz Ki’,, se torna:
K, =Za (VA +NiB + W5 C') (A7)
Da mesma forma, a matriz G, da equagdo (3.30) do Capitulo 3, torna-

@2 ) £ 2

(ai)’ LA <

Com relagfio a matriz H, ela fica:
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== hE ege sl pNTTE =e 3 aN=Te
oo o T (@ )fA" +B‘a’(a®) B +

B E AW ] e (A9)

Portanto, verifica-se que nos sucessivos incrementos (ou iteragdes), o

calculo das matrizes Ei, G e H fica extraordinariamente simplificada.

Resumindo, o resultado ¢ a seguinte matriz de rigidez tangente

simplificada:

— e o 052G | [0 0
KT = + — i) f ) —
0 K/| |[2G' H| [0 K,

Essa matriz K- de rigidez tangente é agora muito mais simples de se
calcular em cada incremento (ou seja na iteragdo) do que sua expressdo
original K ,, dada na equagdo (3.62) do Capitulo3.

A matriz de massa da placa dada pela equagdo (3.45) do Capitulo 3,

apos essa simplificagdo torna-se:

ﬁb=MIjl®¢’dxdy+%&“ZA’+§“) (A.11)

A matriz de massa do estado plano de tensdes dada pela equagéo (3.32)

do Capitulo 3, ndo se altera, assim a nova matriz de massa da estrutura sera:

(A.12)




ANEXO B
APARELHOS UTILIZADOS NOS ENSAIOS EXPERIMENTAIS NA
OBTENCAO DE FREQUENCIAS NATURAIS E MODOS DE VIBRACAO
DAS PLACAS GEOMETRICAMENTE LINEAR E NAO-LINEAR

B.1 Acelerometro da Briiel & Kjaer

B.3 Martelo de impacto da Briiel & Kjaer tipo 8202
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B.4 Gerador de fungio gf-03 da LABO

B.S Amplificador da Briiel & Kjaer tipo 2712

B.6 Célula de carga da LOCKHEED ELETRONICS COMPANY, modelo
3000 para capacidade de 2000 b
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B.7 Ponte extensiométrica da MENSUREMENTS GROUP, modelo P3500,
para registrar a forca que atua na célula de carga

B.9 Excitador da Briiel & Kjaer tipo 4808
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