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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo de carater bibliografico sobre o uso da
Modelagem Matematica e da Mdusica no ensino-aprendizagem de funcdes
trigonométricas durante a educacdo basica. A presente monografia propde uma
analise de dados, onde foram compiladas pesquisas em um banco de dados para a
compreensao das potencialidades do uso desta abordagem em sala de aula. Ao final
foi elaborada uma proposta de atividade de modelagem do som no intuito de
encaminhar ao professor uma forma, dentre as véarias existentes, de trabalhar as
funcdes trigopnomeétricas usando a Modelagem Matematica.

Palavras-chave: Modelagem Mateméatica; Musica; Funcdes trigonométricas.



ABSTRACT

This work presents a bibliographical study on the use of Mathematical Modeling and
Music in the teaching-learning of trigopnometric functions during basic education. This
monograph proposes a data analysis, where surveys were compiled in a database to
understand the potential of using this approach in the classroom. At the end, a
proposal for a sound modeling activity was created in order to provide the teacher
with a way, among the many existing ones, of working with trigonometric functions
using Mathematical Modeling.

Keywords: Mathematical Modeling; Music; Trigonometric functions.
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1 INTRODUCAO

Muitas vezes, nos deparamos com visfes sobre a matematica como uma
disciplina complexa, cuja aprendizagem se da por meio de um processo de repeticao
de técnicas e memorizacdo de formulas, a qual baseia-se, geralmente, em um
modelo de ensino tradicional, o qual, na maioria dos casos, é responsavel por parte
do desinteresse dos alunos (ANDRADE, 2013, p. 15 seg).

Além disso, sdo muitos os obstaculos que o professor encontra em sala de
aula, como a falta de recursos, salas superlotadas, alunos com defasagem em
relacdo aos conteudos do ano que estdo cursando, a falta de condicbes que o0s
familiares podem ter em ajudar e incentivar os alunos, dentre outros percalcos
enfrentados pela comunidade escolar durante a educacédo basica (ANDRADE, 2013,
p. 23 seq).

Para que possamos alcancar uma educacado efetiva e transformadora da
sociedade é necessario propiciar aos alunos um espaco de discussao, aprendizado
e construcdo de novos conhecimentos, para que desta forma, tornem-se cidadaos
criticos e com potencial investigativo e transformador (ANDRADE, 2013;
BASSANEZI, 2002; BARBOSA, 2001).

Diante disso, algumas tendéncias e metodologias vado de encontro com uma
reformulacéo do sistema de educacao atual, onde por meio delas, os alunos ocupam
um espaco de maior protagonismo durante todo o processo de ensino-aprendizagem
(ANDRADE, 2013). Uma dessas tendéncias é a Modelagem Matematica, a qual esta
ligada a um crescente movimento dentro da area da Educacdo Matematica
(BARBOSA, 2001), contando com diversos pesquisadores, como Rodney Carlos
Bassanezi, Maria Salett Biembengut, Dinisio Burak, Jonei Cerqueira Barbosa, Ana
Paula dos Santos Malheiros, Ubiratan D’Ambrésio (1932 — 2021), entre outros.

Por outro lado, sao diversas as relacdes que podemos encontrar entre a
matematica e a mausica, desde sua teoria até a emissdo dos sons por meio dos
instrumentos. Grandes matematicos, como Leonhard Euler (1707-1783) e Jean Le
Rond d’Alembert (1717-1783), deram importantes contribuicbes para estudos dentro
da musica e de toda a fisica-matematica por trds dela (BROMBERG, 2012). E além
disso, €& possivel encontrar diversos trabalhos que relacionam o ensino de
matematica com a musica e a Modelagem Matematica do som, por meio de funcdes

trigopnométricas.
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Desta forma, visando o contexto atual da matematica na educacdo basica,
realizamos um estudo sistematico acerca da Modelagem Matematica, das relacdes
entre a musica e a matematica com enfoque nas fungdes trigonométricas e por fim
um levantamento e analise de producbes bibliogréficas acerca do ensino de
matematica utilizando a Modelagem Matematica do som e notas musicais por meio
das funcdes trigonométricas, tendo como objetivo compreender e apontar as
potencialidades do uso destas metodologias na aprendizagem das funcdes
trigonométricas.

Na proxima secdo, apresentamos a teoria que fundamenta este trabalho,
passando por trés principais tépicos: o ensino tradicional de matematica, onde
trazemos um pouco de sua problemética e dos encalcos do ensino-aprendizagem de
funcbes trigonométricas na educacao basica; a Modelagem Matematica no contexto
da Educacdo Matematica; e as relacbes entre a musica e a matematica com
enfoque nas fungdes trigonométricas.

Em seguida, na secao 3, explicitamos a metodologia utilizada na producéo
deste trabalho e na obtencéo dos resultados.

Na secédo 4, sera apresentado de forma sistematica o levantamento acerca
das producdes e pesquisas sobre o ensino de funcdes trigonométricas utilizando a
Modelagem Matematica e a Musica, e além disso, faremos apontamentos gerais
sobre essas producdes e para qual caminho elas apontam.

Na secdo 5 deixamos uma sugestédo de atividade de Modelagem Matematica
do som, onde os conceitos de altura, intensidade e timbre podem ser abordados
para ensinar e introduzir o estudo das fun¢des trigonométricas, e ao final, com o
auxilio de um software, os alunos poderdo reproduzir o trecho de uma musica para
validar seus conhecimentos.

Por fim, na secdo 6, enfatizaremos as consideracfes finais e conclusdes
obtidas por meio deste trabalho e como acreditamos que o uso desta metodologia
pode contribuir durante a pratica docente e para evolucdo do ensino atual de
matematica, principalmente para 0 ensino-aprendizagem das funcbes

trigopnométricas.
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1.1 OBJETIVOS

Esta pesquisa teve como objetivo geral realizar um mapeamento das
producbes j& existentes baseadas no ensino-aprendizagem das funcgbes
trigonométricas por meio da Modelagem Matemética e da Mdsica, e identificar o
potencial do uso desta metodologia apontando as possibilidades ja abordadas e os
direcionamentos dados pelos pesquisadores.

Em especifico, buscou-se realizar uma contextualizacdo e compreender a
Modelagem Matematica aplicada ao ensino, a relagdo existente entre a musica e a

matematica com enfoque nas fungdes trigonométricas.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo, apresentaremos de maneira sintetizada os conceitos que
fundamentam esta pesquisa nos quais estdo embasadas nossas discussdes, onde
trataremos: da problematica do ensino tradicional de matematica, da Modelagem
Matematica voltada a Educacao, de algumas relacdes existentes entre a musica e a
matematica, voltadas para as func¢des trigopnométricas, além de abordar brevemente

alguns conceitos musicais ligados ao som.

2.1 O ENSINO TRADICIONAL DE MATEMATICA

Geralmente o0 ensino de matematica na educacdo basica ainda se baseia em
um modelo tradicional onde o professor € o detentor do conhecimento e os alunos
sdo apenas reprodutores daquilo que o professor passa na lousa, e além disso, ha
toda uma preocupacédo com o rigor e o formalismo matematico, buscando sempre a
exatidao e precisdo dos resultados, fazendo com que as aulas se tornem cansativas
e desestimulantes (OLIVEIRA, 2019).

O ensino tradicional de matemética ocorre por meio da memorizacdo de
técnicas e um processo de transmissdo de conhecimento, de tal modo que, na
maioria das vezes, o aluno torna-se apenas um reprodutor daquilo que foi feito e
perde toda sua criticidade e capacidade de analisar dados na busca de solucdes
(ANDRADE, 2013; BASSANEZI, 2002; BURAK, 1992, 2010).

Para uma educacdo de qualidade e um processo de aprendizagem
apropriado o professor precisa lancar mao de diferentes metodologias e praticas
pedagogicas que tornem o aprender matemética atrativo a0 mesmo tempo que
trabalha todo seu rigor e formalismo, os quais ndo podem ser deixados de lado
(ANDRADE, 2013; BASSANEZI, 2002; BURAK, 1992, 2010).

Segundo Bassanezi (p.15, 2002):

Na prépria atividade de ensino, elementar e médio, o porqué de se ensinar
matematica deve ser questionado. Os conhecimentos basicos de célculo,
geometria e estruturas algébricas seriam meros “jogos” destinados a
desenvolver habilidades intelectuais (como ocorre com frequéncia em
nossas escolas) ou deveriam ser instrumentos aplicaveis aos usos
cotidianos? Esta pergunta € ainda mais relevante se considerarmos que a
grande maioria dos alunos, mais tarde, saberd utilizar ou se lembrara de
apenas uma pequena parcela dos conhecimentos matematicos ensinados

no estagio de formacdo e que, mesmo no ambiente de sala de aula, nem
todos se divertem com os “jogos” aprendidos.
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Desta forma, acredita-se que para uma evolugcdo do modelo atual da
educacdo na tentativa de torna-la cada vez menos alienada e mais comprometida
com a realidade dos individuos e da sociedade, faz-se necessario o uso de
instrumentos matematicos por meio dos quais a mateméatica seja inter-relacionada
com outras areas do conhecimento, e ainda é necessario a valorizacdo da
matematica ensinada em sala de aula de modo que ela seja interessante, por sua
utilidade, e estimulante, por ser agradavel (ANDRADE, 2013; BASSANEZI, 2002;
BURAK, 1992, 2010).

2.1.1 O ensino de funcdes trigonométricas

A trigonometria tem sua origem ligada ao estudo de grandes distancias com
inviabilidade de serem medidas fisicamente. Com o passar do tempo se
desenvolveu e tornou-se uma teoria muito importante, desde as relacdes
encontradas estudando lados e éangulos de um tridngulo, até seu estudo na
circunferéncia trigopnométrica, a qual deu origem as chamadas funcbes
trigonométricas circulares (TAVARES, 2022).

Assim como na mateméatica em geral, o ensino de trigonometria e
principalmente de fung¢des trigonométricas encontra diversas dificuldades devido a
sua abstracdo, visualizacdo e até mesmo sua conexdo entre Algebra e Geometria,
fazendo-se necessario o uso de diferentes préaticas pedagoégicas as quais permitam
uma contextualizacdo e tornem mais “palpaveis” os conceitos que constituem as
funcbes trigonométricas (TAVARES, 2022).

Este tipo de funcdo tem grande importancia, principalmente devido as suas
aplicacdes na modelagem de fendmenos periédicos, e além disto, de acordo com a
Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018, p. 535-536) e as habilidades e
competéncias nela descritas, é necessario conectar este estudo ao cotidiano dos
alunos, sendo possivel trabalhar, por exemplo, com ondas sonoras, fases da lua,
movimentos ciclicos, e até mesmo conectar o ensino destas fun¢gées com pautas
além da matematica, que envolvem desde a sustentabilidade até questdes de saude
dos alunos.

Diante do exposto, é possivel o trabalho com as func¢des trigonométricas de
uma forma diferenciada, pensando em todo o viés cultural e na importancia que a

musica tem atualmente no mundo.
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2.2 MODELAGEM MATEMATICA

Segundo as concepc¢des da matematica aplicada, a Modelagem Matematica
trata do ato de descrever fenbmenos por meio de equacdes ou sistemas de
equacbes matematicas, através dos quais se obtém solucbes e conclusées na
linguagem do mundo real (BASSANEZI, 2002). O diagrama da Figura 1 sintetiza

este processo de Modelagem.

HIFOTESES DE PROBLEMA

PROBLEMA REAL -
SIMPLIFICACAQ MATEMATICO

RESOLUCAO
(APROXIMADA) DO
PROBLEMA
MATEMATICO

VALIDACAD

PROCESSO VALIDACAD SOCIAL DA
DECISORIO . SOLUCAO . MA:EJTL;?;E; DA

Figura 1 — Diagrama do processo de Modelagem segundo a matematica aplicada, produzido pelo
autor.

No ambito da Educacdo Matematica, a modelagem tem se tornado uma
importante abordagem didatica e pedagdgica vinculando a matematica a realidade, a
teoria a pratica e integrando as diferentes areas do conhecimento, que € um dos
objetivos propostos na BNCC (BRASIL, 2018, p. 470), onde as disciplinas devem
articular-se de maneira a realizar um trabalho de carater interdisciplinar, trazendo
significado para a matematica fora da escola e trabalhando a capacidade critica do
aluno (BARBOSA, 2001; BIEMBENGUT, 2000; BURAK, 1992, 2010; BURAK e
KLUBER, 2008), proporcionando momentos de construcdo de conhecimentos para
gue possam interpretar situacdes dentro e fora da sala de aula.

O processo de modelagem — apesar das diferentes concepc¢des advindas de
diferentes autores — pode ser descrito em trés topicos: a percepcdo, onde sdo
captadas as ideias, informagbes e dados para entende-los e relacionar com o
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proposto, tratando-se assim da selecdo do que serd estudado e especificacdo da
situacdo problema, fenbmeno ou assunto que sera trabalhado; compreensédo e
explicitacdo, tratando-se da formulacdo e resolucdo do modelo, classificando a
relevancia das informacgdes, simplificando as hipéteses necessarias e identificando
as variaveis envolvidas na descricdo do objeto estudado; por fim, a significacdo e
expressdo, onde baseado nos resultados obtidos na fase anterior, € feita a
interpretacdo e validagdo dos mesmos, verificando se atendem e se adequam as leis
empiricas do fenbmeno observado (GRAMS, 2014, p. 42-43).

O uso da modelagem possibilita ao aluno a testagem e validacdo de
hipéteses incentivando o carater pesquisador e trabalhando a matematica aplicada
em sala de aula de tal modo que se torne cada vez mais prazerosa e interessante de
se trabalhar (BARBOSA, 2001; BASSANEZI, 2002; BIEMBENGUT, 2000; BURAK,
1992, 2010).

Apesar das diversas concepcdes de Modelagem Matematica que podemos
encontrar, neste trabalho vamos tomar por base as definicbes e conceitos de acordo
com a visdo dos autores Rodney Carlos Bassanezi, Maria Sallet Biembengut, Dinisio
Burak e Jonei Cerqueira Barbosa devido a ligacdo entre os autores. No Quadro 1
apresentamos de forma resumida as concepcbes de cada autor acerca da
modelagem matematica no campo da Educacdo matematica, e as respectivas obras

de onde retiramos tais concepgoes.

Quadro 1 - Algumas concepc¢Bes de Modelagem Matematica.

AUTOR CONCEPCAO OBRA

7

A modelagem matematica é a arte de
traduzir a realidade e seus fenbmenos
por meio de equacBes matematicas

sistematizadas, buscando resolvé-las _ _
Ensino-aprendizagem

RODNEY para obter conclusdes na linguagem do
com modelagem
CARLOS mundo real. -
matematica: uma
BASSANEZI Segundo o  autor, usualmente .
_ o nova estratégia
seleciona-se as hipoteses,

formalizando-as por intermédio de um
sistema artificial, 0 modelo, o qual € um

conjunto de simbolos e relagdes
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matematicas que representam 0

fendbmeno estudado.

DINISIO BURAK

A modelagem matematica é um

conjunto de procedimentos com
objetivo de construir um paralelo para
tentar explicar matematicamente o0s
fendmenos do cotidiano do ser humano,
ajudando a fazer predicbes e tomar
decisdes.

O autor inicialmente tinha sua visao
fundamentada pela matematica
aplicada, porém para romper com a
visdo de ciéncia mencionada e buscar
maior significado ao que é ensinado e
ao que é aprendido, baseou-se em dois
principios de desenvolvimento da
modelagem matematica: o interesse do
grupo e a obtencdo de dados do
ambiente em que se localiza o interesse

do grupo.

Modelagem
matematica: acbes e
interacdes no
processo de ensino-

aprendizagem

Considera que a modelagem é um
procedimento que envolve a criacdo de

um modelo, o qual € visto como uma

ponte que liga a matematica e a
_ ) Modelagem
MARIA SALLET |realidade e traduz o fenémeno -
matematica no
BIEMBENGUT | estudado. _
. . ensino
Nesta concepgdo a matematica e a
realidade sdo conjuntos disjuntos e a
modelagem €& um meio de fazé-los
interagir.
JONEI A modelagem matematica se constitui Modelagem na
CERQUEIRA como um ambiente de aprendizagem Educacao
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BARBOSA

no qual os alunos sédo convidados a
indagar e/ou investigar, por meio da
matematica, situagBes oriundas de
outras areas.

N&o ha inicialmente a necessidade de a
tematica ter relacdo direta com a
matematica. Este fato pode
proporcionar a formulacéao de
problemas que ndo tenham como
resolucéo célculos matematicos
elaborados.

Os conceitos matematicos a serem
explorados dependem do
desenvolvimento e encaminhamento
realizado, portanto, s6 se sabera a
medida que as atividades avancarem,
propiciando o que € considerado pelo
autor como atividade de natureza
aberta, impossibilitando garantir a
presenca de um modelo matematico
propriamente dito na abordagem dos
alunos. O termo ambiente diz respeito
ao lugar que os cerca e que os envolve,
0 qual estimula a investigagdo de
situacBes oriundas de outras areas, por
meio da matematica. A partir do
momento em que os alunos se sentem
parte deste lugar e se interessam pela
indagacado e investigagdo, passam a
desenvolver 0 trabalho com
modelagem.

O ambiente de aprendizagem da

modelagem, segundo o autor, se

Matematica:
contribuicdes para o

debate tedrico
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configura em trés casos, 0S quais
indicam o grau de abertura da
atividade, que aumenta no decorrer das
praticas realizadas e neste caso 0s

alunos assumem a responsabilidade

pela atividade.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3  MUSICA E MATEMATICA

Desde a antiguidade fala-se da relagao entre matematica e musica e o “mais
popular’ exemplo se deu na Grécia Antiga, onde Pitagoras percebeu através de
experimentos, que o som de instrumentos musicais é representado por relacdes de
razb6es e de numeros inteiros (BROMBERG, 2012). Na época, pela primeira vez foi
estabelecida a relacéo entre intervalos musicais, ou seja, a distancia entre as alturas
de um som e razdes de cordas, principalmente para a mistura de sons consonantes
(agradaveis) de intervalos de oitava (1/2), de quinta (2/3) e de quarta (3/4), e este
experimento levou a criagdo de um sistema musical que se baseia na relacao
simples de numeros inteiros (BROMBERG, 2012; COMUNE, 2014; DEPIZOLI, 2015;
RODRIGUES,1999).

JA no periodo classico, Arquitas de Tarento (430-360 a.C), teve grande
importancia para o desenvolvimento da musica, trabalhando principalmente ligado
ao estudo das propor¢des musicais onde acredita-se que possivelmente tenha sido
ele quem trocou a denominacdo de média subcontraria para média harmobnica.
Segundo Arquitas, a harmonia entre dois ou mais sons ocorria quando 0S mesmos
eram ouvidos como se fossem um unico (DEPIZOLI, 2015).

A partir da percepcdo de que o som era produzido decorrente de pulsacbes
de ar, onde as rapidas geravam um som agudo e as lentas um som grave, isto €,
que a altura musical tem relacdo com a frequéncia de um som, foi que o elemento
basico de estudo da acustica passou a ser o de compreender de que forma o som
se propaga no ar como onda (ABDOUNUR, 2006, IAZZETTA, 2006).

Para gerar suas notas musicais, em contrapartida a Pitdgoras que utilizava
apenas o percurso das quintas, Arquitas lancava méo do uso das médias aritméticas

e harmonicas, obtendo assim fragdes diferentes (DEPIZOLI, 2015).
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Marcado por um intenso periodo de matematizacao de processos naturais, no
Renascimento se passou a buscar explicacdes racionais para a ciéncia matematica-
musica, e desta forma, tem inicio a fisica da musica, a busca pela compreensao dos
harmdnicos musicais e a explicacdo quantitativa do timbre. Nesta época, foram
diversos os estudiosos que se destacaram, como Taylor (1685-1731), Leonhard
Euler (1707-1783), Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), Daniel Bernoulli
(DEPIZOLI, 2015).

A partir do pressuposto de que a vibragdo de um corpo sonoro poderia ser
observada como superposicdo de seus modos simples com distintas amplitudes,
D’Alembert utilizou o Teorema de Fourier (Lei de Ohm da Acustica) — que dentre
outras coisas transformou-se no fundamento para andlise de harménicos — para
demonstrar suas afirmagdes (DEPIZOLI, 2015).

No decorrer do tempo, os estudos sobre a musica de um ponto de vista fisico-
matematico foram avancando e tornando-se mais fortes, principalmente com a
criacdo de sintetizadores e da mdusica eletrbnica, o que estreitou ainda mais a
relacdo existente entre a musica e a mateméatica desde a época de Pitdgoras
(DEPIZOLI, 2015; IAZETTA, 2006).

2.3.1 FUNCOES PERIODICAS: SENO E COSSENO

Nesta sec¢do apresentamos alguns conceitos matematicos sobre as funcdes
trigonométricas, que serdo Uteis em nossa compreensao das relac6es abordadas

neste trabalho sobre a matematica e o som.

Funcéo Periodica. Uma funcéo real f é dita periodica se, existe, um numero
real positivo T, denominado periodo, tal que f(x +T) = f(x). O periodo pode ser
compreendido como 0 tempo necessario para que a funcdo comece a apresentar
repeticdes (no caso das fungdes trigopnométricas circulares, é o tempo para que elas

completem uma volta no ciclo trigopnométrico).

Monotonicidade da Funcdo. Uma funcédo f é dita monétona em [a, b] se

para todo x,, € [a, b] tem-se:

a. Xpy1 = x, — f(x,) = f(x,41), @ funcdo € ndo crescente.

b. x,41 =%, = f(xn41) = f(x,), afuncdo é ndo decrescente.
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Funcéo Par. Uma funcéo é dita par, se f(—x) = f(x), para todo x.
Func&o Impar. Uma funcéo € dita impar, se f(—x) = —f(x), para todo x.

Funcdo Limitada. Uma funcgdo € dita limitada se existe um ndimero K € R tal
que |f(x)] <K -» —K < f(x) <K.

Como dito anteriormente, a trigonometria tem sua origem ligada ao estudo
das relacdes entre os lados e angulos de um triangulo, onde as razbes
trigonométricas mais utilizadas hoje em dia sdo seno, cosseno e tangente.

O ciclo trigonomeétrico é uma circunferéncia orientada, centrada na origem do
plano cartesiano e tomada com raio unitario, onde toma-se um ponto fixo P como
origem de todos os arcos. Este ciclo é dividido em quatro regibes, chamadas

guadrantes.

seno

A
tangente

\ >

20Q 19Q \

cotangente B

COS5en0

>
A O A ®

‘QQ 4° Q

e
e

Figura 2 — Ciclo trigonométrico.
Figura retirada de (GONCALVES, 2018).

Conforme a Figura 2, sdo associados quatro eixos, sobre os quais estdo
centrados os estudos acerca das fungbes seno, cosseno, tangente e cotangente. As
outras relacbes, secante e cossecante, sdo estudadas sobre o eixo dos cossenos e
dos senos.

Como o foco deste trabalho estd nas fungbes trigonométricas e em suas
propriedades que tem relacdo com o som e a mausica, aqui introduziremos 0s
conceitos enquanto fungdes, sem discorrer mais afundo sobre os estudos citados

acima, os quais dado origem a estas funcbes. Além disso, daremos enfoque as
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funcdes seno e cosseno por serem as mais comuns durante a educacgao basica e as
gue mais se relacionam com os conceitos abordados na maioria das pesquisas de

nossa tematica.

Funcédo Seno. A fungdo seno é uma fungéo f: R — R onde a cada x dentro do
dominio associa-se um Unico y = sen(x), isto &, f(x) =sen(x). Esta funcdo é
limitada, pois |sen(x)| < 1, e sua imagem ¢é dada por Im(sen(x)) = [—1,1], e desta

forma, a funcdo seno néo é sobrejetora, pois Im(sen(x)) # Cd(sen(x)).

=2m -3 /2 = -mi2 w2 w 3n/2 2n

-2

-3

-5

Figura 3 — Gréfico de f(x) = sen(x), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.

Algumas propriedades da funcéo seno:

|.  Periodicidade: sen(x + 2km) = sen(x), onde k € Z.

[I. Paridade: sen(x) = —sen(x).

Funcdo Cosseno. A funcdo cosseno é uma funcéo f: R — R onde a cada x
dentro do dominio associa-se um Unico y = cos(x), isto é, f(x) = cos(x). Esta
funcéo é limitada pois |cos(x)| < 1, e sua imagem € dada por Im(cos(x)) = [-1,1], e

desta forma, a funcéo cosseno nédo € sobrejetora, pois Im(cos(x)) # Cd(cos(x)).
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Figura 4 — Grafico de f(x) = cos(x), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.

Algumas propriedades da fungao seno:

|.  Periodicidade: cos(x + 2km) = cos(x), onde k € Z.

Il. Paridade: cos(—x) = cos(x).

Note que sen(x) =0+ 1sen(lx) e cos(x) =0+ 1cos (1x) , desta forma,
podemos pensar nestas fungcdes com um comportamento mais geral, isto €, escritas

em uma forma mais geral.

Forma Geral da Funcéo Seno. Considere f(x) = A+ Bsen(Cx + D), onde A,

B e C sdo constantes.

Vamos analisar, graficamente, o que cada coeficiente provoca na curva da

funcéo f. Primeiramente, vamos manter B e C e D fixos e modificar o coeficiente A.



Figura 5 — Grafico de f(x)=0+1sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 6 — Grafico de f(x) = % + 1sen(1x + 0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 7 — Gréfico de f(x)= f(x) = %+ 1sen(1x + 0), produzido pelo autor usando o software
GeoGebra.
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=21 -3m/2 =T -m/2

Figura 8 — Grafico de f(x) = 1 + 1sen(1x + 0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.

Analisando os gréaficos, podemos notar que a alteracdo no valor do coeficiente A
causa um deslocamento vertical na curva de f(x), de modo que A < 0 desloca a
curva para baixo e A > 0 desloca a curva para cima, isto é, altera o valor para o qual
a curva ira interceptar o eixo y (vertical).

Por exemplo, na Figura 5 temos a curva passando por (0,0), na Figura 6 por
(O&), na Figura 7 por (0, %) e na Figura 8 por (0,1). Podemos generalizar entdo que a
curva ira interceptar o eixo y exatamente no ponto da forma (0,4), desde que D = 0.

Além disso, outra alteracdo notavel € de que a imagem de f depende também
do coeficiente A. Note que, em todos os graficos temos duas retas paralelas ao eixo
X(x=A+(-1)ex=A+1), e conforme alteramos o valor de A a curva e as retas
deslocam-se em relagéo a este eixo, e desta forma, podemos ver facilmente que a

imagem é alterada. Por exemplo, na Figura 5 temos Im(f) = [—1,1], na Figura 6
Im(f) = [—Z,Z], na Figura 7 Im(f) = [—%,%] e na Figura 8 Im(f) = [0,2], e desta

forma, identificamos que neste caso a imagem é dada por Im(f) = A+ [-1,1].

Agora vejamos 0 que acontece quando alteramos o coeficiente B.
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Figura 9 — Grafico de f(x)=0+1sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 10 — Grafico de f(x)=0+§sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 11 — Gréfico de f(x)=0+%sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.



34

5/2
3/2

-2 _3m/2 a /2 0 w2 - /2 2
-1/2

-3/2

-2
-5/2

-3 1

Figura 12 — Grafico de f(x)=0-1sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 14 — Grafico de f(x)=0-§sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Analisando os gréficos, podemos notar que o coeficiente B causa um achatamento
na curva para —1 < B < 1 e um esticamento para B < —1 e B > 1, isto &, ele altera a
amplitude da curva, e desta forma, podemos ver que, assim como 0 A4, o coeficiente

B altera a imagem.
Na Figura 9 Im(f) =[-1,1], na Figura 10 Im(f) = [—%,%], na Figura 11

Im(f) = [—i,i], na Figura 12 Im(f) = [-1,1], na Figura 13 Im(f) = [—2,%] e na

3

Figura 14 Im(f) = [—%,5]. Nestes casos temos que Im(f) = B[—1,1].

O coeficiente B altera também a monotonicidade de f nos intervalos, como

por exemplo, na Figura 13, dentro do intervalo [0, g] a funcédo é ndo decrescente, ja

na Figura 14 podemos ver que dentro do mesmo intervalo a fungéo € néo crescente.
De maneira geral, ao analisar cada intervalo, podemos notar a alteracdo da
monotonicidade da fungéo.

Alterando o coeficiente C obtemos os seguintes graficos.

/-Zn _an/2 —\TTII 2 w2 1\1{1 2/17

-2 4

Figura 15 — Gréfico de f(x)=0+1sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra
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Figura 16 — Grafico de f(x)=0+1sen(2x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 17 — Grafico de f(x)=0+1sen(-2x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 18 — Gréfico de f(x)=0+1sen(4x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 19 — Gréfico de f(x)=0+1sen(-4x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.

Ao analisarmos os gréficos, podemos notar que o coeficiente C causa alteracbes no
periodo da funcao, onde na Figura 15 temos f com periodo 2w, nas Figuras 16 e 17
f tem periodo &, porém, como a funcdo seno € uma funcéo impar, entdo ha uma
alteragdo na monotonicidade dos intervalos pois 0 + 1sen(—2x + 0) = 0 — 1sen(2x +

0), e nas Figuras 18 e 19 f tem periodo g

Percebemos que ocorre também alteracdo na monotonicidade da funcao

conforme o sinal de C é alterado. De maneira geral, podemos notar que C altera o

21

periodo da funcdo seno, de tal forma que pode ser expressado por p = -



Por fim, vamos analisar o
coeficiente D.
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que ocorre com f conforme alteramos o

RN
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Figura 20 — Grafico de f(x)=0+1sen(1x+0), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 21 — Gréfico de f(x)=0+1sen(1x+1), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Figura 22 — Grafico de f(x)=0+1sen(1x-1), produzido pelo autor usando o software GeoGebra.
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Analisando os graficos das Figuras 20, 21 e 22 é possivel notar que conforme
alteramos o coeficiente D houve um deslocamento do gréafico horizontalmente. Desta
forma, de maneira geral, nota-se que D < 0 provoca um deslocamento da curva para

a esquerda e D > 0 provoca um deslocamento da curva para a direita.

Forma Geral da Funcdo Cosseno. Considere f(x) = A+ Bcos(Cx + D),

onde A, B e C sao constantes.

Da mesma forma como fizemos para a funcado seno, € possivel analisar os
graficos para verificar o que ocorre com a curva conforme cada coeficiente é
alterado. Em suma, as alteracGes provocadas por cada coeficiente sdo as mesmas,
com algumas pequenas variagoes.

O coeficiente A também desloca a curva do cosseno verticalmente, de modo
gue A < 0 desloca a curva para baixo e A > 0 desloca a curva para cima, fazendo
com que a curva intercepte o eixo y no ponto da forma (0,4 + 1), desde que D = 0.

O coeficiente B ocasiona também alteracdes na amplitude da curva. O coeficiente C

2

altera o periodo, onde p = ?" porém, como a fungéo cosseno é par, entdo A+Bcos(-

Cx+D) = A+Bcos(Cx+D) e portanto ndo altera a monotonicidade da curva em
intervalos. Por fim, assim como para a funcdo seno, o coeficiente D desloca
horizontalmente a curva da funcdo cosseno, onde D < 0 a desloca para a esquerda
e D > 0 a desloca para a direita.

Analisando todos estes aspectos, uma Ultima consideracédo a ser feita é de

que tanto para o seno quanto para o cosseno temos que Im(f) = A + B[-1,1].

2.3.2 SERIE DE FOURIER

Assim como acontece com a série de Taylor, a série de Fourier pode ser
utilizada para expressar fung¢des periddicas complicadas em termos de funcdes
elementares (BOYCE, DIPRIMA e MEADE, 2020). Desta forma, além de ser
bastante util na resolucdo de alguns problemas envolvendo equacdes diferenciais
parciais (BOYCE, DIPRIMA e MEADE, 2020), a série de Fourier pode ser utilizada
para a representacdo de timbres emitidos por instrumentos, voz humana, entre
outros, e mais especificamente a série de Fourier quantizada, € comumente utilizada
na representacao de sinais sonoros (timbres) emitidos por sintetizadores eletrénicos

— Figura 23 — os quais foram criados justamente para a emissao de timbres de
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instrumentos ou até mesmo de outros (RATTON, 2002, apud, DEPIZOLI, 2015, p.
57).

B ) |® o : |
== — rreog)
Figura 23 — Sintetizador Eletrdnico.

Figura produzida por MURTA (2019), disponivel em (<encr.pw/88u7m>).

Hoje, gracas aos estudos iniciados por Joseph Fourier, fenbmenos que
envolvem a propagacao de ondas em um meio continuo, podem ser modelados de
acordo com uma Equacéo Diferencial Parcial muito importante dentro da Matematica
Aplicada (BOYCE, DIPRIMA e MEADE, 2020, p. 340), a equacao da onda, dada por

2 2
, 07U _07u 1)
ox?  0t?

em que u(x, t) representa o deslocamento vertical da corda do ponto x no instante t

T P ~ . 2 .
ea’= > onde T € a tenséo exercida sobre a corda e p € a massa por unidade de

comprimento do material da corda. Esta equacao relaciona-se aos estudos de ondas
acusticas, ondas de &agua, ondas eletromagnéticas e ondas sismicas (BOYCE,
DIPRIMA e MEADE, 2020, p. 340). De certa forma, a solucdo da equacéo (1) esta
ligada ao método da separagdo de varidveis e a Série de Fourier, sendo assim,

alguns conceitos importantes sobre ela estdo apresentados abaixo.

Série de Fourier. A série de Fourier de uma funcéo f(x) em um determinado

conjunto de pontos é dada na forma

% + i [a,, cos (mztx) + b, sen (mzrx)]. (2)

m=1


encr.pw/88u7m
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desde que ela convirja em nestes pontos. Onde a,, a,, € b,, S&0 0s coeficientes,
. ~ Oomx mmx mix
respectivamente, das funcdes cos(T), cos (T) e sen (T)

Ortogonalidade de Func¢des. O conceito de ortogonalidade de vetores pode
ser estendido para funcbes, onde duas funcdes f(x) e g(x) sdo ortogonais no

intervalo [a, b] desde que o produto interno padréo dessas funcbes seja nulo, isto é

b
<f.9>= | F@gGIdx =0, @3)

Para o caso da fungdo seno e cosseno, temos que s&do ortogonais no intervalo

[—L, L] pois satisfazem as seguintes relacdes:

f_LL cos (mztx) cos (nllﬂ) dx = {2: ji z 2 Z 4)
f_LL cos (?) sen (nLﬂ) dx = 0,para todo m,n (5)
f_LL sen (mzcx> sen (nLﬂ) dx = {2: zg 2 i Z (6)

Férmulas de Euler-Fourier. Para o calculo dos coeficientes a,,, b,, € pode-se

utilizar as seguintes férmulas

a, = %fif(x)sen ("Lﬂ) dx (7
b, = %J_LLf(x)sen (nLﬂ) dx. (8)

Teorema de Convergéncia de Fourier. Dada f e f’ funcbes seccionalmente
continuas no intervalo [—L, L[, onde f esta definida fora do do intervalo [—L, L[ de

modo que possui periodo 2L, entdo a fungdo f tem uma série de Fourier
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fx) = % + i [a,, cos (mztx) + b,, sen (?)] (9

m=1

em que seus coeficientes sdo dados pelas Formulas de Euler-Fourier. Desta forma,

onde f é continua a Série de Fourier converge para f(x) e onde € descontinua
converge para%(f (x*) + f(x7)). Este teorema expressa condi¢gdes suficientes para

que a série de Fourier seja convergente, porém ndo sdo condi¢cdes necessarias.

Ja definimos anteriormente o que séo funcbes pares e impares, sendo assim,

abaixo destacamos algumas propriedades importantes destas fun¢des:

A. A soma ou diferenca de duas funcdes pares € par; o produto ou
guociente de duas funcdes pares € par.

B. A soma ou diferenca de duas funcfes impares é impar; o produto ou
guociente de duas funcdes impares € par.

C. A soma ou diferenca de uma funcéo impar e uma fungéo par ndo é
par nem impar; o produto ou quociente de uma funcéo impar e uma
funcao par é impar.

D. Se f é par

j f(x)dx = 2[ f(x)dx. (10)
-L 0

E. Se f é impar

J f(x)dx = 0. (11)
-L

Série em Cossenos. Dadas f e f' seccionalmente continuas em [—L,L],
onde f é par e tem periodo 2L. Das propriedades A e C, temos que f(x)cos(nLix) e
par e que f(x)sen("Lix) € impar. Desta forma, pelas equacdes (10) e (11) os

coeficientes da série de Fourier sdo
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L
a, = %fo f(x)cos (nLLx) dx (12)
b, = 0. (13)
Portanto,
flx) = % + z a,cos (nLLx) . (14)
n=1

Série em Senos. Dadas f e f’ seccionalmente continuas em [—L, L[, onde f

€ impar e tem periodo 2L. Das propriedades B e C, temos que f(x)cos(nLix) € impar

e f(x)sen(*-) é par. Logo, os coeficientes de Fourier sdo

a, =0 (15)
2 (L nmx
b, = ZJ;) f(x)sen (T) dx. (16)
Portanto,
- nmx
fx)= bnsen(T). (17)
n=1

24 SOM E ONDAS SONORAS

Claramente, é possivel perceber que a matéria prima da musica € o som,
onde a sobreposicdo harmoniosa de diferentes sons permite que as musicas sejam
produzidas. O som, por sua vez, € um elemento fisico, o qual faz parte do nosso
cotidiano e é perceptivel ao nosso ouvido, sendo estudado principalmente por meio
da matemaética.

As ondas sonoras sdo aquelas que se dado por meio da propagacao de
perturbacdes em meios mecéanicos liquidos, solidos e gasosos (HALLIDAY et al.,

2022), as gquais sdo detectadas por nosso timpano com frequéncia e amplitude
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definidas e desta forma sédo convertidas em estimulo nervoso que ao alcancar nosso
cérebro produz a sensacao auditiva (som) (HALLIDAY et al., 2022; RAMALHO et al.,
2014).

Abaixo apresentaremos alguns conceitos importantes relacionados as ondas
sonoras, 0S quais serdo importantes para relacionar o estudo das funcdes

trigonométricas com as ondas sonoras e consequentemente com a musica.

2.4.1 CARACTERISTICAS DAS ONDAS SONORAS

Frequéncia. A frequéncia é dada pelo nimero de oscilacbes completas
apresentadas pela onda dentro de um determinado intervalo de tempo, geralmente,
€ dada em (Hz/s). Este numero de oscilacées tem relacdo com o periodo (T) da

onda, e é descrita por:

(18)

Nl

Crista. A crista de uma onda é definida como sua parte mais alta.
Vale. O vale de uma onda € definido como sua parte mais baixa.

Comprimento de Onda. E dado pela distancia de uma crista até outra crista

(ou vale até vale) e é denotado por A.

Velocidade da Onda. E a velocidade de propagacéo da onda, dada por:

v = fA. (19)

Amplitude da Onda. E a distancia entre a crista (ou o vale) e o0 eixo X, ou

seja, a metade da distancia entre a crista e o vale da onda e é denotada por A.
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CRISTA, CRISTA,

VALE, VALE,

Figura 24 — Elementos da onda.

Figura produzida pelo autor usando o software GeoGebra.

2.4.2 FISIOLOGIA DO SOM

Muitas vezes, as pessoas, em seu conhecimento popular, ao ouvir um som,
como por exemplo a voz de uma pessoa, costumam diferencid-los por ser uma voz
mais “fina” ou mais “grossa”.

Esta caracteristica fisiologica do som é denominada altura, que é a
propriedade de um som ser agudo, médio ou grave (GUSMAO, 2012; MED, 1996).
Fisicamente falando, é o quédo rapidas ou lentas sdo as compressfes de ar que
produzem este som, ou seja, a altura de um som é determinada por sua frequéncia,
onde as ondas sonoras com menor frequéncia produzem um som mais grave
(baixo), e as com maior frequéncia produzem um som mais agudo (alto) (DEPIZOLI,
2015).

A Figura 25 mostra um exemplo de como seriam ondas que produzem sons

graves (baixa frequéncia), médios (média frequéncia) e agudos (alta frequéncia).
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GRAVE

MEDIO

AGUDO

Figura 25 — Som grave, médio e agudo.
Figura produzida pelo autor usando o software GeoGebra.

Outra caracteristica, € aquela que comumente denominamos erroneamente
de volume baixo e volume alto, quando na verdade estamos nos referindo a
intensidade do som, a qual é a propriedade do som ser forte ou fraco, e esta ligada
respectivamente, com a alta amplitude da onda ou baixa amplitude da onda
(DEPIZOLI, 2015; GUSMAO, 2012; MED, 1996).

FORTE

FRACO

Figura 26 — Som forte e fraco. Figura produzida pelo autor usando o software GeoGebra.
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Por fim, outra caracteristica importante nesta diferenciacdo dos sons é o
timbre, onde a partir de um som fundamental, o qual é formado pela superposicéo
de sons com frequéncias diferentes, obtém-se um som (MED, 1996). Por exemplo,
quando uma nota € tocada em um instrumento, ela € composta por diferentes ondas
sonoras com frequéncias e amplitude relacionadas, onde um deles possui a
frequéncia fundamental e os outros possuem frequéncias multiplas dela. Segundo
Pereira (2013, apud, OLIVEIRA, 2021, p. 39) essa soma de harmoénicos pode ser

representada por uma soma de fungdes seno da forma

n

Flx) = 2 asen(2mk fox) (20)
k=1
onde f; é a frequéncia fundamental, kf; sdo seus multiplos, e a; determina a
amplitude da onda, isto é, a intensidade do harmonico. Cada harmonico é
representado por uma funcdo seno da Série na equacdo (20) e a soma destes
harménicos produz o timbre, podendo ser uma soma parcial ou até mesmo uma
soma infinita, isto €, com n — co.

Segundo SOUZA, CINTRA e OLIVEIRA (2005, p. 272), em todos os
instrumentos musicais o som é constituido de uma nota fundamental e um certo
namero de harmonicos que o caracterizam, isto €, independente do instrumento, por
exemplo, a nota d6 que possui frequéncia de aproximadamente 262Hz tera esta
frequéncia como sendo a fundamental, porém, a composi¢cdo harmdénica do som
emitido por cada instrumento é diferente.

Os coeficientes da equacéo (20) tém grande importancia, pois € a partir deles
e de combinacdes entre eles que os diferentes timbres sdo produzidos (OLIVEIRA,
2021; SOUZA, CINTRA e OLIVEIRA 2005).

Nas Figuras 27, 28 e 29 podemos ver a representacao grafica do timbre de
trés notas emitidas por um Trompete em Si Bemol, note que as curvas apresentam
caracteristicas apontadas durante todo nosso estudo sobre as func¢des periodicas e

a série de Fourier.
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' Sound Analysis Oscilloscope

Figura 27 — Gréfico da nota Si tocada por um Trompete em Si Bemol, produzido pelo autor utilizando

o0 aplicativo Sound Analysis Oscilloscope, disponivel em (<l1nk.dev/JH1kh>).

' Sound Analysis Oscilloscope

Figura 28 — Gréfico da nota La tocada por um Trompete em Si Bemol, produzido pelo autor utilizando

0 aplicativo Sound Analysis Oscilloscope, disponivel em (<|1nk.dev/JH1kh>).


l1nk.dev/JH1kh
l1nk.dev/JH1kh
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' Sound Analysis Oscilloscope

Figura 29 — Gréfico da nota Sol tocada por um Trompete em Si Bemol, produzido pelo autor

utilizando o aplicativo Sound Analysis Oscilloscope, disponivel em (<l1nk.dev/JH1kh>).

Para uma aproximacdo das curvas acima, € possivel utilizar métodos
numéricos e computacionais voltados para a estimacdo harménica de sinais, assim
como a abordagem proposta em SOUZA, CINTRA e OLIVEIRA (2015), que segundo
0 autor, trata-se de uma abordagem com base em aproximacdes quantizadas do
modelo classico de Fourier.

O importante a se entender aqui, € que a relacao existente entre a série de
Fourier e a musica estd justamente no timbre, pois, geralmente, este apresenta
comportamento de uma funcéo periddica a qual pode ser aproximada por meio da
série de Fourier.

Ainda, é possivel representar determinados timbres por meio de somas
parciais de uma série de Fourier de modo que se tenha um erro minimo e aceitavel,
em que a diferenca seja imperceptivel ao ouvido humano, e além disso, alguns
instrumentos como por exemplo a Flauta Doce, possuem som mais puro, exigindo
menor conteudo de harmoénicos (SOUZA, CINTRA e OLIVEIRA, 2005). Desta forma,
guanto mais puro o som do instrumento, menor a quantidade de harménicos (termos
da série) para representa-lo.

Na Figura 30 temos a composi¢cdo de harménicos a partir de um harmonico
fundamental f;(x) = 5sen(x), onde f,(x) = 0.33 * 5sen(3x), f3(x) = 0.2 * 5sen(5x),

fa(x) = 0.14 * 5sen(7x), fs(x) = 011 *5sen(Ix) e f(x) =fi+ o+ 5+ fu + [.


l1nk.dev/JH1kh
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AR ol

Figura 30 — Som fundamental (f;), sons multiplos (f3, f3, fa, f5) € timbre resultante (f).
Figura produzida pelo autor usando o software Geogebra.

Para exemplificar melhor o timbre, pense em dois instrumentos, como por
exemplo, uma viola de arco e um violino. Ao olhar para ambos, uma pequena
diferenca que podemos notar € de que a viola de arco tem um tamanho
relativamente maior que o violino (Figura 28), e aos nossos olhos pode parecer a
Gnica, porém, quando tocamos uma determinada nota no violino e a mesma nota na
viola de arco, € possivel notar que apesar de estarem produzindo a mesma nota —
por exemplo, a nota sol da escala diatbnica de dé maior (Figura 29) — 0 som emitido
é diferente, onde o do violino € mais agudo que o da viola de arco, que por sua vez
emite sons mais graves (GUSMAO, 2012; MED, 1996).



Figura 31 — Viola de arco (a esquerda) e violino (a direita).
Figura retirada do Blog Multisom, disponivel em

(<https://blog.multisom.com.br/violino-viola-diferencas/>).

Q/l. O O
Do Re Mi Fa Sol La Si

Figura 32 — Escala diatbnica de dé maior.
Figura retirada do Portal do Professor, disponivel em
(<www.portaldoprofessor.mec.gov.br>).

Do Re
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https://blog.multisom.com.br/violino-viola-diferencas/
http://www.portaldoprofessor.mec.gov.br/
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3 METODOLOGIA DE PESQUISA

Trata-se de um estudo de cunho qualitativo, onde buscamos por meio da
andlise da bibliografia ja existente sobre o ensino-aprendizagem de matematica e
das funcbes trigonométricas utilizando a Modelagem Matematica e a musica como
recurso pedagoégico compreender as potencialidades desta abordagem,
devidamente preocupados com a subjetividade dos conceitos (ARAUJO e BORBA,
2022).

De maneira geral, compreendemos que esta pesquisa adentra uma
abordagem fenomenoldgica-hermenéutica, onde busca-se a compreensdao do
fenbmeno de pesquisa buscando principalmente entender os significados atribuidos
pelos sujeitos (pesquisadores) analisando as conclusdes e consideragdes finais
apontadas acerca do uso da Modelagem Matematica e da Musica em sala de aula
(FIORENTINI e LORENZATO, 2006).

De certo modo, classificamos nossa pesquisa segundo dois aspectos: o
objetivo e o0 processo de coleta de dados. Quanto ao primeiro, entendemos que
trata-se de uma pesquisa exploratéria, onde por meio do levantamento bibliogréafico
e estudo da teoria realizamos discussdes para compreender e levantar dados mais
esclarecedores acerca do fenbmeno estudado; quanto ao processo de coleta de
dados, trata-se de uma metodologia bibliogréfica, pois estamos realizando uma
andlise descritiva de publicacbes ja existentes acerca da tematica de pesquisa
(FIORENTINI e LORENZATO, 2006).

Como ja colocado, este trabalho tem énfase na analise qualitativa dos dados,
pois ndo estamos apenas preocupados com a quantidade, mas sim nos significados
e possibilidades atribuidos pelos autores em seus trabalhos, desta forma, focaremos
em uma metodologia de analise de contetdo (BARDIN, 2009).

Para a escolha das dissertacbes e teses que foram analisadas para
responder nossa pergunta de pesquisa, foi realizada uma busca na plataforma
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagées - BDTD, utilizando os termos
Musica e Fungdes Trigonométricas, e dentre as producdes encontradas
selecionamos aquelas que tratavam do ensino-aprendizagem de matematica e da
Modelagem Matematica.

Esta pesquisa de Trabalho de Conclusdo de Curso engloba topicos ja

estudados durante minha Iniciagao Cientifica intitulada “Derivadas de Ordem Nao



53

Inteira e Aplicagdes em Modelagem”, onde estudei conceitos sobre a Modelagem
Matematica e busquei o entendimento sobre todo o processo nha construcdo de
modelos, mantendo o enfoque nas equacdes diferenciais, e principalmente, na
Modelagem Fracionaria. Além disto, outro topico estudado por mim, foi a resolucéo
de equacbes diferenciais parciais de segunda ordem por meio do método da
reducao e utilizando as séries de Fourier, chegando a estudar a equacéo do calor e
a equacao da onda.

Estes estudos, de certa forma se conectaram ao meu TCC, desde a escolha
do tema, pois queria muito entender mais sobre as séries de Fourier (tanto seus
conceitos como as aplicacdes) e também de estudar a Modelagem Matemaética
como metodologia de ensino, até a propria pesquisa onde toda a bagagem trazida
da IC foi aproveitada de alguma forma, seja nos conteudos, formatacédo do trabalho,
como agir e caminhar durante a pesquisa em direcdo aos meus objetivos, etc.

Além disso, o fato de ser musico (trompetista) e de ja ter estudado parte da
teoria musical, facilitaram o processo de compreenséo das relagdes existentes entre
0S conceitos musicais e a mateméatica, como por exemplo, o conhecimento das
escalas diatbnicas, dos termos mais tedricos envolvidos na mausica, de algumas
definicdes relacionadas ao som.

E importante ressaltar que nosso entendimento da palavra potencialidade
durante esta pesquisa foi um aspecto relevante para que pudéssemos obter
conclusBes, pois entendemos a palavra potencialidade como aquilo que é
potencial/relevante no fenémeno estudado e além disso, o fato de haver
possibilidades de trabalho com a tendéncia em Educacdo Matematica estudada —
Modelagem Matematica — e com a musica, para nés ja foi considerado uma
potencialidade.

Por fim, destacamos que nossas analises foram feitas levando em
consideracdo as diferentes concepcdes de Modelagem Matematica apontadas em
nossa fundamentacao teorica, as quais permitiram nossas conclusées em um ambito

mais geral.



54

4 LEVANTAMENTO E DESCRICAO DOS DADOS

Nesta secdo apresentaremos de forma sucinta o levantamento de dados
realizado, apontando as caracteristicas das teses e dissertacdes encontradas para
que pudéssemos analisar seus conteudos buscando responder nossa questao
direcionadora. Além disso, descreveremos brevemente o processo realizado durante

este levantamento.

4.1 BANCO DE DADOS

A Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacbes (BDTD), € um portal
de busca que integra e dissemina gratuitamente o acesso aos textos completos de
teses e dissertacoes defendidas em Instituicbes de Ensino Brasileiras, sendo
concebida e mantida pelo Instituto Brasileiro de Informacdo em Ciéncia e Tecnologia
(IBICT). Para este projeto colaboram representantes de instituicbes como o
Ministério da Educacéo (MEC), Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnolégico (CNPq), Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES), Universidade de Sé&o Paulo (USP), Pontificia Universidade
Catodlica do Rio de Janeiro (PUC-RIO) e Universidade Federal de Santa Catarina
(UFSC), tendo como uma das linhas de atuacdo: desenvolver um sistema de
publicacdo eletronica de teses e dissertacdes pra atender aquelas instituicées de
ensino e pesquisa que ndo possuiam sistemas automatizados para implantar suas
bibliotecas digitais.

A escolha deste portal de busca foi feita por alguns motivos: diminuir o
conteldo a ser analisado, devido aos prazos estipulados para entrega dos
resultados desta pesquisa; inicialmente, a ideia era realizar a procura no repositério
da prépria UNESP, porém, ndo foram encontradas publicacdes que satisfaziam
nossa tematica; e por fim notamos que as pesquisas que relacionam o ensino de
matematica utilizando a Modelagem e a Musica estdo distribuidas e ndo tem um
foco particular, ndo sendo possivel usar por exemplo, o repositério de uma Unica

Universidade para a busca dos textos.
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PESQUISAS ENCONTRADAS
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Durante o processo de levantamento das Teses e Dissertacbfes a serem

analisadas realizamos a busca pelos termos “Musica e Funcdes trigonométricas” (na

Figura 30 esta a tela de busca da BDTD), e foram encontrados 6 textos produzidos a

partir de pesquisas, as quais estdo brevemente descritas no Quadro 2, onde consta

titulo, instituicdo na qual foi defendida e o resumo disponivel em cada uma delas.

BRASIL

)BT

toca Digital Brasieira
Teses ¢ Dissertagies

de

Servigos

Pégina Inicial
e

Musica e Fungdes Trigonométricas

Busca: Misica e Funcdes Trigonométricas

Refinar a Busca

Sobre a BDTD ~

A mostrar 1 - 6 resultados de 6 para a busca 'Musica e Fungdes Trigonométricas’, tempo de busca: 0.15s

Participe Acesso & informacio Legislaéo Canais
Idioma ~
Rede BDTD ~ Acesso Aberfo Brasil Servicos ~
Todos os campos v Busca Avancada
Ordenar  Relevancia v

por RODRIGUES, Michelangelo dos Santos

Assuntos: " “._Funcéo trigonométrica..”

UEPG (1]
UERJ [1] .
UFABC [1]
UFG (1]
UFRPE (1]
(" Obter o texto integral
UTFPR [1]
Dissertagio
Binlioteca Digital e Tesese )

Dissertacbes da UEPG

2

Figura 33 — Tela de busca da BDTD.
Figura produzida pelo autor, utilizando a ferramenta Print Screen.

Relacionando as fungdes trigonométricas com musica

Data de Defesa 2017

Matematica e misica e o ensino de fungbes trigonométricas

Quadro 2 — Pesquisas encontradas na BDTD buscando por Musica e Func¢des Trigonométricas.

Quadro produzido pelo autor.

TITULO AUTOR INSTITUICAO RESUMO
De acordo com O resumo
disponivel em RODRIGUES
(2017, p. 6):
Universidade
Relacionando as ) ‘Este trabalho apresenta uma
funcoes Michelangelo | Federal Rural proposta de investigagdo acerca
dos Santos de de um aspecto, dentre varios
trigonomeétricas _ possiveis, envolvendo a
. Rodrigues | Pernambuco | intrinseca relagdo dos estudos
com a musica o _
(UFRPE) matematicos com a musica,
tendo como ponto de apoio o
seguinte tripé analitico: ondas
sonoras, escalas musicais e
funcbes  trigonométricas. A
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pesquisa objetiva averiguar, por
meio da utilizacdo de um
conjunto de atividades
sequenciais, a relevancia da
aplicacdo e do uso de
ferramentas de construgcdo de
sentido no ambito do ensino-
aprendizagem da matematica
nas aulas da referenciada
disciplina. Tal estudo envereda-
se nos moldes de uma pesquisa-
acao, desenvolvida tendo como
base a confeccédo de oficinas de
matematica realizadas numa
turma de 3° ano do Ensino Médio
de uma escola da rede publica
estadual, no municipio de
Panelas-PE. Como referenciais
tedricos da pesquisa, utilizamos,
entre outros, principalmente os
postulados de Benson (2006),
Kammeler (2000), Wright (2009)
e Rousseau e Saint (2015), no
intuito de promover e, também,
de reavivar uma discusséo sobre
a relagdo envolvendo os
processos e/ou mecanismos
tematicos de interacao
supracitados. Assim sendo, o0s
resultados da pesquisa serviram
para demonstrar que, por meio
da aplicagcdo das oficinas de
matematica focadas na
conjuncdo dos procedimentos
matematicos aqui verificados,
faz-se possivel aproximar o
aluno dos ensinamentos da
matematica. Ficou constatado,
portanto, que, com o0 contato
mediado pelo professor tendo
em vista a congruéncia
matematicomusical em sala de
aula, o aluno pode ser
estimulado a ter uma melhor
compreensao acerca das
interacbes  existentes  entre
fungbes trigonométricas, ondas
sonoras, escalas musicais e,
mais especificamente, a Série de
Fourier, vivenciando, assim, e
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com satisfatérias percepcdes de
usufruto pratico, 0
desenvolvimento de uma melhor
consciéncia matematica.”

Matematica e
musica e o
ensino de
funcoes

trigopnométricas

Carlos
Antonio
Depizoli

Universidade
Tecnologica
Federal do
Parana
(UTFRP)

De acordo com o0 resumo
disponivel em DEPIZOLI (2015,

p. 5):

“Utilizando-se da relacdo entre a
Matematica e a Fisica e tendo a
musica como fonte de recursos
associados a conceitos
matematicos, este  trabalho
objetiva  contribuir com o
desenvolvimento de habilidades
nos estudantes na aprendizagem
de conteudos matematicos como
as funcdes trigonométricas.
Conceitos importantes
relacionados a acustica sao
apresentados, mostrando a
importancia da Série de Fourier
Continua no desenvolvimento de
sintetizadores analégicos
aditivos e seu uso no ensino de
trigonometria.

O gréfico dos

sons

Marcos
Assumpcéo

Martins

Universidade
do Estado do
Rio de
Janeiro
(UERJ)

De acordo com O resumo
disponivel em MARTINS (2014,

p. 9):

“‘Este trabalho apresenta uma
proposta de aula diferenciada
baseada na analise de espectros
sonoros, com O intuito de
estudarmos graficos de funcgdes,
sobretudo trigonométricas. Apoés
breve discussédo histdrica sobre
estudos e pesquisas das
relacbes entre Matemética e
Mdasica, em sua introducao,
propde-se um estudo basico
sobre os principais métodos de
analise destes espectros. Entre
tais métodos - o banco de filtros
harménicos (Vocoder de fase) e
0 método de rastreamento de
frequéncia (mqg) - também séao
Uteis para sintese de sinais
sonoros monofénicos, sendo
baseados no modelo de somas
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de senoides e muito
dependentes das Transformadas
de Fourier implementadas no
formato digital de um
computador. Este estudo permite
gue o leitor tenha uma nogéo das
principais técnicas e seus
principais métodos, de modo que
possa decidir sobre a sua
aplicacdo em salas de aula dos
mais  variados  niveis de
discernimento. Ele, também, tem
por objetivo apresentar as
aplicacbes matematicas nesse
processo, principalmente o
emprego de séries de Fourier.
Num segundo momento, mais
importante, temos uma
apresentacao da proposta
pedagdgica do trabalho: o estudo
de graficos produzidos em sala
de aula, através de sons
emitidos por alunos voluntarios
ou gravacdes pré-existentes. A
aplicacdo da atividade ¢é
norteada a buscar uma gravacao

sonora feita em sala,
preferencialmente por alunos,
gerando seu grafico,
possibilitando explorar
caracteristicas, tais como

maximos e minimos e formatos
desses espectros. De posse
disso, cada professor tera em
maos uma gama maior de
ferramentas para explorar
diversos assuntos dentro da
Matematica, bem como
entender, conhecer e aproximar-
se um pouco mais da Mdsica.”

Matemaética e
musica: uma
proposta de

aprendizagem

Rafayane

Barros Cabral

Universidade
Federal de
Goias (UFG)

De acordo com o0 resumo
disponivel em CABRAL (2015, p.
9):

“Investigamos assuntos
envolvendo matematica e
musica, sugerindo resolucdo de
problemas musicais com o0
auxilio da matematica, de modo
que 0s alunos possam
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estabelecer relacbes entre a
Matemética e Musica.
Abordaremos Fracdes, funcdes
Exponenciais, Logaritmicas e
Trigonométricas, Progressao
Geométrica (P.G.) e Minimo
Mudltiplo Comum (m.m.c.),
propondo um trabalho
diversificado. A musica é
envolvente e dificimente n&o
despertara curiosidade e
interesse, atraindo 0s mais
variados grupos, desde virtuoses
musicais a simples ouvintes.
Através deste  estudo, foi
possivel perceber o quanto a
matematica esté ligada a musica
e como é interessante essas
conexdes, de modo que o aluno
aprendera melhor matematica
guando se insere a musica no
contexto. Estudos de comprovam
gue através da mausica pode-se
até curar determinadas doencas,
ajudar o aluno a melhorar sua
autoestima, socializar-se melhor,

contribuir para o] seu
aprendizado nas mais variadas
disciplinas (n&o sé a

matematica), aumentar sua
capacidade de concentracéo,
dentre outros beneficios.
Destacamos também alguns
fatos histoéricos, relacionamos o
Som e a Trigonometria, a
Matematica e a Mdsica, de
reunimos alguns  elementos
basicos da Teoria musical,
ressaltamos algumas
contribuicdes de Euler no campo
da Matematica e a Teoria
Musical e naturalmente,
sugerimos uma estratégia de
trabalho em sala de aula
utilizando a Teoria musical como
motivacao.”

Um olhar sobre
0Ss modelos

matematicos da

Camilo

Misura

Universidade
Federal do
ABC (UFABC)

De acordo com o0 resumo
disponivel em MISURA (2016, p.
5):
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musica

“‘Nesta dissertacao sao
abordadas as relagcbes e
modelos matematicos existentes
na

musica. Enunciando as nocfes
de acustica e psicofisica para
explicar 0 som. Séo
utilizada as Funcbes Periddicas
e Teoria de Fourier para
construir as relagcbes de
harménicos.

A partir de conhecimentos fisicos
sobre mecanica, faz-se a
construcao de modelos
matematicos para explicar o
comportamento dos instrumentos
de cordas, sopro e
membranas (percusséo),
utilizando equacdes diferenciais.
Estuda-se as relagcbes entre
0s comprimentos de corda, as
notas musicais e as escalas
musicais, mostrando trés
escalas historicamente
relevantes (Pitagodrica, Justa e
Temperada). Conhecendo-as, é
possivel perceber as relacfes
modulares que elas possuem. E
feita a construcdo algébrica que
justifica a aritmética modular
para classificar a  escala
cromatica (escala de
12 semitons) e apresentadas as
transformacdes geométricas no
plano, além de como
elas séo usadas em
composicées. Ao término ¢é
sugerida uma atividade didatica
com 0
intuito de enriquecer a pratica
escolar na educacdo basica,
usando a musica no ensino
de Funcdes Trigonométricas.”

MATEMATICA E

MUSICA: UMA

ABORDAGEM
PARA

Rodovlas
Fabiano dos
Santos

Universidade
Estadual de
Ponta Grossa
(UEPG)

De acordo com o0 resumo
disponivel em SANTOS (2015, p.
5):

“A musica € sem duvida uma das
principais formas de
manifestacéo cultural, de
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EXPLORAR
CONCEITOS
MUSICAIS
PARA ENSINAR
MATEMATICA
NO ENSINO
MEDIO E
FUNDAMENTAL

géneros e gostos diversos a
musica ocidental tem em geral
uma mesma base musical e esta
base tem seu cerne em
conceitos matematicos simples.
Esse trabalho objetiva trazer
esses conceitos matematicos ao
conhecimento de alunos do
ensino meédio e fundamental
através da histéria da musica.
Propbe-se uma revisao
bibliogréfica da importancia e
das contribuicbes de Pitagoras
na construcdo da escala
Diatonica e da influéncia que os
estudos pitagéricos exerceram
na escala Temperada, que é
atualmente utilizada. O estudo
apresenta-se norteado por
documentos oficiais como PCN e
PCNEM (Parametros
Curriculares Nacionais e
Parametros Curricular Nacionais
do Ensino Médio) e diretrizes
curriculares a respeito do estudo
da matematica, aliando
conteudos matematicos a
conceitos do cotidiano, nesse
caso a conceitos musicais.
Nesse trabalho, sdo tratadas
atividades que podem ser
reproduzidas por professores de
matematica sem que 0 mesmo
necessite de conhecimentos
avancados sobre musica, tais
como o estudo de fracbes na
construcdo de um monocérdio e
com auxilio do programa
GeoGebra é explorado conceitos
de sons descritos através de
funcdes exponenciais e
trigonométricas.”

Todas as pesquisas relacionadas no Quadro 2 referem-se a Dissertagoes,

nao foram encontradas na BDTD Teses que contenham os termos pesquisados.
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4.3 DESCRICAO E ANALISE GERAL DAS PESQUISAS

Abaixo descrevemos brevemente as pesquisas para deixar o leitor
contextualizado, porém recomendamos 0 acesso a cada uma para ver com mais
detalhes como cada oficina foi elaborada e aplicada nas escolas.

De certo modo, as 6 pesquisas encontradas ao final estdo relacionadas ao
ensino, aprendizagem ou ensino e aprendizagem de funcdes trigonométricas, sendo
possivel encontrar nestas dissertacdes sequéncias didaticas com possivel aplicacdo
na escola.

Quanto a fundamentacdo teérica, numa visdo geral, todas elas estdo
apontando na mesma direcado elencando conceitos acerca da modelagem do som e
notas musicais, onde podemos encontrar as relacbes matematicas presentes na
escala pitagorica, escala temperada e ainda na modelagem de diferentes timbres.
Além disso, os autores enunciam conceitos musicais como altura, intensidade e
timbre, explicando-os de um ponto de vista fisico-matematico, sendo possivel notar
desde toda a fundamentacao tedrica a presenca da interdisciplinaridade no trabalho
com a musica dentro da matematica.

Outro ponto importante, € a presenca do uso de softwares para realizar as
atividades propostas em cada dissertacdo, 0s quais possibilitam a representacao
grafica de ondas sonoras por meio de curvas senoidais as quais podem ser
reproduzidas como som. Além disso, fica evidente a possibilidade de tratar conceitos
musicais, visto que, sdo abordadas as escalas e as caracteristicas sonoras da
emissao de notas por instrumentos.

Nota-se a presenca da Modelagem Matematica, quando nas atividades
propostas ao final, os alunos buscam por meio de um modelo — o qual aqui podemos
considerar tanto a funcdo seno, quanto a superposicdo de funcdes seno com
diferentes amplitudes e frequéncias — representar uma determinada nota e timbre, e
que ao final, realizando as altera¢des nos coeficientes das fungdes, os alunos obtém
conclusdes mateméticas e podem traduzi-las de volta ao mundo real. Além disso,
todo o procedimento e as conjecturas propostas nas oficinas e sequéncias didaticas
que cada autor descreve pode ser levado em conta como sendo uma atividade de

modelagem.
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Aqui deixaremos uma sequéncia didatica para possivel aplicacdo em sala de

aula trabalhando com as fung¢des trigopnométricas seno e cosseno e sua relagdo com

a musica.

Destacamos que para esta atividade, estaremos fundamentados na visdo de

Modelagem Matemética segundo Dionisio Burak, a qual ja foi apresentada no

Quadro 1. Além disso, algumas etapas serdo seguidas, de acordo com a concepgao

do autor, as quais estéo dispostas no Quadro 3. Ao final da atividade sugerimos que

seja aplicado um questionario aos alunos (APENDICE A).

Quadro 3 — Etapas do processo de Modelagem Matematica segundo Burak, 2010.

ESCOLHA DO TEMA

Esta escolha parte do interesse do grupo
ou dos grupos de estudantes envolvidos.

Pesquisa exploratoria

Busca de dados sobre o tema, podendo
ser uma pesquisa bibliografica ou de
campo.

Levantamento do(s) problemas

Nesta etapa ocorrem as conjecturas de
relacbes entre o problema pesquisado e
a matematica, sustentados pela coleta
de dados, onde podem ser propostos
problemas simples ou complexos que
permitam a utilizacéo dos
conhecimentos.

Resolucéo do(s) problema(s)

Uso do conhecimento matematico em
gue os conteudos se mostram relevantes
e significativos, priorizando a agao do
estudante na sua elaboracdo.

Anélise critica das solucdes

Momento de debate e reflexdo sobre as
intencdes e descobertas, que auxilia na
formacdo de um cidaddo mais
participativo. E o ponto forte da
modelagem.

Fonte: Compilacdo do autor.

5.1 ESCOLHA DO TEMA

Como o objetivo deste trabalho é abordar as potencialidades do ensino-

aprendizagem das func¢des trigonométrica por meio da Modelagem Matematica e da

Musica, ja temos um tema predefinido e vamos supor inicialmente que o interesse

do grupo ao qual iremos trabalhar é a musica.
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5.2 PESQUISA EXPLORATORIA

Nesta etapa, o professor deverd iniciar indagacdes aos alunos sobre as
propriedades do som: altura, intensidade e timbre. Abaixo colocamos algumas
sugestdes de perguntas, as quais podem tomar caminhos diferentes de discusséao, e
gue nao necessariamente devem ser seguidas, pois o professor pode instigar a sala
a pensar nestes conceitos com outras perguntas ou de outras formas.

O importante, € que ao final, os alunos realizem uma pesquisa sobre estes
conceitos para entender as definicbes de cada um, e além de tudo, € imprescindivel
que haja uma socializacdo do que foi encontrado e que o professor explique os

conceitos fisicos que os alunos encontraram.

Vocés ja notaram uma diferenca da voz de um homem para a voz de uma

mulher? Qual diferenca? Tente explicar essa diferenca.

Nesta questdo o esperado, € que os alunos acabem respondendo que ja
notaram e que geralmente a voz do homem € mais grossa que a voz da mulher, que
por sua vez, é fina. As explicacbes que os alunos podem dar sao diversas e podem
abri pauta para discussdes além do ambito musical ou mateméatico, como por
exemplo fatores bioldgicos como os horménios sexuais, fatores sociais, como por
exemplo, a ndo obrigatoriedade de a voz de um homem ser relacionada a sua
sexualidade, entre outros assuntos importantes que podem ser trabalhados pelo

professor em sala de aula.
O que vocé entende por altura de um som?

Nesta questdo, devido a provavel falta de conhecimento musical ou fisico-
acustico, podem surgir respostas relacionando a altura com o volume (intensidade)
do som, e € uma boa questdo para que os alunos reflitam se realmente isso esta
correto e para discutir as questdes relacionadas as propriedades do som de um

ponto de vista musical e fisico.

Vocé acha que a altura de um som pode ter relagdo com a matematica?
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Esta questdo é uma questdo mais geral, onde teremos respostas que “sim”,

“nao”, alguns podem justificar o porqué.

Para vocé, o que seria intensidade do som?

O que pode acontecer aqui, € de os alunos ndo saberem responder a
guestao, ou comecarem a questionar-se se a resposta que deram sobre a altura do
som estava correta, visto que a intensidade pode ser por eles associada também ao

volume.

Vocé ja notou uma diferenca entre 0 som de dois instrumentos? Se sim,

guais? Como vocé explicaria essa diferenca?

Nesta questdo, provavelmente os alunos responderdo que ja notardo, e
podem até dizer quais instrumentos, mas algo bem dificil, principalmente se néo
tiverem um conhecimento musical e fisico, € de que consigam explica a diferenca de

uma forma consistente.

5.3 LEVANTAMENTO DO PROBLEMA

Realizada a pesquisa exploratoria, nesta etapa, serdo levantadas as
conjecturas entre os dados obtidos e a matemética, ou seja, entre as definicdes
encontradas pelos alunos sobre altura, intensidade e timbre e suas relacdes com a
matematica, em especifico as fungbes trigonométricas.

O professor pode novamente instigar os alunos com questdes que propiciem
aos alunos um momento de reflexdo sobre a presenca da matematica nestes
conceitos musicais.

Além disso, é importante que o professor neste momento comece a introduzir
as funcdes trigonomeétricas apresentando suas definigbes, dominio, contradominio,
imagem, propriedades, forma geral e graficos (conceitos como amplitude, periodo e
frequéncia deverdo ser abordados aqui), pois com base nestes conteldos e com o
gue foi encontrado pelos alunos quanto a altura, intensidade e timbre os alunos
poderdo modelar o som.

Espera-se que neste momento, os alunos identifiquem termos que aparecem

tanto no estudo das fungBes trigonométricas quanto nas propriedades do som, como
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por exemplo, amplitude e frequéncia. Caso isto ndo aconteca, o professor deve dar
direcionamentos para que esta relacédo seja notada.

ApGs isso, os alunos abrirdo o GeoGebra, e deveréo plotar, sucessivamente,
as fungdes f(x) = A + Bsen(Cx + D) e f(x)=A+Bcos(Cx+D).

R]A 7 L0 L N = Q =
o A N @
5 ® 5 ® 5
B=1 : .
© 5 ® 5 ®
3
c=1 :
© 5 ® 5 ® 2
D=1 :
© 5 ® 5 ® ; '
f(x) = A+B sen(Cx+D) : -5m /2 -am iz - w2 0 w2 m 3mi2 2m 5m/2
= 1+1sen(lx+1) -1
+ -2
I f
-
Q
-5
-6
Figura 34 — Tela do GeoGebra para a fungéo f(x) = A + Bsen(Cx + D), produzida pelo autor.
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Figura 35 — Tela do GeoGebra para a fun¢éo f(x) = A + Bcos(Cx + D), produzida pelo autor.

Neste momento o professor devera pedir para que os alunos fagam

alteracdes nos coeficientes das fungdes plotadas, e facam conjecturas acerca da



67

influéncia dessas alteracdes no grafico das funcdes, e que ainda, tentem relacionar
essas alteracbes com o que foi encontrado por eles sobre as propriedades do som.

Espera-se que ao final desta etapa, os alunos tenham compreendido as
relacdes existentes entre a amplitude (coeficiente A) e a intensidade do som, entre o
periodo e frequéncia (coeficiente C) e a altura do som.

Ao final desta etapa, caso nenhum aluno levante a questéo, o professor deve
perguntar para a sala onde esta a relacdo do timbre com essas fun¢des ou o que
seria verdadeiramente o timbre, visto que a altura é relacionada com a frequéncia da

curva e a intensidade é relacionada com a amplitude.

5.4 RESOLUCAO DO PROBLEMA

Aqui, o professor deverd pesquisar uma musica breve, tocada por dois
instrumentos diferentes, o instrumento A e o instrumento B. Apds reproduzir a
musica tocada pelos instrumentos A e B, devera pedir aos alunos que diferenciem o
som de cada instrumento, fazendo apontamentos com o0s conhecimentos
matematicos que foram vistos até 0 momento. Em seguida, apds os apontamentos,
o professor devera indagar os alunos sobre o que eles acham acerca da curva que
representa o som emitido pelo instrumento A ao tocar, por exemplo, a nota |a, e a
curva que representa o som emitido pelo instrumento B ao tocar a mesma nota. A
principal questdo aqui é “As curvas sdo as mesmas?”. A partir disso, espera-se que
parte dos alunos apontem que provavelmente ndo sdo a mesma curva, pois caso
fosse, 0 som seria exatamente o mesmo, e desta forma, iniciard& uma nova
investigacdo para tentar conjecturar o que seria o timbre.

Para encaminhar a atividade, o professor podera pedir para que desta vez os
alunos tentem por exemplo, combinar a funcéo seno de diferentes formas, como por
exemplo, somando, subtraindo, multiplicando, dividindo, fazendo diferentes
combinagdes entre as operacdes e o0s coeficientes.

Os resultados obtidos poderao ser abordados pelo professor de acordo com o
que foi obtido pelos alunos, e por fim o professor devera explicar o conceito de
timbre do ponto de vista fisico matematico, como sendo a superposicao de
harménicos, onde o primeiro € o som fundamental (que possui a frequéncia
fundamental) e os outros sdo multiplos dele (com frequéncias mdultiplas da

fundamental), abordando o fato de que matematicamente isto pode ser visto como a
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uma soma parcial ou infinita de func¢des seno ou cosseno. Um exemplo de grafico da
superposicao de harmoénicos esta na Figura 24, ja apresentada anteriormente. No
Apéndice B deixamos uma sugestdo de como pode ser construida essa

superposicao.

5.5 ANALISE CRITICA DAS SOLUCOES

Nesta etapa € onde os alunos faréo a analise dos resultados obtidos de forma
critica, por isso, sera proposta uma atividade na qual os conhecimentos e
conjecturas feitas até o momento serdo usados na producdo de um trecho da
musica “Anunciagao”, de Alceu Valenga. Para isso, o software Mathematica devera
ser utilizado, onde por meio de uma funcao por partes, composta de funcées seno
com diferentes frequéncias, e da ferramenta “Play”, os alunos irdo reproduzir o
trecho da masica.

Para isso, deve-se abrir o software Mathematica e na tela inicial clicar em new

document.

£ Welcome to Wolfram Mathematica

SIGN IN to access your
Waolfram Cloud services...

New Document

WOLFRAM
o MATHEMATICA 11

[ open._.

- Open from Cloud

Documentation Wolfram Community Resources

Show at startup ¥

Figura 36 — Tela inicial do software Mathematica.

Figura produzida pelo autor usando a ferramenta Print Screen.

Na tela que aparecera, os alunos deveréo digitar primeiro a funcéo por partes

gue compora o trecho musical e isto seré feito através do comando Piecewise. Para
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isto, o aluno devera usar uma partitura da musica e junto uma tabela com as

frequéncias das notas da escola diatbnica (Tabela 1).
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Figura 37 — Partitura da Musica Anunciacao.
Figura retirada do SCRIBD, disponivel em
(<https://pt.scribd.com/doc/273716546/ANUNCIACAQO>).
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Tabela 1 — Frequéncias da Escala de DO, disponivel em (MISURA, 2016).

NOTA NOME FREQUENCIA (Hz)
C D6 262
C# Do sustenido 277
D Ré 292
D# Ré sustenido 311
E Mi 330
E Fa 349
F# F& sustenido 370
G Sol 392
G# Sol sustenido 415
A La 440
A# La sustenido 466
B Si 494

A funcdo seno que ira representar cada nota sera escrita na forma Sin[f * 2 *
Pi = t], onde f representa a frequéncia da nota que se quer reproduzir, por exemplo,
para reproduzir a nota DO deve-se usar Sin[262 * 2 x Pi  t].

Para que a musica seja tocada nota a nota, deve-se determinar um intervalo
ao qual a funcéo que corresponde a nota ira pertencer e ainda dar um espaco de 0.5
unidades de tempo (segundos), entre cada nota.

Uma sugestdo é de que o professor explique cada figura musical que esta
presente na partitura e que peca que os alunos considerem a colcheia como valendo
0.25 e que as outras figuras sdo multiplas dela, ou seja, a seminima ir4 valer 0.5 e a
minima 1, desta forma, a partir disso, os alunos poderdo calcular qual intervalo
correspondera cada nota que compora a funcdo por partes. Por exemplo, a partitura
comecga com uma nota sol representada pela colcheia e em seguida tem uma nota la

representada também por uma colcheia, desta forma, para estas duas notas a
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funcdo ficaria f = Piecewise[{{Sin[392 2 x Pi *xt],0 < t < 0.25},{Sin[440 * 2 x Pi *
t],0.75 <t < 1}

Para que o computador reproduza o som das notas, é necessario apos digitar
a funcéo, executar o comando Play|[f, {t,0,1}] (o ultimo valor parat € o mesmo da
funcéo f).

Toda esta atividade devera ser feita pelos alunos, porém, se necessario o
professor deve intervir e ajuda-los. Além disso, o professor devera pedir para que 0s
alunos usem os conhecimentos aprendidos durante todas as outras etapas, como
por exemplo, pedir para que verifiquem o que acontece se a frequéncia da nota for
multiplicada por 2, que no caso, a nota sera tocada uma oitava acima, e caso seja
multiplicada por 0.5 a nota ser& tocada uma oitava abaixo. Os alunos podem testar
também outros valores para os intervalos das fungbes que compde a funcgéo f, e
verificar o que acontece por exemplo, com a velocidade de execucao de cada nota.

A partir disso, os alunos verao e ouvirdo os resultados de todo o processo de
aprendizado até aqui ser colocado em préatica.

Abaixo deixamos como exemplo como ficardo os codigos no Mathematica.

# MUSIQUINHA FOURIER.nb * - Wolfram Mathematica 11.3

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
)= f = Piecewise[{{5in[392+2+Pist], @<t <0.25), {Sin[440+2+Pist], .75 <t <1}, {Sin[494+2+Pist], 1.5 < t < 1.75}, {Sin[524#2+Pixt], 2.25 < t < 2.5},

(Sin[494x2xPixt], 3 <t <3.25), (Sin[440%2Pist], 3.75 < t < 4}, {Sin[39242xPixt], 4.5 < t <4.75}, {Sin[330%2xPixt], 5.25 < t < 5.5},
(Sin[39242+Pist], 6<t<6.25), (Sin[480424Pist], 6.75 <t <7}, {Sin[302424Pist], 7.5 <t < 7.75}, {Sin[440x24Pirt], 8.25 < t < 8.75},
(Sin[44042+Pi+t], 9.25 < t <10}, {5in[302+2+4Pixt], 10.5 < t < 10.75), {Sin[4404+24+Pist], 11.25 ¢ t < 11.5), {Sin[494+24Pist], 12 < t < 12.25},
[(Sin[524%2%Pist], 12.75 < t < 13}, {Sin[494% 24 Pist], 13.5 <t < 13.75}, {Sin[440+2+Pix1], 14.25 < t < 14.5}, {Sin[39242#Pixt], 15 ¢ t < 15.25),
(Sin[3304 2% Pist], 15.75 <t < 16}, {Sin[494% 24 Pist], 16.5 <t < 16.75}, {Sin[440+ 24 Pixt], 17.25 < t < 17.5}, {Sin[39242#Pixt], 18 < t < 18.25),

{5in[392+2+Pixt], 18.75 < t < 20}} ]

Figura 38 — Tela 1 do Mathematica durante a atividade.

Figura produzida pelo autor usando a ferramenta Print Screen.
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& MUSIQUINHA FOURIER.nb * - Wolfram Mathematica 11.3
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ir27= Play[f, {t, @, 20}]

Figura 39 — Tela 2 do Mathematica durante a atividade.

Figura produzida pelo autor usando a ferramenta Print Screen.

No APENDICE B deixamos os codigos de parte da musica digitados,

bastando copiar e colar no Mathematica e compilar utilizando as teclas Shift+Enter.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A matemética e a musica estdo intimamente ligadas por diversos conceitos, e
essa relacdo vem sendo estudada e consolidada desde a antiguidade com
Pitagoras, até os dias de hoje, e durante todo este percurso, foram diversos os
matematicos que deram contribuicdes para que toda a teoria se constituisse. Além
disso, é possivel notar a presenca de um carater interdisciplinar nos estudos
envolvendo a musica, dando origem a um olhar fisico-matematico dentro de seus
conceitos.

O ensino tradicional vem cada vez mais sendo criticado e novas alternativas
de metodologia de ensino vem sendo um crescente alvo de estudos dentro da
Educacdo Matemética, no intuito de tornar os alunos cada vez mais atuantes em
todo seu processo de ensino-aprendizagem, onde o professor é apenas um
mediador. A Modelagem Matematica € uma tendéncia dentro do campo da
Educacdo Matematica e das metodologias ativas de ensino-aprendizagem, onde é
propiciado ao aluno um carater mais atuante e um ambiente onde os conhecimentos
e conjecturas possam partir dele.

Esta pesquisa teve por objetivo compreender as relacdes entre a matematica
e a musica a fim de apontar as potencialidades do uso da Modelagem Matematica e
da musica para o ensino de fungbes trigonométricas durante a educacgdo basica,
onde foi realizado um mapeamento das pesquisas nesta linha.

Apesar de termos nos restringido a um banco de dados, a BDTD,
consideramos que os resultados aqui obtidos sédo de relevancia, pois foi apontada a
possibilidade de trabalho utilizando esta metodologia e seu papel de importancia na
vida dos estudantes, contribuindo além de tudo, para o entendimento do docente
sobre sua atividade, seu papel na vida do aluno e sobre a relevancia que tem este
tipo de abordagem no ensino. Estes apontamentos ficam claros desde nossa
fundamentacédo teodrica até a analise dos dados e a proposta de atividade de
Modelagem do Som, a qual permite ao professor, com materiais proprios, tomar por
base 0 passo a passo sugerido para o trabalho com as fungfes trigonométricas em
sala de aula, durante uma aula introdutéria onde geralmente procura-se chamar a
atencao e o foco dos alunos e garantir que eles se interessem por aquele conteudo,
tentando fazer com que a compreensdao dos conceitos abordados torne-se

significante.
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Além disso, € importante apontar para o carater interdisciplinar que este
trabalho pode atingir, estando de acordo com o0 que € proposto na BNCC (BRASIL,
2018, p. 470) e tornando o contetido mais util ao aluno.

Esperamos ter contribuido por meio deste trabalho para o campo da
pesquisa e para que mais pessoas se interessem por esta teméatica, podendo este
ser um ponta pé inicial para outros trabalhos, sendo possivel por meio dele
compreender a grandeza da Modelagem Matematica e abrir espago para novas
tematicas nesta area.

Por fim, gostariamos de deixar como sugestdo para um trabalho futuro a
aplicacao da atividade de modelagem aqui proposta em uma sala de aula, onde por
meio da observacao e da pesquisa de campo sera possivel atribuir mais significados

a esta abordagem.
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APENDICE A — QUESTIONARIO POS ATIVIDADE DE MODELAGEM

. Antes da atividade, vocé achava que a musica que ouvimos tinha relagdo com a
matematica? E agora, apdés a atividade, vocé consegue compreender a

importancia da matematica para a masica?

2. Antes da atividade qual era seu gosto pela matematica? E apds a atividade?

. Antes da atividade vocé conseguia entender a mateméatica? Se sim, vocé sabia
gue ela poderia ser util em alguma coisa?

Durante a atividade vocé conseguiu entender o comportamento da funcéo seno?

5. Vocé acha que a além da musica, a matematica pode estar presente em outras

coisas? Se sim, cite algumas.
. Vocé esperava que seria possivel reproduzir uma musica usando apenas
funcdes matematicas?

. Classifiqgue o quanto vocé gostou da atividade.
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APENDICE B — CODIGOS PARA A MUSICA ANUNCIACAO NO MATHEMATICA

TONALIDADE COMUM

f = Piecewise[{{Sin[392 * 2 * Pi x t],0 < t < 0.25},{Sin[440 * 2 * Pi * t],0.75 < t
< 1},{Sin[494 * 2 * Pi x t],1.5 < t < 1.75},{Sin[524 * 2 * Pi x t],2.25 < t
< 2.5},{Sin[494 * 2 x Pi x t],3 < t < 3.25},{Sin[440 * 2 * Pi x t],3.75 < t
< 4},{Sin[392 * 2 * Pi x t],4.5 <t < 4.75},{Sin[330 * 2 * Pi x t],5.25 < t
< 5.5}, {Sin[392 * 2 x Pi x t],6 < t < 6.25},{Sin[440 * 2 * Pi x t],6.75 < t
< 7}, {Sin[392 * 2 * Pi x t],7.5 <t < 7.75},{Sin[440 * 2 * Pi ¥ t],8.25 < t
< 8.75},{Sin[440 = 2 x Pi x t],9.25 < t < 10},{Sin[392 * 2 * Pi * t],10.5 < ¢
< 10.75},{Sin[440 * 2 * Pi * t],11.25 < t < 11.5},{Sin[494 * 2 * Pi = t],12
<t <12.25},{Sin[524 * 2 * Pi x t],12.75 < ¢t
< 13},{Sin[494 * 2 * Pi x t],13.5 < t < 13.75},{Sin[440 * 2 * Pi x t],14.25
<t <14.5},{Sin[392* 2 *Pixt],15<t
< 15.25},{Sin[330 * 2 * Pi * t],15.75 < t < 16},{Sin[494 * 2 * Pi x t],16.5
<t <16.75},{Sin[440 * 2 * Pi x t],17.25 < ¢t
< 17.5},{Sin[392 * 2 x Pi * t],18 < t < 18.25},{Sin[392 * 2 * Pi x t],18.75
<t <20}}]

[
[
[
[

Play[f,{t, 0,20}]
UMA OITAVA ACIMA
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f = Piecewise[{{Sin[2 * 392 * 2 x Pi x £],0 < t < 0.25},{Sin[2 * 440 * 2 * Pi x £],0.75 < ¢t
<1}, {Sin[2+494 * 2 xPixt],1.5 <t
< 1.75},{Sin[2 * 524 x 2 « Pi* t],2.25 < t
< 2.5}, {Sin[2%494 x2xPixt],3<t
< 3.25},{Sin[2 * 440 2 «x Pi* t],3.75 < t
<4},{Sin[2+392*2*Pixt],45<t
< 4.75},{Sin[2 %330 x 2« Pi* t],5.25 < ¢t
<55} {Sin[2%392x2xPixt],6 <t
< 6.25},{Sin[2 * 440 2 x Pi* t],6.75 < t
<7}L{Sin[2%392*2*Pixt],7.5<t
< 7.75},{Sin[2 * 440 x 2 « Pi * t],8.25 < ¢t
< 8.75},{Sin[2 * 440 x 2 x Pi* t],9.25 < ¢t
< 10}, {Sin[2 * 392 x 2 x Pi* t],10.5 < ¢
< 10.75},{Sin[2 * 440 * 2 * Pi* t],11.25 < t
< 11.5},{Sin[2*494 x 2« Pi* t], 12 < t
< 12.25},{Sin[2 * 524 * 2 * Pi* t],12.75 < t
< 13},{Sin[2 *494 * 2 x Pi x t],13.5 < ¢t
< 13.75},{Sin[2 * 440 * 2 *x Pi x t],14.25 < ¢t
< 14.5}{Sin[2* 392 x 2 xPix t],15 < ¢
< 15.25},{Sin[2 * 330 x 2 x Pi x t],15.75 < t
< 16}, {Sin[2 * 494 x 2 x Pi* t],16.5 < ¢
< 16.75},{Sin[2 * 440 x 2 x Pi x t],17.25 < t
< 17.5}{Sin[2* 392 x 2 xPix t],18 < ¢
< 18.25},{Sin[2 * 392 x 2 x Pi x t],18.75 < t < 20}}]

Play[f,{t, 0,20}]
UMA OITAVA ABAIXO
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f = Piecewise[{{Sin[0.5 * 392 * 2 x Pi * t],0 < t < 0.25}, {Sin[0.5 * 440 * 2 = Pi * t],0.75
<t<1}{Sin[0.5%494 % 2 xPixt],1.5< ¢t
< 1.75},{Sin[0.5 * 524 * 2 * Pi* t],2.25 < t
< 2.5}, {Sin[0.5%494 x2xPi*t],3<t
< 3.25},{Sin[0.5 440 = 2 * Pi* t],3.75 < t
< 4},{Sin[0.5% 3922 xPi*t],45<t
< 4.75},{Sin[0.5 %330 x 2 * Pi* t],5.25 < t
< 5.5}, {Sin[0.5%392x2xPixt],6 <t
< 6.25},{Sin[0.5 440 = 2 * Pi* t],6.75 < t
< 7}L{Sin[0.5% 392 *2xPixt],7.5<t
< 7.75},{Sin[0.5 * 440 = 2 * Pi* t],8.25 < t
< 8.75},{Sin[0.5 440 = 2 * Pi* t],9.25 < t
< 10}, {Sin[0.5* 392 x 2 x Pi * t],10.5 < ¢t
< 10.75},{Sin[0.5 * 440 = 2 * Pi* t],11.25 < t
< 11.5},{Sin[0.5 %494 x 2« Pi* t],12 < t
< 12.25},{Sin[0.5 * 524 * 2 * Pi* t],12.75 < t
< 13},{Sin[0.5 % 494 x 2 x Pi* t],13.5 < t
< 13.75},{Sin[0.5 * 440 2 * Pi x t],14.25 < ¢t
< 14.5}, {Sin[0.5* 392 x 2 x Pix t],15 < ¢t
< 15.25},{Sin[0.5 330 * 2 * Pi * t],15.75 < t
< 16}, {Sin[0.5 * 494 x 2 x Pi x t],16.5 < t
< 16.75},{Sin[0.5 * 440 » 2 * Pi x t],17.25 < ¢
< 17.5},{Sin[0.5% 392 x 2 x Pi x t],18 < ¢t
< 18.25},{Sin[0.5 * 392 x 2 x Pi x t],18.75 < t < 20}}]

Play[f,{t, 0,20}]
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ANEXO A — SUGESTAO DE COMPOSICAO DE HARMONICOS

Para a criacao de timbres pode-se proceder da seguinte forma:
Produz-se o primeiro harmoénico, com uma amplitude que corresponde a
100% e uma frequéncia f;.
Produz-se o terceiro harmdnico, com uma amplitude que corresponde a 33%
da amplitude maxima e possui frequéncia f; = 3f;.
Produz-se o quinto harménico, com uma amplitude que corresponde a 20%
da amplitude méaxima e possui uma frequéncia f; = 5f;.
Produz-se o sétimo harmonico, com uma amplitude que corresponde a 14%
da amplitude maxima e possui frequéncia f; = 7f;.
Produz-se o nono harmonico, com uma amplitude que corresponde a 11% da
amplitude maxima e possui frequéncia fy = 9f;.

Por fim, realizasse a soma de dos cinco harménicos, obtendo o timbre.

Neste caso, pode-se usar f,(x) = Asen(nf;x), onde n=1,3,5,7,9 e A é a respectiva

amplitude. Ou pode-se usar a fungéo cosseno.
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