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I •- 

Os assuntos a. serem tratados nesta tese estão , todos 

eles,de alguma Forma relacionados com o que é conhecido por 

"problema variacional inverso " . Mamos então expô-lo logo de 

início : sejam dadas certas equações de movimento que descrevem 

algum sistema Físico . Nao importa , por enquanto , se as 

equações sao a derivadas ordinárias ou a derivadas parciais. 

Ocorre -Frequentemente existir uma lagrangeana que tenha as dadas 

equações como equações de Euler -Lagrange a ela associadas. 

Isto,no entanto, náo e'uma propriedade geral de sistemas de 

equações diferenciais. Nem ,tampouco ,existem restrições físicas 

gerais que exijam que equações de movimento devam sempre ser 

deriváveis de um princípio variacional. Veja-se o caso da equaçáo 

de Navier-St ol< es, par a a qual náo existe uma lagrangeana, IIFd. 0 

problema variacional inverso consiste em determinar condições 

para que dadas equações de movimento sejam as equações de Euler- 

Lagrange de alguma lagrangeana .Caso estas condições sejam 

satisfeitas queremos também obter a lagrangeana. 

A existência de uma lagrangearra para uina dada teoria é 

relevante sob vários aspectos . Por exemplo , lembremos que sáo 

às simetrias contínuas da lagrangeana , e náo das equações de 

movimento ,que podemos associar quantidades conservadas pelo 

teorema de Noether . Também na quantisaçáo canônica ou por 
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integrais de Feynman a lagrangeana é Fundainental . Disto deriva 

uma certo aspecto "prático" do problema variacional inverso 

Esta tese ar esen t a u.ma aI:) or d ag em d o p roblema 

variacional inverso que tenta se ater ao aspecto prático 

mencionado ; desejamos obter uiri iriétodo que permita decidir se 

dadas equações de movimento sáo ou náo deriváveis de uma 

lagrangeana de uma Forma simples,quase algorítmica. Assegurada a 

existência , queremos obter a lagrangeana explicitamente . 0 

tema é, por si, Foririal e será necessário introduzir noçoes 

matemáticas apropriadas 0 tratamento apresentado náo é ,no 

entanto, total mente rigoroso .liostrairios porém que o resultado 

central ,qual seja ,a condição que um sistema de equações 

deve satisfazer para que seja derivável de uma lagrangeana , é 

suficientemente poderoso para recuperar resultados clássicos 

sobre o assunto . 

Uma questão correlata ao problema variacioanal inverso 

que aqui será discutida é quanto a uni cidade da lagrangeana 

Sabemos que lagrangeanas que diferem por derivadas totais levam 

às mesmas equações de movimento ,Em alguns casos , porém,existem 

lagrangeanas que náo diferem por derivadas totais e que mesmo 

assim levam às mesmas equações . Para cada uma das lagrangeanas 

e para cada uma das suas simetrias contínuas o teorema de N.oether 

pode ser aplicado para gerar quantidades conservadas. A questão 

será examinada mais especificamente no contexto da mecânica 



clássica onde o ■Formalismo Fornece um método para estabelecer a 

integrabi1 idade completa de alguns sistemas. 

Outra questão a se discutir é quanto a possibilidade de 

se quantizar uma teoria náo-1agrangeana . Trataremos a questão 

no contexto de teoria de campos , onde utilizamos o método de 

Kãllén ~ Yang ■- Feldman . 0 "defeito" da maioria das teorias 

não descritas por uma 1agrangeana é a impossibilidade de uma 

definição coerente de regras de Feyniiian . liostramos entretanto 

que existem algumas teorias em que tal definição é possivel a 

despeito da não-1agrangeanidade da teoria . 

A tese está organizada da seguinte forma ; no capítulo 

II apresentamos o " cálculo variacional exterior ", que será 

o instrumento a ser utilizado na discussão do problema 

variacional inverso No capítulo III discute-se a relação 

entre não ~ unicidade da 1agrangeana e integrabi1 idade 

completa na mecânica clássica. A discussão sobre quantização de 

teorias de campo não-1agrangeanas é apresentada no capítulo IV . 

No capítulo V fazemos alguns comentários finais . 0 material 

corresponde , a grosso modo , ao que se encontra nas referências 

i: A - l< a :i , i: a ~ l< b l e 1.'. K r a 1 . 



II - QÈU:}JU1 yidIIiülIIiML EXtOiinE 

11 . A - b ásJ.£JâJf. 

Nesta secçao vamos expor de uma maneira informal as 

idéias básicas do que chamaremos de "cálculo variacional 

exterior". Trata-se aqui de iriostrar ao leitor , através de uma 

série de analogias, como a procura de uma solução do problema 

variacional inverso conduz è. construção de um cálculo 

exterior.Para simplificar vamos começar situando-nos no contexto 

da mecânica clássica ,onde consideramos um sistema dado por uma 

lagrangeana oC{y>jj) ■ equações de Euler - Lagrange a ela 

associadas sáo ; 

_ çl_ / \ , Q 

^ I' dt[ 
11 . A . 1 

Lembremos agora que o problema variacional inverso 

assume como dadas certas equações e busca saber se existe uma 

lagrangeana tal que as suas equações de Euler - Lagrange sejam as 

equações inicial mente dadas . Üu seja , o problema variacional 

inverso consiste em determinar se as dadas equações podem ser 

escritas na forma II.A.i Para abordar a questão vamos 

inicialmente fazer algumas analogias . Lembremos que a 
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lagrangeana é um funcional . Podemos introdu^ir 

chamado de " derivada de Euler - Lagrange ", 

funcionais e definido como 

um operador, 

atuando sobre 

11 . A . 2 

Assim ,o lado esquerdo das equações II.A.í nao é nada mais que a 

aplicaçao da derivada de Euler - Lagrange sobre o funcional 

.Este poderia então ser pensado como um ” gradiente de 

Euler - Lagrange " do funcional aqui um abuso de 

linguagem ao chamarmos a expressão II.A.2 de derivada de Euler - 

Lagrange pois ela nao tem as " boas ” propriedades de uma 

derivada ,em particu1 a 

Uamos ,no entanto , "esquecer " este fato por alguns instantes e 

continuar com as nossas analogias . 

Lembremos que os " dados " do problema variacional 

inverso sao as equações . Denotemos estas equações genericamente 

por 

^ (‘f‘j ) = O II.A.3 

Se pensamos no lado esquerdo desta expressão como sendo as 

componentes de um vetor (no caso,um vetor num espaço funcional) 

í) 
e L 

DL" DV D 
f L . fc' c 

o problema variacional inverso consiste em determinar quando este 



vetor é um gradiente de Eu ler - Lag range de algum -Funcional 

' '-■!exterminar guando 

( cC ) 11 . A . 4 

Este problema é portanto análogo ao seguinte dado um 

vetor ^ , determinar guando existe ^ , uma -Punçáo ,tal 

gue '7 - ^rad ^ ■ Sabemos gue ,neste caso ,basta gue 

("oi" ^ - O • Assim , ao procurarmos resolver o problema 

V a r i a c i o n a 1 i. n v e r s o e s t a m o s p> r o c u r a n d o u m a n á 1 o g o -F u n c i o n a 1 d a 

condiçao 

Condiçoes do tipo V - O ^ \/ ^"sáo casos 

particulares do lema de Poincaré e do seu inverso no contexto do 

cálculo exterior . Exemp 1 i-Fi guemos esta a-Firmaçao rapidamente 

seja um vetor ■ Oueremos saber se V 

é gradiente de alguma -funçáo -sseja , se 

V - d X -A- d vy "+ ^^2: d ■g - 11 . A . 5 

Se aplicarmos a di-Ferencial exterior d e iri a m b o s os 1 a d o s d a 

expressão acima obteremos 

d V - O 11 . A . 6 



Escrevendo que é uma condição necessária para que valha II.A.S 

exp1icitamente II.A.6 tem-se que 

V - { ^ cU\ A d X hjL ~ "i^ã: ] ci 2 /^ d X d“ 
âx/ d>X / 

4- 
( 

II.A.7 

que é,por sua vez .equivalente a 

De uma Porma geral o 
2. 

d =: Q quando aplicado a 

Poincaré inverso nds diz que se 

ro+ = O . 

lema de Poincaré nos 

qualquer p-forma . 0 

gL, for uma p-■Porma , 

diz que 

lema de 

- O ^==p> 
II.A .8 

para alguma (p-i) - forma . Devemos ,no entanto , frisar 

que o iema de Poincaré inverso vale apenas localmente sobre a 

V a r i e d a d e e m c u. j o P i l:> r a d o cot a n g e n t e e s t á o d e f i n i d a íí a s P o r m a s 

diferenciais . 

Tendo em vista as analogias descritas acima a construção 

d e ums c á1c u1 o ext erior ad ap t ad o p ar a fun cion ais e d erivad as 

P u n c i o n a i s é u iri c. a iti J. n h o n a t u r a 1 e 1 o í| u a 1 p o d e m o e s |3 e r a r 

resolver o problema variacional inverso ( pelo menos 1ocalmente). 

Na literatura matemática encontram-se menções a respeito de tal 

cálculo ext e r i o r , II A - D "J , b II . \'i á o <s e e n c o n t r a , no entanto, 



uma ■Formulação atendendo as exigências de praticidade expostas 

no capítulo anterior. 0 modo pelo qual introduziremos o 

variacional exterior na secçao seguinte nao é rigoroso 

ponto de vista matemático . Atemo-nos à analogia a 

diferenciais usuais v :i. s a n cl o u m g a n l-i o e iri s, i m p liei d a d e q u e 

c á 1 c u 1 o 

de um 

formas 

1 eve a 

um formalismo de fácil aplicação. 

11 . B - D. ciUíiaj;:;. £..itj;xljQ.i. 

Na secçao anterior esboçamos quais resultados do cálculo 

exterior "usual" desejamos adaptar para o cálculo variacional. 

0 lema de Poincaré e o seu inverso terão um papel fundamental. 

Eles são , por sua vez ,consequências da comutatividade das 

derivadas parciais. Tomemos , por exemplo , uma função 

.Sua diferencial exterior será 

^ dx + i£ d dl 
II .B. í 

e portanto 

cIn/\dx + dx aJm 

( A-L ^ AL \ cIvacím 
11.6. e 

que se anula devido a comutatividade 



II.B.3 (^y 

Assim ,para que possamos adaptar o lema de Poincaré para o 

cálculo variacionai será necessário introduzir derivadas 

variacionais comutantes entre si .Isto descarta a "derivada de 

Euler - Lagrange" , II.A.£ , pois como já dissemos , 

.A derivaçáo a ser introduzida será a de Fréchet 

Seja uma variedade diPerenciável de dimensão "K , 

com coordenadas locais C }. Sejam ^ , i~ i, , um 

conjunto de campos definidos sobre .Vamos denotar por 

a derivada de 
t 

com respeito a j< p- Int roduzimos 

um funcional 

CT = r, 11 . B . 4 

A c/e Fréc/ieí' na /<- cofrr .incremente? 

Q^iCr (Y) nida por (sem convenção de soma) 

'' ' i 

1 

£ Q t 
^2. 

't'un3 W ) 

' T>- -)} 
11 . B . 5 

Supoe - se que >!*■ é igual a zero na fronteira da região de 

integração Sl , .A definição II.B.5 c o análogo funcional de 

uma derivada direcional . Podemos agora fazer uma expansão em 

série de Taylor e obter ; 

9 



11 . B . 6 

i 
n. 

u 
+ - 

-ÍL. 

Note-se que nesta de-finiçao tratamos e ^ 

independentes. Ademais ,observe - se que 

ir 
c oirio se Fosse m 

é uirra 

expressão linear em . Chamaremos de derivada de Fréchet na 

direção L , ou também derivada de Fréchet com relacao a 

r 
ao operador linear , (operador este que atua sobre 

incrementos ). G interessante e que as derivadas de Fréchet 

com relaçao a e comutam , Fato que pode ser verificado 

diretamente a partir de 11. . B. 5 0 leitor verá que uma 

integraçáo por partes em II.B.ó e o fato de se supor nulo na 

fronteira ^SL reduz a derivada de Fréchet à derivada de Euler 

Lagrange . A náo comutatividade das derivadas de Euler - Lagrange 

vem do fato de ,ao calcularmos o comutador ,primeiro tomarmos a 

derivada de Fréchet ,fazermos uma integraçáo por 

partes,descartarmos os termos de fronteira e depois tomarmos a 

outra derivada. Tal procedimento náo é justificado . E necessário 

tomar em primeiro lugar ambas as derivadas de Fréchet e depois 

fazer as integrações por partes . 

Se, por um lado, obtivemos derivadas funcionais que 

comutam , dando assim um passo para a construção de um cálculo 

exterior ,náo dissemos ainda qual é a relaçao destas derivadas 

com o cálculo variacional . Para que esta relaçao resulte clara 



vamos definir diferencial de Fréchet 

será simplesmente 

11 . B . 7 

onde introduzimos um "vetor de incrementos" 

 '.Passaremos agora a utilizar a 

convenção de soma sobre índices repetidos. A expressão II.B.7 

pode ser reescrita como -. 

DJíviW ia"x(-^Y + t4 V> + ^ n‘. ] 

^ ' II.B.8 

Uma integração por partes permite escrever 

DJh)' ÍA{^-fo( 5-t) 
-dl 

"t.^rvnos rle j V- o r\ 4 e I r o_ 

11 . B . 9 

Os termos de fronteira podem ser desprezados lembrando que 

supomos igual a zero na fronteira . Tendo isto cm mente 

obtemos 

DT(v^)=0 =-> 

ncp» li - / Ai -V oL^ (ü 4-- 0 II . B . Í0 



Ou seja , DJ(^]-Osac) as próprias equag:oes de Euler - Lagrange 

para a lagrangeana 

Vamos agora definir os seguintes operadores lineares 

que atuam sobre vetores de incremento 

Yi, 

11 . B . í i 

jh\v 

Podemos então reescrever II.B.7 como 

Oj(v^) 3 (D^,7 &t')h) II .B, ÍÍ2 

Os operadores definidos em II.B.ÍÍ sao exemplos de i-formas 

exteriores variacionais. Entre elas definimos um produto exterior 

denotado por 7\ 

( :r 

- X 

V 

Das definições acima segue-se que 

11. B. í: 

II .B.i4 

II.B . Í5 

iP 

II.B.i6 



II .B.Í7 

S>^‘. ^ - 
' )>^ ' )>f 

- if 
/ 1 

II .B . Í8 

As expressoSes aciiria sao exemplos de S -formas exteriores 

variacionais . Em geral uma i - forma exterior variacional será 

um objeto do tipo -f ^ v ^  

Analogamente se definem p - formas exteriores variacionais. Por 

exemplo , a a ^ ~ forma exterior variacional, 

^4** A ^ l ■" +'orma exterior variacional, 

etc. E natural introduzir agora uma diferenciação exterior, 

denotada por S ,e que leva p - formas exteriores variacionais 

em (p + í) - for mas ext crior es variacion ais : 

6J II.B.Í9 

atVr II-B20 

et c 

Deve-se ficar atento ao fato de que ‘ e S'f^ nao sao 

independentes ; podemos sempre fazer uma integraçáo por partes e 



desprezar termos de Fronteira.Assim uma expressão do tipo 

^ ^ ^ é equivalente a ^ • tie Fato vamo 

sempre dizer que sao iguais. 

Um importante resultado do cálculo exterior " usual 

que se generaliza para o cálculo variacional exterior é a 

nilpotencia de S , ^ ~ O ■ ^ demonstração do resultado 

segue diretamente das definições anteriores. Exemp1ifiquemo - la 

CX^ S , onde aqui para uma i ~ forma exterior variacional 

CX. é suposto depender de 
A 

S(a + ‘àa, A 

) 

a 

) )V ) )/- 

)V 0 

üu ainda de modo mais sintético : 

(D^>a‘)Sf\ Sf-* 

zr Q 



Nesta última expressão podemos notav o uso da comutatividade das 

derivadas de Fréchet explicitamente. 

0 desenvolvimento iiiat eiiiát ico acima corresponde à 

construção básica de um cálculo exterior. Vamos -Fazer um rápido 

resumo de como Fica reescrito o cálculo variacional neste 

•Formalismo. A lagrangeana ( ou a açáo ,coihü se queira) é vista 

como uma <ò - -Forma exterior variacional. A sua equaçáo de Euler 

-- Lagrange será simplesmente a sua diferencial exterior igualada 

a zero . De fato : 

J = jd\ L 

~s^ 

SJ-o 0 

II .B.2Í 

Náo será demasiado repetir que náo podemos considerar 

e independentes. Caso o fizéssemos náo 

obter íamos sequer as equações ae Lu. ler - l_agrange . Convém aqui 



introduHir a seguinte noinenc 1 atura ; uitia p •Forma exterior 

variacional UJ , será chaiiracla cie -fechada se 0 e de 

variacional -AJl. 

Introdusiremos agora uma simp1ificaeáo na notaçáo : 

oiiiit iremos os sinais de integração. Escrever emos, por exemplo, 

S.L ao invés de ST 

Até aqui a introdução do cálculo variacional exterior 

levou apenas a uma r e-Formul açáo do cálculo variacional 

c 1 áss i c o . Par a atacar o problema inverso devemos in ic ial irient e 

notar que ás equações de movimento ,os " dados " do problema 

inverso , deve corresponder uma i -•forma exterior variacional 

Isto por que,quando uma lagrangeana existe obtemos as equações de 

movimento como a di-Ferencial exterior desta lagrangeana. Como a 

lagrangeana é uma 0 - Forma exterior variacional , as equações 

sáo uma í - Forma exterior variacional. Formamos então , a partir 

das equações de movimento , a seguinte í -•Forma exterior 

variacional : 

, para alguma (p - i) - -Forma exterior 

II.B.ea 

Desejamos saber se existe um Funcional cL tal que 

II.B.23 



Observamos in ic ial iiient e que nos cont ent ar emos com uma resposta 

válida localmente. Certamente dada a nilpotência de 

para que II.1B.S3 seja válida é necessário que 

SE - 0 II.B.24 

Tendo em vista as analogias com o cálculo exterior 

usual ■' é de se esperar que II.B.E4 seja suficiente para a 

existência local de uma lagrangeana. A demonstração deste fato 

será deixada para a secção li.C , onde mostraremos um resultado 

que também leva a uma fórmula para obter a lagrangeana No 

en t an t o I ve j amos se a condição I.[.B.24 leva a resultados 

esperados. Tomemos o exemplo da equaçáo de Korteweg - de óries : 

0 

Usamos aqui a notaçáo E(.j 
  ^ (A. 

II.B.25 

conhecido 
■t' ' 'X 

que a equaçáo acima náo admite uma formulaçáo lagrangeana em 

termos do campo KL -Se porém introduzimos um campo através de 

\4_=r ti?, é possivel obter uma formulaçáo 

lagrangeana.Dentro do formalismo desenvolvido tais resultados 

aparecem facilmente. Lembremos que às equações correspondem í 

formas exteriores variacionais . No caso esta í -forma será ; 

Í7 



II.B.£6 

Calculemos a sua diferencial exterior 

Sb “ (:> Ia. StA -{- Yxy.^ II.B.£7 

Observe que nenhum dos termos é 

integrações por partes que levem a 

Assim S E 7^ O , neste caso. Se 

nulo e nem podemos fazer 

cancelamentos entre eles. 

introduzimos porém tJL- 

equaçao de Korteweg - de Vries fica 

fty- n.E.as 

Devemos então considerar a seguinte í -forma exterior variacional 

E ~ II.B.£9 

e calcular a sua diferencial exterior. Obtém -se 

+■ ò 'fyxKx A ^ 
II.B.30 

Analisemos os vários termos desta expressão . Se fizermos uma 

integraçáo por partes no segundo termo obteremos 

18 



que cancela o terceiro termo .Da mesma -Forma ,para o quarto termo 

Resta - nos examinar o primeiro termo ; 

ou seja , 

Mostramos assim que a di-Ferencial exterior de II.B.E9 é sero 

e deve existir portanto uma lagrangeana para esta equaçíio.Nao há 

contradição alguma entre aFir mar--se que ^ dada por II.B.Só náo 

é -fechada enquanto que ^ dada por 11 . B. 89 é -fechada. No 

primeiro caso o camião " fundamental ’ em relaçáo ao qual todas 

as diferenciações sáo feitas é \X .No segundo caso é 

Assim uma lagrangeana deve existir em termos deste campo , 

e náo em termos de ÁX- . Ê importante também notar que a í 

forma exterior variacional II.B.S9 náo é simplesmente II.B.86 

reescrita em termos de 

0 exemplo acima ilustra um pouco o uso do cálculo 

variacional exterior e a atençáo que se deve dispensar às 

integrações por partes . Mostra também a importância que um 

ansats do tipo soluçáo do problema 

variacional inverso 



y-imos assim que a condição II.B.E4 recupera um resultado 

conhecido. Vamos agora mostrar que a partir de II.B.24 podemos 

obter um resultado clássico a respeito do problema variacional 

inverso ; o teorema de Vainberg II V II . Comecemos por reescrever 

II.B.E4 : 

âE= 0 => = 0 

=$> SE, A = 0 II,B.3i 

Se v-i e V sáo dois vetores de incrementos podemos escrever 
1 

(, íí^r. í<^') (v^,v) ^ - S>t,Cv)v|‘ r 

Introduzindo a notaçáo c um produto 

escalar acima fica 

OU seja , II.B.S4 é equivalente a 

<h,U') ' <\.,E U) ) II.B.3E 



Esta é e X a t a III c-; n t c-; a c: o n d i ç a o o Id t i d a p o r M a i n b e r g p a r a -g u e o 

operador tn seja lagrangeano , (veja a pg 56 da 

referência II V II >. Assim sendo, iiiost ramos que a condicao 

^ — Q é de fato suficiente para a existência de 

uma lagrangeana para as equações 0 secçao 

s e g u i n t e u m a d e m o n s t r a ç a o q u e n a o a p e 1 a |3 a r a r e s u 11 a d o s o u t r o s 

<q u e os a <q u. i a p r e s e n t a d o s s e r á d a d a , de iii o d o q u e o f o r iii a 1 i s m o d o 

cálculo variacional exterior resulta completo . 

Antes de encerrar esta secçao cabem alguns 

c o ine n t á r i. o s . T o d o o l' o r iii a 1 i s m o a p r e s e n t a d o d i s e n s a c| u a 1 c| u e r 

hipótese sobre a ordem das derivadas que aparecem nas equações 

A condição , além de se apresentar escrita de uma forma 

compacta , é de fácil verificação na maioria dos problemas 

Esperamos convencer o leitor deste fato através dos exemplos que 

seráo apresentados mais adiante . Sugerimos também ao leitor a 

consulta da referência II A ■■■ i< a II onde se encontra uma outra 

ai:n-esentaçáo do cálculo variacional exterior. 

CaI;)e t amI;) ém uma obser vaçáo c:u j as c:onse quências se 

mostraráo bastante importantes . A suficiência da condição 

^E"0está assegurada pela demonstração do teorema de Vainberg 

que f i i-í e m o s a r> a r t i r dei a . S o b r e a s u a n e c e s s i d a d e l i á, n o 

entanto, alguns poréns ; uma ves: dada a i - forma exterior 

variacional ■(- condição êi E - O é de fato necessária . 

H as p o d e r í a m o s t e r m u i to bem i n t r o d u s; i d o a f o r m a 

Ei 



, onde \r\^ ^ s'áo coitiponent ee de uma matriz .Se 

esta não For degenerada , fc: — O implica em 

seja, 

quan t o 

E,-0 Qu 

é uma i - -Forma exterior variacional tao " boa 

E e portanto a condição SE*~0 implica também na 

existência de uma lagrangeana. Ou seja ,há uma ambiguidade na 

definição da í forma exterior variacional para a qual a 

condição II.B.£4 deve valer . Nao podemos portanto dizer que a 

solução do problema variacional inverso esteja coiripleta ,fato que 

é verdadeiro para todos os tratamentos conhecidos . 0 que veremos 

mais adiante é que em muitos casos podemos nos convencer da 

impossibilidade de 

S(K' E. 

e n c o n t r a r u iri a m a t r i. tal que 

11. C - â jj.fi. h.QiEfiJ:.j;íJ2iJâ 

Lsta secção tem um caracter um pouco inais técnico. 

Visamos aqui demonstrar a chamada " fórmula de homotopia " . Esta 

será uma forma de justificar o fato de que S/r~ 0 implica eiri 

E - S local mente . Ao mesmo tempo fornecerá uma 

expressão para a lagrangeana a partir das equações de movimento 

A demostraçáo segue as linhas usuais do demonstração do lema de 

Poincaré inverso como pode ser encontrada em i: L - R 3 ou II U) 3. 

Na realidade vamos ater - nos a um caso particular ,que será o de 

nosso interesse. 

p;:> 



Seja dada uma p forma exterior variacionai 

w, ..j, da’'"'A A da^f 

II.C.i 

Nesta expressão pode tanto ser um campo como qualquer 

das suas derivadas . Definimos o operador T ,agindo sobre 

W como sendo a ( p-i ) “ forma exterior variacionai como sendo a 

T W - . ga‘’A-- 

O 

11. c. a 

0 operador recebe muitas vezes o nome de " operador de 

homotopia " , outras vezes o de "operador de transgressão " ( ou 

simplesmente "transgressão" ). A seguinte identidade laca! é 

válida e é chamada de fórmula de homotopia 

W=: STw + TSw 
11 . C . 3 

A demostração que daremos será para o caso em que W é a í 

forma exterior v a r i a c i o n a 1 11 . B . c. 3 , " 0 i e 

feita por 

E - e, £f* 

uma simples verificação, 

calculemos e ~T ^ br 

Ass i m 

será 

dado 



D 

d 

ST E = E ,(X^) r 

O ^ ’ 

^ -t- ^Ev U ^)^V. 
áXEjx^)àf  d(^)"'' 

o 

XV ?d) 

d "" r^ 

Sr£ - >í ^(X'Ç')fi£^L - 

+ 

II.C.5 

Calculando agora II.C,4 + IIX.5 obtomoa 

STE H- Tà £ - c +■ 
6 

+ jd X X ^ (At) 'f' á ^ + W ^ T S ) 

a 4 

11 . C . 6 



iNlote - se agora que 

dx 

11 . C . 7 

Assim podemos reescrever II.C.6 como 

ST£ -^TtE c ].!> ^ t^(.y~i) 
11 . C . 8 

Segue - se que 

STE +TS£ " >> t.íí^t) 
L^(S^) 

11 . C . 9 

Fica portanto demonstrado que 

II.C , Í0 

0 leitor terá notado que assumimos ums^ dependência de 

em apenas as primeiras derivadas ■ I^to deve 

se Empenas a uma conveniência quanto ao tamanho das expressões 



envolvidas na demonstração F'ode - se assumir per f e i t amen t e uma 

dependência em qualquer ordem de derivadas . Além disto ,vale 

notar que a demonstração pode ser Peita para qualquer p --Forma 

exterior variacional ,não apenas para a -Forma hl Ou seja ,a 

identidade II.C.3 é também válida ,sendo a demonstração análoga 

a que demos acima . Ooltemos também a -Frisar que este resultado é 

local ( no caso ,no espaço dos ^ ) . 

A expressão II.C.Í0 tem embutida a seguinte 

consequência ; se vale -Sf^Oentáo podemos escrever E — 

^ T £ . Ou seja .\ E é uma lagrangeana para as 

equações E^ .Podemos portanto encarar II.C.Í0 como sendo 

uma just i-Ficat iva da condição de 1 agrangean idade II.B.84 . Se 

esta -For satis-Feita a lagrangeana procurada será dada por 

ÍL ^ i II.C.íl 

O 

Esta expressão é a procurada fórmula que permite obter a 

lagrangeana a partir das equações de movimento . 

Como uma primeira ilustraçáo destes resultados voltemos 

agora à equaçáo de Korteweg ~ de Ories ,II.B.25 .Já mostramos que 

se introduzimos aí- forma exterior variacional II.B.26 esta 

resulta em ^ E O , '«as se fazemos ~ aí- forma 

exterior variacional correspondente .resulta fechada. 



Ou seja, se 

então Se - 0 ■ lagrangeana correspondente será 

á 

Th4’x0'f = 
0 

^ 

II.C.ÍE 

Pode •- se verificar facilmente que a equação de Eu ler - Lag rangí-' 

correspondente é 11 . B . 28 . Por outro lado ,tomando a í •- 

forma exterior variacional correspondente à equação de Kortewi^^g •-• 

de Vries original , 11 . B.Só e calculando a sua transgressão 

obteremos ; 

cuja equação de Eu ler •- Lag range é identicamente nula e portanto 

S7 



de Vries 

reescrit a 

deve ser 

importante 

"auxi1iares 

nao é ama lagrangeana para a eqaaçao de Korteweg 

,como esperavamos .A lagrangeana nao pode ser 

em termos de (A. ; o princípio variacional resultante 

completamente -Por mu lado em termos do campo ^ ,E 

ressaltar que iriuitas vezes a introdução de campos 

" pode envolver suposições Físicas adicionais . 

Com a demonstração da Fórmula de homotopia II.C.3 

terminamos a exposição do •Formalismo do cálculo variacional 

exterior . Estamos agora aptos a discutir alguns exemplos . 

11 . D -ELkêíUJEÍjDJí. 

Nesta secçáo pretendemos expor alguns exemplos de 

aplicações do cálculo variacional exterior Cisamos assim 

mostrar um pouco do seu " funcionamento . Convém notar que a 

maioria dos resultados a serem apresentados encontram ~ se 

dispersos na literatura científica e foram obtidos por técnicas 

das mais variadas ,envolvendo procedimentos muito mais extensos 

que os nossos . 

Il.H.a ~ 1^ de - Stakee 

A equaçáo de Navier - StoUes : 



juntamente com 

- 0 11 . D . E 

descreve o comportamento de um fluido de densidade -Ç 

incompressivel , e de coeficiente de viscosidade .Os campos 

físicos de interesse sao as componentes da velocidade V *■ e ^ 

pressão .Introduzimos agora a i - forma exterior 

variacional 

t = - -t- 

+ (^J S p 

calculamos então gE : 

SE- - Ç v'- S v^/\ ^ - ç vi- V‘'j A — 

— S ( p) A ^ V ^ ^ ^ j V '') A ^ V ^ -i- 

-V 



Observamos agora que 

- s V,') - o 

^ Í^J p)'^ ~ ~ S.v“^A^ ~ ^ A ciV' r= 

. ^ 0 
Kesta portanto 

SE- - Ç V" ^ ^ A ÊV, - 

:=: S(^Çv^^^V^'|aSVj_ ^ 0 

11 . D . 4 

Como S L D segue - se que a equaçao de Navier - Stokes nao é 

derivável de uma lagrangeana . Nao é também dificil verificar que 

se tivéssemos introduzido uma outra forma 

E^= h''^ E; ^ obteríamos de novo .Isto vem , em 

última análise , de que para " consertar " a nao 

lagrangeanidade do primeiro termo da equaçao acabaríamos tornando 

os outros nao - lagrangeanos 

A demonstração da inexistência de uma lagrangeana para a 

equaçao de Navier - Stokes foi exposta pela primeira vez na 

referência II li 1. Veja - se tambéiri II F ] ,onde uma demonstração 

usando o teorema de Vainberg é dada .Esta é consideravelmente 

complicada . Neste exemplo podemos ver a maior concisão obtida 

pelo uso do cálculo variacional exterior 

No exeiTiplo acima podemos observar que o termo que 



obst rui existcência de u.itia lagrangeana é o t eniio <í. 

\í claro que se ele for suposto 

zero desde o princípio a equaçao que resta 

i g ua 1 

ò'p - p. - 0 

11 . D . 5 

à, vl - 0 

a 

será derivável de uma 1 agrangeana. Est a será obtida pela Fóriiiula de 

de transgressão II.C.íí e é conhecida por lagrangeana de 

Heliiiholtz - Korteweg 

II.D.b -EIetradinâmicã de Barn - Infeld 

Numa teoria náo-polinomial , como é o caso da 

el etr od inSmica de Born - InPeld ,ll B - I 1, o uso da fórmula da 

transgressão constitui uma forma prática de obter a lagrangeana a 

partir das equações de movimento. Consideremos as seguintes 

equações; 



é uma constante , Introdu/Tindo a 1 for ma cxt erior 

variacional 

E= E, 11 . D 

podemos verificar que "4 £ *= O . A t r ansgressão de 11 . D . 8 

d X A F, 
ZK. 

que resulta final mente em 

1-- 
\ - f_ 

Zw: II .D 

II.D.c - i^s ecía^ções de £'.ins^e.in 

As equações de Einstein fornecem - nos um exemplo 

vários motivos ,interessante .As equações de Einstein no 

sáo ; 

T? --Lo. (e.+ a\=0 
2. ^ 

11 . D 

Se introduzimos simplesmente 

8 

1 eva 

. 9 

, por 

vácuo 

. Í0 

11 . D . í i 



verifica -se que §.E=í 0 .Se porém infrodúltimos 

II.D.íS 

se que o t - 0 obtem 

d e t e r m i n a n t e cl e ^ 

ü fator ') ^ ;Oncle ^ é o 

,faz o papel de um fator integrante 

Outro fato que torna este exemplo interessante é que ,usando 

alguns resultados simples que podem ser encontrados em II L - 

L d,podemos demonstrar a existência de uma lagrangeana e obtê-la 

sem recorrer à fórmula da transgressão explicitamente .Observe 

se que 

11 . D . í 3 

Usando - se estas relações é fácil reescrever II.D.Í2 como ; 

0 último termo é uma divergência ^ L L -I... d pg 36í ,e portanto 

escrevemos como a diferencial exterior de uma <ò - forma 



exterior variacional ( segue - se portanto que — 0 ) j-sta 

^ - -Forma exterior variacional é a lagrangeana procurada ; 

II. D. d •- e'tíf,ía<;'<3es de Ydng - fi.il Is 

As equações de Yang ~ Mills para um grupo cuja álgebra 

de Lie tem constantes de estrutura ^ -ao 

- a;v^v^ W Vv' 

^V^fovfa^- — 0 II.D.Í7 

Náo supomos na equaçao acima qualquer simetria sobre T ^ (a nao 
^ ^ a\o 

ser ,é claro , que ’ - '> ■ (Consideramos agora a í - 

■Forma exterior variacional t ~ ,onde é 

a expressão do lado esquerdo de II.D.Í7 . Uamos calcular % t 

Comecemos notando que os termos que náo envolvem as constantes de 

estrutura náo podein se cancelar com os outros , bem como os que 

envolvem as constantes de estrutura ao quadrado náo se cancelam 

com aqueles que as envolvem linear mente 0 cálculo de 

S b separa •- se assim em tres etapas . In ic ia 1 men t e para os 

34 I 



termos que nao envolvem as constantes de estrutura temos : 

r -S(^^aV)a S(5^A'„)4 S(Va‘v)a - 

0 
II.D.Í8 

Passemos agora aos termos lineares nas constantes de 

estrutura 

- £(V a; a; u') a sav~ Ha; Ha; = 

= f.b Ap h\a/)Ha; 4 A\ 

- u a; s(.va;)a èAp - h; &a* 

fH &a; - fH saHa 5At 

“ j(ib' A^ a;H - Hv> A ^ A^ A Sa''^ 

- faj \^; s(a^M a sa; - hp a; sa/a hha;; 

+ U \ V S < ^ ^ V V S A A' 

+ u a; sa;a ií\h\) - Hb v^v' SA^ Av A' 

\.f \.f 



+ sa; a so.a;) - 

^ ía,' a; s a a;) - sa; a SA\ 

Na expressão aciiria os termos sublinhados cancelam - se restando 

então : 

^ í>a'"~ íab ] ^ '' ^ 

- a" A 'íiív^y') + 

\A- sa;. ^a',-Sa;. sa\ ^ 

~ ' fai,) a; s a; ^ g(s^ ^v) + 

f„>) a; sa; a 

S a; . Sa\ 

A expressão aciina não 

precisamos de 

termos quadráticos nas 

é sempre 

const antes 

nula . Para 

.Examinemos 

de estrutura 

que se anule 

por -fiiii , os 

3* 



O. 
sa,: 4- 

^a; -f a; a; u A ^ 
'A ^r 

A CA\ 

Para que esta expressão se anule é necessário que 

V 1 bc 1°'^ ^ ^ hc 

'^r lu tKi ~ r V tbt t°J 

O- A V- 

4 a; 

Novamente ,se - - Í»l^ entíoas condições acima serão 

satisfeitas . Conclue - se portanto que as equações de Yang 

Mills sáo deriváveis de uma lagrangeana somente para grupos tais 

P t __ P b .Tal resultado foi demonstrado ,por 
fab - f 

outros meios , em i: A - P bd ,onde também se mostra que a condição 

P i _ T ^ é satisfeita somente para grupos semi-simp1 es 
Tdi ' ^ 0 l 

ou abelianos ou pelo produto direto de um semi-simp1 es por um 

abeliano. Deve - se notar que entre estes náo se inclue o grupo 

de Poincaré que é o produto semi - direto do grupo Lorents pelo 

das translaçoes. Este grupo seria o candidadto natural a uma 

teoria de gauge para a gravitação e o resultado acima mostra que 



tal teoria nao seria " usual " ; se insistirmos que a dinâmica 

da teoria seja dada pelas equações de Yang - liills a teoria 

deverá ser desenvolvida sem o uso de uma lagrangeana !I A - p a 1. 

l''or outro 1 ado, insist indo - se em uma formulação lagrangeana há 

de se abandonar as equações de Yang -Hills . 

quando existir .Ha expressão acima , os índices sâo levantados 

ou baixados através da métrica de Killing - Cartan sobre o grupo 

em consideração . Note - se que ,por exemplo ,no caso do grupo 

de Poincaré tal métrica é degenerada ,o que vem a ser uma outra 

forma de encarar a náo - 1agrangeanidadde da teoria 

A lagrangeana para as equações de Yang - liills será a 

usual 

II.D.Í9 
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III - llECüdili:^ CLéiíiíXCjâi £ EjÔJDJÍ£.S. JJXLXJjJiâllIXS 

I I I . A “ lÍ££jjDÍj;.â. rlÀ33ÀS:A 

Ü leitor terá n o t a d o q u. e n a o i n c 1 u. i in o s n o e e >< e iii pios 

expost os no cap í t u 1 o ant er ior quest oes re 1 ac ionadas coin a 

mecânica clássica . Pretendemos Fazê-lo aqui . Ka mecânica 

clássica os campos ^ e as coordenadas introduzidos no 

capítulo anterior sáo simplesmente as coordenadas generalizadas 

C } e o tempo "t , respect ivamente. Ademais vamos supor que as 

equações de movimento a considerar sáo da forma 

111 . A . í 

onde o ponto em ciiria das coordenadas representa a derivada 

temporal, e sáo a totalidade das coordenadas ' e 

suas primeiras derivadas e F sáo funções de % ^ 

Introduzimos entáo aí- forma exterior variacional 

111 . A . 2 



Para procurar condiçoes de 

examinar o que a condição 

1agrangeanidade para III.A.E devemos 

~ ^ iinpoe sobre ; 

:::: 

*b ^ ^ S — 
III.A,3 

0 primeiro termo é clarairiente .igual a ^ero . Do terceiro t <=-rmo 

S F' 
obtemos a condição — 0 j Aue vem dos termos 

L ^1- 
i = j .Observe também que para um termo do tipo 

Sòí A Ç> ò\ existe um correspondente que vem da integração 
TA 1 ^ 

por partes de ^ As ■ Assim III. A. 3 pode ser 

reescrita como 

SE = - 
ÒP‘ 

3 

^ H. 
-f 

n 
>j i 

A -t cl 

- m 

-+■ 

'"■J 

1^' ^ 

/c 
J 

A (d 



Fazencio S C - 0 obtém - se as seguintes condiçoes 

i f 'l = 

'ítv ■ 

—' = - 

'H 

III.A .5 

As condiçoes acima sao também conhecidas por condiçoes de 

Tonti" , i; T 3 . Para uma Força independente das velocidades 

as condiçoes reduzem - se a ; 

que podem ser encontradas em textos clássico-^ de mecânica 

exemplo II G 3. 

A questão mais delicada que desejairios examinar diz 

respeito aos Fatores integrantes hJada nos impedir ia de 

introduzir ,ao invés de III,A.2 , 



t I ;c I . A . 7 

con quanto c\^4 t\ . Observe - se que 

assumir dependente de t ■ ^ 

condição o> E ~ 0 torna - se mais c 

endente de ^ ^ ^ . No entanto ,a 

torna - se mais complicada ; nao obtemos 

Observe - se que ,a principio, podemos 

uma condição geral sobre as forças,como III.A.4 e III.A.5 ,porém 

condições do tipo " existirá uma lagrangeana para as equações 

torna - se impossível . Porém para cada caso particular é 

possível fazer uma análise que tem boas chances de resolver o 

problema . II esta situaçáo que iremos exemplificar agora . 

Tomemos o caso .u. um sistema com dois graus de 

liberdade descrito por 

X -4- X + X = O 

I I 
111 , A . 8 

pois aparece um 

t ermo á X A .ê X Podemos introduzir ,porém ,a í - forma 

exterior variacional 

b + x + x) é> X III.A.9 



onde é uma •l-unçao do tempo ,e impor S Et- Q , d^t er minando 

assim uma equaçao para ^ CH) • Desenvolvendo esta condição 

encontraremos 

SE= ^(í)SxaSx -t- =fCt)S'^AÍy _ 

— —df SxaÍíX 

ci t: 

Assim S t ~ 0 implica e em 

ou seja , 

é-i 
dt 

^ (^) - a € 

■fctj 

1: 

111. A. í 0 

A 1 a g r a n g e a n a s e r á ( c o m 

a = i 

(cJX X (x ^i< + x)€'^x = ± (xx +XX + 

o 

ou equivalentemente 

III.A.íí 

Cal:)e observar que a lagrangeana acima nao é simplesmente da for ma 

-V x) ,coitio é usual em muitos problemas . 

43 



Um outro exemplo de lagrangeana pouco "usual" aparece 

no caso da equação 

I • 
i x" = 0 
Z- III.A. íe 

Introduzimos a i -Forma exterior variacional 

e impoinos S t ~ 0 • Segue - se que 

Ç Iz ~ dXAc^X -V- C^) X d X /s cl X -=r 

= -4^ (f (-^0 dxAc^x ■+£(^)Xc)xAdx — 
dt ^ 

- è -f X dx A dx -v (x) cix Adx 

ò > 

Assim St - O implica em ^ - € .A lagrangeana 

que se obtem a partir da Fórmula da transgressão é 

X . 2. 
e X 

z. 
III.A.Í4 

Nos dois exemplos anteriores usamos diferentes 

ansatze"para a função No primeiro suposemos uma 



dependência somente em No segundo , somente em X . Ê na 

escolha adequada de um "ansatz" que reside a "arte" de encontrar 

1agrangeanas. 

Outra situaçao interessante é encontrada examinando - se 

o par de equações abaixo , I. I- - F II : 

t r 'my -+Rx -4-^x-O 

Observe que 

•+ Í.X 

é tal que 

lagrangeana 

S E O 

III.A . Í7 

, r e s u 11 a n d o a s e g u i n t e 

r: 4-_LR(x^~x'jj— 
III-A.i8 

0 termo cinético é da forma \ . Neste caso a equaçao na 

variável X vem da variaçáo da lagrangeana em relaçáo a 

variável M e vice-versa . Este exemplo pode se visto como 

^ 1 < 1 
correspondendo a um fator integrante dado pela matria 



Este tipo de situaçao será ainda encontrada com mais frequência 

na secçáo seguinte 

111. B - liáo. s. iü±£i3j:iâJ3iiiiJiaiJj£. 

Uma vez encontrada uma lagrangeana náo há garantia 

alguma que esta seja a única lagrangeana para o sistema . E claro 

que podemos acrescentar derivadas totais a uma lagrangeana sem 

alterar as equações de movimento, mas náo é este tipo de náo 

unicidade que estamos interessados . Podem existir mais de uma 

lagrangeana, que tenham as mesmas equações de Euler - Lagrange sem 

que elas difiram por uma derivada total II 0 3 . Chamaremos tais 

lagrangeanas de .ind>zp(:niien(:t?s . 

Káo pretendemos tratar o problema da náo-unicidade da 

lagrangeana de uma forma gei al .Vamos atei •” nos a sistemas 

mecânicos com dois graus de 1ibeidade dados por uma lagrangeana 

e procuraremos condiçoes sobre ^ |'j j'>< j M para que exista uma 



outra lagrangeana , , independente de X- e gu.e nao dependa 

do tempo exp 1 ic it aitient e . Tais sistemas serão chairiados de 

bilagrangeanos .Nestes,para cada lagrangeana podemos calcular 

quantidades conservadas devido a invariância por translaçoes 

temporais .Existindo duas lagrangeanas ,há duas quantidades 

conservadas ( do tipo "energia ") e portanto ,em se tratando de 

sistemas com dois graus de liberdade , o sistema é comp1 etamente 

integrável . Assim vemos que existe uma relaçao entre a nao- 

unicidade da lagrangeana e a integrabi1 idade do sistema . Isto 

quer dizer que ao procurarmos sistemas bilagrangeanos estamos ao 

mesmo tempo procurando sistemas integráveis .Nem todo sistema 

completamente integrável é bi1agrangeano ,porém .A condição de 

bi1agrangeanidade que obteremos mais adiante mostra-nos que uma 

certa subclasse de todos os sistemas integráveis é bi1agrangeana. 

^^eja também II Kr a I! 

As equações de Euler - Lagrange associadas a III.B.í 

sáo, (supomos ademais que independente de X e 

^ , visto que em tal caso o problema de integrabilida.de 

seria trivial ) 

111 . B . e 

111 . B . 3 



Uma Forma de procurar uma lagrangeana "alternativa" para 

as equações 

integrante 

a c i III a é s i iii p 1 e s m ente p r o c u r a r p o r u m +' a t o r 

di-Ferente da identidade . Ou seja , introduzir 

111 . B . 4 

onde 

E; “ — çL f 

^ dt\ ^4* 

111 , B . 5 

=r O ( i == x,y ) e iiripor 

constante . Segue ■“ se então que 

Vam o s come ç a r s u p o n d o 

A Hj = 

= k» s 

Ao igualarmos esta expressão a zero devemos notar que o primeiro 

termo ser zero independentemente ,o 

único cancelamento possível sendo com o termo 

\ Çi A H, 



no caso em que V é puraiTiente quadrático nas velocidades, 

exatainente aquele em que não estamos interessados Anular o 

primeiro termo significa impor -ía ^ ^ Considerando esta 

condição satisfeita e efetuando as integrações por partes 

necessárias restam as seguintes condiçoes : 

111 . B . 6 

-u'"òv 

' 

- U‘Jd.(lüL, \ - w'"cL( \ 

HJ III.8 

toamos agora reescrever estas condiçoes exp 1 ic it ament e eiri termos 

de <3^*^ — X ; Q^-V|): 
" I2 1, 

liC _ áv 
à V 

111 . B . 9 



1 1.1 . B . í 

h' 
iz (IV 

- (0'- k-) -^ >^" i (-1^, ) - j_ f ^ "l 

O detalhe interessante destas condiçoes é 

111 . B . í 1 

que podemos 

verificar a sua validade exp1icitamente ,dado um p 

v(,»,'j ,^;j) 

Para verificar 

verificar ( K 

Observe que IlI.B.Í<2i nao depende de 

111.B.9 ,sup on d o U'^ 7^ Q ,devemos 

uma constante ) : 

ot encial 

. 

ap en as 

K 

1 

III.B . íS 

e finalmente ,substituindo III.B.Í2 em III,B.íí ,resta verificar 

^ Kl 

- -4- çL( ^ _ 

z cit 

í iiL ^ 

11.. ) 

III.B . Í3 

Como foi dito ,estas condiçoes podem 

somente do potencial 

Dever í amos ag ora verificar 

dependente de 

ser verificadas a partir 

o que acontece quando um 

é permitido . Resulta após 0 



0 cálculo que náo apaveceiii novos casos de b i 1 agrangean idade : 

obt éIII-s(? as IIIeiiias cond icoes que ac ima ,0 c;aso de uiii f at or 

1 n t eg r an t e d ejs en d en d o d o t eiii|:i o n áo é d e g r an d e i n t er esse visto 

que procuramos 1agrangeanas independentes do tempo . 

Satisfeitas as condições III.Ei.V ,]:ii.B.i0 e li I . B . i i a 

lagrangeana " alternativa " é obtida pela simples aplicaçáo da 

fór mu1 a d a t r an sg r essáo a 111 . B.4 : 

I 

X'= jji 

O 

Devido a independência temporal de Jl a quantidade 

III.B.Í5 

é conservada . Como estamos tratando de sistemas com dois graus 

de liberdade isto é suficiente para assegurar a integrabi1 idade 

completa do sistema ,notando que X. e oL náo diferem por 

uma derivada total ,o que é simples de verificar comparando os 

ter mos cin étic os . 

Se supomos o potencial independente das velocidades, 
• * 
^ 3 condiçcíes de b i 1 agrangean idade reduzem 

se a 



111 . B . í 6 
^ ^ ^ V _ ^ V 

Esta é uiTia condição de int egrab i 1 idade conhecida , I" Th 'J e II D - 

G - R '.] , sendo qu.e podemos encarar as condiçoes Ili.B.? , 

III.B.Í0 , III.B.ÍÍ como uma extensão deste resultado , II Kr a II. 

Há ainda uiti Tato curioso a comentar . A quantidade 

conservada X11 . B. í !.Ii é uma quantidade conservada do "tipo 

Noether", ou seja,podemos obtê-la a partir do teorema de Noether 

aplicado à lagrangeana . A energia "usual" do sistema é 

obtida também através do teorema de Noether ,desta vez aplicado 

a X- • Assim ,neste tipo de sistema ,a invariância por 

translaçcles temporais da equaçáo de movimento tem à ela 

associada du'as quantidades conservadas ,uma através de cada 

1agrangeana 



IV ííüÜjaJlUZôLlQ. Ii£ iniRlÈB. I'£ QÈtàED3. tíãD~ 

Do ponto de vista cl^^.ssico a nao existência de uma 

1 agr angeana par a as equaçoes de moviiiien t o de uma t cor ia de 

campos nao é uma "deficiência" que nos leve necessariamente a a 

descartar a teoria .Sem dúvida ,o uso do formalismo lagrangeano 

é, muitas ve;;ies , de grande conveniência ou elegância Uma 

teoria clássica não é porém inconsistente pelo fato de não 

podermos dar - lhe uma formulação lagrangeana. 

A quantinação de uma teoria de campos é usualmente feita 

a partir da lagrangeana , seja explicitamente ,através da 

formulação de Feynman ,ou implicitamente ,na definição de momento 

conjugado no formalismo canônico .Na quantinação de uma teoria 

não - lagrangeana devemos usar a formulação , menos usual , 

devida a Kállén - Yang -Feldman , II K II e II Y - F II . Este 

método parte das equações de movimento para obter a teoria 

quântica . 

Talven pela pouca frequência com que o método de Kâllén 

Yang ■- Feldman é usado , existe uma crença que teorias não 

lagrangeanas não são quantizáveis ; veja po exemplo II H et al d. 

Não pretendemos fazer aqui uma análise completa da questão 

Vamos ,no entanto, tentar procurar investigar quais sejam os 

"defeitos" de uma teoria não-1 agrangeana quando quantizada .liais 

especificamente ,iremos analisar a possibilidade de se definir os 



vértices cia teoria coerent eiiient e . Os resultados obtidos , 

i; A - l< a itiostraiii nos que para certas teorias nao 

lagranqeanas nao é,de fat o, possível de-rinir coerent em ent e; os 

vértices . Existem porém algumas teorias nao - lagranqeanas em 

que tal "patologia" está ausente , c-r nao há ra'.íoes para descarta 

1 a s a p r i o r i . N o t e c| u. e i s t o n á o tem r e 1 a ç á o a 1 g um a c o m a 

r e n o r iti a 1 i z a I j i 1 i d a d e o u nao d a t e o r ia , u iti a q u e s t á o q u e nao 

discutiremos aqui 

Suponha um conjunto de campos í } , a~ í , N , 

governados poe equações de movimento da lorma 

IV . í 

onde C'-?'] é um operador cinemático ( Klein - Gordon ,Dirac , 

I « ft. -T- CV 
etc) agindo s o l3 r e . o s a o c o r r e n t e s d e I- o n t e , c| u e p q d e iii 

ser -funcionais de todos os campos da teoria De todas as 

equações vamos considerar deras quaisquer 

xHr] " 

A expressão geral de um funcional que representa as correntes de 
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■Fonte envolvendo ] ^ campos "^2 cairipoi 
f 

í P 
campo 

J “W] 

s , num total de ^ será; 

d 

(X 

I y, ^ 

onde 

C : 
á t ' ' '^f 

Ja 

it'.a 

0 

que ein geral é um produto de deltas de D ir ac e de suas derivadas 

(usamos aqui derivadas Funcionais usuais da teoria de campos ) 

Se a corrente For uma soma de termos envolvendo di-Ferentes 

números de campos examinaremos cada termo separadamente . 

0 procedimento de Kállén •- Yang •- Feldman diz •- nos que 

devemos escrever soluçoes •Formais das equações IV. í com a ajuda 

da funçáo de Green do operador cinemático 
-1 

, como 

IV .6 



Para obter os elementos de matriz S devemos projetar cada uma 

dessas soluçoes Formais ,escritas como a soma de um campo livre 

(in) mais termos de interaçao, sobre um campo livre (out) do 

mesmo tipo A solução perturbativa até uma certa ordem é obtida 

pela pela iteraçao das equações , ou seja , substituindo os 

campos nos termos de interaçao pelas soluçoes -Formais e retendo 

termos até a ordem desejada .Atuando sobre o operador de Green 

pela esquerda com um campo livre (out) nos dá novamente um campo 

livre . Segue ~ se que os vértices da teoria sáo obtidos como as 

primeiras contribuições nestas séries . Ou seja 10.6 leva a um 

vértice (sem convenção de soma) . Para que um vértice 

esteja bem definido é preciso que ele apareça multiplicado pelos 

mesmos fatores a partir de cada uma das equações. Isto acontece 

em todas as teorias lagrangeanas e será chamado de " coerência 

perturbativa" . A incoerência perturbativa significaria que um 

tem aparência diferente quando "visto" por diferentes canais . 

0 que faremos logo a seguir é expressar matematicamente 

o que está dito em palavras acima ,obtendo uma condição de 

coerência perturbativa .Antes porém vamos deter-nos em mais 

alguns comentários . A incoerência perturbativa de uma teoria náo 

deve ser vista como uma demonstração final de inconsistência da 

teoria . Inicial mente ,trata-se de uma argumento envolvendo 

teoria de perturbações , trazendo consigo as limitaçtoes desta . 



Além disto , a nossa intui(;ao em teoria quântica de campos está 

baseada em teorias lagrangeanas , que sáo sempre coerentes .Uma 

teoria incoerente seria entáo uma teoria "estranha" , para a 

qual a maioria dos resultados usuais da teoria quântica de campos 

náo se aplicam 

projetando IU.3 sobre um campo 

Projetando a equação IV, 

coerência perturbativa ( sem convenção de soma em IV,7 ) 

IV .7 

Introduzindo uma notação compacta para IV,4 , 

a condição IV.7 pode ser reecrita como 

IV . 9 

P bom lembrar que os incluem -Funções 

delta e derivadas de Funções delta 



A condição acima d(2ve valor para qualquer par de índices 

r- 
a , b . Usando a definição dos coeficientes . , dada por 

4» 3 r 

IV.5 , a condição IV.? pode ser posta na forma ; 

S 
fe-JL 

â p 
0 

I V . í 0 

Consequentemente toda teoria lagrangeana é coerente , 

visto que 

i 'f &. ly 11 

é a condição de 1agrangeanidade reescrita em termos de derivada 

funcionais " comuns " (poderiamos dizer ,em termos 

"operator i.ais" ) . No entanto ,IV.i0 não implica necessar iamente 

em IV.ii Podemos ainda dar uma forma mais compacta a IV.Í0 

Se introduzimos a í -• forma exterior variacional 

W 

J 

b ' 
4f 

IV. ia 



se simplesmente a condição de coerência IV. i0 torna •- 

IV . i3 

Ou seja , para todo conjunto ( ^ - -- - ^ ~ ■fo'''na 

exterior variacional . .j,.) deve ser -Fechada A 

■Forma -J ] iserá chamada de "-For ma~coer ênc ia" . Vejamos 

agora alguns exemplos . 

Tomemos as seguintes equações 

IV . í 4 

Se a = b a teoria é lagrangeana ,correspondendo a um potencial 

mas se a ba teoria nSo é lagrangeana . As -Formas ~ coerência 

tem ,no caso as seguintes expressões 



2a. - 2 b H*. ly . Í7 

'^U.ol - 2 a -(, 

E portanto a condição do coerência Pica : 

IV . í8 

IV . 19 

^ 2Ca-lo) IV.e® 

pois ^ a;ero Neste caso a condição 

de coerência é a iiiesiiia que a condição de 1 agrangean idade , ou 

seja, a ■= b . Um caso de teoria nao-1 agrangeana coerente é dado 

por ; 

i’., - V ^ I 

IV ,Sí 

IV. 22 

A única condição de coerência não trivial é a seguinte : 

w 
CV) - IV .23 



ly ,E4 

e p o r t; a n t o o iti o d e I o é c d e v e n t e . V e iii o s p o r t a n t a q u e a c: o n d i ç a o cl e 

coerência pode satisl-eita iriesiiio para uma teoria nao-l agr angeana. 

yeja-”se também a referência II A l< b3. 

lí interessante mencionar que as equações de Yang - liills 

satisfaxiein as condiçcíes de coerência apenas se forem 

lagrangeanas . Como foi dito na secçao II.D ,este é o caso para 

modelos baseados em grupos semi-simples ou abeiianos ou o 

produto direto de um semi -simples por um abeliano ,11 A - l< b I!. 

UIII a o u t r a f o r m a d e a l:t o r d a r o p r o b 1 e m a d e q u a n t i h a ç a o de 

teorias nao--lagrangeanas é considerar uma outra teoria da qual a 

teoria dada é o limite para o valor de um certo parâmetro Se 

esta outra teoria for lagrangeana podemos quantina-la por meio de 

integrais funcionais ,ou por quantização canônica , e tomar o 

limite no fim do processo .Nâo há , no entanto , garantia alguma 

que o processo de tomada de limite " comute " com o de 

quantização . Tal método foi utilizado em II A - P c II na 

quantização de uma teoria de gauge para o grupo de 

Poincaré,resultando na mesma incoerência perturbativa aqui 

apresentada 

6 ;i. 



V - EIMÈIS. 

Numa formulação clássica ( não-quânt ica) d(? uma teoria a 

dinâmica pode ser dada pelas equações de movimento , Estas 

podem ou nao ser deriváveis de uma lagrangeana . Neste sentido ,a 

formulação a partir das equações de movimento tem um " status 

mais fundamental que a formulaçáo lagrangeana ,pois esta pode não 

existir mesmo para teorias fisicamente aceitáveis .A existência 

de uma lagrangeana dá porém a uma teoria uma elegância maior 

Teoremas como o de Noether ,mesmo existindo generalizações para 

para teorias não - lagrangeanas ,são bons exemplos da utilidade 

do formalismo lagrangeano . 

Introduzimos neste trabalho um formalismo matemático 

para tentar responder a questão da existência de uma lagrangeana 

para dadas equações de movimento liesirio não tendo esgotado a 

questão .fornecemos um meio prático de trabalhar o problema 

Isto levou , entre outras coisas, a uma abordagem construtiva do 

problema da não unicidade da lagrangeana. No caso particular de 

sistemas com dois graus de liberdade descritos pela mecânica 

clássica esta abordagem esclarece um pouco a estrutura subjacente 

à integrabi1 idade completa de alguns sistemas 

A quantização de uma teoria de campos não-1agrangeana 

foi aqui tratada de uma maneira que poderiamos chamar de " não- 

dogmática " . Tentamos analisar quais problemas surgem no 

processo de quantização e sob quais condiçoes estes problemas 



estão ausentes .Isto levou à definição de coerência perturbativa 

de uma teoria . Todas as teorias lagrangeanas resultam coerentes, 

podendo porém existir teorias não-1agrangeanas coerentes . 

Cabe ,por fim , mencionar algumas questões não tratadas 

nesta tese . Todo n tratamento tem um caracter local , não tendo 

sido abordados problemas topológicos . A relação entre as 

simetrias das equações de movimento e as da lagrangeana foi 

tampouco tratada ,não nos parecendo porém impossível que isto 

venha a ser feito dentro do formalismo aqui utilizado . 0 mesmo 

poderiamos dizer a respeito de uma possível extensão das idéias 

sobre integrabilida.de completa para sistemas com mais graus de 

liberdade . Uma análise mais aprofundada da quantização de 

teorias não-1agrangeanas também está ainda por ser feita. 

Chamamos também a atenção do leitor para o nosso trabalho 

II Kr b II onde mostrairios que a existência de uma lagrangeana para 

certas equações de movimento esta' ligada a invariância por um 

certo tipo de simetria anti-BRS na mecânica clássica , 

fornecendo, neste contexto , uma nova interpretação desta 

simet ria 
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