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RESUMO

Este trabalho apresenta um teorema de classificagio para fungdes de Morse definidas em superfi-
cies fechadas orientaveis. Para o desenvolvimento da teoria, sdo utilizadas ferramentas da topologia
algébrica e diferencial. E introduzido o grafo de Reeb associado a uma fungdo de Morse, que resulta
ser um invariante das classes de equivaléncia de tais fungbes. Sao apresentadas suas principais

propriedades e, além disso, apontadas algumas possiveis generalizagdes para o problema.

Palavras-chave: Fungbes de Morse. Grafos de Reeb. Classificagao.



ABSTRACT

This work presents a classification theorem for Morse funcions defined on orientable closed surfa-
ces. To develop the theory, tools from algebraic and differential topology are used. It is introduced the
Reeb graph associated to a Morse function, which results to be an invariant of the equivalence clas-
ses of such functions. Its main properties are stated and, in addtion, some possible generalizations

for the problem are highlighted.

Keywords: Morse functions. Reeb graphs. Classification.
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1 Introducao

Problemas de classificagado aparecem em diversos ramos da Mateméatica. Alguns exem-
plos sdo: a classificacao das variedades em Topologia Diferencial; a classificacao dos grupos
ciclicos em Algebra; a classificacdo dos germes finitamente determinados em Teoria das
Singularidades, entre outros.

Abordamos neste trabalho um problema de classificagao relacionando a Topologia com
a Teoria das Singularidades. Nosso foco ¢ investigar o problema da classificagdo de certas
fungoes diferenciaveis definidas em variedades diferenciaveis a valores reais. Esse tipo de
investigagao pode ter um carater local ou global.

Quando nos referimos a classificagdo local, visamos descrever o comportamento das
fung¢oes no entorno de um ponto. Ha dois casos possiveis: ou esse ponto é regular ou é
singular.

No caso em que o ponto é regular, os trés grandes teoremas da Analise, a saber, o Teo-
rema da Aplicacao Inversa, a Forma Local das Imersoes e a Forma Local das Submersoes,
esgotam a descricao local das aplicagoes diferencidaveis entre variedades na vizinhanca
desse ponto.

A Teoria das Singularidades se encarrega, naturalmente, de classificar as aplicagdes no
entorno de um ponto singular. Por intempérie, existem diversas naturezas para um ponto
singular. Nos ocuparemos aqui, daqueles de natureza mais simples: os nao-degenerados.

Marston Morse desenvolveu uma teoria, hoje chamada de Teoria de Morse, que relaci-
ona funcgoes diferencidveis com pontos criticos nao-degenerados a topologia da variedade
onde tais fungoes estao definidas. Em 1925, demonstrou o célebre Lema de Morse, que
pode ser considerado um dos primeiros resultados da Teoria das Singularidades.

O Lema de Morse transforma o problema de classificagdo de pontos criticos nao-
degenerados em um problema da Algebra Linear: a classificacdo das formas quadraticas
nao-degeneradas. Este problema ¢ resolvido por um resultado conhecido por Lei da Inércia
de Sylvester, que classifica as formas quadraticas pelo seu indice. Em outras palavras, na
vizinhanga de um ponto critico nao-degenerado, a fungao diferenciavel assume uma forma
do tipo —zf —--- — a3} + a3 4+ - +x2, onde m é a dimensdo da variedade onde a funcao
esta definida e X\ é o indice da forma quadratica associada.

As fungoes cujos pontos singulares sao todos nao-degenerados levam entdao o nome de
funcoes de Morse. O nosso trabalho se preocupa em classificar tais fungoes, mas agora
do ponto de vista global. Essa classificacao serd feita através de uma equivaléncia via
mudancgas de coordenadas na fonte e na meta por difeomorfismos.

Entretanto, ao investigar a classificacdo global, o problema se torna mais laborioso.
A Topologia, em muitos contextos, faz o papel de passar do problema local ao problema
global; neste trabalho, nao é diferente.

Ao procurar um critério que determine se duas fungoes de Morse sao equivalentes
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Introducao 14

ou nao, um certo invariante combinatorial aparece: o grafo de Reeb. Além disso, esse
invariante resulta ser completo sob algumas hipéteses. Isto é, para que duas funcoes
sejam equivalentes, é necessario e suficiente que seus respectivos grafos de Reeb sejam
equivalentes em um sentido a ser definido.

Os grafos de Reeb desempenham um papel de destaque nao s6 para a classificacao
topoldgica das fungoes de Morse, como também em outras classificagbes. Por exemplo,
para caracterizar a classificagdo topologica, via conjugacao, de fungoes de Morse-Bott; ou
em Sistemas Dinamicos, para a classificacao das fungoes de Lyapunov.

Tais grafos estao presentes também em outros ramos da matematica, como a Anélise
Topolédgica de Dados e a Computacao Grafica.

Muitos questionamentos a respeito do grafo de Reeb podem ser feitos, e trazemos neste
trabalho respostas a alguns deles.

Esta dissertacao esta dividida em seis capitulos, que tentam torna-lo tao autossufici-
ente quanto seja possivel, sem, é claro, perder o foco do trabalho e torna-lo uma leitura
demasiadamente desgastante.

Nos Capitulos 2 e 3, desenvolvemos conteudos preparatérios ao que sera apresentado
nos capitulos seguintes, relacionados a Topologia Algébrica e Diferencial, respectivamente.
Fazemos uma abordagem concisa de temas como homotopia, homologia e, de forma mais
ampla, das variedades diferenciaveis.

O Capitulo 4 traz uma descricao sistematica das funcoes de Morse, apresentando suas
principais caracteristicas e relagoes com a topologia das variedades. Além disso, uma das
possiveis generalizagoes para as fungoes de Morse, chamadas de fung¢oes de Morse-Bott,
é posta de maneira breve.

Ja o Capitulo 5, que compoe o objeto principal de nosso estudo, desenvolve a teoria
dos grafos de Reeb associados a fungoes de Morse e prové um teorema de classificacao de
tais funcoes definidas em superficies orientaveis.

Finalmente, os Capitulos 6 e 7 expoem outras dire¢oes relacionadas ao uso dos grafos
de Reeb para o estudo de fungoes diferenciaveis.

No Capitulo 6, uma condicdo necessaria e suficiente para que o espaco de Reeb de
uma funcao diferenciaveis seja, de fato, um grafo, é demonstrada. Além disso, mostra-
mos algumas comparagoes entre o nimero de ciclos do grafo e o género das superficies.
Apontamos ainda alguns problemas de realizacao para grafos de Reeb.

O Capitulo 7 evidencia temas recentes da pesquisa, agora voltada as aplicagoes que to-
mam valores na circunferéncia. Mostramos um breve paralelo, para este caso, as questoes
abordadas anteriormente no trabalho, tais como problemas de classificacao e de realizacao
de grafos.



2 Toépicos da Topologia Algébrica

Apresentamos neste capitulo tépicos basilares da Topologia Algébrica que se farao
presentes no decorrer do trabalho. O material base para este capitulo se encontra em
[Dugundji 1966], [Lima 2018], [Massey 1991], [Munkres 2000] e [Vick 1994].

2.1 Espacos quocientes

Definigao 2.1 (Relagao de equivaléncia). Dado um conjunto X nao-vazio, uma relagao
de equivaléncia sobre X é um subconjunto R C X x X que satisfaz:

1. (z,x) € R para todo x € X
2. (z,y) € R implica que (y,x) € R, para quaisquer que sejam z,y € X;

3. Se (z,y) e (y,z) pertencem a R, entdo (x,z) deverd pertencer a R, para todos
x,y,z € X.

Quando (z,y) € R, dizemos que x é R-relacionado a y e denotamos tal fato por zRy.

Definigao 2.2 (Classe de equivaléncia e conjunto quociente). Quando se tem uma relagao

de equivaléncia R sobre um conjunto X, fica bem definida a classe de equivaléncia de um

elemento x como sendo o conjunto [z] = {y € X | xRy}. E chamado de conjunto quociente
X

a colegao de todas as classes de equivaléncia; isto ¢, % = {[z] | v € X}.

Fica claro que as classes de equivaléncia formam uma particdo do conjunto X.

Definigao 2.3 (Aplicagao compativel com relagoes de equivaléncia). Sejam X e Y con-
juntos nao-vazios e R e R’ relagdes de equivaléncia sobre X e Y, respectivamente. Uma
aplicagdo f: X — Y é dita ser compativel as relagoes R e R’ se (x,y) € R implicar que
(f(x), f(y)) € R, para quaisquer que sejam x,y € X.

Exemplo 2.4. Seja X um conjunto nao-vazio. A colegdo A = {(z,x) € X x X} é uma
relacao de equivaléncia sobre X. Denomina-se relacao identidade.

E natural o surgimento da aplica¢io

X
: X —

x — [z]

chamada projecio ao quociente.
7’ . . . X
Quando X tem estrutura de espaco topoldgico, o conjunto quociente % herda uma
estrutura semelhante:

15



Espacos quocientes 16

Proposigao 2.5. Seja (X, 1) um espago topoldgico e R uma relagio de equivaléncia sobre
X. A colecao

X
m={V el (vV)er)
R
¢ a topologia mais fina que torna a projecio ao quociente continua.

Em vista da Proposicao 2.5, define-se:

Definicao 2.6 (Topologia quociente e espaco quociente). A topologia T sobre % é cha-

mada de topologia quociente. O espago topoldgico (%, Tr) é chamado de espago quociente.

Proposicao 2.7. Sejam X e Y espacos topologicos e R uma relagdo de equivaléncia
sobre X. Para que uma aplicagdo f: % — Y seja continua, € necessdrio e suficiente que
foq: X =Y seja continua.

Exemplo 2.8. Seja X = [0,1] x [0,1] e considere sobre X a relagdo de equivaléncia R
dada por

para quaisquer que sejam z,y € [0, 1].
O espago quociente % ¢ homeomorfo ao toro T? = S' x S,

Figura 2.1: O toro como espago quociente.

A projecao ao quociente, em geral, nao é uma aplicagao aberta.
Embora certas propriedades topologicas de X sejam herdadas por %, tais como a
compacidade e a conexidade, outras propriedades nao sao.

Teorema 2.9. Sejam X um espagco de Hausdorff compacto e R uma relagdo de equiva-
léncia sobre X. O espago quociente % ¢ de Hausdorff se, e somente se, a projecio ao
quociente q: X — % for uma aplicagdo fechada.

Temos ainda o seguinte resultado:

Proposicao 2.10. Seja f: X — Y uma aplicacio continua entre espagos topoldgicos.
Tem-se que:

1. O conjunto Ry = {(z,y) € X x X | f(x) = f(y)} € uma relagio de equivaléncia
sobre X;

2. Existe uma nica aplicag¢do continua f: % — Y tal que foq= f. Além disso, f é
bijetiva;

3. Se a aplicagio f for aberta e sobrejetora, entdo f é um homeomorfismo.
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2.2 Homotopia e o grupo fundamental

Defini¢ao 2.11 (Homotopia). Sejam f,g: X — Y aplicagdes continuas entre espagos
topoldgicos. Dizemos que f é homotopica a g se existir uma aplicagdo continua

H: X x[0,1] =Y,
chamada de homotopia, tal que
H(z,0) = f(z)
H(:L‘, 1) = g(l’),
para qualquer que seja x € X.

Geometricamente, duas aplicagoes sao homotoépicas se uma puder ser “deformada con-
tinuamente” até outra. A relacao de duas aplicagdes serem homotopicas é uma relacao de
equivaléncia no conjunto C°(X,Y’) das aplicagdes continuas de X em Y. Denotaremos o
fato das aplicagbes f e g serem homotépicas por f = g.

Defini¢ao 2.12 (Tipo de Homotopia). Dizemos que dois espagos topoldgicos X e Y tém
o mesmo tipo de homotopia se existirem aplicagoes continuas f: X - Y eg: Y — X de
forma que:

go f=ldy
fog=lIdy

As aplicacoes f e g sao chamadas de equivaléncias homotdpicas entre os espacos X e Y.
A aplicacao g é chamada de inversa homotopica de f, e vice-versa.

Note que se dois espagos sao homeomorfos, entdo eles tém necessariamente o mesmo
tipo de homotopia. O inverso nao é valido.

Exemplo 2.13. Note que o disco com dois buracos e a figura “oito” claramente nao sao
homeomorfos, mas tém o mesmo tipo de homotopia.

‘~©©

Figura 2.2: O disco com dois buracos tem o mesmo tipo de homotopia que a figura “oito”.
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Definigdo 2.14 (Retragdo). Seja X um espago topolégico e A C X um subespago.
Dizemos que A é um retrato de X se existir uma aplicagao continua, chamada retracao,
r: X — Atal que r|y = Ida.

Definicao 2.15 (Retrato por deformagio). Dado um espago topoldgico X, um subespago
A de X é um retrato por deformacao de X se existir uma retracao r: X — A que seja
homotépica a aplicagao identidade Idx.

Proposigao 2.16. Se A ¢é retrato por deformagao de X, entdo A e X tém o mesmo tipo
de homotopia.

A definicao de retrato por deformacao abstrai a ideia de “encolher” o espaco X até o
subespago A.

Um espago que tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto é chamado de espaco
contrdatil. As bolas abertas do espaco euclidiano sdo os exemplos canonicos de espagos
contrateis.

Caminhamos agora para a instancia onde a Algebra se relaciona com a Topologia.

Defini¢ao 2.17 (Caminho e caminho inverso). Sejam xy e 1 pertencentes a um espago
topoldgico X. Um caminho que liga xo a x; é uma aplicagao continua «: [0,1] — X tal
que a(0) = zp e (1) = z5. Para um caminho a(t) em X, chamamos de caminho inverso
de a 0 caminho a~1(t) dado por a~!(t) = a(l —t).

A ideia é que ™! percorra o mesmo trajeto que «, porém em sentido contrario. Se «
liga 7y a 1, entdo o~ liga 21 a .

Note que, apesar da notagdo o~
possivelmente esta sequer exista.

1 esta nao é a aplicacdo inversa de «, uma vez que

Defini¢ao 2.18 (Justaposigdo de caminhos). Sejam «,~: [0,1] — X caminhos em um
espago topoldgico X tais que a(1) = v(0). Chamaremos de caminho justaposto de a por
v o caminho a *v: [0,1] = X dado por

(axy)(t) = {

a(2t) 0
Y2t -1) 3

A aplicagdo « * v estda bem definida e é continua. Além disso, note que o ponto de
origem e o ponto de término de « * v sao, respectivamente, o ponto de origem de « e o
ponto de término de . Temos ainda que se « liga 7o a 21, entdo a*a~! que tem xy como
ponto de origem e como ponto de término, sendo assim homotdépico ao caminho constante
em XIog.

Definigao 2.19 (Lago). Dado um espago topolégico X e um ponto zy € X, um lago com
base em xy ¢ um caminho que liga xy ao proprio xg. Ou seja, uma aplicagdo continua
a: [0,1] = X tal que a(0) = (1) = .

Considere agora L(X,xy) o conjunto de todos os lagos com base em xy. Sobre este
conjunto, definimos a relacdo de equivaléncia R por: aR7y se existe uma homotopia
H:1[0,1] x [0,1] — X entre o e y tal que H(0,s) = zo = H(1,s) para todo s € [0,1].
Observamos que s € [0, 1] é um pardmetro da homotopia H, e ndo dos caminhos 7 e a.
Nestas condigoes dizemos que « é homotopica a v relativamente ao ponto xg.
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0

Figura 2.3: Homotopia de lagos.

Proposicao 2.20. O sistema formado pelo conjunto quociente m (X, zg) = % dado
pela relacdo de equivaléncia descrita anteriormente, juntamente com a operagdo

o (X, o) X m (X x0) = m (X, 20)
([a], V) = o] - ] = e %]
tem estrutura de grupo, e é chamado de grupo fundamental de X com base em xy.
Em geral, o grupo fundamental nao ¢ abeliano.

Proposicao 2.21. Seja X um espago topologico conexo por caminhos. Dados dois pontos
xo, 1 quaisquer em X, entao m (X, o) € isomorfo a m (X, x1).

Em virtude da Proposicao 2.21, quando X ¢é conexo por caminhos, faz sentido nos
referirmos ao grupo fundamental apenas por m1(X), uma vez que, independentemente do
ponto base, todos serdo isomorfos.

Proposicao 2.22. Sejam X e Y espacos conexos por caminhos e f: X — Y uma apli-
cagdo continua. A aplicagio fy: m(X) — m(Y) dada por

fi(lad) = [f o

estd bem definida e é um homomorfismo de grupos. A aplicagio f; é chamada de homo-
morfismo induzido pela aplicagio continua f.

Proposigao 2.23. Sejam X e Y espagos conexos por caminhos e f: X — Y aplicagdo
continua. Se f € uma equivaléncia homotdpica, entao fy: m(X) — m(Y) € um isomor-
fismo de grupos.

2.3 Homologia singular
Definigao 2.24 (Simplexo padrao). Um p-simplexo padrao é o subespago
p
Ap: {(to,tl,...,tp) E]RP—H |tl EOVZE {O,...,p}e thzl}
i=0
Os pontos zy = (1,0,...,0), z; = (0,1,0,...,0), ..., z, = (0,...,1) sdo chamados

de vértices de A,. Ordenando os vértices desta maneira, obtemos um simplexo ordenado.
Nos referiremos aos simplexos padroes simplesmente por simplexos.
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O subconjunto de A, dado por
{(to,...,t,) € A, | t; =0}
é chamado de i-ésima face de A,. Toda face de um p-simplexo é um (p — 1)-simplexo.

Defini¢ao 2.25 (Simplexo singular). Dado um espago topoldgico X, um p-simplexo sin-
gular em X é uma aplicacao continua ¢,: A, — X.

Exemplo 2.26. Um 0O-simplexo singular ¢ a aplicagao constante
¢0: AO — X,

onde Ag = {1} C R. Assim, hé tantos 0-simplexos singulares em X quanto forem seus
pontos.

Exemplo 2.27. Analogamente, um 1-simplexo singular é uma aplicacao continua
¢1 : Al — X.

Uma vez que A; é um segmento de reta, logo homeomorfo ao intervalo [0, 1], pode-se
entender os 1-simplexos singulares como caminhos no espaco X.

Consideremos a aplicacao F;: A,_1 — A, definida por

F;(.I’l, Ce ,ilj'p,1> = (1'1, R 7 I O,.CL',L', c ,ZL'pfl).
Dado um p-simplexo singular ¢ em um espago topologico X, a composicao
oo Fg: Ay = X

determina um (p — 1)-simplexo singular em X.
Dado um espaco topolégico X, denotaremos por S, (X) o grupo abeliano livre gerado
por todos os n-simplexos singulares em X. Isto é, S, (X) é gerado pela colegao

{on: A, = X | ¢y, é continua}.

Um elemento de S, (X) é chamado de n-cadeia singular. Cada elemento de S, (X) é uma
combinagao linear formal de n-simplexos singulares com coeficientes inteiros.

Definicao 2.28 (Operador bordo). O homorfismo 0,,: S,,(X) — S,-1(X) dado por

On(0) =3 _(-1)'(¢ o Fy)
i=0
definido nos geradores e estendido por linearidade, é chamado de operador bordo.

Proposicao 2.29. A sequéncia

S (X) 2 5 (X))~ 8,1 (X)

¢ semi-exata para todo n € N. Ou seja, O, 0 0,1 = 0.
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Desta forma, temos que ker d,.1 C Im 0,. Denotamos por

Zn(X) =ker0,
Bu(X) = Im Oy

Cada elemento de Z,(X) é chamado de um n-ciclo, assim Z,(X) é o grupo abeliano dos
n-ciclos em X. Analogamente, cada elemento de B, (X) é chamado de n-bordo e B, (X)
¢ o grupo abeliano dos n-bordos em X.

Uma vez que B, (X) C Z,(X), faz sentido definirmos:

Defini¢ao 2.30 (Grupos de homologia). Dado X um espago topolégico, definimos o
n-ésimo grupo de homologia singular de X por

Intuitivamente, os grupos de homologia singular em X detectam os n-ciclos que nao
sdo n-bordos. Desta maneira, sdo medidos, informalmente, os “buracos” n-dimensionais
em X.

~Y

Proposicao 2.31. Se X é conexo por caminhos, entio Hyo(X) = Z.

Proposicao 2.32. Se X ¢é um espaco topoldgico e {Xa}aca € a colecio das componentes
conexas por caminhos de X, entao

Hy(X) = D Ha(Xa),

acA
para todo n € N.

Corolario 2.33. Se X ¢é um espago topologico e {Xo}acn € a colegio das componentes
conexas por caminhos de X, entao

Ho(X)= Pz

a€el

Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma aplicacao continua. Dado um
n-simplexo singular em X ¢: A, — X, a aplicacdo f; = f o ¢ é um n-simplexo singular
em Y. Isso pode ser estendido de maneira tnica a um homomorfismo f;: S,(X) — S, (Y),
para cada n.

Dai teremos que o diagrama

Su(X) — s S (v)

o Jo

Snfl(X> T) Snfl (Y)

comuta.
Assim, existe um homomorfismo f;,: H,(X) — H,(Y), chamado de homomorfismo
induzido em homologia pela aplicacao f.
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Teorema 2.34. Sejam X e Y espagos topologicos. Se f: X — Y ¢é uma equivaléncia
homotépica, entao o homomorfismo induzido

fin: Ho(X) = H,(Y)
¢ um isomorfismo de grupos, para qualquer que seja n € N.
Corolario 2.35. Os grupos de homologia sao invariantes topoldgicos.

Ha ainda uma relagao entre o grupo fundamental e o primeiro grupo de homologia de
um espaco topolégico X. Tal relagao é evidenciada pelo:

Teorema 2.36 (Teorema de Hurewicz). Dado um espago topoldgico X conexo por cami-
nhos, existe um isomorfismo B
h: 7T1(X)ab — Hl(X),

chamado de isomorfismo de Hurewicz, onde m (X )q € a abeliniza¢io de m(X).

Para mais detalhes, consulte [Vick 1994]. Observamos ainda que hé outras teorias de
homologia, cada qual melhor adaptada a um certo de tipo de espago, como a Homologia
Simplicial para espacos triangulaveis ou a Homologia Celular para CW-complexos, que
serao definidos posteriormente neste mesmo capitulo. Optamos por apresentar a Homo-
logia Singular, pois é uma teoria mais geral que pode ser utilizada para estudar qualquer
tipo de espago topoldgico.

Definigao 2.37 (Numeros de Betti). Para espagos X tais que os grupos de homologia
H, (X) sejam finitamente gerados, estdao bem definidos os nimeros de Betti de X como

Bi(X) = rankH;(X).

Em particular, o nimero de Betti de grau 0, 5y(X), é o ntimero de componentes
conexas por caminhos de X.

2.4 Espacos de adjuncao

Os espacos de adjuncao sdo uma construgao em Topologia, que nos permite obter um
novo espaco topolédgico, a partir de outros previamente dados, “colando continuamente”
um a outro.

Defini¢ao 2.38 (Unido disjunta). Seja {X;};cp uma familia de conjuntos nao-vazios.
Chama-se unido disjunta da familia {X;}iea 0 conjunto

L X = Ul x X = U{G.2) |z € X0}

i€ ieA i€
Dada uma familia {X;};cn, ficam bem definidas as injecoes candnicas

eir Xi = [ Xi
i€A
x— (i,7)

para cada 7 € A.
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No caso em que se tem uma familia {(X;, 7;)}:cn de espagos topoldgicos, chama-se
topologia da unido disjunta a topologia co-induzida sobre | |;c, X; pela familia {¢;};cp das
injecOes canodnicas; isto é, a topologia mais fina que torna todas as injegdes continuas.

Se o conjunto de indices A = {1,...,n} é finito, denota-se a unido disjunta por X; LI
XolU...UX,.

E comum encontrar na literatura o nome “uniao disjunta”, ou ainda “soma topolégica”,
de espacos topologicos X e Y fazendo referéncia ao conjunto X UY quando X NY = @.
Como, neste caso, ha um homeomorfismo entre XUY e ({0} x X)U({1} xY), utilizaremos
o mesmo simbolo LI para representar a soma topolégica dos espacos X e Y.

Definicao 2.39 (Espago de adjuncao). Sejam X e Y espagos topoldgicos, A um subespago
de X e f: X — Y uma aplicagdo continua. Sobre X UY munido da topologia da uniao

disjunta, considere R a relagao de equivaléncia dada por (0, z)R(1, f(z)) para todo x € A.
O espacgo quociente X—;'Y é chamado de espago de adjuncio de X eY ao longo de A pela
aplicagdo f e é denotado por X Uy Y.

Sobre o espago X Uy Y, coloca-se a topologia quociente induzida pela relagao R.
Geometricamente, esta operacao tem o resultado de colar X a Y sobre os pontos de
A. Veja a figura a seguir:

XUy
——

>

Figura 2.4: Adjuncao do espago X ao espaco Y ao longo de A pela aplicacao f.

In

2.5 CW-complexos

Um caso particular dos espacos de adjuncao sao os chamados CW-complexos, muito
presentes na Topologia Algébrica, especialmente na Teoria da Homotopia.
Denotaremos por

D" ={z eR" | ||z|| < 1}
Dr={z eR"||zf| < 1}
respectivamente, os discos n-dimensionais aberto e fechado de centro na origem e raio
unitario.
Mais geralmente, dado r > 0, poderemos nos referir ao conjunto
B ={z e R" | [lz]| <r}

como disco n-dimensional centrado na origem e de raio r. B facil ver que B e D" sdo
homeomorfos, para qualquer que seja o raio r escolhido.

Note que 9D" = {z € R" | ||z|| = 1} = S"!, ou seja, a fronteira de um disco
n-dimensional é a esfera (n — 1)-dimensional.



CW-complexos 24

Defini¢ao 2.40 (Célula). Uma n-célula aberta em um espago topoldgico X é um subes-
paco e C X homeomorfo ao disco aberto D™. De maneira similar, uma n-célula fechada
¢ um subespaco € homeomorfo ao disco fechado D™,

Anexar uma célula e” a um espaco X significa colar D" a X ao longo de S™! por
uma aplicacio continua f: S""! — X, chamada de aplicacio de colagem, no sentido dos
espacos de adjuncgao da secao anterior. Denotamos por X Uy €™ o espago obtido.

Definigao 2.41 (CW-complexo). Um espago topolégico de Hausdorff X é um CW-
complexo se existir uma cadeia de inclusoes

XoCX;C...CX
tal que:
1. Xy é um subespago discreto;
2. X,, é obtido a partir de X,,_; colando-se n-células;
3. A C X é fechado quando A Ne™ é fechado para qualquer célula fechada e™.

A condicao 3 da defini¢do acima determina a topologia do espago X, chamada de
topologia fraca ou topologia de Whitehead. Cada X, da cadeia de inclusdes é chamado
de n-esqueleto de X. Um CW-complexo X é n-dimensional se X coincide com seu n-
esqueleto. Em particular, levam o nome de grafo os CW-complexos unidimensionais.

A sequéncia {X,,}>°, de n-esqueletos chama-se decomposic¢ao celular do espago X.
Um CW-complexo é entao nada menos que um espaco topolégico que admite uma de-
composicao celular.

Um CW-complexo é finito se é constituido de um ntimero finito de células. Neste
caso, a condi¢do da topologia fraca é imediatamente satisfeita. Prova-se que para que um
CW-complexo seja compacto, é necessario e suficiente que seja finito.

Uma classe especial de CW-complexos sao os complexos simpliciais, isto €, os espagos
triangulaveis. Um complexo simplicial se decompoe trivialmente em colegdes de simplexos,
que formam a sua decomposicao celular.

Exemplo 2.42. A esfera S™ pode ser vista como um CW-complexo n-dimensional. Basta
considerar Xy = {p} e colar a X uma n-célula pela aplicagdo constante f: S*~! — Xj.
Dai, S" = X, Uy e™.

Proposigao 2.43. Sejam f,g: S* 1 — X aplicagoes homotdpicas. A aplicagio identidade
de X se estende a uma equivaléncia homotopica

k: X Upe” = X Uge™.

Proposicao 2.44. Seja p: St — X wuma aplicagio de colagem. Toda equivaléncia
homotépica f: X — Y se estende a uma equivaléncia homotdpica

F:XUWe”%YUfwe".

Defini¢ao 2.45 (Aplicacao celular). Sejam X e Y CW-complexos, sendo {X,}5°, e
{Y,.}5°, suas respectivas decomposicoes celulares. Uma aplica¢ao continua f: X — Y ¢
uma aplicacio celular se f(X,) CY, para todon =0,1,....
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Teorema 2.46 (Teorema da aproximacao celular). Sejam X e Y CW-complexos. Dada
uma aplicagdo continua f: X — Y, existe uma aplicagdo celular g: X —'Y que é homo-
topica a f.

Definicao 2.47 (Caracteristica de Euler). Dado um CW-complexo finito m-dimensional
X, denotamos por o; o nimero de i-células que compoem X. Definimos por

X(X)=>(-1)o;
i=0
a caracteristica de Euler de X.

Na linguagem da homologia, a caracteristica de Fuler de um CW-complexo pode ser
calculada em func¢ao de seus ntimeros de Betti.

Teorema 2.48. Dado X um CW-complexo finito m-dimensional, tem-se que

m

X(X) =D (-1)'8:(X),

i=1

onde [;(X) € o i-ésimo niumero de Betti de X ; ou seja, ; = rankH;(X), onde H;(X) é
0 i-ésimo grupo de homologia de X .

Corolario 2.49. A caracteristica de Euler dos CW-complexos é invariante por homotopia.



3 Nocoes de Topologia Diferencial

Bem se sabe que a Topologia é o campo da Matematica que estuda espagos topo-
logicos e aplicagdes continuas. As variedades diferenciaveis sao, essencialmente, espacos
topologicos que se parecem localmente a um espago euclidiano, onde, com uma estrutura
adequada, é possivel realizar calculo diferencial. Por toda a extensao do trabalho, assumi-
remos que as variedades diferenciaveis e as aplicacoes diferenciaveis sejam de classe C*.
Nos baseamos principalmente em [Hirsch 1976], [Lee 2012] e [Lima 2011], com excegao
das se¢oes que fagam referéncia explicita a outros materiais.

3.1 Variedades e estruturas diferenciaveis

Definicao 3.1 (Carta e atlas). Uma carta de dimensao m sobre um espaco topologico M é
uma aplicacao continua ¢: U — R™, onde U é um aberto de M, que é um homeomorfismo
sobre a sua imagem ¢(U). Um atlas de dimensdo m sobre um espago topologico M é uma
colecao A = {p;: U; — R™ | ¢ é carta e U;ep U; = M}, onde i pertence a um conjunto
de indices A.

Definigao 3.2 (Variedade topolégica). Uma variedade topolégica de dimensao m é um
par (M,2(), onde M é um espago topologico de Hausdorff com base enumeravel, e 20 é um
atlas de dimensao m sobre M.

Frequentemente denotamos por M™ o fato de M ser uma variedade munida de um
atlas de dimensao m.

Dada uma variedade topologica M™, sendo ¢: U — R™ e ¢: V — R™ cartas tais que
UNYV # @, fica bem definida a aplicagao

§=1dop i pUNV) = p(UNV),
chamada de mudanga de coordenadas. E claro que &: (U NV) — (U NV) é um

homeomorfismo.

Definicao 3.3 (Estrutura diferenciavel). Seja (M™,2() uma variedade topoldgica. Dize-
mos que 2 é uma estrutura diferencidavel sobre M se:

1. Para quaisquer cartas ¢: U — R™ e ¢: V — R™ tais que U NV # &, tem-se que
a mudanca de coordenadas £: (U NV) — (U NV) é uma aplicagao diferencidvel
entre abertos do espaco euclidiano R™;

2. Se p: U — R™ é uma carta pertencente a colecao A, ¢»: V. — R™ uma aplicagao
continua que é homeomorfismo sobre a imagem, sao tais que UNV # & e a mudanga
de coordenadas &: o(UNV) — »(UNV) é diferencidvel, entdao ¢ pertence a colegao
2.

26
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Definicao 3.4 (Variedade diferencidvel). Uma variedade diferencidvel de dimensao m é
uma variedade topolégica (M,2A) de dimensao m, onde 2 é uma estrutura diferenciavel.

Neste caso, as mudangas de coordenadas tornam-se difeomorfismos entre abertos de
R™. Nos referiremos tacitamente as variedades diferenciaveis apenas por “variedades”.
Indicaremos que M é uma variedade de dimensao m, ora por M™, ora por dim(M) = m.

)

7\

Rm
-, :

M

Figura 3.1: Mudanca de coordenadas.

Observamos que nem toda variedade topoldgica admite uma estrutura diferenciavel.
Sendo assim, existem variedades topologicas que nao sao variedades diferenciaveis. Veja
[Kervaire 1960].

Exemplo 3.5 (Espagos euclidianos). O espago euclidiano R™ é uma variedade diferen-
ciavel de dimensao m, onde a estrutura diferenciavel é dada pelo atlas formado pelas
aplicagoes identidade de seus abertos.

Exemplo 3.6 (Espagos vetoriais de dimensao finita). Se V' é um espago vetorial normado
real de dimensao m, entao V' é uma variedade diferenciavel de dimensdao m, onde o atlas
é formado pelo isomorfismo candnico de V' em R™.

Exemplo 3.7 (Esferas). A esfera S™ = {(x1,...,7,11) € R™ | 2741 22 = 1} é uma

variedade diferencidvel de dimensao m, onde o atlas é formado pelas projegdes estereo-
graficas.

Exemplo 3.8 (Abertos em variedades). Se M™ é uma variedade diferencidvel, entao todo
aberto U de M ¢ uma variedade diferenciavel de dimensao m.

Exemplo 3.9 (Variedades produto). Se (M™,2() e (N",B) sao variedades diferencidveis,
entdo M x N é uma variedade diferenciavel de dimensao (m +n), onde o atlas é a colegao

{ox: UxV =>R™"xR" | pecAep e B}

Exemplo 3.10 (Toro). O toro de dimensdo m é a variedade produto T™ = S! x ... x S!
formada por m parcelas de S!.

Uma extensao muito natural das variedades diferenciaveis é a das wvariedades com
bordo, que nao se incluem na definicdo dada ha pouco.

Denotemos por H™ = {(zy,...,z,) € R™ | z,, > 0} o semi-espago superior munido
da topologia de subespaco.

Definicao 3.11 (Variedade com bordo). Uma variedade com bordo de dimensao m, é um
par (M, ), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff com base enumeravel e 2( é uma
estrutura diferenciavel sobre M, onde suas cartas tomam valores em H™.
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Note que, uma vez que H™ nao é aberto em R™, dada uma carta o: U C M — H™,
ha, essencialmente, duas situagoes possiveis:

1. p(U) é aberto em R™;
2. o(U) é aberto em H™, mas nao em R™.

Na primeira situacao, nada mudou. Pontos de M que possuem vizinhancas U tais que
©(U) é aberto em R™ sao chamados de pontos interiores de M. Denotamos por Int(M)
o conjunto de todos os pontos interiores de M

J& na segunda situagao, os pontos de M que possuem vizinhangas U tais que ¢(U) nao
é aberto em R™ sao chamados de pontos de bordo de M. Denota-se por M o conjunto
de todos os pontos de bordo, e nos referimos a M simplesmente por bordo de M.

Uma variedade com bordo M cujo bordo é vazio nao ¢é diferente de uma variedade
dada como na Definicao 3.4.

Figura 3.2: Ponto interior e ponto de bordo em uma variedade com bordo.

Exemplo 3.12 (Semi-espago superior). O semi-espaco superior H™ é uma variedade com
bordo de dimensao m.

Defini¢ao 3.13 (Variedade fechada). Uma variedade fechada é uma variedade compacta
cujo bordo ¢ vazio.

Salvo em mengao contraria, as variedades serdao consideradas sem bordo.

3.2 Espaco tangente e aplicacoes diferenciaveis

Defini¢ao 3.14 (Aplicagao diferenciavel). Sejam M™ e N™ variedades e f: M — N
uma aplicacdo. Dizemos que f é diferenciavel em um ponto p € M se existirem cartas
o:UCM—>R"etyp:V CN —R* comp e Ue f(p) €V, tais que a composta
Yo fopt:pU) — ¥(V) seja diferencidvel em op(p). Dizemos simplesmente que f é
diferencidvel quando for diferenciavel em todos os pontos de M.

A definicao acima independe da escolha das cartas ¢ e ¥. Chamamos de ezpressdo
local de f nas cartas ¢ e 1 a aplicacdo 1 o f oL,

No caso em uma das variedades M ou N é um espaco euclidiano, nao ha necessidade
de se tomar uma carta para esta variedade, uma vez que as cartas dos espagos euclidianos
sao as aplicagoes identidade.
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M™ N7

\
R™ e o Yo fo g

Figura 3.3: Aplicagao diferenciavel entre variedades.

Dadas duas variedades M e N, denotaremos por C*°(M, N) o conjunto de todas as
aplicagoes diferenciaveis de M e N. Em geral, chamaremos de fun¢do uma aplicacao cujo
contra-dominio seja R.

Exemplo 3.15. Se M uma variedade de dimensao m, qualquer carta ¢: U C M — R™ é
uma aplicagao diferenciavel. Além disso, ¢ é um difeomorfismo sobre a sua imagem ¢ (U).

Proposicao 3.16. Se f: M™ — N" é uma aplicacao diferencidvel entre as variedades
M™ e N™, entdo f € continua.

Defini¢ao 3.17 (Difeomorfismo). Uma bijecao diferenciavel f: M — N é um difeomor-

fismo se a sua inversa f~1: N — M for também diferencidvel. Nesse caso, dizemos que
M e N sao difeomorfas.

Se 2 e B sao duas estruturas diferencidveis sobre a mesma variedade topoldgica M,
dizemos que 2 e B sdo equivalentes se existir um difeomorfismo (M,A) — (M,B). Se
2 ¢ uma estrutura diferenciavel sobre a variedade topologica M, e h: M — M ¢é um
homeomorfismo que nao é difeomorfismo, entao a colecao B = {poh | p € A} é uma
estrutura diferenciavel sobre M tal que h: (M,B) — (M, ) é um difeomorfismo; isto é,
2A e B sao equivalentes.

Denotamos por Dif f(M) o conjunto de todos os difeomorfismos de M em si prépria.
Nota-se ainda que Dif f(M) tem estrutura de grupo nao-abeliano com a operacao de
composicao de aplicacoes.

O conjunto C*°(M,R) das fungoes diferenciaveis definidas em uma variedade M tem
estrutura de uma &algebra real.

Como a defini¢ao de variedade diferenciavel é abstrata, isto é, nao faz menc¢ao a um
espaco euclidiano onde esteja inserida, se faz necessario que a definicao de vetor tangente
também seja dada de forma abstrata, uma vez que nao dispomos de um espaco ambiente.
Assim, definiremos os vetores tangentes a variedades por meio de derivagoes.

Defini¢ao 3.18 (Derivagdo em um ponto). Sejam M uma variedade e p € M. Uma
derivagdo em p é uma transformagao linear v: C*°(M,R) — R que satisfaz

o(f-g)=f(p)-vlg) +g(p) - v(f)
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A condicao dada na definicao acima é chamada de regra de Leibniz.

Definicao 3.19 (Espago tangente). Sejam M uma variedade e p € M. O espago tangente
a M no ponto p é a colecao T),M de todas as derivagoes em p.

Proposicao 3.20. Seja M™ uma variedade diferencidvel e p € M. O espago tangente
T,M munido das operagoes

(v +w)(f) = v(f) +w(f);
(k- 0)(f) = k- (v(f))-

onde v,w € T,M ek € R, tem estrutura de espago vetorial real de dimensao m.

Cada derivacao v € T, M ¢é chamada de vetor tangente a M no ponto p.

Exemplo 3.21 (Espago tangente a um aberto). Sejam M uma variedade e U um aberto
de M. O espaco tangente T,U ¢ isomorfo a T),M, para qualquer que seja p € M.

Exemplo 3.22 (Espago tangente a um espago vetorial). Considere V' um espago vetorial
de dimensao finita como uma variedade. Entao 7,V e V sao isomorfos como espagos
vetoriais.

Exemplo 3.23 (Espago tangente a uma variedade produto). Sejam M e N variedades.
Dados p € M e g € N, entdo 1,4 (M x N) é isomorfo a T,M & T,N.

Fica claro que o exemplo anterior pode ser estendido a qualquer produtoério finito de
variedades.

O termo “diferenciavel” nos remete, por influéncia da Analise Real, a existéncia de uma
transformacao linear que “melhor aproxima” uma dada aplicacao diferenciavel f. Para
aplicagoes diferencidaveis entre variedades, seguiremos a mesma abordagem, construindo
uma transformagcao linear chamada de diferencial de f em um ponto p. Como os vetores
tangentes foram definidos como derivagoes, basta explicitar como a aplicacao age sobre
uma fungao real.

Defini¢ao 3.24 (Diferencial de uma aplicagao). Seja f: M — N uma aplicacao diferen-
ciavel entre variedades diferencidaveis. A diferencial de f no ponto p é a transformacgao
dfy: T,M — Ty N tal que, dado um vetor v € T,M

dfp(v)(g) = v(f o g)
para qualquer g € C*°(N,R).
E evidente que df, definida desta forma ¢ uma transformacao linear.

Proposicao 3.25 (Regra da cadeia). Se f: M — N e g: N — P sdo aplicagées diferen-
cidveis em p € M e em f(p) € N, respectivamente, entio d(go f), = dgsq) o dfy.

Corolario 3.26. Se f: M — N ¢é um difeomorfismo, entao df,: T,M — Tjp, N € um
isomorfismo para qualquer que seja p € M.

A reciproca deste corolario é verdadeira apenas localmente. Veja o Teorema 3.30.

Corolario 3.27. Se f: M — N é um difeomorfismo, entao dim(M) = dim(N).
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Exemplo 3.28 (Diferencial da aplicacao identidade). Seja Idy: M — M a aplicagdo
identidade. Esta aplicacao ¢é diferenciavel, e a sua diferencial d(Idy),: T,M — T,M ¢ a
aplicagao linear identidade do espaco vetorial 1), M.

Dada uma variedade M™, sabemos que toda carta ¢: U C M — R™ é uma aplicagao
diferenciavel. Faz sentido, portanto, considerarmos a diferencial

dg,: T,U = T,M — T, R™ = R™

em um ponto p € U. Uma vez que ¢ é difeomorfismo sobre a imagem ¢(U), U é aberto
em M e R™ é espago vetorial, temos que dy,: T,M — R™ é um isomorfismo.

Deste modo, considerando {ey, ..., e, } a base canonica de R™, os vetores
0 N 0 _
87331|p = (dyyp) 1(61)7---7%“7: (depp) 1(em)

formam uma base para T,,M. Note que, para cada carta ¢ considerada em uma vizinhanca
do ponto p, se tem uma base diferente para 7, M.
Assim, dado um vetor v € T, M, podemos escrevé-lo em sua representagao dada pela
base associada a uma carta: . 5
v= Z Uiai|p7
-1 9T

onde cada v; é chamado de coordenada do vetor v nesta base.

Seja f: M™ — N™ uma aplicacdo diferencidavel. Dado p € M, sabemos que a sua
diferencial df,: T,M — Ty, N é uma transformacao linear. Segue da Algebra Linear que
podemos representd-la como uma matriz nas bases de T,M e Ty N.

Considere ¢: U C M — R™ e ¢: V C N — R" cartas locais definidas, respectiva-
mente, em vizinhangas de p e f(p).

Escreveremos por

0 | 9 |
0x, p"”78xmp
e
o | 2 |
o f(p)’“"ﬁyn f(p)

as bases em T,M e Ty N referentes as cartas ¢ e 1, respectivamente. Entao,

0 of; 0
dfp (Zh»’p> = 875]-(]9) ’ aiy\f(p)
7 7 J

parat=1,....mej=1...,n.
Dai, a matriz de df, em relagao as bases referentes as cartas ¢ e 1 ¢ uma matriz n x m
dada por
0 0
) o 3
Ofn op
) - =)

e é chamada de matriz jacobiana de f em p.

Nao é dificil de se imaginar que ao tomarmos outras cartas em vizinhangas de p e f(p),
a matriz se mantém, a menos de semelhanca. Denotamos, portanto, por Jacf, a matriz
jacobiana de f no ponto p em qualquer representacao local de coordenadas.
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3.3 Submersoes, imersoes e subvariedades

Definig¢ao 3.29 (Posto de uma aplicagao). Dada uma aplicagao diferenciavel f: M — N,
definimos o seu posto em um ponto p € M sendo justamente o posto da diferencial
df,: T,M — Ty N. Denotamos por rank f(p) o posto da aplicacdo f no ponto p.

Em coordenadas locais, o posto se resume ao maior subdeterminante nao-nulo da
matriz jacobiana Jacf,.

O Corolario 3.27 nos afirma que se f: M — N é um difeomorfismo, entdo o posto de
f ¢é constante e igual a dim(M) = dim(N). Como ja haviamos dito, a reciproca deste
resultado é valida localmente, como se vé no teorema a seguir.

Teorema 3.30 (Teorema da Aplicagao Inversa). Sejam f: M — N uma aplica¢io dife-
rencidvel e um ponto p € M. Se df,: T,M — T, N € um isomorfismo, entio existem
vizinhangas U de p e V de f(p) tais que f|ly: U =V é um difeomorfismo.

Uma aplicagdo f: M — N nas condigoes do Teorema da aplicagdo inversa chama-se
difeomorfismo local.

Defini¢ao 3.31 (Submersao). Uma aplicagao diferenciavel f: M — N é uma submersao
em p € M se a diferencial df,: T,M — T}, N for sobrejetiva. A aplicacao f ¢ uma
submersdo se é submersao em todos os pontos de M.

Teorema 3.32 (Forma Local das Submersoes). Se f: M™ — N™ é uma submersiao em
p, entao existem cartas locais p: U C M - R"GR™ ™ etyp: VC N —-R", compeU e
f(p) €V, tais que (Yo fop ) (x,y) =z, para qualquer que seja (z,y) € R® @ R™™.

Definigao 3.33 (Imersao). Uma aplicagao diferencidvel f: M — N é uma imersio em
p € M se a diferencial df,: T,M — T,y N for injetiva. A aplicagdo f ¢ uma imersdio se
é imersao em todos os pontos de M.

Pelo Teorema do Ncleo e da Imagem, verifica-se que s6 é possivel existir uma submer-
sao de M em N se dim(M) > dim(NV). Analogamente, s6 é possivel existir uma imersao
de M em N se dim(M) < dim(N).

Teorema 3.34 (Forma Local das Imersoes). Se f: M™ — N™ é uma imersio em p,
entao existem cartas locais o: U C M — R™ ep: VC N - R*"GR"™, compeUe
f(p) €V, tais que (Yo fop ) (x) = (x,0) para todo x € R™.

Em vista de que os trés teoremas anteriores fazem uso da hipdtese de f ter posto
maximo no ponto p, naturalmente define-se:

Defini¢ao 3.35 (Ponto regular). Seja f: M™ — N™ uma aplicacdo diferencidvel entre
variedades. Dizemos que p € M ¢é ponto regular de f se o posto de f em p é maximo, isto
é, rank f(p) = min{m,n}.

Os teoremas da Forma Local das Submersoes e a Forma Local das Imersoes caracte-
rizam o comportamento de uma aplicagao diferenciavel no entorno de um ponto regular.
As submersbes se comportam como projegdes nas primeiras coordenadas, enquanto as
imersoes se comportam como inclusoes nas primeiras coordenadas.

As submersoes e as imersoes sdo conhecidas como aplicacoes de posto mdximo, ou ainda
aplicagoes de posto constante, uma vez que se uma aplicacao f: M — N é submersao ou
imersdo, entdo o posto da aplicacio ¢ o maximo possivel em todos os pontos de M. E
possivel observar, no entanto, que nem todas as aplica¢des tém posto maximo. Dai, surge
o nosso objeto de trabalho: as singularidades.
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Defini¢ao 3.36 (Ponto singular). Dada uma aplicagao diferenciavel f: M™ — N™ um
ponto p € M ¢é ponto singular de f se nao é ponto regular. Ou seja, p € M é ponto
singular de f se rankf(p) < min{m,n}.

Denotamos por X; o conjunto de todos os pontos singulares de f. Algumas vezes,
em especial quando se trata de fungoes a valores reais, os pontos singulares sao também
chamados de pontos criticos.

Definigao 3.37 (Valor singular). Seja f: M — N é uma aplicagao diferencidvel. Um
ponto ¢ € N é um wvalor singular, ou também valor critico, de f, se f~1(q) NE; # 2.
Caso contrario, g é valor reqular de f.

E equivalente dizer que ¢ € N é valor singular quando existe p € ¥ 7 tal que f(p) = q¢.

Defini¢ao 3.38 (Mergulho). Um mergulho é uma imersédo f: M — N que é um homeo-
morfismo sobre a imagem f(M).

Definicao 3.39 (Subvariedade). Um subconjunto S de uma variedade M é uma subva-
riedade se, com a topologia induzida de M e com uma estrutura diferenciavel adequada,
a aplicacao inclusao 2: S — M, dada por ¢(z) = z, é um mergulho.

Essencialmente, uma subvariedade é simplesmente uma variedade que esta contida em
outra. Muitos dos exemplos de variedades que haviamos apresentado anteriormente sao,
na realidade, subvariedades.

Exemplo 3.40. A esfera S™ ¢ uma subvariedade de R™*1.
Exemplo 3.41. Os abertos U de M sao subvariedades de M.

Exemplo 3.42. Se M™ é uma variedade com bordo, entdo M é uma subvariedade de
M com dimensao m — 1.

E claro que uma subvariedade S de M, como variedade, tem a sua prépria dimenséo.
Uma vez que a inclusdo ¢: S — M é uma imersao, tem-se que dim(S) < dim(M). O
numero dim(M) — dim(S) é chamado de codimensdo de S.

A proposicao a seguir garante a unicidade da estrutura diferencidavel de uma subvari-
edade.

Proposicao 3.43. Seja f: N — M um mergulho. Considerando S = f(N) com a
topologia de subespacgo, existe uma unica estrutura diferencidavel sobre S de forma que
a inclusao 1: S — M seja um mergulho. Com tal estrutura, a aplicagio f serd um
difeomorfismo sobre a imagem.

Proposicao 3.44. Seja f: M — N uma aplicacao diferenciavel. Se ¢ € N é um valor
reqular, entdo f~'(q) é subvariedade de M ou é um conjunto vazio.

E facil ver que a Proposicdo 3.44 néo é vélida para valores singulares.
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3.4 Variedades quociente

Nao é dificil de se imaginar que, dada uma relacao de equivaléncia R sobre uma
variedade sem bordo M, o espaco quociente % nao necessariamente sera uma variedade
diferenciavel.

Exemplo 3.45. Considere S*? e p = (0,0,—1) e ¢ = (0,0,1). Seja R a relagao de
equivaléncia dada por R = {(p,q),(¢,p)} UA, onde A é a relagao identidade sobre S2.
O espago quociente 2 chamado de toro pincado, nao admite estrutura de variedade

R
diferencidvel.
q
q S2
‘
p
p

Figura 3.4: O toro pingado.

O interesse principal desta secao é obter critérios de suficiéncia para que isso aconteca.
As referéncias para esta particular segdo sao [Bourbaki 1967] e [Izar 1978].

Definigao 3.46 (Relacdo de equivaléncia regular). Seja M uma variedade sem bordo.
Uma relagao de equivaléncia R sobre M é regqular se existe uma estrutura diferenciavel
sobre o quociente % de forma que a projecao ao quociente ¢: M — % seja uma submersao.

Proposicao 3.47. Sejam M e N wvariedades, sendo M sem bordo, e R uma relagdo de

equivaléncia reqular sobre M. Para que g: % — N seja diferencidvel, € necessdrio e

suficiente que goq: M — N o seja, onde q: M — % ¢ a projecao ao quociente.

Proposicao 3.48. Se M ¢ uma variedade sem bordo e R é uma relagdo de equivaléncia
reqular sobre M, existe wma tnica estrutura diferencidvel sobre 4 que faz com que a

R
projecao ao quociente seja submersao.

Teorema 3.49. Sejam M um variedade sem bordo. Para que uma relagdo de equivaléncia
R sobre M seja reqular, € necessario e suficiente que:

1. R seja subvariedade de M x M com a estrutura de variedade produto;
2. R seja fechado em M x M com a topologia produto;
3. a projecao na primeira coordenada pri: R — M seja uma submersao.

Exemplo 3.50 (Espaco projetivo). Considere sobre a esfera S™ a relagao de equivaléncia
R={(z,y) € S" xS" |y =xouy = —z}. O espago quociente é denotado por RP™,
e é chamado de espago projetivo real de dimensao m. A relacao introduzida é regular e,
portanto, RP™ tem estrutura de variedade diferenciavel de dimensao m.
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Teorema 3.51. Sejam M e N wvariedades sem bordo, R e R' relagoes de equivaléncia
requlares sobre M e N respectivamente. Se f: M — N é uma aplicacao diferencidvel

compativel com R e R', entdo a aplicagdo
- M N
I = — I
[z] = [f(2)]

¢ diferencidavel. Além disso, se f é difeomorfismo, entdo f também serd.

Na notacdo do Teorema 3.51, diz-se que f é obtida de f por passagem ao quociente.

3.5 Os teoremas de Sard e de Whitney

Esta secao se dedica a apresentacao de dois teoremas de suma importancia: o Teorema
de Sard e o Teorema do Mergulho de Whitney. O Teorema de Sard nos diz que o conjunto
dos valores singulares de uma aplicacao diferencidvel tem medida nula. Ja o Teorema do
Mergulho de Whitney nos revela que toda variedade diferenciavel pode ser encarada como
uma subvariedade de algum espago euclidiano.

Para o desenvolvimento do contetido, faremos uma rapida exposicao a respeito dos
conjuntos de medida nula.

Um m-cubo é um subconjunto C' de R™ dado por um produtorio de intervalos fechados
da reta; isto é, C' = [ay, b1] X ... X [a, bp|, onde a;,b; € Re a; < b; paratodoi=1,...,m.
O wvolume de um m-cubo C' é justamente o produto dos comprimentos dos intervalos, ou
seja, vol(C) =TT (b; — a;).

Um subconjunto A de R™ tem medida nula se para todo ¢ > 0 dado, existe uma
colecao enumeravel de m-cubos C1, Cy, ... tal que A C U2, C; e 22, vol(Cy) < e.

E notério que o conjunto vazio & tem medida nula.

Definigao 3.52 (Conjuntos de medida nula em variedades). Dada uma variedade M de
dimensao m, dizemos que um subconjunto S de M tem medida nula se para toda carta
local ¢: U — R™ tiver-se que ¢(S NU) tem medida nula em R™.

Diz-se que uma determinada propriedade é valida quase sempre se o conjunto onde a
propriedade nao ¢ valida tiver medida nula.

Teorema 3.53 (Teorema de Sard). Seja f: M — N wuma aplicagio diferencidvel. O
conjunto dos valores singulares de f, isto é, f(Xy), tem medida nula em N.

Corolario 3.54. Se S € subvariedade de M, com dim(S) < dim(M), entdo S tem medida
nula em M.

Teorema 3.55 (Teorema do Mergulho de Whitney). Para qualquer variedade M™, eziste
um mergulho de M em R?>™+L,

Desta forma, nao havera perda de generalidade quando supusermos que uma dada
variedade estiver contida em um espacgo euclidiano; ou seja, se for uma subvariedade.

Observamos que existem versdes mais sofisticadas do Teorema de Whitney, onde se
reduz a dimensao do espago euclidiano onde a variedade sera mergulhada.
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3.6 O fibrado tangente e campos de vetores
Defini¢ao 3.56 (Fibrado tangente). Denotamos por

™ = || T,M = JA{p} x T,M

peEM peEM
e o chamamos de fibrado tangente de M.

Dal, um elemento de T'M é um par (p,v), onde p e M ev € T,M. E comum também
denotarmos um elemento de T'M por v,, que representa um vetor tangente a M em p,
identificando assim cada {p} x T,M ao préprio T, M.

A projecio canonica

T TM—-M
(p,v) = p

é diferenciavel com relacao a estrutura de variedade de T'M dada pela proposicao a seguir.

Proposicao 3.57. Se M ¢ uma variedade de dimensao m, entao T M admite estrutura
de variedade de dimensao 2m.

Nesse caso, seja 2 a estrutura diferenciavel de M. Para cada carta local ¢: U — R™,
definimos as cartas de T'M por

g: 7 HU) - R™ @ R™ = R*™
(p,v) = (@(p); o1, - . vm)

2]

3. € TyM. A colegao A = {@ | ¢ € A} é uma estrutura

ondep e Uev =" v
diferenciavel sobre T'M.

Nota-se ainda que, dado p € M, 7~ *(p) = {p} x T, M, que tem estrutura de espago
vetorial. Desta forma, (T'M,m, M) admite estrutura de fibrado vetorial sobre M, o que
justifica o fato de T'M levar o nome de fibrado tangente.

Dada uma aplicagao diferenciavel f: M — N, a aplicagdo definida por

df: TM — TN
(p,v) = dfy(v)

é chamada de diferencial de f.
Resulta-se que df é uma aplicagdo diferenciavel que torna o diagrama

™ -4 TN

kal lﬂ'N
M T N
comutativo.

Exemplo 3.58 (Fibrado tangente de um espago euclidiano). Se considerarmos a varie-
dade M = R™, teremos:

TM=TR" = || LR"= || R"= |J {z} x R" = R™ x R™ = R*".

zeR™ reR™ reR™
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Dado que (T'M,m, M) é um fibrado vetorial, podemos entdo considerarmos segoes
deste fibrado.

Definigao 3.59 (Campo de vetores). Um campo de vetores sobre M é uma segao de
m: TM — M; isto é, uma aplicacao X : M — T'M tal que wo X = Idy,.

Denotaremos a imagem de um ponto p € M por um campo de vetores X por X,,.
Estaremos especialmente interessados por campos de vetores diferenciaveis. Denota-se
ainda por X(M) o conjunto de todos os campos de vetores sobre M, que nao s6 é um
espago vetorial real, como é um médulo sobre o anel C*°(M,R).

Uma vez que, para cada p € M™, temos a base {8%1|p, NN %M,} para T, M associada

a uma determinada carta local, se X é um campo de vetores sobre M, podemos escrever

Ui 0
X, =Y Xip) =
p P Z(p) axl |p>

onde as fungoes X;: M — R sdo chamadas fungoes coordenadas do campo X. Tem-se
ainda que X é um campo de vetores diferencidvel se, e somente se, cada uma de suas
funcoes coordenadas forem diferenciaveis.

Como definimos vetores tangentes como deriva¢des em um ponto, podemos encarar
também os campos de vetores como derivagoes. Dado um campo de vetores X sobre M,
para cada funcao real f: M — R, definimos X f: M — R dada por

(X)) = X,(f)

Dado um vetor v € T, M, um campo de vetores V': M — T'M ¢é uma extensdao de v se
V, = v. E sempre possivel estender um vetor dado a um campo de vetores definido em
toda a variedade.

Defini¢ao 3.60 (Métrica riemanniana). Dada uma variedade M de dimensao m, uma
métrica riemanniana sobre M é uma colecao g de produtos internos

{(¢.)p: TyM xT,M —-R|pe M}
tal que a aplicacao dada por
gp(”ﬂ 1}) = <u7 v)p
para p € M e u,v € T,M seja diferencidvel.

Um par (M, g) em que M é uma variedade e g é uma métrica riemanniana sobre M é
entao chamado de variedade riemanniana.

Teorema 3.61. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica riemanniana.

Definicao 3.62 (Espago normal). Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Dada uma
subvariedade S de M, denotamos por N,S o complemento ortogonal de T,,S em T,,M, ou
seja,

N,S ={ueT,M | (u,v),=0Vvel,M}

O espaco N,S ¢é chamado de espago normal a S no ponto p.

Definigao 3.63 (Campo gradiente). Considere (M, g) uma variedade riemanniana e
f: M — R uma func¢ao diferenciavel. O campo gradiente de f, denotado por grad f,
é 0 unico campo de vetores que satisfaz

(grad f(p), Xp)p = Xp(f)

para qualquer que seja o campo de vetores X sobre M.
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Em coordenadas locais, o campo grad f se escreve como

o . -2
6xip 8@-”

grad f(p) = i

Percebe-se entao que grad f(p) = 0 se, e somente se, p é ponto critico da fungao f.

Definigao 3.64 (Grupo de difeomorfismos a um pardmetro). Um grupo de difeomorfismos
a um parametro sobre uma variedade M é uma aplicacao diferenciavel

O:Rx M— M
(t,p) = @(t,p) = P4(p)

tal que:
1. para cada t € R fixo, a aplicacdo ®;: M — M é um difeomorfismo;
2. para quaisquer que sejam t,s € R, &, = &, 0 D,

Facilmente se verifica que ®y = Idy; e que ®_; = (®;)~! para todo t € R. Percebe-se
ainda que a aplicagao

R — Dif f(M)
t— P,

¢ um homomorfismo de grupos.
Dado um grupo de difeomorfismos a um parametro ®, podemos definir um campo de
vetores X sobre M de forma que para toda funcgao real f: M — R, se faca

o f(@nlg) = flg) d(foPy)
X,(f) = lim h =——(0).

h—0

Dizemos entao que o grupo de difeomorfismos a um parametro ® induz ao campo de
vetores X. Ou entdo, se diz que o campo de vetores X gera o grupo de difeomorfismos a
um parametro ®, que, neste caso, sera chamado de fluzo global do campo X.

Se @ ¢é fluxo global do campo X e p é um ponto M, a curva

Y R — M
t— O(t,p)

¢ chamada de curva integral do campo X que comeca em p, uma vez que 7,(0) = p.

Proposicao 3.65. Sejam X um campo de vetores sobre M e K C M um compacto tais
que X, = 0 para todo ¢ ¢ K. Entdo existe um unico grupo de difeomorfismos a um
parametro gerado por X .

Nas condigoes da Proposicao 3.65, dizemos que o campo de X tem suporte compacto.
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3.7 Orientabilidade

Antes de introduzirmos a noc¢ao de orientabilidade de variedades, fagamos uma breve
digressao sobre orientacao de espagos vetoriais.

Consideremos V' um espaco vetorial de dimensao finita e sejam By e By bases para V.
Diz-se que By e By definem a mesma orientacio em V' se a matriz de mudanca de bases
[T ]g“l’ tiver determinante positivo.

E claro que a relacao de “definir a mesma orientacao” determina uma relacao de equi-
valéncia no conjunto das bases de V', a qual demarca duas possiveis classes de equivaléncia:

1. A classe das bases que definem a mesma orientacao;

2. A classe das bases que nao definem a mesma orientacao.

Desta forma, uma orienta¢io de V é a escolha de uma dessas classes. A escolha de
uma orientacdo torna V um espago vetorial orientado, e a outra orientacao chama-se
orientacao oposta.

Escolher uma orientagao para uma variedade M é, naturalmente, escolher uma orien-
tagao para cada espago tangente 7T,M, mas de forma “coerente”, como vamos definir a
seguir:

Definig¢ao 3.66 (Atlas coerente). Seja (M™,2l) uma variedade diferenciavel. Dizemos que
2 é um atlas coerente se para cada par de cartas p: U C M - R™ey: V C M — R™,
com UNYV # @, tiver-se que Jac§, ) tem determinante positivo, para qualquer que seja
peUNV,onde &: p(UNV) = (UNV) éa aplicagdo de mudanga de coordenadas.

Assim, um atlas é coerente se as bases

0 0 0
BSO - {axl’pv 87(%2|p7 R axm‘P}

€

D AR A
M G T T

determinadas pelas cartas ¢ e 1, respectivamente, definirem a mesma orientagao.

Definicao 3.67 (Variedade orientavel). Uma variedade M é orientdvel se admitir um
atlas coerente. Se M nao admite um atlas coerente, M diz-se variedade nao-orientdvel.
A escolha de um atlas coerente para M a torna uma variedade orientada.

Exemplo 3.68. O espaco euclidiano R™ é orientavel.
Exemplo 3.69. A esfera S™ é orientavel.

Exemplo 3.70. O exemplo mais canonico de variedade nao-orientavel é a faiza de Mdébius,
obtida a partir da identificagdo de um dos lados de um retangulo invertendo o sentido:

N

Figura 3.5: Faixa do Mobius.
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Exemplo 3.71. O espacgo projetivo RP™ é nao-orientavel.

Um fato importante sobre a orientabilidade é que uma variedade mergulhada em um
espaco euclidiano é orientavel se, e somente se, existir um campo de vetores normais
continuo definido sobre a variedade.

3.8 Espaco de jatos e topologias de Whitney

Nesta secao, procuramos entender o que significa a proximidade de aplicagoes, o que
nos levara a entender o conceito de estabilidade, apresentado na préxima se¢ao. O material
aqui apresentado se encontra em [Golubitsky e Guillemin 1973].

Seja f: M™ — N™ uma aplicacao diferenciavel. Dado p € M, considere ¢: U C M —
R™e: V C N — R" cartas locais definidas em vizinhangas de p e f(p) respectivamente.
Denotamos por 0" f(p) a derivada mista

Mo fop™)

Oxi Ox% ... Oxtm

()

ondet = (t,...,t,) é uma lista de nimeros inteiros ndo-negativos e |t| = t1+...+t,, = 7.

Prova-se que a definicao de derivada mista nao depende da escolhas das cartas ¢ e ¢
e nem da escolha de ¢, dependendo apenas da aplicagdao f, do ponto p € M e do niimero
T.

Definig¢ao 3.72 (Jato). Dizemos que duas aplicagoes diferenciaveis f,g: M — N definem
o mesmo r-jato em p se f(p) = g(p) e O*f(p) = O*g(p) para todo inteiro k < r.

E notério que a relacao de definir o mesmo r-jato em um ponto p gera uma relagao de
equivaléncia no espacgo das aplicagoes diferenciaveis baseadas

COO(M>N)p7q = {f € Coo(MaN) ’ f(p) = q}'

A classe de uma aplicacao f é chamada de r-jato de f no ponto p e é denotada por
J"f(p). Desta forma, est4 bem definido o espago quociente J" (M, N),.,.
Chama-se de espaco dos r-jatos a reuniao disjunta

J(M,N)= || J(M,N),

(p,g)EM XN

Fica bem definida a aplicacao

C*(M,N)x M — J(M,N)
(f.p) = 5" f(p).
Assim, fixada uma aplicacao f: M — N, consideremos a aplicagao
Jf: M — J(M,N)
p= 3" f().

Teorema 3.73. Se M e N sao variedades, o espago J" (M, N) dos r-jatos tem estrutura
de variedade diferencidvel.
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Logo, podemos induzir uma topologia sobre C*°(M, N) da seguinte forma:
Dado um aberto U de J"(M, N), considere

MU) ={f € C*(M,N) | j"f(M) C U}.

A colegao {M(U) | U é aberto em J"(M, N)} forma uma base para uma topologia em
O (M, N).

Definigao 3.74 (Topologia C" de Whitney). A topologia C" de Whitney sobre C* (M, N),
denotada por W,, é a topologia gerada pela base {M (U)} descrita anteriormente.

Definicao 3.75 (Topologia de Whitney). A topologia C*° de Whitney sobre C*°(M, N)
¢ aquela gerada pela uniao de todas as topologias W,.

Ao longo do texto, nos referiremos a topologia C*° de Whitney apenas por topologia
de Whitney.

Uma vez que o espago dos jatos tem estrutura de variedade diferenciavel, concluimos
que J" (M, N) é metrizavel. Podemos assim descrever a topologia de Whitney por meio
de bolas abertas.

Definicao 3.76 (C*-aproximacdo). Sejam f: M — R™ uma aplicacdo diferencidvel e
e > 0. Uma aplicacio g: M — R"™ é uma C* — e-aproximagao de f se ||f(p) —g(p)|| < e e
d(3"f(p) — 3"g(p)) < € para todo inteiro r < k e para todo p € M, onde d é uma métrica
em J¥(M,R"™).

Dada uma aplicacdo f, podemos expressar uma C*-aproximacao de f como sendo uma
aplicacao g tal que

lg(p) — f(p)|| < e

10"(g = )l <<

para todo inteiro r < k.

De particular importancia para o nosso estudo serao as C?-aproximacoes. Dado € > 0
e f: M — R"™ uma aplicacao diferenciavel, uma aplicacao diferenciavel g: M — R™ é uma
C? — e-aproximacao de f se satisfaz o sistema

lg(p) — f(p)|| < e
10g9(p) —0f ()|l < ¢
10%9(p) — O*f(p)|| < €

para qualquer que seja p € M, onde O e 0% representam, respectivamente, qualquer
operador diferencial de ordem 1 e 2.

3.9 Equivaléncia de aplicacoes

Nesta secao, apresentamos uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto das aplicagoes
diferenciaveis entre duas variedades. O contetdo aqui sintetizado, tal como o da segao
anterior, é melhor apresentado em [Golubitsky e Guillemin 1973].
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Defini¢ao 3.77 (Ac¢ao de grupos). Seja (G,-) um grupo. Dado um conjunto nao-vazio
X qualquer, uma ag¢do a esquerda do grupo G sobre o conjunto X ¢é uma aplicacao

GxX—-X
(9,2) =~ g-o

que satisfaz:
1. 1g-x = x, para todo = € X, onde 14 denota a identidade do grupo G;
2. g1-(g92-x) = (g192)x, para todo x € X e todos ¢1,¢92 € G.

De maneira analoga, se define uma a¢ao d direita do grupo G sobre o conjunto X.

Alertamos que nao deve haver confusao entre a operagao do grupo e a a¢ao de G sobre
X, apesar de serem denotadas pelo mesmo simbolo.

Diremos que G age sobre X quando estiver claro que ha uma acao de GG sobre X.

Dado um elemento x € X, definimos a orbita de x com relag¢do a agdo sendo o conjunto
O(z) ={g-x | g € G}. Fica claro que o conjunto de todas as 6rbitas dos elementos de X
cria uma particdo de X em subconjuntos disjuntos. Assim, uma relagao de equivaléncia
natural é aquela em que dois elementos estao relacionados quando pertencerem a mesma
6rbita.

Definigao 3.78 (Equivaléncia de aplicagoes). Diremos que duas aplicagoes diferenciaveis
fyg: M — N sao equivalentes se existirem difeomorfismos h: M — M e k: N — N tais
que g = ko f oh™'. Em outras palavras, o diagrama a seguir comuta.

M- N
| [#
M — N
Denotamos por f ~ g quando f e g forem equivalentes.
Nota-se facilmente que a aplicagao
Ax C®(M,N)— C*(M,N)
((hy k), f) = ko foh™

¢ uma agao do grupo A = Dif f(M) x Dif f(N) sobre o conjunto C*°(M, N).
Desta forma, duas aplicagbes f,g: M — N serao equivalentes no sentido definido
anteriormente se pertencerem a mesma Orbita da agdo do grupo A descrito acima.

Exemplo 3.79. Se f,g: M — N sao aplicacoes diferenciaveise h: M — M ek: N - N
sao difeomorfismos, entao trivialmente ko f ~ f e go h ~ g, uma vez que ambos 0s
diagramas

M1 N N
Idy Jk € hl JIdN
M Tf) N M T> N

comutam.
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Defini¢ao 3.80 (Aplicagao estavel). Uma aplicagao diferenciavel f: M — N é estdvel
se existir uma vizinhanca U de f em C*°(M, N), na topologia de Whitney, de forma que
f ~ g, para qualquer que seja g € U.

Exemplo 3.81. As submersoes sao aplicagoes estaveis.

Proposicao 3.82. Para que uma aplicagio f: M — N seja estdvel, é necessirio e sufi-
ciente que a sua orbita O(f) pela a¢io do grupo A seja aberta em C°(M,N).
3.10 Sobre funcoes a valores reais

Faremos agora um breve estudo para fungoes diferenciaveis definidas em variedades.
Se f: M — R é uma fung¢ao continua, o suporte de f é o conjunto

supp(f) ={p e M| f(p) # 0} = f~1(R — {0}).

Nota-se que o complementar do suporte de f é o maior aberto de M no qual f se anula.

Defini¢ao 3.83 (Partigdo da unidade). Dada uma variedade M e U = {U;};cn uma
cobertura aberta de M, uma particio da unidade em M subordinada da cobertura U é uma
colegao de fungoes diferencidveis {\;: M — [0, 1] }iea tal que:

1. supp(X\;) C U; para qualquer que seja i € A;
2. a familia {supp(X\;) }iea é localmente finita;
3. Z)\i(p) =1 para todo p € M.

€A

Teorema 3.84. Para qualquer variedade M e toda cobertura aberta U de M, existe uma
particao da unidade em M subordinada a cobertura U.

Dada uma funcao f: M — R, definimos:

M, = f'(]—o0,a]) ={pe M| f(p) <a}
Moy = [ ([a,b]) ={pe M |a < f(p) < b}

Proposicao 3.85. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. Dados a,b € R wvalores
requlares de f, com a < b, o subespago W = f~1([a,b]) é uma subvariedade com bordo de
M, sendo OW = f~'(a) U f~1(b).

Dada uma funcao real f: M — R, pelo que foi visto anteriormente, um ponto p € M
¢ ponto critico de f se a diferencial df,: T,M — R nao for uma transformacao linear
sobrejetiva. A tnica forma de isso acontecer é o caso em que df,, ¢ identicamente nula.
Assim, deve existir uma carta local p: U — R™ de forma que

af af

9, W) == g, (0) =0,

Ao contrario dos demais resultados apresentados neste capitulo, o proximo teorema
estd acompanhado de sua demostracao, uma vez que nao estd nas demais referéncias
citadas.
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Teorema 3.86 (Teorema de contracao de Morse). Seja f: M — R uma fungio diferen-
cidvel. Suponha que a e b sao nimeros reais tais que M, seja compacto e nao contenha
pontos criticos de f. Entao M, e M, sao difeomorfos e, além disso, M, é um retrato por
deformacao de M,.

Demonstragdo. Seja g uma métrica riemanniana sobre M. Considere um campo de vetores

dado por
grad f(p)

X, = 4 llgrad f(p)|’
0, se p ¢ M[a,b]

Por hipétese, M, ¢ compacto e nao possui pontos criticos. Desta forma, X estd bem
definido e se anula fora do compacto M. Assim, pela Proposicao 3.65, existe um tnico
grupo de difeomorfismos ® que induz ao campo X.

Para q € M fixo, considere a curva t — f(®4(q)). Se ®4(q) € My, entao

df (P:(q)) _ <d<I>t(q)

se p € My

i 22 grad f(q)> — (X, grad f(q)) = 1.

Dai a curva ¢t — f(®,(¢)) é uma aplicagdo linear com derivada constante igual a 1
desde que f(®:(q)) € Moy

Afirmamos furtivamente que ®;,_, aplica M, difeomorficamente a M,,.

Defina agora a aplicagao r: [0,1] x M, — M, por

r(tq) = q se q € M,
Pita—t(q))(@) se q € Mgy

Note que r(0,q) = Idy; e 7(1,q) é uma retracao de My a M,.
Intuitivamente, o que se faz é retrair M, até M, ao longo das curvas integrais do campo
gradiente.

Figura 3.6: Ilustracao do Teorema 3.86.

]

Definicao 3.87 (Forma Hessiana). Se f: M — R ¢é uma fungao diferenciavel e p ¢ um
ponto critico de f, definimos a forma Hessiana de f em p sendo a forma bilinear simétrica
Hessyf: T,M x T,M — R definida por

Hess,f(v,w) =V (W(f))(p)

onde V e W sdo, respectivamente, extensoes de v e w a campos de vetores diferencidveis
em uma vizinhanga de p.
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Escolhendo uma carta ¢: U — R™ para M em uma vizinhanca de p, fagamos a
representacao local de Ve W como V = >, Vi%bj eW =31, m%, e denotamos
Vi(p) = vi e Wi(p) = w;.

Aplicando a forma Hessiana, obtemos

Hess,f(v,w) = V(W (f))(p)

zg _V;aiz jé%gjj)] (p)

E[ (S (o) o

_ é v, (j: %‘Zj gi + W, &ing))] (v)

- 3 VG0 5w + Vw5 )
= 3 izl 0)

Assim, vemos que a forma Hess,f estd bem definida, pois nao depende da escolha
das extensoes V e W, mas apenas dos vetores v e w. Além disso, a forma Hessiana estd
intimamente relacionada com a diferencial de segunda ordem da funcdo f. Em adicao,
o Teorema de Schwarz nos garante que as derivadas parciais mistas de segunda ordem
sejam iguais, o que faz com que a forma Hessiana seja, de fato, simétrica.

02 f
[81’281’] (p>] mxm

naturalmente se chama matriz Hessiana de f no ponto p, e é a matriz relacionada a forma
Hessiana em coordenadas locais.

E claro que, tal como para todas as formas bilineares, podemos associar & forma
Hessiana uma forma quadréatica dada por Hess,f(v,v). Em particular, chamaremos
esta forma quadratica de forma quadrdtica hessiana, e utilizaremos a mesma notacao,
escrevendo Hess,f(v) em lugar de Hess, f(v,v).

Chamamos de nicleo da forma Hessiana ao conjunto

A matriz

ker Hess,f = {v € T,M | Hess, f(v,w) = 0, para todo w € T,M}.

Definicao 3.88 (Ponto critico nao-degenerado). Um ponto critico p de uma fungao
f: M — R é nao-degenerado se a forma Hessiana Hess,f for uma forma bilinear nao-
degenerada; isto é, se ker Hess, f = {0}. Caso contrério, o ponto p é dito degenerado.

A definicdo anterior ndo é dada em vao, pois os pontos criticos degenerados real-
mente existem, e sdo, de certa maneira, singularidades mais complicadas do que as nao-
degeneradas. Isso justifica o que foi dito na Introducao do trabalho a respeito de que as
singularidades das aplicagoes diferenciaveis podem ter diversas naturezas.
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Em coordenadas locais, conclui-se um ponto critico é nao-degenerado se a matriz
Hessiana for nao-singular; ou seja, se

0 f
8:61-(93@

ot 524 )] £

Defini¢do 3.89 (Indice de um ponto critico ndo-degenerado). O indice de um ponto
critico nao-degenerado ¢ a dimensao maxima de um subespaco vetorial de T,M tal que a
restricao da forma quadratica Hessiana seja definida negativa. Ou seja,

inds(p) = max{dim(V) | V C T,M e Hess,f(v) < 0 para todo v € V}.

Em coordenadas locais, o indice de um ponto critico ndo-degenerado se traduz como
o numero de autovalores negativos da matriz Hessiana.

Os pontos criticos nao-degenerados sao, de certa forma, os mais simples. O indice
de um ponto critico nao-degenerado de uma fungao é suficiente para determinar o com-
portamento local da funcdo em uma vizinhanga do ponto. Além disso, possuem grande
influéncia na topologia da variedade onde a fungao esta definida, como veremos no préximo
capitulo.

Proposicao 3.90. Sejam f,g: M — R funcgoes reais diferencidveis equivalentes, sendo
h: M — M e k: R — R sdo os difeomorfismos que realizam a equivaléncia. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. p € ponto critico de f;
2. p € ponto critico de ko f;

3. h(p) € ponto critico de g.

Demonstrag¢io. Como f e g sdo equivalentes, temos que ko f = goh.

Pela Regra da Cadeia, d(ko f), = d(g o h)up). Como h e k sdo difeomorfismos, dk
e dh, sao isomorfismos.

Assim, se p é ponto critico de f, temos que df,, = 0, portanto d(ko f), = dkspyodf, =0
e, portanto, p é ponto critico de ko f.

Por outro lado, dado que dky,) o df, = dgnp) © dhy, junto ao fato de dky(,) e dh, serem
isomorfismos, temos que um ponto p € M serd ponto critico de f se, e somente se, h(p)
for ponto critico de g. O

3.11 Cobordismos

Esta segdo se baseia integralmente em [Milnor 1965].

Definicao 3.91 (Triada diferencidvel). Uma triada diferencidvel é um sistema (W; Vp, V1)
onde W é uma variedade com bordo de dimensao m, sendo V; e V; subvariedades fechadas
de dimensao m — 1 tais que OW é formado pela reuniao disjunta de V; e V;.

Note que toda variedade fechada M pode ser encarada como uma triada (M; &, &).
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> v

Vo

Figura 3.7: Triada diferenciavel.

Definicao 3.92 (Cobordismo). Dadas duas variedades fechadas My e My, um cobordismo
entre My e My é um sistema (W; Vg, Vi; ho, hy), onde (W; Vg, V1) é uma triada diferencidvel
e h;: V; = M;, i = 0,1, sao difeomorfismos. Neste caso, as variedades M, e M; sao ditas
cobordantes.

Essencialmente, toda triada (W; Vg, V}) pode ser vista como um cobordismo da forma

(Wﬂ %7‘/1;IdV();[dV1)'

Definigao 3.93 (Equivaléncia de cobordismos). Dadas duas variedades fechadas My e M7,
dois cobordismos (W; Vg, Vi; ho, h1) e (W' Vi, VI; hi, b)) entre My e M, sdo equivalentes
se existir um difeomorfismo h: W — W’ tal que h(Vy) = Vg, h(V1) = V/, de forma que

v hly, v
N
M;

seja comutativo, para ¢ = 0, 1.

A relagao de “ser cobordante” é uma relagao de equivaléncia na categoria das varie-
dades diferenciaveis.

Observamos ainda que as nogoes de “triada diferenciavel” e “cobordismo” frequen-
temente se confundem e, na maior parte da literatura, como em [Hirsch 1976], ndo ha
distincao entre os dois conceitos, sendo chamados apenas por “cobordismo”.

Defini¢ao 3.94 (Cobordismo produto). Uma triada (W; Vp, Vi) é um cobordismo produto
se for equivalente a triada (Vj x [0, 1]; Vo x {0}, V4 x {1}).

Dadas duas triadas (W;Vy, V1) e (W’;Vy, V{) e um difeomorfismo h: Vi — V{, é pos-
sivel formar uma nova triada (W U, W'; V5, V/), colando cada componente conexa de V;
a uma componente conexa de V{.
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wu, W’

Vo

Figura 3.8: Colagem de triadas.

Teorema 3.95. Sejam (W;Vy, Vi) e (W', Vi, VY) triadas diferencidveis e h: Vi — Vj um
difeomorfismo. FExiste uma unica estrutura diferencidvel, a menos de difeomorfismo, em
W Uy, W' compativel com as estruturas de W e W' tal que Vi, h(Vy) = Vy e V] sejam
mantidos fizos.

3.12 Variedades bidimensionais

Estudaremos agora algumas propriedades intrinsecas das variedades bidimensionais,
as quais nos referiremos por “superficies”. As referéncias para esta se¢ao sao [Massey 1991]
e [Gramain 1971].

O teorema a seguir da a classificacdo das variedades unidimensionais sem bordo.

Teorema 3.96. Uma variedade unidimensional é difeomorfa a circunferéncia S' se for
compacta, ou difeomorfa a reta real R caso contrdrio.

Corolario 3.97. Dada M uma superficie com bordo compacta, cada componente conexa
de OM ¢é difeomorfa a circunferéncia S*.

A partir de duas superficies fechadas, é possivel se construir uma terceira, da seguinte
forma:

Dadas M; e M, superficies fechadas, considere By C M; e By C M, abertos homeo-
morfos ao disco D?.

Uma vez que, pelo Teorema 3.96, dB; é difeomorfo a S para i = 1,2, denotando
W, = My, — By e Wy = My — By, construimos cobordismos (Wy;S', @) e (Ws; S, @).
Tome h: S' — S! um difeomorfismo e faca W = W; U, W, obtendo assim uma nova,
superficie compacta e sem bordo.

Defini¢ao 3.98 (Soma conexa de superficies). Dadas duas superficies fechadas M; e Mo,

a superficie W obtida como descrito anteriormente é denominada soma conexa de M, e
M, e é denotada por My# M.
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M, M,
M= b M, — By
——
h: St —st
M40

Figura 3.9: Soma conexa de superficies.

Na figura anterior, se representa a soma conexa de dois toros, dando origem a superficie
chamada “bitoro”.

As superficies fechadas estao completamente determinadas a menos de homeomorfis-
mos pelo seguinte teorema:

Teorema 3.99 (Teorema de classificagao topologica das superficies fechadas). Qualquer
superficie fechada M é homeomorfa a uma, e apenas uma, das sequintes:

1. a esfera S?;
2. ao toro T?;

3. a uma soma conexa de toros T?# ... #T?;

no caso em que M é orientavel; ou
4. ao plano projetivo RP?;

5. a uma soma coneza de planos projetivos RP*# . .. #RP?;

no caso em que M é nao-orientavel.

A demonstragao deste teorema se encontra em [Massey 1967]. A prova se baseia em
construir um poligono fundamental para cada superficie.

Uma vez que a estrutura diferenciavel de uma soma conexa estd unicamente determi-
nada, a classificagdo das superficies a menos de difeomorfismos é automatica.

E importante salientar que a soma conexa é uma operacdo entre classes de homeo-
morfismo de superficies, que goza das propriedades associativa e comutativa, tendo ainda
a esfera S? como elemento neutro. Por outro lado, nao faz da colecio das superficies um
grupo, uma vez que nao hé elementos inversos para esta operagao.

Sabe-se que toda variedade diferenciavel compacta é homeomorfa a um complexo sim-
plicial finito; ou seja, é trianguldvel. Assim, estd bem definida a caracteristica de Fuler
de uma variedade. A tabela a seguir apresenta a caracteristica de Euler das superficies
que aparecem no teorema de classificacdo apresentado anteriormente:
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M? X(M?)
S2 2
T2 0
RIP? 1

T24 .. #T? 2—2n
RP?# ... #RP? 2—n

Na tabela acima, o nimero n se entende pelo niimero de parcelas envolvidas na soma
conexa.

Proposicao 3.100. Se M e N sdao superficies homeomorfas, entao suas caracteristicas
de Euler x(M) e x(N) sao iguais.

A reciproca nao ¢ verdadeira, uma vez que x(T?) = x(K) = 0, mas o toro T? nao
é homeomorfo a garrafa de Klein K, pois a primeira superficie é orientavel, enquanto a
ultima nao.

Defini¢ao 3.101 (Género de uma superficie). Dizemos que uma superficie tem género g
se for homeomorfa a soma conexa de g toros ou de g planos projetivos.

Fica entao estabelecida a relacao entre o género de uma superficie e a sua caracteristica
de Euler:

$(2—x(M)) se M é orientdvel
2 —x(M) se M é nao-orientavel

g(M)Z{

Chama-se numero de corte de uma variedade M o nimero maximo de subvariedades
disjuntas de codimensao 1 que podem ser mergulhadas em M sem que a desconecte.

No caso das superficies, as subvariedades de codimensao 1 sao homeomorfas a circun-
feréncia. Desta forma, o nimero de corte se vé geometricamente como o niimero maximo
de “cortes fechados” que se pode fazer sobre a superficie sem que ela se separe.

Denotando o nimero de corte de uma variedade por ¢(M), em [Jaco 1972] é mostrado
que ¢(M) = corank(mi(M)). Para as superficies de género g, é valido que ¢(M) = g se

g

M é orientdvel, enquanto para as nao-orientaveis, c(M) = [4].

Lembramos que, dado um grupo finitamente gerado G, define-se
corank(G) = max{rankF | F' é grupo livre tal que existe um epimorfimo f: G — F'},

ou seja, o corank, ou ainda co-posto, de um grupo é o maximo dos postos de suas imagens
livres.

Como as variedades aqui consideradas sao superficies fechadas, seus grupos fundamen-
tais sdo finitamente gerados, o que torna seu corank computavel.

3.13 Isotopias da circunferéncia

Defini¢ao 3.102 (Isotopia). Sejam hg, hy: M — M’ difeomorfismos. Dizemos que hg e
hy sao isotopicos se existir uma aplicacao diferenciavel
H: M x|[0,1] - M
(ZE,t) = H(ZE,t) = Ht(x)

chamada de isotopia entre hg e hy, de forma que:
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1. Para cada t € [0,1], H;: M — M’ é um difeomorfismo;
2. Hozhoelehl.

Observe que a isotopia é uma homotopia diferenciavel entre difeomorfismos. Percebe-
se que “ser isotépico” é uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos difeomorfismos de
M em M'.

Considere a aplicacao p: [0,1] — S! dada por p(t) = (cos(27t),sen(27t)). Sabemos
que aplicacdo p é uma aplicacdo de recobrimento sobrejetora. Entao dado y € S!, existe
t € [0,1] tal que p(t) = v.

Definigao 3.103 (Difeomorfismo que preserva orientagao). Dado k: S! — S um difeo-
morfismo, seja 0: [0, 1] — [0, 1] um difeomorfismo tal que k(p(t)) = p(0(t)). Dizemos que
k preserva orientacao se 0 for crescente. Caso contrario, dizemos que k inverte orientagdo.

Figura 3.10: Difeomorfismo que preserva orientagao.

Intuitivamente, um difeomorfismo S — S! preserva orientacao se gira a circunferéncia
no sentido anti-horario, e inverte orientacao caso contrario.

Teorema 3.104. Se k: S' — S' é um difeomorfismo que preserva orientacio, entdo k é
isotopico a identidade Ids: .

Demonstragio. Suponhamos primeiramente que o ponto (1,0) € S! seja ponto fixo de k;
isto é, k(1,0) = (1,0). Assim, k(p(t)) = p(0(t)) para t € [0,1], sendo #(0) = 0. Definimos

H:S'x[0,1] = S!
(p(t), s) = p(s0(t) + (1 — 5)t).

Verifica-se, neste que, caso, que H é uma isotopia entre o difeomorfismo k e a aplicacao
identidade Ids:.

Por outro lado, suponhamos que (1,0) nao seja ponto fixo de k. Tomemos « o angulo
polar de k(1,0) e seja R,: S' — S! a rotagao de angulo a.

Dai, teremos que ko R,(1,0) = (1,0). Pelo argumento anterior, k o R,, é isotépico a
identidade. Uma vez que R, ¢ também isotopico a identidade, segue-se que k o sera. [



4 Teoria de Morse

A Teoria de Morse permite estudar a topologia das variedades diferenciaveis por
meio da evolucao dos conjuntos de nivel de fung¢des muito oportunas, chamadas fun-
coes de Morse. Neste capitulo, procuramos entender as principais caracteristicas de
tais fungdes. As variedades serdao doravante consideradas fechadas, salvo mencao con-
traria. As principais referéncias para este capitulo sdo [Milnor 1963], [Milnor 1965],
[Golubitsky e Guillemin 1973], [Figueirédo 2018] e [Izar 1978]. Para as fun¢oes de Morse-
Bott, veja [Meza-Sarmiento 2011].

4.1 Funcoes de Morse

Defini¢ao 4.1 (Fungao de Morse). Uma fungdo de Morse em uma variedade fechada M
¢ uma funcao diferenciavel f: M — R cujos pontos criticos sdo todos nao-degenerados.

Exemplo 4.2 (Funcio altura na esfera). A funcao f: S* — R dada por f(x,y,2) = 2 ¢
uma funcao de Morse cujos pontos criticos sao p = (0,0,—1) e ¢ = (0,0, 1).

f
P

Figura 4.1: Fungdo altura na esfera

R

De fato, considere w: S?\{q} — R? a projegdo estereografica dada por
7 S\ {¢} — R?

T y
(z,y,2) — (1_2,1_2)-

2 2y —1+ 22 4+ ¢?
T+a2+y? 1422492 1422492

Sua inversa é dada por 771 (z,y) = < ) Assim,

a expressao local de f pela carta 7 sera

f(xvy):(foﬂ-_l)(‘r7y): 1—|—x2+y2 ’

52
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Suas derivadas parciais sao

of 4x .
%("L‘ay) = (1—{—93'24-?/2)2’
of 4y

WY S Tr e

Para encontrar os pontos criticos de f, encontraremos aqueles que anulam simultane-
amente ambas as derivadas parciais. Nos deparamos entdao com

of

a—gg(:c,y) =0& 2 =0
of B B
a—y(:c,y)—0<:>y—0.

Logo, seu ponto critico serd 7=1(0,0) = (0,0, —1) = p. Vejamos agora que este ponto
critico é nao-degenerado.
A matriz hessiana de f em p na representacao local por m se da por

b

40
det[o 4] =16 £0

e, portanto, p é nao-degenerado. Note que a matriz ja estd em sua forma diagonal e que
nao ha autovalores negativos. Logo, inds(p) = 0.

De forma analoga, utilizando outra carta, mostra-se que ¢ é ponto critico nao-degenerado
de f com inds(q) = 2.

Finalmente, f é uma fungdo de Morse.

Assim,

Observamos que a fungao (z,y,z) — 2z definida em todo o R? nao apresenta pontos
criticos. No entanto, como visto no Exemplo 4.2, sua restricdo a esfera apresenta dois
pontos criticos, que sao nao-degenerados.

Exemplo 4.3 (Funcio altura no toro). Considere T? o toro bidimensional mergulhado
“em pé¢” em R? e seja f: T? — R a funcao altura dada por f(z,y,z) = z.

R

9

p1
Figura 4.2: Funcao altura no toro.
Seja T? a imagem da aplicagao ¢: [0, 27| x [0,27] — R? dada por

o(u,v) = (sen(u), (2 + cos(u)) cos(v), (2 + cos(u)) sen(v)).
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A expresséao local de fem ¢ é f(u,v) = (f op)(u,v) = (2+ cos(u)) sen(v).
Suas derivadas parciais sao

of

%(u, v) = —sen(u) sen(v);
gf(“’ v) = (2 + cos(u)) cos(v).

Dai, os pontos criticos de f serdo ¢(u,v), onde (u,v) satisfaz:
—sen(u) sen(v) = 0;
(2 4 cos(u)) cos(v) = 0.

Da segunda equacao, obtemos que v =
equagao, obteremos que u = 0 ou u = 7.
Logo, os pontos criticos de f serao

™
= (0.-3) = 0.0.-3);

m
P2 =@ (ﬂ-a _2) = (0707 _1))
m
pP3 = (7-(7 2) = (0707 1)7
m
pi=¢(0.7)=(0.0.3)

Para verificar que os pontos criticos sao nao-degenerados, basta analisar a matriz
hessiana de f em cada um deles.
De maneira geral, a matriz hessiana em um ponto ¢ (u, v) terd a seguinte representagao:

ou v = —%. Combinando com a primeira

SIE]

s
2

—sen(u) cos(v) —(2+ cos(u))sen(v)|”

HesSpuuw [ = l— cos(u) sen(v) —sen(u) cos(v) ]

Assim, obtemos
7 Fo 10
esspf = |y 3]

Esta matriz é ndo-singular, portanto p; é ndo-degenerado. Além disso, inds(p;) = 0.
Para py, segue que

—~1 0]
Hess,, f = 0 1
¢ nao-singular, portanto p, é ndo-degenerado com inds(p2) = 1.
Similarmente, ) )
1 0
Hessp, [ = 0 1

também é nao-singular, portanto ps é nao-degenerado com indy(ps) = 1.
E, finalmente, com p4 ocorre o mesmo, uma vez que

-1 0
Hessmf:[o _3]

¢ nao-singular, portanto ps é ndo-degenerado e inds(ps) = 2.
Finalmente, conclui-se que f é uma funcdo de Morse.
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A mesma observacao feita ao Exemplo 4.2 também se enquadra a este tltimo exemplo.
Trata-se de uma aplicacdo que nao possui pontos criticos quando definida em todo o R3,
mas que, apos uma restri¢do, passa a possuir.

Denotaremos por M(M) o conjunto de todas as fungdes de Morse definidas sobre a
variedade M.

O Lema de Morse nos permitird descrever o comportamento local de uma funcao
no entorno de um ponto critico ndo-degenerado. Para demonstra-lo, necessitaremos do
seguinte resultado:

Lema 4.4 (Lema de Hadamard). Seja g: V C R™ — R uma fungio diferencidvel definida
em uma vizinhanga convera V' da origem em R™ tal que g(0) = 0. Ezistem fungoes

%9 (0) para todoi=1,...,m e g(z) = X", z;9;(x)

91y -y gm: V — R tais que ¢;(0) = 5
Ti

para todo x € V.

Demonstragio. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, podemos escrever:

Ld

1af

0o Ox;

Defina g;(z) = (tx)dt.

L of of
[ 5 e =5 (0),

A hipétese de que V seja convexo se faz necessaria para que a imagem da curva t — tx
esteja contida em V' e a integral seja computavel. O]

Teremos entdo que g;(0) =

Corolario 4.5. Se, nas condigoes do Lema de Hadamard, tiver-se ainda que 0 € V' for
g
81‘@-8%

1
todos i,j =1,...,m e g(x) = X{"_, vix;Hij(x), onde H;; = i(h”(x) + hji(2)).

ponto critico de g, entdo existem fungoes h;;: V. — R tais que h;;(0) =

(0) para

Demonstracao. Aplicando o Lema de Hadamard, tem-se imediatamente a existéncia de
0

hi: V. — R tais que g(z) = >, x;hi(x) e h;y(0) = 879(0) para todo ¢ =1,...,m.
Z;

Como a origem é ponto critico de g, segue que h;(0) = 0. Aplica-se entdo o Lema de
Hadamard novamente, desta vez a cada uma das fungoes h;, obtendo entao novas funcoes
) m oh; 829
(hz)] = hiji V — R tais que hl(.ﬂ) = Zj:l x]h”(.il?) e hU(O) = axj (O) = (9371(91'] (0)

Assim, temos que

g(x) = ilxlhl(x) = ilxz (il (L’jhik(l’)) = i x;xjhij(x).

i,j=1
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E ainda
1 1
() = () + 59()

1 [ & 1 [ &

=~ | Y wmzjhy(x) | + 2 | D mixjihji(o)
2 i,j=1 2 i,y=1
.- hij(x) + hji(x)
2j2=:1 ’ 2

1

Chamando H,j(x) = §(hz-j (z) + hji(x)), obtemos que g(z) = 37—y v Hyj(x). O

Teorema 4.6 (Lema de Morse). Seja f: M™ — R uma fungao diferencidvel. Se p é um
ponto critico nao-degenerado de f, entao existe uma carta p: U — R em uma vizinhanca
U depem M tal que f(z1,...,2,) = f(p) — (21 + ...+ 23) + 23, + ... + 22, onde

Demonstragio. Sejam f: M — R uma funcao diferenciavel e p um ponto critico nao-
degenerado de f. Considere uma carta arbitraria ¢: U — R™ definida em uma vizinhanca
U de p em M. Suponhamos, sem perda de generalidade, que V = ¢(U) C R™ seja uma
vizinhanga convexa da origem em R, de forma que 1(p) = 0.

Defina g: V — R por g(u) = f(v»"'(u)) — f(p). Desta forma, a origem 0 € V' é ponto
critico nao-degenerado de g.

Podemos, portanto, aplicar o Corolario 4.5 e escrever g(u) = 321", uyu; Hij(u). Sendo

0%g

Hy0) = o
nao-degenerado, temos que [H;;(0)] é nao-singular, isto é, tem determinante diferente de
Z€ero.

Podemos supor entao que Hy1(0) # 0, pois, caso contrario, uma vez que [H;;(0)] =

0%g
[8%8%
ana de modo que a condigao seja satisfeita. Por continuidade, temos que Hi;(u) é ndo-nulo
em alguma vizinhanca da origem, possivelmente menor que V.

Facamos a seguinte mudanca de coordenadas:

i uj Hyj(u)

— JIH =
T |Hy1(w)] | ug + Hll(u)

(O)] a matriz hessiana de g em u = 0 que, por sua vez, é ponto critico

(O)} é ndo-singular, poder-se-ia fazer uma permutacao das linhas da matriz hessi-

T =up para k =2,...,m.

Apos esta mudanca, g se escrevera como:

m 2
2+ zx Hy (1) — ~=2 , se H11(0) >0
B 1 iJZQ J J( ) H11($> 11( )
g(r) = m 2
—2 + wiwi Hy(x) — ~E=2 , se Hi1(0) <0
1 iJZQ J ]( ) H11(ﬂf) 11( )
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Podemos perceber que a primeira coordenada estd na forma que o teorema propoe.
Por um argumento de inducao finita, concluimos que apods fazermos uma mudanca de
coordenadas similar a esta para cada k = 1,...,m, teremos que, ao fim do processo, g
sera escrita na forma

g(x) = —(z7+ ... +23) + a5 + ...+,

A Lei da Inércia de Sylvester (veja em [Lima 2008]) nos garante que A é, de fato, o
indice de g na origem 0 de R™ e, portanto, é o indice de f em p. Note também que estao
presentes todas as m coordenadas na forma em que g esta expressa. Isso se da porque a
matriz hessiana de g é nao-singular, ou seja, tem posto méaximo igual a m.

Chame de ¢ a carta local ¢ composta com todas estas mudancas de coordenadas feitas
indutivamente. Assim, g(z) = f(¢~!(z)) — f(p). Obtemos entdo, finalmente, que

f@)y=g@)+ fp) = fp) — (aF + ... +a}) + a3 + ...+ ).
Il

O Lema de Morse e a Forma Local das Submersoes caracterizam completamente a
descricao local dos pontos de uma funcdo de Morse f. De fato, se p € M é ponto regular
de f, entdo f se comporta localmente como uma projecado em uma vizinhanca de p. Por
outro lado, se p € M é ponto critico de f, logo ndo-degenerado, f se comporta localmente
como uma forma quadratica.

[lustramos abaixo os possiveis tipos topoldgicos das curvas de nivel de uma fungao no
entorno de um ponto critico nao-degenerado no caso bidimensional.

\/
D Q

Figura 4.3: Niveis criticos: a esquerda, o caso em que ind¢(p) = 0 ou 2; a direita, em que
inds(p) = 1.

Corolario 4.7. Todo ponto critico ndo-degenerado é isolado.

Demonstragdo. Seja f: M™ — R uma funcao diferenciavel e p € M um ponto critico
nao-degenerado de f.

Considere ¢: U C M — R™ a carta dada pelo Lema de Morse. Assim, ¢(p)) =0 e
flx1,.. . xp) = f(p) —at — ... — 2% + 234 + ... Tm, onde A = ind;(p).

Os pontos criticos de f sao aqueles que anulam suas derivadas parciais de primeira
ordem.
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Verificamos entao que

of

871‘1('%17 cee al‘m) = _2561’
0
a;:(xlv B axm) = —21')\,
0

axil (X1, .y Tm) = 2T241;
0
833;@1’ e T) = 2T,

o que torna claro que a origem de R™ é a tnica solu¢do que anula todas as derivadas
parciais simultaneamente. Sendo assim, ¢~*(0) = p é o tinico ponto critico em U. Logo,
p € um ponto critico isolado. O

Corolario 4.8. Se f: M — R é uma funcio de Morse, entio ¥y € discreto. Em parti-
cular, se M € compacta, entao Xy € finito.

Demonstragdo. De fato, sabemos que cada ponto de X é isolado; desta forma, ¥; é um
conjunto discreto. No caso em que M ¢é uma variedade compacta, temos que X, por ser
discreto, deve ser finito. O

Definigao 4.9 (Funcao de Morse simples). Uma fun¢ao de Morse f: M — R é simples se
sua restricao ao seu conjunto critico f|x, for uma funcao injetiva; isto ¢, f assume valores
distintos em pontos criticos distintos.

Proposicao 4.10. Sejam f,g: M — R funcoes de Morse equivalentes, sendo h: M — M
e k: R — R os difeomorfismos que realizam tal equivaléncia. Se p € M € ponto critico
nao-degenerado de f, entao

1. indkof(p) = indg<h<p))7'

dk
2. (a) indyor(p) = inds(p), se %(t) > 0 para todo t € R;

dk
(b) indios(p) = m —inds(p), se E(t) < 0 para todo t € R, onde m = dim(M).

Demonstragao. 1. E facil perceber que p é também ponto critico nao-degenerado de
ko f. Seja A = indyor(p) e considere ¢: U C M — R™ a carta dada pelo Lema de
Morse.

Temos entao que
(ko f)(¢ ' (2) = —(22+...+a2) + a2, +...+ 12
Agora, consideremos a carta ¢ = p o h™!: h(U) — R™. Teremos entao que:
g (@) = (goh) (¢ (2)) = (ko f)(¢™ (2)) = —(2+...+a}) + a3 +... +ap,.

Logo, indy.¢(p) = indy(h(p)).
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2. Como p é ponto critico de f, teremos, pela Regra da Cadeia, que

dk

Hess,(ko f) = -

(f(p) - Hessy .

Dal, é facil ver que se k tem derivada positiva, indy.r(p) = ind;(p) e, caso contrario,
indiof(p) = m — inds(p), uma vez que, no primeiro caso, k mantém a orientacao de

R, e, no segundo caso, inverte a orientacao.
O

Observe que a Proposicao 4.10 é uma versao da Proposicao 3.90 especifica para pontos
criticos nao-degenerados.

4.2 Existéncia e estabilidade de funcoes de Morse
Proposicao 4.11. Dada uma funcao diferencidvel f: U C R™ — R qualquer, a fungdo
fa: U—=R
z = f(z) = (a,z)
¢ uma funcao de Morse para quase todo a € R™.

Demonstracdo. Seja F': U — R™ dada por

L)

F(x) = y
f
9. @)

of .
axi (p) = ay, Onde

Note que se p é ponto critico de f,, tem-se que F(p) = 0. Logo,

a=(a,...,a,).

A fim de que p seja um ponto critico ndo-degenerado de f,, é necessario e suficiente
que a matriz jacobiana de F', que por sua vez é a matriz hessiana de f,, seja nao-singular.
Portanto, a deve ser um valor regular de F'. Pelo Teorema de Sard, o conjunto dos valores
criticos de F' é um subconjunto de medida nula de R", o que faz com que f, seja uma
funcao de Morse para quase todo a, uma vez que a é valor regular de F'. O

Na notacao da Proposicao 4.11, diz-se que f, é uma perturbagdo linear de f, pois é ob-
tida somando-se uma funcao linear. Em [Lerario 2011], se vé que é possivel também obter
funcoes de Morse através de perturbagoes quadraticas de uma dada funcao diferenciavel.

Teorema 4.12. Seja g: M™ — R uma funcao diferencidvel definida em uma variedade
fechada M. Eziste uma funcdo de Morse f: M — R que é uma C? — c-aproximacdo de g
para todo € > 0.

Demonstragdo. Seja Uy, ..., U, uma cobertura aberta finita de M formada por dominios
de cartas locais. Considere {Kj, ..., K;} uma cole¢ao de compactos tais que K; C Uj,
para cada [ =1,...,k, que cobre M.

l
Para cada [ =1, ..., k, denotaremos por C; = U K,.
n=1
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A ideia central da demonstragao é construir indutivamente uma funcdo de Morse
fi: Cp — R, até que se faca fr: Cp, = M — R uma fun¢ao de Morse definida em toda a
variedade.

Tome fy = g a aplicacao dada no enunciado. Suponha que ja tenham sido construidas
fi,--, fi_i- Constréi-se f; da seguinte maneira:

Seja ¢;: Uy — R a carta definida em U;. Pela Proposicao 4.11, existe a € R™ tal que
a fungao dada por fi_1(p) — (a, ¢i(p)) é uma fungao de Morse definida em ¢;(U;).

Seja h;: Uy — R uma funcao diferenciavel tal que:

1. h(p) € ]0,1] para todo p € Uj;
2. hy(p) =1 em algum aberto V; que contém Kj;
3. hi(p) = 0 em algum compacto L, em U; contendo V;.

Para a existéncia de tal fungao veja, por exemplo, [Lima 2011].
Definamos f; por:

filp) = fioa(p) — (@, () u(p)-

Desta forma, temos que

peVi=hp) =1= filp) = fiii(p) — (@, @1(p));
pelU—L = hp)=0= filp) = fi-1(p)

e, além disso, f; nao tem pontos criticos degenerados. Portanto, f; é uma funcao de Morse
em (.

Indutivamente, tomemos f = fi. Ou seja, f: Cp = M — R ¢é uma fungao de Morse.
Mostremos que f é uma C? — e-aproximacio da funcao diferencidvel g considerada inici-
almente, para algum ¢ > 0.

Para tanto, mostraremos que f; pode ser tomada como uma C?-aproximacao de f;_;
e, desta forma, obteremos o desejado.

Com efeito, temos que:

1/i(p) = fia (D) = Ken(p), a) | (p);

afi dfia L ohy, ||
’ oz, (p o (p)‘ = |aihu(p) + (a, @u(p)) oz, (p)];
dfi 9 i | O ohy %Iy
A )= )] =0 + s G0 + (e 5 )

onde i,j5 € {1,...,m}.

Como h; é limitada e infinitamente derivavel, podemos tomar a € R™ pequeno o
suficiente para que f; seja C?-aproximacao de f;_; em K; para algum ¢ > 0.

Desta forma, teremos que f = fi serd C? — e-aproximacao de f;_; em K = M e,
recursivamente, de g, diminuindo € a cada etapa, se necessario.

Para mais detalhes, veja [Matsumoto 2002] ou [Meza-Sarmiento 2011]. O

Corolario 4.13. Para toda variedade fechada M, existe uma funcao de Morse f: M — R.

Demonstragao. Bastaria tomar uma funcao diferenciavel g: M — R qualquer, que poderia
ser, por exemplo, uma funcdo constante. Pelo Teorema 4.12, é possivel encontrar uma
funcao de Morse f: M — R arbitrariamente préxima a g. m
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Teorema 4.14. O conjunto M(M) das fungoes de Morse definidas em uma variedade
fechada M™ é um aberto denso em C°(M,R).

Demonstragio. O fato de M(M) ser denso é resultado imediato do Teorema 4.12. Mos-
tremos agora que ¢ aberto.

Sejam ¢: U; C M — R™ ¢ =1,...,k, cartas locais de M tais que a colecao Uy, ..., Uy
forme uma cobertura aberta. Para cada aberto U;, seja C; C U; um compacto, de forma
que a colecao C1, ..., C) também cubra a variedade M.

Dada uma fungdo de Morse f: M — R, podemos assumir a existéncia de uma vi-

zinhanca NV; de f em C°(M,R) tal que todas as fungoes pertencentes a vizinhanga N;
k

tenham apenas pontos criticos nao-degenerados em C;. Assim, na vizinhanca N = ﬂ N;
i=1
de f, toda funcao tera apenas pontos criticos nao-degenerados em todos os compactos Cj.
k

Como M = U C;, o resultado segue. O
i=1

Teorema 4.15. Para que uma fungdao diferencidvel f: M — R definida em uma variedade

fechada M seja estdvel, € necessdrio e suficiente que f seja uma funcao de Morse simples.

Demonstragcio. Suponhamos f: M — R estavel. Entao existe uma vizinhangca W de f
em C*(M,R) tal que toda fun¢ao em W é equivalente a f.

Sabe-se que fungoes de Morse simples sdo também densas em C*°(M,R). Assim,
havera uma tal funcao g € W, que é, portanto, equivalente a f. Logo, f é uma funcao de
Morse simples.

Reciprocamente, prova-se que se f é uma funcao de Morse simples, entao f ¢é estavel.
Para tal feito, faz-se uso do conceito de estabilidade infinitesimal, introduzido por John
Mather, que provou que os conceitos de estabilidade e estabilidade infinitesimal sdo equi-
valentes. Mostra-se entao que se f é uma funcao de Morse simples, f é infinitesimalmente
estavel e, portanto, estavel. Para detalhes, consulte [Golubitsky e Guillemin 1973]. ]

O Teorema 4.15 afirma que as fungoes de Morse simples sdao as tinicas funcoes a valores
reais definidas em uma variedade fechada que sao estaveis. Classificar funcoes estaveis é
sempre o primeiro passo em qualquer espécie de classificacao de singularidades de fungoes
ou aplicagoes.

4.3 Funcoes de Morse em cobordismos

Defini¢ao 4.16 (Func¢ao de Morse sobre uma triada diferencidvel). Dada uma triada
(W3 Vo, V1), uma fungao de Morse sobre a triada é uma funcao diferenciavel f: W — [a, b]
tal que:

1. Todos os pontos criticos sdo nao-degenerados e interiores; ou seja, estao em W —0W;
2. [THa)=Voe f1(D) = Wi

Observe que, sobre uma triada, pode ocorrer que uma fungao de Morse f: W — [a, 0]
nio tenha pontos criticos. E claro que, em variedade fechadas, isso nao ocorre, uma vez
que toda funcdo de Morse terd, necessariamente, no minimo dois pontos criticos. Na
literatura, encontramos também a definicao de numero de Morse de uma triada como
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sendo o nimero minimo de pontos criticos sobre todas as funcoes de Morse definidas
sobre a triada.

No contexto das triadas diferenciaveis, pode-se obter alguns resultados analogos aque-
les anteriormente feitos para variedades fechadas, como, por exemplo:

Teorema 4.17. Toda triada diferencidvel admite uma funcao de Morse.

A demonstracao deste fato sera omitida, e pode ser encontrada com detalhes em
[Milnor 1965].

Definicao 4.18 (Campo de vetores pseudo-gradiente). Sejam (W™;Vp, V1) uma triada
diferenciavel e f: W — [a, b] uma fun¢ao de Morse. Um campo de vetores £: W — TW
é pseudo-gradiente para f se:

1. £f for estritamente positiva em W — 3;

2. Considerando ¢: W — R™ a carta dada pelo Lema de Morse, definida no entorno
de um ponto critico p de indice A, a representacao local de £ por esta carta se da

como (@ Ty, oy Tx, Tagts - Tm)) = (=1, ooy — TN, Tag1s -+ Ton)-

Proposicao 4.19. Toda funcao de Morse sobre uma triada diferencidvel admite um campo
de vetores pseudo-gradiente.

Demonstragio. Sejam (W™;Vy, V1) uma triada diferenciavel e f: W™ — R uma fungao
de Morse. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que f possui apenas um ponto
critico p, uma vez que pontos criticos nao-degenerados sao isolados.

Seja entao p: U C W — R™ a carta local dada pelo Lema de Morse. Seja entao U,
uma vizinhanca de p tal que Uy C U.

Todo ponto ¢ € W —Uj é ponto regular de f, o que faz com que f seja submersao em gq.
Pela Forma Local das Submersoes, existe uma carta local ¢»: U — R™ definida em uma
vizinhanga U’ de ¢ tal que f(u(x),...,2.))) = f(q) + ], para todo (z},...,2.,) € v(U’).

Dado que U ¢é aberto, entao W — U é fechado e, portanto, compacto. Logo, existe
uma cobertura finita Uy, ...,U, de W — U. Podemos ainda impor que U N U; = & para
i=1,... k.

Sobre cada aberto U;, a Forma Local das Submersoes nos d4 coordenadas zt, ...,z
tais que f(z%,...,z!) = ¢+ x;, onde ¢ é uma constante.

Considere sobre Uy o campo de vetores &, cujas coordenadas locais sao

i
m
(=1, ooy =2, Tat1s - Tin)

onde A = inds(p). Sobre cada U;, considere o campo de vetores § = ——, que tera

da}y
a i-ésima coordenada igual a 1 e as restantes iguais a 0. Ou seja, & = (1,0,...,0),
& =1(0,1,0,...,0) e assim sucessivamente.
Seja a;: W — [0, 1] uma parti¢do da unidade subordinada & cobertura Uy, Uy, . .., Ug.

Definimos o campo &: W — TW dado por

Z o ()&, (x

para x € U, N...NU; . Este campo de vetores ¢, por construgdo, um campo pseudo-
gradiente para f. n
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Pode-se ainda demonstrar que todo campo pseudo-gradiente de uma fungao de Morse
é o campo gradiente de f em relacao a alguma métrica riemanniana g sobre a variedade.
Dai o nome “pseudo-gradiente”.

O teorema a seguir mostra que se uma triada tem ntimero de Morse nulo, entdo é um
cobordismo produto.

Teorema 4.20. Se (W;Vy, Vi) admite uma fun¢io de Morse sem pontos criticos, entdo
(W3 Vo, Vi) € um cobordismo produto.

Demonstragio. Seja f: W — [0, 1] uma fungao de Morse sobre a triada (W; Vp, V7).
Consideremos &: W — TW um campo pseudo-gradiente para f.
Sem perda de generalidade, vamos assumir que £f = 1. Com efeito, caso fosse ( um

outro campo pseudo-gradiente para f, bastaria tomar ¢ = —(. Desta forma, £ é um

¢f
campo pseudo-gradiente para f com &f = 1.
Seja @: Rx W — W um grupo de difeomorfismos a um parametro gerado pelo campo
£.
Temos entao que

dqzt(q) (f) =&ao(f) = 1.

Dai, a aplicagdo t — f(P;(q)) é uma transformagao linear de derivada constante igual a
1 para todo q € W.
Lembrando que f~1(0) = Vj, a aplicagao
v Vo x[0,1] = W
(@,y) = Pu()

é entdao um difeomorfismo, cujo inverso é
W =V x [0, 1]
y = (0w (W), f())-
O
Corolario 4.21. Sejam (W;Vy, V1) e (W' Vi, V) triadas diferencidveis tais que Vi é

difeomorfo a Vy. Se f: W — [0,1] e g: W — [0,1] sdo fungées de Morse sem pontos
criticos, entdo existe um difeomorfismo h: W — W' tal que f = g o h.

Demonstracio. Aplicando o Teorema 4.20, temos que existem difeomorfismos
hy: Vo x [0,1] = W
ho: Vi x [0,1] — W'

tais que

Seja k: Vo — Vi o difeomorfismo previsto no enunciado. Temos o seguinte diagrama

Vo x [0,1] —s w —L— [0, 1]

k‘XId[OYl]J/ /
g

Vi x [0,1] —— W’

Definimos h: W — W’ por h = hyo (k x Idg)) o hy'. Temos entdo que f = goh. [
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O Corolério 4.21 mostra que fungdoes de Morse sem pontos criticos em cobordismos
produto sao equivalentes.

Defini¢ao 4.22 (Cobordismo elementar). Uma triada (W;Vp, V}) é um cobordismo ele-
mentar de indice A se admite uma funcao de Morse com exatamente um ponto critico,
sendo o ponto de indice .

Figura 4.4: Cobordismo elementar orientavel bidimensional de indice 1.

Usando fungoes de Morse, podemos decompor qualquer cobordismo mais complicado
como uma composi¢ao de cobordismos mais simples, como no seguinte teorema:

Teorema 4.23. Todo cobordismo pode ser expresso como uma colagem de um numero
finito de cobordismos elementares.

4.4 Cirurgias e mergulhos caracteristicos

A referéncia cldssica para esta segdo é [Milnor 1965]. Mais detalhes sobre cirurgias
e fungoes de Morse se encontram em [Daccach 1972 e [Izar 1978]. O objetivo desta
se¢do é garantir a equivaléncia de fungdes de Morse definidas em cobordismos elementares
bidimensionais.

Sejam (W™:; V. V') uma triada diferencidvel, f: W — R uma funcao de Morse e £ um
campo pseudo-gradiente para f.

Dado um ponto critico p de f com indice A, seja ¢ = f(p). Tomemos a,b nimeros
reais de tal forma que a < ¢ < b e que ¢ seja o unico valor critico de f no intervalo [a, b].
Faca Vo = f~'(a) e V1 = f7(b).

Escolha ¢: U — B! a carta dada pelo Lema de Morse, sendo U uma vizinhanca de p,
para algum € > 0 suficientemente pequeno. Defina V.. = f~1(c —&?) e V. = f1(c + &?)
de modo que 4&? < min{|c — a|,|c — b} para que V_. esteja entre V; e f~1(c) e V. esteja
entre f~1(c) e V.

Esta situacao esté representada esquematicamente na figura a seguir:

1% Vo Ve ey V2 Vi %4

/’ \\
. \
’ D /
( ~
N ’/
U
I | i i i | I
a c—¢e2 ¢ c+e? b

Figura 4.5: Escolha do € para a construcao do mergulho caracteristico.
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Definicao 4.24 (Mergulho caracteristico). O mergulho caracteristico a esquerda
¢p: S X DN = Vg
¢ obtido definindo-se o mergulho

¢1: S x DM V.,
(u, 0v) > @ ' (cucosh , ev senh )

onde u € S*1 v € S"*1ed € [0,1], e pela curva integral de & que comeca no ponto
¢1(u, 0v) em V_. do seguinte modo: chame de ¢g(u,fv) o primeiro ponto de interse¢ao
desta curva integral com V4.

Analogamente, considerando-se o mergulho

g DA x ST SV,
(Ou,v) — ¢ ' (cusenh §, u cosh 6)

onde u € $*1 v € S"* 1L e d €[0,1], define-se o mergulho caracteristico a direita como
¢p: D x " =1

onde ¢p(fu,v) é o primeiro ponto da curva integral de £ que passa por ¢o(fu,v) e inter-
secta V.

{=1,1} x [0,1]

B2 / \

Figura 4.6: Mergulho caracteristico a esquerda para um ponto de indice 1 em dimensao
2.

Na definicao a seguir, introduzimos o conceito de cirurgia. Uma cirurgia consiste
em um método geométrico da Topologia Diferencial que nos permite obter uma nova
variedade a partir de outra previamente dada.

Definigao 4.25 (Cirurgia). Seja V' uma variedade de dimensdo m — 1 e considere um
mergulho ¢: S*1x D™=* — V. Denotamos por X (V, ¢) a variedade obtida pelo quociente
de

(V = o(S* x {0})) L (D x S"*7)

identificando-se ¢(u, Ov) com (fu,v), onde u € S}, v € S** e f €]0,1].
Dizemos que qualquer variedade difeomorfa a X'(V, ¢) é obtida a partir de V' por meio
de uma cirurgia, que, neste caso, chamaremos de cirurgia de tipo (A\,m — \).
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Desta forma, uma cirurgia sobre uma variedade de dimensao m — 1 em o efeito de re-
mover uma esfera mergulhada de dimensao A —1 e substitui-la por uma esfera mergulhada
de dimensao m — A — 1.

Exemplo 4.26.

—(5-&
[

Figura 4.7: Obtengao do toro T? por meio de uma cirurgia do tipo (2, 1) a partir da esfera
S2.

Exemplo 4.27.

L T T T T~ —
S _ .-+

Figura 4.8: Obtencao da garrafa de Klein K também por meio de uma cirurgia do tipo
(2,1) a partir de S%.

Basta tomar um difeomorfismo que preserve a orientacao de uma das componentes do
bordo do cilindro, que esta indicado pelo simbolo “+7, e inverta a orientacao da outra
) ) Y

indicado pelo simbolo “-".

Dada uma triada (W™;V;, Vi) e um mergulho ¢: S* 1 x D™* — 1, construiremos
agora uma variedade que realiza um cobordismo entre V5 e X (Vj, ¢).

Considere a variedade Ly dos pontos ((z1,...,2), (Txs1,---,Tm)) € R* x R™™* que
satisfazem as condicoes

—1 < —|(z1, .. 2P+ @yt - am))* <1
e
|(z1, ..., 22 )|[(Xas1, - -, Tm)| < senh(1) cosh(1).
O bordo da variedade L) é reunidao de duas subvariedades: a esquerda, correspondente
a

_K'Il? s ;x/\)‘2 + |(CU)\+1, c.. ,ij)’Q = —1’

difeomorfa a S*~! x D™~ *; e A direta, correspondente a

=@y, 2P @, w) =1
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difeomorfa a D» x S™—*~1,

Consideremos as trajetorias ortogonais das superficies
2 * = constant
—|(x1, .. )+ | (Tag1, - -, Tm)|° = constante.

A trajetoria que passa pelo ponto (z1,...,Zx, Txs1,- -, Zy) pode ser parametrizada por

t— (ta:l, o tay, 1x,\+1, R 1xm> .

Se (z1,...,xy) = 0 ou se (Tr41,...,T,) = 0, esta trajetéria é um segmento de reta
tendendo a origem, e se forem diferentes de zero, é uma hipérbole que leva algum ponto
(ucosh @, vsenh @) do bordo a esquerda de Ly ao ponto correspondente (usenh 6, v cosh )
no bordo & direita de L.

Considere agora a reunido disjunta (Vg — ¢(S*! x {0})) x DI U L,. Para cada
u € S v e S0 €]0,1] e ¢ € DY, identifique o ponto (¢(u,fv),c) ao ponto
(T1,. ., Tx, Trg1s- -+, Tm) € Ly, unicamente determinado, tal que

Lo —(ai+...+a})+a3,,+...+2 =¢

2. (x1,...,%x,Tas1,---,Tm) estd na trajetéria ortogonal que passa pelo ponto
(ucosh @, vsenh ).

Essa correspondéncia define um difeomorfismo entre ¢(S*~1 x (D™ * — {0})) x D! e
LyN (R —{0}) x (R™* x {0}).

O conjunto W(Vj, ¢), obtido através desta identifica¢ao, esta bem definido como vari-
edade diferenciavel, cujo bordo é reuniao de duas componentes que sdo correspondentes
aos valores de c = —1 ou c = 1.

A fronteira a esquerda, para ¢ = —1, é identificada com Vj, tomando-se z € Vj
correspondendo a (z,—1) € (Vg — ¢(S*! x {0})) x D e (ucoshf,vsenh) € Ly para
z = ¢(u, Ov).

J& a fronteira a direita, para ¢ = 1, é identificada com X (Vj, ¢), fazendo o ponto
z € Vo — ¢(SM! x {0}) corresponder a (z,1) e (Qu,v) € D x S**~1 corresponder a
(usenh 6, v cosh @).

Desta forma, W(Vj, ¢) realiza o cobordismo esperado entre V; e X (Vg, ¢).

Exemplo 4.28. Considere ¢: {—1,1} x [-1,1] = S' 0 mergulho como na figura a seguir:

S? x D! St
Figura 4.9: Mergulho sobre a circunferéncia, cuja imagem ¢ a unido disjunta de dois arcos.

Sabemos que a variedade X (S, ¢), obtida por uma cirurgia do tipo (1, 1), serd a uniao
disjunta de duas circunferéncias.
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X (St¢) =@ StUS!
Figura 4.10: A variedade X (S', ¢) é a unido disjunta de duas circunferéncias.

Teremos entdo que a variedade W(S', ¢), que realiza um cobordismo entre S! e
X (St, ¢) terd a seguinte forma:

|
W (S, ¢)

Figura 4.11: A variedade W(S!, ¢) terd a forma de um par de calgas.

Teorema 4.29. Se uma variedade V' pode ser obtida a partir de V' por meio de uma
cirurgia de tipo (A\,m — \), entdao existe um cobordismo elementar (W;V, V') de indice A
e uma funcao de Morse f: W — R com exatamente um ponto critico de indice \.

Demonstragio. Como V' pode ser obtida por meio de uma cirurgia do tipo (A\,m — A),
existe um mergulho ¢: S* 1 x D™=* — V tal que V' é difeomorfa a X (V, ¢).

Considere W = W(V, ¢) como previamente construido. Entao existe o cobordismo
(W V, V') = (W(V, 9); V, X(V. 6)).

A fungao f: W — R dada por:

(@1, @) € Ly f(T1,. 0, 2) = — (@ + ... +23) + 23, + ...+ 22,

(z,¢) € (V= ¢(SM1 x {0}) x D' — f(z,¢)=c¢

¢ uma funcao de Morse bem definida com um tnico ponto critico de indice . O

Teorema 4.30. Sejam (W;Vy, Vi) um cobordismo elementar de indice \, considerando
f: W — [a,b] uma fun¢do de Morse, e ¢pp: S x D" — Vi 0 mergulho caracteristico.
Entao (W;Vy, V1) € difeomorfa a triada OV (Vy, ¢g); Vo, X (Vo, or)).

Demonstragio. Seja p € W o ponto critico de f, sendo ¢ = f(p). Tome £ > 0 sufici-
entemente pequeno, como na definicio de mergulho caracteristico. Consideremos ainda
We=f"e—e’c+e]), Vo= flHe—e?) e Vo= flc+e).

Tome p: U — R™ a carta dada pelo Lema de Morse e seja £&: W — T'W um campo
pseudo-gradiente para f.

Temos que (W; Vg, V1) é difeomorfa a (We; V_., V.), pois, pelo Teorema 4.20,
(fYa,c—&%)); Vo, V_o) e (f Y ([c + €%[); V=, V1) sdo cobordismos produto.
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Por outro lado, temos que a triada (W(Vy, ¢g); Vo, X(Vo, ¢r)) é claramente difeo-
morfa a W(V_., ¢1); Vo, X(V_., ¢1)), € suficiente provar que (W,;V_., V) é difeomorfa
a (W<V—€7 ¢1)a V—8> X(V—eS? le))

Defina k" W(V_., ¢1) — W, a aplicacao dada por: para cada ponto
(2,t) € (Voo — ¢(SM! x {0})) x D1, faca k'(z,t) o tinico ponto de W, que esteja so-
bre a curva integral de £ que passa por z e tal que f(k'(z,t)) = &% + ¢, e para cada
(T1, . o Tx, Tas1, - - Tm) € Ly, faga
(21, T Taity ooy T) = @ H(EXY, ..o ETN, ETNL1, -+ ETym).

Segue das defini¢oes de ¢; e de W(V_.,¢1) e do fato de que ¢! leva trajetérias
ortogonais em L, em curvas integrais em W, que k£’ é um difeomorfismo bem definido
entre W(V_., ¢1) e W.. O

Proposicao 4.31. Dado (W;Vy, V1) um cobordismo elementar de indice A associado a
uma fungao de Morse f: W — [a,b], considere ¢: S*1 x D" — Vi o mergulho carac-
teristico.

Se g: W(Vo, 05) — la,b] e k: W(Vy,¢p) — W sao, respectivamente, a fung¢io de
Morse e o difeomorfismo dados nos dois teoremas anteriores entao g = f o k.

Demonstrag¢io. Seja p € W o ponto critico de indice A de f, e denotemos por ¢ = f(p).
Seja que k' W(V_., ¢1) — W, o difeomorfismo construido na demonstracao do Te-
orema 4.30 ¢ g: W(V_.,¢1) — [—1,1] a funcdo de Morse construida como no Teorema,
4.29.
Considere

0: [-1,1] = [c— & c+ &7
t— ¥t +c

que resulta ser um difeomorfismo crescente. Escreveremos, por simplicidade, apenas g no
lugar de # o g.
Pela construcao das aplicagoes, o diagrama

W(V_., ¢y) —E—— W

T w

[c — &% c+ &%

é comutativo. E, por outro lado, como f: W — [a,b] é a fun¢ao de Morse do cobordismo
elementar (1W; Vp, V1) dada no enunciado, consideremos 0: [c — €%, ¢ + %] — [a, b] o difeo-
morfismo crescente tal que 0(c) = ¢. Assim, existird um difeomorfismo k”: W, — W tal

que o diagrama

W, — W

.| jf

[c—e*c+eY —— [a, b
9

comuta.

Com efeito, se z € We, k”(z) ¢ o tnico ponto de W tal que f(k"(2)) = 0(f|w.(2)) e
estd sobre a curva integral de £ em W que passa por z.

Considerando o difeomorfismo k& = k" o k/, teremos que ¢ = f o k e esta provada a
Proposicao. ]
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O teorema a seguir caracteriza a equivaléncia das fungoes de Morse definidas em
cobordismos elementares de dimensao dois. Esta é a chave central da demonstragao do
Teorema 5.32.

Teorema 4.32. Sejam (W; Vo, Vi) e (W' Vg, V]) cobordismos elementares de mesmo in-
dice X, com dim(W) = dim(W’) = 2. Sejam f: W — [a,b] e g: W' — [a,b] funcies de
Morse. Suponha que ¢ € [a,b] é o tnico valor critico de f e g, e que este valor corres-
ponde a um inico ponto criticop € f~1(c) e q € g7 (c) e que ind(p) = indy(q). Se, além
disso, Vi € difeomorfo a V§ e Vi a VY, entao existe um difeomorfismo h: W — W' tal que
f=goh.

Demonstragcdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que W e W' sejam conexas,
uma vez que, sendo as partes regulares cobordismos produto de indices iguais, as fungoes
sao trivialmente equivalentes.

Sejam ¢: W — TW um campo pseudo-gradiente para f e p: U — Bi. a carta local
dada pelo Lema de Morse. Considerando os espacos V_. = f~'(c —&?), V. = f~(c+ £?),
W, = f~Y[e—€?, c+€?]) e o mergulho ¢, : S* 1 x D** — V__ j4 vimos que, pelo Teorema
4.30, a triada (W;V_., V.) é difeomorfa a triada W(V_., ¢1); Ve, X(V_c, ¢1)).

De forma andloga, para a triada (WW';Vy,V]) e para a fungdo de Morse g: W' — R,
tomando o mesmo ¢ utilizado anteriormente, e sendo o mergulho qb' S x DA

V’_, obtemos também que as triadas (W/; Vig,Va’) WV o)), VI, X (V! ¢))) sao
difeomorfas.

Seja k: V_. — V'_ um difeomorfismo que preserva orientagao de S! tal que kog; = ¢/.
Dai, disso, segue que (W’ _;V/_V/) e W(V_., ¢1); Ve, X(VL, ¢1)) s@o difeomorfas.

Com efeito, o difeomorfismo
H: (Voo =18 x {0}) x DY) U Ly = (V! — ¢, (S! x {0}) x D) U Ly

dado por H = (k x Idpr) + Idy, é compativel com a relacdo de equivaléncia dada por

(¢1(u, 00), ) R(T1, ..., Tx, Tas1s - - - Tpn) S€ =TT —. . —X3+T3 ., 20 = cCe (X1, ..., Tiy)
estd na trajetéria ortogonal que passa por (u cosh 6, vsenh 0), donde (kx Idyr)(¢1(u, 0v), c)
é igual a (k(¢1(u,0v)),c) = (¢ (u,0v),c) é equivalente a (x1,...,Tx, Tas1, .-\ Tm).

Assim, as variedades W(V_., ¢1) e W(V!_, ¢!) sao difeomorfas. Considere os dife-
omorfismos ¢ e ¢/ como construidos na demonstragao do Teorema 4.30. Tem-se entao

diagrama

WL, ¢1) —— W!

onde o difeomorfismo quociente H conjuga f ol e go (', pois H é a identidade sobre L,
e preserva o nivel em (V_. — ¢1(S** x {0})) x DL
Assim, tem-se entao um difeomorfismo hy: W, — W! conjugando f e g.

Pela Proposicao 4.31, hy se estende a h: W — W' extensao de hy tal que f = goh. [

4.5 Aplicacoes a topologia das variedades

Estudaremos agora a interferéncia que os pontos criticos de uma dada funcao tém na
topologia da variedade onde esta definida. Os resultados aqui apresentados relacionam
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pontos criticos nao-degenerados ao tipo de homotopia da variedade e de certas subvari-
edades. As demonstragdes aqui apresentadas sdo fielmente baseadas naquelas presentes
em [Milnor 1963]. O leitor interessado pode encontrar em [Figueirédo 2018] versoes mais
pormenorizadas.

Teorema 4.33 (Teorema da Esfera de Reeb). Seja f: M — R uma fungao diferencidvel
definida em wma variedade fechada m-dimensional. Se f tem exatamente dois pontos
criticos, ambos nao-degenerados, entdo M € homeomorfa a esfera S™.

Demonstragcio. Como M é compacta, os pontos criticos devem ser pontos de minimo e
méximo de f. Suponhamos, por simplicidade, que f(p) =0e f(¢q) = 1.

Pelo Lema de Morse, tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que M. e M _.
sejam m-células fechadas. Pelo Teorema 3.86, M. ¢ homeomorfo a Mj_.;. Além
disso, M. 1_. nao tem nenhum ponto critico, sendo, portanto, um cobordismo produto.
Colando-os ao longo de suas fronteiras, como sugere a Figura 4.12, resulta-se na esfera

S™. [l

3
&
-
N

Figura 4.12: Construgao da esfera no Teorema 4.33.

M.

Observamos que, nas hipoteses do Teorema da Esfera de Reeb, nao ha garantia da
existéncia de difeomorfismo. Em [Milnor 1956], Milnor mostrou diversas estruturas dife-
renciais na esfera S” nio equivalentes. Tal feito lhe rendeu a Medalha Fields em 1962.

Além disso, destacamos que o teorema continua valido se os pontos criticos forem
degenerados. A demonstracao, porém, é outra.

Teorema 4.34. Sejam f: M™ — R diferencidvel e p um ponto critico nao-degenerado
com inds(p) = X. Suponha que exista €g > 0 tal que Misp)—co,f(p)+eo] S€ja compacto, de
forma que p seja o unico ponto critico. Entdo, para todo 0 < & < eg suficientemente
pequeno, Myqyi. tem o mesmo tipo de homotopia que My _. com uma A-célula anexada.

Demonstrag¢io. Como p é nao-degenerado, pelo Lema de Morse, existe uma carta local
e: U—=R™ compeUep(p) =0,tal que f(z) = f(p)—ai—...—aX + 23,4 +...+22,
para todo = € ¢(U).

Tome g9 > 0 suficientemente pequeno para que M) —c,, f(p)+2o] S€ja compacto e que
a bola fechada {p(x) | ||¢(z)]| < 20} esteja contida em p(U).

Seja ainda e* = {z € U | u1(z)*+ ... +ur(z)? < c e up1(x) = ... = Up(x) = 0} uma
A-célula fechada.

Os objetos anteriormente apresentados sdo representados na figura a seguir:
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Figura 4.13: Representagao dos objetos do Teorema 4.34.

Note que e* N Mypy—e = de*, portanto e* esta anexado a M) —c.
Mostrando que My . U e é um retrato por deformacio de M f(p)+e» conclui-se que
estes espagos tém o mesmo tipo de homotopia. L]

E possivel, com algumas mudancas na demonstracio, generalizar o teorema para o
caso em que hd k pontos criticos p1,...,pr em f~1(c), onde ¢ é valor critico de f. Prova-
se, neste caso, que M., . tem o mesmo tipo de homotopia que M, .U eMU...UeM, onde
inds(p;) = \i, parat=1,... k.

Exemplo 4.35. Considere T? o toro bidimensional mergulhado “em pé” em R3 e seja
f: M — R a fungdo altura dada por f(x,y,2) = z. Ja vimos que f tem quatro pontos
criticos: p1, p2, ps € pa, de forma que inds(py) = 0, ind¢(p2) = inds(ps) = 1 e inds(ps) = 2.
Do Teorema 4.34, reconstruimos o toro T? da seguinte forma:

Como indg(py) = 0, temos que para todo € > 0 suficientemente pequeno, Mg, )4 =
M., que é homeomorfo ao disco D?, tem o mesmo tipo de homotopia que Mypy—e = @
com uma 0-célula anexada. De fato, uma vez que M. é homeomorfo ao disco, é contratil;
ou seja, tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto.

]y

Figura 4.14: Um ponto tem o mesmo tipo de homotopia que um disco.

Para o préximo ponto critico, sabemos que inds(p;) = 1. Dai, para todo ¢ > 0
suficientemente pequeno, My,)4e, que ¢ homeomorfo a um cilindro, tem o mesmo tipo
de homotopia que My,,)—c, que é homeomorfo a um disco, com uma 1-célula anexada.

Figura 4.15: Um disco com um 1-célula anexada tem o mesmo tipo de homotopia que um
cilindro.

De forma andloga, como inds(ps) = 1, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno,
M (py)+e, que ¢ homeomorfo ao toro menos um disco, tem o mesmo tipo de homotopia
que My(p,)—e, que é¢ homeomorfo a um cilindro, com uma 1-célula anexada.
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07 (O

Figura 4.16: Um cilindro com uma 1-célula anexada tem o mesmo tipo de homotopia que
um toro menos um disco.

Finalmente, inds(ps) = 2, temos que para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno,
My (py)+e, que € o toro completo, tem o mesmo tipo de homotopia que My,,)—., que ¢
homeomorfo a um toro menos um disco, com uma 2-célula anexada, que nada mais é que

o disco faltante.

Figura 4.17: Anexando-se uma 2-célula a um toro menos um disco se obtém o toro
completo.

Teorema 4.36. Se f: M — R € uma fungdo de Morse definida em uma variedade fechada
M, entdo M tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo composto de uma
A-célula para cada ponto critico de indice .

Demonstrag¢io. Sabemos que X ¢ finito. Enumerando os valores criticos em ordem cres-
cente, obtemos ¢; < ¢y < ... < ¢p.

E claro que, como M é compacta, f atinge minimo e méximo em valores criticos.
Logo, n > 2. Portanto, se a < ¢, tem-se que M, = @.

Considere € > 0 pequeno o suficiente para que ¢; seja o tnico valor critico no intervalo
lci — €,¢1 + €]. Suponha que pi,...,pje,) sejam pontos criticos em f~'(¢;) tais que
indg(p;) = N\, para cada i =1,...,7(c1).

Pela generalizacao do Teorema 4.34, temos que M., ;. tem o mesmo tipo de homotopia
que K = eMU...UeYe, onde as colagens sao feitas pela borda de cada célula, uma vez
que M.,_. = @. Seja entao hy: M. . — K a equivaléncia de homotopia.

Por argumento similar, temos que M, . tem o mesmo tipo de homotopia que M, .U,
JU@Z eT2U‘p3 U (epy €772 onde @1, . . ., 0j(c,) sd0 aplicagdes de colagem. Novamente
pelo Teorema 4.34, existe uma equivaléncia de homotopia hy: M.,_. — M., ;.. Portanto,
hiohy: M.,_. — K é uma equivaléncia de homotopia.

Repetindo o argumento indutivamente para cada um dos valores criticos, tem-se que
M., - = M tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo, formado por uma
célula e* para cada ponto critico de indice \. O

Corolario 4.37. Toda variedade fechada tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-
complexo finito.

Demonstracio. Sabemos, pelo Corolario 4.13, que toda variedade fechada admite uma
fungao de Morse. Aplicado o Teorema 4.36, o resultado segue. [
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Observamos que o Teorema 4.36 e o Coroléario 4.13 sao validos também para variedades
nao-compactas. Entao, o Corolario 4.37 pode ser estendido uma variedade qualquer (veja
[Milnor 1963]). Conclui-se entao que toda variedade tem o mesmo tipo de homotopia que
um CW-complexo. Optamos porém por provar apenas para o caso compacto.

Teorema 4.38. Se M é uma variedade fechada de dimensao m e f: M — R é uma

funcao de Morse, entdo
m

X(M) = (=1)'ui(f),

=0

onde 11;(f) denota o nimero de pontos criticos de indice i de f.

Demonstragio. Pelo Teorema 4.36, M tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-
complexo formado por uma A-célula para cada ponto critico de indice A. Uma vez que a
caracteristica de Euler é invariante por homotopia, pode ser calculada a partir de qualquer
decomposi¢ao celular de M, em particular esta dada pela células, cujas quantidades estao
relacionadas as quantidades de pontos criticos de f. Logo,

m

X(M) =" (=1)' i (f).

=0

4.6 Funcoes de Morse-Bott

Nesta secao, tratamos de uma generalizagao das fungdes de Morse proposta por Raul
Bott. Tais fungoes passaram a ser chamadas de “fungoes de Morse-Bott”. Para caracte-
rizar tais fungoes, precisaremos da seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.39 (Subvariedade critica). Seja f: M — R uma fungao diferenciavel. Di-
zemos que S C M é uma subvariedade critica para f se S é conexa, tem estrutura de
subvariedade de M e estd contida em ;. Além disso, dizemos que uma subvariedade
critica S é nao-degenerada se T, S = ker Hess, f para todo x € S.

Definicao 4.40. Uma fung¢do de Morse-Bott em uma variedade M é uma funcao diferen-
ciavel f: M — R tal que seu conjunto critico ¥ seja uma uniao disjunta de subvariedades
criticas nao-degeneradas.

Denotamos por MB(M) o conjunto de todas as fungoes de Morse-Bott definidas na
variedade M.

Exemplo 4.41. A fungao f: S* C R® — R definida por f(z,y,2) = —2% é uma funcio
de Morse-Bott. Seu conjunto critico é formado pelos dois polos da esfera, p = (0,0, —1)
eq=(0,0,1), e o equador E = {(z,y,0) € S?}.

Considere novamente a projecao estereografica

m: S*\{q} — R?
@v.2) = (7 1)

1—2"1-2

2z 2y —1+ 2%+ 92
1+x2+y2’1+x2+y2’ 1+x2+y2 '

com inversa dada por 7T_1(95> y) = (
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1—x2+y2>2

A expressao local de f pela carta w ¢ f(z,y) = (for Y(z,y) = — <1+2+2
T Y

Suas derivadas parciais sao:

of 8x(—1+a?+y?)
%(l’,y):— (1+x2+y2)3 )
f gy = _SyLE a4 9)
oy T e gy

Encontremos os pontos que anulam as derivadas simultaneamente, a fim de encontrar
os pontos criticos de f. Temos que:
0
—f(:z:,y):O<:>:c:00ux2+y2:1;
ox
of

a—y(az,y)zO@y:Ooux2+y2:1.

Obtemos entao as possibilidades:

l.z2=0=y=7%0,0)=(0,0,—-1) = p;

2. P+ =1= 1Yo,y ={(z,9,0) |22 +9y* =1} = E.

b

o que mostra que p é nao-degenerado com ind(p) = 0.

Mostra-se facilmente, utilizando outra carta, que ¢ é também ponto critico nao-
degenerado de f com inds(q) = 2.

O conjunto E nao é discreto; isto é, seus pontos nao sao isolados. Portanto seus
pontos sao degenerados. No entanto, formam uma subvariedade critica nao-degenerada:
para qualquer ponto p = (z,y,0) € E, tem-se que N,E é o eixo z de R

A matriz hessiana de f em p é

Exemplo 4.42. Considere T? o toro bidimensional mergulhado “deitado” em R? e a
fungdo altura f: T? — R dada por f(z,y,2) = 2. A funcdo f é uma fungao de Morse-
Bott cujo conjunto critico é formado por dois circulos disjuntos paralelos ao plano xy.

Mais especificamente, seja T? o toro bidimensional mergulhado em R? dado pela ima-
gem da aplicacio ¢: [0,27] x [0, 27] — R?® definida por

o(u,v) = ((2 4 cos(u)) cos(v), (2 4 cos(u)) sen(v), sen(u)).
Consideremos a funcao altura relativa a este mergulho; isto é, f: T?> — R é tal que
(f o ¢)(u,v) = sen(uw).

Vamos encontrar os pontos criticos de f. Com efeito:
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Assim, ¢(u,v) serd ponto critico de f se, e somente se, cos(u) = 0, o que implica que

Y= {w(u,v) | u € {—g,g} ev e [0,27r]},
que é formado por duas componentes,
s
$i={e(=5.0) lve 2}
5 = {w(Gv) v e 0,2q]}

ambas homeomorfas & circunferéncia S!.

O Exemplo 4.42 também traz luz a um tipo especifico de funcao de Morse-Bott: as
fungoes ciclo (ou, em inglés, round functions). Sao aquelas cujo conjunto critico é formado
por uma unido disjunta de subvariedades homeomorfas & circunferéncia S'.

Fica claro que toda fungao de Morse é também uma funcao de Morse-Bott, uma vez
que os pontos criticos nao-degeneradas sao subvariedades de dimensao 0. Dai, se p é ponto
critico nao-degenerado de f, entao 1,{0} = {0} = ker Hess,f.

Tem-se entao, de imediato, que MB(M) é um subconjunto denso de C*°(M,R), pois
o conjunto das fungoes de Morse, que, por sua vez, é denso, esta contido no conjunto das
fung¢oes de Morse-Bott.

Dada S uma subvariedade critica nao-degenerada para f: M — R, para cada ponto
p € S considere a decomposicao T,M = 1,5 & N,S. Faz sentido entao considerar a
restricdo de Hess,f ao espago normal N,S. Esta restricao serd uma forma quadratica
nao-degenerada. Dizemos entao que Hess, [ é ndo-degenerada na dire¢ao normal a S em
.

Assim como para as fungoes de Morse, temos também o Lema de Morse-Bott, que
caracteriza o comportamento de uma fun¢do em uma vizinhanca de uma subvariedade
critica nao-degenerada:

Teorema 4.43 (Lema de Morse-Bott). Sejam f: M™ — R wuma fungdo diferencidvel,
S uma subvariedade critica ndo-degenerada de dimensao n para f e p € S. FExiste uma
carta p: U C M — R™ x R™™" tal que

1. p(p) = 0;
2. p(UNS)=R"x {0} CR" x R™!;
8. foo Hwy,...,xp) = f(C)= (23 +...+2})+ai +...+22_,, onde
k =ind(Hessyf|n,s)-
Omitiremos a demonstracdo deste teorema, que pode ser encontrada na referéncia

[Banyaga e Hurtubise 2004].

Corolario 4.44. Se f: M — R € uma fungao de Morse-Bott, entao ind(Hessyf|n,s) €
constante em cada subvariedade critica S para f.

Recentemente, as fungdes de Morse-Bott tém se mostrado uteis na Teoria das Fo-
lheagoes, bem como na Teoria das Singularidades, e muitos aspectos de tais funcgoes,
que generalizam aos das funcoes de Morse, tém sido investigados. Veja, por exemplo,
[Meza-Sarmiento 2015] e [Batista, Costa e Meza-Sarmiento 2022].



5 A classificacao das funcoes de
Morse

O espagco de Reeb associado a uma aplicacdo continua entre espacos topoldgicos nos
permite estudar algumas propriedades, ora do espaco em que a aplicagao esta definida,
ora da prépria aplicacao. Quando se trata de uma fungdo de Morse definida sobre uma
variedade fechada, o espaco de Reeb associado a tal fun¢do assume uma forma que ja nos
é familiar: um grafo. O referido grafo, chamado entao de grafo de Reeb, resulta ser um
invariante completo, quando considerada uma certa ordenacao em seus vértices, em relacao
a equivaléncia das fungoes, o que nos permite apresentar um teorema de classificacao das
fungoes de Morse. Refor¢camos, mais uma vez, que, neste capitulo, as variedades serdao
sempre consideradas fechadas e conexas, salvo mencao contraria. O objetivo deste capitulo
¢ apresentar os teoremas de classificacao presentes em [Izar 1978].

5.1 Algumas generalidades sobre grafos

Ja haviamos antecipado que um CW-complexo unidimensional é chamado de grafo.
Damos aqui uma definicdo para esse caso particular.

Definigao 5.1 (Grafo). Um grafo é um par I' = (G, V), onde G é um espago de Hausdorff
e V' é um subespaco discreto de G tal que:

1. G —V é uma reunido disjunta de subconjuntos e; homeomorfos ao intervalo ]0, 1|
da reta real;

2. G tem a topologia fraca; ou seja, A C G é fechado quando A N€; é fechado em ¢&;
para todo e;.

Os elementos de V', que sdao 0-células, sao chamados de wértices. Os subconjuntos
abertos e; de G — V, que sao 1-células, sao chamados de arestas. Um grafo é finito
quando é composto por uma quantidade finita de vértices e de arestas. Neste caso,
como ja haviamos comentado no Capitulo 2, a condi¢ao que se refere a topologia fraca
é supérflua, pois é automaticamente satisfeita. Este serd o caso de maior interesse neste
trabalho.

Dois vértices v1 e v9 s@0 adjacentes se existir uma aresta e; tal que de; = {vy,v2}. No
caso em que Je; for um conjunto unitario, dizemos que a aresta e; é um laco. Uma aresta
e incide em um vértice v se v € de. O grau de um vértice v é precisamente o nimero de
arestas que incidem em v; denotamos o grau de v por deg(v).

77
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Um ciclo é uma colegao finita de arestas {ej, ..., ex} tal que e; e e;;1 tenham sempre
um vértice em comum, para i = 1,...,k — 1, bem como e; e e¢;. Um grafo é uma drvore
se nao possuir ciclos ou lacos.

Proposicao 5.2. Seja I' = (G,V) um grafo finito. Representado por oo o niumero de
vértices e o1 0 numero de arestas, tem-se que

1
o= > deg(v).
veV
Todo grafo pode ser representado como um diagrama geométrico. Um grafo é planar

se admitir uma representacao plana.

Exemplo 5.3. O par I' = (R, Z) é um grafo infinito.

Exemplo 5.4. Seja V = {xy,..., 2 | #; € S'} um conjunto finito de pontos da circunfe-
réncia. O par I' = (S!, V) é um grafo finito.
Exemplo 5.5.
Figura 5.1: Um grafo arvore.
Exemplo 5.6.

Figura 5.2: O grafo das Pontes de Konigsberg.

Exemplo 5.7 (Grafos completos). Uma familia particular de grafos sdo os grafos com-
pletos. O grafo completo K, é aquele formado por n vértices e uma aresta ligando cada
par de vértices distintos.

S RRVAN

Kl K2 Kg K4 K5

Figura 5.3: Grafos completos.
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Vale observar que o grafo K5 nao ¢é planar, pois, apesar da representacao geométrica
utilizada, as arestas nao podem se interseccionar. Note ainda que, apesar da representacao
geométrica dada acima, o grafo Ky, diferente do Kj, é planar, pois pode ser representado
como mostra a figura a seguir:

Ky

Figura 5.4: Representacao planar do grafo K.

Definicao 5.8. Dois grafos I'y = (G1, V1) e 'y = (G, V3) sdo isomorfos, o que denotamos
por I'1 = TI'y, se existir um homeomorfismo 2: G; — G5, chamado de isomorfismo, que
leva vértice em vértice e aresta em aresta.

Observe que todo isomorfismo é uma aplicacao celular. Se dois grafos sao isomorfos,
entao eles tém a mesma representacao grafica a menos de homeomorfismo. Note ainda
que ¢é possivel que dois grafos sejam homeomorfos sem que sejam isomorfos.

Exemplo 5.9.
[y
Iy

Figura 5.5: Grafos que sao homeomorfos, mas nao sao isomorfos.

Observe que os grafos I'; e 'y sdo homeomorfos, pois ambos sdo homeomorfos a um
segmento de reta. Por outro lado, uma vez que I'y tem dois vértices, enquanto I's tem
trés, estes grafos nao podem ser isomorfos.

Proposigao 5.10. Sejam I' = (G,V) e I" = (G', V') dois grafos. Dado um homeomor-
fismo h: G — G', as assergoes sequintes sao equivalentes:

1. h € um isomorfismo de grafos;
2. h(V)=V";

3. h leva arestas em arestas.
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Demonstragio. Se h é um isomorfismo de grafos, h(V) = V' trivialmente, pois leva vértice
em vértice.
Supondo agora que h(V) =V’ o fato de h ser um homeomorfismo nos leva a

WG —V)=h(G) —h(V)=G — V.

Dai, uma componente conexa de G —V, isto é, uma aresta de (G, V'), serd levada em uma
componente conexa de G’ — V| uma aresta de (G', V).
Finalmente, se h leva aresta em aresta, temos:

hV)=hG—-(G-V))=h(G)—h(G-V)=G - (G -V)=V"
Logo, h leva vértice em vértice e, portanto, é um isomorfismo de grafos. O

Defini¢ao 5.11 (Subgrafo). Dado um grafo I' = (G, V), um subgrafo de I' é um grafo
"= (G V),onde G CGeV' =G'NV.

Definigao 5.12 (Caracteristica de Euler de um grafo finito). Seja I' = (G, V') um grafo
finito. Denote por oy o niimero de vértices e por o7 0 nimero de arestas de I'. O ntimero
X (F) =00 — 01

¢ chamado de caracteristica de Euler de I

Fica claro que se dois grafos sao isomorfos, entdo eles tém a mesma caracteristica de
Euler.

Definicao 5.13 (Numeros de Betti de um grafo). Seja I' = (G, V) um grafo finito.
Definimos

Bo(I') = nimero de componentes conexas de I';

f1(T") = numero de ciclos de T'.

sendo [By(T") e p;1(T"), respectivamente, chamados de ntimero de Betti de indices 0 e 1 do
grafo I'.

A definicao dos niimeros de Betti pode ser estendida a outros espacos, como visto no
Capitulo 2. Neste caso, os numeros de Betti de indices superiores a 1 de um grafo sao
todos nulos.

Proposicao 5.14. Para todo grafo finito I", tem-se que

X(I) = Bo(I') = Ar(I).

Definicao 5.15 (Rotulagem dos vértices de um grafo). Dado um grafo I' = (G, V'), uma
rotulagem dos vértices de I' é uma aplicacao o: V — N, que associa a cada vértice de I"
um numero natural. Chama-se rdtulo do vértice v a sua imagem o(v).

Em Teoria dos Grafos, a nocao de coloracao dos vértices ¢ muito comum. Uma colora-
¢do é uma rotulagem tal que vértices adjacentes tenham necessariamente rétulos distintos.
Chama-se numero cromdtico de um grafo o nimero minimo de rétulos distintos para que
se faca uma coloracao.
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5.2 O grafo de Reeb

Esta secao se dedica a construcao de um grafo associado a uma funcao de Morse, que
resulta ser um importante invariante no estudo da equivaléncia de tais funcoes.

Faremos primeiramente uma abordagem puramente topolégica e nos restringiremos ao
caso pretendido posteriormente.

Seja f: X — Y uma funcao continua entre os espacos topolégicos X e Y. Considere
Ry C X x X o conjunto

Ry =A{(r,y) € X x X | existe t € Yde forma que x e y estejam

na mesma componente conexa de f1(t)}.

Proposicao 5.16. R definido acima é uma relagcao de equivaléncia sobre X.

Demonstracio. As condicoes de reflexividade e simetria sdo ébvias. Provemos entao a
transitividade.

Suponha que (z,y) e (y, z) pertencam a R.

Como (z,y) € Ry, entdo f(x) = f(y). Analogamente, se (y,z) € Ry, f(y) = f(2).
Pela transitividade da igualdade, f(z) = f(z). Portanto, x, y e z estdo na mesma curva,
de nivel. Por outro lado, x e y estao na mesma componente conexa de tal curva, bem
como y e z. Logo, x e z também estdo. Portanto, (z,z) € Ry. ]

Definic¢ao 5.17 (Espago de Reeb). O espaco quociente % é chamado de espaco de Reeb
associado a f. Tal espaco serd denotado por Ry.

~ Denote por gy: X — MRy a projecao ao quociente. Existe uma tinica aplicagdo continua
f: %y = Y, dada por f([z]) = f(z), tal que f = foq;. A aplicacio f é chamada de
aplicagio de Reeb e a representacao de f por f oq; é chamada de fatorizacao de Stein de

f.

Em um estudo tao generalizado, nao se tem muitas informagoes relevantes a respeito do
espaco de Reeb associado a uma aplicagao continua, tampouco que conexoes tal espaco
tem com outros objetos.

Quando se trabalha com estruturas adicionais, seja nos espagos topologicos, seja na
aplicacao continua, o espago de Reeb associado a aplicacao toma uma forma mais conhe-
cida.

O caso mais estudado é quando se considera X e Y como variedades diferenciaveis,
em particular, sendo Y uma variedade unidimensional, e f uma aplicacao diferenciavel.
Neste capitulo, estudamos o caso em que Y = R e f uma funcao de Morse.

Teorema 5.18. Se M ¢ uma variedade fechada e conexa e f: M — R € uma funcao de
Morse, entdao o espago de Reeb Ry tem estrutura de um grafo finito.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, para mostrar que iy é um espaco de Hausdorff, basta
verificar que a a proje¢do ao quociente é uma aplicacao fechada.
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Com efeito, seja F© C M um fechado. Denotemos por F o saturado de F pela aplicacao
qr; isto é, P = q}l(qf(F)). Para mostrarmos que gy ¢ uma aplicagdo fechada, basta
mostrar que F é fechado em M.

Temos que F' = pro(F x M NRy). Como F x M N Ry é compacto e a projecdo na
segunda coordenada pry é continua, temos que Fé compacto. Como M é Hausdorff, Fé
fechado e, dai, a projegao ao quociente gy ¢ uma aplicagao fechada. Logo, em virtude do
Teorema 2.9, Ry é um espaco de Hausdorff.

Consideremos entao o conjunto

Vf:{[l‘] G%flIEZf}.

Uma vez que f é uma funcao de Morse sobre uma variedade fechada, > € finito,
portanto V; ¢ um subconjunto discreto de Ry, cujos elementos serao os vértices.

Para garantir que o par (JRy, Vy) seja um grafo finito, basta mostrar entao que a
diferenca 5%; = Ry — V; € uma reuniao disjunta de um nimero finito de subconjuntos,
cada um homeomorfo a um intervalo aberto da reta real, que serao as arestas. Para tal
feito, basta mostrar que ﬂg;‘vj R; — R é um homeomorfismo local.

- SejiM =M — q;l(Vf). Note que, uma vez que V; ¢ fechado e gy é continua, ambos
Ry e M sao abertos.

Para mostrarmos que ﬂg;;: 97{; — R é um homeomorfismo local, basta verificarmos
que a aplicagao é aberta e localmente injetiva.

Sabemos que f]|: M — R é uma aplicacao aberta, pois é submersao.

Tome U C iﬁ; um aberto, que serd também aberto em 9. Por JR; ter a topologia
quociente, ¢; ' (U) é aberto em M e também em M. Portanto flq;'(U)) é aberto em R.

Por outro lado, temos que foqy = f. Logo, f(q;'(U)) = flar(q;'(U))) = F(U).
Logo, f|§{vf ¢ aberta.

Seja agora Y uma componente conexa de R;. Se [z] e [y] estdo em Y e sdo distintos,
entdo x e y estdo em q}l(Y) e nao estdo na mesma curva de nivel de f; isto é, f(x) # f(y).
Assim, f([z]) = f(z) # f(y) = f([y]). Logo f ¢é injetiva em cada componente conexa de
fRf Finalmente f |~ ¢ homeomorfismo local.

Desta forma, esta claro que o par (fiy, Vy) forma um grafo. Sua finitude é imediata
do fato de 9 ser compacto e Vy C MR ser discreto. O

Percebe-se ainda que, na verdade, f |§{7: R; — R nao s6 ¢ um homeomorfismo local,

como também é uma aplicacdo de recobrimento. Note que a conexidade de M nao é
essencial. Caso M nao fosse conexa, (Ry, Vy) seria ainda um grafo, porém desconexo.

O Teorema 5.18 foi proposto pelo francés Georges Reeb em 1946 (veja [Reeb 1946]), e é
tal trabalho que inspira o uso da Teoria dos Grafos no estudo das aplicagoes diferenciaveis.

No capitulos seguintes, apresentaremos outras situagoes em que o espaco de Reeb
associado a uma aplicacao tem estrutura de um grafo finito.

Ao contrario do que foi dito sobre a conexidade da variedade M, a hipétese acerca da
compacidade nao é dispensavel, como se vé no exemplo a seguir:

Exemplo 5.19. Considere M = R? — {(0,0)} e f: M — R dada por f(z,y) =y.

Note que M ¢é uma variedade nao-compacta. O espago de Reeb R, forma o que ¢
conhecido como reta com duas origens. Trata-se de um espaco nao-Hausdorff, logo nao é
um grafo.
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Figura 5.6: O espaco de Reeb nao é um grafo.

Neste trabalho, motivados pelo problema de classificagdo em que estamos interessados
e, com a notacao do Teorema 5.18, definimos a nocao de grafo de Reeb.

Definigao 5.20 (Grafo de Reeb). Seja f: M™ — R uma funcdo de Morse. A terna

L'y = (Ry, Vs, f) é chamada de grafo de Reeb associado da fungao f.

-

E comum encontrarmos na literatura, como em [Gelbukh 2023], sendo denominado
de grafo de Reeb da funcdo f apenas o par (Ry, Vy), o qual denotaremos por & f- Desta

forma, o grafo de Reeb associado & fungao f pode ser visto como o par I'y = (&, f). Veja
os exemplos a seguir:

Exemplo 5.21.

SQ &

il

Figura 5.7: Grafo de Reeb associado & funcdo altura na esfera S2.

Exemplo 5.22.

.%
G
~

Figura 5.8: Grafo de Reeb associado a funcdo altura no toro T2

Isso é 1til, em algumas situagdes, pois permite definir o grafo de Reeb para um conjunto
maior de fungoes, como, por exemplo, as fun¢des de Morse nao-estaveis.
Dada uma funcao de Morse f: M — R, denote por

Cr={t € R|tévalor critico de f}

e considere sobre Cy a ordem induzida da reta real.
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No caso das fungdes de Morse estéveis, a aplicagio de Reeb f: Ry — R define uma
ordenacao dos vértices do grafo relacionada a ordem dos valores criticos de f, o que seréd
util, posteriormente, nos teoremas de classificacao.

Inspirados por esta situacao, introduzidos a no¢ao de grafos de Reeb equivalentes, que
é uma restricao do conceito de isomorfismo de grafos, levando agora em consideracao a
ordenacao dos vértices. Essencialmente, o grafo de Reeb I'y é o grafo &; munido de uma
ordenacao de seus vértices.

Definicao 5.23 (Equivaléngia de Grafos de Reeb). Sejam f,g: M — R duas fungoes de
Morse, sendo I'y = (Ry, Vi, f) e I'y = (Ry, Vj, G) seus respectivos grafos de Reeb. Dizemos
que I'y e I'y sao equivalentes, denotando por I'y = I'y, se & e &, forem isomorfos e, além

disso, existir uma bijecdo monoténica k': Cy — C, tal que o diagrama

T,
Vi —— Cy

| Je

V, — C
g glv, g

comute, onde 1: Ry — Ry é o isomorfismo previsto.

Nao é dificil perceber que a relagao acima é uma relagdo de equivaléncia para grafos
de Reeb. E, portanto, reflexiva, simétrica e transitiva.

Observe que a equivaléncia de grafos de Reeb implica no isomorfismo, pela prépria
defini¢do. A reciproca, entretanto, nao é valida. Veja o Exemplo 5.24.

Exemplo 5.24. A figura a seguir mostra dois exemplos de fungdes de Morse estaveis
f,9: S* = R, tais que & e &, sdo isomorfos como na defini¢do de isomorfismo de grafos,
mas que, ao considerarmos a ordenagao dos valores criticos, I'y e I'y nao sao equivalentes.

v
v

Figura 5.9: Grafos de Reeb isomorfos, porém nao-equivalentes.
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Proposicao 5.25. Considere f: M — R uma funcao de Morse simples e I'y o seu grafo
de Reeb. Se v é um vértice de I'y, entao hd, no mdzimo, trés arestas incidentes em v.
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Demonstragio. Seja p um ponto critico de f com inds(p) = A. Considere ¢ > 0 tal que
f(p) seja o tnico valor critico em [f(p) — &, f(p) + €]. Por conseguinte, p serd o tnico
ponto critico em W = f~([f(p) — ¢, f(p) + €]), uma vez que f é simples. Chame ainda
por V = f(f(p) =) e V' = f(f(p) +2).

Pelo Teorema 4.30, a componente conexa de W que contém p é difeomorfa a W(V}, ¢),
onde ¢: S x D" — V4 é um mergulho, e V; é a reunido disjunta das componentes
conexas de V' que intersectam a imagem de ¢.

Assim, temos que V' = X (V}, ¢)U(V —V}). Denotando por o o ntimero de componentes
conexas de V' e por [ o numero de componentes conexas de V', podemos concluir que ou
la— Bl =0ou|a—p|=1.

Logo, se v = [p] é vértice de I'y, hd no maximo trés arestas incidentes em v. ]

E possivel mostrar que para grafos de Reeb associados a fungoes de Morse, nos vértices
associados a pontos de maximo ou minimo ha apenas uma aresta incidente, enquanto em
pontos de sela, no caso das superficies orientaveis, ha exatamente trés arestas incidentes.

Veja [Michalak 2018].

~ g

Figura 5.10: Possiveis configuracoes para grafos de Reeb em cobordismos elementares
orientéveis de dimensao dois: a esquerda em pontos de centro (minimo ou maximo), a
direita em pontos de sela.

Proposicao 5.26. Sejam f: M — R um funcio de Morse simples e I'y seu grafo de
Reeb. Se qp: M — Ry € a projecao ao quociente, o homomorfismo induzido

(q)p: m(M) — m(Ry)
¢ um epimorfismo de grupos.

Demonstragio. Mostraremos que dado um lago a: S' — Ry, existe : S' — M tal que

arof = a.
Sejam vy, ..., vy vértices de I’y que estejam em «(S'). Como f é simples, podemos
supor que f(v1) < f(ve) < ... < f(uvg).
Temos que aS') — {v1,...,v;} é uma reunidao disjunta de segmentos contidos em

arestas de I.

Seja &: M — T'M um campo de vetores pseudo-gradiente para f. Para cada um dos
segmentos descritos acima, considere um caminho em M sendo uma curva integral de M
que se projeta sobre o segmento através de g;.

Para cada componente conexa de f~'(p;) que contém p;, onde p; é o ponto critico
referente ao vértice v;, considere um caminho que liga as curvas integrais de £&. Obteremos
assim um caminho fechado 5 que passa sobre os pontos p1,...,pk, tal que gyo 8 =a. O
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Esta tltima proposi¢ao foi apresentada em [Reeb 1946] também sem demonstragao,
tal como todos os outros resultados do artigo. A prova aqui presente foi retirada de
[Izar 1988]. Em verdade, a hipdtese de que a fungao f seja uma funcao de Morse nao é
essencial, como se pode ver no capitulo seguinte.

5.3 O grafo de Reeb como invariante

Nesta sec¢ao, mostramos que o grafo de Reeb é um invariante das classes de equivaléncia
das funcoes de Morse definidas em variedades fechadas; isto ¢, se duas fungoes de Morse
sao equivalentes, seus respectivos grafos de Reeb sao equivalentes.

Lema 5.27. Seja f: M — R uma funcio de Morse e k: R — R um difeomorfismo. E
verdade que:

1. %f :mkof;'
2. Vf = Vkof{
3. kof=kof;

4. t € Oy se, e somente se, k(t) € Cioy.

Demonstracao. De fato,

(z,y) € Ry & z e y estdo na mesma componente conexa de f~'(¢)

& o e y estdo na mesma componente conexa de f! (k7 (s))
1

()

< x e y estdo na mesma componente conexa de (ko f)~
& (2,Y) € Rior

onde k(t) = s. Portanto Ry = Ryos.

Pela Proposicao 3.90, p € Xy se, e somente se p € Xjor. Assim, Vy = Vioy.

Além disso, se t € Cy, entdo existe p € Xy tal que f(p) = t. Mas, pelo mesmo
argumento usado anteriormente, p € Xyor. Logo, (ko f)(p) = k(f(p)) = k(t) € Crop. A
reciproca se procede de maneira analoga.

Finalmente, k o f([z]) = (ko f)(z) = k(f(2)) = k(f([2])) = (ko f)([z]). —~

Corolario 5.28. Se f: M — R é uma funcao de Morse e k: R — R é um difeomorfismo,
entao I'y = I'joy.

O grafo de Reeb resulta ser um invariante para as classes de equivaléncia das fungoes
de Morse.

Teorema 5.29. Se f,g: M™ — R sao fungoes de Morse equivalentes, entdao I'y € equiva-
lente a I'y.

Demonstragdo. Sejam h: M — M e k: R — R os difeomorfismos previstos pela equiva-
léncias das fungoes f e g de tal forma que o diagrama

MLR

| [

MTMR
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seja comutativo.

Pelo Corolario 5.28, temos que I'y = I'yor. Basta entao mostrar que I'gep, = T'y €
teremos o desejado.

O difeomorfismo h: M — M induz um isomorfismo de grafos h: Ry, — R,. De fato,
similarmente ao lema anterior, tem-se que *Ryony se, e somente se, h(z)Ryh(y). Faca
entdo h([z]) = g(h(x)).

O diagrama a seguir comuta:

Portanto, I'yop, = I'y. Como f e g sao equivalentes, g o h = k o f. Por transitividade,
temos que I'y = I'iof = 4o = I'y, como queriamos. O

Nota-se, em particular, que se duas funcoes de Morse sdo equivalentes, entdo seus
grafos de Reeb sao isomorfos.

Por outro lado, o mero isomorfismo de grafos nao torna a reciproca do Teorema 5.29
verdadeira.

Exemplo 5.30. As func¢oes dadas no Exemplo 5.24 nao sao equivalentes, pois os tipos
topologicos das curvas de nivel referentes a um dos pontos de sela sao diferentes.

SR

Y\ oo
—/

Figura 5.11: Fungdes nao-equivalentes com grafos isomorfos

Na secao a seguir, em que construiremos a reciproca para o caso das variedades bidi-
mensionais, fica clara a importancia da exigéncia da equivaléncia entre os grafos de Reeb,
e nao apenas o isomorfismo.
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5.4 O teorema de classificacao

O proposito central desta secao é construir uma reciproca para o Teorema 5.29 para
fungoes estaveis definidas em variedades bidimensionais, tornando assim o grafo de Reeb
um ¢nvariante completo.

Lema 5.31. Sejam f: M™ — [a,b] e g: M — |[c,d] fungoes de Morse com grafos de
Reeb equivalentes, sendo k': Cy — Cy a bijegdo monotonica prevista pela equivaléncia.
Dado k: [a,b] — [c,d] um difeomorfismo que estende k' (isto ¢, k' = k|c,), existe um

homeomorfismo h: Rior — Ry tal que goh =ko f.

Demonstracio. Como f e g tem grafos de Reeb equivalentes, temos que existe um iso-
morfismo de grafos 1: Ry — R, e o diagrama comutativo

Vi —— Cy

P

V, —— C
g glv, g

Seja k: [a,b] — [c,d] um difeomorfismo que estende £'; isto é, k|c, = &’. Pelo Lema
5.27, temos que Ry = Ryor. Assim, podemos considerar

kaof ﬂ) [C, d]

e

9:{9

Sejam entdo e uma aresta de Ryor e d a aresta de R, tal que 1(e) = d. Tomando
[p] e [q] os vértices de e e supondo que k(f([p])) < k(f([q])), temos que k o f aplica e
homeomorficamente sobre [k(f([p])), k(f([q]))]-

Dai, como k' = k|¢,, temos que g leva d sobre [g([p]),g([q])] € também é um homeo-
morfismo.

Desta forma, g7 Yo (ko flz) é um homeomorfismo de € sobre d. Estendendo esta
aplicagao ao grafo Ry, ¢ todo, obtemos, finalmente, um homeomorfismo h: Ry.r — R, tal
quegoh==ko f. [

O teorema a seguir é a reciproca do Teorema 5.29, mostrando que o grafo de Reeb é um
invariante completo para fung¢oes de Morse definidas em superficies fechadas orientaveis.

Teorema 5.32. Sejam f: M? — [a,b] e g: M?* — [c,d] fungdes de Morse simples defini-
das sobre uma superficie orientdvel M. Se I'y é equivalente a I'y, entdo f € equivalente a
g.

Demonstragdo. A ideia central da demonstracao deste teorema é decompor a superficie em
cobordismos elementares, onde as fungdes sao equivalentes, e, de alguma forma, recons-
truir a superficie colando os cobordismos de forma que as fungoes continuem equivalentes.

Sejam 2: Ry — R, o isomorfismo de grafos e k': Cy — C, a bijecdo monotdnica que
realizam a equivaléncia dos grafos de Reeb.



O teorema de classificacao 89

ﬂvf
Vi —— Cy

wl e

Vg W Cy

Seja k: [a,b] — [c,d] um difeomorfismo que estende a aplicagao k'; isto ¢, k|c, = k'

Pelo Corolario 5.28, temos que I'y = I'yoy. Uma vez que f ¢ trivialmente equivalente
a ko f, bastara mostrar que k o f é equivalente a g.

Seja h': Ryop — R, 0 homeomorfismo de grafos dado pelo Lema 5.31, onde ko f = goh'.

Posto que basta mostrar que k o f é equivalente a g, iremos simplificar a notacao e
chamar k o f apenas por f, reduzindo a situagao ao caso de termos fungoes de Morse
fyg: M — [a,b] tais que o diagrama a seguir é comutativo.

Ry L Ja, b]

hi/

Visto que as fungoes sao simples por hipotese, podemos enumerar os valores criticos
em ordem crescente. Sejam entdao a = ¢y < ¢; < ... < ¢,_1 < ¢, = b os valores criticos de

fedeg.

Para cada um dos valores criticos ¢, ¢, . . ., ¢, escolha g, 1, . .., €, como na defini¢ao
de Mergulho Caracteristico.

Fazendo a; = ¢; —3¢? e b; = ¢;+3¢?, teremos que W; = f~1([a;, b;]) e W/ = g7 ([a;, bi])
sdo cobordismos elementares. Dai, pelo Teorema 4.32, existem difeomorfismos

hii Wz—>VV,L/

tais que flw, = glw o hs
Dado que as subvariedades

Bii1= [ (ei + €}, civ1 — i)

Bl = g e+ €7, civ1 — €74))

nao tém pontos criticos de f e g, o Teorema 4.20 afirma que sdo cobordismos produto.
Dai, existem difeomorfismos

Giiv1: Biir1 = [N e+ €7) X [+ €7, cin — €544]
Vi1 Bigpn — g7 e+ el) x e+ €] e — 4]

tais que os diagramas seguintes sao comutativos:

®ii _
B; it = [N ei+el) x e+ e}, cipn — 5?+1]

f‘Bi,i-Q—l fi

lci + €7, i1 — €744]
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Vi it1

Bi i g M e+ ef) x [ei+ef, cipn — efy]

g1
/
g|Bi,z‘+1

lci + €3, cip1 — €344]

onde f; e g1 s@o as proje¢des na segunda coordenada.
Como os grafos sao isomorfos, segue-se que f~!(c; + &?) é difeomorfo a g7 (¢; +€7) e
g ’ g q 1 1 g T 2
assim, pelo Coroldrio 4.21, existe um difeomorfismo B, ;11 — Bj,,; que torna as fungoes
equivalentes quando restritas a esses cobordismos.
Consideremos agora

Ai = [N [ei — 2¢7, ¢ + 2€7))
Al = g7 ([e; — 27, ¢ + 2¢7))

e facamos os difeomorfismos h; escolhidos no decorrer da demonstracao, dados pelo Teo-
rema 4.32, restritos a A;, supondo ainda que preservem a orientacao de S*.

Dado que a isotopia de difeomorfismos ¢ uma relacio de equivaléncia e que h;| -1, 12:2)
e Niyil -1, -262,) sao ambos isotopicos a identidade pelo Teorema 3.104, segue-se que
sao isotopicos entre si.

Seja entao

F': f_l(CZ‘ + 2512) X [Ci + 25?, Ci+1 — 2€?+1] — g_l(Ci + 2812) X [Ci + 26?, Cit+1 — 25?4_1]

a isotopia entre Ay j—1(s, 1002y € Rig1|p- ) dada por

1(Ci+1—2622+

hi(z),t) se t € [c; +2e2, ¢; + 37

hi+1($), t) set e [Cz’—i-l — 3512+1, Ci—1 — 282271]

I
F(z,t) {<

Definimos o difeomorfismo
a: fTHei+267) X (e + €, cip — €ip) — 97 e+ 267) X [ + €7, ¢ — €744

por
(hi(x),t) set € e +¢e? ¢ + 367
a(z,t) = F(x,t) set € [¢; + 3¢}, i1 — 3]
(hiyve(z),t)  set € [ciyr — 35124_1, Cit+1 — 512—4-1[

e seja i1 IntB; i1 — Inth{’iJrl a aplicacao dada por «; ;41 = @Z)Z_ZIH OO Pt
Temos entao que «; ;41 ¢ um difeomorfismo, pois é composta de difeomorfismos, que
realiza a equivaléncia de f e g quando restritas a IntB; ;41 e a IntB;,;,,, respectivamente.
Ou seja,
g o Qjit1 :90¢;¢i1oao¢i,i+1 =gioao¢ i1 =fiop=f
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A figura a seguir retrata a situacao:

2
_ Ci+1 + 3€Z+1
2

2
+ Cit1 €4

Cit+1

his1
2

1 cit1— 35
2

1 Cit1— 267,

2
-+ Cit1 = Eiq1
2
IR . — Ci+1 — 362~+1

2
PRI EEE TR OUN . RPN N — Ci+1 - 2€Z+1

2

TG+l — &1
A 2
c; + 3¢

)

Q41 TR N

Bl : TR : /
bl il . _— e | Biin c; + 262
N N i

1 ¢+ 812
— Ci + 32
+ ¢ + 25-:Z2

=+ C; + 5?

&

Figura 5.12: Decomposicao das superficies em cobordismos.

O préoximo passo é colar cada um dos cobordismos diferenciavelmente de forma que,
apés as colagens, as aplicagoes, que antes eram equivalentes nos interiores, passem a ser
equivalentes no todo.

Para tanto, consideremos as seguintes reunioes disjuntas

A= IntAo L Imeo,l L Al L...u Imen_Ln L ImfAn
A'=IntAyUIntBy, WA U...UIntB),_,, UIntA),

n—1,n

Sobre A e A’, definimos R e R’ da seguinte forma: R é a relagdo identidade sobre
IntA;NIntB; ;1 e IntB; ;1N IntAi, e R é arelagao identidade sobre IntA;NIntB;,
e IntB; ;. , N IntA;,,. Note que R e R sdo relagdes de equivaléncia regulares.

Seja entao

n—1
H = Z(hz + Qi1 + hi+1)1 A— A
=1

Esta aplicagdo H: A — A’ é um difeomorfismo compativel com R e R'. Portanto, pelo
Teorema 3.51, a passagem de H ao quociente H : % — % é um difeomorfismo.

A partir das fungoes f e g, definimos F': A — [a,b] e G: A" — [a,b] de forma que F e
G coincidam com f e g sobre cada parcela das unides disjuntas A e A’, respectivamente.
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Desta forma, teremos que:

e o diagrama a seguir comuta:

uma vez que

F'(H(z)) = {F,(hz@)) = g(hi(z)) sex € A;
Flaii(z)) = g(aiiti(x)  sex € By

Por conseguinte, passando o diagrama anterior ao quociente, temos que o diagrama

A 7

— —— [a,b]

Fl /
€]
A/
R
¢ comutativo.
Paralelamente, sendo
mA—-Men: A —-M
respectivamente as inclusoes de cada parcela de A e de A" em M, sdao submersdes compa-
tiveis com R e R’. Desta forma, por passagem ao quociente, obtemos difeomorfismos
A o /
T —=—>Men: ——M
R R
tais que for=Fegon =G.
Assim, o diagrama

= T A =
M I M
\\ //

[a, b]

comuta. Seja h =7 o Hom ': M — M. Pelo diagrama anterior, go h = f. Finalmente,
f é equivalente a g. n

| b

=y

Para o caso das superficies nao-orientaveis, o grafo de Reeb nao se mostra suficiente
para classificar as funcoes de Morse. E possivel, porém, agregar certas propriedades
ao grafico de modo que o Teorema 5.32 se torne valido também neste caso. Veja em
[Izar 1989] a caracterizacao dos grafos de Reeb para fungoes de Morse em superficies
nao-orientaveis.

Desta forma, os Teoremas 5.29 e 5.32 poderiam ser concatenados em apenas um:
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Teorema 5.33 (Teorema de classificagdo para fungoes de Morse em superficies orienté-
veis). Duas fungoes de Morse simples f,g: M?* — R definidas em uma superficie orientd-
vel M sao equivalentes se, e somente se, seus grafos de Reeb I'y e I'y forem equivalentes.

O exemplo a seguir mostra que a hipétese das funcgoes serem simples nao pode ser
retirada, o que faz com que o grafo de Reeb seja um invariante completo apenas para as
funcoes estaveis.

Exemplo 5.34. As funcoes altura sobre a esfera S? representadas a seguir nao sao esté-
veis. Embora os grafos de ambas sejam isomorfos, as fun¢des nao sao equivalentes, pois
as curvas de nivel dos pontos de sela nao tém o mesmo tipo topologico.

Figura 5.13: Fungdes nao-estaveis com grafos isomorfos



6 A topologia dos grafos de Reeb

O objetivo deste capitulo é exibir outras dire¢oes de estudo relacionadas aos grafos de
Reeb. No capitulo anterior, mostramos que o espaco de Reeb associado a fungoes de Morse
definidas em variedades fechadas assumem a forma de um grafo finito e, para superficies
orientdveis, é suficiente para classificar tais fungoes. Nosso objetivo agora é aumentar o
alcance dos teoremas de classificagdo, mostrando sob quais condi¢oes o espaco de Reeb
associado a uma funcdo arbitraria assume também a forma de um grafo finito. Além
disso, fazemos algumas comparacoes homoldgicas, interpretadas como ntimeros de ciclos
do grafo, entre as variedades e os espagos de Reeb associados a fungoes nela definidas.
Finalmente, damos algumas respostas ao conhecido problema da realizagdo de grafos de

Reeb.

6.1 Condicoes para que o espaco de Reeb seja um
grafo finito

Em [Gelbukh 2023], é mostrado que se f: M — R é uma funcao diferenciavel nao
constante sobre uma variedade fechada e conexa, entao o espago de Reeb Ji; tem o
mesmo tipo de homotopia que um grafo finito. Isso, entretanto, nao garante que o espaco
admite estrutura de grafo finito.

Apresentaremos nesta secado um critério de necessidade e suficiéncia para que isso seja
valido.

Lema 6.1. Seja f: M — R uma fun¢io diferencidavel sobre uma variedade fechada M.
Se ¢ € R ¢ um wvalor critico de f tal que, para alguma € > 0, ¢ seja o unico valor critico
de f no intervalo semi-aberto [c,c + 2¢[, entdo o numero de componentes conezas de
fYe,c+e]) = f (e, c+¢]) é menor do que ou igual ao de f~ (c+¢).

Demonstragio. Para f~'(c+ ) = &, o resultado é trivial. Suponhamos entdo, por este
motivo, que f~l(c +¢) # @. Ha duas possibilidades: ou f~!(c + €) é conexo, ou é
desconexo.

Se f~(c+ ¢€) é conexo, temos que, para cada n € N,

(s s reraees )

Além disso, denotando por X,, = f~!(]c,c+ £]), cada X,, é conexo e temos a cadeia
de inclusoes X7 D X9 D X3 D ...
Desta forma,

X=X = ecrd) — f(ecte)

n=1

94
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é compacto.

Caso X fosse desconexo, existiriam fechados A e B tais que X = AUB. Como A e B
sao fechados e, portanto, compactos, existem abertos disjuntos U e V tais que A C U e
BcCcV. Assim, X cUUV. -

Suponhamos que X,, C U UV para todo n € N. Seja X = X; — (UUV), obtemos um
compacto. .

Fazendo F,, = X, —U UV, temos uma familia de fechados de X, que portanto satisfaz
a propriedade da intersecao finita, uma vez que X é compacto. Como N, F,, # &, temos
que X C UUV. Logo existe ng € N tal que X,,, CUUV.

Assim, X,,NUDA#@e X,,NV C B # &. Logo X,,, bem como X, sao conexos.

Vejamos agora o caso em que f~!(c+¢) é desconexo. Teremos entao que f~*(]c, c+e])
tem finitas componentes conexas Ci,Cs,...,Ck. Assim, C; — C; é conexo para todo
i=1,... k. Assim, como

fHect+e)) = fHec+e) =U G -G

=1

temos que o nimero de componentes conexas de f~1(|c,c+¢]) — f7 (¢, ¢ + €]) é, no
maximo, igual a k. [l

Fazendo uso dos mesmos argumentos, é possivel mostrar que se ¢ € R é um valor
critico de f: M — R, entao para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que c¢ seja
o unico valor critico de f em Jc — €,¢], entdo o nimero de componentes conexas de
f~Ye,c+¢]) — f*(Je, ¢ +¢€]) é menor do que ou igual ao de f~(c —&).

Lema 6.2. Se f: M — R € uma funcgao diferencidvel sobre uma variedade fechada e ¢ € R
¢ um wvalor critico de f, entdo f~'(c) tem um nimero finito de componentes conexas.

Demonstra¢do. Dado um valor critico ¢ € Cy, seja {C)}ren a colegdo de componentes
conexas de f~1(c). Naturalmente, cada C é fechado em M.
Em virtude do Lema 6.1 e do comentério feito em seguida,

N He—ecufilecte])) #2

apenas para uma quantidade finita de indices \ € A.
Seja entao A € A tal que C\ nao intersecte f~1([c — &, ¢c[)Uf~(]e, ¢ + €]). Temos entao
que Cx C f=H(c) = (f e —e,c) U f e, e +e])).

Para cada x € C), existe uma vizinhanca U, de x em M tal que

U: N ([ le—e,c)U S (ecte]) = 2.

Entéo, U, C f(c) e, portanto, U, C Cy. Dai, C\ = Uyec, U, é uma unido de abertos de
M, por conseguinte, ¢ também um aberto de M.

Assim, C'y é conexo, aberto e fechado de M simultaneamente. Portanto, é uma com-
ponente conexa de M. Uma vez que M ¢é uma variedade fechada, tem apenas uma
quantidade finita de componentes conexas. Logo, {Cy}rea € uma colegdo finita. [
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R

Figura 6.1: O ntimero de componentes conexas de f~!(c) pode ser estritamente menor do
que o de f~(c+e¢).

Teorema 6.3 (Saeki). Seja f: M — R uma fungdo diferencidvel sobre uma variedade
fechada. O espago de Reeb Ry associado a f admite estrutura de grafo finito se f tem um
numero finito de valores criticos.

Demonstragio. A demonstracao consiste em construir um grafo (G, Vy) que seja home-
omorfo ao espago de Reeb R associado a funcao f.

Considere Cf o conjunto dos valores criticos de f, que, por hipétese, ¢ finito. Denote
por L; a reunido das componentes conexas de f~1(C}) que contém um ponto critico. Pelo
Lema 6.2, Ly é um conjunto finito.

Construimos o grafo (G, V) de forma que:

1. Cada vértice v € V; esteja biunivocamente associado a uma componente conexa da
reuniao L;. Logo, V; ¢é finito.

2. Cada aresta e de Gy esteja biunivocamente associada a uma componente conexa de
M — Ly.

Note que cada componente conexa de M — Ly é um cobordismo produto, portanto é
difeomorfo ao produto cartesiano de uma variedade (m — 1)-dimensional e um intervalo
aberto.

Para cada vértice v € Vy, seja V, a componente conexa de Ly correspondente. Si-
milarmente, para cada aresta e de Gy, denote por E, a componente conexa de M — Ly
correspondente.

Desta forma, fica claro que v é incidente em e se, e somente se, £, NV, # @. Pelo
Lema 6.1, (G, V) é um grafo finito.

Construiremos agora um homeomorfismo Ry — GY.

Para cada aresta e, temos que f(E.) =]a., b.[ ¢ um intervalo aberto da reta real. Seja
entdo he: e —ae, bo[ um mergulho que preserva orientagdo. Podemos estender todos os
mergulhos h. a uma aplicagdo continua h: Gy — R de tal forma que que h|. = h. e
h(v) = f(V).

Seja p.: E. — e a composicio h ' o f|g, : E. — e. Estendemos todas as aplicacoes
pe a uma aplicacdo Qy: M — G de maneira que Q¢(V,) = v para todo vértice v € V.
Resulta-se que () ¢ uma aplicacao continua.

Note que para cada y € Ry, qj?l(y) esta contido em um tnico F, ou em um tunico V.

Finalmente, definimos p: Ry — Gy da seguinte forma:

_pelar(y))  seqr(y) € Ee
P(y) {v se g7\ (y) C Vi
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Nota-se ainda que @y = p o gy, segue-se que p é continua. Além disso, é bijetiva.
Portanto, uma vez que 9y é compacto e Gy ¢ um espago de Hausdorff, p ¢ um homeo-
morfismo. Assim, RR; admite a estrutura de grafo finito. E, como f =hop: Ry - Reh
¢ um mergulho em cada aresta, conclui-se que f é também um mergulho em cada aresta.

O diagrama a seguir é comutativo:

M f R
N
AN
/|
Ry

Por abuso de linguagem, dizemos que o grafo (G, Vy) é o grafo de Reeb associado a
funcao f. O]

Observe que este teorema nao s6 generaliza o Teorema 5.18, como também nos permite

estudar outros tipos de fung¢oes, como as fungoes de Morse-Bott, utilizando da Teoria dos
Grafos.

Figura 6.2: Visualizacdo da construcao do grafo de Reeb associado a funcao altura no
toro.

Se f: M — R é uma fun¢do com um numero finito de valores criticos sobre uma va-
riedade conexa M, seu espaco de Reeb 93y admite estrutura de grafo e, por conseguinte,
é semi-localmente simplesmente conexo. Por um teorema que pode ser encontrado em
[Calcut, Gompf e McCarthy 2012], a projegdo ao quociente gf: M — QR induz um epi-
morfismo de grupos (gs)s: m (M) — w1 (Ry).

6.2 Sobre o numero de ciclos

No capitulo anterior, definimos os nimeros de Betti de um grafo finito I' = (G, V)
sendo

Bo(I") = nimero de componentes conexas de G}

B1(I') = ntimero de ciclos de T,

onde se entende por ciclo uma colecao finita de arestas de forma que qualquer par de
arestas consecutivas, e o par formado pela primeira e pela ultima arestas, tenham um
vértice em comum.
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Na linguagem da Homologia, os niimeros de Betti de um grafo (ou mais geralmente,
de um espago topolédgico) aparecem como

Bo(T) = rankHy(G);
B1(I') = rankH, (G).

Um dos objetos principais desta dissertacao é o espaco de Reeb associado a uma
aplicagdo continua. Vimos que para alguns tipos particulares de aplica¢des, como as
fungoes reais que tém apenas um numero finito de valores criticos, o espago de Reeb
admite estrutura de grafo finito. Por simplicidade, denotaremos por

F(M,R) = {f € C®(M,R) | C; é finito},

uma vez que estaremos interessados principalmente em tais funcoes.

Concluimos entao que o conjunto das fungoes diferenciaveis M — R, onde M é uma
variedade fechada, cujo espago de Reeb admite estrutura de grafo finito forma um subes-
pago denso de C°(M,R). Isso nos possibilita estudar quantidade abundante de fungoes
diferenciaveis a luz da Teoria dos Grafos.

Nesta se¢do, expomos alguns fatos sobre a influéncia da topologia de M sobre as
caracteristicas do grafo de Reeb associado a uma funcao diferenciavel, particularmente
sobre o seu nimero de ciclos. Obtemos principalmente limitantes superiores.

O primeiro limitante que aparece na literatura nos afirma que

Br(Ry) < Bi(M).

Embora valido para funcoes diferenciaveis definidas em uma variedade M, é comum se
encontrar, erroneamente, que a desigualdade ¢é valida para fungoes continuas definidas em
um espago topologico X arbitrario. Veja [Gelbukh 2019].

Teorema 6.4. Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel definida na variedade M com
finitos valores criticos. Entao

Bi(Ry) < corank(m(M)).

Demonstrag¢io. Como f tem finitos valores criticos, o homomorfismo induzido pela proje-
¢@o ao quociente (gf)y: m (M) — m(Ry) é um epimorfismo. Pelo Teorema de Hurewicz,
temos que

corank(mi(M)) > rank(m(Ry)) > rank(Hi(Ry)) = B1(Ry).

Corolario 6.5. Se f € F(M,R), entao
B1(Ry) < Bi(M).
Corolario 6.6. Seja M uma superficie de género g. Se f € F(M,R), entdo

Bi(Ry) < g se M € orientavel

Br(Ry) < % se M ¢é nao-orientdvel.
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Em [Cole-McLaughlin et al. 2004], surgem os primeiros estudos sobre o nimero de
ciclos do grafo de Reeb associado a uma funcao de Morse simples. Eles provam que, neste
caso, no corolario anterior, a igualdade é valida para as superficies orientaveis.

Proposicao 6.7. Se f: M — R € uma funcdo de Morse simples definida sobre a superficie

orientdvel M de género g, e I'y = (Ry, Vi, f) € o seu grafo de Reeb, entdo 1 (Ry) = g.

Demonstragio. Como Gy é conexo, temos que [y(Ry) = 1. Além disso, como M é
orientavel de género g e f é funcao de Morse, temos que

X(M) =2 =29 = po(f) = pa(f) + p2(f)-
Ademais, os vértices relacionados a pontos critico de indice 0 ou 2 tém grau 1 e os vértices
relacionados as selas de indice 1 tém grau 3. Logo, obtemos

ﬁl(Gf) =1- X(Ff)
=1- OO(Ff) + CTl(Ff)
=1 (po(f) + pa(f) + pa(f)) +o1(Ty)

= 1 (uolf) + () + ol ) + 5 Y dea(v)

= 1= (o) () ) + 5 bol) + By (F) + gl )
= 1= )~ () + el )

=1- ;X(M)

=1- 1(2 - 29)

=9

]

Inspirado por isso, em [Michalak 2018] é definido o nimero de Reeb de uma variedade
sendo

R(M) = max{1(R¢) | [ € F(M,R)}.
Mostra-se entao que as fungdes de Morse simples maximizam o nimero de ciclos; ou seja:
Teorema 6.8. Se f: M — R € uma fungao de Morse simples, entio B1(Ry) = R(M).
Este teorema e os corolarios a seguir se encontram no artigo de Michalak supracitado.
Corolario 6.9. R(M) = max{51(Ry) | f € funcdo de Morse simples}.
Corolario 6.10. Se M ¢ superficie de género g, entdo
R(M) < g se M é orientdvel
R(M) < g se M € nao-orientdvel.
O teorema a seguir, bem como outros resultados que relacionam o grupo fundamental
de M com os grafos de Reeb de fungoes definidas sobre M podem ser encontrados em
[Kaluba, Marzantowicz e Silva 2015].

Teorema 6.11. Se M ¢ simplesmente conexa e f: M — R é uma funcio diferencidvel,
entao o grafo de Reeb I'y € uma drvore.

Exemplo 6.12. Se f: S™ — R tem finitos valores criticos e m > 2, entao I'y ¢ uma
arvore.



Problemas de realizacao 100

6.3 Problemas de realizacao

Como vimos nas segOes anteriores, existe uma infinidade de fungoes cujo espago de
Reeb admite estrutura de um grafo finito. Uma continuacao natural deste estudo é ve-
rificar se um dado grafo G pode ser visto como espaco de Reeb de alguma fungao. Este
problema ¢é chamado de problema da realizagdo de grafos de Reeb. Nesta secao, ilustrare-
mos algumas respostas a este problema. Veja [Masumoto e Saeki 2011] e [Saeki 2022].

Definicao 6.13 (Grafo realizavel). Um grafo I' = (G, V) é dito realizdvel se existe uma
funcao diferenciavel f: M — R definida em uma variedade M de forma que o espaco de
Reeb 9 seja homeomorfo a G.

Proposigao 6.14. Se f: M?* — R é uma funcio diferencidvel tal que seu grafo de Reeb
[y é isomorfo ao grafo completo K, entdo M € difeomorfa a esfera S*.

Observamos que, em dimensoes maiores, a proposicao anterior é valida se considerar-
mos homeomorfismos de M™ em S™ em vez de difeomorfismos, em virtude do Teorema

da Esfera de Reeb.

Teorema 6.15. Dado um grafo finito T' = (G,V) sem lagos, existe uma fungio dife-
rencidvel f: M — R definida em uma superficie fechada, com nimero finito de valores
criticos, tal que seu grafo de Reeb I'y € isomorfo a T

Em [Sharko 2006], junto aos grafos finitos, é considerado o conceito de boa orientacao.
Um grafo I' = (G, V) tem boa orientagao se existe uma fungao continua g: G — R que
é estritamente monotonica em cada uma das arestas e assume valores estremantes em
seus vértices. Sharko determina em seu trabalho quando um grafo finito admite boa
orientagdo e mostra que tais grafos podem ser realizados como grafos de Reeb de fungoes
diferenciaveis definidas sobre variedades fechadas.

Em continuagao ao estudo de Sharko, Michalak mostra que grafos com boa orientagao
podem ser realizados como grafos de Reeb de func¢des de Morse definidas em variedades
fechadas. Veja [Michalak 2018].

Teorema 6.16. Dada uma variedade fechada M com dim(M) > 2, I' = (G, V) um grafo
conexo sem lagcos e QQ: M — G uma aplicacao continua tal que o homorfismo induzido
Qi m(M) — m(G) seja um epimorfismo. Existe uma fun¢ao diferencidvel f: M — R
com numero finito de valores criticos tal que:

1. O grafo &y = (R, Vy) € isomorfo ao grafoI' = (G,V);
2. A projecio ao quociente qg: M — Ry = G é homotdpica a aplicagdo Q.

Corolario 6.17. Dada uma variedade fechada e conexa M, com dim(M) > 2, um grafo
sem lagcos I' = (G, V') pode ser realizado como grafo de Reeb de alguma fungao com nimero
finito de valores criticos definida sobre M se, somente se, $1(I') < corank(mi(M)).

Sao também encontrados na literatura alguns resultados que procuram realizar grafos
como grafos de Reeb associados a funcgoes altura de superficies mergulhadas no espaco
euclidiano. Como em [Masumoto e Saeki 2011] e [Gelbukh 2023]. Note que todos os
exemplos de fungdes de Morse dados ao longo do trabalho se encaixam nesta categoria.



7 Sobre aplicacoes a valores na
circunferéncia

Neste capitulo, faremos uma breve exposicao de algumas generalizagbes do que foi
feito nos capitulos anteriores, considerando-se aplicagoes de Morse, ou, mais geralmente,
de Morse-Bott, agora tomando valores na circunferéncia S*.

Trata-se de um estudo muito natural, uma vez que ha apenas duas classes de variedades
unidimensionais: a reta real R ou a circunferéncia S!. Esta ¢ uma das direcoes de pesquisa.
atual no que se refere ao uso dos grafos de Reeb no estudo de aplicacoes diferenciaveis.

Pretendemos apenas apontar tais desenvolvimentos, sem nos predermos em detalhes.
Deixaremos as referéncias para o leitor interessado. Uma sintese mais detalhada e outras
referéncias podem ser encontradas em [Gelbukh 2023].

7.1 Aplicacoes de Morse circulares

Consideremos f: M — S' uma aplicacdo diferencidvel definida em uma variedade
M. Um ponto p € M é ponto singular se a diferencial df,: T,M — Ty)S' nao tem
posto maximo. Como T f(p)Sl é isomorfo a reta real R, escrevemos, abusando da nota-
cao, df,: T,M — R, e p serd ponto singular se a diferencial, agora a valores reais, for
identicamente nula.

Definigao 7.1 (Ponto singular nao-degenerado). Sejam f: M — S! uma aplicacio dife-
renciavel e p um ponto singular de f. Dizemos que p é ponto singular nao-degenerado se
existir uma carta local ¢: V' C S — R definida em uma vizinhanga de f(p), de tal forma,
que p seja ponto critico ndo-degenerado de o f: M — R

Naturalmente, a definicio nao depende da carta i escolhida. Assim esta definicao
generaliza aquela dada anteriormente para pontos criticos nao-degenerados de funcgoes
reais. Desta forma, o indice de um ponto singular ndo-degenerado esta bem definido e o
Lema de Morse ¢é aplicavel.

Definigao 7.2 (Aplicagio de Morse). Um aplicacdo diferenciavel f: M — S' é uma
aplicacao de Morse se todos os seus pontos singulares sao nao-degenerados.

De forma andloga, pode-se definir uma aplicacdo de Morse-Bott, agora a valores na
circunferéncia. Uma teoria paralela a teoria de Morse pode ser desenvolvida fazendo uso
das aplicagoes de Morse. Tal teoria foi chamada de teoria de Morse circular.

Resultados similares aqueles apresentados no Capitulo 4 sao ainda validos aqui, como,
por exemplo: pontos singulares nao-degenerados sao isolados; o conjunto singular de
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aplicagoes de Morse definidas em variedades compactas ¢é finito; aplicacbes de Morse
simples sao estaveis.

O teorema a seguir mostra a estrutura de JRy para aplicacoes de Morse a valores na
circunferéncia.

Teorema 7.3. Se f: M — S!' é uma aplicagio de Morse definida em uma variedade
compacta M, entao seu espago de Reeb Ry admite estrutura de grafo finito.

Demonstracio. Seja Ry o espago de Reeb associado a aplicacdo f e considere Vy = qp(Xy),
onde qr: M — Ry é a projecao ao quociente e Xy é o conjunto singular de f. Tal como
feito na demonstragao do Teorema 5.18, fazendo E)A%; = R —V}, nota-se que a aplicacao de
Reeb 7]5‘;: R; — S' é uma aplicacdo de recobrimento e, portanto, um homeomorfismo

local, o que faz com que 9, tenha estrutura de grafo finito, sendo V; o conjunto de
vértices. O

Isso nos permite usar da teoria dos grafos para estudar também aplicagoes de Morse
circulares. Um teorema paralelo ao Teorema 6.3 pode ser enunciado para aplicagoes a
valores na circunferéncia:

Teorema 7.4. Se f: M — S' é uma aplicacio diferencidvel com nimero finito de va-
lores criticos definida em uma variedade fechada M, entdo o espago de Reeb Ry admite
estrutura de grafo finito.

Este teorema, cuja demonstracao muito se assemelha a do Teorema 6.3, pode ser
encontrado em [Gelbukh 2023].

Desta forma, nao sé as aplicacoes de Morse, mas também as de Morse-Bott, ou outras
mais gerais, podem ser estudadas a partir de propriedades de grafos.

O grafo de Reeb original, garantido pelo Teorema 7.3, considera o conjunto de vértices
Vy sendo apenas as classes de equivaléncia dos pontos singulares, assim como feito no
Teorema 5.18 para funcgoes reais; isto ¢, cada vértice estd em correspondéncia a uma
componente conexa de uma curva de nivel que contém o referido ponto singular.

Outros objetos combinatoriais, inspirados pelo grafo de Reeb, tém aparecido na li-
teratura recente, como ferramenta no estudo classificatério de aplicagoes diferenciaveis.
Por exemplo, o grafo de Reeb generalizado foi formulado em [Batista 2015], em que cada
componente conexa de um nivel singular da origem a um vértice do grafo. Desta forma,
temos também a nocao de vértice reqular.

Observe que o grafo de Reeb original e o grafo de Reeb generalizado sdo homeomorfos
como espacos topoldgicos, mas nao sao isomorfos como grafos, uma vez que o segundo
possivelmente tem mais vértices do que o primeiro.
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Exemplo 7.5.

Figura 7.1: O grafo de Reeb generalizado de uma projecao radial sobre a esfera.

Note que, ao considerar o grafo de Reeb generalizado, cada componente conexa de uma
curva de nivel critica dé origem um vértice no grafo. Caso estivéssemos considerando o
grafo de Reeb cldssico, somente a componente que contém o ponto singular daria origem
a um vértice; como sao apenas dois pontos singulares, o grafo seria o grafo completo Ko,
ou seja, um grafo com dois vértices e uma aresta.

Em vista deste exemplo, é facil perceber que o grafo de Reeb original nao classifica
aplicagoes a valores na circunferéncia, uma vez que o grafo de Reeb original da projecao
radial dada no Exemplo 7.5 nao difere do grafo da aplicagdo dada no exemplo a seguir:

Exemplo 7.6.

L

S2

p

Figura 7.2: Grafo de Reeb classico de uma aplicacao da esfera a valores na circunferéncia.

De fato, os grafos de Reeb classicos das projegoes radiais dadas nos Exemplos 7.5 e 7.6
sao isomorfos ao grafo completo K,. Por outro lado, tais projegoes nao sao equivalentes
como aplicagdes, uma vez que a primeira é sobrejetiva, enquanto a segunda nao é.

7.2 Classificacao de aplicacoes

Em vista da dificuldade em lidar com a equivaléncia dada pela Defini¢ao 3.78, muitas
vezes se busca enfraquecer certas condigdes para que a teoria possa ser desenvolvida. Em
vista disso, algumas classificagoes sao feitas através da equivaléncia topoldgica.
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Definicao 7.7 (Equivaléncia topolégica de aplicagoes). Sejam M e N variedades diferen-
ciaveis e f,g: M — N aplicagoes diferenciaveis. Dizemos que f e g sao topologicamente
equivalentes se existirem homeomorfismos h: M — M e k: N — N tal que ko f = goh.

Note que o que difere a Defini¢ao 3.78 da Definicao 7.7 é que na primeira, exige-se que
h e k sejam difeomorfismos, enquanto na segunda defini¢do, a condi¢ao é enfraquecida
para que sejam homeomorfismos.

E facil entdo perceber que se duas funcdes sdo equivalentes, entao sao topologicamente
equivalentes. Desta forma, a teoria desenvolvida no Capitulo 5, classifica as fungoes de
Morse a valores reais definidas em superficies orientaveis também no sentido topologico.

Em [Batista 2015], é feita a classificacao topoldgica das aplicagoes de Morse estéveis
de S? em S! e, através desta classificacdao, consegue-se classificar topologicamente os ger-
mes finitamente determinados de aplicacdes de R?® em R2. Para tal feito, o invariante
considerado é o grafo de Reeb generalizado.

Mais recentemente, alguns trabalhos foram feitos, atacando agora o problema de clas-
sificar topologicamente as fungoes e aplicagoes de Morse-Bott. Para as fungoes de Morse-
Bott a valores reais, vide [Martinez-Alfaro, Meza-Sarmiento e Oliveira 2016]. Ja para as
aplicagoes de Morse-Bott a valores na circunferéncia, pode-se encontrar uma classificacao
em [Batista, Costa e Meza-Sarmiento 2018] no caso em que as aplicagoes estao defini-
das na esfera, e em [Batista, Costa e Meza-Sarmiento 2022| para aplicagoes definidas em
superficies orientaveis de modo geral.

7.3 Problemas de realizacao

Similarmente ao estudo dos grafos de Reeb asssociados a fungoes reais, foram consi-
derados problemas de realizagao também para aplicagoes a valores na circunferéncia. Por
ser um estudo recente, poucos resultados foram obtidos.

Diferente do caso das fungoes a valores reais, cujos resultados visam diferentes classes
de fungoes, para o caso das aplicagoes a valores na circunferéncia, ataca-se o problema de
realizacao visando principalmente as aplicagoes de Morse e de Morse-Bott, pois nestas hé
um maior controle sobre os tipos de singularidades que tais aplicagoes possem.

Veja [Gelbukh 2023] para os seguintes teoremas:

Teorema 7.8. Todo grafo finito I' # K pode ser realizado como grafo de Reeb de uma
aplicacao de Morse a valores na circunferéncia definido em uma variedade compacta.

Apresentaremos o seguinte teorema para a realizagdo de grafos de Reeb de aplicagoes
de Morse simples:

Teorema 7.9. Seja M uma superficie fechada orientdvel de género g. Um grafo (G, V)
pode ser realizado como grafo de Reeb de uma aplicacdo de Morse simples f: M — St se,
e somente se, as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

e Para cada v € V, tem-se que deg(v) < 3;

» Para todo v € V, deg(v) # 2;
« ful) =y



8 Consideracoes finais

O objetivo deste trabalho era buscar uma classificacao das fungoes de Morse definidas
em variedades compactas via conjugacao por difeomorfismos no dominio e no contrado-
minio.

Através do estudo realizado, mostramos que o grafo de Reeb associado a uma fungao
de Morse, munido da ordenacao de seus vértices herdada da ordem dos valores criticos
da fungao, revela-se suficiente para realizar tal classificagao, no caso em que o dominio é
uma superficie compacta orientavel, sendo entdao um invariante completo das classes de
equivaléncia de tais fungoes, como pode ser visto em detalhes no Capitulo 5.

Embora nao tenhamos explorado o caso das fungoes de Morse definidas em superficies
nao-orientaveis, o grafo de Reeb se mostra importante para a classificacao das fungoes
também neste caso, apesar de ser necessaria mais uma estrutura, além da ordenacao dos
vértices que ja haviamos utilizado.

Além disso, o grafo de Reeb é uma ferramenta que proporciona uma representagao
visual clara das caracteristicas topoldgicas das fungoes e dos espagos onde elas estao defi-
nidas. Algumas dessas caracteristicas sdo abordadas no Capitulo 6, como, por exemplo,
o numero de ciclos do grafo de Reeb como limitante inferior do género da superficie onde
a funcao esta definida.

Observamos ainda o crescente interesse em aplicar estes métodos para estudar a clas-
sificagdo de outras aplicagdes, como as aplicagoes de Morse circulares, as fungoes de
Morse-Bott e, mais recentemente, as aplicacdbes de Morse-Bott circulares. Apresentamos
no Capitulo 7, de maneira sucinta, direcoes de pesquisa atuais relacionadas ao papel do
grafo de Reeb na classificacao de aplicagoes diferenciaveis.

Em [Izar 1984], pode-se ver que para func¢oes de Morse definidas em variedades tridi-
mensionais, os grafos de Reeb, embora nao sejam suficientes, ainda tém grande responsa-
bilidade na classificagdo de tais funcoes.
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