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Resumo

Este trabalho esta inserido no contexto do Programa de Mestrado Profissional de
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT e traz uma resenha de uma teoria a ser
ensinada no Ensino Bésico, geralmente na terceira série do Ensino Médio, a saber, a
teoria dos niimeros complexos. Além disso, enfoca a necessidade de diversificadas
abordagens didéaticas, especialmente com uso de novas Tecnologias de Informacao e
Comunicacao, para superar algumas dificuldades com o ensino que, muitas vezes, de-
correm de uma apresentacao excessivamente formal do tema. A proposta de algumas
atividades em ambiente computacional elaboradas com suporte do software livre (GUI)

Geogebra esté inclusa.

Palavras-chave: Nimeros Complexos, Geogebra, Ensino Médio.



Abstract

This work is in the context of Professional Program Master of Mathematics in Na-
tional Network - PROFMAT and brings an overview of the theory to be taught in
Primary School, usually in the third grade of High School. It also focuses on the need
for diverse didactic approaches, especially with the use of new Information and Com-
munication Technologies, to overcome some difficulties with the teaching of complex
numbers, which arise many times stem from an overly formal presentation of the topic.
The proposal of activities in some computing environment developed with support of

free software (GUI) Geogebra is included.

Keywords: Complex Numbers, Geogebra, High School.
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Introducao

No capitulo VIII do Regimento do ProfMat, consta:

"Artigo 28 - O Trabalho de Conclusao de Curso deve versar sobre temas especificos
pertinentes ao curriculo de Matemdtica do Ensino Bdsico e que tenham impacto na
prdatica diddtica em sala de aula.”

Dentro dessas diretrizes, este trabalho versa sobre um contetido que, muitas ve-
zes, é negligenciado pelos professores do Ensino Médio, conforme alguns trabalhos de
pesquisa atestam: os Ntmeros Complexos. Fizemos uma revisao teérica do tema,
dos aspectos historicos que podem contextualizar o seu ensino, e também buscamos
recursos mais atuais que possam facilitar seu aprendizado.

Na revisao tedrica apresentada, merece destaque a opcao pela apresentacao do con-
junto dos niimeros complexos a partir da conceituacao do Corpo dos Nimeros Com-
plexos. Parece-nos conveniente evitar comecar com a definicao arbitraria de unidade
imaginaria, como fazem varios livros didaticos e apostilas. E mais interessante abor-
dar tal classe de nimeros como uma extensao natural da construcao matematica de
conjuntos numéricos cada vez mais amplos.

A seguir, depois de apresentadas as operagoes na forma algébrica, passamos a forma
trigonométrica, ao estudo do conjugado, do modulo e, finalmente, das formulas de
Moivre.

Do ponto de vista pedagogico, ressaltamos que uma das maiores dificuldades no
ensino dos nimeros complexos é o fato de que o professor contando apenas com o uso
de lousa e giz, além de algumas ilustragoes impressas, nao consegue mostrar adequa-
damente a interpretacao geométrica dos elementos de C, nem a dinamica envolvida na
relagio entre z, Z, |z| ou entre z e 2 (n inteiro), por exemplo. Muitas vezes, apenas os
aspectos algébricos das operagoes com os complexos sao explorados, levando o aluno
a nao considerar proveitoso dedicar-se a este assunto, relegando-o, infelizmente, ao rol
dos "pontos obscuros" da Matemética.

Sem uma contextualizacao histoérica e sem aplicacoes praticas e acessiveis na escola
bésica, o caminho mais promissor para o ensino deste contetido julgamos ser a explo-
racao da rica interacao entre Geometria e Numeros Complexos representados no plano
de Argand-Gauss.

Felizmente, nos dias atuais, ja dispomos de recursos tecnolégicos que podem ser

acessiveis aos professores e aos alunos através da WEB, que favorecem uma atitude
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investigativa do significado geométrico de muitas proposicoes. Nossos esfor¢os se con-
centraram, entao, na proposicao de situagoes de aprendizagem que tiram proveito da
facilidade que os jovens tém de manipular recursos de informatica e interpretar infor-
macoes digitais.

Informamos que o material didatico digital desenvolvido, bem como a resenha teo-

rica, sera disponibilizado em blog, para a consulta de eventuais interessados.



1 Numeros Complexos

Todas as referéncias presentes ao final do texto foram utilizadas para a construcao

deste capitulo destinado ao estudo dos niimeros complexos.

1.1 Notas historicas

Operagoes com raizes quadradas de ntimeros negativos apareceram ja no século XVI
em registros relacionados a resolucao de equagoes de terceiro grau.

Girolamo Cardano, nascido em Pavia em 1501 e falecido em Roma em 1576, foi
um cientista versatil e polémico. E autor do livro Liber De Ludo Aleae (Livro dos
jogos de azar), onde brilhantemente introduziu a ideia de probabilidade que se usa
modernamente; ali também ensinou maneiras de se trapacear nos jogos.

Apesar de tracos pessoais nada edificantes, Cardano legou & posteridade um livro
que, na época, era sem duvida o maior compéndio algébrico existente: a Artis Magnae
Sive de Regulis Algebraicis, mais conhecido por Ars Magna, publicado em Nuremberg,
na Alemanha, em 1545. E atribuida a ele a autoria de uma formula de resolucio de
equacoes do tipo

234 pr?4q=0,

embora ela tenha sido descoberta por outro personagem controvertido da historia,
Niccolo Fontana.

Niccolo Fontana, apelidado Tartaglia em razao de problemas na fala, resultantes
de cicatrizes na boca adquiridas na infancia, nasceu em Bréscia, em 1501. Ao longo da
vida, publicou diversas obras, utilizando o codnome Tartaglia, e foi o primeiro, cerca
de 100 anos antes de Galileu, a realizar calculos na técnica da artilharia. Mas o que
o colocou definitivamente nos anais da Matematica foram suas disputas com Cardano
sobre as equacoes do terceiro grau.

Analisando a técnica desenvolvida por Tartaglia observamos como surgiram as men-
cionadas raizes de niimeros negativos. Faremos isso a seguir, mas antes vamos ressaltar
um detalhe da maior importancia para o aluno do Ensino Médio: a formula de Cardano
(Tartaglia!) nao nos da solug¢oes complexas da equacao do terceiro grau; ela deve ser

aplicada na busca de uma raiz real.
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16 Nimeros Complexos

Consideremos a equagao geral do terceiro grau
ar® +ba® +cx+d=0,a#0. (1.1)
Inicialmente, vamos anular o termo de segundo grau. Fazendo x = y + m, temos:
aly +m)> + by +m)* +c(y+m)+d=0,
ou seja,

ay® + (3am + b)y* + (3am? + 2bm + c)y + am® + bm? +cm +d = 0.

b
Agora, vamos fazer 3am = —b, isto é, m = ~3g" Note que, com isso, anulamos o
a

termo multiplicado por 2, obtendo a equacao

—b\? —b —-b\* -\’ —b
ay3+<3a(£) +2b(£)+c>y+a(£) +b<£> +c<$)+d: ,

ou seja,

3 3ac — b? 263 — 9abe + 27a%d
ay” + <3—a> Y+ 72 =0,
que é uma equacgao da forma
v +py+q=0, (1.2)

obtida a partir da forma geral da equacao de terceiro grau.

Note que se y for uma solugdo para a equagao (1.2), x = y + m serd uma solucao
para a equacao (1.1). Portanto, quando encontrou a solu¢ao das equagoes desse tipo,
Tartaglia deu uma resposta geral e nao apenas particular ao problema, o que aumenta
0 seu mérito.

Agora, vamos conhecer o segredo de que Cardano se apropriou. Todas as grandes
descobertas sempre partem de uma ideia fundamental. No caso, a ideia de Tartaglia
foi supor que a solucao procurada era composta de duas parcelas e, assim, escreveu:
xr = A+ B . Os dois lados da equacao sendo iguais, seus cubos também o serao, por

conseguinte, 3 = (A + B)3, ou seja,
1® = A* + 3A’B +3AB* + B* = A’ + B* + 3AB(A + B).
Como x = A + B, obtemos 2% = A3 + B3 4+ 3ABxz, ou
2* — 3ABx — (A* + B*) = 0. (1.3)

Comparando as equagoes (1.2) e (1.3), concluimos que 3AB = —p ou
313 P’
A°B° = ——. 1.4
o (1.4)

Também temos:
AP+ B = —q. (1.5)
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Assim, A% e B? sao dois niimeros dos quais conhecemos a soma e o produto.
Por (1.4) e (1.5), temos

p3
A3(_q - AB) = —2—7 =

3
3)2 3_ D _
(A)+qA o 0.

Aplicando a Féormula de Bhaskara ' obtemos

3

b

—a+ 2 _ g4 £

q \/q (-%)
AS_

N 2

Y
2 3
gy FE A (1.6)
2 108

Inicialmente, vamos escolher a soma:

A3 o _g + 27q2 + 4p3
— oYy 108
q 27q2 + 4p3 q 27q2 + 4p3
B =—qg— -2 i S B3 =_1_ 2L T
q ( 5 TV 108 = 5~V 108

Finalmente, como x = A + B, temos

s/ g 272 + 4p® 3] ¢ 27q¢% + 4p?
S (- QR el i ARy S SY (el . 1.7
v \/ S TR 108 (7)
27¢* + 4p®
Escolhendo a diferenca em (1.6), temos A% = —g — 1/ % e obtemos
q 27¢% + 4p3 3 q 27¢% + 4p3
B —q— |- 2T gy 4 2T
¢ < 2 108 2"V 08

e o resultado de (1.7), conhecido como Férmula de Cardano, nao se altera.

Entao,

Para compreensao de um aluno do Ensino Médio, ¢ mais aconselhavel ilustrar a

técnica que leva a formula de Cardano com um exemplo numérico. Seja a equacao

1A prova dessa férmula conhecida como " formula de Bhaskara™ na realidade foi feita pelo mate-
matico hindu Sridhara



18 Nimeros Complexos

x> —6x —9=0. Aqui, p=—6 e ¢ = —9. Logo

59 27.(=9)2 + 4(—6)3  3/9 \/27(—9)2+4(—6)3
LT \/2+\/ 108 V2~ 108 ‘

I I IR LR

V2 4 2 4

R \3/9—7

B \/ 2 2

= V8+ V1

= 2+1=3.

Por simples verificacao, constata-se que 3, realmente, é solucao da equacao dada e
a formula, como esperado, funcionou.

Em 1545, Cardano deparou-se com um problema semelhante a este: "Um marce-
neiro quer construir duas caixas, uma com a forma de um cubo de aresta x, outra com
a forma de um paralelepipedo com base retangular, de lados 3m e 5m, e de altura igual
a altura do cubo. O valor de x deve ser escolhido de tal maneira que o volume do cubo
seja 4m? maior do que o do paralelepipedo".

Ele aplicou a férmula para comprovar a solucao x = 4 que ele ja conhecia e obteve
um resultado surpreendente. Vamos repetir seus passos.

Equacionando com a notacao moderna, temos: x®—15x—4 = 0. Fazendo x = A+ B,

o raciocinio de Tartaglia leva a:
1® = A*+ B® 4+ 3ABx = 15z + 4.
Entdo, A3B3 =125 e A3 + B3 = 4, de onde A3(4 — A3) = 125, ou seja:
(A%)" —44% + 125 = 0.

Portanto, A% = 24 /—121. Se A® = 2+ /=121, entao B3 =2 — /—121.

Desse modo, temos a solucgao:

x:\3/2+\/—121+\3/2—\/—121.

Se optarmos por A% =2 — \/—121, chegaremos ao mesmo resultado.

Um aluno do Ensino Médio saberia escrever a solucio encontrada como z = /2 + 114
++/2 — 117 e, por tentativa, verificar que (2 +)® = (8 +12i — 6 — i) = 2 + 114, de
modo que a solugao do problema é (2+ 1)+ (2 — i) = 4, um namero natural. Porém, a
relacao entre a raiz natural 4 e a raiz da equag¢ao no modo como a férmula apresentava
permaneceu intrigando os mateméticos até 1.572. Nesse ano, Rafael Bombelli gastou
74 paginas de sua L’Algebra para estudar as leis algébricas que regiam o calculo com as

quantidades a + by/—1. Em particular, mostrou que: as quatro operacoes aritméticas
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sobre nimeros "sofisticos" (como tais nimeros foram chamados na época) produzem
nimeros desse tipo.

Foi René Descartes, em 1637, com a obra La Géométrie, quem introduziu os termos
parte real e parte imagindria.

A raiz quadrada de —1 s6 passou a ser representada pela letra ¢ a partir de 1777,
pelo génio suico Leonhard Euler.

A expressao nimeros complexos foi usada pela primeira vez por Gauss em 1831,
quem demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra - "toda equacio polinomial de
coeficientes reais ou complexos de grau n > 1, tem no campo complexo, pelo menos
uma raiz" - em 1799, embora a ideia ja tivera sido conjecturada anteriormente por
Girard, Descartes e Jean Le Rond D’Alembert.

Jean Robert Argand e Caspar Wessel, independentemente, motivados pela geome-
tria e pela topografia, de maneira intuitiva e pratica, representaram geometricamente
os complexos como pontos (e como vetores) num plano cartesiano. E Gauss definiu os
niimeros complexos na forma a + bi, onde a e b sao niimeros reais e 12 = —1.

O passo decisivo no sentido de formalizar o conceito de niimero complexo foi a re-
presentagao geométrica desses niimeros como pontos do plano. O primeiro matematico
a ter uma visao clara de tal representacao e explora-la em suas investigacoes foi Gauss,
conforme fica claro, embora de modo implicito, em sua tese escrita em 1799. Todavia,
Gauss s6 exp6s ao publico suas ideias a esse respeito em 1831, com o proposito de
introduzir os inteiros gaussianos.

O corpo dos nimeros complexos C' foi finalmente definido de modo rigoroso por
Hamilton em 1837. 2

Deve-se a Jean-Robert Argand (1768-1822) uma publica¢ao, em 1806, com a atual e
definitiva interpretacao geométrica dos niimeros complexos, conhecida como Diagrama
de Argand.

O plano de Argand-Gauss é muito 1til, pois através dele podemos "algebrizar" veto-
res bidimensionais, o que tem intiimeras aplicacoes em diversos campos da Matematica,
da Engenharia e da Fisica. Também é importante do ponto de vista pedagogico por

fornecer um significado concreto ao tema, além da mera manipulacao algébrica.

2J4 em 1833, Hamilton apresentou um artigo & Academia Irlandesa "em que introduziu uma &lgebra
formal de pares de nimeros complexos cujas regras de combinagdo sdo as que hoje sao dadas para

ndimeros complexos". Veja [2].
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1.2 O corpo dos niimeros complexos e a representacao
algébrica
Definicao 1.1. Definimos o corpo dos nimeros complexos como sendo o conjunto
C={(x,y):x eR ey e R},

com as sequintes operagoes de adigao e multiplicagao: se z = (x,y) e w = (a,b)

pertencerem a C, entao
z+w=(x+ay+b e zw=(ra—yb b+ ya). (1.8)

Os elementos de C sao denominados niimeros complexos.
Denotaremos o nimero complexo (0,0) simplesmente por 0 e o niimero complexo

(1,0) simplesmente por 1.

Definigao 1.2. Para cada z = (x,y) € C, definimos

_ -1 _ - Y
—z=(—x,—y) esez#0 =z _(x2+y2’x2+y2>‘ (1.9)

1
O ntimero z~! também ¢é denotado por — ou 1/z.
Decorrentes das operacoes de adicao e multiplicacao em C, temos o seguinte resul-
tado.

Proposicao 1.1. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,t € C :
(a) z+ (w+t) = (z+w) +t (associatividade da adig¢io).

(b) z4+w=w+ z (comutatividade da adi¢ao).
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(¢c) 0+ z =z (elemento neutro).

(d) z+ (—z) =0 (elemento oposto).

(e) z(wt) = (zw)t (associatividade da multiplicacao).

(f) zw =wz (comutatividade da multiplicacdo).

(9) 1z = z (elemento unidade).

(h) 227t =1 se z # 0 (elemento inverso).

(1) z(w+1t) = zw + zt (distributividade da multiplicacao em relacao a adig¢ao).
Demonstragao. Sejam z = (z,y),w = (a,b) e t = (¢,d). Entao:

(a) Usando a associatividade da adi¢gdo de niimeros reais, temos:

24+ (w+t) = y)+ (a+c¢,b+d)

(z,
= (x+(a+c)y+(b+d))
= ((z4+a)+c (y+0b)+d)
= (x+a,y+b)+(cd)
= (z+w)+t

(b) Usando a comutatividade da adi¢do de niimeros reais, temos:

= (z,y) + (a,b)
= (x+a,y+0b)
= (a+z,b+vy)
b) + (z,y)

(a,
= w+z.

Z+w

(c¢) Usando o elemento neutro da adigdo de niimeros reais, temos:

z+0 = (2,y)+(0,0)
= (x+0,y+0)
= (7,9)

(d) Usando a Definigao 1.2 e o elemento oposto da adi¢do de ntiimeros reais, temos:

Z+(_Z> = (.%,y) ( JI,—y)
T =2,y —y)

(x
= (70)
0
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Nimeros Complexos

(e) Como wt = (a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+bc) e zw = (x,y)(a, c) = (xa—yb, xb+ya),

temos:

z(wt) = (z,y)(ac—bd,ad+ bec)
[z(ac — bd) — y(ad + bc), xz(ad 4 be) 4+ y(ac — bd)]
xac — xbd — yad — ybe, xad + xbe + yac — ybd)

(

= (xac — ybc — xbd — yad, xbc + yac + xrad — ybd)
[(za — yb)e — (xb + ya)d, (xb+ ya)c + (za — by)d]
(

zw)t,
onde usamos a propriedade associativa da multiplicacao de ntimeros reais.

(f) Usando a comutatividade da multiplicagdo de nimeros reais, temos:

y)(a,b)

2w = (x
= (za—yb,xb+ ya)
= (ax — by,ay + bx)

= w=z.

(g) Usando o elemento unidade da multiplica¢do de niimeros reais, temos:

1,0)(x,y)

lz = (
= (lz — 0y, ly + 0z)
(1z, 1y)
(

z,y)

= Z.

h) Como 27! = ( %5, 545 ) se z # 0 (veja Definicao 1.2), temos:
re+y< ) x4y
T Y) * Y
) 72 + yQ’ 72 + y2

x —y —y . T
x| ——— | — rT| ———= —_
72 + 32 Yy 22y ) 22 + o2 Yy 72 + 12

(i) Usando a distributividade da multiplicagao em relagao a adi¢ao de niimeros reais,
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temos:

Hw+t) = (2,9)l(e,b) + (¢,d)] = (z,y)(a+¢,b+d)
(x(a+c)—ylb+d),z(b+d)+yla+c))

= (xa+zc—yb—yd,zb+ xd + ya + yc)
[(za — yb) + (xc — yd), (xb + ya) + (xd + yc)]
(xa — yb, xb + ya) + (xc — yd, xd + yc)
(z,

y)(a,b) + (z,y)(c, d)

= zw —+ zt.

]

Observacgao 1.1. Denomina-se corpo um conjunto no qual estao definidas operacoes
de adicao e multiplicacao que satisfazem as propriedades mencionadas na Proposicao
1.1. Por esta razao é que chamamos C de corpo dos ntimeros complexos, assim como nos

referimos a R como corpo dos niimeros reais e a Q como corpo dos niimeros racionais.

Tendo definido as operacoes de adi¢ao e multiplicacao em C, definimos as operagoes

de subtracao e divisao da maneira usual:

Definicao 1.3. Dados z, w € C,

z—w=z+(—w) e Z =, se w # 0.
w

Além disso, a potenciacao também é definida da maneira usual:

Definigao 1.4. Dado z € C,

X=1, 2"=z--z e z"=zg' 27l sez#0((>1).
<~ . A
n vezes n vezes

Decorre da Proposicao 1.1 que diversas propriedades das operagoes aritméticas de

nimeros reais sao validas para ntmeros complexos. Por exemplo, a soma e o produto

. R 22 , . .
de duas fracoes — e — de nuimeros complexos podem ser obtidas pelas féormulas:
wr w2
21 Z1W9 + W1 21 22 2129
w1 C%; W1 W3 Wy W2 WL Ws2

Além disso, temos o seguinte principio de inclusao: podemos verificar que R é um
subconjunto de C, ou seja, todo niimero real é considerado um niimero complexo. Isto
ocorre quando denotamos qualquer niimero complexo (x,0), com = € R, simplesmente
por z. Ou seja, através dessa convencao podemos dizer que todo elemento de R é um
elemento de C da forma (z,0). Estamos estendendo, portanto, a ideia ji exposta em

relagao ao elemento neutro 0 e ao elemento unidade 1.
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Observacao 1.2. A soma dos ntimeros reais z e a ou a soma dos niimeros complexos
x e a leva ao mesmo resultado; analogamente com o produto dos niimeros reais = e a

e dos numeros complexos x e a.
(,0) 4+ (a,0) = (x +a,0) =2z +ae
(x,0)(a,0) = (za — 0.0,2.0 + 0.a) = (xa,0) = za.

Por conseguinte, nao existe ambiguidade nas notagoes = + a e xa, com a adocao da
inclusao apresentada acima.

Geralmente, no Ensino Médio, os niimeros complexos sao definidos como sendo os
numeros da forma x + yi, onde x e y sao nimeros reais e ¢+ € um algarismo imagindrio,
que satisfaz i> = —1. A seguir, veremos que essa definicio de ntimeros complexos
vista no ensino basico pode ser obtida através da definicao de ntmeros complexos
apresentada no presente trabalho.

Note que
(0,1)% = (0,1)(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (—1,0) = —1,
ou seja, o numero —1 possui uma "raiz quadrada" em C!

Defini¢ao 1.5. Chamaremos de algarismo imagindrio o nimero complexo (0,1) e

o denotaremos por i.
Temos, entao, a propriedade béasica do algarismo imaginério:
i =—1.
E, dado um namero complexo qualquer z = (z,y), temos:

z= (x,y) = ($70> + (an) = (1‘,0) + (y,O)(O, 1)a
ou seja,
z=x 4+ yt.

Logo, o par (z,y) e a expressao z + yi representam o mesmo nimero complexo.

A expressao x + yi é denominada forma algébrica de z.

Observacgao 1.3. Quando usamos a forma algébrica dos niimeros complexos, as defi-
nigoes de z + w e zw dadas em (1.8) tornam-se de simples entendimento a partir de
algumas das propriedades de adicao e de multiplicacao em C ja apresentadas. Com

efeito, se 2 = x 4+ yi e w = a + b forem niimeros complexos, entao

z+w=(+yi)+(a+b)=r+a+yi+bi=(x+a)+ (y+0b)i

2w = (z + yi)(a + bi) = za + yia + xbi + ybi* = (va — yb) + (vb + ya)i.
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Definicao 1.6. Dado um nimero complero z = x + yi, definimos a parte real e a

parte imagindria de z por
Rez=2 ¢ Imz=y,

respectivamente.

Quando Re z = 0, diremos que z é imaginario puro.
Ressaltamos que, na expressao de qualquer niimero complexo, suas partes real e

imagindria sao nimeros reais.

1.3 Representacao geométrica de z

As coordenadas de um ponto de R? por exemplo (z,%), constituem a parte real

e a parte imaginaria de um ntimero complexo, respectivamente. Portanto, podemos

definir:

Defini¢ao 1.7. A imagem do complexo z = x + yi é o ponto (x,y) do plano carte-
stano. Podemos, também, chamar o segmento orientado que liga a origem do plano a
imagem de z de vetor representativo desse niimero complexo; vetor esse, Oz, com

componentes T ely.

Neste contexto, chamaremos o plano cartesiano de plano complexo, o eixo das

abscissas de eixo real e o eixo das ordenadas de eixo imaginério.

o X giwo real |

L 3

Figura 1.1: Tmagem de 7
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1.4 Conjugado e valor absoluto

Definicao 1.8. O conjugado de um niumero complexo z = x+yi € o numero complexo

zZ=x— Y.

Grraficamente, Z é o ponto do plano complexo obtido através da reflexdo de z em

relacao ao eixo real.

Figura 1.2: Imagem do conjugado
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Proposicao 1.2. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C:
(a) Z=2 zFTw=zZ+wWezw=ZWw.
(b) z+Z=2Rezez—Z=2iImz.
(c) z € R se, e somente se, z = Z.
(d) z serd imagindrio puro se, e somente se, z = —Z.
Demonstragao. Sejam z = x+yi e w = a+bi. Entao z = x —yi e w = a—bi. Portanto:

(a) Z=x—yi=x+yi=z;

zHtw=(x+a)+(y+dyi=(x+a)— (y+0b)i=(x—yi)+ (a—bi) =% +w,
z—w=(r—a)+y—0bi=(x—a)—(y—>b)i=(r—yi)—(a—bi) =% —w;

zw = (xa — yb) + (b — ya)i = (va — yb) — (xb+ ya)i = Zw.

(b) z4+Z=(x+yi)+ (v —yi) =(r+2)+ (y—y)i =22+ 0i = 2Re z;
z—zZ=(x+yi)—(r—yi)=(r—2)+ (y +y)i = 0x + 2yi = 2iIm 2.
(c) se z € R, entdo Imz = 0, ou seja, y = 0 e z = x + 0i e, portanto, z = x =

x — 07 = Z. Reciprocamente, se z = Z, ou seja, se x + yi = x — yi, entao 2yi = 0,
dondey=0ez=2x€R.

(d) se z for imaginario puro, entdo Re z = 0, ou seja, z = 0 e z = 0 + yi e, portanto,
z = yi = —(—yi) = —Z. Reciprocamente, se z = —Z, ou seja, se x+yi = —(x—yi),
entao 2x = 0, donde x =0 e z = ys.

]

Através da nocao de conjugado, podemos deduzir a expressao do inverso de um

nimero complexo z = x + yi # 0 da seguinte maneira:

== ()
T+ Yy
B 1 T+ yi
B (x+yz) (:c+yi)
B 1 T — Yyl
N <$+w)(x—w)
T — Yyl
2?2 + y?

G — A
7.
v +y? o a? 42

Definigao 1.9. Definiremos o valor absoluto (ou mddulo) de um nimero complezo

z =z + yi por
2] = Va2 4+ 92
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. —
Graficamente, o ntimero real |z| nos d& o comprimento de Oz.
Além disso, pode-se concluir que |z —w| é a distancia entre as imagens de z e w.
A figura a seguir nos mostra a interpretacio geométrica da soma de dois niimeros

complexos z = x +yi e w = a+ bi. O vetor sobre a diagonal do paralelogramo
representa a soma 2 + w.

Figura 1.3: Soma de dois ntimeros complexos

Proposicao 1.3. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C :
(a) Rez <|Rez| < |z| e Imz < |Imz| < |z].
() |22 = 22, [2] = |2] e || = |2l .
(c) |2+ w] < J2] + Jwl.
(@) I+ 1wl = ||2] - ul.
A desigualdade (c) é conhecida como desigualdade triangular.

Demonstracio. (a) Se z = = + yi, entdo |z| = /22 +y? > Va2 = |Rez| > Rez.
Analogamente, |2| = y/22 + 3% > \/y? = [Im 2| > Im z.

(b) Se z = x + yi, entdo
2]* = (Va2 +y2)* = 2® + ¢, (1.11)

Por outro lado, como Z = x — yi, temos

2Z = (x+yi)(x —yi) = 2* + 1> (1.12)

Por (1.11) e (1.12), concluimos que |z|* = 2Z.

Observe, também, que [Z| = /22 + (—y)2 = /22 + y% = |2].
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(c)

Agora, se w = a + bi, entdo zw = (za — yb) + (xb + ya)i. Portanto,

lzw| = +/(za —yb)? + (zb+ ya)?
= /22a% — 2zayb + y2b% + 2202 + 2xbya + y2a?
_ \/x2a2 + 4202 + 2202 + y2a?
= a2(a% + b2) + y2(a? + b?)
= V@A P
= V(@2 +y?)/(a® +?)

= |2[jw].

Afirmamos que:
|z + w|? = |2]> + 2Re 2w + |w]|?.

Com efeito,

lz+w? = (z4+w)(z+w) = (2 +w)(Z+W) = 2Z + 20 + WZ + W

Veja que
WZ=WZ=W2z=2W,
portanto,
|z +w)? = 2>+ (2w +zw ) + |w]* = |2|* + 2Re 2w + |w]|?.
Como

|22 4+ 2Re (2w) + |w|?* < |2)? + 2|2w] + |w|* = |2]* + 2|z||w| + |w]* = (2] + |w]|)?
= |2|* + 2|2||w] + |w|?,

segue que
|2+ wl* < (J2] + |w])*.

Extraindo as raizes quadradas de ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

a desigualdade desejada.
Usando a desigualdade triangular obtida no item (c), temos
2l = [z +w) —w[ < |z +w|+| - w| = [z + w[ +[w], donde |z +w| > |z] - |uw].
Trocando os papéis de z e w na desigualdade acima, obtemos
|2+ w| = |w| — 2]

Como ||z — |wl| = |2] — || se 2] > [w] e ||2] ]| = [w| - || se || > |2], vemos
que, em qualquer caso,
24w > 12l - full
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Se z # 0, podemos reescrever a primeira igualdade do item (b) da seguinte forma:

2> = =, ou seja
z
Lz
P

Fssa identidade mostra que, representando graficamente z, 2! aponta na direcdo de Z

e tem valor absoluto 1/|z|.

eixg real

Figura 1.4: ITmagem do inverso de um niimero complexo

1.5 Trigonometria e niimeros complexos:forma polar

Relacoes trigonométricas elementares nos permitem estabelecer uma nova represen-

tacao para um niimero complexo z.
Definicao 1.10. A representacdao trigonométrica de z é:
z = |z|(cos @ + isenf).
Se 0 € R satisfizer a expressio acima, diremos que 0 é um argumento de z.

Consideremos num nitmero complexo z = x 4+ yi # 0. Seja « o angulo que o eixo
real positivo forma com o vetor correspondente a z no sentido anti-horario.

Z e sena = £, temos:

Como cosa = Z
|2 ||

z = |z|(cos o + isen v).
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Figura 1.5: Forma polar de ntimero complexo

Assim, é sempre possivel passar da representacao algébrica para a polar, e vice-
versa.

Pela definicdo, o € um argumento de z. Entretanto, qualquer a da forma o +
2km, com k € Z, também satisfaz a igualdade acima, uma que vez que as funcoes seno
e cosseno sao 2 periddicas com periodo 2.

Concluimos, entdao, que z possui infinitos argumentos. Por outro lado, se 6 for
tal que z = |z|(cos @ + isen ), entdo cosf = cosa e senf = sen v, o que implica que
0 = a + 2kn para algum k € Z.

Assim, o conjunto arg z de todos os argumentos de z é dado por:
arg z = {a+ 2km: k € Z}.

O tnico argumento de z que pertence ao intervalo (—m, 7] é denominado argu-

mento principal de z e é denotado por Arg z.
Definicao 1.11. A identidade

z = |z|[cos(Arg z) + isen (Arg z)]
€ denominada a forma polar de z.

Agora, sejam z; = |z1]|(cosf) + isen b)) e zo = |23](cos Oy + isen fy) dois niimeros

2Lembramos que: uma funcdo f: R — R & periédica com periodo 7 se f(t + 7) = f(t), para todo
teR.
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complexos nao nilos. Vamos obter a representacao polar para zyz,. Veja que:

2129 = |z1]|(cosfy + isenby) |z2|(cos by + i sen by)
= |z1||z2|(cos 01 + isen 0;)(cos by + isen 0s)
= |z1]|22|[cos 01 (cos O + i sen By) + i sen O (cos Oy + isen 65)]
= |z1]|22|[cos 01 cos Oy + cos O i sen Oy + isen Oy cos by + isen 6y i sen Oy
[

= |z1]]22|[(cos B; cos By — sen Bsen Oy) + i(cos Oysen Oy + sen B cos Bs)],
de onde concluimos que
2129 = 3 | 21| 22][cos(6y + 02) + isen (61 + 69)].

Esta igualdade nos dé& a interpretacao gréfica do produto de dois niimeros comple-

x0s. Veja a figura abaixo.

@ixo raal .

Figura 1.6: Produto de dois ntimeros complexos

3Para obter a igualdade, usamos as férmulas de adicio trigonométricas do Ensino Médio.



Foérmulas de Moivre

Entdo, 2129 tem valor absoluto |z1||z| € tem 6; + 02 como argnmento.

Seja z = |z|[cos(0) + isen(f)] um nimero complexo ndo nulo. Vamos, agora, obter

a representacdo polar para z=! . Sabemos que cos(—0) = cos(f) e sen(—60) = —sen(6).
Portanto, podemos escrever que z = |z|[cos(—6) + isen(—0)].
. .z - 1 |#|[cos(—0) + isen(—0)]
Também ja vimos que 27" = W; entdao: 27 = e .
z 2

Sendo assim, a representacdo polar de 27! é:
27t = |z| 7 [cos(—0) + isen(—0)].
A partir das representacoes polares encontradas anteriormente, concliimos que
2125 = |2 25 [cos (01 + (—62)) + sen (B + (—6))],

o que nos da a seguinte formula de divisao:

2 Eilos(o, = 0,) + sen(0: — 62)].

z9 |ZQ‘

eixo real

Figura 1.7: Quociente de dois nimeros complexos

1.6 Formulas de Moivre

Seja z € C tal que |z| = p # 0. Para n € Z, vale:

2" = p"[cos(n.0) + isen(n.0)]. (1.13)
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Figura 1.8: Poténcias de z, |z| = 1.

Esta igualdade é conhecida como Primeira Férmula de Moivre.

eing real .



Extracao de raizes 35

Na demonstracao da Formula de Moivre, utilizaremos o Principio de Indugao Ma-
tematica. Sendo a Indugao Mateméatica um método ainda restrito ao ensino superior
de Matematica, informamos que apresentaremos a prova desta féormula apenas para
auxiliar o professor - leitor - do Ensino Médio, ja familiarizado com tal método, na
revisdo da teoria de nimeros complexos. Para os interessados em (re)ver o Principio

de Indugdo Matematica, indicamos a referéncia [6|, Capitulo III.

Demonstra¢ao. Vamos inicialmente provar que a igualdade (1.13) é valida para n € N,
usando o Principio de Inducao Matematica.
(1) Sen =0, 2° =1 = p°(cos0 + i sen 0).
(IT) Admitamos que a formula seja vélida para n = k: 2% = p*[cos(k.0)+i sen(k.0)].
(III) Agora vamos provar que a igualdade é vélida para n = k + 1. Com efeito,

usando o item anterior, temos:

22 = [p¥(cos(k.0) 4 i sen(k.0)].[p(cos() + i sen(6)]
= (p".p)[cos(k.0). cos(8) + i* sen(k.0)sen(0)] + i[(cos(k.0).sen(6) + sen(k.0) cos(6)]
= (p".p)[cos(kf + 0)] + i[sen (kO + 0)]
= p"Meos((k +1)0) + i sen((k +1)0)] = 2"+

Finalmente, vamos constatar que a igualdade (1.13) é valida para n € Z.

Considerando o caso de interesse n < 0, podemos tomar m = —n. Entao, 2" =
me — i
Zm’

Como —n = m € N, para m, a igualdade (1.13) é verdadeira, pelo o que foi visto

acima, nos levando a:
1
p"[(cos(m.0) + i sen(m.0)]

2" =

_ 1 [cos(m.0) — i sen(m.0)]
p" [cos(m.0) + i sen(m.0)][cos(m.0) — i sen(m.0)]
_ i[ os(m.0) — i sen(m.0)]
p™ cos?(m.f) + sen?(m.0)
= p"cos(m.6) — i sen(m.9)]
= p "[cos((—m).0) + i sen((—m).0)]
= p"[cos(nd) + i sen(n.0)].

1.7 Extracao de raizes

Dados um ntimero complexo w e um nimero natural n > 1, diremos que z € C é

uma raiz n-ésima de w se
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Se w = 0, é claro que z = 0 é a tinica solu¢ao da equacgao 2™ = w. Logo, o niimero
0 possui uma tnica raiz n-ésima que é o proprio 0. A seguir, veremos que se w # 0

entao existirao exatamente n solucoes distintas da equacao z" = w.

Teorema 1.1. Fize n € N*. Todo nimero complexo nao nulo w possui exatamente n

raizes n-ésimas complexras distintas, a saber,

A A
Y |w] {cos (@) + i sen (M)} : (1.14)

n
onde k=0,2,...,n—1.
A igualdade acima é conhecida como Segunda Férmula de Moivre.

Demonstrag¢ao. Para cada k € N, seja z; o numero complexo dado em (1.14). Escre-
vamos w = |w|(cos ) + i sen 1), onde 1) = Arg z. O nosso objetivo é procurar todos os

niumeros complexos z = |z|(cos# + i sen ) para os quais é verdade que
2" =w.
Pela Primeira Féormula de Moivre, a equagao acima se transforma em
|2|"[cos(nB) + i sen (nf)] = |w|(cos ) + i sen 1),
o que equivale a dizer que
|z|" = |w|, cos(nf)=cosy e sen(nd)=sen 1.

A primeira condigdo é satisfeita precisamente quando |z| = {/|w|, enquanto as

duas ultimas sao satisfeitas quando nf = ¢ + 2km com k € Z, ou seja, 0 = %

com
k € 7. Portanto, as raizes n-ésimas de w sao os numeros z; para k € Z. Fazendo
k=0,1,...,n—1, obtemos distintas raizes n-ésimas de w. Todavia, os demais valores
de k nos dao apenas repeticoes das raizes zg, 21, ..., 2,_1. Com efeito, tomemos k € Z

arbitrario. Escrevamos

k=gn+r comzeZ e 0<r<n.

Como
w42kt Y+2gn+r)m Y +2rm
= = + 2qm,
n n n
segue que 2z = 2z, € {20, 21, -+, Zn_1}- O

A raiz n-ésima de w obtida fazendo k = 0 em (1.14) é denominada raiz n-ésima
principal de w. A notacao /w é reservada para esta raiz. Esta notacao é coerente

com a notagao {/|w| que indica a tnica raiz real positiva de |w|. Portanto,

= Tl [eos (VB2 ) 4 sen (222 .

n n
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Pelo o que foi visto acima, observamos que todas as n raizes n-ésimas de z possiiem
o mesmo modulo, a saber, {/|z|. Entdo, elas sdo representadas por n pontos sobre a
circunferéncia com centro na origem e raio {/|w|. Além disso, estes pontos estdo igual-

mente espacados ao longo desta circunferéncia devido a relagao de seus argumentos.

Como exemplo, consideremos as raizes ciibicas de 8. Elas sdo os niimeros
2k 2k
ZE = 2 (cos Tﬂ + isenTﬁ) para k=0,1,2.
Calculando, obtemos zg =2, 2z =-1+ iV3ezy=—1—1iV3.

As raizes zg, z1 e z3 dividem a circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 em trés partes

congruentes como mostra a figura abaixo.

iginaria

Iz = —] = I\ra

Figura 1.9: Raizes ciibicas de 8.



2 Enfoque pedagoégico

"A aritmética dos nimeros compleros nao apresenta dificuldades. A conexrao com a
Geometria, porém € deficiente, o que € estranho pois a Geometria Analitica acabou de
ser estudada ... . As aplicacoes geométricas das operacoes entre complexos
(principalmente a multiplica¢ao), tao belas como variadas, nao sao exploradas. Isto é
imperdodvel, pois todo matemdtico ou usudrio da Matemdtica, ao pensar num nimero
complezo, sempre o imagina como um ponto do plano coordenado e as operacoes Sao

interpretadas como transformagoes geométricas". (Prof. Elon Lages Lima - [7])

Nesse sentido, valorizando a conexao entre diferentes assuntos da Matemaética en-
sinados no Ensino Médio, estamos propondo um conjunto de atividades manipulativas

que buscam motivar o aluno a estudar os niimeros complexos.

2.1 A proposta curricular do estado de Sao Paulo

A referéncia correspondente as citagoes desta segao é [8].

Para os professores da Rede Estadual de Sao Paulo esta previsto no Curriculo de
Matematica da Educagao Béasica o ensino dos niimeros complexos no segundo bimestre
do terceiro ano do Ensino Médio.

As orientacoes para esse proposito estao materializadas no respectivo Caderno do
Professor, do qual transcreveremos alguns pontos, devido a sua importancia para nossos
docentes e a sua justeza pedagogica.

"A partir da Unidade 6, os nimeros complexos entram em cena mais diretamente.
Como no caso das equagoes, a énfase também nao sera posta nos célculos algébricos,
mas sim no significado de tais niimeros, de aparéncia inicialmente estranha, mas que
conduzem a uma notavel expansao dos conjuntos numéricos ja conhecidos."

A perspectiva de mostrar aos alunos uma evolucao da ideia de niimeros, a partir dos
naturais até o conjunto dos complexos, permite uma compreensao da construcao da
Matematica como atividade social infindavel de organizagao do pensamento humano.

Essa perspectiva valoriza o ensino da Matematica como transmissao de um mara-
vilhoso patriménio cultural da humanidade, que transcende as intiimeras possibilidades

de sua aplicagao nas demais Ciéncias e no dia a dia.

39
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Continuando as consideracoes do Curriculo, vemos a énfase nas "multiplas possibi-
lidades da representagao geométrica de um niimero complexo z, que tem como imagem
um ponto no plano, como um par (z,y) de nimeros reais, ou escrito na forma z = z+yi.
Assim, como a reta foi necessaria e suficiente para acolher todos os ntimeros reais, ra-
cionais e irracionais, veremos que, com a expansao do campo numérico para incluir
nimeros que possam ser raizes quadradas de negativos, serd necessario (e suficiente)
todo o plano cartesiano, que servira de inspiracao para a construcao do plano complexo,
suporte para a representacao de todos os nimeros complexos'.

Pedagogicamente, o tema é tratado a partir da seguinte perspectiva: A unidade
imaginaria ¢, que representa o novo numero cujo quadrado da —1, serve de padrao
para a representacao no eixo vertical de ntimeros como 2, 61, 77, 47 etc.

Em sintonia com tal representacao, veremos que o valor absoluto de um complexo
z é|z| = /22 + y? , e mede a distancia, no plano complexo, da imagem de z & origem
do sistema de coordenadas.

O angulo que a reta determinada pela origem e a imagem de z formam com o eixo
x (medido no sentido anti-horario) é o argumento de z, representado por 6.

Para enfatizar o significado geométrico da representacao dos complexos no plano,
a recomendacao é clara:

"As aproximacgoes com a geometria analitica plana serao naturais: por exemplo, o
conjunto de pontos do plano que representam complexos de médulo constante, digamos,
|z] =5 & a circunferéncia z? + y* = 25".

Prosseguindo, é proposta a superacao de uma visao estritamente algébrica das ope-
racoes em C :

"O significado das operag¢oes com nimeros complexos sera explicitado nas Unidades
7 e 8. Veremos em tais unidades que as operacoes com complexos correspondem a
realizacao de certos movimentos no plano. Por exemplo, se a um niimero complexo z
for somado o niimero real 4, sua representacao no plano serd deslocada na direcao do
eixo x de 4 unidades; se a z for somado o niimero imaginario 37, sua representacao sera
deslocada na direcao do eixo y de 3 unidades; se a z for somado o ntiimero 4 + 37, sua
representacao sofrerd um deslocamento horizontal (eixo real) de 4 unidades, seguido de
um vertical (eixo imaginario) de 3 unidades, ou seja, o deslocamento de z tera valor
igual ao médulo do complexo 4 + 3i, que é igual a 5, na direcao determinada pela
origem e a representacao deste complexo. Ao multiplicar o complexo z pelo real 5,
mostraremos que z permanece com o mesmo argumento (angulo com o eixo x) mas a

distancia de z até a origem fica multiplicada por 5; se multiplicarmos z por 4, o médulo

™.
9
por 5i, os dois efeitos sao combinados: aumenta a distancia até a origem, ao mesmo

de z permanecerd o mesmo e seu argumento aumentara de Z; ja se multiplicarmos z

™
tempo que o argumento aumenta de 7.

A exploracao de tais movimentos na imagem de z, decorrentes de operagoes realiza-

das sobre z, torna o estudo dos niimeros complexos especialmente significativo, abrindo
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caminho para um grande niimero de aplicacoes praticas dos mesmos."

Cabe, portanto, a todo professor da rede piblica do estado de Sao Paulo apropriar-se
de tais propostas para ensinar os niimeros complexos sem trazer dificuldades algébricas
exageradas, mas sem subestimar a importancia do tema.

Mas, indo além, acreditamos que tais ideias sao dignas de andlise e consideracao por
todo professor, respeitando as especificidades da Proposta Curricular de seu Sistema

de Ensino.

2.2 Atividades

Tendo em vista o que foi exposto acima, procuramos criar atividades que atendessem
aos seguintes propositos:

- ser util & formacao matemética dos estudantes.

- ser suficientemente atraente para que o estudo dos niimeros complexos seja moti-
vador e nao sofra resisténcias por parecer chato ou iniutil.

- estar disponivel a qualquer pessoa interessada, professor ou estudante, requerendo
para a realizacao das atividades unicamente o acesso a internet.

Com essas pretensoes, fizemos as seguintes opcoes:

- usar o Geogebra (sobre o qual teceremos alguns comentérios posteriormente) como
plataforma para criacao de applets.

- disponibilizar o material no site "GeoGebraTube" (http: //www.geogebratube.org/).
Trata-se de um repositério de atividades de todas as dreas da Matemaética, de todos os
niveis, global, de livre acesso, para visualizacao e interacao online ou para download e
modificacao quando o usuério achar conveniente. As atividades podem ser acessadas
diretamente por qualquer estudante interessado, ou podem ser sugeridas no plano de
aula de qualquer professor.

- resolver alguns exercicios de vestibulares de importantes universidades. O tema
numeros complexos foi e continua sendo cobrado nesses processos seletivos, nao po-
dendo ser, portanto, ignorado sob nenhum pretexto pelos estudantes com planos de
acesso a tais instituicoes.

- usar o computador respeitando aquilo que os jovens desejam, seja num game
ou num material de estudo: ter um curto texto informativo seguido de alguma acgao
com o mouse, realizando um movimento de z no plano, ou clicando numa alternativa,
por exemplo. Nesse sentido, cada resolucao foi dividida em pequenas unidades com a
intencionalidade de que o estudante leia, reflita e aja autonomamente, aprendendo de
forma natural.

- reforcar sempre e prioritariamente a interagao entre as propriedades algébricas
dos complexos e a visao geométrica deles. Embora nos vestibulares o candidato nao
tenha acesso a recursos tecnologicos, acreditamos que o estudo nessa perspectiva traz

o aprofundamento dos conceitos e acrescenta significado as questoes.
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- no final de cada exercicio, esta feita a resolucao tradicional, algébrica, para ser
confrontada com a intuicao geométrica estimulada e para dar exatidao formal as res-

postas.

2.2.1 Descricao de algumas atividades

Passamos nesta secao a descricao de algumas atividades disponiveis para execucao

online (ou para fazer download) no seguinte link:
http:/ /www.geogebratube.org/user/profile/id /13931

E oportuno ressaltar que a configuracio de tais atividades permite uma visualizacao
adequada no computador, mas nao estao otimizadas para a impressao.

Observamos, ainda, que a primeira atividade a seguir apresenta véarias imagens das
telas, além de uma descricao detalhada. A partir da segunda seremos mais sucintos,
enfocando em cada atividade o ponto central a que nos propomos facilitar a aprendi-
zagem, dentro do contetido de ntimeros complexos.

A ordem em que as diversas atividades serao abordadas a seguir nao espelha uma
proposta de sequéncia didatica, uma vez que é através da manipulagao do conjunto
de exercicios que o aluno ira fixar conhecimentos e se motivar ao estudo da teoria, de

acordo a nossa proposta.
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Atividade 1: Questao da Fuvest 2008

Figura 2.1: Fuvest 2008 tela 1

Na tela inicial, o aluno encontra apenas o enunciado da questao e um link para
iniciar a resolucao. Ao clicar, temos a tela da figura acima, na qual se vé a esquerda
(janela 1, por convengao).

Ha dois cursores que convidam a modificar o médulo e o argumento de um niimero
complexo genérico w que aparece na janela da direita (janela 2). A ideia é que seja
reforcada a forma trigonométrica e a visualizagao do niimero complexo no plano.

A seguir, deve-se ajustar os valores até os correspondentes a forma algébrica dada no
enunciado. Aproximando-se deles o suficiente, aparece o feed back "modulo correto' ou
"argumento correto"; o link "prosseguir" fica disponivel.

Tanto o estudante pode saber a resposta a partir da forma algébrica do enunciado
quanto chegar a ela heuristicamente. E este o sentido didatico da proposta de usar um
applet interativo.

Na tela seguinte (tela 2), temos um microteste com trés alternativas para a forma
trigométrica do niimero dado. Caso o aluno ainda nao tenha de antemao relacionado

a e b com os respectivos valores trigométricos, ele pode voltar a tela anterior e rever
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os valores de modulo e argumento corretos, de tal forma que assinalando a alternativa

correta, ele recebe o feedback de acerto, e pode prosseguir.

Figura 2.2: Fuvest 2008 tela 2

Na terceira tela, a escolha é entre trés alternativas que testam se o aluno sabe
aplicar a formula de Moivre para o nimero w em questao.

Mesmo que por tentativa e erro, chegando & confirmacao da expressao certa, ele é
solicitado a verificar a imagem de w™ para n variando de -5 a 5.

Confrontando com a féormula correta, espera-se que o aluno entenda o significado
dela. A escolha de n é feita por um controle deslizante e o argumento de w bem como
sua imagem sao atualizados.

Na tela 4, a proposta é arrastar dois pontos z; e z3 (que estao numa posi¢ao qualquer

do plano) até as imagens de w™!

e w?. Quando proximos de seus alvos z; e z3 sao
substituidos pela mensagem de acerto.

Assim esta na janela da direita a resposta do item a). E também a resposta do
item b) que é exatamente a representagao grafica do inverso de w e e de sua terceira

poténcia.
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Figura 2.3: Fuvest 2008 tela 3

Finalmente, o aluno é convidado a observar que a solugao algébrica do item ¢) leva
a uma configuracao geométrica ja prevista: as raizes pedidas remetem as imagens ja
dispostas na tela anterior.

A resolugao de equacoes algébricas explorando mais a radiciacao de ntimeros com-
plexos é tratada com mais detalhes em outra atividade, para manter o dinamismo da

proposta.
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Figura 2.4: Fuvest 2008 tela 4
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Figura 2.5: Fuvest 2008 tela 5

Atividade 2: Questao do Ita 1995

Na primeira tela, apenas é chamado a atencao para o fato de que embora z seja um
ponto livre, nao é possivel leva-lo para o segundo ou terceiro quadrantes em virtude de
restricao imposta pelo enunciado.

Na segunda tela, o aluno muda a posicao do ponto z na janela 2 para observar a
relagao implicita na primeira parcela da equacao.

Na proxima passagem (tela 3), chamamos a atencao para o fato de que a segunda
parcela da equacao proposta é um nimero real. Fazemos isso mostrando z, seu conju-
gado e circunferéncias cujos raios sao os modulos da soma e do quadrado da soma de
Ze + 1.

Na sequéncia, tratamos do ntimero complexo RZ = (z+14)?+]|z+1|, que corresponde
ao lado esquerdo da equacao. A condicao buscada é RZ = 6.

Na tela 4, movendo z, o estudante devera observar que apenas para certos valores
RZ & um real e apenas para um tnico valor de z temos satisfeita a condi¢ao dada.

Chega-se assim no plano da janela 2 a solugao geométrica da equagao
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Figura 2.6: Ita 2005 tela 2

O que vem na tela 5 é a busca da resposta a pergunta: qual é o menor natural n
para o qual 2™ (z ja encontrado e fixado) é um imaginario puro?

Em dois microtestes, recapitulamos a Férmula de Moivre, dando subsidios ao aluno
para terminar a questao.

Respondendo corretamente, vai ser possivel, na tela 6, manipular um cursor em que
n varia de 0 a 5 e as poténcias vao sendo vistas na janela 2. A opcao n = 2 surge
naturalmente porque o préximo expoente que torna 2" imaginario puro é 5.

A resolucao algébrica convencional vem nas proximas duas telas, confirmando os

resultados vistos e consolidando os conhecimentos.
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Figura 2.7: Ita 2005 tela 3
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Figura 2.8: Ita 2005 tela 6

Atividade 3: Questao da Vunesp 2003

Nessa questao, propomos que o aluno estude separadamente os elementos da equa-
¢ao dada. Para tanto, é proposto:

"Consideremos dois niimeros complexos: W = z —a e seu conjugado We,,; = Z —a.
O produto R = W * W,,,; ¢ um nitimero complexo cujo argumento é 0 e cujo médulo
é |[R| = [W]?. Usando o mouse, mova os controles abaixo e observe o produto R."

A ideia é reforcar o conceito do produto de um complexo pelo seu modulo, através
no uso do mouse e da observagao do plano.

Na tela 2, a proposta é resolver uma equacao do tipo 2.z = k e entender sensori-
almente que a solugdo é uma circunferéncia de centro na origem e raio Vk. Para isso,
um microteste ajuda a fixar o ponto.

Nas proximas fases o encaminhamento é o seguinte:

Agora vamos estudar a relacao entre W e z. Sabemos que z = W + a onde a é um
parametro variavel.

Use o controle a seguir para observar a posicao de z e de z para diversos valores de
a. (W continua variavel).

A relacao entre We,,; e z é analoga.

Como vocé descreve a influéncia de somar a?

Experimentalmente é possivel entender a translacao horizontal, de uma forma mais
eficiente que a memorizacao.

2

Para chegar a resolucao da questao, o caminho é o seguinte: Agora considere a
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Figura 2.9: Vunesp 2003 tela 2

equacao W.We,,; = 4, ja vista. Sabemos que sua solugao é uma circunferéncia de
centro na origem e raio 2. Mudando o argumento de W, pode-se visualizar os pontos
que sdo imagem de z tal que (z —a).(2 —a) =47

Manipulando controles do modulo e do argumento de z agora (e ndo mais de w),
pode-se observar que a resposta é uma circunferéncia transladada de a unidades e com
raio 7.

Terminando, o aluno observa a solugao algébrica convencional, j& com uma visao

geométrica da situacao.

Atividade 4: Questao da Ufscar 2006

No item b) desta questao temos uma oportunidade de explorar bastante a Geome-
tria.

Inicialmente, o aluno ira ter contato com varios inversos de poténcias de z, observand
os conforme z varia no plano. Em seguida, ira focar na soma z=! 4 272,

E uma oportunidade de praticar a regra do paralelogramo; "arrastando" as paralelas
aos vetores, determina-se o complexo da soma. Isso é feito para um z genérico e depois

para a situacao do enunciado, com z = —1.

O-
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Figura 2.10: Ufscar 2006 tela 2

A representacao no plano e a parte real e imaginaria pedida estarao evidentes.

O item a) exige que o aluno entenda que a soma de dez nimeros complexos é a
soma das partes reais e imaginarias. E em funcao disso, a soma de PA e de PG serao
necessarias. Microtestes lembram ao aluno as formulas.

Também nesse item a), é necessaria a compreensao de que i" tem comportamento

k

periddico e as oito primeiras parcelas da soma % se anulam.

Atividade 5 : Questao do Ita 2004

Esta ¢ a ultima atividade descrita neste trabalho, embora outras estejam disponiveis
para o estudante acessar ou baixar no link anterior. Acreditamos que o conjunto delas
podera trazer uma convivéncia mais harmoniosa com os niimeros complexos.

Alguns conceitos se repetirao em contextos diversos, explorando as possibilidades
que o uso de TICs nos facultam.

Essa questao tem forte apelo geométrico. A elipse é construida passo a passo. O
aluno ird posicionar os eixos e depois os focos até a figura se formar.

A circunferéncia solucdo de |z| = K também aparece através de manipulagao de
elementos.

O produto de complexos simétricos completa a abordagem.
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Figura 2.11: Tta 2004 tela 2
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Tabela de enunciados e links de atividades:

e INICIO
http://www.geogebratube.org/material /show /id /43434

Formuldrio e ezemplos geométricos das operacoes com compleros que serao usadas

nas resolugoes de vestibulares.

e VUNESP 2009
http://www.geogebratube.org/material /show /id /43617

O nimero complexo z = a+ bi € vértice de um triangulo equildtero, como mostra
a figura. Sabendo que a drea do tridngulo ¢ igual a 36+/3, determine 2* (figura:
triangulo equildtero com base horizontal de medida 2a, z no vértice oposto a ela,
altura b).

e VUNESP 2003
http://www.geogebratube.org/material /show /id /44026

Considere a varidvel complexa z dada por z = x + 1y, e seja Z o complexo Con-
jugado de z. a) Dada a equacio(z — a)(Z —a) = r%, onde r e a € R, calcule e
responda a qual configuracao geométrica ela corresponde. b) Escreva a equagdo

do circulo 2* +y?> = R%, R € R, em varidveis complezas.

e FUVEST 2013
http://www.geogebratube.org/material /show /id /42272

Considere o polinomio p(x) = z* 4+ 1. a) Ache todas as raizes complezas de p(x).

e FUVEST 2008
http://www.geogebratube.org/material /show/id /43381

A figura ao lado representa o nimero w = %

no plano complexo, sendo
i = v/—1 a unidade imagindria. Nessas condigdes, a) determine as partes real e

imagindria de % e de w3 3

1 .
. b) represente - e w’ na figura ao lado. c) determine
as raizes complezas da equagdo w® — 1 = 0. (figura: apenas circunferéncia com

z no sequndo quadrante)

29
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FUVEST 2000

http://www.geogebratube.org/material /show/id /41038

a) Determine todas as solugoes, no campo complexo, da equagio zZ = i.2%, onde
i € a unidade imagindria, isto é, i = —1 e z € o conjugado de z. b) Represente
essas solucoes no plano complexo, usando um sistema de coordenadas.

ITA 1995

http://www.geogebratube.org/material /show /id /42903

Seja z um nimero complezo satisfazendo Re(z) > 0 e (z+1)?+|z+1]*> = 6, onde
Z € o conjugado de z . Sen é o menor natural para o qual z" € um imagindrio
puro, entao n € igual a: a) 1b) 2 ¢) 8d) 4 e) 5.

ITA 2004

http://www.geogebratube.org/material /show /id /43356

Considere todos os numeros z = x + 1y que tém mddulo 4 e estao na elipse
2? +4y? = 4. Entdo, o produto deles ¢ igual a: a) 2 b) 3 ¢) 5t d) 2 ¢) 4.
UFSCAR 2006

http://www.geogebratube.org/material /edit /id /43408

SejaasomaS:(x+y+%)—|—(m2+3y+zi2)+(x3+5y+zi3)+(a;4+7y+zi4)+...

Considerando cada parcela da soma como sendo a erpressao entre paréntesis a)
determine o nimero complexo a—+bi que resulta da soma das 10 primeiras parcelas
de S, quando x = 2,y =1 e z € a unidade imagindria i. Escreva, na forma trigo-
nométrica, o niumero complexo que resulta da soma das duas primeiras parcelas

de S, quando x = y = 0 e z = -i, e represente-o no plano Argand-Gauss.

UFMG 2007
http://www.geogebratube.org/material /show /id /43618

Seja S o congunto de nimeros complexos z tais que |z —2+4i)| = 2. 1) No plano
complezxo, faga o esbogo de S, sendo z = x + iy, com x e y numeros reais. 2)

determine o ponto de S mais prorimo da origem.
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