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RESUMO

Estudamos o comportamento do deslocamento médio para um conjunto de partículas
movendo-se aleatoriamente ao longo de um eixo na ausência de forças externas. Cada
partícula pode dar passos discretos e variáveis com amplitude no limite xϵr´E, Es. As
partículas não interagentes entre si e estão confinadas a se moverem entre xϵr´L, Ls, com
L ąą E. Mostramos que o comportamento do deslocamento médio obedece uma função
de escala com expoentes críticos bem determinados.

Palavras-chave: deslocamento médio, densidade de probabilidade, difusão das partículas,
expoente críticos.



ABSTRACT

We study the average displacement behavior for a set of particles moving randomly along
an axis in the absence of external forces. Each particle can take discrete and variable
steps with amplitude in the limit xϵr´E, Es. The particles do not interact between with
each other and are confined to move between xϵr´L, Ls, with L ąą E. We show that
the behavior of the average displacement obeys a scaling function with well-determined
critical exponents.

Keywords: mean displacement, probability density, particle diffusion, critical exponents.
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1 INTRODUÇÃO

Para estudar um sistema de difusão de partículas, deve-se compreender os
processos que realizam a montagem do sistema. O primeiro processo é o da caminhada
aleatória introduzido, em 1905 por Karl Pearson (PEARSONS, 1905), que descreve um
número Z começando da origem de um sistema, passa por um processo aleatório onde
cada passo dado por esse número desloca-se de +1 e -1 em relação a origem com a mesma
probabilidade. Um exemplo desse sistema um conjunto de partículas que se desloca em
um eixo qualquer.

Outro processo que descreve esse movimento aleatório é o processo de difusão de
corpos. Tal processo foi descoberto por Robert Brown, em 1827 (FEYNMAN M. SANDS,
1964), que através de um microscópio observou o movimento irregular de partículas do
tamanho de um mícron que estavam suspensas em um líquido, onde esse sistema ganhou o
nome de movimento Browniano (FEYNMAN M. SANDS, 1964). Baseado na descoberta de
Brown, Thomas Graham definiu, em 1831 um sistema cujo os gases estavam se difundindo
entre si, sendo o primeiro a apresentar um experimento que comprovava o modelo da
difusão, e mais tarde ele performou o mesmo experimento para um sal submerso em
líquidos, observando que a difusão era mais lenta em comparação aos gases (PHILIBERT,
2005).

A partir dos sistemas propostos por Graham, Adolf Fick realizou o seu próprio
experimento, onde observou como um sistema com dois tubos de água conectados, com
diferentes concentrações de sal se comportavam e, através dos seus resultados, ele formulou
as leis que seriam base para a compreensão da difusão dos sólidos, líquidos e dos gases,
onde tais leis são chamadas de leis de Fick (PHILIBERT, 2005).

Esse trabalho terá como objetivo investigar o comportamento de um conjunto
de partículas que estarão se difundindo confinadas em um eixo finito, em que o movimento
poderá ser descrito através das leis de Fick e do movimento aleatório.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Para realizar o estudo do movimento de difusão de um conjunto de partícu-
las, que estão deslocando em um eixo unidimensional, nesse trabalho, será necessário o
conhecimento básico das leis de Fick e a descrição do processo de caminhada aleatória.

2.1 LEI DE FICK

Postuladas no ano de 1855, pelo físico e fisiologista alemão Adolf Eugen Fick,
através de resultados experimentais, as leis de Fick vão descrever o funcionamento do
fenômeno da difusão, tanto para líquidos, mas também para sólidos e gases, considerando
que todos os estados da matéria são capazes e apresentam grande importância para a
formulação da lei de difusão.

Para esse trabalho, deve-se notar que ambas as primeira e segunda leis vão
apresentar grande importância para o seu desenvolvimento, entretanto o foco geral estará
na segunda lei proposta por Fick. Contudo, deve ser considerado que o desenvolvimento
da segunda só vai ser possível devido à existência da primeira lei.

De tal modo a primeira lei, que é chamada de lei do fluxo de difusão para o
gradiente da concentração, diz que para um experimento tendo duas regiões, onde uma
região vai apresentar alta concentração de partículas e outra região com baixa concentração,
o movimento das partículas entre essas duas regiões vai ser dado de acordo com o gradiente
da concentração. Ou seja, as partículas vão se deslocar da região de maior concentração
para uma de concentração mais baixa.

A equação que descreve a lei é dada em sua forma mais comum por:

Jpx, tq “ ´D
Bp

Bx
, (2.1)

onde J é a difusão de fluxo pela unidade de área pelo tempo, D é o coeficiente de difusão,
p é a concentração e x identifica a posição das partículas (ATKINS; PAULA, 2006).

Já a segunda lei terá como foco a difusão de uma concentração de uma deter-
minada partícula ou material, em um volume ou eixo, para uma variação do tempo. A
segunda lei de Fick poderá ser calculada através do oposto da derivada parcial da primeira
lei pela derivada do espaço, tal que:

Bp

Bt
“ ´

BJ

Bx
; (2.2)

onde substituindo o resultado da primeira lei na difusão do fluxo da segunda, tem que:
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Bp

Bt
“

B

Bx

´DBp

Bx

¯

; (2.3)

Bp

Bt
“ D

B2p

Bx2 . (2.4)

A equação (2.4) é conhecida como a equação de difusão e será considerada no decorrer
desse trabalho.

2.2 CAMINHADA ALEATÓRIA

O movimento das partículas será descrito pela figura (1). Assumindo que existe
um conjunto de partículas não interagentes que se movem ao longo de um eixo, cada
partícula dá passos discretos com amplitude máxima E para a direita, com probabilidade
p, ou para a esquerda com probabilidade q. A cada passo, p ` q “ 1 e o passo ao instante
de tempo n independe do instante anterior, n ´ 1 e tampouco afeta o estado n ` 1 (REIF,
2009).

No instante inicial a partícula encontra-se em x “ 0.

Figura 1 – Eixo de movimento aleatório da partícula.

Na formulação estatística do problema o experimento deverá ser repetido um
grande número de vezes. Observaremos, depois de um grande número de repetições, uma
equação que descreve o movimento das partículas:

x “ ml; (2.5)

onde l é o comprimento do passo e m é um número inteiro, cujos os limites do sistema são
definidos como:
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´N ď m ď N. (2.6)

sendo N o número de passos deslocados no eixo x.

2.3 DIFUSÃO DAS PARTÍCULAS

Para compreender o sistema de difusão das partículas a ser estudado, vai ser
necessário um conhecimento prévio das leis de Fick e da caminhada/passeio aleatório de
uma partícula.

Nesse trabalho ambos os conteúdos mencionados serão aplicados para um
conjunto de várias partículas se difundindo ao longo de um eixo unidimensional x.

A equação da difusão é dada por:

Bppx, nq

Bn
“ D

B2ppx, nq

Bx2 ; (2.7)

onde D é o coeficiente de difusão, p “ ppx, nq fornece a densidade de probabilidade de
se observar uma partícula na posição xϵr´L, Ls no instante n, onde L identifica o limite
espacial onde a partícula pode se difundir (BALAKRISHNAN, 2008; LEONEL et al.,
2020).

Utilizando uma equação recursiva, a equação que fornece a posição da partícula:

xn`1 “ xn ` ϵZpnq; (2.8)

onde xn é a posição da partícula no instante n, xn`1 é a posição da partícula no instante
n ` 1, ϵ é a amplitude do passo que está sendo dado pela partícula e Z é um número
aleatório contido entre os valores r´1, 1s.

O coeficiente da difusão D é obtido da equação:

D “
x2

n`1 ´ x2
n

2 . (2.9)

Para encontrar D, será necessário conhecer a diferença das médias quadradas
das posições e ela é obtida ao se elevar a equação da posição ao quadrado, que fornece:

x2
n`1 ´ x2

n “
ϵ2

2 , (2.10)

e assim, substituindo a equação acima, o coeficiente D é dado por:

D “
ϵ2

4 , (2.11)
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Como a partícula pode se mover apenas entre ´L ď x ď L onde |L| ą 0, temos que
as barreiras são refletoras onde a figura (2) mostra um esboço da região limite. Isso
implica que para a equação de difusão com condição inicial ppx, 0q “ δpxq tem as seguintes
condições de contorno:

Bp

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

x“˘L
“ 0; (2.12)

para todo n ě 0.

Figura 2 – Eixo unidimensional finito com barreiras na distancia a da origem.

A solução para a equação acima é dada através do método da separação de
variáveis (KUWANA, 2022), tal que:

ppx, nq “ XpxqNpnq, (2.13)

onde X é uma função que depende apenas de x e N depende apenas de n:

Bp

Bn
“ Xpxq

dN

dn
, (2.14)

Bp

Bx
“

dX

dx
Npnq Ñ

B2p

Bx2 “
d2X

dx2 Npnq, (2.15)
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então substituindo as funções

Xpxq
dN

dn
“ DNpnq

d2X

dx2 , (2.16)

1
Npnq

dN

dn
“ D

1
Xpxq

d2X

dx2 “ ´â, (2.17)

onde â P R, desta forma temos,

dN

N
“ ´âdn, (2.18)

D
d2X

dx2 ` âX “ 0, (2.19)

Resolvendo a primeira equação,

ż Npnq

N0

dN

N
“ ´â

ż n

0
dn Ñ ln N

ˇ

ˇ

ˇ

Npnq

N0
“ ´ân, (2.20)

ln
´Npnq

N0

¯

“ ´ân, (2.21)

Npnq “ N0e
´ân, (2.22)
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A solução da equação (2.19) é dada considerando Xpxq “ Ãeλx, onde as deri-
vadas são:

dX

dx
“ Ãλeλx, (2.23)

d2X

dx2 “ Ãλ2eλx, (2.24)

Substituindo as expressões de Xpxq e d2X

dx2 na equação (2.19)

DÃλ2eλx
` âÃeλx

“ 0, (2.25)

λ “ ˘i

c

â

D
; (2.26)

onde a solução é escrita como:

Xpxq “ Aei
?

â
D

x
` Be´i

?
â
D

x. (2.27)

Usando a relação de Euler:

Xpxq “ A
”

cos
´

cos
c

â

D
x

¯

`isen
´

c

â

D
x

¯ı

`B
”

cos
´

cos
c

â

D
x

¯

´isen
´

c

â

D
x

¯ı

, (2.28)
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Xpxq “ pA ` Bq cos
´

c

â

D
x

¯

` ipA ´ Bqsen
´

c

â

D
x

¯

, (2.29)

Considerando A “
ã

2 ´ i
b̃

2 e B “
ã

2 ` i
b̃

2, onde A ` B “ ã e A ´ B “ ´ib̃, X(x)
obtemos:

Xpxq “ ã cos
´

c

â

D
x

¯

` b̃sen
´

c

â

D
x

¯

. (2.30)

Aplicando as condições de contorno.

BX

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

x“L
“ ´ã

c

â

D
sen

´

c

â

D
L

¯

` b̃

c

â

D
cos

´

c

â

D
L

¯

“ 0, (2.31)

temos:

´ãsen
´

c

â

D
L

¯

` b̃ cos
´

c

â

D
L

¯

“ 0, (2.32)

rearranjando a equação para encontrar a razão b̃

ã
, teremos:

b̃

ã
“

sen
´

b

â
D

L
¯

cos
´

b

â
D

L
¯ , (2.33)

Já para ´L

BX

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

x“´L
“ ´ã

c

â

D
sen

´

´

c

â

D
L

¯

` b̃

c

â

D
cos

´

c

â

D
L

¯

“ 0, (2.34)
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´ãsen
´

c

´
â

D
L

¯

` b̃ cos
´

´

c

â

D
L

¯

“ 0, (2.35)

b̃

ã
“

sen
´

´

b

â
D

L
¯

cos
´

´

b

â
D

L
¯ , (2.36)

Igualando as condições de contorno, obtemos:

sen
´

b

â
D

L
¯

cos
´

b

â
D

L
¯ “

sen
´

´

b

â
D

L
¯

cos
´

´

b

â
D

L
¯ , (2.37)

sen
´

c

â

D
L

¯

“ sen
´

´

c

â

D
L

¯

, (2.38)

sen
´

c

â

D
L

¯

“ ´sen
´

c

â

D
L

¯

, (2.39)

sen
´

c

â

D
L

¯

“ 0, (2.40)

c

â

D
L “ kπ, k “ 0, 1, 2, ..., (2.41)

â “
k2π2D

L2 , k “ 0, 1, 2, ... (2.42)
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Quando k “ 0 e â “ 0:

dN

dn
“ 0 Ñ Npnq “ Ñ0, em que Ñ0 é constante

d2X

dx2 “ 0 Ñ
dX

dx
“ X0 Ñ Xpxq “ X0x ` X1, em que X0 e X1 são constantes.

Daí temos que:

ppx, nq “ Ñ0pX0x ` X1q, (2.43)

derivando a (2.43) em x, e aplicando as condições de contorno da equação (2.12)

Bp

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

x“˘a
“ Ñ0X0 Ñ X0 “ 0 (2.44)

Dessa forma a equação da densidade de probabilidade é.

ppx, nq “ Ñ0X1 `

´
8
ÿ

k“1
ak cos

´kπx

L

¯

` bksen
´kπx

L

¯¯

e
´pk2π2Dnq

L2 . (2.45)

Denotando a0 “ Ñ0X1, podemos aplicar as condições inicias em ppx, nq da
seguinte forma:

ppx, 0q “ a0 `

´
8
ÿ

k“1
ak cos

´kπx

L

¯

` bksen
´kπx

L

¯¯

, (2.46)
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“ δpx ´ x0q. (2.47)

A função delta de Dirac pode ser escrita como:

δpyq “
1

2π

8
ÿ

k“´8

aksenpkyq ` bk cospkyq, (2.48)

δpyq “
1

2π
`

1
π

8
ÿ

k“1
cospkyq. (2.49)

Substituindo y na equação por πx

L

δ
´πx

L

¯

“
1

2π
`

1
π

8
ÿ

k“1
cos

´kπx

L

¯

. (2.50)

Por outro lado a delta de Dirac tem a propriedade:

δpaxq “
1
a

δpxq, (2.51)

Assim

δ
´πx

L

¯

“
L

π
δpxq, (2.52)

“
1

2π
`

1
π

8
ÿ

k“1
cos

´kπx

L

¯

. (2.53)
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Desta equação obtemos:

δpxq “
1

2π
`

1
π

8
ÿ

k“1
cos

´kπx

L

¯

. (2.54)

Substituindo x por x ´ x0, temos:

δpx ´ x0q “
1

2π
`

1
π

8
ÿ

k“1
cos

´kπpx ´ x0q

L

¯

, (2.55)

δpx ´ x0q “
1

2π
`

1
π

8
ÿ

k“1

´

cos
´kπx

L

¯

cos
´kπx0

L

¯

` sen
´kπx

L

¯

sen
´kπx0

L

¯¯

, (2.56)

Comparando as equações (2.46) e (2.56), temos que:

a0 “
1

2L
,

ak “
1
L

cos
´kπx0

L

¯

,

bk “
1
L

sen
´kπx0

L

¯

,

Logo a probabilidade é escrita como:

ppx, nq “
1

2L
`

1
L

8
ÿ

k“1

´

cos
´kπx

L

¯

cos
´kπx0

L

¯

` sen
´kπx

L

¯

sen
´kπx0

L

¯¯

e
´pk2π2Dnq

L2 . (2.57)

Considerando x0 na origem, ou seja, x0 “ 0, temos:
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ppx, nq “
1

2L
`

1
L

8
ÿ

k“1
cos

´kπx

L

¯

e
´pk2π2Dnq

L2 . (2.58)

Considerando a difusão em uma linha finita ´L ď x ď L, partindo do ponto
de origem do eixo, determina-se o valor quadrado médio do deslocamento da partícula por:

x2pnq “

ż L

´L

x2ppx, nqdx, (2.59)

O estudo analítico desse sistema é dado pela substituição da equação (2.58) na
equação (2.59) tal que:

x2pnq “

ż L

´L

x2
´ 1

2L
`

1
L

8
ÿ

k“1
cos kπx

L
e

´pk2π2Dnq

L2

¯

dx, (2.60)

x2pnq “
x3

6L

ˇ

ˇ

ˇ

L

´L
`

1
L

8
ÿ

k“1

ż L

´L

x2 cos
´kπx

L

¯

dxe

´

´k2πDn

L2

¯

, (2.61)

x2pnq “
2L3

6L

ˇ

ˇ

ˇ

L

´L
`

1
L

8
ÿ

k“1
x2sen

´kπx

L

¯ L

kπ

ˇ

ˇ

ˇ

L

´L
´

ż L

´L

x2sen
´kπx

L

¯ L

kπ
2xdxep

´k2πDn

L2 q, (2.62)

x2pnq “
L2

3 `
1
L

8
ÿ

k“1

L

kπ

´

0 ´ 2
´

´ x cos
´kπx

L

¯ L

kπ

ˇ

ˇ

ˇ

L

´L
`

ż L

´L

x2 cos
ˆ

kπ

L

˙

L

kπ
dx

¯¯

ep
´k2πDn

L2 q,

(2.63)

x2pnq “
L2

3 `

8
ÿ

k“1

2L2

k2π2 pL cos pkπq ` L cos pkπqqep
´k2πDn

L2 q, (2.64)
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onde cos pkπq “ p´1q
k:

x2pnq “
L2

3 `

8
ÿ

k“1

4L2

k2π2 ep
´k2πDn

L2 q. (2.65)

Tomando a média em n, tal que:

x2pnq “
1
n

n
ÿ

J“1
x2, (2.66)

Observa-se que apenas a exponencial tem dependência em n, então:

x2pnq “
1
n

n
ÿ

J“1
e

´

´k2π2DJ

L2

¯

“
1
n

pe

´

´k2π2D

L2

¯

` e

´

´k2π2D2
L2

¯

` ... ` e

´

´k2π2Dn

L2

¯

q, (2.67)

Tendo a “
k2π2D

L2 , a soma pode ser dada por:

S “ e´a
p1 ` e´a

` e`2a
` ... ` e´pn´1qa

q. (2.68)

onde a soma entre parenteses é:

s “ 1 ` e´a
` e`2a

` ... ` e´pn´1qa. (2.69)

multiplicando s por e´a e subtraindo temos:

se´a
“ e´a

` e´2a
` ... ` e´na, (2.70)

s ´ se´a
“ sp1 ´ e´a

q “ 1 ´ e´a, (2.71)
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s “
1 ´ e´na

1 ´ e´a
, (2.72)

Logo:

S “ e

´

´k2π2D

L2

¯

1 ´ e

´

´k2π2Dn

L2

¯

1 ´ e

´

´k2π2D

L2

¯ . (2.73)

Assim:

x2pnq “ L2
´1

3 `
4
π2

8
ÿ

k“1

p´1qk

k2
1
n

e

´

´k2π2D

L2

¯

1 ´ e

´

´k2π2Dn

L2

¯

1 ´ e

´

´k2π2D

L2

¯

¯

, (2.74)

onde xrms “

b

x2pnq

xrms “ L

g

f

f

f

f

e

1
3 `

4
π2

8
ÿ

k“1

p´1qk

k2
1
n

e

´

´k2π2D

L2

¯

1 ´ e

´

´k2π2Dn

L2

¯

1 ´ e

´

´k2π2D

L2

¯ . (2.75)

Para n ăă nx, podemos propor a hipótese de escala para um expoente de
aceleração β

xrms “ Anβ. (2.76)

e o número de crossover será dado pela segunda hipótese de escala para um expoente
crítico Z:

nx “ ϵZ . (2.77)

Para o valor mínimo

k “ 1. (2.78)
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e
´π2D

L2 » 1 ´
π2D

L2 » 1 Ñ 1 ´ e
´π2D

L2 »
π2D

L2 , (2.79)

e
´π2Dn

L2 » 1 ´
π2Dn

L2 `
1
2

π4D2n2

L4 . (2.80)

Substituindo na equações teremos que:

xrms “ L

d

1
3 ´

4
π2

1
n

π2Dn
L2 ´ 1

2
π4D2n2

L4

π2D
L2

, (2.81)

xrms “ L

d

1
3 ´

4
π2

1
n

2π2DL2n´π4D2n2

2L4

π2D
L2

, (2.82)

xrms “ L

c

1
3 ´

4
π2

1
n

π2Dnp2L2 ´ π2Dnq

2L2π2D
, (2.83)

xrms “ L

c

1
3 ´

4
π2

p2L2 ´ π2Dnq

2L2 , (2.84)

xrms “ L

c

1
3 ´

´4L2 ` 2π2Dn

π2L2

¯

, (2.85)

xrms “ L

c

1
3 ´

4L2

π2L2 `
2π2Dn

π2L2 , (2.86)
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xrms “ L

c

1
3 ´

4
π2 `

2Dn

L2 , (2.87)

Considerando D “
ϵ2

4

xrms “ L

c

1
3 ´

4
π2 `

2nϵ2

4L2 , (2.88)

xrms “ L

c

1
3 ´

4
π2 `

nϵ2

2L2 , (2.89)

xrms »

c

nϵ2

2L2 , (2.90)

onde

xrms9pϵ2nq
1
2 . (2.91)

comparando (2.91) com a primeira hipótese de escala (2.76) obtemos β “
1
2

Considerando novamente a primeira hipótese em (2.76) sendo igual a uma
constante, poderá ser observado que para xrms crescendo exponencialmente, um valor xsat

em que o crescimento estabiliza, tal que:

xrms “ xsat, (2.92)

onde

xsat “ Anβ, (2.93)
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isolando n na equação (2.93), obtemos

n “

´xsat

A

¯
´1
β

, (2.94)

Comparando com a segunda hipótese apresentada na equação (2.77), temos

n “ nx, (2.95)

´xsat

A

¯

“ ϵ, (2.96)

z “ ´
1
β

. (2.97)

Logo, o expoente crítico é igual ao inverso de β, ou seja, seu valor é igual a ´2.
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3 METODOLOGIA EXPERIMENTAL

Os materiais utilizados para a realização do estudo foram um computador com
origin versão 8E ou qtgrace versão 027 e o Vs code instalado, no qual o programa apresenta
as seguintes extensões: C/C++ v 1.15.4, Code runner v 0.12.0, Modern Fortran v 3.2.0,
wsl v 0.77.01, e juntamente com essas extensões o mingw -w64 GCC e o Ubuntu 20.04
para windows no computador. Isso permitiu o uso do fortran no windows, já que depois da
instalação desses programas, foi possível simular um ambiente de linux dentro do sistema
da windows.

Os resultados foram obtidos a partir de dois procedimentos. Um deles usando
simulação numérica e o outro via solução da equação de difusão.

As simulações numéricas foram realizadas da seguinte forma. Uma partícula é
colocada na posição x0 “ 0 e a dinâmica aleatória é evoluída até o limite de 107 passos.
Sua posição a cada passo é armazenada em um vetor. Encontrado o tempo permitido
para a caminhada da partícula, uma nova partícula inicia sua dinâmica da mesma posição
inicial. Como as partículas fazem caminhadas aleatórias, a trajetória de uma nunca será
igual à trajetória de outra. Novamente a série temporal é armazenada em um vetor e o
processo continua até que um total de 1000 partículas são estudados.

Conforme visto na figura (3), o eixo vai ser limitado ´L ď x ď L, sendo |L| ą 0,
tal que:

Figura 3 – Eixo unidimensional x com barreiras nas distâncias L.

A equação que define o sistema é:

x̃n`1 “ x̃n ` aZpnq, (3.1)
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onde o x̃n é a posição da partícula no instante n, x̃n`1 a posição da partícula se deslocou
no instante n ` 1, Z é um número aleatório contido entre r´1, 1s e a é o tamanho de um
passo dado, onde ambos a e L são números reais.

Redefinindo as variáveis como:

Figura 4 – Resultado do eixo sendo dividido por L.

x̃n`1

L
“

x̃n

L
`

a

L
Zpnq (3.2)

tendo como propriedade o fato que a posição vai ser dada por x “
x̃

L
, sendo que o tamanho

do passo apresenta propriedade similar ϵ “
a

L
, e observa que |L|

L
“ 1, com isso podemos

substituir na equação os valores e teremos:

xn`1 “ xn ` ϵZpnq,

Como é observado, o deslocamento da partícula é pela equação (2.8), onde
teremos um eixo que apresenta as seguintes propriedades:

Se x ě 1, então x Ñ x ´ ϵ,

Se x ď ´1, então x Ñ x ` ϵ.
Uma partícula, na figura (4), partindo da origem, encontra os limites dados pelas proprie-
dades acima. Estes limites funcionam como barreiras, ou seja, impedem que a partícula os
atravesse.
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4 DESLOCAMENTO DAS PARTÍCULAS

Conforme descrito no capítulo anterior, um conjunto de 1000 partículas foi
evoluído a partir da condição inicial x0 “ 0. O observável de interesse é dado por:

xrms “

g

f

f

e

1
m

m
ÿ

i“1

1
n

n
ÿ

j“1
x2

ij, (4.1)

onde m “ 1000 corresponde ao tamanho do conjunto de condições iniciais distintos e
n “ 107 foi o limite superior do tempo de caminhada.

A figura (5) mostra o comportamento de xrms vs n para diferentes valores de
parâmetro de controle ϵ.

Podemos observar que as curvas crescem paralelas umas às outras para tempos
curtos e saturam em um valor de xrms constante para tempos suficientemente longos.

Observamos que para n ăă nx, o comportamento de xrms „ nβ, onde β é um
expoente de aceleração. Ajustes em lei de potência fornecem β “

1
2 conforme previsto pela

descrição da caminhada aleatória.

O número de passo de crossover nx marca a mudança do regime de crescimento
para a saturação e é dado por nx „ ϵz, onde z é um expoente crítico.

A figura (6) mostra o comportamento de nx vs ϵ e um ajuste em lei de potência
fornece z “ ´1, 98p1q « ´2

Figura 5 – Comportamento de xrms em função de n para vários valores de ϵ.
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O comportamento descrito na figura (5) indica que as curvas de xrms podem
exibir a característica de invariância de escala. Essa hipótese é confirmada quando reali-
zamos a seguinte tranformação n Ñ

n

ϵz
n eixo das horizontais. Após essa transformação,

todas as curvas mostradas na figura (5) se sobrepõem umas sobre as outras em uma única
curva universal, conforme mostrado na figura (7).

Figura 6 – Gráfico de nx vs ϵ. Um ajuste em lei de potência fornece z “ ´1, 98p1q

Figura 7 – Sobreposição das curvas de xrms mostradas na figura (5) em uma única curva
universal após a mudança de escala n Ñ

n

ϵz
.
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5 CONCLUSÃO

O trabalho apresentado teve o objetivo de investigar o comportamento de
um grupo de partículas se difundindo aleatoriamente em um determinado eixo finito e
unidimensional.

Mostramos que o comportamento do observável xrms é descrito por uma hipótese
de escala admitindo a existência de dois expoentes críticos z “ ´1, 98p1q e β “

1
2.

A densidade de probabilidade ppx, nq de se observar uma partícula na posição
x no instante n é obtida a partir da solução da equação de difusão impondo condições de
contorno e condições iniciais.

Como perspectiva pretendemos apresentar esses resultados na forma de um
artigo científico.
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