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RESUMO

Estudamos o comportamento do deslocamento médio para um conjunto de particulas
movendo-se aleatoriamente ao longo de um eixo na auséncia de forgas externas. Cada
particula pode dar passos discretos e varidveis com amplitude no limite ze[—F, E]. As
particulas ndo interagentes entre si e estao confinadas a se moverem entre xe[—L, L], com
L >> E. Mostramos que o comportamento do deslocamento médio obedece uma funcao

de escala com expoentes criticos bem determinados.

Palavras-chave: deslocamento médio, densidade de probabilidade, difusdao das particulas,

expoente criticos.



ABSTRACT

We study the average displacement behavior for a set of particles moving randomly along
an axis in the absence of external forces. Each particle can take discrete and variable
steps with amplitude in the limit ze|—F, E]. The particles do not interact between with
each other and are confined to move between xe[—L, L], with L >> E. We show that
the behavior of the average displacement obeys a scaling function with well-determined

critical exponents.

Keywords: mean displacement, probability density, particle diffusion, critical exponents.
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1 INTRODUCAO

Para estudar um sistema de difusdo de particulas, deve-se compreender os
processos que realizam a montagem do sistema. O primeiro processo é o da caminhada
aleatéria introduzido, em 1905 por Karl Pearson (PEARSONS, 1905), que descreve um
nimero Z comecando da origem de um sistema, passa por um processo aleatério onde
cada passo dado por esse nimero desloca-se de +1 e -1 em relagdo a origem com a mesma
probabilidade. Um exemplo desse sistema um conjunto de particulas que se desloca em

um eixo qualquer.

Outro processo que descreve esse movimento aleatério é o processo de difusao de
corpos. Tal processo foi descoberto por Robert Brown, em 1827 (FEYNMAN M. SANDS,
1964), que através de um microscépio observou o movimento irregular de particulas do
tamanho de um micron que estavam suspensas em um liquido, onde esse sistema ganhou o
nome de movimento Browniano (FEYNMAN M. SANDS, 1964). Baseado na descoberta de
Brown, Thomas Graham definiu, em 1831 um sistema cujo os gases estavam se difundindo
entre si, sendo o primeiro a apresentar um experimento que comprovava o modelo da
difusao, e mais tarde ele performou o mesmo experimento para um sal submerso em

liquidos, observando que a difusdo era mais lenta em comparacao aos gases (PHILIBERT,
2005).

A partir dos sistemas propostos por Graham, Adolf Fick realizou o seu préprio
experimento, onde observou como um sistema com dois tubos de dgua conectados, com
diferentes concentracoes de sal se comportavam e, através dos seus resultados, ele formulou
as leis que seriam base para a compreensao da difusao dos soélidos, liquidos e dos gases,
onde tais leis sdo chamadas de leis de Fick (PHILIBERT, 2005).

Esse trabalho tera como objetivo investigar o comportamento de um conjunto
de particulas que estardo se difundindo confinadas em um eixo finito, em que o movimento

podera ser descrito através das leis de Fick e do movimento aleatorio.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Para realizar o estudo do movimento de difusao de um conjunto de particu-
las, que estao deslocando em um eixo unidimensional, nesse trabalho, serd necessario o

conhecimento basico das leis de Fick e a descricao do processo de caminhada aleatoria.

2.1 LEI DE FICK

Postuladas no ano de 1855, pelo fisico e fisiologista alemao Adolf Eugen Fick,
através de resultados experimentais, as leis de Fick vao descrever o funcionamento do
fenémeno da difusdo, tanto para liquidos, mas também para solidos e gases, considerando
que todos os estados da matéria sao capazes e apresentam grande importancia para a

formulagao da lei de difusao.

Para esse trabalho, deve-se notar que ambas as primeira e segunda leis vao
apresentar grande importancia para o seu desenvolvimento, entretanto o foco geral estard
na segunda lei proposta por Fick. Contudo, deve ser considerado que o desenvolvimento

da segunda s vai ser possivel devido a existéncia da primeira lei.

De tal modo a primeira lei, que é chamada de lei do fluxo de difusdo para o
gradiente da concentracao, diz que para um experimento tendo duas regides, onde uma
regiao vai apresentar alta concentragao de particulas e outra regiao com baixa concentracao,
o movimento das particulas entre essas duas regioes vai ser dado de acordo com o gradiente
da concentragao. Ou seja, as particulas vao se deslocar da regiao de maior concentracao

para uma de concentragao mais baixa.

A equacao que descreve a lei é dada em sua forma mais comum por:

op
e
onde J é a difusao de fluxo pela unidade de area pelo tempo, D é o coeficiente de difusao,
p é a concentragao e x identifica a posigao das particulas (ATKINS; PAULA, 2006).

J(z,t) = =D (2.1)

Ja a segunda lei tera como foco a difusao de uma concentracao de uma deter-
minada particula ou material, em um volume ou eixo, para uma variagdo do tempo. A
segunda lei de Fick poderd ser calculada através do oposto da derivada parcial da primeira

lei pela derivada do espaco, tal que:

o _ 4,
ot ox’

onde substituindo o resultado da primeira lei na difusao do fluxo da segunda, tem que:

(2.2)
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dp 0 (Ddp\.
a = ala) (23)
op %p

A equagdo (2.4) é conhecida como a equagao de difusdo e serd considerada no decorrer

desse trabalho.

2.2 CAMINHADA ALEATORIA

O movimento das particulas sera descrito pela figura (1). Assumindo que existe
um conjunto de particulas nao interagentes que se movem ao longo de um eixo, cada
particula da passos discretos com amplitude maxima £ para a direita, com probabilidade
p, ou para a esquerda com probabilidade ¢q. A cada passo, p + ¢ = 1 e 0 passo ao instante
de tempo n independe do instante anterior, n — 1 e tampouco afeta o estado n + 1 (REIF,
2009).

No instante inicial a particula encontra-se em z = 0.

Figura 1 — Eixo de movimento aleatorio da particula.

Na formulacao estatistica do problema o experimento devera ser repetido um
grande nimero de vezes. Observaremos, depois de um grande nimero de repetigoes, uma

equacao que descreve o movimento das particulas:

x = ml; (2.5)

onde [ é o comprimento do passo e m ¢ um nimero inteiro, cujos os limites do sistema sao

definidos como:
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-N<m<N. (2.6)

sendo N o nmero de passos deslocados no eixo x.

2.3 DIFUSAO DAS PARTICULAS

Para compreender o sistema de difusao das particulas a ser estudado, vai ser
necessario um conhecimento prévio das leis de Fick e da caminhada/passeio aleatério de

uma particula.

Nesse trabalho ambos os conteiidos mencionados serao aplicados para um

conjunto de varias particulas se difundindo ao longo de um eixo unidimensional x.

A equacao da difusao é dada por:

plen) _ plan).
on or?

onde D é o coeficiente de difusdo, p = p(z,n) fornece a densidade de probabilidade de

(2.7)

se observar uma particula na posi¢do xe[—L, L] no instante n, onde L identifica o limite
espacial onde a particula pode se difundir (BALAKRISHNAN, 2008; LEONEL et al.,
2020).

Utilizando uma equacao recursiva, a equagao que fornece a posicao da particula:
Tpi1 = Tn + €Z(n); (2.8)

onde z,, é a posicao da particula no instante n, z,,1 é a posicdo da particula no instante
n + 1, € é a amplitude do passo que esta sendo dado pela particula e Z é um niimero

aleatério contido entre os valores [—1,1].

O coeficiente da difusdo D ¢é obtido da equacao:

2 2
Tpy1 — T

R (2.9)

Para encontrar D, sera necessario conhecer a diferenca das médias quadradas

das posigoes e ela ¢ obtida ao se elevar a equagao da posicao ao quadrado, que fornece:

T -0 = 5 (2.10)

e assim, substituindo a equagao acima, o coeficiente D ¢é dado por:

D=t (2.11)
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Como a particula pode se mover apenas entre —L < z < L onde |L| > 0, temos que
as barreiras sao refletoras onde a figura (2) mostra um esbogo da regiao limite. Isso
implica que para a equagao de difusdo com condicao inicial p(x,0) = §(z) tem as seguintes

condigoes de contorno:

dp

o = (; 2.12
é’x r=+L ’ ( )

para todo n = 0.

Figura 2 — Eixo unidimensional finito com barreiras na distancia a da origem.
A solugao para a equacao acima é dada através do método da separacao de

variaveis (KUWANA, 2022), tal que:

p(z,n) = X(x)N(n), (2.13)

onde X é uma funcao que depende apenas de x e N depende apenas de n:

op dN
dp dX P*p  d’X
T dr (n) — Pl WN(H)’ (2.15)
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entao substituindo as fungoes

dN d*X
X(z)— = DN(n)— 2.1
(1) = DN() 5, (216)
1 dN 1 d?°X
i - 2.17
N(n) dn X(z) dx? @ (2.17)
onde a € R, desta forma temos,
dN
?X
Resolvendo a primeira equacao,
N(n) aN n N(n)
J — = —&f dn —In N = —an, (2.20)
No N 0 No
N
ln( ]\(f?)) = —an, (2.21)

N(n) = Noe (2.22)
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A solucdo da equacio (2.19) é dada considerando X (z) = Ae*®, onde as deri-
vadas sao:
ax -
—— = A\ 2.23
dx o (2.23)
d2X A 2 _A\x
2
Substituindo as expressoes de X (z) e e equagao (2.19)
T
DANM + 4 AeM = 0, (2.25)

a
A= +ip) = 2.2
i 5 (2.26)

onde a solugao ¢ escrita como:

X(z) = AeVH® + BemiVHe. (2.27)

Usando a relacao de Euler:

X(z) = A[ cos (cos \/gx) +isen <\/§)] +B [ cos (cos @x) —isen( ?)x) ], (2.28)
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X(x) = (A+ B)cos <\/gx> +i(A — B)sen <\/g:v>, (2.29)

b .
+i—,onde A+ B=ae A— B = —ib, X(x)

a b a
. At 0 g
Considerando 5 15 e 5
obtemos:
- a ~ a
X(z) = acos (« / 5%) + bsen (q / Ex) (2.30)
Aplicando as condi¢bes de contorno.
0X a a - |a a
tal BN —L) by | L ( —L) —0, 2.31
s = (Y )+ s (y 5 (2:31)
temos:
(2.32)

—&sen<\/gL> + beos (\/EL) =0,

b

rearranjando a equagao para encontrar a razao —, teremos:

sen <\/%L) (2.33)

)

Q|

J& para —L
Bl (50 8 pes () -0 e

oz




*&sen<«/*%L> + bcos ( — %L) =0,

b_sen(-y50)
oo (—/5L)

Igualando as condig¢oes de contorno, obtemos:

sen(y/50)  sen(—/51)

o (Vbe) - eos (=y/51)

cen(y/2L) = sen( [ 21)

on([22) = —sen(y/ 1),
wen(y/ 1) =

M%szmeQsz

. k*7*D
G=—,

k=0,1,2,..

18

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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Quando £ =0ea = 0:

dN - -

e 0 — N(n) = Ny, em que Ny é constante
n

d’X dX

i 0— e Xo — X(z) = Xox + X, em que X e X; sdo constantes.
x x

Dai temos que:

pla,n) = No(Xoz + X1), (2.43)

derivando a (2.43) em x, e aplicando as condigoes de contorno da equagao (2.12)

op

= Ny Xy — Xy =0 2.44
al’:v:ia 020 0 ( )

Dessa forma a equacao da densidade de probabilidade é.

~ > kmx kmx —(k*x%Dn)
p(z,n) = NoX; + ( ay, cos <—> + bwen(—))e . (2.45)
= L L

Denotando ay = NyX;, podemos aplicar as condi¢des inicias em p(z,n) da

seguinte forma:

p(z,0) = ap + (i ay, cos (T) + bksen<k7£x>), (2.46)

k=1



= d(x — ).

A funcao delta de Dirac pode ser escrita como:

1 o0
i(y) = o agsen(ky) + by cos(ky),
k=—o0
1 1 &
iy) = ot kz_:lcos(ky).
T

Substituindo y na equagao por T

Assim

20

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)



Desta equacao obtemos:

Substituindo x por x — xy, temos:

1 1 &
om 7 2408

k=1

Sz —x9) =

Iz —x0) = 217r + 71r i <COS <k7£x> CcoS <k2x0> +sen<kzx>sen<

k=1

Comparando as equagoes (2.46) e (2.56), temos que:

1
Gozia

1 k”ﬂ'[Eo
“=T OS( L >
b, = 1serl(lmmO)

L L )’

Logo a probabilidade é escrita como:

1
L

Considerando x( na origem, ou seja, o = 0, temos:

15 (o () () ven( o ()

—(k27r2Dn)

21

(2.54)

(2.55)

(2.56)

L (2.57)



22

1 1 k —(k*x*Dn
p(z,n) = 5Y3 + L’;cos (%)e ey (2.58)

Considerando a difusao em uma linha finita —L < x < L, partindo do ponto

de origem do eixo, determina-se o valor quadrado médio do deslocamento da particula por:

2%(n) = J 2*p(z,n)dr, (2.59)

O estudo analitico desse sistema é dado pela substituigdo da equacao (2.58) na

equagao (2.59) tal que:

L o)
1 1 kmx —(2r2Dn)

2(p) — 2( 4 = —ZeT 1z 2.

x2(n) J_Lx <2L+ L’;COS e ° >dx, (2.60)
x3 L 1 © L kﬂ_w (7k27an>
2(n) = - 2 —)d L2 2.61
x%(n) GL)_L—FL];JLx cos< 7 ) xe : (2.61)
2L3 L kmxy L L g kmzy L —42zDn

r?(n) = oLl Z x sen< 7r3:> k”ﬂ" — J LxQSen<m> ﬁQ:ﬂdme( h ), (2.62)

372(”)215)) 2;( —2<—xcos<k2x>k€rr —|—J_LL952(:OS (l{zr)lirdx>)e(_'i§m)’

k27an )

) + Lcos (km))e' ™

(2.64)

HMS



onde cos (kr) = (—1)*:

Tomando a média em n, tal que:

n

x%(n) = z?,

J=1

Observa-se que apenas a exponencial tem dependéncia em n, entao:

1 & ( k27r22DJ> 1 <7k27§2D> ( k27r2D2> ( k27r22Dn>
xz(n)zﬁZe L =5(e r +e\ F +..+e\ F )
J=1
k*m%D
Tendo a = %, a soma pode ser dada por:

S=e(1+e % +et? 4 . 4 Doy

onde a soma entre parenteses é:

s=1+e+et? 4 . fe(nba
multiplicando s por e”* e subtraindo temos:

sev=e Y44 e

s—set=s(1l—e)=1—e"

23

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)
(2.71)



1 _ e*’fla

 l—ea

Logo:
o)y )
_ Tz -
S —° (—k27r2D> .
1—e\ *
Assim:
—k2:2Dn
o(1 4 G (=DM (WD)1—6< K
2 _ - o - L
l’ (n> L (3 * 2 ];1 k2 ne <7k271-2D> )7
- 1—e\
onde Ty, = A/2%(n)
_12x2Dn
1 4 G (=1 ("“i’gzD)l—f,»( Kl )
Lrms = L g + P kzl ]{32 56 <,k2ﬂ2D
a 1—e\ %

24

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Para n << n,, podemos propor a hipdtese de escala para um expoente de

aceleragao [

Tpms = AnP.

n, = €.

Para o valor minimo

(2.76)

e o numero de crossover serd dado pela segunda hipotese de escala para um expoente

(2.77)

(2.78)
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_2p 7T2D —a2D 7T2D
e 2 ~1-— 2 ~]l—-1—-e1? ~ 77 (2.79)
7Tr2Dn 7T2D/n, 1 7T4D2n2
e 2 ~1-— 72 o (2.80)
Substituindo na equacgoes teremos que:
1 41 7r2LlQ7n . %71’42571,2
Trms = L\/3 - ;% 2D ) (281)
L2
1 41 212D L2n—74D2n?2
Trms = Lyl ——— 22L4 ) (282)
\/3 w2n 2
1 4 172Dn(2L? — w2Dn)
rms — IA| - — —=— 5 2.83
v \/3 w2n 2L2m2D ( )
1 4 (2L%> —x2Dn)
rms =L P ) 2.84
! \/3 w202 (2.84)
1 412 + 272 Dn
Trms = W 3~ (") (2:85)

1 4L? 272Dn
Lrms = L\/3 - 7T2L2 + 7T2L2 3 (286)
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1 4 2Dn
Lrms = L\/3 - ﬁ + ?, (287)
&2
Considerando D = 1
- L\/ L4 e (2.88)
Trms = I\ 2 Ty '
1 4 ne2
S SN R 2.
SN . 2:59)
ne2
2 —_— 2-
',L'T’mS 2L27 ( 90)
onde
Tyms(€20)2. (2.91)

1
comparando (2.91) com a primeira hipdtese de escala (2.76) obtemos 5 = 3

Considerando novamente a primeira hipétese em (2.76) sendo igual a uma
constante, podera ser observado que para x,,s crescendo exponencialmente, um valor x4,

em que o crescimento estabiliza, tal que:

Trms = Tsat, (292)

onde

Toar = AnP, (2.93)
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isolando n na equagao (2.93), obtemos

n = (ws‘”> 7 (2.94)

Comparando com a segunda hip6tese apresentada na equagao (2.77), temos

n=ng, (2.95)

(xs‘”) =, (2.96)

2= —. (2.97)

Logo, o expoente critico é igual ao inverso de (3, ou seja, seu valor é igual a —2.
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3 METODOLOGIA EXPERIMENTAL

Os materiais utilizados para a realizacao do estudo foram um computador com
origin versao 8E ou qtgrace versao 027 e o Vs code instalado, no qual o programa apresenta
as seguintes extensoes: C/C++ v 1.15.4, Code runner v 0.12.0, Modern Fortran v 3.2.0,
wsl v 0.77.01, e juntamente com essas extensdes o mingw -w64 GCC e o Ubuntu 20.04
para windows no computador. Isso permitiu o uso do fortran no windows, ja que depois da
instalagdo desses programas, foi possivel simular um ambiente de linux dentro do sistema

da windows.

Os resultados foram obtidos a partir de dois procedimentos. Um deles usando

simulagdo numérica e o outro via solucao da equagao de difusao.

As simulagbes numéricas foram realizadas da seguinte forma. Uma particula é
colocada na posicdo zo = 0 e a dindmica aleatéria é evoluida até o limite de 107 passos.
Sua posicao a cada passo é armazenada em um vetor. Encontrado o tempo permitido
para a caminhada da particula, uma nova particula inicia sua dindmica da mesma posi¢ao
inicial. Como as particulas fazem caminhadas aleatérias, a trajetéria de uma nunca sera
igual a trajetoria de outra. Novamente a série temporal é armazenada em um vetor e o

processo continua até que um total de 1000 particulas sao estudados.

Conforme visto na figura (3), o eixo vai ser limitado —L < x < L, sendo |L| > 0,

tal que:

Figura 3 — Eixo unidimensional z com barreiras nas distancias L.

A equacao que define o sistema é:

Tpi1 = Tn + aZ(n), (3.1)
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onde o T, é a posicao da particula no instante n, Z,,1 a posicao da particula se deslocou
no instante n + 1, Z é um nimero aleatério contido entre [—1,1] e a é o tamanho de um

passo dado, onde ambos a e L sao niimeros reais.

Redefinindo as varidveis como:

Figura 4 — Resultado do eixo sendo dividido por L.

Tpt1 jn a
=— 4+ —=Z(n 3.2
() (32)
T
tendo como propriedade o fato que a posigao vai ser dada por x = T sendo que o tamanho
a L
do passo apresenta propriedade similar € = T e observa que |L| = 1, com isso podemos

substituir na equacao os valores e teremos:

Tpi1 = Ty + €Z(n),

Como é observado, o deslocamento da particula é pela equagao (2.8), onde

teremos um eixo que apresenta as seguintes propriedades:

Sex >1, entdo r —> = — €,

Sex < —1,entao x — x + €.
Uma particula, na figura (4), partindo da origem, encontra os limites dados pelas proprie-
dades acima. Estes limites funcionam como barreiras, ou seja, impedem que a particula os

atravesse.
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4 DESLOCAMENTO DAS PARTICULAS

Conforme descrito no capitulo anterior, um conjunto de 1000 particulas foi

evoluido a partir da condicao inicial 2y = 0. O observavel de interesse é dado por:

S|

1™
Lrms = % Z
=1

onde m = 1000 corresponde ao tamanho do conjunto de condicbes iniciais distintos e

Zn: T3, (4.1)
1

Jj=

n = 107 foi o limite superior do tempo de caminhada.

A figura (5) mostra o comportamento de x,,,s vs n para diferentes valores de

parametro de controle e.

Podemos observar que as curvas crescem paralelas umas as outras para tempos

curtos e saturam em um valor de x,,,; constante para tempos suficientemente longos.

Observamos que para n << n,, o comportamento de xms ~ n°, onde f é um
expoente de aceleracao. Ajustes em lei de poténcia fornecem [ = 3 conforme previsto pela

descricao da caminhada aleatéria.

O ntmero de passo de crossover n, marca a mudanca do regime de crescimento

para a saturacao e é dado por n, ~ €°, onde z é um expoente critico.

A figura (6) mostra o comportamento de n, vs € e um ajuste em lei de poténcia
fornece z = —1,98(1) ~ —2

s

H

L1
2

10 o0 c=0001]]
E—& £=0,004 ]
" o £=0,007 |
£107 A Ae=001 |d
s ; a—qe=004 |3
; £=008 |
[ £=0,1 |7
10° 5
10-4 l Lo I i I 1 |(ﬁ'2|_l

0 7 4 6

10 10 10 10

n

Figura 5 — Comportamento de x,,,s em funcao de n para varios valores de e.
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O comportamento descrito na figura (5) indica que as curvas de ;s podem
exibir a caracteristica de invariancia de escala. Essa hipotese é confirmada quando reali-
zamos a seguinte tranformacao n — % n eixo das horizontais. Apds essa transformacao,
todas as curvas mostradas na figura (5) se sobrepoem umas sobre as outras em uma tnica

curva universal, conforme mostrado na figura (7).

10°
¢
10°F
S
10°F
4 L L ' 1 L I PR
10 = :
10° 10°
€
Figura 6 — Grafico de n, vs e. Um ajuste em lei de poténcia fornece z = —1,98(1)
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Figura 7 — Sobreposicao das curvas de z,.,,; mostradas na figura (5) em uma tnica curva

. V4 n
universal apés a mudanca de escala n — —.
€
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5 CONCLUSAO

O trabalho apresentado teve o objetivo de investigar o comportamento de
um grupo de particulas se difundindo aleatoriamente em um determinado eixo finito e

unidimensional.

Mostramos que o comportamento do observavel x,,,, é descrito por uma hipétese
1
de escala admitindo a existéncia de dois expoentes criticos z = —1,98(1) e § = 3
A densidade de probabilidade p(z,n) de se observar uma particula na posigao
x no instante n é obtida a partir da solugao da equagao de difusdo impondo condigoes de

contorno e condigoes iniciais.

Como perspectiva pretendemos apresentar esses resultados na forma de um

artigo cientifico.
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