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[[: Produtério

> Somatério

det A: Determinante de A
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(a): Ideal gerado por a

D(ay,...,a,): Discriminante de uma n-upla
Dpa: Discriminante B em relacao a A

[L : K]: Grau de L sobre K

a | b: a divide b

atb: anao divide b
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Wy Peso de Mannheim



dnq: Distancia de Manhattan

d 4. Distancia de Mannheim
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min{X}: Minimo do conjunto X

max{X}: Maximo do conjunto X

[a]: O inteiro mais préximo de a

GalglL: Grupo de Galois de L. sobre K
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Gpm: p-grupo aditivo de cardinalidade p™



Resumo

O principal objetivo do presente trabalho foi o estudo da construcao de constelagoes
de sinais casadas a grupos quocientes aditivos, via corpos quadraticos e corpos ci-
clotomicos. E por meio dessas constelagoes de sinais, construimos cédigos corretores
de erros. Também vimos a regiao de Voronoi via o anel de inteiros de Eisenstein-

Jacobi e o anel de inteiros de Gauss.

Palavras-chave: constelacoes de sinais, distancia de Mannheim, rotulamento
casado, corpos quadraticos, corpos ciclotomicos, regiao de Voronoi, codificacao e

decodificacao.



Abstract

The principal work was the study of construct cyclotomic signal constellations
matched additive quotient group over quadratic fields and cyclotomic fields. It
is by means of the signal constellations to construct codes to correct on error. From

this Voronoi regions over Eisenstein-Jacobi integer ring and Gauss integer ring.

Keywords: signal constellations, Mannheim distance, matched labeling, quadratic

fields, cyclotomic fields, Voronoi regions, coding and decoding.



Introducao

A demanda por sistemas de comunicacao que operem com altas taxas de transmissao
e capacidade de armazenamento requer que a confiabilidade também seja alta. Isto
pode ser alcancado através da geragao de novas estruturas de codigos corretores de
erros.

Deste modo, utilizando o anel de inteiros de Eisenstein-Jacobi e o anel de in-
teiros de Gauss, Huber [1] e [2], propds uma construcao de cédigos mediante a
métrica de Mannheim. Nébrega et.al [3], estenderam os trabalhos de Huber para os
anéis de inteiros de Eisenstein-Jacobi. Interlando et.al [4], melhorou o procedimento
de Nébrega para constelagoes de sinais rotulados por elementos de GF'(p™). Recen-
temente, Carvalho et.al [5] e [6] adaptou este trabalho para p-grupos aditivos Gm.
Por sua vez, Fan et.al [7] e Dong et.al [8] e [9] estenderam os trabalhos de Huber
via corpos ciclotomicos.

Assim, a partir desses resultados, um dos principais enfoques deste trabalho,
consiste em realcar a diferenca em relacao a estrutura algébrica e geométrica das
constelacoes de sinais via corpos quadraticos e corpos ciclotomicos. Além disso,
analisar a codificagao/decodificagao de c6digos corretores de erros nestes corpos.

O Capitulo 1, refere-se aos conceitos basicos de teoria algébrica dos niimeros que
serao referéncia para os demais capitulos. Sendo assim, introduzimos os conceitos
de moédulo, elementos inteiros, anéis notherianos e anéis de Dedekind, norma de e-
lementos, norma de ideais, corpos quadraticos, corpos ciclotomicos e decomposicoes
de ideais nestes corpos.

O Capitulo 2, refere-se aos trabalhos de Huber [1] e [2] e Carvalho et.al [5] e [6],
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que se caracterizam nos estudos das constelacoes de sinais no R? casadas a grupos
quocientes aditivos GF(p) ou GF(p™) e a p-grupos aditivos G,m, que nao fazem
parte de um corpo de Galois via corpos quadraticos. Neste casos, as identificagoes

dos pontos de sinais sao dados por elementos dos correspondentes anéis de inteiros

14+v=3

Z[p], onde p =i ou p =w = Y

O Capitulo 3, refere-se a teoria de decodificacao de codigos e constelacoes de
sinais via corpos ciclotomicos, baseados nos trabalhos de Fan et.al [7] e Dong et.al
8] e [9].

O Capitulo 4, refere-se aos trabalhos de Interlando et.al [4] e N6brega et.al [3].
Nestes trabalhos vimos o estudo de rotulamento de reticulados, no qual consiste em
encontrar uma forma explicita do isomorfismo entre o grupo de Galois GF(p) e o
quociente %, em que Ok é o anel de inteiros de um corpo de nimero K e P é um
ideal primo em Ok e determinar a regiao de Voronoi da origem em S, na qual S é
um reticulado de Z[p|, gerado por {m, pr}, onde m = a + bp, para a,b € Z, p =i ou
p=w.

O estudo dos Capitulos 2 e 3, proporcionou-nos ferramentas necessarias para o
estudo do Capitulo 5, no qual finaliza nosso trabalho. Neste capitulo, apresentamos
codigos corretores de erros via corpos quadraticos e corpos ciclotomicos.

Os exemplos ilustrados neste trabalho, que nao tiver referéncia sao de minha
propria autoria. O uso do software Maple 7 foi indispensavel para alguns calculos

aqui desenvolvidos.



Capitulo 1

Teoria algébrica dos nimeros

1.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo introduzir conceitos importantes da teoria algébrica
dos numeros, que serao utilizados nos capitulos posteriores, como: modulo, ele-
mentos inteiros sobre um anel, norma de elementos. Sobre um corpo de niimeros,
veremos as principais propriedades dos anéis noetherianos, dos anéis de Dedekind,
fatoragao de ideais em uma extensao e para finalizar veremos os corpos quadraticos

e os corpos ciclotomicos, também suas decomposicoes em ideais.

1.2 Modbdulo, elementos inteiros e discriminante

Nesta secao, apresentamos o conceito de médulo, elementos inteiros sobre um anel,
na qual veremos que o conjunto desses elementos ¢ um anel chamado anel de inteiros.
Também apresentamos um estudo sobre as suas principais propriedades e a definicao

de discriminante.

Definigao 1.2.1. Seja A um anel. Um A-mdédulo M é um grupo abeliano (aditivo)
munido de uma aplicagio A x M — M, denotada por (a, m) — am, tal que para

quaisquer a, b € A e x, y € M, tem-se:

1. a(z+y) = ax + ay;



1.2. MODULO, ELEMENTOS INTEIROS E DISCRIMINANTE 15

2. (a+b)x = azx + bz;
3. (ab)x = a(bz);
4. lo=ux.

Definigao 1.2.2. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um subconjunto N C M
nao vazio € um A-submodulo de M se, com as operacoes herdadas de M, também é

um A-mddulo.

Definigao 1.2.3. Seja M um A-mddulo, dizemos que M € um A-mddulo finitamente

gerado se existem elementos xy,...,x, em M tais que M = x1A+ ...+ x,A.

Definicao 1.2.4. Sejam A, B anéis tais que A C B. Dizemos que um elemento
«a € B ¢ inteiro sobre A, se a € uma raiz de um polinomio monico com coeficientes
em A, ou seja, se existem ag, . ..,an—1 € A, ndo todos nulos, tal que o™ +a,_ "+
...+ aa+ag=0. Essa equagao é chamada de equacao de dependéncia integral de

.

Exemplo 1.2.1. Se a = V5 + V7 € R, entio a € inteiro sobre Z, pois o € raiz do
polinémio x* — 2422 + 4 € Z|x].

Teorema 1.2.1. (/10], p. 27) Sejam A C B anéis e « € B. Sao equivalentes as

sequintes afirmagoes:
1. « € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

3. Existe um subanel R do anel B tal que R é um A-mddulo finitamente gerado

que contém A e «.

Demonstragao: 1. = 2. Seja Alo] = {Z a;a' : a; € A}. Por hipétese, temos que
« é um inteiro sobre A. Entao, existem ag,...,a,_1 € A, ndao todos nulos, tal que
a + ap 0™+ o+ aja +ag = 0. Seja M = {1,a,...,a" ) um A-mddulo

finitamente gerado. Vamos mostrar que Ala] = M. Temos que o = —(a,,_1a""' +
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...+ a1 + ag), ou seja, a™ € (1,a,...,a" ). Agora, vamos provar por indugao
que o/ € (1,a,...,a" 1) para todo j € N. Suponhamos, por hipétese de indugio
que o/ € (1,a,...,a" 1) e mostremos que o/ € (1,a,...,a" ). Pela hipitese
de inducao, segue que existem elementos by, ...,b,_; € A tal que o/ = b,_;a" ! +
..+ b+ by. Assim,

At =adla = (by1a™ M+ .+ bia+ by)a

= bn_lOén +...+ blOé2 + boOé
= by 1(—ap_ 10" — . aja—ag) + ...+ ba® + by
= —agbp—1 + (bp — bp—r1a1)ac+ ...+ (by_g — by_1ap_1)a"

: +1 -1
ou seja, o/t € (1,a,...,a" 1)

, para todo j € N. Por outro lado, temos que
(1,a,...,a" 1) C Ala]. Logo, (1,a,...,a" ) = Ala]. Portanto, A[a] é um A-
moédulo finitamente gerado por 1, «r, ..., a" L.

2. = 3. Como a € Ala] e A C Ala] é suficiente tomar R = Ala].

3. = 1.Se R = (y1,...,yn) um A-médulo finitamente gerado tal que A C R C B
ea € R, entao R = Ay, + ...+ Ay,. Como a € R, segue que ay; € R, para todo

i=1,...,n. Logo, existem a;; € A com 1 <1i,j <n, de modo que
4

oy =anyy + ...+ ainyn
aYs = a21Y1 + ... + Q2nYn

QYp = Ap1Y1 + - - + CpndYn-

\

Assim,
(
(@ —an)y —ays — ... — aipyn =0
—anyr + (v —ag)ys — ... — A2 Yn =0
L —Ap1Y1 — Qp2Ya2 — . .. + (Oé - ann)yn = 0.
Expressando na forma matricial, temos
O — ay; —age ... —Q1p U1 0
—ay; a—axp ... —a, Y2 0

—Qp — Qo . = A, Un 0
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Seja d o determinante da matriz dos coeficientes deste sistema linear. Aplicando a

Regra de Cramer, temos que dy; = 0, para todo j =1,...,n. Como 1 € R, segue que

n

1= Zejyj, come; € A. Assim, d = d.1 = dZejy] = Zejdyj = 0. Logo, d é

Jj=1 j=1 j=1
uma equacao de dependéncia integral de o, uma vez que d = o™ +b,_1a" 14+, . +by =

0, onde cada b; € A. Portanto, a é inteiro sobre A. ]

Corolario 1.2.1. ([10], p. 28) Sejam A C B anéis e ay,...,a, € B. Se a; €
inteiro sobre A, ag € inteiro sobre Aloy] e av, € inteiro sobre Alay, ..., a,_1], entao

Aloy, ..., a,] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Faremos a prova por inducao sobre n. Se «; é inteiro sobre A,

entdo pelo Teorema 1.2.1, temos que Alay] é um A-médulo finitamente gerado.

Assim, suponhamos por hipdtese de indugdo que R = Alay,...,a,-1]. Seja um
A-médulo finitamente gerado por {vq,vs,...,v,} e que «, seja inteiro sobre R =
Alay, ..., a,_1]. Novamente, pelo Teorema 1.2.1, temos que R[a,] é um R-mddulo
finitamente gerado. Assim, existe {wy, ..., ws} C Rla,] tal que
Rla,] = Alag, ..., ap) = Z Rw; = Z (Z ajvj> w; = Z a;vw;.
i=1 i=1 = Jst

Logo, {v;w;}, parai = 1,....,s e j = 1,...,n, gera R[a,] como um A-mddulo.
Portanto, Alay, ..., a,] é um A-moédulo finitamente gerado. n

Corolario 1.2.2. ([10], p. 29) Sejam A C B anéis. Se o, 3 € B sao inteiros sobre

A, entao a £ 3 e aff sao inteiros sobre A.

Demonstracao: Temos que oo £ 3 e aff pertencem a A, 3]. Pelo Corolario 1.2.1,

temos que Ala, 5] é um A-mdédulo finitamente gerado e pelo Teorema 1.2.1, segue

que a £ 3, af sao inteiros sobre A. ]

Definicao 1.2.5. Sejam A C B anéis. Dizemos que B € inteiro sobre A, se todo

elemento de B ¢ inteiro sobre A.

Definigao 1.2.6. Sejam A C B anéis.
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1. Op={«a€ B:«a éinteiro sobre A} é chamado fecho inteiro de A em B (ou

anel de inteiro de B).

2. Se A € um dominio e B =1K € o corpo de fragoes de A, dizemos que Op € o
fecho inteiro de A em K. Além disso, se A = Op dizemos que A € um anel

integralmente fechado.
Proposigao 1.2.1. ([10], p. 29) Se A C B sdo anéis, entao A C Op C B.

Demonstragao: Pelo Corolario 1.2.2, temos que Opg é um subanel de B. Se a € A,

entdo « é raiz do polinomio p(z) = z — «, o qual tem coeficientes em A. Logo,

a € Opg. Portanto, A C Op C B. n

Proposicao 1.2.2. ([10], p. 29) Sejam A C B C R anéis. Entao, R ¢ inteiro sobre

A se, e somente se, R € inteiro sobre B e B € inteiro sobre A.

Demonstracao: Suponhamos que R é inteiro sobre A. Se o € R, entao existem

a; € Aparai=0,...,n— 1, nao todos nulos, tal que a” + a,_1a" ' + ... +ag = 0.
Como A C B, segue que a; € B, i =0,1,...,n — 1, ou seja, « é inteiro sobre B.
Portanto, R é inteiro sobre B. Se o € B tal que B C R, entao o € R. Pela hipétese,
« ¢ inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, seja o € R.
Como R é inteiro sobre B, segue que existem by, ..., b, 1 € B, nao todos nulos, tal
que a" + b, 10"+ ...+ by =0. Seja C = Alby, . ..,b,_1]. Logo, a é inteiro sobre
C. Como B ¢é inteiro sobre A, segue que os b;s sdo inteiros sobre A. Pelo Corolério
1.2.1, temos que Cla] = Albg, . .., b,—1, @] é um A-médulo finitamente gerado e pelo

Teorema 1.2.1, tem-se que « é inteiro sobre A. Portanto, R é inteiro sobre A. ]
Observacao 1.2.1. Sejam A C B anéis.

1. Se A € um dominio, entao Op € um anel integralmente fechado.

2. Se A € um anel principal, entao A € um anel integralmente fechado.

3. Op € um A-submddulo de um A-mddulo livre.
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Definicao 1.2.7. Seja K um corpo qualquer. Uma extensao L O K diz-se finita se

[L: K] =n < oco. Caso contrdrio, L. D K diz-se extensdo infinita.

Definicao 1.2.8. Sejam K C L uma extensao finita de corpos de graun e o € L.

Definimos a norma de o sobre K como N(a) = Hai(a) e o trago de o como
i=1

Tr(a) = Z oi(a), na qual o; : L. — C, parai=1,2,...,n, sao K-homomorfismos.
i=1

Definicao 1.2.9. Sejam B um anel, A um subanel de B tal que A € um A-mddulo

livre de posto finiton e {ay,...,a,} € B™. Definimos o seu discriminante dado por
Dpja(au,. .., ap) = det(Tr(ce;)).

Proposigao 1.2.3. Sejam B um anel, A um subanel de B tal que A é um A-mddulo

livre de posto finito n e (aq,...,a,) € B™. Se ((1,...,0,) € B™ é um conjunto de

elementos de B tais que 3; = E a;jog, com a;; € A, entao
J=1

Dpja(Bi, ..., 3,) = (det(a;;))*Dpjalan, . . ., an).

n n
Demonstracao: Sejam 3, = E apicy; € By = E (g, COM Qpi, aq; € A. Sendo
i=1 j=1

n n
6;,,5[1 = E Api Ol E Qg Q5 temos
i=1 j=1

Tr(By8y) = Tr(>_ apiagionc;) =Y apiag Tr(c;oy).

i,j Y]
Colocando na forma matricial, temos que (77(5,0,)) = (ap:)(Tr(cic;))(ag)t. Pela

Definicao 1.2.9, tem-se que Dp/a(f1,. .., Bn) = det(Tr(3,03,)). Logo,

Dpa(Br,- -, 08n) = det((ap)Tr(cia;)(ag)")
= det(ay;) det(Tr(c;a;)) det(ag;)"

:det(aij)ZDB/A(ozl,...,ozn). |
1.3 Anéis noetherianos e anéis de Dedekind

Nesta secao, veremos os conceitos de anéis noetherianos e de anéis de Dedekind,

enfocando suas principais propriedades.
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Definicao 1.3.1. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M ¢é um

A-maodulo noetheriano se satisfaz uma das sequintes condigoes:
1. Toda familia nao vazia de A-submaodulos de M tem um elemento mazimal.
2. Toda sequéncia crescente de A-submaodulos de M € estaciondria.
3. Todo A-submdodulo de M ¢€ finitamente gerado.

Dizemos que um anel A € noetheriano se A considerado como um A-mdodulo for

noetheriano.
Proposicao 1.3.1. ([10/) Todo anel principal A € noetheriano.

Demonstracao Sejam A um anel principal e uma sequéncia crescente de

A-submodulos de A dada por Iy € I, € ... C I, C .... Como A é principal,
segue que todos os ideais de A sao principais e como os submodulos de A sao exata-

mente os ideais de A, temos que os submoédulos de A sao principais. Logo, I = U I,

neN
¢ um ideal de A. Agora, notemos que I,, C I = (a), para todon € N e a € I,

para algum ng € N | pois a € (a) = [ = U I,. Se a € I, tal que a € (a), entdo
neN
I = {a) C I,,. Portanto, I = I,,,. Assim, existe ng € N tal que para todo n > ng

tem-se que I, = I,,,. ]

Proposicao 1.3.2. ([10/, p. 46) Sejam A um anel, M um A-mddulo e N um
M
submodulo de M. Entao, M € noetheriano se, e somente se, N e N sao noetheri-

anos.

Demonstracao: Suponhamos que M ¢é noetheriano. Se (M, ),>o ¢ uma sequéncia

crescente de A-submddulos de N, entdao (M,),>o também é uma sequéncia cres-
cente de A-submédulos de M. Como M é noetheriano, segue que (M, ),>o ¢ esta-

M
cionaria. Portanto, N é noetheriano. Para mostrar que N ¢ noetheriano, sejam
M
S = {submédulos de M que contém N} e T" = {submédulos de N} A aplicagao
E
¢ : S — T definida por p(F) = N’ onde F € S, é uma bijecao de S em T'. Assim,

M
se (M, )n>0 ¢ uma sequéncia crescente de A-submédulos de N entdao (¢~ (M,))n>0



1.3. ANEIS NOETHERIANOS E ANEIS DE DEDEKIND 21

também é uma sequéncia crescente de A-submodulos de M. Como M é noetheriano,

segue que (' (M,)),>0 é estacionéria e portanto, (M, ),>o é estaciondria. Assim,

N é noetheriano. Reciprocamente, suponhamos que € N sao noetherianos. Se

(M,,)n>0 uma sequéncia crescente de A-submédulos de M, entdo (N N M,),>o ¢

uma sequencia crescente de A-submddulos N. Como N é noetheriano, segue que

(N N M,)n>0 é estaciondria, ou seja, existe k € N tal que M, "N = M,.; NN
M, — My

N - N para todo n > k. Dessa forma, M, C M,,, para todo n > k.

Agora, se © € M, 1, entao existe y € M, tal que xt + N =y + N. Assim, z —y €

NN M,y = NNM,. Logo, v —y € M, e comoy € M,, segue que x € M,.

Portanto, M,, = M, 1, para todo n > k. Assim, M é noetheriano. ]

Corolario 1.3.1. (/10], p. 47) Se My, ..., M, siao A-mddulos noetherianos, entio

o produto My x ... x M, é um A-maodulo noetheriano.

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre n. Para n = 2, identificamos

My ~ My x{0} C M;x M, e definimos a funcao ¢ : My x My — M, tal que p(0,y) =

My x M.
y. Como ¢ é um homomorfismo sobrejetor, segue que % ~ M,, na qual
er ¢

M1 X M2
M1 X {0}
noetheriano e pela Proposicao 1.3.2, tem-se que M; X M, é noetheriano. Suponhamos

ker ¢ = M; x {0}. Também como M, é noetheriano, segue que ~ M, é

agora, por hipétese de inducao que M = M; x ... x M,_; é noetheriano. Como M,
é noetheriano, segue que do caso n = 2, que M = M; x ... x M, é um A-mdédulo

noetheriano. ]

Corolario 1.3.2. ([10], p. 47) Sejam A é um anel noetheriano e M é um A-mddulo

finitamente gerado. Entao, M é um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Seja {ej,...,e,} um conjunto de geradores do A-médulo M. A

aplicacao ¢ : A" — M definida por ¢(aq, ..., a,) = aje;+. . .4+a,e, é um homomor-

fismo sobrejetor. Assim, ~ M. Como A é noetheriano, pelo Corolario 1.3.1,

er ¢
segue que A™ é noetheriano. Pela Proposicao 1.3.2, temos que M é um A-mddulo

noetheriano. ]
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Proposicao 1.3.3. ([10], p. 47) Seja A um anel noetheriano e integralmente
fechado. Sejam K € o corpo de fracoes de A, K C IL é uma extensao finita de
graun e Og € o fecho inteiro de A em L. Entdo, O é um A-mddulo finitamente

gerado e Op € um anel noetheriano.

Demonstragao: Pela Observacao 1.2.1, temos que Op é um submédulo de um A-

modulo livre de posto n. Pelo Corolério 1.3.2, tem-se que Op é um A-modulo noethe-
riano e portanto, finitamente gerado. Como os ideais de Op sao os A- submédulos

de Op, segue que Op é um anel noetheriano. ]

Proposicao 1.3.4. (/10], p. 47) Sejam A C B anéis. Se P C B € um ideal primo,
entdo PN A € um ideal primo de A.

~ . . ~ 7 ™ B .y . ~ ’

Demonstragao: Seja a aplicagao ¢ : A — B — —, em que 7 € a inclusao e 7 é
P

a projecao. A funcdo ¢ = 7 oi é um homomorfismo, pois 7 e ¢ sdo homomorfismo

e ker(p) = ANP, pois p(z) = moi(x) =7(r) =2+ P e p(x) = 0 se, e somente

A B B
se, r € PN A. Portanto, ~ Im(yp) C —=. Como — é um dominio, segue que
Pra=mecp P sred

¢ um dominio. Portanto, P N A é um ideal primo de A. ]
PNA
Proposicao 1.3.5. ([10], p. 48) Sejam A um anel e P um ideal primo de A. Se
P contém um produto de ideais Ay, ..., A, de A, entio P contém A;, para algum
i=1,2,...,n.
Demonstracao: Se A; ¢ P, para todo j = 1,...,n, entao existe o; € A; tal que
a; € P, para algum j = 1,2,...,n. Como P ¢ primo, segue que aj ..., € P.

Por hipétese de inducao, P contém um produto de ideais primos A; ... A,, entao
PDOaj...an € Ay... A, 0 que é um absurdo. Portanto, P contém A; para algum

j=1...,n. [
Observacgao 1.3.1.

1. Em um anel noetheriano A, todo ideal contém um produto de ideais primos.

2. Em um dominio noetheriano, todo ideal nao nulo contém um produto de ideais

primos nao nulos.
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Definigao 1.3.2. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Um ideal fra-
ciondrio de A (ou de K em relagio a A) é um A-mddulo T C K tal que existe
d e A—{0} na qual dZ C A. Em particular, os ideais inteiros de A sao ideais

fraciondrios com d = 1.

Observacao 1.3.2. Se A é um dominio noetheriano, entao todo ideal fraciondrio

7 de A € um A-mddulo finitamente gerado.

Definicao 1.3.3. Dizemos que um anel A € um anel de Dedekind se satisfaz as

sequintes condigcoes:
1. A € integralmente fechado.
2. A é noetheriano.
3. Todo ideal primo nao nulo de A é mazximal.

Teorema 1.3.1. ([10/, p. 49) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de
fragoes, K C L uma extensdao finita de grau n e Op o fecho inteiro de A em L.

Entao, Op € um anel de Dedekind.

Demonstracao: Pela Observagao 1.2.1 e Proposicao 1.3.3, temos que Op ¢é inte-

gralmente fechado e noetheriano, respectivamente. Assim, falta mostrar que todo
ideal primo nao nulo de Op é maximal. Seja P C Opg um ideal primo nao nulo.
Como A C Ogp, pela Proposicao 1.3.4, segue que P N A é um ideal primo de A.
Vamos mostrar que P N A é nao nulo. Seja a« € P e a # 0. Como P C Op,
segue que a € Op. Assim, existem a; € A, para ¢ = 0,...,n — 1, nao to-
dos nulos, tais que " + a,_;a" ' + ...+ ay = 0 e que n seja minimo. Logo,
ag # 0, pois caso contrario, obterfamos uma equagao de grau menor. Assim,
ap = a(—a" ' —a, 10" — ... —a;) € aOgNAC PN A. Portanto, PN A # 0.
Como PN A é um ideal primo de A e A é Dedekind, segue que P N A é um ideal
% é corpo. Seja a aplicacao ¢ : A SN Op = %,

em que 7 é a inclusao e m é a projecao. Assim, —— ~ Im c 22 Como O
q projeg PAA (¢) € — B

maximal de A e assim,
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A Loo@éumcoro
PnA %Y P bo-

Portanto, P é maximal. ]

o O ,. .
é inteiro sobre A, segue que 3 ¢é inteiro sobre

Observacao 1.3.3. Seja A um anel de Dedekind que nao é um corpo e seja K o

seu corpo de fracoes. Entdo, todo ideal maximal M de A € inversivel.

Teorema 1.3.2. ([10/, p. 50) Se F' é o conjunto dos ideais primos de A tal que
A € um anel de Dedekind, que nao € um corpo, entao todo ideal fraciondrio B nao
nulo de A € um produto de ideais primos de A de modo unico, isto €, B = HP?',

i=1
em que ey, ..., €E, Sao inteiros positivos.

Demonstragao: Se B é um ideal fracionario de A, entao existe d € A — {0} tal

que dB C A. Notemos que B = (dB)(d"'A) assim, é suficiente mostrar o resultado
para ideais inteiros. Seja F' a familia dos ideais inteiros de A, nao nulos, que nao
sao um produto de ideais primos de A. Suponhamos F' # (). Como A é noetheriano,
segue que F' tem um elemento maximal M. Logo M # A, pois A é o produto da
colegao vazia de ideias primos. Assim, M C P para algum ideal maximal P de
A. Pela Observagao 1.3.3, temos que Z = {x € K : 2P C A} é tal que PZ = A.
Como M C P, segue que MZ C PZ = A. Além disso, como A C Z, segue que
M = MA C MZ C A. Temos que M C MZ, pois se M = MT tal que a € Z,
entao aM C M, o*M C aM C M. Assim "M C M, para todo n € N. Se
d € M — {0}, entdo da™ € M C A. Portanto, Ala] é um ideal fracionario de A.
Como A é noetheriano, segue que A[a] é um A-moédulo finitamente gerado. Pelo
Teorema 1.2.1, tem-se que « é inteiro sobre A e sendo A integralmente fechado,
segue que a € A. Portanto, T C A e assim, Z = A. Mas isto é impossivel, pois
se T = A, entao P = PA = PZ = A, o que é um absurdo, uma vez que P é um
ideal primo. Pela maximilidade de M e como M ¢ MZ, segue que MZ ¢ F. Logo,
MZ =P ...P,, naqual P; sao ideais primos de A, parai = 1,...,n. Multiplicando
por P ambos os lados, temos que M = P; ... P, P, o que é um absurdo, pois M € F.
Portanto, F' = (). [

Definigao 1.3.4. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Sejam A e B
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ideais fraciondrios de A. Dizemos que A divide B se existe D ideal inteiro de A tal

que B = AD.

Proposicao 1.3.6. ([12/, p. 120) Sejam A um dominio, K seu corpo de fragoes e

A, B ideais fraciondrios de A. Entao, A divide B se, e somente se, B C A.

Demonstragao: Se A divide B, entao existe um ideal D C A tal que B = AD C A.
Por outro lado, se B C A, entdo BA™ ¢ AA™' = A. Assim, BA™' é um ideal
inteiro tal que (BA™')A = B. Portanto, A divide B. u

1.4 Norma de um ideal

Nesta secao, apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel de inteiros de
um corpo de numeros, na qual consideramos K um corpo de niimeros de grau finito
n e Ok o anel de inteiros de K. Também, veremos algumas propriedades da norma,

dentre elas que a norma ¢é multiplicativa.

Definigao 1.4.1. Sejam K um corpo de nimeros, Ok o anel de inteiros de K e A

um ideal nao nulo de Ok. Definimos a norma do ideal A como N(A) = #%.

Ok
(@)

Demonstragao: Pela Observacao 1.2.1, temos que Ok ¢é um Z-moédulo livre de

Teorema 1.4.1. ([10], p. 52) Se A = () tal que o € Ok, entao N(A) = #

posto n. Como a aplicacdo ¢ : Ox — Ok definida por ¢(a) = aa, para a € Ok
é um isomorfismo, segue que () é um Z-mdédulo livre de posto n e também como

Z é um anel principal e Og é um Z-médulo livre, segue que existem uma base

{e1,...,en}t de Ox e cy,...,c, € Z tal que {cieq,...,cpe,} é uma base de (o). A
. Z .
aplicacao ¥ : Ox — — X ... x — definida por ¥(>_ a;e;) = (ay,...,a,) ¢ um
ch CnZ

homomorfismo sobrejetor e ker(¥) = (a) se, e somente se, ¥U(a) = 0 se, e somente

se, a; = 0, para i = 1,...,n se, e somente se, a; € ¢;Z, para i = 1,...,n se, e
n n

somente se, ¢; divide a;, para i =1,...,n se, e somente se, a = E a;e; = E b;ci€;.
i=1 i=1

Como b; € Z, segue que a € («). Portanto,
Oy 7 7
a

UZCl—ZX...XCN—Z.
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Ok
(@)

ple;) = cie;, para i = 1,...,n. Logo, u(er) = cieq + 0eg + ... + 0ey, ..., ule,) =

Assim, # = ¢1...¢,. Seja a aplicagao Z-linear p : Ox — («), definida por
Oe1 +0es+ ...+ cpe, e det(p) = ¢ ... c,. Por outro lado, temos que {cyeq, ..., che,}
e {ajeq, ..., ane,} sdo bases de («). Portanto, existe um automorfismo T : (a) —
() tal que Y(ce;) = aey, para i = 1,...,n. Como a matriz mudanca de base é
inversivel, segue que det(Y) é inversivel em Z e portanto, det(Y) = +1. Também,
(Topu)e) =T(ule)) = Y(cie;) = aey, parai = 1,...,n. Assim, (T o p)(a) = aa.
Finalmente, N(«) = det(Y o u) = det(T) det(pn) = +lcy...c, = :I:%. Portanto,
Ok

[N ()] = # m
(@)
Proposigao 1.4.1. (/10], p. 52) Se A um ideal ndo nulo de Ok, entiao N(A) é
finita.
- , _ _ Ok
Demonstracao: Se a € A é um elemento nao nulo, entao Oga C A e 1 pode
@) @ @ A
ser visto como um quociente de < Assim, #—K = #—K#—. Pelo Teorema
o KO OOKQ A" Oka
1.4.1, temos que # K ¢ finito. Portanto, #—K é finito. ]
OKOA .A

Proposicao 1.4.2. ([10/, p. 52) Se A e B sdo ideais nao nulos de Ok, entdio
N(AB) = N(A)N(B).

n

Demonstracao: Pelo Teorema 1.3.2, temos que B = H P, na qual P; C Ok sdo
i=1

ideais primos para i = 1,...,n. Como todo ideal primo é maximal, é suficiente

mostrar que N(AM) = N(A)N(M), ou seja,

Ok Ok Ok

Fam A Mm

(1.1)

em que M é um ideal maximal de Og. Como AM C A, segue que o homomorfismo

sobrejetor ¢ : ﬁ — %, definido por ¢(x + AM) =z + A para = € O, possui
Ox Ox/AM

A .
ker((b) = m ASSlm, 7 ~ W
Ok

Ok, A
Fam A A 2

e isto implica que
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@
Por (1.1) e (1.2) é suficiente mostrar que #i = #—=_ Temos que é um

AM M AM
A

, , K K
Ok-moédulo. Logo, —— é um —-moddulo. Como — é corpo, segue que
M

AM M AM
Ok

um espaco vetorial sobre v Seus subespagos sao ideais da forma ik em que
7 é um ideal de Ok tal que AM C Z C A. Assim, pela Proposicao 1.3.6, existem
ideais D, £ € Ok tais que AM =7ID e Z = AE. Assim, AM = AED e portanto,
M =ED. Assim, M CD C Oge M C & C Og. Como M é maximal, segue que

E=Moué& = Ok. Logo,Z = AM ou Z = A. Deste modo, os tinicos subespacos

é

(@)
de Ajt\/l sao os triviais e assim, dz’m%(%) = 1. Portanto, #ﬁ = #MK.
M
Proposicao 1.4.3. (/12], p. 129) Se o anel A C Ok é um ideal primo nao nulo,
entao
1. N(A)e A

2. N(A) =1 se, e somente se, A= Ok.
3. Se N(A) é um nimero primo, entio A é um ideal primo.

Demonstragao:

1. Como N(A) = #%, segue que o grupo aditivo de % tem ordem m = N(A).

- - @)
Assim, m1 = 0, sendo 1 e 0, respectivamente, a unidade e o zero do anel TK’
Como m = ml = 0, segue que m + A = 0+ A. Portanto, m = N(A) € Ae

assim, N(A) € A.

(@]
2. Temos que N(A) =1 se, e somente se, #—K =1 se, e somente se, A = Ok.

A

3. Seja p um numero primo tal que N(A) = p. Consideremos o ideal A como
o produto de ideais primos, ou seja, A = P;...P,. Calculando a norma,
tem-se que p = N(A) = N(Py)...N(P,), isto implica que, N(P;) = p, pois
N(P;) =1, para todo j se, e somente se, P; = Ok, o que é uma contradicao.

Portanto, A = P; e assim, A é um ideal primo. ]

Observacao 1.4.1.
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1. Se o € Ok, entao N(a) = £1 se, e somente se, a é uma unidade.

2. Sejam o, f € Ok. Se a = uf na qual p é uma unidade de Ok, entio N(a) =
+N(p).

Definigao 1.4.2. Sejam «, 3 € Ok. Dizemos que o e 3 sao associados se o | [ e

Bla.

Observacao 1.4.2. Se «, 8 € Ok, entdo
1. « divide 8 se, e somente se, (a) C ().
2. « € associado a 3 se, e somente se, (a) = ([3).
3. «a € unidade em Ok se, e somente se, (o) = Ok.

4. « éirredutivel em Ox se, e somente se, () é um ideal mazimal de Ok.

1.5 Fatoracao de ideais em uma extensao

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao finita de K
de grau n e O, o anel de inteiros de A em L. Nesta se¢ao, veremos a decomposigao

de ideais primos nao nulos P de A na extensao L, ou seja, o ideal estendido POy,

€

g
de O, que é expresso de modo tnico na forma POy, = H Q. na qual os Q; sao
i=1
ideais primos de Oy, e 0s ¢; sao elementos de Z, parat=1,...,g¢.

g
Proposicao 1.5.1. ([10]/, p. 71) Os ideais primos Q; da fatoragio POy, = H Qi

i=1
sao os unicos ideais primos de Oy, tais que Q; NA=P, parai=1,...,q.

Demonstragao: Seja Q um ideal primo de Oy,. Entao, QN A = P se, e somente se,

Q D POL. De fato, se QN A =P, entao P C Q e portanto, PO, C QO = Q. Por

g
outro lado, se Q@ D PO, = H Q,“, entao pela Proposicao 1.3.5, segue que Q D Q;,
i=1
para algum i. Como Q; é maximal, pois O, é Dedekind, segue que Q; = Q. Como

Q C O e AC Oy, pela Proposicao 1.3.4, segue que @ N A é um ideal primo de
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A e também QN A G A pois 1 ¢ Q. Agora, como P C Qe P C A, segue que
P C AN Q. Sendo A Dedekind, temos que P = AN Q, pois P é maximal. Assim,

Q esta na fatoragao de POy se, e somente se, QN A = P. ]

Definicao 1.5.1. Se P C A e Q C Oy, sao ideais primos tal que P = AN Q,

dizemos que Q estd acima de P.

Observacao 1.5.1. Com as notacoes anteriores temos que

A L A OL
1. — e sao corpos e que — pode ser identificado como um subcorpo de ——,
P9 v 1 P b U P Q;
parat1=1,2,...,g.
L : . N . A ,
2. o ¢ um espago vetorial de dimensao finita sobre ok parai=1,...,q.

Segue diretamente da Observagao 1.5.1 que se K é um corpo de nimeros, Ok é
o anel de inteiros de K e P C Ok é um ideal primo, entao P NZ = (p), em que

pEZ, [%:Zp]:fgneN(P):pf.

O sobre —

Qi P

¢ chamado de grau de inércia de O sobre A e o expoente e; = e¢(Q;|P) é chamado

Defini¢ao 1.5.2. Parai=1,2,...,9 o grau f; = f(Q;|P) da extensdo

de indice de ramificacao de Q; sobre A.
Definicao 1.5.3. Dizemos que P é:

1. totalmente decomposto em L (ou em O ) quando e(Q|P) = f(Q|P) = 1, para

todo ideal primo Q que estd acima de P.

2. inerte em L (ou em O) quando e(Q|P) =1 e f(Q|P) = n, para todo ideal

primo Q que estd acima de P.

3. totalmente ramificado em I (ou em Op) quando e(Q|P) =n e f(Q|P) = 1,

para todo ideal primo Q que estda acima de P.

4. ramificado em L (ou em Or) se existir um ideal primo Q; de O que estd

acima de P tal que e; > 1 para algum 1.

Observacao 1.5.2. Com as notacoes acima temos que
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1. POLNA="P.

OL
POL

Proposicao 1.5.2. ([10], p. 71) A sequéncia de ideais

2.

A
€ um espago vetorial de dimensao finita sobre o

OLDQ1DQiD...00Q" D010, D...0Q"Q”>...0Q1...Q% =P0O,
¢ maximal.

Demonstracao: Dois elementos desta sequéncia sao da forma Q e Q09;, em que Q

¢ o produto de ideais Q,. Se existir D tal que QQ; C D C Q, entao pela Proposicao
1.3.6 segue que D divide QQ; e Q divide D. Assim, existem C;,Cy C O, tal que
QQ;, =DC; e D = QCy. Logo, QQ; = QC,Csy e portanto, Q; = C;Cy. Como Q; é
primo, segue que C; = A ou Cy = A. Assim, QQ; = D ou D = Q. Portanto, nao

existe ideal nao trivial entre QQ,; e Q. ]

Teorema 1.5.1. ([10], p. 71) (Teorema da Igualdade Fundamental)

g R OL .A P
Zeifi— [P—(’)L : 5] =

i=1

Demonstragao: Primeiramente, vamos provar a primeira igualdade.  Pela

@)
é um espaco vetorial sobre —H‘, parai=1,2,...,¢g
e pela Observacao 1.5.2, tem-se que seus subespacos sao os triviais. Assim,
OIL - Q OIL A Q . O]L] -1

. Q

dimp, —— =1l e = ) e .
"0 "o ~7aq, o P ~Helgg g
- —| = fi.- Dado um indice i, observemos que existem exatamente

9 P

e; elementos consecutivos na sequéncia dos ideais com o quociente da forma ——,

QQ;

O 'é]éiuala
PO, plCE

Observacao 1.5.1, temos que

Como |

segue que [

- A . . .
ou seja, de dimensao f; sobre ok Assim, a dimensao total de |

soma das dimensoes dos quocientes, ou seja,

OL A -
[PO]L : 5] = €1f1 +...+ egfg = Zelfl

i=1

Agora, vamos provar a segunda igualdade. Como A é principal, pela Observagao

1.2.1, segue que O, é um A-modulo livre de posto n. Se {z,...,z,} é uma base
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A
O sobre —. De

de O, sobre A, entao {z1 + POy, ..., x, +POL} é uma base de
POL P

Ou

PO, tal que b = b+ POy, entdo

fato, se b €

(@121 + ...+ apx,) + POL airy +POL) + ...+ (a2, + POL)

=
= (a1 + P)(x1 + POL) + ...+ (a, + P)(z, + POL)

=T+ ...+ a,Ty,
com a; € D para i = 1,...,n. Agora, se a1@; + ... + dpi, = 0, entdao a;x; +

oot ape, = ijpj, com b; € Opep; € P,paraj=1,...,s Se {z1,...,2,}
j=1

n
gera Oy, sobre A, entao b, = Zcijzi, com ¢;; € A, para j = 1,...,n. Logo,
i=1
n S n n S
Z a;x; = Z (Z cz-jxi) p; = Z (Z c,-jpj> x;. Como {x1, ..., x,} élinearmente
i=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1

S

independente, segue que a; = g cijpj € P, ou seja, a; = 0, para ¢ = 1,...,n.
Jj=1

A demonstracao para o caso geral é feita por reducao ao caso anterior. Temos

que A é um anel de Dedekind. Se P é um ideal primo nao nulo de A tal que
S = A — P, entao o anel de fracaio S~'A é um anel principal. Logo, S~1Oy é

o anel de inteiros de L sobre S7'A e S7'Op é um S~'A-mdédulo livre. Pelo caso
S0, S'A
S-10. P S-1AP

anterior, segue que [ } = n. Considerando a fatoragao do ideal

g

PS~LO, = H (S_l(’)LQi)ei. Desde que, 9, NA =P, Q;NS =0e S'OLQ, sao
i=1

ideais primos nao nulos de S™'Op, temos pela primeira parte que

STloL  STA _Z": [ S5toL 54

PS10,  PSTA| L5100, PSIA|
S—1A A SO oy
PS-1A P S lO0O.Q;, O,

SO, ST'A .
n = [S_IOLQi : PS_IA} —;eifi.

Assim, . Portanto, segue que

Proposicao 1.5.3. ([12], p. 125) Se Ay, Ay sao ideais de um anel A e Aj+Ay = A,
entao AlAQ = A1 N ./42 .
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Demonstragao: Como A;4; C A; e A1 Ay C Ay, segue que A1 A, C A N As.

Agora, suponhamos que z € A; N Ay. Se A; + Ay = A, entao existem elementos
a; € Ay e ay € Ay tais que 1 = a; + as. Logo, © = a1x + asx é a soma de dois

elementos de A;Ay. Assim, A; N Ay, C A Ay. Portanto, A1 A4, = A1 N A, . ]

Proposicao 1.5.4. ([10], p. 18) Seja A um anel. Se {Ay,..., A} é um conjunto

A A
finito de ideais de A, tais que A; + A; = A para i # j, entao ~ H —.

n

Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre n. Para o caso n = 2, seja a

A A
aplicagdo v : A — 15 definida por ¢(z) = (z+A;, x+As) comz € A. Assim
1 A

ker(¢) = A; N Ay, uma vez que, o(x) = (0, (:)) se, e somente se, (z + Ay, v+ Ay) =

(0,0) se, e somente se, z +.A; =0 e x4+ Ay = 0 se, e somente se, z € A e z € A,

se, e somente se, x € A N A,. Para a sobrejetora dado y, z € A, devemos encontrar

r e Atal que (y + A, 2+ Ar) = (. + A,z + Ay) = (). Como Ay + Ay = A,

existem elementos a; € Ay, as € A, tais que 1 = a1 +ao. Seja, r = a;z+ asy. Como

as = 1(mod Ay) e a1 = 1(mod As), segue que = = y(mod A,) e x = z(mod Asz) o

que implica, v+ A; = y+ A; e x + Ay = 2+ Ay, ou seja, ¢ é sobrejetora. Portanto,
A A A A A A

A4 ~ A X N e pela Proposicao 1.5.3, temos que A ~ a X a4 Agora,

suponhamos que o resultado é verdadeiro para n — 1. Seja B = A,...A,. Como

A+ A; = A, para i > 2, segue que existem elementos ¢; € A; e a; € A; tais que
n

¢ +a; = 1. Assim, 1 = H(Ci+ai):c+a2+...+an, em que ¢ é a soma dos

i=2
termos que contém no minimo um ¢; como fator. Logo, ¢ € A;. Como as...a, € B,
A A A
segue que A; + B = A. Pelo caso n = 2, segue que ~ — X — e por hipdtese
gue q 1 gue q AB A, B p p
A =LA
de inducao temos que —; ~ H —. ]

- O. 17 0L
Proposicao 1.5.5. (/10]) Com as notagoes anteriores, temos que o~ | | -
posig ([10]) ¢ Do, 11gs

Demonstragao: O unico ideal maximal de Oy, que contém Q5* é Q;, pois se existir

M um ideal maximal tal que M D Q| pela Proposigao 1.3.5, tem-se que M D Q;,
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para algum 7. Como Q; é um ideal maximal, segue que M = Q,. Vamos mostrar
que QF + Q;j = Oy, para i # j. Se Q7 + Q;j Z O, entao existe um ideal maximal
M de O tal que Q'+ Q) € M C Op. Como Qf C Q'+ Q7 segue que Qf' C M,
ou seja, Q; C M e como Q; é maximal, temos que Q; = M. De modo andlogo,
como Q;j C Q7 + Q;j , segue que Q;j C M, ou seja, Q; C M e tendo Q; maximal,

segue que Q; = M. Assim, Q; = Q;, o que é um absurdo. Logo, Q" + Q;j = OL.

Ou T O
Portanto, aplicando a Proposicao 1.5.4, temos que o~ - ]
p POSI¢ q PO, 11 Qo

Lema 1.5.1. ([10]) Seja A um dominio de Dedekind. Sejam P, ..., P, ideais pri-

mos distintos e nao nulos de A, x1,...,x, € A eeq,...,e. inteiros positivos. Entao,

existe um elemento v € A tal que v —2; € P ex —a; € Py parai=1,... 7.
~ . ) 41 ~ .

Demonstracao: Para i = 1,...,r temos que P;" 5 P?J’ . Entao, existe um ele-

mento a; € P, tal que a; ¢ Pf”“. Pela Proposicao 1.5.5, existe € A tal que
z— (x;+a;) € PO parai=1,...,r. Logo, z —x; = (v — (; + a;)) + a; € PE

K3 7

Py . Py
mas x —x; € P, pois a; & P u

Proposicao 1.5.6. (/10]) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de nimeros,
K C L uma extensao de Galois finita de graun e Op o anel de inteiros de A em L.
Se Q1 e Oy sao ideais primos de Oy, tais que Q1 N A = Qs N A # 0, entdao existe

um K-automorfismo o de L tal que 0(Qy) = Qs.

Demonstragao: Seja G = {01, ...,0,} o grupo de Galois de L sobre K. Se 0;(Q;) #

Q,, para todo i =1,...,n, pelo Lema 1.5.1, existe x € O, tal que = & 0,(Q;), para
i=1,....nex € Q. Sejaa = Hai(:c). Assim, a € Qs NAea & Qq, pois

i=1
oi(z) € Q1, parai = 1,...,n, o que é uma contradi¢ao. Portanto, existe o € G tal

que 0(Q1) = Qo. m

Teorema 1.5.2. ([10]) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes,

K C IL uma extensao de Galois finita de graun, O, o anel de inteiros de A em L e P

g
O A
um ideal primo de A. Se POp = “oe == fi, entioe; = ey = ... = ¢e,,
p L EQZ [Qi 77] f 1 2 g
fi=fo=...=f, e 0s corpos —L, 1=1,...,9, sao isomorfos.

Qi
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Demonstragao: Pela Proposicao 1.5.6, para cada i = 1,...,g, existe ¢ € G tal
g
que 0(Qq) = Q;. Assim, temos que PO, = o(POy) = Ha . Pela unicidade
=1
da fatoracao de POy, segue que ¢; = e para cada ¢ = 1,...,¢. Finalmente, como
O O O]Lse e que f; = f; parai=1 [ |
= ~ — segue qu sparai=1,...,¢.
o, o(Q) ¢ 't I

Observacgao 1.5.3. Com as hipdteses do Teorema 1.5.2, temos que efg = n.

1.6 Corpos quadraticos

Esta secao, tem por objetivo introduzir o conceito de corpos quadréaticos, bem como

suas principais proprieddes.

Definicao 1.6.1. Um numero inteiro racional é dito livre de quadrados se ele nao

¢ divisivel por um quadrado de uwm nimero primo.

Definicao 1.6.2. Um corpo quadrdtico é uma extensao de grau 2 de Q da forma

Q(Vd), em que d é um inteiro livre de quadrados.

Observacao 1.6.1. O elemento \/d é uma raiz do polindmio irredutivel 2 — d. O
conjugado de \/d é /d, ou seja, existe um automorfismo o : Q(v/d) — Q(\/d) tal
que o(a+bVd) = a — bV/d.

Proposicao 1.6.1. ([10], p. 35) Seja Ok o anel de inteiros de K = Q(v/d), com d
livre de quadrados sobre Z. Se o = a +b\Vd € Ok, entio 2a € Z e 2b € Z.

Demonstragao: Pela Observacao 1.6.1, existe um automorfismo ¢ de K tal que

o(a) = o(a +bV/d) = a — bv/d. Como o(a) também é raiz da mesma equacio
de dependéncia integral de «a, segue que o(a) € Og. Como « e o(a) € Ok, pelo
Corolério 1.2.2, segue que a + o(a) € Ok e ao(«a) € Og. Além disso, a + o(a) =
(a+bVd) + (a —bVd) = 2a € Z e ac(a) = (a + bVd)(a — bWd) = a®> — db? € Z.
Como Z é um anel de ideais principais, segue que Z é integralmente fechado. Logo,

se

20 €7 e a®—db* €7, (1.3)
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entdo (2a)? — d(20)* € Z. Como 2a € Z, segue que (2a)? € Z. Por outro lado,

2b ¢ 7 e o seu denominador tem um fator primo p e este fator aparece como p? no

denominador de d(20)?. Sendo d livre de quadrados, segue que d(2b)* € Z, o que é

um absurdo. Portanto, 2b € Z. ]

Teorema 1.6.1. ([10], p. 35) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, tal que d #
0(mod 4).

1.

Sed =2 oud=3(mod4), entdo o anel de inteiros Ox de K, consiste de todos

os elementos da forma a + b\V/d, com a,b € Z.

2. Se d = 1(mod 4), entao o anel de inteiros Ox de K, consiste de todos os

1
elementos da forma §(a + b\/a), com a,b € Z e de mesma paridade.

Demonstracao: Seja a = a + bv/d € Ok. Pela Proposicao 1.6.1, temos que a = g

eb= g, com u,v € Z. De (1.3) tem-se que u? — dv? € 4 Z.

1.

Se d = 2 ou d = 3(mod 4), entao u, v sdo pares, pois se v fosse impar, terfamos
v? =1 (mod 4). Como u? — dv? € 47, segue que u®> — d(4k + 1) € 47 o que
implica u? — d € 47, ou seja, u> = d(mod 4). Portanto, d = 1(mod 4) ou d =
0(mod 4), o que contradiz a hipétese. Sendo v par, temos que v* = 0(mod 4),
portanto u? € 4Z. Assim, u também ¢é par. Entdo a,b € Z e a = a+ bV/d €
Z[\/d]. Portanto, Ox C Z[/d] . Por outro lado, tomando a € Z[/d], temos
que « é raiz do polinémio z? — 2ax 4 a®> — db?* € Z[z]. Portanto, Z[v/d] C Ok.
Assim, Z[Vd] = Ok.

. Sed =1 (mod 4), entdao u,v tem a mesma paridade, uma vez que se v é par,

pelo item 1 tem-se que w é par. Assim, a,b € Z e portanto, a = a + bv/d €

Z[\/d]. Se v é impar, entdo v2 = 1 (mod 4) e sendo d = 1 (mod 4), segue que

v/d
2
€ Z[H—zﬁ], Portanto, Ok C Z[H—zﬁ]. Por outro lado, se & = a + b(%a) €
Z[E]

u® — 1 € 47, ou seja, u* = 1 (mod 4). Logo, u é impar. Assim, o = % +

, com a,b € Z, entao « é raiz do polinémio z? — (2a + b)z + (a® +
ab — %) € Z[x], pois d = 1(mod 4). Assim, Z[H—Q‘/E] C Ok. Portanto,

Z[HY) = O. =
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Observacao 1.6.2. Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico.
1. Sed # 1 (mod 4), entdo seu discriminante € 4d.
2. Sed=1 (mod 4), entdo seu discriminante € d.

Seja K = Q(\/E) um corpo quadratico e Ok o anel de inteiros de K. Nao temos,
em geral, para Og um teorema de fatoracao tinica em elementos primos como temos

para 7.

Proposicao 1.6.2. ([12], p. 88) Sejam Ok o anel de inteiros de K e m € Og. Se
N(m)=p€Z, em que 7 € Ox € um niumero primo, entao ® € elemento irredutivel

em Ok.

Demonstragao: Temos que 7 # 0 e nao é um elemento inversivel, pois N(m) = p é

um nimero primo. Agora se m = a3, com «, § € Ok, entdo p = N(m) = N(a)N(5).
Assim, N(a) = £1 ou N(§) = +1. Logo, a ¢ inversivel ou 3 ¢ inversivel. Como

m # 0 e nao é inversivel, segue que m é um elemento irredutivel. [ ]

O préximo teorema mostra que toda nao unidade em Ok tem uma decomposi¢ao
em elementos irredutiveis de Og. Em geral, essa decomposi¢gao nao é tinica e assim
os anéis Ok em geral nao sao fatoriais. Vejamos inicialmente como os inteiros primos

se fatoram em O.
Proposicao 1.6.3. ([12], p. 88) Seja p € Z um nimero primo.

1. Se existir m € Ok tal que N(m) = p, entdo p = 7 € uma fatoragao de p em

elementos irredutiveis de Ox.
2. Caso contrdrio, p € irredutivel em Ok.

Demonstragao: A afirmacao 1 é verdadeira pela Proposi¢ao 1.6.2. Agora, supo-

nhamos que o item 1 nio ocorre. Se p = aff com a, 3 € Ok, entao p*> = N(p) =
N(a)N (). Como N(a),N(B) € Z e N(o) = p = N(f) ndo ocorre, pois esta-
mos excluindo o item 1, segue que N(a) = +1 e N(3) = 4p? ou N(a) = +p?
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e N(B) = £1. Logo, o € Of ou 8 € (g e assim, p é um elemento irredutivel

em Ok. [

Observacao 1.6.3. Se a € Ok, onde a # 0 e a nao € inversivel, entdo o € um

produto de elementos irredutiveis.

A Observacao 1.6.3 tem uma falha, uma vez que nao se pode assegurar sua unici-
dade. Por exemplo: 2.3 =6 = (1++/—5)(1—+v/—5). Temos assim uma decomposigao
de 6 de duas maneiras que sao claramente distintas. Para termos fatoracao unica

devemos exigir um pouco mais dos fatores.

A seguir veremos que se existir uma fatoracao em elementos primos, temos que

essa fatoracao é necessariamente unica.
Proposicao 1.6.4. ([12], p. 87)
1. Todo primo em Ok € um elemento irredutivel.

2. Sejam my,To, ..., T € P1, P2, ..., Ps comr,s > 1, sao elementos primos de Ok
tais que T My ... MW = p1pa2...ps. Entao, r = s e para cada 1 < 1 < r existe

um tunico 1 < j < s tal que m; e p; sao associados em Ok.

Demonstragao:

1. Seja m um elemento primo de Og. Assim, m # 0 e nao é inversivel. Agora,
sejam «, 3 € Ok tais que m = af3. Logo, se 7w divide a3, entao 7 divide o ou 7
divide . Se 7 divide «, entao existe v € Ok tal que a = my. Assim, 7 = 1y

e portanto, 1 =73 e # € Of. Analogamente, se 7 divide 3, entao o € Ox.

2. Faremos a prova por indugao sobre r. Se r = 1, entao m = p;...ps . Pela
defini¢do de elemento primo, segue que existe 1 < j < s tal que m | p;.
Pelo item 1 concluimos que m; e p; sao associados pois nenhum dos dois é
uma unidade. Assim, se m = pp;, em que p € Ok, entao pup; = pi...ps.

Cancelando p; de ambos os lados da igualdade obtemos uma contradigao se
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s > 1 e portanto m; = p;. Assumimos agora o resultado para todo 1 <r <n
e suponhamos que mmy ... T, = p1p2...ps onde m; = p;, parai = 1,2,...,re
7 =1,2,...,s, sao elementos primos. Suponhamos que r < s. Da igualdade
acima, segue que m; divide p;...ps. Como m; é primo, segue que 7 divide
pj, para algum j = 1,2,...,s. Sem perda de generalidade, podemos supor
que j = 1. Como todo primo ¢ irredutivel, segue que m; e p; sdo associados.

Assim, existe p; € A* tal que p; = 7. [ ]

Definicao 1.6.3. Um dominio de integridade D é chamado de dominio de fatoracao
unica se toda nao unidade a € D, a # 0 € um produto de elementos irredutiveis e

todo irredutivel é primo.

Agora, examinamos uma condi¢ao necessaria para que todo irredutivel seja primo
e exibimos alguns valores de d para os quais isso acontece. Primeiramente, recor-

damos a definicao de dominio euclidiano.

Definicao 1.6.4. Dizemos que um dominio D € euclidiano se existir uma fun¢ao

Y :D—{0} — N tal que

1. Sea,b €D —{0} tal que alb, entdo (a) < ¥ (b).

2. Sea,b € D—{0}, entao existe q,r, € D tal que a = bg+r em que P(r) < (b).
A funcao 1 € chamada de norma euclidiana.

Teorema 1.6.2. (/13], p. 54) Seja D um dominio euclidiano com norma euclidiana

).
1. Para todo par a,b € D existem m,n € D tais que d = am + bn = mdc(a, b).
2. Todo irredutivel € primo.

Demonstragao:

1. Se a divide b, entao o mdc(a, b) = a = a.1+b.0. Igualmente, se b divide a, entao

a afirmagao é verdadeira. Suponhamos que a nao divide b e que b nao divide a.
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Consideremos o conjunto J = {¢(ax+by) : x,y € D,ax+by # 0}. Temos que,
J nao é vazio e portanto, tem um menor elemento. Sejam d € D tal que ¥(d)
é um minimo de J e m,n € D tais que d = am + bn. Agora, verificamos que
d = mdc(a,b). Como D é euclidiano, segue que ¢,r € D tais que a = dq +r,
com r = 0 ou ¢(r) < ¥(d). Ser # 0, com r = a(l — gm) + b(—gn), entao
Y(r) € J. Como ¥(r) < 1(d), segue que isso contradiz a escolha de d. Logo,
r =0 e d divide a. Igualmente d divide b. Seja agora, d um divisor comum de

a e b. Como d é combinacdo linear de a e b, segue que d divide d.

2. Seja w € D irredutivel e suponhamos que 7 divide ab, com a,b € D. Supo-
nhamos que 7 nao divide a e seja d = mm + an = mdc(w,a). Como d divide
7, segue que d € D ou d é associado a w. Se d é associado a 7, entao 7w divide
a, que é contra nossa suposicao. Como d € D*, segue que d é associado a 1.
Logo, 1 também é um mdc(a,b). Sem perda de generalidade, assumimos que
d = 1. Como 7 divide ab, segue que existe ¢ € D tal que ab = mc. Assim,

b = brm + ban = w(bm + ¢n) e portanto, 7 divide b. u

1.6.1 Decomposicao de ideais em corpos quadraticos

Nesta secao, apresentamos especificamente a decomposicao nos corpos quadraticos.

Sejam d € 7Z livre de quadrados, K = @(\/3), Ok o anel de inteiros de K e p um
g

nimero primo. Seja pOg = H Q:" a decomposi¢ao em K do ideal pOg como um
i=1
produto de ideais primos de Og. Pelo Teorema da Igualdade Fundamental, segue

g
que Z e;fi = 2. Assim, g < 2 e temos 0s seguintes casos:
i=1

1.Seg=2,e =e =1, fi = fo = 1, entao p se decompoe em K, ou seja,

POk = Q19,, em que Q7, Qs sao ideais primos distintos de Ok acima de pZ.

2. Seg=1,e, =1, fi =2, entao p é inerte em K, ou seja, pOx = Q, em que Q

¢ um ideal primo de Ok acima de pZ.
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3.Seg=1,e =2, fi =1, entdo p ramifica em K, ou seja, pOx = Q% em que

Q é um ideal primo de Ok acima de pZ.

Definicao 1.6.5. Dado um numero primo impar p e um inteiro d relativamente
primo com p, dizemos que d € um residuo quadrdtico modulo p, se existir a € 7 tal
que d = a®(mod p), isto €, se a classe de restos de d mddulo p for um quadrado em

Ly, caso contrdrio, d nao é residuo quadrdtico mdédulo p.

Exemplo 1.6.1. Se p = 5, entao d = 19 € um residuo quadrdtico modulo 5, pois
eviste a = 2 tal que 19 = 2*(mod 5). Se p = 7, entio d = 19 ndo € residuo

quadrdtico mddulo 7, pois ndo existe a tal que 19 = a*(mod 7).

Teorema 1.6.3. ([10], p. 77) Seja K = Q(\/d) um corpo quadrdtico, em que d ¢

um inteiro livre de quadrados.

1. Os primos impares p, em que d € um residuo quadrdtico modulo p, decompoem

em OK

2. Os primos impares p, em que d nao é um residuo quadrdtico modulo p, sao

inertes em Ok.

3. Os primos impares divisores de d ramificam em Ok.

1++d
9

. Agora, se

1+Vd
2

Demonstragao: Se p é fmpar, entdo Ox = Z{/d] ou Ox = 7Z
1 d 1 d
a:a+< +2f>EZ +2f

(mod p). Assim, o = a + (b + p) <

com b fmpar, entdao a = a + (b + p) (

1++d
9

€ Z§d] e a = o (mod p). Portanto,

7V d Z
—E & isomorfo a [f] Por outro lado, temos que —— 2]
pUx pUx (22 — d)

Z 7 -
Ok ~ 2] — P [:)3]_ , na qual d é a classe de residuo de d
POk (p2®—d)  (a*—d)

é isomorfo a Z[v/d]

e portanto,

modulo p.

1. Se d = z*(mod p), entio 2° —d € Z,[z]. Portanto, 2* —d = (x — v/d)(x +/d),
na qual hy () = 2 —V/d e hy(x) = -+ +/d sdo polindmios irredutiveis distintos
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Ok ZLyp|z]
pOx (22 —d) —

Sa0 corpos, segue que

tais que (hihe) = (h1) N (ha) e (hy + hy) = Z,[x]. Assim,
Lp|x] % Lp|x] Coomo Lp|7] o Lp|7]
(x —Vd)  (z+Vd) (x —Vd)y < z4+Vd>

POk = Q19,, com Q; e Qs primos distintos, ou seja, p se decompoe em Ok.

- Ok
2. Se d # x*(mod p), entao x? — d é irredutivel em Z,[z] e o é isomorfo a um
pUK
corpo. Assim, pOg permanece primo, ou seja, p é inerte em Ok.

3. Se p é um divisor de d temos que 22> — d é um quadrado de um polinémio
Ok ~ L[]
p Ok (h?)

Entao, p ramifica em Ok. ]

irredutivel. Assim,

e o elemento h+(h?) é nao nulo e nilpotente.

Exemplo 1.6.2. Seja K = Q(v/10). Como 5 divide 10, temos pelo Teorema 1.6.3,
que 5 ramifica em Og = Z[\/10] come =2 e f = 1. Se p = 3, entao 10 € residuo
quadrdtico modulo 3. Logo, 3 decompoe come=1¢e f=1. Sep=7, entao 10 nao

¢ residuo quadrdtico modulo 7 e assim, 7 € inerte.

Teorema 1.6.4. ([10], p. 77) Se K = Q(v/d) € um corpo quadrdtico, em que d ¢

um inteiro livre de quadrados, entao
1. Se d = 1(mod 8), entdio 2 se decompioe em Ok.
2. Se d = 5(mod 8), entdo 2 ¢é inerte em Ok.

3. Se d=2(mod 4) ou d = 3(mod 4), entao 2 ramifica em Ok.

1++d
9

Demonstracao: Se d = 1(mod 4), entao Og = 7Z e o polindmio minimal

1 d—1 Y/ d—1
+2\/7 é x? —:E—T Assim, Ok é isomorfo a %, na qual a = 1
Z2 [LU]
e portanto, o~

20 (2?2 —x —a)

-1
1. Se d = 1(mod 8), entao 2k = dT, k € Z. Assim, a = 0(mod 2) e 2 —z—a

Ok
22 + x = x(x + 1)(mod 2). Portanto, 20, é um produto de dois corpos, ou
K

seja, 2 decompoe em Ok.
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d—1—-14
— 4 —
22 —x—a=2*>+x+ 1(mod 2). Como x? + x + 1 é irredutivel, segue que 2

2. Se d = 5(mod 8), entao 2k = , para k € Z. Assim, a = 1(mod 2) e

permanece primo em Ok.

O Z
3. Se d =2 oud=3(mod 4), entdao Og = Z[Vd] ¢ —~— ¢ isomorfo a ﬂ.
B a QOK <[L’2 — d>
Neste caso, 12 —d = 2% ou 22 — 1 = (2% —1)? e ambos os casos é um quadrado.
Z
Assim, % possui um elemento nilpotente nao nulo. Logo, 2 ramifica em
x —
OK. |

Um método pratico para determinar o tipo de decomposicao em Ok de cada
numero primo p é através da Lei da Reciprocidade Quadratica de Gauss, devido a

Legendre e Gauss. Para isso, vamos introduzir o simbolo de Legendre (—) .

Definicao 1.6.6. Sejam p um nimero inteiro primo e d um inteiro primo com p.

O simbolo de Legendre é dada por

=1 se d ¢ um residuo quadrdatico modulo p,

=—1 se d nao € um residuo quadrdtico modulo p.

T AT I

Observacao 1.6.4.

1
IS
.

a
1. (Critério de Euler) Se p é um primo impar e a € 7Z, entdo (—)
p

(mod p). Em particular, <—) =(-1)=.
p

2. (Lei da Reciprocidade Quadrdtica de Gauss) Se p e q sdo nimeros primos

(-

Proposicao 1.6.5. ([14]) Seja p um primo impar, para d = —1,—3 temos que

impares, entao

1. Se K = Q(v/—1) tal que p

1 (mod 4), entao p se decompoe em Ox =

2. Se K = Q(v/-3) tal que p = 1 (mod 6), entio p se decompoe em Og =
Z[y=3),
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Demonstracao:

1. Se p = 1 (mod 4), entdo p = 4t + 1, para algum t. Pelo Critério de Euler,
1 _ ~
temos que (—) = (—1)1)71 = (-1)*2~ = (-1)¥ = 1. Logo, d = —1 ¢
p
um residuo quadratico médulo p. Assim, pela Proposicao 1.6.3, segue que p

se decompoe em Ok.

2. Se p =1 (mod 6), entdo p = 6t + 1, para algum ¢. Pela Lei da Reciprocidade
-3

Quadratica de Gauss, tomando ¢ = d = —3 tem-se que (—) (i) =
p

-3
(—I)W = —(ﬁtﬂ_z)(_?’_l) = (=1)% = 1. Logo, d = —3 é um residuo

quadratico. Assim, pela Proposicao 1.6.3, segue que p se decompoe em Ok. ®

1.7 Corpos ciclotomicos

Nesta secao, apresentamos os corpos ciclotomicos. Esses corpos tem um papel fun-
damental na teoria dlgebrica dos nuimeros, uma vez que é possivel caracterizar o

anel de inteiros algébricos de um corpo ciclotomico.

Definigao 1.7.1. Seja L um corpo. Um elemento £ € L tal que " =1 é chamado
uma raiz n-ésima da unidade. Dizemos que & é uma raiz n-ésima primitiva da

unidade se E" =1 e ™ # 1, para todo 0 < m < n.

27

Uma raiz n-ésima primitiva da unidade &, pode ser escrito como &, = en =
cos( )+ zsen(2”) em que n € N. Neste capitulo, &, serd sempre uma raiz n-ésima

primitiva da unidade.

Definicao 1.7.2. Um corpo ciclotomico ¢ um corpo gerado por uma raiz n-€sima

da unidade.

Definicao 1.7.3. O polinémio ¢,(x H (x — &), na qual mdc(j,n) = 1 é
j=1
chamado de n-ésimo polinomio ciclotomico.

Proposicao 1.7.1. ([15], p. 206) Se n é um inteiro positivo, entio z* — 1 =

[T ¢n()

h|n
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Demonstragao: Seja f(r) = 2™ — 1 tal que 1,w,w?, ..., w"! sao as rafzes. Logo,

podemos escrever f(z) como f(zr) = (z — 1)(z — w)...(x — w"1). Assim,
analisando as ordens de cada raiz de f(x) e escrevendo todas as raizes de mesma or-

dem como um polinémio da forma ¢, () = [[rdem wen(T—w), tem-se que 2" —1 =

[T on(). L

h|n

Da Proposi¢ao 1.7.1, obtemos que ¢,(x) = ﬁnT_(l) Logo, ¢1(z) = = — 1,
W\
h|n
2 —1 —
¢2(x) - ¢1(I) =+ ]-7 ¢3(ZI§') - (bl(x)

que p € um numero primo, temos que

=224 x+1,..., etc. Quando n = p, em

P _ 1 P _ 1
. S =P P a1
¢1(£L’) x—1

¢é chamado de p-ésimo polinomio ciclotomico. E quando n = p”, na qual r € Z tal

Pp(T)

que r > 1 e p é um nimero primo, temos que 2" —1 = ¢1 ()P, (z) . .. Ppr—1()Ppr (@)
e —1=¢(2)¢,(x)...¢p1(z). Logo,

T
P —1

" —1

r—1

by () = | (1.4)
é o p"-ésimo polinomio ciclotomico.
Observacao 1.7.1. Seja &, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
1. [Q(&) : Q] = ¢(n), na qual ¢ € a funcao de Euler.
2. 0 n-ésimo polinomio ciclotomico é irredutivel sobre Q.
3. O anel de inteiros de Q(&,) € Z[en] € {1,&n, ..., &8 7Y 6 uma Z-base de Z[S,).
4. Se mdc(m,n) =1, entao Q(&,)Q(&,) = Q(Emn)-

5. O discriminante absoluto de K = Q(&,,) sobre Q é

Dy = Do (L, én, ..., 680 =+
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1.7.1 Decomposicao de ideais em corpos ciclotomicos

Nesta secao, apresentamos especificamente a decomposicao de ideais em corpos ci-

clotomicos.

Teorema 1.7.1. ([12], p. 186)(Lema de Kummer) Sejam K um corpo de nimeros

de grau n com ordem mazximal Dx = Ok, a € Ok e p um numero primo. Se

m(z) = mq(z)e...m.(x)¢ € a fatora¢ao do polindmio minimal m(z) de o em Z[x],
como um produto de polinomios irredutiveis de grau d;, para v = 1,...,1, sobre
Zy|x], em que~ denota a aplicacdo Z[x| — Zy[z], entdo o ideal (p) de Z decompie-se
de modo tunico da forma

pOK = 7)161 .. .Pfr,

como um produto de ideais primos de Ok, na qual P; = (p,m;(a)) e £ o GF(p™),

parat=1,...,r.

Demonstracao: Sejam ji(x) um fator irredutivel de m(x), @ uma raiz de ji(x) e

P o ideal primo de Ok que é o Kernel da fungao ¢ : Z[a] — Z[a]. Temos que
pOxk + () Ox esté contido em P. Por outro lado, se g(«) € P, onde g(«) € Z[z],
entdao §(z) = p(z)h(x), para algum h(z) € Afz] e portanto, g(x) — u(z)h(x), que é
um polindémio com coeficientes em 7Z, uma vez que tem coeficientes em pOk. Logo,

P; = pOk + 11;(a)Ox. Agora, sejam e; o indice de ramificacdo de P; tal que
POy = PP
e d; o grau de fi;. Como m(a) =0 e m(x) — pui(x) ... () € pZ[zx], segue que
pr(@) (@) € pOk. (1.5)

Por outro lado, temos que P;* C pOx + pi(a)“Ok, consequentemente usando a

equacao (1.5), temos que
73161 . ,'Prer C pOK -+ ,ul(Oé)el . .,uT(Oé)ETOK C p(’)K = 7)161 .. .Pf".

Isso prova que e; > e;, para todo i. Mas sabemos que >, e;d; = gr(m) =

L : K] =3, ed;. Assim, e; = e;, para todo i, o que prova pOg = P{' ... P, m
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Teorema 1.7.2. ([10], p. 74) Sejam K e L corpos de nimeros tal que K C L. Um
ideal primo p de Ok se ramifica em Oy, se, e somente se, Dy /x C pOg, em que Dy x
¢ o discriminante de I sobre K.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.3.2, temos que pOxg = HP?', na qual e; sao in-

i=1
teiros positivos. A afirmacao p se ramifica em Ok, é equivalente a dizer, que pOx

nao se decompoe. Por [[10], p. 73, Lemma 3], segue que D,o,/p. = (0), tomando
S=L—-pL, L =S'K, K =S'Kep = pL tal que L' é um ideal prin-
cipal, K’ ¢ um L'-médulo livre, p. ~ p'L’ e p =~ p'Op. Como Dpo, . = (0),
por [[10], p. 73, Lemma 2], segue que D(ey,...,e,) € p. Logo, podemos es-
crever (ep,...,e,) como uma base L'-médulo de K. Consideremos (1,...,,)
base de L sobre K tal que x; = Za;jej, com a;j e L', tem-se que Dy =
D(xy,...,x,) = det(a;;)*D(eq, ... e,) € pOygs. Pela Proposigao 1.3.4, temos que
pOx NL = pOk. Logo, D(z1,...,x,) € pOk e portanto, Dy /xk C pOx. Reci-

Lecom gy, € Ke s €S, para

procamente, seja Dy/x € pOg tomando e; = ;5™
i=1,...,n, tem-se que D(ey,...,e,) =5 2"D(y1,...,Yn) € IL,/D]L/K Cpl =p’, ou
seja, D(ey,...,e,) € p, isto implica que, Dy # (0). Novamente, por [[10], p. 73,

Lemma 3|, concluimos que p se ramifica em Ok. [ ]

Decorre deste resultado que existe apenas um ntimero finito de ideais primos de

7 que se ramificam em K.

Exemplo 1.7.1. Sejam Ox = Z[&15] o anel de inteiros algébricos de K = Q(&15) e
m(z) = 2% —2"+2° — 2t + 23 —x+1 o polinomio minimal de &5 sobre Q. Tomando
m(z) mdédulo 3, obtemos que m(z) = (x*+2*+ 2?4+ 2+1)? (mod Zs3|x]). Assim, pelo
Lema de Kummer, temos que 30x = PZ, na qual Py = (3, &8s + & + &% + &5 + 1).

Portanto, 30k se ramifica em Ok.

Defini¢ao 1.7.4. Sejam L um corpo e f(x)um polinomio nao constante de K|z],
dizemos que I € um corpo de raizes de f(x) sobre K se K é um subconjunto de L. e

f(x) se fatora sobre I como produto de polindmios irredutiveis.



1.7. CORPOS CICLOTOMICOS 47

Definicao 1.7.5. Sejam K um corpo e G um conjunto de automorfismos em K.
O conjunto dos elementos de K que sao fizados por todos os elementos de G é um

subcorpo de K chamado corpo fizo de G.

Teorema 1.7.3. [19] Sejam K um corpo de caracteristica zero e L uma extensdo

de grau finito n sobre K. Sdo equivalentes:
1. K € o corpo fixo do grupo G dos K-automorfismos de L.

2. Para todo o € 1, o polinomio minimal de o sobre K tem todas suas raizes em

L.
3. L é um corpo de raizes de um polinomio em K[z].

Se as condicoes do Teorema 1.7.3 sao satisfeitas, I é chamado de extensao ga-
loisiana de K e G é chamado de grupo de Galois de IL sobre K e denotado por

Lema 1.7.1. ([9], p. 107)Se o € Q(&,,), entdo N(a) > 0.

a
n’

Demonstracao: Seja 0 € Galp(Q(&,)) tal que o(&,) = em que £ é uma raiz

n-ésima primitiva do polinémio ciclotomico ¢, (z), com mde(n,a) = 1. Temos que
o conjugado complexo £2 de €% é uma raiz n-ésima primitiva da unidade de ¢,,(z).
Logo, existe um automorfismo 7 em Galg(Q(&,)) tal que 7(&,) = £2. Assim, para
qualquer elemento a € Q(&,), dado por a = g + 21&, + ... + zp(n)_lff(")_l em
Q(&,) tem-se que o(a)T(0) = o(z0 + T1bn + - + Tpm 165" T (20 + 1160 +
Co— xw(n)_l&f(")_l) = (w0 + 210(&) + ... + Typm)—10( ) (o + 217(6) +
oA T T( @) = (o + @&+ T (G (w0 + o+
Tom-1 (G = af +at 4w+ 2RED + .+ 2R(ETTY +
PR((€)(EF™ ) > 22 + 22 + w2y, > 0, em que R(z) denota a parte real

2
o(n

do nimero complexo z. Como N(«) é definida como o produto dos ¢(n) automor-

fismos de Galg(Q(&,)), segue que podemos expressé-la como sendo o produto de

n
# nimeros complexos e seus conjugados. Portanto, N(«) > 0. ]
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Se n = 2 (mod 4) temos que Q(§,) = Q({z). Assim, sem perda de genera-
lidade, podemos supor n # 2 (mod 4). Por [[17], p. 204, Theorem 11.1], tem-se que
Z[&,) é¢ um dominio de ideais principais se, e somente se, n = {1} U A, onde A =
(3,2,5,7.8,9,11,12, 13,15, 16, 17,19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48,
60, 84}. Nos préximos resultados, consideramos sempre n € A que serd muito im-

portante para a construcao/decodificacao dos cédigos via corpos ciclotomicos.

Lema 1.7.2. ([17], p. 14) Sejam p um primo e P um ideal primo de Z[,] acima

de p. Se ptn, entdo as n-ésimas raizes da unidade sao distintas modulo P.
n—1
Demonstragao: Sabemos que n = H (1—¢€). Se & =& (mod P), com 0 < j <

j=1
k<n-—1,entdo & — & € P. Assim, &(1 — £F) € P. Como P é primo, segue

que & € Poul— & € P, o que é um absurdo, uma vez que se & € P, entdo

g =1ePesel—¢&7eP, entaionePNZ=(p). "

Teorema 1.7.4. ([17], p. 14) Sejam p um nimero primo e f o menor inteiro

positivo tal que p =1 (mod n). Se p{n, entio p se decompoe em g = @ Primos
distintos P em Z ((Zed g,
istintos P em Z[E,], na qual | R o =f.

Demonstragao: Seja P um ideal primo de Z[¢,] acima de p. O automorfismo de

Frobenius de Z[¢,] é definido por o,(x) = 2P (mod P), para todo = € Z[¢,]. Como

0p(&n) ¢ uma raiz n-ésima da unidade, segue que pelo Lema 1.7.2 que 0,(&,) = &-.

7, )
A ordem de o, é | % ] : Zyp), uma vez que o, é o gerador do grupo de Galois de
A
%. Agora, O'IJ: = 1 se, e somente se, Ug(@) = &, se, e somente se, fﬁf =&, se, e

somente se, p/ =1 (mod n). Como p nao é ramificado em Z|[¢,], segue que e = 1 e
portanto, pela Observacao 1.5.3 temos que fg = [Q(&,) : Q] = ¢(n). n
Corolario 1.7.1. (/9], p. 108) Se p é um nimero primo da forma p = nk + 1, na

©(n)
qual n € A, entao pZ[E,] = H P;, em que P; sdo ideais primos distintos de Z[,).

j=1
Z[&n)
P;

Além disso, cada P; € gerado por um elemento irredutivel que tem norma p e

¢ isomorfo ao corpo GF(p), para j =1,...,p(n).
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Demonstragao: Se p = nk + 1, em que n € A, entdao p 1 n, pelo Teorema 1.7.4,

temos que pZ[¢,] é expresso como um produto de primos P; distintos de Z[E,],
para j = 1,2,...,p(n), ou seja, pZ[&,] = ﬁpj. Como Z[¢,] é um dominio de
ideais principais, segue que cada ideal P; éj:glerado por um elemento irredutivel,
isto é, P; = (aj), para j = 1,...,¢(n). Como Z[¢,] é um dominio fatorial, uma
vez que Z[¢,] é dominio de ideais principais, segue que p se decompdem em um
produto de elementos irredutiveis a menos de uma unidade em Z[¢,], ou seja, p =
Qi ... Qpm)it, onde g é uma unidade de Z[&,]. Aplicando a norma nesta igualdade,
temos que p?™ = N(p) = N(ay...apmu) = N(a1) ... N(aym)N(1). Se i é uma
unidade em Z[,], pela Observacao 1.4.1, entdao N(u) = 1. Como os a; nao sao
unidades em Z[,] e pelo Lema 1.7.1, segue que N(a;) > 1, para j = 1,...,¢(n).
Como p é primo, segue que N(ay;) = p, para j = 1,...,¢(n). Logo, P; = (a;)
e N(P;) = N({a;)) = N(a;) = p, para j = 1,2,...,¢(n). Portanto, os ideais
primos P; sao gerados por elementos irredutiveis e tem norma p prima. Agora,

como «; € irredutivel e P; = (a;), pela Observacao 1.4.2, segue que P; = (o;)
Z[En]

J

é um ideal maximal. Assim,

é um corpo com p elementos, uma vez que

Z&n] Z[]
i P; P;
isomorfo a GF(p), para j = 1,2,...,¢(n) [

é

= N(P;) = p. Como GF(p) também tem p elementos, segue que

Corolario 1.7.2. ([9], p. 108) Seja p um nimero primo tal que p = nk + 1, com
n € A. Se p(n) é o menor inteiro positivo tal que p?™ =1 (mod n), entio pZ[E,)

VZIE ¢ isomorfo a GF (p™).

Demonstragao: Tomando s = ¢(n) tal que p* = 1 (mod n) e aplicando o Teorema

¢ um ideal primo de Z[,). Além disso,

1.7.4, segue o resultado. u



Capitulo 2

Constelacoes de sinais via corpos

quadraticos

2.1 Introducao

O problema da construcao de sinais que possuam boas propriedades geométricas e
boas estruturas algébricas é fundamental e relevante, tanto no aspecto da geracao
de constelagoes, como na implementagao pratica dos moduladores e demoduladores.
Neste capitulo, veremos o conceito de constelacoes de sinais, na qual estabelecemos
as condigoes necessarias para a construcao de constelagoes de sinais casadas a grupos
quocientes aditivos. Tais constelacoes fazem parte do espaco de sinais no R? cuja
identificacao dos pontos de sinais sao dados por elementos dos correspondentes anéis
de inteiros Z[p|, em que p =i ou p = w = 1T+‘/j?’ A rotulagem casada decorrera
da acao transitiva de grupos aditivos do corpo de Galois GF(p™) ou dos p-grupos
aditivos Gpm, como fez [5] e [6]. Também veremos a distancia de Mannheim, sobre
os anéis de inteiros Z[p|, que é uma distancia apropriada quando se usa modulagoes

do tipo QAM, onde nem a distancia de Hamming e nem a distancia de Lee sao

apropriadas.
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2.2 Constelacoes de sinais

Nesta secao, apresentamos a estrutura algébrica e geométrica das constelacoes de
sinais via corpos quadraticos, também veremos a distancia de Mannheim nestes cor-
pos. Além disso, exibimos a aplicagao casada que leva os elementos da constelacoes

de sinais a um certo grupo aditivo.

Definicao 2.2.1. Uma constelagao de sinais € um subconjunto finito de pontos do

R™. Os pontos da constelacao sio chamados de pontos de sinais.

Neste trabalho, veremos as constelagoes de sinais como sendo um subconjunto

finito de pontos do plano.

Definigao 2.2.2. Uma constelagdao de sinais S é dita casada com um grupo (G, x*),

mediante a uma distancia d, se existe uma aplicacao p de G sobre S tal que

d(p(g1), u(g2)) = d(u(e), n(gr " * g2)), (2.1)

para todo g1 e go pertencentes a G, em que e € o elemento neutro de G e d(.,.)
¢ uma distancia em S. Neste caso, a aplica¢ao v € chamada de aplicacdo casada.

Além disso, se pu for injetora chamamos =t de rotulamento casado.

Sejam Q§/d) um extensio quadratica, com d livre de quadrados e Z[p] o anel de

inteiros de Q(/d). Analisaremos dois casos particulares d = —1 e d = —3. Assim,
pelo Teorema 1.6.1, se d = —1, entdo Zlp| = Z|/—1] = Z]i] é chamado anel de
inteiros de Gauss e se d = —3, entdo Z[p] = Z[*=2] = Z[w] é chamado anel de

inteiros de Eisenstein-Jacobi. Além disso, temos que Z[p|, em que p =i ou p = w
¢ um dominio de ideais principais. Assim, todo ideal primo Z de Z[p] ¢é escrito na
forma

T = (m) =7Zlp| = {ma: o € Zp]},

na qual 7 = a + bp € Z[p| é um elemento primo. Temos que i é uma raiz quarta

primitiva da unidade e w é uma raiz sexta primitiva da unidade.
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Observagao 2.2.1. Se m = a+ bp € Z|p|, entao a norma de w é dada por:

S a’? —db? se d = 2,3 (mod 4)
N(7m) = N(a+bp) = (a+bp)(a+ bp) = 17 = 1 —d
a® + ab + Tb286 d=1 (mod 4),
em que a + bp denota a conjugacao complexa de a+bp. Assim, temos que se d = —1,

entio N(m) = a®> +b? e se d = =3, entdio N(w) = a® + ab + V.

Definigao 2.2.3. Definimos o peso de Manhattan de um elemento o = a+bp € Zlp|,
na qual p =1 ou p = w, como wy(a) = |a| + |b|]. Além disso, se a« = a+bp e
B = c+dp sao elementos de Z[p|, definimos a distancia de Manhattan entre os

elementos a e 3 como dy(a, 3) = wp(a— B) = |a—c|+ [b—d|.
Se p é um ntmero impar tal que

p=1(mod 4) sed=—1
p = 1(mod 6) se d= -3,

entao pela Proposi¢ao 1.6.5, p se decompoe totalmente em Z[p]. Nosso objetivo é
determinar um rotulamento casado entre o grupo aditivo de GF(p) e um subconjunto
conveniente do R?. Em ambos os casos temos que p fatora-se como p = 77, em que
N(7m) = n7 = p e que o ideal primo pZ de Z fatora-se completamente em Z|[p], isto é,
pZlp] = IZ,na qual Z = (rr) e Z = (7) sido dois ideais primos distintos de Z[p]. Como
Z[p] é um dominio principal, segue que seus ideais primos Z nao nulos sao maximais.

7 7
Portanto, o quociente % é um corpo de ordem p, uma vez que #M =N(Z) =

N((m)) = p, que denotamos por A,[p], na qual A,[p| sdo as constelagées de sinais
S. As unidades de Z[p] formam um grupo ciclico que denotamos por Z[p]*. Assim,
Zi]* = {£1,+i} se d = —1 e Z[w]* = {*1,+w,+w?} se d = —3. Os elementos
0,1,...,p— 1 formam um conjunto completo de representantes das classes laterais
de Z em Z[p]. Assim, como p € Z[p|, segue que p pertence a alguma classe lateral
5 € @, emque0 < s < p—1. Logo, z + yp = T+§p = T+45 = « + ys = [, na qual
1 €{0,1,...,p—1}. Agora, x + ys = [ se, e somente se, t+ys—1 € Z(\Z = pZ, em
que z,vy, s,l € Z. Portanto, x + yp = l(mod I) se, e somente se, x + ys = l(mod p),

na qual s é um representante da classe lateral contedo p.
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Teorema 2.2.1. (/3/, p. 5) Sep € Z é um nimero primo impar tal que p = 7T,
em que m = a + bp € Zlp], entdo em cada classe lateral | + I, onde T = (m) e
I =0,1,...,p — 1, emiste um unico elemento oy = | + pum com norma euclidiana

minima.

Demonstracao: Seja N} = min{N(«a) : o € [+TI}, o valor minimo das normas dos

elementos de [ +Z. Como {—(’)2;1), o, —1,0,1,..., p%l} é um conjunto completo
de representantes de Z em Z[p|, segue que a distancia euclidiana entre quaisquer
dois representantes das classes de norma minima é sempre menor que p. Para a
unicidade, suponhamos que oy, = [ + 1y = i, = | + pom sao dois elementos de

[ + 7T tendo a mesma norma minima, isto é, N(ay, ) = N(ay,) = N;". Assim,
P+ 1(m + i 7) + puinmm = 12 4 Wpom + fiam) + pofion

e portanto,

W = )T + (1 — p2) ™) = (1 — pofiz) 7T
Como [, 7, T sao coprimos e (), (T) sao ideais principais primos, segue que i3 — fiy €
(m), isto é, oy, — oy, = pt, para algum ¢ € Z[p|. Como «y, e oy, pertencem ao circulo

. -1 .
com raio ¥7= e centro na origem, segue que t = 0 e portanto, a;, = ay,. ]

Pelo Teorema 2.2.1, podemos considerar A,[p] = {ap, ay,...,a,-1} C C como
um conjunto de representantes de Z em Zp|, satisfazendo oy = l(mod Z) e N(oy)

minima, munido das seguintes operacoes de adicao e multiplicacao, definidas por:

a;+a; =aqap talque k=i+j (mod p), para i,j=0,1,...,p—1, 2.2)
a0 = tal que k = ij (mod p), para i,j7=0,1,...,p— 1. '

Assim, Ap[p] com essas operagoes é um corpo com p elementos isomorfo a GF(p).

Definicao 2.2.4. Dado v = a + bp € Aplp], definimos o peso de Mannheim de ~y

como w4 () = |a| + 0]

Proposigao 2.2.1. A aplicagao dyy : A,lp] X A,lp] — R definida por dyy (o, ) =

wiy(7y), em que o, B € Ay[p] e — B = (mod I), com v € Ay[p] é uma métrica.
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Demonstragao: Sejam «, € A,[p] tal que a — 5 =~ (mod I), com v € Ap[p],

isto é, v =a + bp, com a,b € Z.
1. Temos que dy(a, 5) = wy(y) = |a| + |b] > 0, pois |al|, |[b] > 0 e dy(a, ) =

Oecwy(y)=0<|al+bl=0a=b=0y=0<a=0.

2. Temos que dy(a, B) = wyy(7y), com a— 3 =~ (mod Z). Como —(a—f) = —
(mod T), segue que B —a = —y (mod I). Assim, —y = —a —bp e wyy(—7) =
Jal + bl = wya(). Portanto, dyla, 6) = dgu(B,).

3. Sejam «, 3,6 € A,[p] tal que

[
QU
<
L
@

) =wyy(y) coma—F =y (modI), v € Aylp] e N(v1) minimo.
o dy(o,0) =wyy(y2) coma—0 =y (modI), v, € Aylp] e N(v2) minimo.

o dy(6,8) =wy(y3) comd—F =3 (modI),vs € Ayp] e N(v3) minimo.

Temos que o — § = 75+ 73 (mod Z) e N(v1) < N(vs + 73), pois N(y1) é
minima. Portanto, d(«, 3) < dy(a, ) + dy (0, 3). u
Definicao 2.2.5. Sejam o, 5 € Aplp| tal que o — 5 =~ (mod I), com v € A,lp].

Definimos a distancia de Mannheim entre o e 3 como d (e, 5) = wuy (7).

Teorema 2.2.2. ([3], p. 9) Sew = a+bw € Z[w] € tal que N(7) = a®>+ab+b* = p,
em que p é um primo tal que p = 1 (mod 6), entdo a distancia mdzima de Mannheim

entre os elementos de A,lw] é dado por
dpmaz(Ap[w]) = maz{|al, |b], |a + b} — 1.

Teorema 2.2.3. ([1], p. 208) Se 7 = a+ bi € Z[i] € tal que N(7) = a®> +b* = p,
em que p € primo tal que p =1 (mod 4), entdo a distancia mdzima de Mannheim

entre os elementos de A,i] € dada por
dpmaz(Apli]) = maz{|al, [b[} — 1.

Assim, temos que d (., .) ¢ uma métrica em A,[p| e portanto, podemos definir de
modo natural um rotulamento casado do conjunto de sinais Ay[p] =

{ap,1,..., 0,1} C Z[p] com o grupo aditivo de GF(p).
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Definigao 2.2.6. O rotulamento casado p do grupo aditivo de GF (p) sobre Ay[p| €
definida por u(l) = oy, paral=0,1,...,p—1.

Para determinar o rétulo de cada elemento do conjunto de sinais A,[p] =

{ag,...,p_1} C Zp] por um elemento do corpo GF(p), usamos o procedimento

dado na Secao 2.3.
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Figura 2.1: Mapa da rua de Mannheim

A Figura 2.1 mostra o mapa da rua de Mannheim que deu origem a distancia de
Mannheim, na qual vem o formato de ziguezague das constelagoes. Além disso, a

distancia de Mannheim garante a simetria dos pontos das constelacoes de sinais em

relacao ao primo p considerado.
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2.3 Algoritmo para rotular os elementos de A,[y]

Nesta segao, apresentamos os passos do algoritmo para rotular os elementos de A,[p]
por elementos de GF(p) e damos exemplos via os anéis de inteiros de Eisenstein-
Jacobi e de Gauss. O algoritmo para rotular os elementos de A,[p] consiste dos

seguintes passos:

1. Tome um ndmero primo p que decompode-se completamente em Z[p| e seja

m=a+ bp tal que N(m) =p, m € Zp|.

2. Tome s € Z a tnica solucao na variavel r da equacao a + br = 0 (mod p), em

que 0 <r <p-—1.

3. O elemento | € GF(p) é o ré6tulo do ponto a; = = + yp € Zp| se x +ys =1

(mod p) e N(ay) for minima.

Garantimos a unicidadade do ponto «; pelo Teorema 2.2.1. Para melhorar o
processo de rotulamento devemos ordenar os valores de [ em ordem crescente e em
seguida, para cada ponto oy = z+yp € A,[p| atribuimos o rétulo [, na qual I = x+ys

(mod p), sendo N(a;) minima.

2.3.1 Exemplos no anel de inteiros de Eisenstein-Jacobi

Se a = a+bw € A)w], em que w = HL= entdo N(a) = a® + ab + b* e os
valores assumidos sao 0,1,3,4,7,9,12,.... Sejam os primos p que se decompoem

completamente em Z[w], isto é, os primos p tais que p = 1 (mod 6).
Exemplo 2.3.1. Sejam d = -3 ep=T7=1 (mod 6). Usando o algoritmo temos:

1. Uma solugio da equagao N(w) = a*> + ab+b* = p = 7 € dada por (a,b) =
].

(=3,1). Assim, podemos tomar m = =3 + w € Z[w

2. A dnica solugao da equagao a+br = =3 +1r =0 (mod 7), em que 0 <r <6

er=23.
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3. Assim, l € GF(7) serd o rdtulo do ponto oy = x + yw de Az[w], se x + 3y =1

(mod 7) e N(ay) for minima.

Os elementos de Azlw] sdo dados pela Tabela 2.1, assim como sua representacao

geométrica pela Figura 2.2.

| @y [N [ et3y=1(modn) | @y | New) | 2+3y=1(mod7)
(0,0) 0 0 (1,1) 3 4
(1,0) 1 1 (1,-1) 1 5
(-1,1) 1 2 (~1,0) 1 6
(—1,-1) 3 3

Tabela 2.1: Constela¢ao com 7 sinais rotulados por GF(7), com d = —3

Figura 2.2

Exemplo 2.3.2. ([13], p. 7}) Sejam d = =3 e p = 13 =1 (mod 6). Aplicando o

algoritmo temos:

1. Uma solugdo da equacio N(w) = a®> + ab + b* = p = 13 ¢ dada por (a,b) =
(—1,4). Assim, podemos tomar m = —1 4+ 4w € Z[w].

2. A unica solugao da equacdo a+br = —14+4r =0 (mod 13), em que 0 < r < 12
é¢r=10.

3. Assim, | € GF(13) serd o rétulo do ponto oy = x+yw de Ayzw], se x+10y =1

(mod 13) e N(ay) for minima.

Os elementos de Aiz[w] sao dados pela Tabela 2.2, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.3.
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‘ (z,y) ‘ N(ey) ‘ z+ 10y =1 (mod 13) ‘ (z,v) ‘ N(oy) ‘ x4+ 10y =1 (mod 13) ‘

(0,0) 0 0 (0,-2) 4 7
(1,0) 1 1 (-2,1) 3 8
(=2,—1) 3 2 (-1,1) 1 9
(-1,-1) 3 3 (1,1) 3 10
(1,-1) 1 4 (2,1) 7 11
(2,-1) 3 5 (~1,0) 1 12
(0,2) 4 6

Tabela 2.2: Constelacao com 13 sinais rotulados por GF'(13), com d = —3

Figura 2.3

Exemplo 2.3.3. Sejam d = —3 e p = 19 = 1 (mod 6). Aplicando o algoritmo,

temos:

1. Uma solugdo da equagio N(7) = a® + ab+ b* = p = 19 € dada por (a,b) =
(=5,2). Assim, podemos tomar m = —5 4 2w € Z[w].

2. A dnica solugao da equagio a+br = —=542r =0 (mod 19), em que 0 < r < 18,
er=12.

3. Assim, | € GF(19) serd o rétulo do ponto oy = x+yw de Ayglw], se x+12y =1
(mod 19) e N(oy) for minima.

Os elementos de Ayglw] sao dados pela Tabela 2.3, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.4.
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‘ (z,v) ‘ N(oy) ‘ x + 12y =1 (mod 19) ‘ (z,y) ‘ N(oy) ‘ x + 12y = (mod 19) ‘

(0,0) 0 0 (=2,1) 3 10
(1,0) 1 1 (-1,1) 1 11
(2,0) 4 2 (0,1) 1 12
(3,0) 9 3 (-1,-2) 7 13
(-1,2) 3 4 (0,-2) 4 14
(0,2) 4 5 (1,-2) 3 15
(1,2) 7 6 (—3,0) 9 16
(0,—1) 1 7 (—2,0) 4 17
(1,-1) 1 8 (—1,0) 1 18
(2,-1) 3 9

Tabela 2.3: Constelagao com 19 sinais rotulados por GF(19), com d = —3

Figura 2.4

Exemplo 2.3.4. Sejam d = —3 e p = 31 = 1 (mod 6). Aplicando o algoritmo,

temos:

1. Uma solugdo da equagio N(a) = a®> + ab + b* = p = 31 € dada por (a,b) =
(=5,6). Assim, podemos tomar m = —5 4 6w € Z[w].

2. A dnica solugao da equacdo a+br = —5+6r =0 (mod 31), em que 0 < r < 30

er=20.

3. Assim, | € GF(31) serd o rétulo do ponto oy = x+yw de Az [w], se x+6y =1
(mod 31) e N(«y) for minima.

Os elementos de Asi|[w] sao dados pela Tabela 2.4, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.5.
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‘ (z,y) ‘ N(ey) ‘ z+ 6y =1 (mod 31) ‘ (z,v) ‘ N(oy) ‘ x4 6y =1 (mod 31) ‘

(0,0) 0 0 (=3,-2) | 19 16
(1,0) 1 1 (=2,-2) | 12 17
(2,0) 4 2 (-1,-2) 7 18
(=3,1) 7 3 (0,-2) 4 19
(-2,1) 3 4 (1,-2) 3 20
(-1,1) 1 5 (2,-2) 4 21
(0,1) 1 6 (3,-2) 7 22
(1,1) 3 7 (=2, —1) 7 23
(2,1) 7 8 (-1,-1) 3 24
(-3,2) 7 9 (0,-1) 1 25
(-2,2) 4 10 (1,-1) 1 26
(-1,2) 3 11 (2,-1) 3 27
(0,2) 4 12 (3,-1) 7 28
(1,2) 7 13 (—2,0) 4 29
(2,2) 12 14 (-1,0) 1 30
(3,2) 19 15

Exemplo 2.3.5. ([13], p. 75) Sejam d = —3 e p =37 =1 (mod 6). Aplicando o

algoritmo, temos:
1. Uma solucao da equagio N (1) = a®>+ab+b? = p = 37 é dada por (a,b) = (3,4).

Assim, podemos tomar m = 3 + 4w € Z]w].

2. A dnica solug¢ao da equagao a+br =3+ 4r =0 (mod 37), em que 0 < r < 36
ér=27.

3. Assim, | € GF(37) serd o rétulo do ponto oy = x+yw de Ag7[w], se x+2Ty =1
(mod 37) e N(«y) for minima.
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Os elementos de Asz[w] sao dados pela Tabela 2.5, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.6.

| @y | N | er2my=1(modsn) | @y) | N) | o +27y =1 (mod 37)
(0,0) 0 0 ©0,-2) | 4 20
(1,0) 1 1 1,-2) | 3 21
(2,0) 4 2 2,-2) | 4 22
(3,0) 9 3 3,-2) | 7 23
(-3,3) 9 1 3,1 | 7 24
(~2,3) 7 5 (—2,1) | 3 25
(1,-3) 7 6 -y | 1 26
(0,3) 9 7 ©0,1) 1 27

(—2,-1) | 7 8 (1,1) 3 28
(-1,-1) 3 9 (2,1) 7 29
(0, 1) 1 10 0,-3) | o9 30
(1,-1) 1 11 1,-3) | 7 31
2, -1) 3 12 2,-3) | 7 32
(3,-1) 7 13 (3,-3) | o 33
(=3,2) 7 14 (-3,00 | o9 34
(—2,2) 4 15 (—2,0) | 4 35
(~1,2) 3 16 (—1,0 | 1 36
(0,2) 4 17
(1,2) 7 18
(-1,-2) 7 19

303
Figura 2.6

Exemplo 2.3.6. ([13], p. 77) Sejam d = —3 e p = 43 = 1 (mod 6). Aplicando o

algoritmo, temos:

1. Uma solugao da equagdo N (1) = a®>+ab+0? = p = 43 é dada por (a,b) = (6, 1).

Assim, podemos tomar m =6 + w € Zw].
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2. A dnica solugao da equag¢ao a+br =6+ 1r =0 (mod 43), em que 0 < r < 42
ér=3T.

3. Assim, | € GF(43) serd o rétulo do ponto o = x+yw de Ayz|w], se 43Ty =1
(mod 43) e N(«y) for minima.

Os elementos de Ayzw] sao dados pela Tabela 2.6, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.7.

| @y | N | e+3my=1(mod3) | @y) | N) | o +37y =1 (mod 43)
(0,0) 0 0 (-3,3) | o9 22
(1,0) 1 1 (—2,3) | 7 23
(2,0) 4 2 —1,3) | 7 24
(3,0) 9 3 0,3) 9 25

(-2,-1) 7 4 (2,-4) | 12 26
(-1,-1) 3 5 (-4,2) | 12 27
(0, 1) 1 6 (-3,2) | 7 28
(1,-1) 1 7 (—2,2) | 4 29
2, -1) 3 8 (—1,2) | 3 30
(3,-1) 7 9 (0,2) 4 31
(-2,-2) | 12 10 (1,2) 7 32
(-1,-2) 7 11 (2,2) 12 33
(0, -2) 4 12 (-3, | 7 34
(1,-2) 3 13 (—2,1) | 3 35
(2, -2) 4 14 S 36
(3,-2) 7 15 ©0,1) 1 37
(4,-2) 12 16 (1,1) 3 38
(—2,4) | 12 17 2,1) 7 39
(0, -3) 9 18 (=3,0) | o 40
(1,-3) 7 19 (—2,0) | 4 4
(2,-3) 7 20 (—1,0) 1 42
(3,-3) 9 21

Tabela 2.6: Constela¢ao com 43 sinais rotulados por GF'(43), com d = —3
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Figura 2.7

2.3.2 Exemplos no anel de inteiros de Gauss

Se a = a+bi € A,[i], entao N(a) = a®+b?* e os valores assumidos sao 0, 1,2,4,5,8, . . ..
Sejam os primos p que se decompoem completamente em Zli], isto é, os primos p

tais que p = 1 (mod 4).

Exemplo 2.3.7. Sejam d = —1 e p = 5 = 1 (mod 4). Aplicando o algoritmo,

temos:

1. Uma solugdo da equagio N(m) = a* +b* = p =5 € dada por (a,b) = (2,1).

Assim, podemos tomar m =2+ i € Z][i].

2. A anica solugao da equagio a+br =2+1r =0 (mod 5), em que 0 <r <4 ¢

r=3.

3. Assim, | € GF(5) serd o rétulo do ponto oy = x + yi de Asli], se x + 3y =1

(mod 5) e N(«y) for minima.

Os elementos de Asli] sao dados pela Tabela 2.7, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.8.
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‘ (z,y) ‘ N(ey) ‘ x4+ 3y =1 (mod 5) ‘ (z,v) ‘ N(oy) ‘ x4+ 3y =1 (mod 5) ‘

(0,0) 0 0 (0,1) 1 3
(1,0) 1 1 (-1,0) 1 4
(07 _1) 1 2

Tabela 2.7: Constelagdo com 5 sinais rotulados por GF(5), com d = —1

Figura 2.8

Exemplo 2.3.8. Sejam d = —1 ep = 13 = 1 (mod 4). Aplicando o algoritmo,

temos:

1. Uma solugdo da equacio N(mw) = a®> +b* = p = 13 € dada por (a,b) = (3,2).

Assim, podemos tomar m = 3 + 2i € Z][i].

2. A dnica solug¢ao da equagao a+br =3+ 2r =0 (mod 13), em que 0 < r < 12

er=>o.

3. Assim, | € GF(13) serd o rétulo do ponto o = x + yi de Aysli], se a =
x+5y =1 (mod 13) e N(«y) for minima.

Os elementos de Ay3[i] sao dados pela Tabela 2.8, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.9.

‘ (z,y) ‘ N(ayp) ‘ z+ 5y =1 (mod 13) ‘ (z,v) ‘ N(ay) ‘ z+ 5y =1 (mod 13)

(0,0) 0 0 (-1,-1) 2 7
(1,0) 1 1 (0,-1) 1 8
(2,0) 4 2 (1,-1) 2 9
(0,-2) 4 3 (0,2) 4 10
(-1,1) 2 4 (=2,0) 4 11
(0,1) 1 5 (-1,0) 1 12
(1,1) 2 6

Tabela 2.8: Constelagdo com 13 sinais rotulados por GF(13), com d = —1
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Figura 2.9

Exemplo 2.3.9. ([13], p. 71) Sejam d = —1 e p =17 =1 (mod 4). Aplicando o

algoritmo, temos:

1. Uma solugdo da equagao N(m) = a* + b* = p = 17 ¢ dada por (a,b) = (4,1).

Assim, podemos tomar m =4 + i € Zli].

2. A dnica solugdo da equagdo a+br =4+ r =0 (mod 17), em que 0 < r < 16
ér=13.

3. Assim, l € GF(17) serd o rdtulo do ponto oy = x+yi de Ai7[i], se x4+ 13y =1

(mod 17) e N(«y) for minima.

Os elementos de Aiz[i] sao dados pela Tabela 2.9, como sua representacao geométrica

pela Figura 2.10.

‘ (z,y) ‘ N(ay) ‘ z+ 13y =1 (mod 17) ‘ (z,v) ‘ N(ay) ‘ x4+ 13y =1 (mod 17)

(0,0) 0 0 (0,2) 4 9
(1,0) 1 1 (1,2) 5 10
(2,0) 4 2 (-2,1) 5 11

(-1,-1) | 2 3 (-1,1) 2 12
(0, -1) 1 4 (0,1) 1 13
(1,-1) 2 5 1,1) 2 14
(2,-1) 5 6 (—2,0) 4 15

(-1,-2) 5 7 (—1,0) 1 16
(0,-2) 4 8

Tabela 2.9: Constelagdo com 17 sinais rotulados por GF(17), com d = —1
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Figura 2.10

Exemplo 2.3.10. ([13], p. 73) Sejam d = —1 e p =29 =1 (mod 4). Aplicando o

algoritmo, temos:

1. Uma solugdo da equacio N(w) = a®> +b* = p =29 ¢ dada por (a,b) = (5,2).

Assim, podemos tomar m =5+ 2i € Z][i].

2. A dnica solug¢ao da equagao a+br =5+ 2r =0 (mod 29), em que 0 < r < 28
ér=12.
3. Assim, | € GF(29) serd o rdtulo do ponto oy = x+1iy de Axli], se x4+ 12y =1

(mod 29) e N(ay) for minima.

Os elementos de Axli] sio dados pela Tabela 2.10, assim como sua representacao

geométrica pela Figura 2.11.
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(z,y) N(ey) | =+ 12y =1 (mod 29) (z,y) N(ey) | =+ 12y =1 (mod 29)
(0,0) 0 0 (—2,-1) | 5 15
(1,0) 1 1 (-1,-1) | 2 16
(2,0) 4 2 (0,—1) 1 17
(—2,-2) 8 3 (1,-1) 2 18
(-1,-2) | 5 4 (2, -1) 5 19
(0, —2) 4 5 (3,-1) 10 20
(1, -2) 5 6 (-1,-3) | 10 21
(2,-2) 8 7 (-2,2) 8 22
(1,3) 10 8 (-1,2) 5 23
(-3,1) 10 9 (0,2) 4 24
(-2,1) 5 10 (1,2) 5 25
(-1,1) 2 11 2,2) 8 26
(0,1) 1 12 (—2,0) 4 27
(1,1) 2 13 (—1,0) 1 28
(2,1) 5 14

Figura 2.11

Exemplo 2.3.11. Sejam d = —1 e p = 37 = 1 (mod 4). Aplicando o algoritmo,

temos que:

1. Uma solugao da equagio N () = a® + b*> = p = 37 € dada por (a,b) = (6,1).

Assim, podemos tomar m =6+ i € Z|i].

2. A dnica solugdo da equagdo a+br =6+ r =0 (mod 37), em que 0 < r < 36

é¢r =3l.

3. Assim, l € GF(37) serd o rdtulo do ponto oy = x+yi de As[i], se x4+ 31y =1

(mod 37) e N(«y) for minima.
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Os elementos de Asz[i] sao dados pela Tabela 2.11, assim como sua representa¢ao

geométrica pela Figura 2.12.

| @y | N | e+3y=1modsn) | @y) | N | o431y =1 (mod 37)
(0,0) 0 0 (0,3) 9 19
(1,0) 1 1 1,3) | 10 20
2,0) 4 2 2,3) | 13 21
(3,0) 9 3 (-3,2) | 13 22

(-2,-1) 5 4 (-2,2) 8 23
(-1,-1) 2 5 (-1,2) 5 24
©0,-1) 1 6 0,2) 4 25
(1,-1) 2 7 (1,2) 5 26
(2,-1) 5 8 (2,2) 8 27
3,-1) | 10 9 (-3,1) | 10 28
(-2,-2) 8 10 (-2,1) 5 29
-1,-2) | s 11 —11) | 2 30
(0, -2) 4 12 (0, 1) 1 31
(1,-2) 5 13 (1,1) 2 32
(2, -2) 8 14 (2,1) 5 33
3,-2) | 13 15 (-3,00 | o 34
(—2,-3) | 13 16 (—2,0) | 4 35
(—1,-3) | 10 17 -0 | 1 36
(0,-3) 9 18

Figura 2.12
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Exemplo 2.3.12. Sejam d = —1 ep = 41 = 1 (mod 4). Aplicando o algoritmo,

temos:

1. Uma solugdo da equacio N(mw) = a®> +b* = p = 41 € dada por (a,b) = (5, 3).

Assim, podemos tomar m =5+ 3i € Z]i].

2. A dnica solug¢ao da equagao a+br =5+ 4r =0 (mod 41), em que 0 < r < 40

er=09.

3. Assim, | € GF(41) serd o rdtulo do ponto oy = x + yi de Ay li], se x +9y =1

(mod 41) e N(«y) for minima.

Os elementos de Ay li] sdo dados pela Tabela 2.12, assim com sua representacao

geométrica pela Figura 2.13.

| @y [ Ne) | eroy=tmodan) | @y | N | «+9y=1(moda)
(0,0) 0 0 (—2,-2) 8 21
(1,0) 1 1 (—1,-2) 5 22
2,0) 4 2 (0, -2) 4 23
(3,0) 9 3 (1,-2) 5 24
(4,0) 16 4 2,-2) 8 25
©0,—4) | 16 5 —1,3) | 10 26
(-3,1) | 10 6 (0,3) 9 27
(—2,1) 5 7 (1,3) 10 28
(-1,1) 2 8 (—3,-1) | 10 29
©,1) 1 9 (—2,-1) | s 30
(1,1) 2 10 (—1,-1) 2 31
(2,1) 5 11 (0,—1) 1 32
(3,1) 10 12 (1,-1) 2 33
(—1,-3) | 10 13 2,-1) 5 34
(0, -3) 9 14 3,-1) | 10 35
1,-3) | 10 15 (0,4) 16 36
(—2,2) 8 16 (—1,0) | 16 37
(—1,2) 5 17 (=3,0) 9 38
©0,2) 4 18 (—2,0) 4 39
(1,2) 5 19 (~1,0) 1 40
2,2) 8 20

Tabela 2.12: Constelagao com 41 sinais rotulados por GF'(41), com d = —1
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Figura 2.13

Observacao 2.3.1. A importancia do primo p se fatorar completamente em Z|p),
isto ¢, pZlp] = IZ, na qual T = (r) e T = () sdo dois ideais primos distintos de

Zlp] com ™ = a+ bp € Z[p] talquep:ised:—lep:w:HT‘/__?’sed:—?),

Z
garante que o quociente % = Aylp] € isomorfo ao corpo de Galois GF(p). A
sequir, veremos dois contra-ezemplos no anel de inteiros de Gauss Z[i|, para um

primo p inerte e para um primo p que se ramifica totalmente, respectivamente.

Exemplo 2.3.13. Se d = —1 e p = 3, entdo aplicando o algoritmo, temos que a
equagio N(m) = a® + b* = p = 3, nao tem solugdo inteira. Portanto, o algoritmo

nao se aplica.
Exemplo 2.3.14. Sejam d = —1 e p = 2. Aplicando o algoritmo, temos:

1. Uma solugdo da equagio N(m) = a® +b*> = p = 2 € dada por (a,b) = (1,1).
Assim, podemos tomar m =141 € Z]i].

s

2. A dnica solugao da equag¢ao a +br =14+r =0 (mod 2), em que 0 <r <1, é

r=1.

3. Assim, | € GF(2) serd o rdtulo do ponto oy = x + yi de Asfi], se x +y =1

(mod 2) e N(«y) for minima.

Note pela Tabela 2.13, temos (0,1) e (1,0) sdo representantes para oy, o que é uma

contradicao devido ao Teorema 2.2.1.
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(z,y) | N(oy) | x+y=1(mod 2)
(0,0) 0 0
(0,1) 1 1
(1,0) 1 1

Tabela 2.13: p = 2 ramifica totalmente em Z][i]

2.4 Construcao e rotulamento de constelacoes com
p™ sinais no R?

Nesta secao, apresentamos procedimentos de construcao de constelagoes de sinais no
R? casadas a grupos aditivos de GF(p™) e a p-grupos aditivos G,m que nao fazem
parte de um corpo de Galois. Veremos que este fato ocorre de maneira similar no

R™ com uma tnica ressalva de que os grupos aditivos de G F(p*) ocorram para k < n.

As constelacoes com p™ sinais no R?, cuja construcao é descrita nesta secdo, sao
constituidas por representantes de classes laterais provenientes de ideais Z de norma
relativa p™ nos anéis de inteiros Z[p|, parap =ie p =w = @ Em [1], [2] Huber
e [3] Nébrega et.al, foram estabelecidas as condigoes de quando é possivel construir
constelacoes com p sinais, cada uma casada ao correspondente grupo aditivo de
GF(p). Para isso é analisado se p é um niimero primo que se decompde totalmente
no anel de inteiros Z[p]. Assim, é suficiente tomar o ideal primo em Z[p] gerado por 7.
Deste modo, indiretamente fica estabelecido um procedimento de se encontrar ideais
primos Z em Z|p| gerado por 7. Por outro lado, observarmos que neste processo
existe um elemento m = a + bp tal que N(7) = p em Z[p|. Através do estudo da
representatividade de poténcias de primo p™ associada a norma relativa de um anel
de inteiro Z[p|, veremos as condigdes necessarias para construir constelagoes de sinais
com p™ sinais cuja identificagdo dos pontos de sinais sao dadas por elementos dos
correspondentes anéis de inteiros Z[p|. No caso em que é possivel tal construgao, é
suficiente tomar 7 como sendo o gerador de um ideal Z em Z[p]. Através do quociente

Z . .
Gpm = %, obtemos o grupo quociente aditivo casado a constelacao com p™ sinais
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identificados pelos elementos dos correspondentes anéis de inteiros Z[p]. A estrutura
algébrica de tais grupos quocientes aditivos, G,m, depende das congruéncias de p
modulo 4 ou de p médulo 6 para os elementos identificados por Z[i] ou por Z[w] e
do valor de m. Nos trabalhos de Huber [1], [2] e Nébrega et.al [3] foi mostrado que
é possivel construir constelagoes com p sinais identificadas por Z[i], somente no caso
em que p =1 (mod 4) e identificadas por Z[w], no caso em que p = 1 (mod 6). Em
todos esses casos, as constelagoes de sinais sao casadas a grupos aditivos de GF(p).
As proposicoes a seguir, fornecem respostas gerais de quando é possivel construir
constelagdes com p™ sinais casadas a grupos, identificadas por Z[i| e por Z]w] e fica

bem explicito quem sao os grupos aditivos.
Proposigao 2.4.1. ([6], p. 17) Seja o anel Z]i].

1. Sep =1 (mod 4), entio é possivel construir constelagoes com p? sinais casadas

a p-grupos aditivos G2 que nao fazem parte de GF(p?).

2. Sep =3 (mod 4), entdo € possivel construir constelagoes com p* sinais casadas

a grupos aditivos de GF(p?).

Demonstracao:

1. Se p =1 (mod 4), entao pela Proposigao 1.6.5, p se decompoe, isto é, p = «T,
com 7 € Z[i]. Logo, por defini¢ao, N(7) = 77 = a® +b* = p. Assim, tomando
72 = (a + bi)*> = a® + b* + 2abi, temos que N(7?) = N(7)N(7) = pp = p°.
Neste caso, o ideal Z C Z[i] ¢ dado por Z = (7).

2. Se p =3 (mod 4), entao p é um elemento irredutivel, pois se p = 3 (mod 4),

—1
entao p é da forma p = 3 + 4t. Pelo Critério de Euler, temos que (—) =
p

(—1)7%1 = (—1)3%2#1 = (=1)** = —1. Assim, d = —1 ndo é residuo

quadrético médulo p. Pelo Teorema 1.6.3, tem-se que p é inerte em Zl[il,
ou seja, pZ[i] = (p). Como (p) é um ideal primo, segue que p é um nimero
primo e isto implica, que p é irredutivel. Logo, (p) é um ideal maximal. Assim,
é suficiente tomar m = p tal que N(7) = N(p) = pp = p*>. Neste caso, o ideal
7 C Z[i] é dado por Z = (). u
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Proposigao 2.4.2. ([6], p. 17) Seja o anel Z]w].
1. Sep =1 (mod 6), entio é possivel construir constelagdoes com p* sinais casadas
a p-grupos aditivos que ndo fazem parte de GF(p?).
2. Sep # 1 (mod 6), entdo € possivel construir constelagoes com p* sinais casadas
a grupos aditivos de GF(p?).

Demonstracgao:

1. Se p =1 (mod 6), entao p se decompde, isto é, p = w7, com 7 € Z[w]. Logo
por defini¢do, N(7) = 77 = a® + ab + b* = p. Neste caso, o ideal Z C Z[w] é
dado por Z = (r?).

2. Se p # 1 (mod 6), entdao de maneira andloga a Proposicao 2.4.1 é suficiente
tomar m = p tal que N(w) = N(p) = pp = p*. Neste caso, o ideal Z C Z[w] é
dado por Z = (m). u

Deste modo, pelas Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2, temos que para qualquer primo p é

possivel construir constelacoes com p? sinais. Estendendo para o caso geral, temos

as seguintes proposicoes.
Proposigao 2.4.3. ([6], p. 18) Seja o anel Z]i].

1. Se o nimero primo p € da forma p = 1 (mod 4), entdo € possivel construir

constelagoes com p™ sinais casadas a p™-grupos aditivos G,m que nao fazem

parte de GF(p™).

2. Se o numero primo p é da forma p = 3 (mod 4), entao € possivel construir
constelagoes com p™ sinais casadas a grupos aditivos de GF(p™), para o casos

em que m € par.

Demonstracao:

1. Se p =1 (mod 4), entao pela Proposigao 1.6.5, p se decompoe, isto é, p = nT,
com 7 € Z[w]. Logo, por definigao, N(7) = a® + b* = p. Tomando v = 7™,
temos que N(y) = N(x™) = 7. Neste caso, o ideal Z C Zl[i] é dado por
T = (™).
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2. Se p = 3 (mod 4), entao pela Proposigao 2.4.1 tomando m = p, temos que
N(m) = N(p) = pp = p*>. Assim, tomando v = 7%, segue que N(y) =
N(7*) = (p?)*. Neste caso, o ideal Z C Z[i] é dado por Z = (n*), com

kE<m. ]
Proposicao 2.4.4. (6], p. 18) Seja o anel Zw).

1. Se o nimero primo p € da forma p = 1 (mod 6), entdo € possivel construir
constelagoes com p™ sinais casadas a p™-grupos aditivos G,m que nao fazem

parte de GF(p™).

2. Se o nimero primo p é da forma p Z 1 (mod 6), entdo € possivel construir
constelagoes com p™ sinais casadas a grupos aditivos de GF(p™), para o caso

em que m € par.

Demonstracao:

1. Se p é fatordvel em Z[w]|, entao existe 7 € Z[w]| tal que p = w7w. Neste caso,
N(m) = p. Assim, tomando v = 7™, segue que N(v) = N(7™) = p™. Neste
caso, o ideal 7 C Z[w] é dado por Z = (y) = (7).

2. Se p nao ¢é fatoravel em Z[w], entdo para os valores de m = 2k, com k inteiro,
é suficiente tomar 7 = p*(1 — w), uma vez que N(m) = N(pF)N(1 —w) =

p*1 = p™. Neste caso, o ideal Z C Z[w] é dado por Z = (). u

O rotulamento casado para a construcao de constelacoes de p™ sinais no R? é
definido igual a Definigao 2.2.6. Assim, o algoritmo para rotular os elementos dos
pontos de sinais das constelacoes aos elementos de um grupo aditivo G, ou de
grupos aditivos de GF(p™) é dada por: Um elemento | € G,m oul € GF(p™) é um
rétulo para um ponto a+bp € Zlp| se x +ys =1 (mod p™), na qual s € Z é a unica
solugdo (em r) da equacao a + br = 0 (mod p™), em que 0 < r < p”™ — 1, sendo

T =a+bp € Zp| tal que N(m) = p™.

Exemplo 2.4.1. ([6], p. 19) Sejam p =5, m =2, Zw| e 1 = a + bw € Z[w].
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1. Uma solugao da equag¢io N () = a® + ab + b* = p™ = 25 € dada por (a,b) =

(5,=5). Assim, podemos tomar m = 5 — bw.

2. A dnica solug¢ao da equag¢ao a+br =5—5r =0 (mod 25), em que 0 < r < 24

er = —4.

3. Com isso, o rétulo do ponto a+bw em Zw] € obtido se x — 4y =1 (mod 25).
Como p =5 %1 (mod 6), seque que tais constelagdes estio casadas a grupos

aditivos de GF (p*) = GF(25). Assim, obtemos a Tabela 2.14 e a Figura 2.14.

| @y |e-ay=1(mod2) | (xy) |2—ay=1(mod25) | (x,9) | o~ 4y=1(mod25) |

(0,0) 0 (1,-2) 9 (=3,1) 18

(1,0) 1 (2,-2) 10 (-2,1) 19

(2,0) 2 (-2,3) 11 (-1,1) 20

(—1,-1) 3 (-1,3) 12 (0,1) 21

(0,-1) 1 (1,-3) 13 (1,1) 22

(1,-1) 5 2,-3) 14 (~2,0) 23

2,-1) 6 (—2,2) 15 (~1,0) 24

(3,—1) 7 (-1,2) 16

(0,-2) 8 (©0,2) 17

Figurn 2.14

Exemplo 2.4.2. ([6], p. 19) Sejam p =5, m =2, Z[i] e 1 = a + bi € Z][i].

1. Uma solugdo da equagio N () = a*+b* = p™ = 25 € dada por (a,b) = (4, —3).

Assim, podemos tomar m = 4 — 3i.
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2. A dnica solug¢ao da equag¢ao a+br =4 —3r =0 (mod 25), em que 0 < r < 24

er=—"1.

3. Com isso, o rdtulo do ponto a + bi em Z[i] € obtido se x — Ty =1 (mod 25).
Como p = 5 = 1 (mod 4), seque que tais constelagoes estao casadas a 5-
grupos aditivos G2 = Gas que nao fazem parte de GF (p*) = GF(25). Assim,
obtemos a Tabela 2.15 e a Figura 2.15.

| @y [e-7=10mad2) | @y [2-Ty=1(mod25) | (y) | 2—y=1(mod 25)
(0,0) 0 2,-1) 9 (-1,1) 17
(1,0) 1 (-1,2) 10 (0, 1) 18
(2,0) 2 0,2) 11 (1,1) 19
(3,0) 3 (1,2) 12 (2,1) 20
(0,3) 4 (—1,-2) 13 (0, —3) 21
(—2,—1) 5 (0, —2) 14 (—3,0) 22
(—1,-1) 6 (1,-2) 15 (~2,0) 23
©0,-1) 7 (—2,1) (~1,0) 24
(1,-1) 8

Tabela 2.15: Constela¢ao com 25 sinais casada a Gas em Zi]

Figura 2.15

Exemplo 2.4.3. Sejam p = 7, m = 2, Zlw] e 7 = a + bw € Z[w]. Sob estas

condi¢oes temos:

1. Uma solugao da equag¢io N () = a® + ab + b* = p™ = 49 € dada por (a,b) =

(7,=7). Assim, podemos tomar m =7 — Tw.
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2. A dnica solug¢ao da equagao a+br =7—"Tr =0 (mod 49), em que 0 < r < 48

er =—0.

3. Com isso, o rétulo do ponto a+bw em Z[w] é obtido se x — 6y =1 (mod 49).
Como p=T7=1 (mod 6), tais constelagoes estao casadas a 7-grupos aditivos
G2 = Gyg que nao fazem parte de GF (p*) = GF(49). Assim, temos a Tabela
2.16 e a Figura 2.16.

‘ z — 6y =1 (mod 49) ‘ (z,v) z — 6y =1 (mod 49) ‘ (z,v) ‘ z — 6y =1 (mod 49)

(z,y)

(0,0) 0 (-1,-3) 17 (—4,2) 33
(1,0) 1 (0,-3) 18 (-3,2) 34
(2,0) 2 (1,-3) 19 (-2,2) 35
(3,0) 3 (2,-3) 20 (-1,2) 36
(-2,-1) 4 (3,-3) 21 (0,2) 37
(-1,-1) 5 (4,-3) 22 (1,2) 38
(0,-1) 6 (=1, —4) 23 (2,2) 39
(1,-1) 7 (0,—4) 24 (=3,1) 40
(2,-1) 8 (0,4) 25 (-2,1) 41
(3,-1) 9 (1,4) 26 (-1,1) 42
(-2, -2) 10 (—4,3) 27 (0,1) 43
(-1,-2) 11 (-3,3) 28 (1,1) 44
(0,-2) 12 (-2,3) 29 2,1) 45
(1,-2) 13 (-1,3) 30 (—3,0) 46
(2,-2) 14 (0,3) 31 (=2,0) 47
(3,-2) 15 (1,3) 32 (-1,0) 48
(4,-2) 16

Tabela 2.16: Constela¢ao com 49 sinais casada a Gy em Z[w]
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Figura 2.16

Exemplo 2.4.4. Sejamp =7, m =2, Z[i| e m = a+ bi € Z][i].
1. Uma solugdo da equagdo N () = a®+b* = p™ = 49 é dada por (a,b) = (0, —7).

2. A dnica solugao da equagao a + br = —T7r = 0 (mod 49), em que 0 < r < 48

er=—"1.

3. Com isso, o rétulo do ponto a + bi em Z[i] € obtido se x — Ty =1 (mod 49).
Como p =7 = 3 (mod 4) seque que tais constelagoes estao casadas a grupos

aditivos de GF (p*) = GF(49). Assim, obtemos a Tabela 2.17 e a Figura 2.17.



2.4. CONSTRUCAO E ROTULAMENTO DE CONSTELACOES COM PM

SINAIS NO R?

79

| @y |e-tw=1(mod19) | () |z-7y=1(mod19) | (w,y) [ =—7y=1(mod19) |
(0,0) 0 (3,-2) 17 (—2,2 33
(1,0) 1 (—3,-3) 18 (—1,2 34
(2,0) 2 (—2,-3) 19 (0,2) 35
(3,0) 3 (—1,-3) 20 (1,2) 36
(=3, 1) 4 (0,-3) 21 (2,2) 37
(-2,-1) 5 (1,-3) 22 (3,2) 38
(—1,-1) 6 (2, -3) 23 (=3,1) 39
0, 1) 7 (3,-3) 24 (—2,1 40
(1,-1) 8 (=3,3) 25 (—1,1 4
(2,-1) 9 (-2,3) 26 (0,1) 42
(3,-1) 10 (-1,3) 27 (1,1) 43
(—3,-2) 11 0,3) 28 (2,1) 4
(—2,-2) 12 (1,3) 29 (3,1) 45
(—1,-2) 13 (2,3) 30 (=3,0 16
(0,-2) 14 (3,3) 31 (=2,0 47
(1,-2) 15 (-3,2) 32 (-1,0 48
(2,-2) 16

Figura 2.17

Observagao 2.4.1. Convém observar, que nos Exemplos 2.4.1 e 2.4.2, 2.4.3 € 2.4.4,

considerando o mesmo primo p, identificado via anéis de inteiros Eisenstein-Jacobi

e de Gauss, obtemos constelagoes de sinais de grupos de rétulos distintos. Além

disso, o arranjo geométrico destas constelagoes de sinais sao diferentes.



Capitulo 3

Constelacoes de sinais via corpos

ciclotomicos

3.1 Introducao

Neste capitulo, veremos resultados para a construcao e decodificacao dos cédigos via
corpos ciclotomicos. Estudaremos um novo conceito da distancia de Mannheim via
corpos ciclotomicos e também condicoes necessarias para a construcao de
constelagoes de sinais no R? que sejam casadas ao grupo aditivo de GF(p). Os
elementos das constelacoes de sinais sao identificados por elementos dos correspon-

dentes anéis de inteiros Z[¢,], em que &, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

3.2 Fatos sobre corpos ciclotéomicos

Nesta secao, veremos resultados importantes que serao fundamentais para a
construgao, codificagao/decodificagdo de cddigos via corpos ciclotomicos, que ve-
remos no Capitulo 5 baseados nos trabalhos de [8] e [9].

Definicao 3.2.1. Seja o € Q(&,,) definimos a norma de o € Q(&,) como N(a) =
o(n)

[1 o) =] o) naqual o(n) = [Q() : QI

0€Galg(Q(¢n))
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Observacao 3.2.1. Seja p um nimero primo. Se a € Ok € tal que N(a) = p,
entio N(o(a)) = p, para o € Galgy(K).

Proposigao 3.2.1. ([9], p. 108) Se ., 3 € Z[¢,] sio elementos irredutiveis, entio
(af) = () (B)-

Demonstracio: Se z € (af3), entdo © = aft, para algum ¢t em Z[¢,]. Logo,
z = (al)(Bt) € (a)(B) e assim, (af) C (a)(B). Reciprocamente, se = € (a)(),
entdo = = (at))(Bts) = (aB)(hit) € (af). Assim, (a)(3) C (aB) e portanto,
(aB) = () (B). u

Para os resultados a seguir, consideremos n € {1} U A, onde A = {3,2,5,7,8,9,
11,12,13,15,16, 17,19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84 }.

Teorema 3.2.1. (/9], p. 108) Sejam o € Z[&,] e p um nimero primo tal que p 1 n.

Se N(«) = p, entao a € um elemento irredutivel em Z[,] e p = nk+1. Além disso,

Z[&n]
(@)

Demonstragao: Se a € Z[¢,,] tal que N(«) = p, entdo pela Proposicao 1.4.3, temos

€ um corpo com p elementos.

que (@) é um ideal primo de Z[¢,]. Como Z[¢,] é um anel principal, segue pela
Observagao 1.4.2, que v é um elemento irredutivel, uma vez que («) é um ideal ma-
ximal em Z[,]. Agora, se 0 € Galgp(Q(&,)), entao pela Observacao 3.2.1, temos que
N(o(a)) = p. Assim, novamente pela Proposigao 1.4.3 e pela Observagao 3.2.1, tem-

se que o(a) é um elemento irredutivel para todo o € Galg(Q(&,)). Considerando

o(n) o(n)
oi(a) = a, para i = 1,2,...,¢(n), temos que p = N(a) = H%(Oé) = Hai‘
i=1 i=1

so(n_)

Expressando a decomposicao de p em Z[¢,], temos que pZ[E,,| = H (a;). Como Z[¢,]
i=1

¢ um anel de Dedekind, segue pelo Teorema 1.3.2, que essa fatoracao é unica. Pelo

Z[&n]

Teorema 1.7.4, tem-se que p = 1 (mod n). Finalmente, como N(a) = p = #——

(@)
Z[&n]

a) é um corpo com p elementos. [ ]
!

Exemplo 3.2.1. Os elementos irredutiveis em Z[&16) e Z[€7] sao dados pelas sequintes

segue que

tabelas.
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elemento irredutivel norma
—2—&is+26f + & — &l | 17
14 2616 + &3 + &l 97
—2 — 2616 — &jg 113
—2 = &6+ &5 + &g 193
24 €16 + 2656 + &5 + g 241
—2 — 246 257
24 &6 + &5 + &5 337
—2 — 2&6 + &3 353

Tabela 3.1: Elementos irredutiveis em Z[&;¢]

elemento irredutivel | norma | elemento irredutivel | norma
1+ &+ 262 29 1+26+&+¢ 23
2+ &2 43 2436 + & — 28 113
1— & +2€2 71 2+ 5& 4362 — 288 | 233
1—2& +2¢2 113 2 — & + 282 132
—287 + &2 127 4+ 3&; + 4&2 412
2+ 26+ & 197 17 176
2+ & -+ 8 211 19 196
2+ & — &2+ 283 239 31 316

Tabela 3.2: Elementos irredutiveis em Z[7]

Observacao 3.2.2.

1. Em [12], p.76, Exercicio 3.8 fornece um processo para se obter a norma de um

elemento irredutivel, no caso em que n é um numero impar.

2. Note que, as normas dos elementos irredutiveis dados nas Tabelas 3.1 e 3.2,
sao da forma p = nk + 1, em que n = 16 ou n = 7, para algum k em 7Z,

respectivamente.

Proposicao 3.2.2. (/9], p. 109) Seja (G,.) um grupo ciclico multiplicativo com
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p — 1 elementos, em que p =nk 4+ 1 € um numero primo impar para k € Z. Sen €

impar, entao existe um unico subgrupo ciclico de G com 2n elementos.

Demonstragao: Seja n impar. Se p = nk+ 1, entaon | p— 1. Como 2 | p — 1

e mdc(n,2) = 1, segue que 2n | p — 1, ou seja, p — 1 = 2nk, para algum k& em
Z. Consideremos G = () um grupo multiplicativo ciclico tal que o(G) = p — 1.
Vamos provar que existe um tnico subgrupo H de G tal que o(H) = 2n. Tomando

H = (¥*), temos que:
e H é um subgrupo de G.

e H ¢é um subgrupo ciclico, uma vez que ¢ um subgrupo de um grupo ciclico.

F)2n — ~2nk — yp=1 = 1 e se existir 0 < j < 2n

e A ordem de H é 2n, pois (v
tal que (7¥)7 = 1, ou seja, ¥* = 1. Como o(y) = o(G) = p — 1, segue que
p—11kj. Assim, kj = (p— 1)l para algum [ em Z. Como 2nk = p — 1, segue
que kj = 2nkl. Logo, 7 = 2nl e isto implica que 2n | 7. Assim, 2n < j, o que

contradiz a escolha de j. Portanto, o(H) = 2n.

e H é tnico: suponhamos que existem H e K subgrupos ciclicos de G tal que
o(H) = o(K), na qual H = (a) e K = (). Como aplicagao ¥ : H — K

definida por ¥(a) = B é um isomorfismo, segue que H = K.

Portanto, existe um tnico subgrupo ciclico H de G tal que o(H) = 2n, onde n

impar. [ ]

Proposicao 3.2.3. (9], p. 109) Seja (G,.) um grupo ciclico multiplicativo com
p — 1 elementos, em que p =nk + 1 € um numero primo impar para k € Z. Sen €

par, entao existe um unico subgrupo ciclico de G com n elementos.

Demonstragao: Seja n par. Se p = nk + 1, entdo n | p — 1, ou seja, p — 1 = nk

para algum k em Z. Consideremos G = () um grupo multiplicativo ciclico tal que

o(G) = p — 1. Tomando H = (v*), temos que:

e H ¢é um subgrupo de G.
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e H ¢é um subgrupo ciclico, uma vez que ¢ um subgrupo de um grupo ciclico.

e A ordem de H é n, pois (7¥)" = v = 4?71 = 1 e se existir 0 < j < n
tal que (7¥)7 = 1, ou seja, ¥* = 1. Como o(y) = o(G) = p — 1, segue que
p—1]kj. Assim, kj = (p — 1)l, para algum [ em Z. Como nk = p — 1, segue
que kj = nkl. Assim, j = nl e isto implica que n | j. Logo, n < j, o que

contradiz a escolha de j.

e H é tinico: suponhamos que existam H e K subgrupos ciclicos de G tal que
o(H) = o(K), na qual H = (a) e K = (). Como a aplicagdo ¥ : H — K
definida por ¥(«) =  é um isomorfismo. Logo, H = K.

Portanto, existe um tnico subgrupo ciclico H de G tal que o(H) = n, em que n é

par. ]

Teorema 3.2.2. ([9/, p. 109) Sejam p um nimero primo impar e o um elemento
irredutivel em Z[&,] tal que N(a) = p =nk + 1.

Z[&n]
(@)

contém um unico

1. Se n ¢é impar, entdo o grupo multiplicativo do corpo

subgrupo ciclico com 2n elementos.

Z[&n]
(@)

contém um Uunico

2. Se n € par, entdo o grupo multiplicativo do corpo

subgrupo ciclico com n elementos.

Demonstragao:

1. Sejam n impar e o« um elemento irredutivel de Z[,] tal que N(«) = p = nk+1.

Como « é um elemento irredutivel de Z[¢,], pela Observacao 1.4.2, segue que
Z[&n]
(a)
uma vez que #Z[jg] = N({a)) = N(a) = p. Logo, o grupo multiplicativo
Z&n]
(a)

é um grupo ciclico. Pela Proposicao 3.2.2, temos que existe um tinico subgrupo

Z[&n]
(o)

() é um ideal maximal em Z[&,]. Assim, ¢ um corpo e tem p elementos,

maximal G de tem p— 1 elementos, ou seja, o(G) = p—1. Além disso, G

ciclico do grupo multiplicativo G do corpo com 2n elementos.
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2. Sejam n par e o um elemento irredutivel de Z[,] tal que N(«a) = p = nk +
Z[&n]
(@)

p elementos. Logo, o grupo multiplicativo maximal G de

1. De maneira analoga, ao item 1, concluimos que é um corpo com

Z[&n)
(o)

elementos. Pela Proposicao 3.2.3, temos que existe um tinico subgrupo ciclico
Z[&)
(a)

Lema 3.2.1. (/9], p. 109) Sejam n impar, p um nimero primo impar e d =
n

tem p — 1

do grupo multiplicativo G do corpo com n elementos. [ ]

————. Se &, para j = 1,2,....n € uma raiz d-ésima primitiva da unidade
mdc(n, j) , _
comd > 1, entao N(1+&) paraj=1,2,....ne N1—=&) paraj=1,2,....,n—1,

nao possuem p como um divisor.

Demonstragao: Denotando & por ¢4, temos que

(n

N(1+&)) = Nogo(l + &) = NoeaioNoeniaen) (1 + L)) = [Noeaio(l + €1)] @

para 7 =1,2,...,n. Como

©(d)
No(epo(l + €a) Ho—l 1+4eg) = Ho—z 1+¢&)

/‘\/‘\/\/‘\/‘\/‘\

1+0'1(£”))(1 +Uz(§%)) (I op@ (&)

L+ &)(1+€2)... (1+&)

L+e)(1+e)... (14 epa)
—D(=1—e)(=1)(-1—e)...(=1)(=1 = €pa))
1D (1 —e).. . (—1 — €ya)
—1)#DDy(—1),

em que ¢4(z) é o d-ésimo polinémio ciclotomico e ¢; sdo todas as raizes d-ésimas

distintas primitivas da unidade, segue que

#(n

N(1+8) = Nogo(l + &) = [(-1)*Dg(~1)] 5@, (3.2)

paraj=1,2,...,ne

p(n)

N(1 =€) = Nge ol — &) = NoeaieNag)ae) (1 — &) = [Noeaia(l — €2)] @,
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para j = 1,2,...,n — 1. De maneira andloga ao raciocinio usado na Equagao (3.1),

obtemos que Ny jo(l —€1) = ¢4(1), na qual ¢4 é o d-ésimo polinoémio ciclotomico.

Assim,
. . @(n)
N(1—=¢&) = Noeniel — &) = [¢a(1)]#@, (3.3)
para j = 1,2,...,n — 1. Por outro lado, como z¢ — 1 = quh(x), com d > 1,
hld

segue que mdc((z — 1), pq(x)) = 1, uma vez que os polinomios (z — 1) e ¢q(x) =
(x—e€1) ... (v—ep,), em que ¢ # 1 para todo i sdo raizes d-ésimas distintas primitivas

da unidade e assim nao possuem fatores comuns. Agora, como 2% — 1 = H on(x) =
hld
O1(x) s, () ... ¢, (x)Pg(x), onde s; | d, para todo i = 1,...,r, segue que ¢1(x) =

x — 1 e ¢q(x) sdo co-primo. Tomando a(z) = ¢, (z)...¢s (), temos que ¢ — 1 =
d

(2 = 1)(60 (@) . 6, (2))6a(x), ouseja, ——— = a(w)d(x). Logo

-1
242 b a4+ 1= az)da(w). (3.4)

Pelo Lema de Gauss, temos que a(z) € Z[z]. Observamos que d ¢ impar, uma vez

que, se d fosse par teriamos d = , ou seja, d = mdc(n,j) =n o que é um

mdc(n, j)
absurdo, pois n é impar. Assim, tomando = = —1 na Equacao (3.4) e usando o fato

que d é impar temos que,
a(=1)pa(—1) = (=) +...—1+1=1

Logo, ¢q4(—1) = 1 ou ¢4(—1) = —1. Se ¢4(—1) = 1, pela equagao (3.2), entao
N(1+¢&) = (-1)¢™ =1, que ndo tem p como um divisor primo. Se ¢g(—1) = —1,
pela Equagao (3.3), entao N(1+ &) = (—1)% = —1, o que é um absurdo, pois
contraria o Lema 1.7.1. Agora, tomando x = 1, na Equacao (3.4), temos que

a(Dgg(1) =1+...+1=d.
d vezes

=

Como N(1—-¢) = [qbd(l)]% e a(1)p(1) = d, segue que N(1 — &) é um divisor de
d%, para j = 1,2,...,n— 1. Agora, como d | n, segue que N(1 —¢&J) divide n%,
para j = 1,2,...,n— 1. Se p = nk + 1 divide N(1 — &), para j = 1,2,...,n — 1,
entao p divide n e portanto, p divide 1, o que é um absurdo. Assim, N(1 — &J) nao

possui p como um divisor primo, o que completa a demonstracgao. [ ]
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Proposicao 3.2.4. ([9/, p. 109) Sejam p um nimero primo impar, n um nimero
impar e o um elemento irredutivel em Z[&,] tal que N(a) =p =nk+1. Se « € irre-
dutivel, entao quaisquer dois elementos distintos do conjunto {+1,+&,, ..., £}

estao em classes laterais distintas modulo o ideal (o).

Demonstragao: Seja n fmpar. Se (—§&,)" e (—&,)* estdo na mesma classe lateral

moédulo o ideal (@) em que 1 < h < k < 2n, entdo (—=&,)" = (—&,)* se, e somente
e, (—6)" + () = (—€2)F + {a) se, e somente se, (~&,)" — (~&)* € {a). Logo,

(=& — (=€,)F = af, para algum 3 € Z. Calculando a norma, temos que
N((=&)" = (=€)") = N(1 = (=&)*") = N(a)N(8) = pN(B).

Tomando j = k — h tem-se que N(1 — &) = pN(fB), para j = 1,2,...,n — 1.
Logo, N(1 — &) possuem como divisor o primo p. Agora, como & é uma raiz

d = ————-ésima primitiva da unidade, para n e j fixos, temos que:

mdc(n, j)

1. Se d =1, entao mdec(n, j) = n e assim, n = j, 0 que nao ocorre.
2. Se d > 1, pelo Lema 3.2.1, temos que N(1+&/) nao possui p como um divisor.

Portanto, (—&,)" e (—=&,)%, para 1 < h < k < 2n estdo em classes laterais distintas
mdédulo (). De modo andlogo, temos que &" e &5 (=&,)" e € e €1 e (—€,)F, para

1 < h <k < 2n, estao em classe laterais distintas médulo («). m

Teorema 3.2.3. (9], p. 109) Sejam p wm nimero primo impar, n um nimero
impar e o um elemento em Z[,] tal que N(a) = p = nk+1. Se « € irredutivel, entao
podemos tomar o conjunto {+1,+¢,, ..., +££"1} como sendo um conjunto completo

das classes laterais do subgrupo ciclico com 2n elementos do grupo multiplicativo do

Z[En]
(@)

Demonstragao: Pela Proposicao 3.2.4 temos que quaisquer dois elementos distintos

corpo

de {£1,£E,,..., £} estdo em classes laterais distintas médulo o ideal (a).
Como o conjunto {£1,+&,,...,+£771} é um subgrupo ciclico com 2n elementos

gerado por —¢&, e é Uinico pelo Teorema 3.2.2, segue que podemos tomar o conjunto
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{&1,£E,, ..., £}, como sendo um conjunto completo das classes laterais do

Z[En]
(@)

Lema 3.2.2. (/9], p. 109) Sejam n um nimero par, p um nimero primo impar

subgrupo ciclico com 2n elementos do grupo multiplicativo do corpo

ed=2"parak € Z comk > 2. Se &l para j = 1,2,...,n é uma raiz d-ésima
primitiva da unidade, entdo N(1+&) para 1 <j <% e N(1 —&)) para 1< j < 2,

nao possuem p como um divisor.

Demonstragao: Denotando & por €4, de modo andlogo ao Lema 3.2.1, temos que

©

N(1+ &) = Nggeyo(l + &) = [(—1)7Dgy(—1)] 50 (3.5)

para1§j<%e

. . e(n)

N(1=¢&) = Noenel — &) = [¢a(1)]7@, (3.6)

para 1 < j < %, na qual ¢4(x) é o d-ésimo polinomio ciclotomico. Temos que 25— 1
e ¢q(x) sdo co-primos, uma vez que as raizes de ¢q(z) = (x —m)... (T — 1yq)) sdo
todas as raizes d-ésima primitivas da unidade e nao tem fator comum com z2 — 1.

Como (22 —1)(z2 +1) =% — 1= H(bh(x) = ¢1(x)ds, () ... Ps, () Pa(x), em que

hld
si | d, paratodoi=1,2,...,7re mdc((:c% — 1), 0a(x)) = 1, segue que

$1(2)9s, (2) . .. b5, (2)
51

da

Ga() = b(x)¢a(x), (3.7)

X

¢1(2)0s (7) - - b5, (7)

na qual b(x) = — . Pelo fato de 22 + 1 e ¢q(z) serem polinomios
€r2 —
primitivos em Z[z|, pelo Lema de Gauss tem-se que b(z) € Z[z]. Tomando x = —1

na Equacao (3.7) e do fato de d ser uma poténcia de 2, temos que b(—1)pq(—1) = 2.
Logo, ¢a(—1) = £1 ou ¢g(—1) = £2. Se ¢q4(—1) = £1, ent@o o resultado segue de
modo dnalogo ao Lema 3.2.1. Se ¢4(—1) = +2, entao pela Equacao (3.5), tem-se
que N(1+¢&) = [(—1)50(”)(—2)]% = (j:Q)% < 0 e portanto, N(1 + &), para
1 < j < 3 nao possui um divisor primo fmpar p. Tomando z = 1 na Equagao

(3.7), segue que b(1)p4(1) = 2. De modo andlogo ao caso anterior, concluimos que

N(1 — &) nao possui um divisor primo p, o que completa a demonstragao. [
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Lema 3.2.3. (/9/, p. 109) Sejam n um nimero par, p um nimero primo impar e
d=2*m, em que m,k € Z, k > 1 e mde(2,m) = 1. Se &, para j = 1,2,...,n, é
uma raiz d-ésima primitiva da unidade, entao N(1+&) para1 < j < 5 eN(1 — &)

para 1 < j < 5 nao possuem p como um divisor.

Demonstragao: Denotando & por €4, temos de modo andlogo ao Lema 3.2.1 que

N(1 + &) = Noenja(l + &) = [(—1)7@gy(~1)] 5@, (3.8)

para1§j<%e

N(1 = &) = Noge(l — &) = [ga(1)] 0, (3.9)

para 1 < j < %, na qual ¢4(x) é o d-ésimo polinémio ciclotomico. Como

= 2D g2 =D 2
segue que

(@ =)D 427D 4 1) =[] dnla)
h|d

e de modo andlogo ao Lema 3.2.2, temos que mdc(z?" — 1, pg(z)) = 1. Pelo Lema

de Gauss, existe c¢(z) € Z[z] tal que

g2 2= 2 ] = (2) (). (3.10)
Tomando z = —1 na Equacao (3.10) e usando o fato que 2*(m — i), para todo i =
1,2,...,m sao poténcias pares, temos que c(—1)pa(—1) = m. Assim,

. et
N(1+ &) = (—1)@(")mw<d> = m#@, para 1 < j < % Como m | n, segue que
@(n) @(n)

N(1+¢&) = me@, para 1 < j < 2 divide n»@. Agora, se # = 1 na Equacao

»(n)

(3.10), entao c(1)pg(1) = m. De modo anélogo, N(1 — &) = Mm@ divide ne@
©(n
(d

&2

para 1 < j < Z. Finalmente, se p = nk + 1 divide N(1 £ &), entao p divide n+@
e portanto, p | n o que é um absurdo, uma vez que neste caso p dividiria 1, o que

conclui a demonstragao. [ ]
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Lema 3.2.4. (/9], p. 109) Sejam n wm nimero par, p um nimero primo impar e

n

d = %, para j = 1,2,...,n. Se &, para j = 1,2,...,% ¢é uma raiz d-ésima

mdc(n,j
primitiva da unidade, em que d é um nimero impar, entio N(1+&7), paral < j < 5

e N(1—=¢&), para 1 < j <%, ndo possuem p como um divisor.

Demonstragao: Denotando & por €4, temos de modo andlogo ao Lema 3.2.1 que

o(n

N(1 + &) = Noenja(l + &) = [(—1)7@gy(~1)] 5@, (3.11)
paral <j < % e
N(1 - &) = Nogoyo(l — &) = [ga(1)] 59, (3.12)

para 1 < j < na qual ¢4(z) é o d-ésimo polinémio ciclotomico. Pelo Lema de

oL
Gauss, existe a(z) € Z[x] tal que
242 b a4 1= az)da(n). (3.13)

Tomando = = —1 na Equagao (3.13) e como d impar, segue que a(—1)¢pq(—1) =1
e portanto, ¢4(—1) = £1. Se ¢4(—1) = +1, entao pela Equacao (3.11), tem-se que
N(1+¢) = =1, para 1 < j < &. Portanto, N(1 4+ &J), para 1 < j < %, nao
possui um divisor primo p. Agora, tomando x = 1 na Equacao (3.13), temos que
a(1)p4(1) = d. Assim, pela Equagao (3.12), tem-se que N(1—¢&J) = [gbd(l)]%, para
1 <j <% éum divisor de 450 . Se p =nk+ 1 é um divisor de N(1 — &), para
1 <j < 3, entao p divide d. Logo, p divide n e portanto, p divide 1, o que é um

absurdo, o que completa a demonstracao. [ ]

Proposicao 3.2.5. ([9/, p. 109) Sejam p um nimero primo impar, n um nimero
par e a um elemento em Z[&,] tal que N(a) =p =nk+1. Se « é irredutivel, entdo
quaisquer dois elementos distintos do conjunto {1,&,,...,77 1} estio em classes

laterais distintas mddulo o ideal (o).

Demonstragao: Se (£,)" e (£,)* estao na mesma classe lateral médulo o ideal (),

na qual 1 < h < k <n,entdo (§,)" = (&,)" se, e somente se, (&,)"+(a) = (£,)F+(a)
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se, e somente se, (£,)" — (£,)* € (a). Logo, para algum 3 € Z[&,], tem-se que

(&) — (&)F = af. Calculando a norma, temos que

N((&)" = (&)") = N(1 = (&)" ") = N(a)N(B) = pN(3).
Tomando 7 = h — k temos que 1 < j < n e assim,

N(1+¢&)=pN(p) para 1< 5<%
N(1— &) = pN(B) para 1< < 2.

(3.14)

Vamos provar que isto ¢ uma contradigao. Se & araiz d = -ésima primitiva

mde(n, j)
da unidade, para j e n fixos, entdao d # 1, uma vez que mdc(j,n) < j < n. Assim,

1. Se d é par, temos que

e se d = 2, entdo mdc(n,j) = 2. Assim, j =

5 5. Pela Equagao (3.14),
tem-se que N(1 — &) = N(1— &) = N(1 — (€M)}) = N(=1 — (=1)) =
N(2) = 2¢M™_ Como pN(B) = N(1 — &) = 20 segue que p | 2¢™ e
portanto, p | 2 o que é um absurdo, uma vez que p é um nimero primo

impar.

e se d = 2% para k > 2, entdo pelo Lema 3.2.2 temos que, N(1 + &) e
N(1 — ¢&J) nao possuem p como divisor.

e se d = 2"m, para k > 1 e mdc(2,m) = 1, entdao pelo Lema 3.2.3, temos

que N(1+¢&) e N(1 — &) nao possuem p como divisor.

2. Se d é fmpar, entao pelo Lema 3.2.4 temos que N(1 + &) e N(1 — &) nao

possuem p como um divisor.

Portanto, quaisquer dois elementos distintos do conjunto {1,&,,...,£" '} estao em

classes laterais distintas médulo o ideal («). u

Teorema 3.2.4. (9], p. 110) Sejam p um nimero primo impar e p(n) o menor
inteiro positivo tal que p*™ =1 (mod n).

Z[&n]

contém um unico
PZLIE,]

1. Se n é impar, entao o grupo multiplicativo do corpo

subgrupo ciclico com 2n elementos.
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2. Se n € par, entao o grupo multiplicativo do corpo contém um unico

PZ[En)
subgrupo ciclico com n elementos.

Demonstragao: Se p é um nimero primo impar e ¢(n) o menor inteiro positivo

Z[&n]
pZ [gn]

tal que p?™ = 1 (mod n), entdo pelo Coroldrio 1.7.2, segue que é um corpo

Zi&n) . .
com p?™ elementos, uma vez que Z[[i]] é isomorfo a GF (pﬂo(”)). Assim, o grupo
PZi|Gn
ciclico multiplicativo G do corpo Z[[fg]] tem p?™ — 1 elementos.
JZ2IISD

1. Se n é impar, entao pela Proposigao 3.2.2, temos que existe um tinico subgrupo

ciclico do grupo multiplicativo G com 2n elementos.

2. Se n é par, entao pela Proposicao 3.2.3, temos que existe um tinico subgrupo

ciclico do grupo multiplicativo G com n elementos. [ ]

Lema 3.2.5. ([9], p. 110) Sejam p um nimero primo impar, n wm nimero impar e
©(n) o menor inteiro positivo tal que p?™ =1 (mod n). Se & é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade, entao

N(1—¢) = 2¢(")sen2(—7r‘7‘71) . senz(L”@(n))
n n

para 1 < j < 2n.

Demonstragao: Seja 0; € Galg(Q(&,)) definido por o;(&) = (&), para i =

1,2,...,p(n), pela demonstragao do Lema 1.7.1, podemos expressar N(1—¢&7) como

duto de £% py ] iugad i
um pro uto de 3 numeros COIIlp €X0S € Sseus conjuga OS7 ou seJa,

NA-&) =0-0a(@)A-01(&) - (1= 0ow (E)(1 = gun (£2))

g — 77 e(n) 77 e(n) (3.15)
=([1=gMA-&")...1=-& 7 )1-& ),
na qual 1 < jl,...,j@ < n, mdc(ji,n) = ...mdc(ngl),n) =1le jl,...,j(p(;) sa0

dois a dois distintos. Por outro lado, para 1 < m < %, temos que

=1-2 cos(%) + Cosz(%ijm) + SenQ(Qﬂ_g’]/jm) (3.16)

= (1 — cos(2Tlm))2 4 gen?(2lm),
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Como
con(2n) = cos( 2 + 2
= COS2(%) _ Sen2(2ﬂjjm)
_ o 9 ..
= (1 sen (W]]m)) sen (W]]m) 1_ QSen (%)
(§

i . . L L
mJJ ) = sen (—W‘” + ) Jm ) =2 cos(—ﬂj] )sen(—ﬂj] )
n n n n n

sen( ,

segue que sen2(—2ﬂijm) = 22 cos (””m)sen (“JZ"‘). Assim, substituindo na equacao
(3.16), tem-se que
(1= &im)(1 = &) = (1 — cos(¥n))? 4 sen?(2rLm)
— (1 (1 — QSen (W'“m))) —|—22 CcoS ( - )Sen2(7r]]m)
(

2sen?(T2m))2 4 9% cog?(Thim )gen?(Thim)

Mn]m + 22 cos (““"‘)sen (7”757”)

2%sen’ (72m)
= 2%sen?(TLn ) (sen?(Thn ) 4 cos?(Tm))
2%sen? ("),

n

Tjjm
n

Finalmente, pela Equagao (3.15), temos que

G Tl =

N(1—¢&) = 2%en? en
n
o(n) Vezes
T3] p(n)
= (22)@56:02(7”; )...sen?(—2-

Lema 3.2.6. ([9], p. 110) Sejam p um nimero primo impar, n wm nimero impar e
©(n) o menor inteiro positivo tal que p?™ =1 (mod n). Se & ¢é uma raiz n-ésima

primitiva da unidade, entao

N(1 4 &) =290 cos?( ‘771‘71) ..cos%%),

para 1 < j < 2n.

Demonstracgao: Analogamente ao Lema 3.2.5 tem-se que

N1+&) =Q+0(&)A+01(&) ... (14 0om (€)1 + 0om (&)
R g (3.17)

(n)

- _ 93 p(n) )
=(1+EA+&G) . (1+& 7 )1+& * ),
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na qual 1 < jl,...,j¢(n> < n, mde(ji,n) = ...mdc(j@(n),n) =1le jl,...,j% sa0

dois a dois distintos. Por outro lado, para 1 < m < “0(”) , temos que
L+ &) +86m) =1+ 1 +&™)
= 1+ 2 cos(Zdm) 4 cog?(2mllm) 4 gen? (2rdim) (3.18)
= (1 + cos(¥Lm))2 4 gen?(2riim),

Como
cos(ZLin) = cos(Tlln 4 Tilm)
= cos?(ZLlm ) — gen?(2ln)
= cos?(Zm) — (1 — cos?(Tm)) = —1 + 2 cos?(Tim)
e

i . . » .
33 ) = sen (_W]] + _7T]] ) = 2COS(—7U] )sen(—m‘y )

sen(
n n n n n

Y

segue que sen?(ZLn) = 22 cos?(Illn)gen?(Tm)  Assim, substituindo na Equacdo
n n

(3.18), tem-se que

(L&) (1 + &™) = (14 cos(2m))2? 4 gen?(2mim)

(14 (=1 + 2cos?(Tln)))2 4 22 co?(Thlm )gen? (TLlm )
(2 cos?(BLLm))? 4 92 cog?(Thm )gen? (Thim)

22 cost(Tm) 4 22 cog? (Thim )gen? (TLlm )

2

s%( Jg )(cos? (W]:r.Zm) + sen2 (%)) _ 22cos2(%),

Finalmente, pela Equacao (3.17), temos que

. i )] )
N(1+&) :220082(w).. 2 cos?( 2
n
£ln) Vezes
. ™J e(n)
= (22)% cos® (L) . cos?( :
T3 p(n)

= 2¢(") cos?(TLL) | cos?(—2-). m

Proposicao 3.2.6. (/9/, p. 110) Sejam p um nimero primo impar e n um nimero
impar. Se p(n) € o menor inteiro positivio tal que p?™ =1 (mod n), entdo quaisquer
dois elementos distintos do conjunto {&1,£&,, ..., £} estao em classes laterais

distintas modulo o ideal (p) em Z[,).
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Demonstragao: Se (—&,)" e (—¢&,)F estdo na mesma classe lateral médulo o ideal

(p), na qual 1 < h < k < 2n, entdo (—&,)" = (=&,)F se, e somente se, (—&,)" + (p) =
(—&,)F + (p) se, e somente se, (—&,)" — (=&,)F € (p). Logo, para algum 3 € ZI[&,],

temos que (—&,)" — (=&,)* = pB. Calculando a norma, obtemos que
N((=&)" = (=6)") = N(1 = (=&)*™") = N(p)N(8) = p*"'N(B).
Tomando 7 = k — h tem-se que 1 < 7 < 2n e deste modo,
N1 —-&)=p*™N(B)sel<j<n. (3.19)
Vamos provar que isto é uma contradicao. Pelo Lema 3.2.5, temos que

N — €)= 2¢Mgen?(T2L) | gen?(Z2e)y (3.20)
n n

Substituindo (3.20) na Equagao (3.19), tem-se que

PPOIN(B) = 2¢°Msen?(Z2LY | sen? (2280 < g
n n

Isto implica que, p?™N(3) < 290 uma vez que a funcdo seno é limitada, mas
isto ¢ uma contradicdo, pois 29 < p?M N (). Portanto, (—&,)" e (—&,)F, na qual
1 < h <k < 2n, estao em classes laterais distintas médulo o ideal pZ[¢,]. De modo
analogo, temos que (—&,)" e &8, &M e (=&,)F, em que 1 < h < k < 2n, estdo em

classes laterais distintas médulo o ideal pZI[E,]. u

Teorema 3.2.5. (9], p. 110) Sejam p um nimero primo impar e p(n) o menor
inteiro positivo tal que p?™ =1 (mod n). Sen é impar, entio {£1,£&,, ..., £

pode ser tomado como sendo um conjunto completo das classes laterais do subgrupo

Z[§n]
PZ[En]
Demonstragao: Pela Proposicao 3.2.6, temos que quaisquer dois elementos dis-

ciclico com 2n elementos do grupo multiplicativo do corpo

tintos do conjunto {41, +&,, ..., £}, estdo em classes laterais distintas médulo
o ideal (p) em Z[&,]. Como {+1,+£E,,..., £} é um subgrupo ciclico com 2n
elementos gerado por —¢,, e é tinico pelo Teorema 3.2.2, segue que podemos tomar
o conjunto {£1,4¢&,,..., 771} como sendo um conjunto completo das classes

laterais do subgrupo ciclico com 2n elementos do grupo multiplicativo do corpo

Z[&n]
pZ[fn] .
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Observacao 3.2.3. Sen for par, os Lemas 3.2.5, 3.2.6 e a Proposi¢cao 3.2.6 também
sao vdlidas, com a ressalva de que j varia de 1 an, para N(1+¢&7), onde & é uma

raiz n-ésima primitiva da unidade.

Teorema 3.2.6. (/9], p. 110) Sejam p um nimero primo impar e p(n) o menor

inteiro positivo tal que p?™ = 1 (mod n). Se n € par, entio podemos tomar o
conjunto {1,&,,...,€"" 1} como sendo o conjunto completo das classes laterais do
Z[n)

subgrupo ciclico com n elementos do grupo multiplicativo do corpo

pZ[fn] '

Demonstragao: Pela Observacao 3.2.3, tem-se que a Proposicao 3.2.6 vale para

n par. Assim, quaisquer dois elementos distintos no conjunto {1,&,,...,&" '}
estao em classes laterais distintas modulo o ideal (p) em Z[,]. Como o conjunto
{1,&,, ..., €71} é um subgrupo ciclico com n elementos gerado por &, e é tinico pelo
Teorema 3.2.2, segue que podemos tomar o conjunto {1,&,,...,£" !}, como sendo

um conjunto completo das classes laterais do subgrupo ciclico com n elementos do

A
pZ [gn] .

Teorema 3.2.7. ([9], p. 110) Se w(n) é o menor inteiro positivo tal que 29 =1

Z[&n]

2Z[&n]
ciclico com n elementos. Além disso, o conjunto {1,&,, ..., &M} € um conjunto

grupo multiplicativo do corpo [ ]

(mod n), entdo o grupo multiplicativo do corpo possui um unico subgrupo

completo das classes laterais do subgrupo ciclico do grupo multiplicativo do corpo

Z[&n]
2Z[En]

Demonstracgao: Se ¢(n) é o menor inteiro positivo tal que 29 = 1 (mod n),

entao pelo Corolério 1.7.2, temos que 27Z[¢,,| é um ideal primo de Z[¢,]. Como Z|[E,,]
é um dominio de ideais principais, segue que 2Z[¢,] é um ideal maximal. Logo,

Zl&] Zln] é isomorfo a ()
2Z[E, [%] foa GF(2°™).

Assim, o grupo ciclico multiplicativo G do corpo 2Z[E,]

Pela Proposicao 3.2.3, existe um tnico subgrupo ciclico com n elementos do grupo

Z[&n]
2Z[&n]
ideal (2), onde 1 < h < k < n, entdo &' = £F se, e somente se, £ + (2) = €5+ (2) se

é um corpo com 29 elementos, uma vez que

m 29" — 1 elementos.

Se &M e €F estdo na mesma classe lateral médulo o

multiplicativo do corpo

e somente se, £" — &% € (2). Logo, para algum 3 € Z[[¢,], tem-se que " — &8 = 243.
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Calculando a norma, temos que
N(& = &) =N(1 = (&)"") = N2)N(3) = 27N ().
Tomando 7 = k — h, temos que 1 < j < n e deste modo,
N(1 - &) = 27N (B). (3.21)
Pelo Lema 3.2.5, tem-se que

N(1—¢)= 2¢(”)sen2(—mjl) . .sen2(7m‘7@(n) ).
n n

Substituindo na Equagdo (3.21), temos que 27 N () = 2¢(Wsen?(TLL) ., .senz(%).
Logo, N(B) = sen?(TL). ..senz(w). Como a fungao seno ¢ limitada, segue
pelo Lema 1.7.1 que N(3) = 1, ou seja, sen (““1) senz(w) = 1. Assim,

Tm — 2 4 |7, onde l,, € Z, para 1 < m < “0 . Logo n é um nimero par, uma

vez que se n fosse impar, entao ggi”i =35+ lm7r, ou seja, jjim = (2k + 1)(5 + 1) =
I (2k +1) + k + % € Q, e isto implica que 77, € Q, o que é um absurdo pois
§jm € Z. Como 29 =1 (mod n), segue que n | 29 — 1 isto é, 2°" — 1 = nk,
para algum k. Do fato de n ser par, tem-se que 2 | 2¢(" — 1 e como 2 | 29" segue
que 2 divide a diferenca, ou seja, 2 | 1, o que é um absurdo. Dessa forma, 2 nao

divide N (1 —¢&J). Logo, quaisquer dois elementos distintos estao em classes laterais

distintas. Portanto, (&,) = {1,&,,...,£" "1} é um conjunto completo das classes

Z[&n]
2Z[&n]

laterais do subgrupo ciclico do grupo multiplicativo do corpo [ ]

3.3 Distancia de Mannheim

Nesta se¢ao, veremos o conceito da distancia de Mannheim e do peso de Mannheim
via corpos ciclotomicos, na qual observamos que existe uma sutil diferenca da
distancia de Mannheim via corpos quadraticos e estudamos algumas propriedades

dessa distancia.

Definicao 3.3.1. Seja G um grupo abeliano. Uma funcao w : G — R é chamada

uma fungao peso se:
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1. w(g) > 0, para todo g € G.

2. w(g) =0 se, e somente se, g = 0.

3. w(g) =w(—g), para todo g € G.

4. w(g+h) <w(g)+w(h), para todo g,h € G.

A fungao peso pode ser estendida a n cépias do grupo G como

n
w(ay, as, ... a,) = Zw(ai),
i=1

em que (ai,as,...,a,) € G™.
Uma funcao peso w sobre GG induz uma distancia d : G x G — R definida por

d(g,h) =w(g — h), na qual g, h € G satisfazendo as seguintes propriedades:
1. d(g,h) >0, para todo g,h € G.
2. d(g,h) =0 se, e somente se, g = h, para todo g,h € G.
3. d(g,h) =d(h,g), para todo g, h € G.
4. d(g,h) <d(g,k)+ d(k,h), para todo g, h, k € G.

A fungao distancia pode ser estendida a n cépias do grupo G' como

n

d((a1,az,. .. ay), (b, by, bo)) = > wla; — by),

i=1
em que (aj,as,...,a,) e (by, by, ..., b,) sao elementos de G™.

p(n)—1
Definicao 3.3.2. Definimos o peso de Manhattan de um elemento o = Z a;él €
i=0
e(n)-1 pln)—1 pln)-1
Z[E,], como wa(a) = Z la;|. Além disso, se a = Z a;& e = b€, sao
i=0 i=0 i=0

elementos de Z[¢,]. Definimos a distancia de Manhattan entre os elementos a e 3
p(n)—1

o(n)—1
como dM(O‘a/@) = Z w./\/l(a'i - bi) = Z |a'i - bi|-
i=0

=0
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Observacao 3.3.1. Notemos que, a distancia de Manhattan definida via corpos

ciclotomicos € igual a distancia de Mannheim via corpos quadrdticos.

Seja GF(p") um corpo finito onde p é um nimero primo e h um inteiro positivo.
Como o(GF (p")*) = p" — 1, segue que para todo divisor m de p" — 1 existem o(m)

raizes m-ésimas primitivas da unidade em GF(p")*.

Definicao 3.3.3. Sejam p um numero primo e m um inteiro positivo. Dizemos
que a ordem de p mddulo m én se p” =1 (mod m) e p* # 1 (mod m), para todo

k=1,2,...,n—1.

Observacao 3.3.2. Sejam m,n numeros inteiros positivos e p um numero primo

impar.
1. m|n se, e somente se, p™ — 1| p™ — 1.
2. A ordem de p mddulo m é h se, e somente se, GF(p") = Z,(&).

Seja Z, (&), na qual &, é uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Seja n = p°m,
em que e > 0 é um inteiro. Seja &, uma raiz n-ésima primitiva sobre Q. Pela
Observacdo 1.7.1, temos que o anel de inteiros de Q(&,) é Z[&,] e {1, &, ..., €57}

¢ uma base de Z[¢,] sobre Z. Assim,

p(n)—1 '
2 ={ > @t :a; €L}
=0

o(n)—1
e portanto, Z[¢,] estd em bijecio com Z#™  na qual Z @&l = (ag, ai, . .., Aum)—1)-
i=0
Pelo Teorema 1.5.2, temos que pZ[&,] = (Z; ... Z,)?", em que Z; C Z[¢,] sdo ideais
A
primos tais que Z; NZ = (p), parai = 1,2,...,7 e p(m) = hr. Além disso, [; ]

é isomorfo a Z,(&,,), na qual o isomorfismo envia &, em &, = &,,. Deste modo, os
elementos de Z,(&,,) sao classes laterais do tipo o +Z;, parai = 1,2,...,r, em que
a € Z[&,).

Se I C Z[¢,] é um ideal primo tal que Z NZ = (p), entao Z,(&,,) é isomorfo a
Z[&n]

T e portanto, todo elemento oo +Z C ZI[¢,] estao em correspondéncia um a um

com os elementos & € Z,(&,,).
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Seja a aplicacdo wyy : Z,(&n) — Z definida por wyy (@) = mingearzwm ().
Agora, para cada & € Z,(&,) seja o € Z[E,] tal que wa(a) = wyy(&). Observamos
que o elemento «, em geral, nao é tinico. Mas, se n = 4 e p for impar temos a

unicidade. Deste modo, acabamos de provar a seguinte proposic¢ao.

Proposicao 3.3.1. ([7], p. 4) Existe um subconjunto R C ZI[E,], formado pelo

representante das classes laterais tal que
1. Z[&) = User(a+ 1) e a unido é disjunta.

2. Para todo o € R tem-se que wy (@) = wym(a) < wpm(x), para qualquer x €

a+T.

Proposicao 3.3.2. ([7], p. 5) A aplica¢ao w (&) = mingearzwr(x) € uma fungao

peso sobre corpo finito Z,(&).

Demonstragao:

1. Temos que w (@) > 0, uma vez que wp(x) > 0, para todo z € a+7Z C Z[,].
Além disso, wpy (@) = 0 se, e somente se, Mmingecqr7wWr () = 0 se, e somente

se, wa(z) = 0, para algum z se, e somente se, z = 0, se e somente se, @ = 0.

2. Se a+7 é uma classe lateral, entao —a+Z = —(a+7) é a classe lateral e assim,
—a = (—a). Logo wy(—a) = minge_aqrzwm(r) = mingearzwm(—z) =

MiNgearzWm(T) = W (@).

3. Sejam R como na Proposicao 3.3.1 e a,b € R. Se a + b € R, entao pela
desigualdade triangular do peso de Manhattan wa(—) em Z[E,], tem-se que

wy(@+b) = wmla+b) = wmla+0b) < wala) + wam(b) = wyy(@) + wyy(b).

Se a+b & R, entdo existe ¢ € R tal que a+b = ¢, isto é, (a+b)+Z = c+Z. Logo
wp(c) < waqg(a+b). Portanto, wyy (@ +b) = wy(€) = wm(c) < wpa+b) <

wam(a) +wa(b) = wyy(a) + wpy(b). n
Definigao 3.3.4. O subconjunto R de Z[&,] da Proposicio 3.3.1 é chamado de

A
sistema de representante do peso de Mannheim do corpo % ~ Zp(Em).
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Definicao 3.3.5. O peso de Mannheim de um elemento & € Z,(&,,,) € definido como
W (@) = mingearzwpm ().

O peso de Mannheim de uma n-upla & = (dy, . .., ay) sobre Z,(&y) € definido como
w(@) = wyld).
i=1

Definicao 3.3.6. Seja G um grupo abeliano. Uma funcdo peso w : G — R €
chamada consecutiva se para todo g € G existe uma sequéncia go = 0,91, ..., Gu(g) =

g € G de elementos de G de comprimento w(g) tal que w(g; — gj—1) = 1, para todo

j=12 ... w(g).

Proposicao 3.3.3. ([7], p. 6) Sejam G um grupo abeliano, w : G — R uma fung¢ao
peso e g € G. Se ewiste uma sequéncia go = 0,91,..., 9w = g de elementos
de G tal que w(g; — gj—1) = 1, para j = 1,2,...,w(g), entdo w(g;) = j, para

j=1,...,w(g) — 1.

Demonstragao: Seja g € G tal que w(g) > 0. Pela desigualdade triangular, temos

que

W(Gw(g)-1) =w(gr — g1+ 92— g2+ -+ Gu(g)—2 — Gu(g)-2 + Gu(g)-1)
<w(gr) +w(g2 —g1) + - + W(Guw(g)-1 — Ju(g)—2)

I1+...+1 =Lw(g) — 1) =w(g) — 1,
(w(g)—1) vezes

ou seja, W(guw(g—1) < w(g) — 1. Por outro lado, novamente pela desigualdade trian-
gular, temos que w(g) = 'LU(g — Juw(g)-1 + gw(g)—l) < 'lU(g - gw(g)—l) + w(gw(g)—l) <
)

1+w(g) —1=w(g), e assim, w(gu(g)-1) = w(g) — 1. Agora,

w(gw(g)—2) =wgr—g+9—92+...+ gaz — Jw(g)—3 T gw(g)—z)
<w(g) +w(ge — g1) + - - -+ W(Guw(ig)—2 — Gu(g)—3)

= 14+...4+1
———
(w(g)—2) vezes

= Hw(g) —2) = w(g) — 2.
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Por outro lado, novamente pela desigualdade triangular, temos que

w(g) =1 = w(Gug)-1) = W(Guw(g)-1 + Juw(g)—2 — Ju(g)—2)
S w(gw(g)—l - gw(g)—2) + w(gw(g)—2)
<l+w(g)—2=w(g) -1

Logo, w(gu(g)—2) = w(g) — 2. De modo andlogo, w(g;) = j, para 1 < j < w(g) —3.m

Proposicao 3.3.4. ([7], p. 6) Sejam G um grupo abeliano e w : G — R uma
fungao peso. Entao, w(—) € consecutiva se, e somente se, para todo g € G tal que

w(g) > 0, existe um elemento h € G tal que w(g —h) =1 e w(h) = w(g) — 1.

Demonstragao: Suponhamos que w(—) é consecutiva. Seja g € G tal que w(g) >

0. Como w(—) é uma fungdo consecutiva, segue que existe uma sequéncia 0 =
905915 - - -, Guw(g) = g de elementos de G e de comprimento w(g) tal que w(g; —g;j—1) =
1 para j = 1,...,w(g). Pela Proposicao 3.3.3, temos que w(gu(g)-1) = w(g) — 1.
Tomando h = gy(g)-1 € G tem-se que w(g —h) = 1 e w(h) = w(Guw(g)-1) = w(g) — 1.
Reciprocamente, se ¢ € G é tal que w(g) = 1, entao existe h = 0 € G com
w(g—h) =1ew(h) =w(g)—1 = 0. Neste caso, existe a sequéncia go = h =0,9; = ¢
tal que w(g; — go) = w(g —h) = 1. Se g € G com w(g) = 2, entdo existe h € G
tal que w(g — h) = 1 e w(h) = w(g) — 1 = 1. Neste caso, existe a sequéncia
go = 0,91 = g—h,g2 = g com w(g; — go) = w(g2 — g1) = 1. Por indugao,
suponhamos que o resultado é vélido para g € G com w(g) > 0, ou seja, que existe
uma sequéncia go = 0, g1, . . ., Gu(g) = g de elementos de G e de comprimento w(g) tal
que w(g; —gj—1) =1, paraj = 1,...,w(g). Agora, seja g € G com w(g) = w(g) + 1.
Por hipdtese, existe h € G tal que w(g —h) = 1 e w(h) = w(g) — 1 = w(g).
Mas pela hipétese de indugao, existe uma sequéncia hg = 0,hy,..., hyg) = h de
elementos de G e comprimento w(g) tal que w(h; —h;_1) =1, paraj =1,...,w(g).
Assim, a sequéncia hg = 0,hy, ..., hyg = h de elementos de G' e comprimento
w(g) com w(h; — hj_1) = 1, para j = 1,2,...,w(g). Assim, a sequéncia hy =
0,71 ha(g), Puw(g)+1 = G sdo elementos de G e de comprimento w(g) + 1 tal que
w(hj — hj—y) = 1, para j = 1,2,...,w(g) + 1. Portanto, w(—) é uma funcao

consecutiva. ]
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Proposicao 3.3.5. ([7], p. 6) Sejam G um grupo abeliano e w : G — R uma
fungao peso. Entao, w(—) é consecutiva se, e somente se, para todo g, h € G tal que

w(g — h) > 0, existe uma sequéncia go = g, g1, - - -, Gu(g—h) de elementos de G com

w(g; — gj-1) =1, para j =1,2,...,w(g — h).

Demonstragao: Suponhamos que w(—) é consecutiva. Seja w(g — h) > 0, com

g,h € G. Por hipétese, existe uma sequéncia hy = 0,hy, ... hyg-n) = g — h
de elementos de G e comprimento w(g — h) tal que w(h; — h;—1) = 1, para j =
L,...,w(g—h). Asequéncia g; = h; +¢g,paraj=0,1,...,w(g—h) é de elementos
de G e de comprimento w(g — h) com w(g; — gj—1) = w(h; + g — (hj_1 + g)) =
w(hj — hj_1) = 1. Reciprocamente, tomando h € G e g = 0 temos, por hipétese,
que existe uma sequéncia go = g = 0,91, ..., gun) de elementos de G e de compri-
mento w(h) tal que w(g; — g;—1) = 1, para j = 1,2,...,w(h). Portanto, w(—) é

consecutiva. ]

Proposicao 3.3.6. (/7/, p. 6) Sejam G um grupo abeliano e w : G — R uma fung¢ao

peso. Entao, sao equivalentes

1. Paratodo g, h € G tal que w(g—h) > 0 existe uma sequéncia go = g1, - - - , Guw(g—h)

de elementos de G com w(g; — gj—1) =1, para j =1,2,...,w(g — h).

2. Para todo g, h € G tal que w(g—h) > 0 e para todon € N com 0 < m < w(g—

h), existe um elemento k € G tal que w(g—k) = m e w(k—h) = w(g—h) = m.

3. Para todo g € G tal que w(g) > 0, existe um elemento h € G tal que w(g—h) =
1 ew(h)=w(g)—1.

Demonstragao: Pelas Proposigoes 3.3.4 e 3.3.5 é suficiente provar que 1) = 2) e

2) = 3). Para o primeiro caso, sejam g, h € G tal que w(g — h) >0 e m € Z com
0 <m < w(g—h). Por hipitese, existe uma sequéncia g = go, g1, ...,94 = h € G tal

que w(g;—g;—1) =1, paraj=1,...,w(g—h). Tomando k = g,,, pela desigualdade
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triangular, obtemos que

w(g — k)

Wg—0gm)=w(@g—g+g —g2+ 9+ ..+ Gn-1—gm)
<w(g—ag1) +w(gr —g2) + ... +wW(Gm-1— Im)

=14+...+1=m
—_——
m vezes

ou seja, w(g — k) < m. Por outro lado, aplicando novamente, a desigualdade trian-
gular, tomando h = k, tem-se que

m =1+...+1
—_——
m vezes

=w(go—g1) +...+ w(gw(g—h) - gw(g—h)—l)
<w(go—g1+g1+...—ga) =w(go— ga) = w(g —h) =w(g — k).

Portanto, w(g—k) = m. Agora, w(k—h) = w(k+g—g—h) < w(g—h)+w(—g+k) =
w(g —h) —w(g —k) =w(g—h)—mew(g—h)—m=wlg—h)—wlg-k) >
w(g—h—g+k)=w(k—h). Para o segundo caso, tomando h =0, m=1eg € G
tal que w(g) > 0, temos que existe k € G tal que w(g—k) =1e w(k) =w(g) — 1.m

Corolario 3.3.1. ([7], p. 6) Se w(—) é uma funcao peso consecutiva sobre um

grupo abeliano G, entao a fun¢ao peso w(—) induzida sobre G™ é consecutiva.

Demonstracao: Seja g = (g1,...,9,) € G" tal que w(g) = Zw(gj) > 0. Sem
j=1
perda de generalidade, assumimos que w(g;) > 0. Pela Proposicao 3.3.4, existe

hy € G comw(hy) = w(g;)—1 ew(gl—hl) =1 Assun se h = (hy, ho, .. .,h ) e G,

entdao w(g—h) = w(gi—hy) = 1lew(h) = w(hy) +Z w(g;) = w(g1) 1+Zw (95)

n

Zw(gj) — 1 = w(g) — 1. Novamente, pela Proposigao 3.3.4, temos que a funcao
j=1
peso w(—) sobre G" é consecutiva. u

Proposicao 3.3.7. ([7], p. 7) Sejam w(—) uma fun¢do peso sobre o corpo GF(p"),
1
|. Se C C

d(.,.) a distancia sobre GF(p")! induzida pela funcio peso e t = | w2
GF(p")! € um cddigo com distancia minima d, > 0, entio C' € capaz de corrigir

todo padrao de t-erros mas nao corrige todos os padroes de (t + 1)-erros.
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Demonstragao: Pela desigualdade do triangulo, segue que C' é um cédigo capaz de

corrigir todo padrao de t-erros. Por outro lado, existem x,y € C tal que d(z,y) = d,,.
Pelo Corolario 3.3.1 e pelas Proposicoes 3.3.4 e 3.3.6, segue que existe z € GF (p")!
com d(z,z) = t+1ed(zy) = d, — (t +1). Como d, < 2t + 1, segue que
d(z,y) =dy— (t+1) <2t+1—(t+1) =t. Assim, se x é a palavra-transmitida, z
¢é a palavra recebida e ocorreram t + 1 erros, entao usando a decodificacao através
da distancia minima o vetor recebido sera y e nao pode obter a palavra-cédigo x.

Portanto, o cédigo C' nao corrige padroes de t + 1 erros. [ |
Lema 3.3.1. ([7], p. 7) Seja a € Z[E,]. Entao,

1. wum(a) = 1 se, e somente se, o = £1,%&,,...,£&8™71 Neste caso,

wxq(a) = wpm(a) = mingeq 7w (x).

2. Sep em sdo impares, entdo £1,£E,, ..., 687 sdo elementos em Zp(Em) =~

Z\|&n
6] de peso de Mannheim 1. Por outro lado, 1,&,, ...,

T
VAIS ,
elementos em Z,(&,,) ~ [é ] de peso de Mannheim 1.

_1 o
em)=1 30 todos os

Demonstracao:

@(n)—1
1. Seja a = Z arlF € Z[¢,] tal que wpg(a) = 1. Assim, w (@) = wy(a) =1
k=0
@(n)—1
se, e somente se, Z lax| = 1 se, e somente se, a;, = +1, para algum k =

k=0
0,1,...,0(n) — 1 se, e somente se, « = £1, £, ..., ,f(")_l.

Z[&n]

2. Sejan = p°m tal que p nao divide m. Através do isomorfismo, Z,(&,,) ~ O
_ i

para ¢ = 1,2,...,r, temos que &, = &, é uma raiz m-ésima primitiva da

unidade. Sendo p e m impares, segue que (—&,)™ = —1 # 1 e caso contrario,

(&)™ = 1. u

Proposicao 3.3.8. ([7], p. 7) O peso de Mannheim wyy(a) = mingeqrzwm(z),

para a € Z,(&n) € consecutivo.
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p(n)—1
Demonstracao: Seja a € Z,(,,) com a = Z arlt € 7Z[¢,] tal que wy(a) =
k=0
wam(a) = mingeqarzwa(x) > 0. Pela Proposicao 3.3.4 e pelo Lema 3.3.1 é suficiente

encontrar um elemento b € Z[¢,,| com w4 (b) = wam(b) = wapm(a)—1 e wpy(a—b) = 1.
Seja a = (ag, . . ., Gym)—1) a sequéncia de inteiros tal que wa(a) = MingearzwW ().
Sem perda de generalidade, assumimos que ag # 0. Suponhamos que ag > 0. Se b =
(ap—1,a1,...,apm)-1), entdo wa(a—0b) =1 e wp(b) = wa(a)—1. Devemos provar
que w(b) = wpr(b). Se wyy(b) # wp(b), entdo existe u = (ug, us, . . ., Upm)-1) € Z,

Z _
na qual Z é o ideal primo com Zlen) ~ Zy(Em), com w (b)) = wa (b + u) < wpy(b),

A
ou seja,

wpm(b+u) =wlag— 14w, a1 + U, ..., Gpm)—1) + Upmn)-1)
= |a0 — 14 UO| +...+ \aw(n)_l + ugo(n)—l‘ < wM(b)
=lag — 1|+ |a1| + ... + |agm)-1]-

Assim,
lao—1+ug|—|ag—1| < |ar|+. . .+|apm)—1]—|a1 —ui]| = . .= |agm)—1 —Upm)-1]- (3.22)
Pela desigualdade triangular, temos que
lag + uo| = |(ag — 1 4+ uo) + 1] < |ag — 1 4 ug| + 1.
Como ag — 1 > 0, segue que
lag + uol +ag —1 <lag— 1+ up| +14+ay—1=|ag — 1+ ug| + ao,

ou seja, |ag + uo| + |ag — 1| < |ag — 14+ ug| + |ao|. Assim, |ag+ uo| — |ao] < Jag —1+
uo| — |ag — 1]. Combinando esta ultima desigualdade com a Equacao (3.22) obtemos

que
|a0 + Uo‘ — |CLO‘ < |a1| + ...+ |a¢(n)_1\ — |CL1 — U1| — ... |a¢(n)_1 — u@(n)—1|’

ou seja, w(a+u) = |ag+ uo| + |ar +ur| 4. ..+ |apm)—1 + Upm)—1| < |ao] +|ar|+. ..+

lapm)—1] = wm(a), o que é uma contradicdo, pois escolhemos a tal que wp(a) =

MiNgearzWam (). Assim, wyy(b) = wpr(b) e portanto, wy,(—) é consecutivo. De
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modo andlogo, o resultado também vale para ay < 0, uma vez que neste caso con-

sidere —a temos, pelo caso anterior, que existe uma sequencia 0, ¢i, .. ., Cyp(a)=1, —@
de comprimento wp(a) tal que w(¢; — ¢;—1) = 1 para j = 1,2,...,w(—a) e deste
modo, 0, =€y, ..., —Cuy(a)—1, @ ¢ uma cadeia satisfazendo o resultado. [ ]

Definigao 3.3.7. Sejam &, 3 € Z,(&y). Definimos a distancia de Mannheim entre

a, B, como

dy(@, B) = wy (@ = B) = mingea—p)+zwWa ().

Corolario 3.3.2. ([7], p. 7) Se a distancia de Mannheim minima de um cddigo C
dgy —1
2 )

¢ dg, entao sua capacidade de corregdo € |

Demonstracgao: Consequéncia da Proposicao 3.3.8. ]

Proposicao 3.3.9. ([7], p. 8) Sejam o um gerador do grupo multiplicativo GF (p")*

eph —1=1k. SeC é um cédigo linear com matriz controle de paridade

H=(1p4 .. ),
entdo C corrige um erro que pertence ao conjunto {1,al,a®, ... ,a(k_l)l}.

Demonstragao: Sejam ¢ € C e r = (0,...,0,07,,0,...,0) com o/’ sendo a tinica

componente nao nula na posi¢do L. Assim, a sindrome do vetor recebido ¢ + r é
(c+r)HT = afad! = aF* = a°. Como a poténcia e é conhecida pela sindrome,
segue que a posigao do erro L = e (mod 1), é o resto da divisao de e por [, em que

e
o indice do erro j = [Z] é o quociente de e dividido por . n

Teorema 3.3.1. ([7], p. 9) Sejam o um gerador do grupo multiplicativo G F(p")*
eph —1 =1k, na qual

5 se p € primo impar e m impar
[ = m

caso contrdrio.

Se C ¢é wum codigo linear com matriz controle de paridade dada por

H = <1 a ... ot >, entao C corrige um erro de Mannheim, ou seja,
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Demonstragao: Sabemos que m | (p" — 1). Agora, se p e m sdo primos fmpares,

entao mdc(p, m) = 1 e portanto, pm | (p" —1). Assim, em ambos os casos temos que

I € Z. Pelo Lema 3.3.1, temos que 1, +&,,, . .., 262™ 7! g30 todos os elementos de
h_1

GF(p") de peso de Mannheim 1. Se k = b

, entao em ambos os casos tem-se
que —¢&,, tem ordem k. Assim, —&,, pertence ao subgrupo de ordem k gerado por
a!, uma vez que o subgrupo de ordem k em GF(p")* é tinico. Deste modo, todos
os elementos em GF(p") de peso de Mannheim 1 pertence ao subgrupo de ordem k

gerado por o!. Pela Proposicao 3.3.9, segue que o cédigo pode corrigir um erro de

Mannheim. ]

Observagao 3.3.3. Sen = m =4 ep = 1 (mod 4) no Teorema 3.3.1, entao
obtemos um cddigo sobre o anel de inteiros gaussianos que € um codigo corretor de
um erro de Mannheim e a distancia de Mannheim via corpos ciclotomicos torna-se

a distancia de Manhattan como visto na Defini¢ao 3.5.2.

3.4 Comparacao entre Huber e Fan

Nesta se¢ao, veremos uma comparagao entre as constelagoes de sinais de Huber [1]
e de Fan [7] via o anel de inteiros Gaussianos e um processo de rotulamento para

determimar o sistema de representantes R C Z[i] via o peso de Mannheim de Fan.

Para isso consideremos Z|[&,] = Z[i] o anel de inteiros Gaussianos. Como p = 2,

7l
pelo Lema de Kummer, temos que pZ[i] = (14 4)(1 — i) e assim, 1 _E_Z]> ~ Zs. Se
i
p é fmpar, entdao GF(p") ~ Z,(&,,), em que
Isep=1 (mod4),

2se p=3 (mod4).

b=

Se h = 2, entao o sistema de representantes R é um quadrado como fez Carvalho
em [5] e [6]. Deste modo, consideremos h = 1, ou seja, p = 1 (mod 4) tal como fez
Z[1)

Huber [1]. Temos que, o ideal primo Z tal que - ~ 7, ¢ um ideal principal gerado

por ™ = a+ bi € Z[i| com N(w) = a®+V? = p.
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Se Z = () em Z[i] é um ideal primo com N(7) = a®>+b? = p, entdo a+b é fmpar,
a e b sao nao nulos e a # b. Sem perda de generalidade, assumimos que a > b > 0.

O conjunto dos pontos do ideal Z = (7) em Z[i] é o conjunto dos pontos no plano

complexo gerado pelos vetores m = a + bi e im = i(a + bi) = —b + ai, conforme a
Figura I.
C
A
Figura I

Fazendo uma translagao, temos que cada ponto de Z[i| pode ser movido dentro
do quadrado OACB determinado pelos vetores OA = @ = (a,b) e OB = i =
(=b,a). Assim, temos que os pontos com coordenadas inteiras no quadrado OACB
ou no lado OA (sem o ponto A) e o lado OB (sem o ponto B) forma um sistema
completo de representantes das classes laterais de ZT[Z] Deste modo, para um ponto
de coordenadas inteiras D, o vetor OD representa um inteiro Gaussiano e os vetores
Ab, BD e C'D também pertencem a classe lateral contendo o inteiro gaussiano
OD. Dentre os quatros vetores, o vetor de comprimento de Manhattan minimo é
o representante procurado para essa classe lateral, conforme a Figura II. Assim, o

objetivo é determinar qual dos vértices O, A, C' e B esta mais proximo do ponto D

via a distancia de Manhattan.
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@)

Figura II

Definicao 3.4.1. Definimos a linha equidistante de dois pontos A e B no plano
como o conjunto de pontos T do plano (nao necessariamente com coordenadas in-

teiras) tal que dp(T, A) = dy(T, B), na qual dyg € a distancia de Manhattan.

Observacao 3.4.1. A linha equidistante de dois pontos A e B nao € uma linha

reta, uma vez que a distancia de Manhattan é um ziguezague.

Seja um retangulo com lados horizontais e verticais e com diagonal AB. Sejam
C e D dois pontos nos lados do retangulo que tem a mesma distancia de A e B.
Sejam C'E e DF' linhas perpendiculares aos lados do retangulo, conforme da figura

abaixo.

Figura III

Observacao 3.4.2. O ziquezaque determinado por ECDF na Figura III € o con-

gunto T (nao necessariamente de coordenadas inteiras) tal que dp (T, A) = dy(T, B).
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Lema 3.4.1. (/9], p. 13) Sejam A e B dois pontos de coordenadas inteiras no plano
complexo. Se dy(A, B) € impar, entao nao existe um ponto T com coordenadas
inteiras tal que dy (T, A) = dp (T, B), isto é, nao existe um ponto com coordenadas

inteiras na linha equidistante de A e B.

Demonstragao: Se o ponto 7T esté dentro do retangulo, entao da (A, T)+d (T, B) =
dm(A, B). Caso contrério, temos que dy (A, T) + dy(T, B) = dpm(A, B) + 2k para

algum k& > 0. Como dp(A, B) é impar e dp (A, T) e dyp(T, B) sao inteiros, segue

que dy(A, T) = dm(T, B) nao pode ocorrer, o que prova o Lema. [

Na Figura II, temos que o comprimento do lado do quadrado OACB é

dpm(0O,A) = a+ b que é impar. Usando o conceito de linha equidistante e o Lema

a—0b a+b
2 72 )

do quadrado tem coordenadas nao inteiras e tem a mesma distancia dos quatros

5.5, transformamos a Figura Il na Figura IV, em que o centro Z = (

vértices. Assim, as quatro linhas equidistantes dos quatro lados do quadrado pas-
sam pelo ponto Z. Deste modo, essas linhas dividem o quadrado em quatro regioes,
conforme a Figura IV. Novamente, pelo Lema 3.4.1, segue que nenhum dos pontos

das linhas equidistantes tem coordenadas inteiras.

I7
4

17
A(a+ bi)

Figura IV

Proposicao 3.4.1. (9], p. 14) Sejam m = a+bi € Z[i] tal que N(7) = a®>+b* =p
¢ um numero primo impar e T = (m) € um ideal primo em Zl[i]. Entao,

Z{i]
7

1. Em cada classe lateral de existe um unico elemento r tal que wy(r) =

minwé r+ZWM (LL’) .
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i
2. Se R € um sistema de representantes de % formado pelos unicos elementos

obtidos no caso 1, entao

max,egwapm(r) = max{|al, |b|} — 1.

Demonstragao:

1. Conforme a Figura IV, temos que os pontos de coordenadas inteiras na regiao
onde a origem esta contido estao mais proximo do vértice O. O mesmo também
vale para as outras regides. Como nao existem pontos de coordenadas inteiras
na linha equidistante, segue que ¢ impossivel que um ponto com coordenadas
inteiras sobre o quadrado tem a menor distancia de dois vértices do quadrado.

Z}i)

Portanto, em cada classe lateral de Ea existe um unico r € Z[i] tal que

wm(r) = minge, 7w ().

2. E suficiente considerar a regiao onde o ponto O esta contido. Nesta regiao,
temos que o ponto Z esta mais afastado da origem da distancia de Manhattan
la|, mas nao é um ponto de coordenadas inteiras. Dessa forma, os pontos
de coordenadas inteiras nesta regiao tem distancia de Manhattan no maximo
|a] —1. Por outro lado, os pontos de coordenas inteiras da regiao que esta mais

proxima do centro Z tem distancia de O igual a a — 1. [ ]

Um método geométrico para transformar a Figura IV na Figura V, de modo que
o sistema de representantes R tenha a forma de um cata-vento é o seguinte: um
ponto de coordenadas inteiras na regiao Il na Figura IV corresponde ao vetor de A
a esse ponto, que é um representante da classe lateral. Assim, transladamos a regiao
de modo que A coincide com a origem O e obtemos a regiao 11, conforme a Figura V.
As regioes IV e II da Figura IV, podem ser transladadas de modo andlogo obtendo
as regioes da Figura V. A Figura V, toma a forma de um cata-vento. Tomando os
pontos de coordenadas inteiras na Figura V e observando que nao existem pontos
de coordenadas inteiras nos lados, obtemos o sistema de representante procurado.
Observamos que nas Figuras IV e V, tomando a = 5, b = 2 e p = 29, segue que a

Figura V é exatamente a Figura II.
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. I
T v
1[I
Figura V

O algoritmo para rotular os elementos da regiao R é dado por:

1. Sejam p nimero primo tal que p = 1 (mod 4) e Z = (m) em Z[i] é um ideal

primo tal que N(7) = a®> +b? = p, em que 7 = a + bi, para a,b € 7Z.
2. Seja a tunica solucao da equagdo a + bs =0 (mod p), na qual 0 < s <p—1.
3. O elemento | € GF(p) seréd o rétulo do ponto oy = x+yi se x+yr =1 (mod p).
Exemplo 3.4.1. Seja p =17 =1 (mod 4). Aplicando, o algoritmo temos que

1. Uma solugdo para a®> + 0> = p = 17 éa = 4 e b = 1. Assim, tomamos

T = (4+1) em Z]i].

2. A unica solugdo da equagdo a +bs =4+ s =0 (mod 17), em que 0 < s < 16
és=13.

3. Assim, | € GF(17) serd o rdtulo do ponto oy = x+yi se x+ 13y =1 (mod 17).

Assim, obtemos a Tabela 3.3 e a Figura 3.1.
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| @y |e+By=10mod17) | (@y) | 2+13y=1(mod 17)
(0,0) 0 0,2) 9
(1,0) 1 (1,2) 10
(2,0) 2 (—2,1) 11
(-1,-1) 3 (-1,1) 12
(0,—1) 4 (0,1) 13
(1,-1) 5 (1,1) 14
2, —1) 6 (—2,0) 15
(—1,-2) 7 (—1,0) 16
(0, -2) 8

Tabela 3.3: Constela¢ao com 17 sinais rotulados por GF'(17)

Figura 3.1

Observacao 3.4.3. Observamos que a constelacao com 17 sinais com o conceito de
peso Mannheim de Fan [7] € igual a constela¢ao obtida por Huber [1], como podemos

ver pelo Exemplo 2.5.9.
Exemplo 3.4.2. Seja p =29 =1 (mod 4). Aplicando, o algoritmo temos que:

1. Uma solugdo para a®> + 0> = p =29 éa =5 e b = 2. Assim, tomamos

Z = (54 2i) em ZJ[i].

2. A dnica solugao da equagdo a+bs =54 2s =0 (mod 29), em que 0 < s < 28
és=12.

3. Assim, | € GF(29) serd o rdtulo do ponto oy = x+yi se x+ 12y =1 (mod 29).

Assim, obtemos a Tabela 3.4 e a Figura 3.2.
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| @y |e+r12y=1(mod29) | (@) |o+12y=1(mod29)

(0,0) 0 (=2, —1) 15
(1,0) 1 (—1,-1) 16
(2,0) 2 (0, 1) 17
(3,0) 3 1,-1) 18

(-1,-2) 4 (2,-1) 19
(0, -2) 5 (3,-1) 20
(1,-2) 6 (—1,-3) 21
(0,3) 7 (0, -3) 22
(1,3) 8 (—1,2) 23
(-3,1) 9 (0,2) 24
(—2,1) 10 (1,2) 25
(—1,1) 11 (=3,0) 26
(0, 1) 12 (—2,0) 27
(1,1) 13 (~1,0) 28
(2,1) 14

Tabela 3.4: Constela¢ao com 29 sinais rotulados por GF'(29)

Exemplo 3.4.3. Seja p =37 =1 (mod 4). Aplicando, o algoritmo temos que:

1. Uma solugdo para a®> +b*> = p = 37 é a = 6 e b = 1. Assim, tomamos

P = (6+41) em Z][i].

2. A nica solugdo da equagdo a +bs =6+ s =0 (mod 37), em que 0 < r < 36
¢ s =3l.

3. Assim, | € GF(37) serd o rdtulo do ponto oy = x+yi se x+31ly =1 (mod 37).
Assim, obtemos a Tabela 3.5 e a Figura 3.3.
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| @y |e+3ly=1(modsn) | @y | s+31y=1(mods37)
(0,0) 0 (0, 3) 19
(1,0) 1 (1,3) 20
(2,0) 2 2,3) 21
(3,0) 3 (-3,2) 22
(=2, —1) 4 (-2,2) 23
(-1,-1) 5 (-1,2) 24
(0,-1) 6 0,2) 25
(1,-1) 7 (1,2) 26
2,-1) 8 2,2) 27
(3,-1) 9 (=3.1) 28
(—2,-2) 10 (-2,1) 29
(~1,-2) 11 (—1,1) 30
(0, -2) 12 (-1,1) 31
(1,-2) 13 (1,1) 32
(2,-2) 14 2,1) 33
(3,-2) 15 (~3.0) 34
(—2,-3) 16 (~2,0) 35
(~1,-3) 17 (~1,0) 36
(0,-3) 18

Tabela 3.5: Constelagao com 37 sinais rotulado por GF'(37)

Observacao 3.4.4. Observamos que a constelacdao com 37 sinais com o conceito
de peso de Mannheim de Fan [7] € igual a constela¢ao obtida por Huber [1], como
podemos ver pelo Exemplo 2.5.11.

Exemplo 3.4.4. Seja p =41 =1 (mod 4). Aplicando, o algoritmo temos que:
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1. Uma solugdo para a®> + 1> = p = 41 éa = 5 e b = 4. Assim, tomamos

T = (5 +4i) em Z[i].

2. A dnica solug¢ao da equag¢ao a+bs =5+ 4s =0 (mod 41), em que 0 < s < 40

¢s=0.

3. Assim, | € GF(41) serd o rétulo do ponto oy = x+yi se x+ 9y =1 (mod 41).
Assim, obtemos a Tabela 3.6 e a Figura 3.4:

‘ (z,v) ‘ x4+ 9y =1 (mod 41) ‘ (z,v) ‘ x4+ 9y =1 (mod 41)

(0,0) 0 (=2, —-2) 21
(1,0) 1 (-1,-2) 22
(2,0) 2 (0,-2) 23
(3,0) 3 (1,-2) 24
(4,0) 4 (2,-2) 25
(—4,1) 5 (-1,3) 26
(=3,1) 6 (0,3) 27
(-2,1) 7 (1,3) 28
(-1,1) 8 (=3,—1) 29
(0,1) 9 (=2,—1) 30
(1,1) 10 (-1,-1) 31
(2,1) 11 (0,-1) 32
(3,1) 12 (1,-1) 33
(-1,-3) 13 (2,-1) 34
(0,-3) 14 (3,—1) 35
(1,-3) 15 (4,-1) 36
(-2,2) 16 (0,4) 37
(-1,2) 17 (—3,0) 38
(0,2) 18 (—2,0) 39
(1,2) 19 (~1,0) 40
(2,2) 20

Tabela 3.6: Constelagdo com 41 sinais rotulados por GF'(41)
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Figura 3.4

Observacgao 3.4.5. E relevante observar que a construcao das constelacoes de sinais
via corpos ciclotomicos tem o cardter geométrico, com o objetivo de transformd-las
num formato de cata-vento. Jd a construcdao das constelacoes com p sinais via corpos
quadraticos, como vimos no Capitulo 2, visa minimizar a norma dos elementos da

constelacao de sinais.



Capitulo 4

Rotulamento de reticulados e

regiao de Voronoi

4.1 Introducao

Uma maneira de construir constelacoes de sinais n dimensionais é tomar um sub-
conjunto finito num reticulado A de dimensao n. Dessa forma, a constelagao S de
cardinalidade n, pode ser facilmente encontrada selecionando os n pontos do reticu-
lado A. Neste capitulo, veremos o conceito de rotulamento linear de um reticulado
introduzido por [4], no qual consiste em encontrar uma forma explicita do isomor-
—K, em que Ok é o anel de

P

inteiros de um corpo de niimeros K e P é um ideal primo em Og. Para finalizar,

fismo entre o grupo de Galois GF(p) e o quociente

determinamos a regiao de Voronoi da origem S, Vs(O), na qual S é reticulado de

Zlp] gerado por {m, pr} e m = a + bp tal que a e b sdo inteiros.

4.2 Rotulamento de reticulados

Nesta secao, veremos o conceito de rotulamento de reticulados.
Definigao 4.2.1.

1. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A C K
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um anel e vq,...,v,, vetores de V linearmente independentes sobre K, com
m < n. Definimos um reticulado, com base B = {vy,...,v,}, ao conjunto dos

elementos de V' da forma
A, ={z= Zaivi ;a; € A}
i=1

2. Um subreticulado A" do reticulado A é um subgrupo do grupo aditivo A.

Para obtermos reticulados A em R" identificados com os elementos de um anel
de inteiros proveniente de um corpo de numeros K de grau n, estabelecemos um

homomorfismo de anéis ok : K — R"™ x C" definido por
ox(r) = (01(2), ..., 0ry2r, (7)) €R™ x C™,

chamado de homomorfismo canénico de K em R™ x C"™, em que o; : K — C sao
n monomorfismos distintos de K em C, uma vez que o polindmio minimal de um
elemento primitivo de K sobre Q tem somente n raizes em C. Se 0;(K) C R, dizemos
que o; é real, caso contrério, dizemos ¢; é imagindrio. Quando todos os monomorfis-
mos sao reais dizemos que K é um corpo totalmente real e quando os monomorfismos
sao todos imaginarios diz-se que K é um corpo totalmente imaginario. Se a : C — C
¢ a conjugacao complexa, entao para todo j = 1,...,n temos que a o 0; = 0}, para
algum 1 < k& < n e que 0g; = oy se, e somente se, 0;(K) C R. Assim, usando
r1 para denotar o ndmero de indices tal que 0;(K) C R podemos reordenar os
monomorfismos o1, ..., 0, de modo que oy, ...,0,, sejam os monomorfismos reais e
que Oy 41, - - -, Oy S€jam 0s monomorfismos imaginérios. Logo, n = r1 + 2ry. Identi-
ficando R™ x C™ com R", tem-se que o homomorfismo canonico também pode ser

visto como

ox(x) = (o1(x), ..., 00 (2), Rop 11(2), Sor 41(2), .o, ROy 10y (X)), SOy 15 (X)),

na qual x € K, R representa a parte real e & representa a parte imaginaria do

numero complexo.
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Exemplo 4.2.1. Sejam K = Q(i), em que i = /=1 e {01,029} o grupo dos Q-
monomorfismos de K em C tal que o1 € a aplicagao identidade e oo(a+bi) = a — bi,
com a,b € Q. Assim, rm =0ery=1. Sex =a+bi € K, com a,b € Q, entdo
ox(x) = (Roy(z), Soy(z)) = (a,b).

Proposicao 4.2.1. ([10], p. 56) Sejam K um corpo de nimeros de graun e Ml C K
um Z-mddulo livre de posto n. Se (z;)1<j<n € uma Z-base de M, entio ox(M) € um

reticulado no R™.

Demonstracao: Para cada j fixo, as coordenadas de ok (z;) com respeito a base

canonica do R" sao dadas por

(01 (xj)a sy Ory (xj)’ §}%0-7“1-1-1(37j')’ %UT1+1(xj)> B éRO_TH—Tz (Ij)> go’rﬁ-rz (xj)) (41)

Agora calculemos o determinante da matriz A que tem a j-ésima coluna dada pela
1 1

Equagao (4.1) fazendo uso das seguintes féormulas R(z) = §(z+§) e J(z) = 5(2’—5)
i

para z em C e das transformacoes elementares do determinante, a saber pela adi¢ao

da (r1 + 2[)-ésima linha a sua anterior e em seguida pela subtracao da (r; + 20 — 1)-

ésima coluna da sua posterior, para [ =1, ..., 7y, obtemos que

o1(r1) o1(x;) o1(zn)
oa(21) o2 () o2(xy)
Ory (x1> Ory (xj) Ory (SL’n)

det(A) = det [ R(oy,41(21)) R(or,+1(z;)) R(ori41(2n))
S(or41(21)) S(or,+1(25)) S(or41(7n))
R0, 4y (71)) R(0r 47y (25)) R0, 4y (7))
(74 (1)) S04 (7)) (074 (7))
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em que
o1(x1) o1 ()
oo(x1) oo(y)
o (1) or ()
A= | orqa(@1) + 041 (21) Ory41(Tn) + 0y 1 (T0)
Ory41(71) = Oy (1) Ory41(Tn) = 0y 1(T0)
Orq4rg (xl) + Ori4rg (x1> Y ) (xn) + Ori4rg (xn)
Orq4rg (xl) = Ory4ry (xl) R ) (xn) = Ory4ry (xn)
Assim,
det(A "2 1 : L)” "2 det(A
et(A) = (1) (5) (Z) 27 det(Ay),
na qual
o1(1) o1(z;) o1(zn)
oa(x1) o3(z;) 02(Tn)
Ory (Il) Ory (‘TJ> Ory (In>
Ay = Opy1(71) UT1+1(xj) Ory41(70)
Opy1(71) UT1+1(xj) Ory41(70)
Orq4rg (Il) Orq+ry (x]) Ori4rg (xn)
Opy gy (71) Ori+ry (xj) Oy ()
Deste modo,
1\
det(A) = (2—2) det(Aj3),
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em que
o(x) ... olzy) ... oi(z)
oo(x) ... oolzy) ... oa(zy)
o (1) oo o) oo o ()
Az =

opi1(@) o onn(ry) o onga(@n)

Ort2(x1) o0 opgalry) oo Opge(n)

Or1+2rg (x1> cee Ori42ry (xj) cee Or42r (xn>

Portanto, det(A) = (2i)"" det(o;(xy)), para j, k =1,...,n. Como (z,)i1<j<, ¢ uma
base de K sobre Q, segue que det(o;(xy)) # 0 e portanto, A # 0. Assim, os vetores
ok (z;) do R"™ sdo linearmente independentes e geram ox (M), ou seja, ox (M) é um

reticulado do R". ]

Corolario 4.2.1. ([10], p. 57) Sejam K um corpo de nimero de grau n, Ox o
anel de inteiros de K e A um ideal nao nulo de Og. FEntao, ox(Ok) e ox(A) sao

reticulados do R™.

Demonstracao: Como Ok e A sao Z-mddulos livres de posto n, segue da Proposicao

4.2.1, que og(Ok) e ok (A) sdo reticulados do R™. u

Se K é um corpo de nimeros, entdao K = Q(«), em que o € C é uma raiz de um
polinémio monico irredutivel m(x) € Z[x]. Sejam aq, ..., a, as n raizes distintas de
m(z) e Ok o anel de inteiros de K. A aplicagao ok : Ox — A, na qual A = o (Ok)

é uma bijecio e portanto, existe oz ' : A — Ok.

Definigao 4.2.2. Uma aplicagio | : A — GF(p') é chamada um rotulamento linear

se!

lo(amw; + ...+ aywy)) = arl(o(wy)) + ... + apl(o(wy,)),

em que a; €Z, parai=1,....n,t €N comt#0 e{wy,...,w,} € uma base de K.

Da Definicao 4.2.2 e do Lema de Kummer, temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 4.2.2. ([4], p. 4) Se ¢ : % — GF(pY) é um isomorfismo e m; :
J

1

Ox — ?K ¢ a projecao natural, entio l = @ om;oo™" é um rotulamento linear de

A em GFj(de').

Demonstragao: Consideremos a seguinte sequéncia de aplicacoes

= O
A = ox(O) —>OK—>?K—>GF( ).

J

Temos, para a = ajwy + . .. + a,w, € Ok, que

l(o(a)) =l(o(awy + ...+ a,w,)) = (pomjoo ) (o(amw; + ...+ aw,))
= (pom)(o N o(mws + ...+ auwy))) = (pom;)(aywr + ...+ ayw,)
= o(mi(arwy + . ..+ anwn)) = o(mj(@rw,) + . .. + 75 (apwy))
= p(mj(arwy)) + ...+ @(mj(anwn)) = arp(m;(wi)) + ... + anp(m;(wn))

= ai(p(m;(0™ o a(w1)))) + ... + an(p(m;(0™" 0 o (wn))))
=a(pomo (o(wr))) + ... +an(pomo™ (o(wn)))
= ar(l(o(w1))) + ... + an(l(o(wn))).
Portanto, [ é um rotulamento linear de A em GF(p%). n

Corolario 4.2.2. ([4], p. 4) Se Ox = Z|a], entdo | pode ser completamente es-
pecificada tomando | = o(a) = &, na qual & € uma raiz do polinomio m;(x) sobre

GF(p).

Demonstragao: Consequéncia da Proposicao 4.2.2. [ ]

Corolario 4.2.3. ([4/, p. 4) l(o(x)) =(c(y)) se, e somente se, x ey sdo elementos

da mesma classe lateral P; em Ok.

Demonstragao: Segue da Proposicao 4.2.2. [ ]

Exemplo 4.2.2. (/5], p. 54}) Seja K = Q(«), em que o é uma raiz compleza do
polinomio minimal m(z) = z* — x + 1. O anel de inteiros de K é Ox = Z[a].

Tomando m(x) mddulo 11, obtemos que

m(x) = (z — 5)(2* + 5z + 2) (mod Zy,[x]).
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Assim, pelo Lema de Kummer, temos que
110k = P1Ps,

@
tal que Py = (11, —5) e P, = (11,0 + 5 4+ 2). Como ?K =~ GF(11), seque que
1
a =5 (mod Py). Deste modo, o rotulamento linear é dado por

l(o(ap + a1 + aza?)) = apl(o(1)) + arl(o(a)) + axl(o(a?))
= ag + Ha; + (5)3ay
= ag + da; + 25as
= ag + bay + 3ay (mod 11),

na qual a; € 7, para i = 0,1, 2.

Exemplo 4.2.3. Seja K = Q(«), em que « é uma raiz complexa do polindmio
minimal m(z) = 2 — 22% + 222 — x + 1. O anel de inteiros de K é Ox = Zla].

Tomando m(x) mddulo 37, obtemos que
m(z) = (v + 17)(z + 19)(z* + 36z + 11) (mod Zs;[7]).
Assim, pelo Lema de Kummer, temos que
370k = P1PyPs,
?Onde Py = 37,a+17), P, = (37, + 19) e Py = (37,a* + 36a + 11). Como
K

P1
dado por

= GF(37), seque que o = 17 (mod Py). Deste modo, o rotulamento linear é

l(o(ag + ara + asa® + aza®)) = agl(o(1)) + arl(o(a)) + asl(o(a?)) + asl(o(a?))
= ap + 17@1 + (17)2CL2 + (17)3CL3
= ag + 17a; + 30as + 29a3 (mod 37),

na quala; € 7, para i = 0,1,2, 3.

Exemplo 4.2.4. Seja K = Q(&), em que & é uma raiz 8-ésima primitiva da
unidade com polinémio minimal m(z) = x* + 1. O anel de inteiros de K é Ox =

Z[&s]. Tomando m(x) mddulo 41, obtemos que

m(x) = (z 4 38)(z + 3)(z + 14)(z + 27) (mod Zy [z]).
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Assim, pelo Lema de Kummer, temos que
410k = P1 Py P3Py,

onde Py = (41,85 +38) e Py = (41,8 +3), Pz = (41, &+ 14) e Py = (41, &+ 27).
Como % = GF(41), seque que o« = 10 (mod Py). Deste modo, o rotulamento

1
linear é dado por

l(o(ag + ar&s + as€? + a3€d)) = apl(o(1)) + ar1l(o(&s)) + azl(0(&8)?) + asl(a(&s)?))
= ag + 38a; + (38)%as + (38)%a3
= ag + 38a; + 9as + 14az (mod 41),
na qual a; € Z, para i = 0,1, 2.

Exemplo 4.2.5. Seja K = Q(&y), em que & € uma raiz 20-ésima primitiva da

8

unidade com polinémio minimal m(z) = 2® — 2% + 2 — 22 + 1. O anel de inteiros

de K é Og = Z[&2]. Tomando m(z) mddulo 17, obtemos que
m(z) = (z* + 312° + 362% + 62 + 1)(z* + 2° 4+ 362% + 312 + 1) (mod Z7[7]).
Assim, pelo Lema de Kummer, temos que
170k = P1Pa,

onde Py = (17,5, +31€5,+ 3683, 4+ 6820+ 1) € Py = (17, &5, +6E5,+36E5,+ 3120+ 1).
Como (793—]11{ >~ GF(17"), pelo Corolfio 4.2.2 seque que @(Ex (mod P1)) = 3, onde
B € GF(17Y) € uma raiz do polinémio my(x) = x* + 3123 + 362% + 62 + 1 em
GF(17)[z]. Logo, B*+313°+363°+65+1 = 0, ou seja, B* = 33°>+ 1562+ 113+ 16
(mod 17) e assim, ° = '3 = 703+ 53>+ 156+ 14, 3% = °3 = 95° + 3>+ 65+ 10
e 37 =p58 =113+ 532+ 78 + 8 (mod 17). Deste modo, o rotulamento linear é

dado por

() =aol(a(1)) + ail(o(§20)) + a2l(0(€20)?) + asl(0(€20)?)) + - - + arl(0(620)7))
= ag+ a1 + az(8)* + as(B)* + ... + a7(B)"
= ag + a1 + asff* + a3’ + as(36° + 5* + 60 + 10)
= (ap + 16a4 + 14as + 10ag + 8a7) + (a1 + 1lay + 15a5 + 6ag + Taz)s
+(as + 15a4 + bas + ag + 5a7)B3? + (az + 3as + Tas + 9ag + 11az) 3> (mod 17),

n qual o = o(ag + a1€a0 + a2y + azésy + ...+ a7&) e a; € Z, para 0 < i < 7.
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Exemplo 4.2.6. No Ezemplo 4.2.5 tomando m(x) mdédulo 41, obtemos que
m(z) = (x+20)(x + 8)(z + 36)(x + 2)(x + 39)(x + 21)(x + 33)(z + 5) (mod Zy [x]).
Assim, pelo Lema de Kummer, temos que

410g = PPy ... Ps,

@
onde Py = (41, &0 + 20), P2 = (41,80 + 8),..., Ps = (41,80 + 5). Como ?K =
1

GF(41), seque que o = 20 (mod Py). Deste modo, o rotulamento linear é dado por

(@) = aol(o(1)) + arl(o(&20)) + azl(0(620)?) + asl(0(€20)%) + - .. + arl(0(620)7)
= ag + 20a; + (20)%as + (20)%a3 + (20)*ay + (20)°as + (20)%as + (20)7a;
= ag + 20@1 + 31@2 + 5&3 + 18@4 + 32@5 + 25@6 + 8@7 (mod 41),

na qual o = o(ag + ar€ep + aslly + azésy + ...+ azély) ea; €Z, para 0 <i < 7.

4.3 Regiao de Voronoi e distancia maxima

Nesta secao, veremos o conceito da regiao de Voronoi, bem como a distancia maxima

de Mannheim entre os elementos de A,[p|, em que p = w = ! V2_3, isto é, no caso
em que d = —3 (para A,[i] é analogo).
Sejam Z[w], na qual w = =2 o anel de inteiros algébricos de Qf/=3) e

um elemento T = a + bw € Zw] com N(7) = a* +ab+V* = p, em que p = 1
(mod 6). Assim, o ideal pZ decompoe-se completamente em Z[w]. Podemos assumir
sempre que a,b > 0, uma vez que o anel de inteiros algébricos Z[w] é um dominio
em que vale a fatoracao unica a menos das unidades. Assim, usando a nocao de
elementos associados, temos que a fatoracao é tinica a menos de primos associados.
As unidades de Z[w] sdao w?, para j = 0,1,...,5. Se 7 = a + bw, entdo wr =
—b+ (a+b)w, w?m = —(a+b) + aw, wr = —a — bw, w'r = b — (a + b)w e W =
(a +b) — aw. Expressando em termos de coordenadas cartesianas, se m = (a,b),

entao wr = (—b,a +b), w?m = (—(a + b),a), w3t = (—a, —-b), w'r = (b, —(a + b))
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5

e w’n = (a+b,—a). Se a,b < 0, entao multiplicando 7 por w3

= —1, temos que
™ = —a—bw, com —a,—b > 0. Se a >0 e b < 0, entao multiplicando 7 por w
tem-se que Tw = aw + bw? = aw +b(w —1) = (a+ b)w — b. Deste modo, temos dois

casos a considerar:
1. Sea+b>0, entao a > —b > 0.

2. Se a + b < 0, entao multiplicando 7 por w?, temos que mw? = (a + bw)w? =
aw?+bwd =a(w—1)—b=aw—a—b= —(a+b)+aw, em que —(a+b) >0

ea>0.Sea<0eb>0, entao é suficiente trocarmos a por b.

Portanto, qualquer relagao envolvendo a e b pode ser reduzida ao caso de a,b > 0,

escolhendo uma unidade conveniente e multiplicando por 7.

Definigao 4.3.1. Sejam S um subconjunto discreto do R™ e xq € S. A regidgo de
Voronoi de xo em S consiste dos pontos do R™ que estao mais prorimos de xy do

que de qualquer outro ponto de S, ou seja,
Vs(xg) ={x € R" : d(x,z0) < d(x,y),Vy €S,y x}. (4.2)

Dizemos que um ponto y de S, y # x é um vizinho de x se d(z,y) < d(z, z), para

todo z de S.

Os casos mais interessantes sao aqueles que o subconjunto discreto S do R? tenha
estrutura de um Z-médulo, ou seja, quando S é um reticulado. Assim, quando x é
um ponto do reticulado S, temos que Vs(x) = x + Vs(O) e y é um vizinho de x se,
e somente se, y — x ¢ um vizinho da origem.

A imagem via o homomorfismo canénico do anel de inteiros Z[p| pode ser visto
como um reticulado no R? gerado por {1,p}, na qual p =v/—1 =ised = —1e

=2 se d = —3. Seja S um subreticulado de Z[w] gerado por {r, wr},

p = w =
em que ™ = a + bw € Zw] e tal que N(7) = p, com p = 1 (mod 6). Em Z[w] os

vizinhos da origem sao as raizes sextas da unidade, isto é, w’ para j =0,1,...,5.

Proposigao 4.3.1. ([13], p. 80) Os vizinhos da origem do subreticulado S de Zw]

gerado por {m,wr} sio do tipo Tw’, em que j =0,1,...,5.
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Demonstracao: Se a € (m), entdo o = ~m, onde v € Z[w]|. Se d é a distancia

euclidiana, entdao d*(a,0) = a? = N(a) = N(yr) = N(y)N (7). Se o é um vizinho

da origem, entao sua distancia a origem deve ser minima. Logo, N(y) = 1. Assim,

v é uma unidade em Z[w]. Portanto, v = w’ e & = wim, j =0,1,...,5. n

Nosso objetivo, é determinar a distancia maxima de Mannheim entre os pontos
de A,[w]. Para isso, identificamos Z[w]| com um subconjunto de R?. Se 7 € Z[w]
com 7 # 0, entao m = a + bw, com a,b € Z. Consideramos os segmentos de reta
com extremidades na origem e nos pontos w’w, para j = 0,1,...,5. Tomemos
a reta perpendicular passando pelo ponto médio de cada um desses segmentos de
reta. As intersec¢oes das retas tragadas formam os vértices de um hexdgono H, que

chamamos de C}, paral =1,2,...,6. Temos que 7 = a + bw, com w = 1—3_3, tem

2a+b bV3 A .
5, —5~) na base canonica {1,i},

coordenadas (a,b) na base {1,w} e coordenadas (

na qual é associado com as coordenadas de C, paral = 1,2,...,6. Consideramos

b3 2a+b

5, #52) na base {1, 4} um vetor ortogonal a 7. Queremos agora, determinar

7 =
as coordenadas dos pontos Cy, paral = 1,2,...,6, na base {1, w} que sao os vértices

do hexdgono ‘H. Temos que

o 2a+b by3
2 2|7 3 26 2

2 72

—bv/3 2a+b
2 7 2

V3

o0, ( ) 6(

).

Assim, sendo m = (a, b), segue que

200, = 2[5(352, 0%) + P (52, 2]
_ (2a2+b’ b_23) + ?3(—172\/3’ 2a2+b)
Agora,
40C, =2(200Cy) = 2[(2utb b3y | V5 (b3 2ath
= (2a 4 b,bv/3) + (—b, BethVE) _ (9 2ath) V5
Logo,

0_01 = (%7 @\/g)



4.3. REGIAO DE VORONOI E DISTANCIA MAXIMA 130

Também, podemos escrever

ot :%+ (aJ;Qb)w:%+<a—;2b>(1+;/——3) :%+ (a+22b)i\/§
:g_l_ a;Qb(—\g—_?))jLaj;Qb B (aEQb)
_ (azzb)(1+;/—_3)+ 3a—g—2b _ a;b+ (ag%)w
Portanto, na base {1,w}, as coordenadas de C; sdao C; = (a;b’ a—;Qb)‘ As
coordenadas dos pontos C, para l = 2,3, ...,6, podem ser obtidos das coordenadas

C; como C; = w'™'C;. Assim, obtemos as coordenadas do hexdgono H:

—(a+2b) 2a+b

02:( )a

3 3
03:(—(2c;)+b)7a;b>’
o (—(ag— ) —(a;%))’
05:(a+32b’—(22+b)) .
‘o <2a;b’ —(a3— b,

Sejam as regioes semi-abertas R;, Ry e R3 limitadas, respectivamentes, pelos

pares de retas determinadas por C;Cg e C3Cy, C1C5 e CyCs, CyC3 e CsCy, isto é,
Ry ={(z,y) € R?: —N(7m) < (a + 2b)y + (2a + b)x < N(m)};

By ={(z,y) €R*: =N(m) < (20 +b)y + (a = b)a < N(m)};
Ry = {(z,y) €R?*: —=N(7) < (a — b)y — (a + 2b)x < N(7)}.

Seja R a intersecgao dessas regides, ou seja, R = ﬂ?:1 R;. O conjunto R tem
como fronteira o hexdgono H. Agora, queremos determinar as coordenadas inteiras
na base {1,w} dos pontos de R mais préximos dos vértices de H e assim, mais
distantes da origem. Deste modo, dado 7 = a + bw € Z[w], precisamos analisar
trés casos da diferenca a — b. Podemos considerar o caso em que a,b > 0 e sem

perda de generalidade, podemos supor que a > b, pois os resultados para o caso
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b > a sao obtidos somente trocando a por b. Os resultados a seguir, segue que de

([13], p. 82).

1. Sea—b=0 (mod 3), entao a—b =0 (mod 3) e p = a*+ab+b* = 3a* (mod 3).

Isto implica, que p nao é primo. Logo, este caso é excluido.

2. Sea—b=1 (mod 3), entdo tomando C’}, para j = 1,2,...,6, os pontos de
coordenadas inteiras na base {1, w} mais préximos de C;, temos que

a—b—1 a+2b—-1

e
021:(—@—32()4—1’2a+3b—2)’
C?}:(—2a—3b+2’a—g—1)’
Ci:(—a+3b+1’—a—32b+l)’
051:(G+236_1,_2a_3b+2) .
i = (2a—|-3b—2’ —a—l—sb—l—l).

3. Se a —b =2 (mod 3), entdo tomando Cj?, para 7 = 1,2,...,6, os pontos de
coordenadas inteiras da base {1, w} mais préximos de C, temos que

a—b—2 a+2b—2

1= (),
2 (—a —32b+2’2a+3b—1)’
C??:(—Qa—:))b+17a—§—2>’
sz(—a+3b+27—a—32b—l—2>’
ng(a+236—27—2a—3b—|—1) .
oz = (2a+36— 1’ —a—i—gb—l—Q).

Agora, nosso objetivo é encontrar as relagoes entre os conjuntos Zp|, R, S e H.

Assim, consideremos os seguintes resultados.
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Lema 4.3.1. ([13], p. 84) Se V = V5(0) = {z € R? : d(z,0) < d(z,y),V y €
S,y # O} € a regiao de Voronoi da origem S, entaoV = R.

Demonstracao: Seja @ € V tal que a € R = 0?21 R;. Assim, a ¢ R;, para

algum ¢ € {1,2,3}. Sem perda de generalidade, podemos supor que a € Ry, ou
seja, d(a, ) < d(a,0) ou d(a, —m) < d(a, O). Logo, a € V que é um absurdo.
Portanto, V C R. Reciprocamente, sejam o € Re x € S, x # 0. Suponhamos, por
absurdo, que d(a,z) < d(a, O), isto é, a ¢ V. Assim, d(«a,z) < d(«o,0) < @
Logo, d(x,0) < d(z,a) + d(a,0) < 2 @ Como x € S, segue que = = 77,
com vy € Zw]. Calculando a norma, temos que N(x) = N(7m)N(7), o que implica
que N(y) = 1 ou N(y) > 1. Se N(y) = 1, entdo v = w’, para j = 0,1,...,5,
isto é, 7 é uma unidade de Z[w|. Suponhamos que v = +1, ou seja, v = 1 e
y=w?=—1. Como a € R =(,_, Ri, segue que o € Ry, ou seja, d(a, 0) < d(a, )
e d(a,0) < d(a,—m), que é um absurdo, uma vez que d(«, r) < d(a, O), para todo
x € S. Portanto, i # 0,3. Analogamente, tem-se que ¢ # 1,2,4,5. Agora se,
N(v) > 1, entdo d(z,0) >+/2N (7). Assim,/N(7) < d(z,0) < 2 , que

também é um absurdo. Portanto, a nossa hipétese d(a, x) < d(a, O) é falsa e assim,

a € V. Logo, RC V. [ ]

Lema 4.3.2. ([13], p. 84) Os pontos de coordenadas inteiras de R formam um
conjunto completo de representantes das classes laterais modulo o ideal gerado por

7, em que T € Zw).

Demonstragao: Seja Vs(O) a regiao de Voronoi da origem do subreticulado S.

Pelo Lema 4.3.1, temos que R = Vg(0O). Também tem-se que Vs(O) é um mosaico
do R?, isto é, R* = (J,cq (2 + Vs(0)). Temos que esta unido ¢ disjunta exceto
possivelmente pelas arestas que podem se auto-interceptarem. Logo, para qualquer
y € Zw], tem-se que existe um unico x € S tal que y € v + Vs(O) e assim, y —z =
y € Vs(O) = R. Portanto, para todo y € Z[w|, temos que y = ¢ (mod (m)), isto
é, em R sempre existe um representante do conjunto de classes laterais (mod (7)).

Para a unicidade, suponhamos que existem «, 3 € R tal que a = 3 (mod ()).
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Assim, a — f = 77, para algum v € Z[w] e d(a, ) = d(a — (,0) = d(ym,0) =
VN(ym) =v/N(y)N(r). Deste modo, temos as seguintes possibilidades:

1. Se N(v) > 2, entdao~/2N(7) < d(a, §) < d(a,0) +d(3,0) < 24/ Logo,
(7

2N(m) < 47), que é um absurdo.

2. Se N(y) =1, entdao a — f = y7m = w’m, para j = 0,1,...,5. Se j = 0, entao
a—fF=m,ouseja, a =7+ 3. Como € R= ﬂg’lei, segue que T+ 3 € Ry
e portanto, o € R;. Logo, a € R, que é um absurdo. De modo andlogo, para

7 =1,2,3,4,5. Deste modo, temos a unicidade. [ ]

Lema 4.3.3. ([13], p. 85) O conjunto S € obtido a partir de Z[w] através de uma
rotacao sequida de uma homotetia. Além disso, a regiago de Voronoi da origem de
S € obtida da regiao de Voronoi da origem de Zw] pela mesma agdo. A rotagio é
determinada por 6 = arg(mw) e a homotetia sendo a multiplicagio por+/N(m), em

que ™ = a + bw € Z[w|, com a,b € Z.

Demonstragao: Seja m € Z[w]. Temos que 7 pode ser escrito como 7 = €4 /N ().

Como o ideal gerado por m é o mesmo ideal gerado por w’w, para j = 0,1,...,5,

1+/73

5 é uma raiz sexta da

podemos considerar 0 < 6 < 60°, uma vez que w =
unidade e deste modo, existe j € {0,1,...,5} tal que 0 < arg(w’m) < 60°. Assim,
podemos considerar sem perda de generalidade, que 0 < 6 < 60°. Seja a rotacao

1 : R? — R? definida por:
Y(z,y) = (xcos(f) — ysen (), zsen(6) + y cos(6)),
e a homotetia ¢ : R? — R? definida por:
¢(x,y) = (z,y) vV N(7).

Seja W = ¢ o 1. Identificando S como um subconjunto de R?, temos que 1 e
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1+/=3
2

U(l) =o0(1,0) = V(p(1,0)) = ¢(cos(0),sen(d)) = (cos(0),sen(0))/N(m) =7 e
V(w) =T(3,2)=((3,2)) = ¢(4 cos(0) —Lsen(0), 1sen() + %2 cos(0))

1cos(f) — Ysen(f), 1sen(6) +§ cos(6))

NE

w = podem ser vistos como os pares (1,0) e (3,%) e portanto,

I
S
3

Assim, W leva 1 em 7 e w em wr e por linearidade, ¥ leva Zjw] = Z + Zw em
S = Zrm + Zwmr. Além disso, ¥ leva a regiao de Voronoi da origem de Z[w] na regiao
de Voronoi da origem de S. |

O proximo teorema estabelece as relagoes entre Z[w|, R, S e H.
Teorema 4.3.1. ([13], p. 86)

1. Os pontos de coordenadas inteiras na base {1,w} localizados no interior de H
formam um conjunto completo de representantes das classes laterais modulo o

ideal gerado por 7, em que m € Z[w].

2. O conjunto R pode ser visto como uma regiao de Voronoi da origem do sub-

reticulado S.

3. A regiao R pode ser vista como uma rotacao sequida de uma homotetia da

regiao de Voronoi da origem do reticulado Z[w].

Demonstracgao: Segue do Lemas 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3. ]

Observacao 4.3.1.

1. Se Q ¢ um quadrado de vértices:

a—0b a+2b
Cl—< 2 ) 2 )7
—(a+2b) 2a+b
02_( 2 ) 2 )a
_,—(a—0b) —(a+20b)
Cg—( B s 5 ) €

a+2b —(2a+0b)
2 2

C4:( )7
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entdo as coordenadas de R mais prozimos do vértices de Q e mais distantes

da origem sao:

e Sea—b=1 (mod 2), entio

a—b—1 a+2b—-1

C=(—5——5 )
021:(—61—2264—1’2(%1-26—2);
C?}:(—a+2b+1’—a—22b+l)
Cf:(a—l—22b—1’—2a—26+2).

e Sea—b=2 (mod 2), entio

a—b—2 a+2b—2

Cl=(5— %)
2= (—a —2264—2’2@—1-26—1);
ng(—a+2b+2’—a—22b+2)
Cz:(a+22b—2’—2a—26+1)‘

2. Para o0s corpos quadrdticos QW/d), com d = 2,3 (mod 4), temos que as regives

R sao retangulos.

Exemplo 4.3.1. Sejam d = —3 e p = 13, pelo Fxemplo 2.53.2, podemos tomar
T=—14+4w=(-1,4), em quea=—1 eb=4. Como a—b=1 (mod 3), seque
que a regido Voronoi R é um hexdgono de vértices: C} = (=2,2), Ci = (-2,0),
C; = (0,-2), C} = (2,-2), Ci = (2,0) e C} = (0,2). Assim, o hexdgono H tem
coordenadas: A = (32,%), B=(5,3), C=(3%3), D=(3,35), E=(£,F) e
F = (2,2). A Figura 4.5, mostra o conjunto de sinais Ais[w] representado na regido

R.
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Figura 4.5

Exemplo 4.3.2. Sejam d = —3 e p = 19, pelo Exemplo 2.3.3, podemos tomar
T=—-b+4+2w=(-5,2), em quea=—5 eb=2. Comoa—>b=2 (mod 3), seque
que a regido de Voronoi R é um hexdgono de vértices C3 = (—3,—1), C3 = (1,-3),
C2=(3,-3),Ci=(3,1), C2 = (-1,3) e C2 = (—3,3). Assim, o hexdgono H tem
coordenadas: A = (5, 51), B= (3,3, C=4%,5), D=(33), E=(5.3) ¢
F = (%8, %) A Figura 4.6, mostra o conjunto de sinais de Ajg|w], representado na

regiao R.

Figura 4.6

Exemplo 4.3.3. ([13], p. 88) Sejam d = —3 e p = 43, pelo Exemplo 2.3.6, podemos
tomar m =6+ w = (6,1), em quea =6 eb=1. Como a—b =2 (mod 3), seque
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que a regidgo de Voronoi R é um hexdgono de vértices C; = (1,2), C3 = (—2,4),
C2=(-4,1), C} = (—1,-2), C2 = (2,—4) e C? = (4,—1). Assim, o hexdgono H

tem coordenadas A = (3,%), B= (5., %), C=(32,2), D= (32, 3)), E=(£,532)

e F'=(£,32). A Figura 4.7, mostra o conjuto de sinais Ass[w] representado na

regiao R.

Figura 4.7

Exemplo 4.3.4. Sejam d = —1 e p = 13, pelo Fxemplo 2.3.8, podemos tomar
T =3+2i=(32),emquea=3eb=2 Comoa—b=1 (mod?2), seque
que a regidgo de Voronoi R é um quadrado de vértices C1 = (0,3), Ci = (—4,3),
C3 = (0,-3) e C} = (4,-3). Assim, o quadrado Q tem coordenadas A = (3, 1),

B=(54),C= (35" eD=(i,—4). A Figura 4.8, mostra o conjunto de sinais

Ay3(i| representado na regiao R.
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Figura 4.8

Exemplo 4.3.5. Sejam d = —1 e p = 17, pelo Exemplo 2.3.9, podemos tomar
T=44+1=4,1), emquea=4eb=1. Comoa—>b=1 (mod 2), seque que a
regidgo de Voronoi R é um quadrado regular de vértices Cf = (1,3), C3 = (52, 1),
Cy = (-1,32) e C} = (5,5%). Assim, o quadrado Q tem coordenadas A = (3,2,
B =(-3,%2),C=(3),-3eD = (3,32). A Figura 4.9, mostra o conjunto de

sinais Aiz[i] representado na regido R.

Figura 4.9
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Exemplo 4.3.6. ([13], p. 87) Sejam d = —1 e p = 29, pelo Exemplo 2.5.10,
podemos tomar m =5+2i = (5,2), em quea=>5eb=2. Comoa—b=1 (mod 2),
seque que a regiio de Voronoi R é um quadrado regqular de vértices C{ = (1,4),
Cy = (—4,5), C3 = (—1,—4) e C} = (4,—5). Assim, o quadrado Q tem coordenadas
A=(%2),B=(36),C=(3,3)eD=(5-6). A Figura 410, mostra o

conjunto de sinais Axli| representado na regido R.

Figura 4.10



Capitulo 5

Cddigos via corpos quadraticos e

ciclotomicos

5.1 Introducao

Via o anel de inteiros Gaussianos e o anel de inteiros de Eisenstein-Jacobi, Huber
([1] e [2]) apresentou um método de construir cédigos sobre corpos finitos para
sinais bi-dimensionais. A idéia foi considerar um corpo finito sendo o quociente
destes anéis por um ideal primo. Através da norma de Galois juntamente com o
algoritmo da divisao euclidiana mostrou que em cada classe lateral existe um tnico
elemento de norma minima. Assim, Huber introduziu a distancia de Mannheim e
construiu codigos lineares com capacidade de correcao de um erro de Mannheim.
Nobrega et. al [3], propuseram uma nova classe de cddigos lineares via a métrica
de Mannheim também sobre os anéis de inteiros de Eisenstein-Jacobi. Fan et.al [7]
considerou os anéis de inteiros de corpos ciclotomicos e via um ideal primo, que é um
corpo finito, construiu cdédigos lineares para sinais multidimensionais definindo uma
métrica que também chamou de Mannheim que é sutilmente diferente da métrica
definida por Huber. Por sua vez, Dong et. al [8] e [9], considerou os anéis de inteiros
algébricos de corpos ciclotomicos que sao dominios de ideais principais e, via o

quociente desses anéis por um elemento irredutivel, que é um corpo finito, construiu
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c6digos sobre esses corpos com capacidade de corrigir um erro que pertencga ao grupo
ciclico do grupo multiplicativo do corpo finito. Neste sentido, codigos lineares sobre
corpos finitos para sinais multidimensionais foram construidos, mas nao encontrou
um norma conveniente para estender o peso de Mannheim.

Assim, neste capitulo, veremos codigos corretores de um erro via os corpos

quadraticos e via os corpos ciclotomicos.

5.2 (Cddigos via corpos quadraticos

Nesta segao, nosso objetivo é definir c6digos constaciclicos sobre o corpo finito A,[p],

173

5—= ou p = i, obtido via os anéis de inteiros algébricos Z[w] e Z[i],

em que p =w =
respectivamente. A definicao desses codigos depende da cardinalidade do grupo das

unidades de Z[w], que tem ordem 6 e de Z[i], que tem ordem 4.

Definicao 5.2.1. Um cddigo linear C' sobre A,|p| € chamado um codigo constaciclico
(ou um cddigo 0-ciclico) se para toda palavra-cddigo ¢ = (co,¢1, ..., ¢n1) € C im-

plicar que (0c,_1,¢o, ..., Ch2) € C, na qual 6 é uma unidade em Z|p).

Se p é um numero primo tal que p = 1 (mod 6), entdo p se decompoe em Z[w],

isto é, p = w7, com m um elemento primo em Z[w| tal que N(m) = p. Seja [ um
Z
M de ordem p—1 e tal que " = w, em que n = ijl' Assim,

(m)

[ é um elemento primitivo e portanto, podemos considerar A,[w] = (5) U {0}.

~

elemento de A,[w]

Seja C' um codigo com matriz verificagao de paridade H dada por

18 B Lot

g |15 G e

1 ﬁGt—i—l (66t+1>2 (ﬁGt—i—l)n—l.
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na qual 0 <t <n— 1. A matriz geradora do cédigo C' é dada por

-0 1 ... 0
—3? 0 ... 0
G=1| b ' - (5.2)
-t 0 ... 1
Um vetor ¢ = (co,c1,...,cn1) de Aj[w] pertence a C' se, e somente se, Hc' =0,
isto é,
(
co + 01/6 + ...+ Cn_lﬁn_l =0
Cco + 0167 + ...+ Cn_1(67)n_1 =0
Assim, identificando uma palavra-codigo ¢ = (¢, ..., ¢,—1) com o polinémio cédigo

c(r) = nzlcixi, temos que c(f%**1) = 0, para k = 0,1,...,¢t. Sejam g(z) =
(r— 6)(52—057) ... (x— B5F1) um polinémio de graut+1e S = {3,57,..., 3%} o
conjunto de elementos distintos de A,[w]. Os elementos de S sao raizes de ¢(x) e sao
todas as t+ 1 rafzes de g(z). Agora, como (B*+1)" —w = k3" — 4y = 3" —w = 0,
para k =0,1,2,...,t, segue que g(z) divide 2" — w.

Teorema 5.2.1. (/13], p. 90) O polinomio g(x) = (x — B)(xz — B7) ... (x — 3% €

Aplwlfa]

o polinomio gerador do codigo C' e C' é um ideal principal do anel < X
" —w

Demonstragao: Temos que ¢ pertence a C' se, e somente se, ¢(x) tem 3, 37, ..., f%*!

como raizes se, e somente se, ¢(x) ¢ um multiplo de g(x). Como g(x) é o polinémio
de menor grau que tem 3, 37, ..., 35" como raizes, segue que ¢(x) é um miltiplo do

polinémio g(x) que divide 2" —w. Portanto, g(x) ¢ o polinomio gerador do cédigo C'.m
Se ¢ = (¢g, €1, .+ ., cpn_1) € C, entdao multiplicando o polindémio cédigo ¢(x) por x
(mod x™ — w), tem-se que
we(2) = o (" = w) = wen + oz + .+ " € C,

e obtemos:
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1. Um deslocamento para a direita de uma posicao da palavra-codigo.

2. O coeficiente ¢,,_; ¢é rotacionado de 60° e torna-se o primeiro simbolo da nova

palavra-codigo.

Portanto, o cédigo C pertence a familia dos cddigos constaciclicos, ou seja, sao

invariantes por rotacao de 60°.

Exemplo 5.2.1. Sejam p =13 =1 (mod 6), d = —3 e n = £ = 2. Sejam Ay3[w)
como rotulados no Exemplo 2.3.2 ¢ 3 = —2 — w = «w, usando as Fquacoes 2.2 e

considerando t = 1, temos a sequinte matriz verificacao de paridade dada por
1 B 1 oy 1 —2—w

H: e e
1 57 1 a; 1 1

Exemplo 5.2.2. Sejamp=19=1 (mod 6), d= -3 en = 21 = %{1 = 3. Sejam
0s elementos de Ajg[w]| como rotulados no Exemplo 2.8.3 e f = 2 = g, usando as
Equacoes 2.2 e considerando t = 1, temos a sequinte matriz verificacao de paridade

dada por

H 1 B B3 1 ay oy 1 2 —142w
1 57 614 1 14 Qg 1 —2w 142w
Agora, se p é um numero primo em Z tal que p = 1 (mod 4), entao p se decompde
em Z[i], isto é, p = 77, com 7 um elemento primo em Z|i] tal que N(7) = p. Seja «
7l
um elemento de A,[i] = ﬂ de ordem p — 1 tal que 8™ = i. Logo, # é um elemento

(m)

primitivo e portanto, podemos considerar A,[i| = (o) U{0}. Seja C' o cddigo definido

pela matriz controle de paridade dada por

18 B .ot
N N U

H—

1 64t+1 (ﬂ4t+l)2 (ﬂ4t+1)n_1
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onde 0 <t <n—1. A matriz geradora GG do cédigo C' é dada por

-0 10 0
— 32 01 ...0
G=1. ’ T (5.4)
-t 00 ... 1
Teorema 5.2.2. ([13], p. 91) O polinémio g(x) = (x — B)(x — 3°)...(z — B**) ¢
AT
o polinomio gerador do codigo C' e C' é um ideal principal do anel %.
" —1
Demonstracao: A demonstragao é analoga a do Teorema 5.2.1. ]

Se c(r) =co+cir+...+c¢,12" ! € C, entdo multiplicando o polindomio c6digo

c(x) por z (mod x™ — i), tem-se que
we(z) — Cpr (2" — i) = dcp_1 +cor + ...+ cpor"t €C
e obtemos,

1. Um deslocamento para a direita de uma posicao da palavra-codigo.

2. O coeficiente ¢,,_; é rotacionado de 90° e torna-se o primeiro simbolo da nova

palavra-codigo.

Portanto, o cédigo C' pertence a familia dos cddigos constaciclicos, ou seja, sao

invariantes por rotacao de 90°.

Exemplo 5.2.3. Sejamp=17=1 (mod 4), d= —1 en = 21 = % =4. Sejam
0s elementos Aq7[i] rotulados como no Exemplo 2.3.9 ¢ B =1+ i = ayy, usando as
Equacoes 2.2 e considerando t = 1 temos a sequinte matriz verificacao de paridade
dada por

g p

65 510 515

Q14 Qg Q7

1+ 20 —1-24

1
1
1
1 app ag ag
1
1

—1+7 =2t —2+41
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Exemplo 5.2.4. Sejam p = 29 = 1 (mod 4), d = —1 en = p%l = % =T.
Sejam os elementos Axgli] como no Exemplo 2.3.10 ¢ f = —1 — 2i = ay, usando as
Equacoes 2.2 e considerandot = 1 obtemos a sequinte matriz verifica¢ao de paridade
dada por

A O

1 5 g0 pB g0 B 3

1 oy a6 ag auy ayg ay

1 a9 o3 a4 a7 a5 oy

1 -1-2r —1—4¢ 1-—2 21 —34+i 2—2
1 -3+¢ —14+20 —1—-2¢0 2—-2¢ —-20 —1—2

5.2.1 Algoritmo de decodificao

Nesta secao, apresentamos um algoritmo de decodificacao para correcao de um erro
do codigos definidos na se¢ao anterior. Primeiramente, veremos os codigos definidos
sobre Ay[w]. Seja § € Ayjw] um elemento de ordem p — 1 tal que 8" = w, em que
n =221

O préximo teorema, fornece um algoritmo de decodificagao para correcao de um

erro para codigos com matriz controle de paridade formado por apenas uma linha.

Teorema 5.2.3. (/2], p. 168) Se C é um cédigo definido pela matriz controle de
paridade dada por

H=(1p4 .. ), (5.5)
entio C' é capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e(x) = e, no qual
wa(e;) = 1 e os padroes de erro e(x) = fw?x’, em que wy(Fw?) = 2. Portanto,

dm(C) > 3, na qual dp(C) € a distancia minima de Mannheim de C.

Demonstracao: Os elementos de peso um do alfabeto A,[w] sdo £1 e w, em que

w = =3 V2_3 é uma raiz sexta da unidade. As outras raizes da unidade sao +w? =

w — 1, que possuem peso dois. O conjunto {#1, +w, +w?} pode ser representado

por {f"™;u=1,2,...,6}. Sem perda de generalidade, podemos supor que a palavra
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toda nula tenha sido a palavra transmitida. Assim, se r = (0,...,3™,...,0) é o

vetor recebido, entdao a sindrome S = rH7T é dada por

na qual 0 < 7, L < n—1. Reduzindo L médulo n, determinamos j e u é determinado

L—j ~ . . ~ .
por u = ==L, que sao respectivamente, a localizacao e a magnitude do erro. [ ]

Exemplo 5.2.5. Se p = 13 = 1 (mod 6), entio n = p—gl = 8L = 2. Sejam
Aqz[w] rotulado como no Exemplo 2.3.2 ¢ f = 2 —w = «y. Assim, os elementos
ap = o+ yw € Ays[w] sao rotulados por | € GF(13), em que | = x + 10y (mod 13)

e usando as Equacoes 2.2, obtemos a sequinte matriz verificacao de paridade dada

m=(19)=(1 0)=(1 2m0)

Seja v = (0,8%) a palavra recebida, na qual 3° = oy = 1 tal que wap(B%) = 1.

por

Aplicando o algoritmo, temos que a sindrome é dada por S = rHT = 32 # 0.
Portanto, ocorrew um erro. Logo, L = 9 = j(mod n) = j(mod 2) = 1(mod 2).
Assim, sua localizacdo e magnitude sao, repectivamente, j =1 e u = % = 9;21 = 4.
Logo, o erro ocorreu na sequnda posicao e sua magnitude é dada por 3™ = (>4 =
(3% = a; = 1. Portanto, e = (0,1) é o vetor erro e c = r —e = (0,0) foi a palavra

transmitida.

Exemplo 5.2.6. Se p = 19 = 1 (mod 6), entio n = p—gl = -1 = 3. Sejam
Aqg|w] rotulado como no Exemplo 2.3.3 e f = 2 = ag. Assim os elementos o =
r+yx € Ag|w] sao rotulados porl € GF(19), onde | = x+ 12y (mod 19) e usando

as Fquagoes 2.2, obtemos a sequinte matriz verificagao de paridade dada por

H=(188)=(1 a a)=(12 -1+20.)

Sejar = (0,3%,0) uma palavra recebida, onde 3° = ay = 142w tal que wa(B°) = 3.
Aplicando o algoritmo, temos que a sindrome é dada por S = rH' = ayy = —2w =
BT # 0. Portanto, ocorreu um erro. Logo, L = 7 = j(mod n) = j(mod 3) =

1(mod 3). Assim, sua localizagdo e magnitude sdo, respectivamente, j = 1 e u =
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% = =1 = 2. Logo, o erro ocorreu na sequnda posicio e sua magnitude é ™ =
332 = 35 = a; = 1+ 2w. Portanto, e = (0,3%) e c =1r —e = (0,0) foi a palavra

transmitida.

O préximo teorema, fornece um processo de decodificagao para correcao de um

erro de um codigo com matriz controle de paridade com apenas duas linhas.

Teorema 5.2.4. ([13], p. 97) Se C é um cédigo definido pela matriz controle de

paridade dada por

1 2 oo gt
g (@R L (T
entio C' € capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e(x) = ex’, em que

1 <wmle) < damtman(Aplw]), na qual dagmaz(Ap[w]) = maz{|al, |b], |a+b]} —1 € a

distancia de Mannheim e m = a + bw € Z]w].

Demonstragao: Ser = (0,0,...,4%,0,...,0) é a palavra recebida, entao a sindrome

¢é dada por
SI’/’HT: ( ﬁj+u ﬁ?j—l—u ) — ( Sl S7>
Fazendo S; = % e S; = %2, em que L; é o logaritmo de S; na base 3, para

7 = 1,7, temos que
1. Se p/t* = Sy, entao j + u = Li(mod (p — 1)).
2. Se 7T = S7, entdo 7j + u = Ly(mod (p — 1)).
Desta maneira, obtemos o seguinte sistema linear:

j+u=Li(mod (p—1))
77 4+ u = Ly(mod (p — 1)),
que possui somente uma solucao dada por:

j= —ngh (mod n)

u = Ll —j(mOd (p - 1))?

2—11

Assim, concluimos que o erro ocorreu na posicao & 5+ (mod n) e sua magnitude ¢

B na qual u= Ly — j (mod p —1). |



5.2. CODIGOS VIA CORPOS QUADRATICOS 148

Exemplo 5.2.7. Se p = 31 = 1 (mod 6), entio n = p—gl = % = 5. Sejam
Az [w] rotulado como no Exemplo 2.3.4 € f = 3 — 2w = agy. Assim, os elementos
ap =z + yw € Ag[w] sdo rotulados por |l € GF(31), em que | = x + 6y (mod 31)

e usando as Equacgoes 2.2, obtemos a sequinte matriz verificacao de paridade dada

por
H — L g g ot
1 g7 g4 g g g
[ L o a9 a5 o ag
I oang g g a7
B 1 3—2w —2w 342w 1—-2w w
1 242w 2420 3-20 14w 14w
Se r = (0,0,6%,0,0) é a palavra recebida, na qual 3'° = a5 = —1 + w tal

que wp(B°) = 2, entdo a sindrome é dada por S = rH? = (/512 324 ) =
(a2 a23> = (2 —2—w> = (Sl S7> + (0 0). Portanto, ocorreu um

erro e j = —ngLl (mod n) = —24512

(mod 5) = 2(mod 5), isto é, j = 2. Assim, o erro
se localiza na terceira posicao e sua magnitude é dada por u= Ly — j(mod p—1) =
12 — 2(mod 30) = 10(mod 30), ou seja, u = 10. Deste modo, *° = a5 = —1 + w.
Portanto, ¢ = (0,0,3'°,0) é o vetor erro e ¢ = r —e = (0,0,0,0) foi a palavra

transmaitida.

Agora, veremos os cddigos definidos sobre A,[i]. Deste modo, seja 5 € A,[i] um

elemento de ordem p — 1 tal que " =i em que n = p%l.
O proximo teorema fornece o algoritmo de decodificacao para correcao de um

erro de um codigo com matriz verificagao de paridade com apenas uma linha.

Teorema 5.2.5. ([1/, p. 208) Se C é um cddigo definido pela matriz controle de

paridade
H=(1p8 .. g), (5.7)

entao C' € capaz de corrigir um erro de Mannheim via o anel de inteiros gaussiano.

Portanto, dp(C) > 3, na qual dp(C) € a distancia minima de Mannheim de C'.

Demonstragao: A demonstragao é analoga ao Teorema 5.2.3. ]
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Exemplo 5.2.8. Se p = 13 = 1 (mod 4), entio n = ’%1 = % = 3. Sejam
Aqsli] rotulado como no Exemplo 2.3.8 e f = 14+ 1 = ag. Assim, os elementos
ap = x +yi € Aysli] sao rotulados por | € GF(13), em que | = x + 10y (mod 13)
e usando as Equacoes 2.2, obtemos a sequinte matriz verificacao de paridade dada
por
H= (15 ) =(1 a0 an)=(1 151 2).

Suponhamos que r = (0,0, 5%) seja a palavra recebida, na qual 3° = as = i tal que
wp(B%) = 1. A sindrome é dada por S = rHT =2 = ay = ™ # 0. Logo, ocorreu
um erro. Assim L =11 = j(mod n) = j(mod 3) = 2(mod 3) eu =1 = 12 =3,
Portanto, como j = 2, seque que o erro ocorreu na terceira posi¢cao e como u = 3,

temos que a magnitude é B = 33 = 37 =i. Assim, e = (0,0, %) € o vetor erro

e deste modo, ¢ =1 —e = (0,0,0) foi a palavra transmitida.

Exemplo 5.2.9. Se p = 29 = 1 (mod 4), entio n = 22 = 2= — 7. Sejam
Aggli] rotulado como no Exemplo 2.3.10 € B = 2 + 2i = agg. Assim, os elementos
ap = x +yi € Ayli] sao rotulados por | € GF(29), em que | = x + 12y (mod 29)
e usando as Equacoes 2.2, obtemos a sequinte matriz verificacao de paridade dada

por

(188 5 5 » p)
(1 Qi Qg Q3 (g a4)
(

1 242 -3+7 2 —1+20 1—1 —1—22’)-

Supohamos que r = (0,0, 3%%,0,0,0,0) € a palavra recebida, na qual B* = i e
wpm(B?) = 1. Calculando a sindrome é dada por S = rHT = —1 — 3i = a9, =

(3% £ 0. Logo, ocorreu um erro e assim, L = 23 = j(mod 7) = 2(mod 7) e u =

L—j _ 23-2

= 3. Como j = 2, seque que o erro ocorreu na terceira posicao, € como
n 7 7 7

u = 3, seque que a magnitude do erro é dada por f™ = 373 = % = qip = i.
Assim, e = (0,0,5%,0,0,0,0) é o vetor erro e c =r —e = (0,0,0,0,0,0,0) foi a

palavra transmitida.

O préximo teorema fornece um processo de decodificagao de um cédigo capaz

de corrigir um erro de Mannheim, com matriz controle de paridade possuindo duas
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linhas.

Teorema 5.2.6. ([13], p. 107) Se C' é um cddigo definido pela matriz controle de

paridade

1 ..o prt
H = & & , (5.8)
1 65 o (ﬁs)n—l
entao C' € capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e(x) = e;a?, em que
1 < wpmlej) < dpmaz(Aplt]), para 0 < j < n —1 € dpmas(Aplt]) € a distancia

mdzima de Mannheim em A,[i].

Demonstragao: Se r = (0,0,...,5%,...,0) é a palavra recebida, entao a sindrome

S é dada por
S:T’HT:<6J+U 65]"‘11,):(51 S5>
Fazendo S) = % = it e S5 = pl2 = 3%+ em que L; é o logaritmo de S; na

base (3, para j = 1,5, obtemos o seguinte sistema linear

j+u=Li(modp—1)
5j +u = La(mod p — 1),

que possui somente uma solucao dada por

j =28 (mod n)

u=1L;—7 (modp—1).

2—L1

Deste modo, temos que o erro ocorreu na posi¢ao LT (mod n) e sua magnitude é

dado por % na qual u=L; — j (mod p — 1). |

Exemplo 5.2.10. Se p = 17 = 1 (mod 4), entao n = p%l = % = 4. Sejam
Aqzi] rotulado como no Exemplo 2.3.9 ¢ f = 14+ i = 4. Assim, os elementos
ap = x +yi € Ay7li] sao rotulados por | € GF(17), em que | = x + 13y (mod 17)

e usando as Equacoes 2.2, obtemos a sequinte matriz verificacao de paridade dada
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por

1+ 20 —1-24

141 =21 =2+

Ser = (0,5'%,0,0) € a palavra recebida, na qual 3** = ay = —i tal que wp(B*?) = 1.
A sindrome é dada por S = rH" = ( B BT ) = ( 1—7 1414 ) = ( o5 Qg ) =
( S1 Ss ) #+ ( 00 ) . Logo, ocorreu um erro e assim

Ly — L 1-1
2 1 L (mod n)ETB (mod 4) = =3 (mod 4) =1 (mod 4).

Logo, j =1 eu=L;—j (mod p—1) =13 -1 (mod 16) = 12 (mod 16), isto ¢,

j=

u = 12. Dessa forma, o erro se encontra na sequnda posicao e tendo u = 12, tem-se
que a magnitude do erro é f* = 32 = a4 = —i. Portanto, e = (0,3'2,0,0) € o

vetor erro e c =1 —e = (0,0,0,0) foi a palavra transmitida.

5.3 (Cdbdigos via corpos ciclotomicos

Nesta secao, veremos o conceito de cddigos via os corpos ciclotomicos introduzido
por Dong [8] e [9], na qual constitui um conceito mais geral dos trabalhos de Fan [7],
como vimos no Capitulo 3. Veremos resultados que serao necessarios para a con-
strugao do algoritmo de decodificacao desses codigos. Para isso, sejam &, uma raiz
n-ésima primitiva da unidade e Z[¢,] o anel de inteiros de Q(&,,). Sejan € {1} U A,
em que A = {3,4,5,7,8,9,11,12,13,15,16, 17,19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36,
40,44, 45, 48,60, 84}.

Lema 5.3.1. ([9]) Seja p um nidmero primo. Se a é um elemento irredutivel em

Z[¢,) tal que N(a) = p, entao (o) NZ = (p).

Demonstragao: Segue da Proposi¢ao 1.4.3 que N(«a) = p € («). Portanto, (p) C

(a) NZ. Por outro lado, temos que (p) C (o) NZ C Z. Se (o) NZ = Z, entao 1 € ()
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0 que nao ocorre, uma vez que « é irredutivel. Portanto, (o) NZ C Z e como (p) é

um ideal maximal, segue que (p) = (a) N Z. n

Teorema 5.3.1. ([9/, p. 114) Seja p um nimero primo. Se o é um elemento

irredutivel em Z[,] tal que N(a) = p = nk + 1, entao GF(p) = {0,1,...,p—1} é
Z[&n)
(@)
Demonstragao: Seja ov um elemento irredutivel em Z[¢,,] tal que N(«) = p = nk+1,
Z&n)
(@)

p elementos. Consideremos a aplicagao inclusdo i : Z — Z[¢,| definida por i(a) = a,

Z[&n]
(@)

B € Z[E,]. Assim, temos a seguinte composigao

isomorfo ao corpo

na qual p ¢ um nimero primo. Pelo Teorema 3.2.1, tem-se que ¢ um corpo com

a € Z, e a aplicacao projegao 7 : Z[¢,] — definida por 7(38) = 4 {(a), com

75 zfe] S

2]
(o)

que a € Z. Temos que 7 o4 é um homomorfismo e Ker(mw oi) = (p), uma vez que

Seja moi : Z a funcao composta definida por (7w o)(a) = a + (@), em
r € Ker(mroi)={x€Z:(roi)(x) =0} se, e somente se, (moi)(zx) =0=0+ ()
se, e somente se, x + (o) = 0+ (a) se, e somente se, x € (a) se, e somente se,
x € (a) N Z. Portanto, pelo Lema 5.3.1, tem-se que Ker(moi) = (p). Deste modo,

Z A
GF(p) = — pode ser identificado como um subcorpo de 0]

(p) (@)

corpos tem a mesma cardinalidade, segue que sao isomorfos. [ ]

. Como estes dois

Teorema 5.3.2. (9], p. 114) Seja p um nimero primo qualquer. Se @(n) € o

menor inteiro positivo tal que p?™ =1 (mod n), entdo

—1
Gﬂwwﬁ#%+m@+m+%m4$w*wm§@2>J=aanmm—u
¢ um conjunto completo das classes laterais do corpo ZiE]

P4|Gn
Demonstracgao: Seja ¢(n) o menor inteiro positivo tal que p#™ = 1 (mod n).

Z[&n]

PZ&n]
um elemento irredutivel em Z[,], uma vez que (p) em Z[¢,| é um ideal maximal.

Pelo Corolario 1.7.2, segue que é um corpo com p¥™ elementos. Logo, p é

Temos que o conjunto GF (p?™) = {ag+ a1, +. . .+a¢(n)_1£¥f(n)_l sajl < (pgl),j =
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0,1,...,0(n) — 1} tem p?™ elementos. Agora, se by + bi&n + . .. + bom 168 e
» Ly P p g ) 0 1Sn p(n)—1

cot+cibn+. .+ Com 1£n ~! 530 elementos de uma mesma classe lateral médulo o

ideal pZ[&,], entao by + 01&, + ... + byny—1 LA cién + ..+ Cpn £n
se, e somente se, (by + b1&, + ... 4 bym)—1&7 ")_1) + pZ[&] = (co + clfn + ...+
» )_l&f(")_l) + pZ[&,] se, e somente se, (by + bi&, + ... + bw(n)_l&f(")_l) — (co +

w(n)

ci&n + ..+ Com)—1 ) € pZ[&,] se, e somente se, (by — o) + (by —c1)én + ... +

(b@(n) 1= Coln )£n = pf, para algum (3 € Z[,]. Assim,

P (b = co) + (b = e1)€n + -+ (bpu)-1 — Com-1)EX™ ™))
e portanto,
p (b =), (5.9)
para j = 1,...,¢(n) — 1. Por outro lado, pela definicio do conjunto GF (p#™),

tem-se que |b;], |c]| pT e assim, |b; — ¢;| < |b| + |¢j] < &1 + 251 = p— 1. Logo,

pela Equacgdo (5.9), temos que b; = ¢;, para j = 0, 1,...,g0(n) — 1. Portanto, o
Z[&n)

.m
PZ[E,]
Teorema 5.3.3. ([9], p. 114) Se w(n) é o menor inteiro positivo tal que 2°™ =1

conjunto GF (p#™) é um conjunto completo das classes laterais do corpo

(mod n), entdao

GF(2°™) = {ag + arén + ... + a1 &7 0 < Jag| <1, =0,1,...,¢(n) — 1}

Z[&n]
2Z[En]

Demonstragao: Segue do Teorema 5.3.2, tomando p = 2. ]

¢ um conjunto completo das classes laterais do corpo

Consideremos o seguinte conjunto

{16, &7} se n par
{1, £&,, ..., £} se n {mpar,

A, =

na qual n € {1} U A. Sejam p um numero primo e o um elemento irredutivel em
Z[&,) tal que N(a) = p", em que ptn,ne€ A, h=1ouh=p(n). Seja o conjunto
GF(p") como nos Teoremas 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3. Pelos Teoremas 3.2.2, 3.2.4 e 3.2.7,
temos que existe um tnico subconjunto S, C GF(p?™) tal que cada elemento de
S, estd na mesma classe lateral de algum elemento do conjunto A, médulo o ideal

(ar). Assim, obtemos a seguinte definigao:
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AL _
Definicao 5.3.1. Um conjunto completo das classes laterais do corpo <[§>] ¢ definido
o)

como

n a . n
Rph = {a— [a]a Lac GF(p‘p( )) — SutU Ay,

na qual [2] € Z[&,).
Definicao 5.3.2. Um cddigo linear C' de comprimento

( ph—l

se p é primo impar e n par

n
ph—1 S )
SE P € primo mmpar € n impar

2@%17115—1 -1

sep=2eh=pn),

\

sobre R;‘h e R, repectivamente, para os primos impares e para p = 2 ¢ definido

como sendo o conjunto das palavras-codigos (g, aq, ..., 0q_1), com os coeficientes
n n ;

Q; € Rph ou Ry, respectivamente tal que

ag+orf+.. o B =0,

Z&n)
(@)

Observacao 5.3.1. A matriz controle de paridade H e a matriz geradora G sdo

onde 3 € um elemento primitivo do corpo

dadas respectivamente por

-3 1 ... 0
Q2

Hz(lﬂn.ﬂ*> e G= ? ?:”9 : (5.10)
A=t 0 ... 1

5.3.1 Algoritmo de decodificacao

Nesta secao, daremos o algoritmo de decodificacao para os codigos definidos na se¢ao

anterior.

Teorema 5.3.4. (9], p. 116) Se p é um nimero primo e n é um nimero par, entao
s 7 . . h_ s, .
um codigo linear C' de comprimento | = pTl sobre R;‘h é capaz de corrigir um erro

com valores em {1,&,,..., "1}
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Demonstragao: Sejam C' um codigo linear de comprimento [ = ’% sobre R;‘h el
3

()
o(n) tal que ag+ a1 B+. ..+ =0, na qual oy, € RZ’L parak=0,1,...,1—1.

Z[&n]
(@)

. Como o(f) = p" — 1, segue que

h

um elemento primitivo de com N(a)=p", emquepfn,n€ A h=10ouh=

Temos que, o(3) = p" — 1, pois (B) é o grupo multiplicativo do corpo

Z[&n]
(@)

o(8") = n, em que [ é o comprimento do cédigo C, pois

que tem

p" elementos, uma vez que p" = N(a) = #

ph

o« off)yr=pn=pTr =g =1

e Se existe m € N tal que 0 < m < n e o(8)) = m, entdao (8")™ = 1, ou seja,
Bm = 1. Como o(B) = p* — 1, segue que p" — 1 | Im. Assim, Im = (p" — 1)k,

para algum k em Z. Dividindo ambos os lados da equagao por n obtemos que

im

h_1 . . ,
= %k‘ = %’” = lk. Assim, n | m, ou seja, n < m, o que é um absurdo

devido a escolha de m.

Portanto, o(3') = n. Como (3') = {3,...,8"} e (&) = {1,&,,...,E77 1} sdo am-
Z[En]
()

Q@
segue pelo Teorema 3.2.2 a unicidade destes subgrupos, ou seja, {4, ..., 3"} =

bos subgrupos ciclicos com n elementos do grupo multiplicativo do corpo

{1,&,, ..., &7}, Portanto, o cédigo linear C' definido pela matriz controle de pari-
dade H dada pela Equagao (5.10) corrige um erro no conjunto {1,&,,...,£" '}, uma

vez que esta classe de erro produz sindromes diferentes. [ ]

Teorema 5.3.5. (/9], p. 116) Se p é um nimero primo impar e n € um nimero

. . . . . h_ .
impar, entao o codigo linear C de comprimento | = pz—nl sobre R;‘h ¢ capaz de

corrigir um erro com valores em {+1,+&,, ..., 01}

Demonstragao: A demonstragao é analoga ao Teorema 5.3.4, com a ressalva de que

(=8Y = {£4,...,£8"} e (=€) = {F1,£E,,. ..,j:[fgil} sao subgrupos ciclicos
YA
(o)

Teorema 5.3.6. ([9], p. 119) O cddigo linear C' de comprimento | =

com 2n elementos do grupo multiplicativo do corpo [ ]

p(n)—1_
220 =1 sobre

RY,., € capaz de corrigir um erro com valores em {1,&,, ... e
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Demonstragao: A demonstragao é analoga ao Teorema 5.3.4. ]
Seja C' um cédigo linear de comprimento [ = 1’# sobre th ou de comprimento
[ = % sobre Ry, . Pelos Teoremas 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3, obtemos o seguinte

algoritmo de decodificacao dado por:
1. Calcule a sindrome S = rHT.

2. A localizacao e magnitude do erro sao dadas, respectivamente, por L =

logs(S) =j (mod 1) eu=SB™7, para0<j<l—1.

3. A palavra transmitida é dado por ¢ = r — e, na qual r é a palavra recebida e

e é o vetor erro.

Observagao 5.3.2. Sejam o = x + y&s + 265 + w& € Q(&s) e m(zx) = 2 +
1 o polinomio minimal de Q(&s). O grupo de Galois de Q(&) sobre Q € dado
por GalgQ(&) = {1,0,7,07}, em que o(&) = & e 7(&) = &. Logo, N(a) =
Nz + yés + 26 + w&) = (v + y&s + 26 + w&)o(x + y&s + 26 + w)
T(z+y&s + 268 + wE)oT(x + y&s + 262 + wE) = (2% — 2% +2yw)? + (w? — y* + 222)%.

Exemplo 5.3.1. ([8/, p. 71) Sejam p = 41 = 85+ 1, onden =8 e = 1 +
& + &2+ 283 um elemento irredutivel de Z[&s), pois pela Observagdo 5.3.2 temos que
N(a) =41. Como N(«) =41 é um niumero primo tal que N(a) = 414 n =8, seque

que pelo Teorema 3.2.1, que o € um elemento irredutivel em Z[&s]. O elemento

P 6 .
b = lararara/l Te+&+2%)

- 60’(0()7’(0()0‘(7‘(@)) ) ,

=0 - lara e 2enapiay L Te e 2%)

6 [6(9 — 14&4; &2 - 353)](1 et

6 [54 - 845841— 6§§18§§’](1 bt €420

=1+&+ &3,
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em que o(a) = 1+2&—E2+E3, T(a) = 1-E&+E2 283 eo(T(a)) = 1-26—E2 &3,
Z[&s)
(o)

¢ o elemento primitivo do corpo , uma vez que 6 € um elemento primitivo de

GF(41).

Através de calculo computacional, obtemos a tabela de logaritmo de Zech’s, onde

Z[&]

1469 = p79) e B7° =0 e a Tabela 5.2 que ilustra os elementos do corpo @) As-
sim, temos um codigo C' de comprimentol =5 = p—;l = LS_I com matriz verifica¢ao
de paridade dada por
H=(1p 8 g ).
Sejam w = ((1,-1,0,1),(1,1,0,—1),(=1,1,-1,0),(0,1,—1,1)) o wvetor
informacgao e
-5 1.0 00
o -2 01 0 0
-4 0 0 10
Bt 0 0 01
a matriz geradora do cédigo C, entio uG = ((1,1,0,—1),(1,—-1,0,1),(1,1,1,—-1),
(—=1,1,-1,0),(0,1,—1,1)). Suponhamos que r = ((1,1,0,—1),(1,—1,0,1),
(1,1,1,-1),(-1,1,-1,0),(0,1,—1,1)) € o vetor recebido. Usando a Tabela 5.1 e
cdlculos computacionais, a sindrome é dada por S = rH' = (32 # 0. Logo,
ocorreu um erro. Assim, L = 12 = j(mod n) = 2(mod 5). Como j = 2,

seque que o erro ocorreu na terceira posicao e a magnitude do erro € dada por
p12372 = 1% = (0,0,1,0) = &2. Portanto, a palavra transmitida foi c = r — e =

((1,1,0,—1),(1,-1,0,1),(1,1,0,—1), (=1,1,—1,0), (0,1, —1,1)).

ioz20) 4 =G g =G) 4 =20 g =2G) 4 =20) 4 2@ g =0)
1 39 6 20 11 7 16 9 21 2 26 15 31 25 36 13
2 32 7 23 12 22 17 5 22 1 27 31 32 35 37 24
3 27 8 3 13 4 18 19 23 28 28 10 33 16 38 30
4 17 9 34 14 29 19 21 24 33 29 36 34 14 39 38
5 11 10 18 15 12 20 —oo 25 37 30 8 35 6 40 26

Z[gs)
(@)

Tabela 5.1: Tabela de logaritmo de Zech’s do corpo
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Lol ee o] er e et r] s |
1 (1,1,1,0) | 11| (=1,0,1,1) | 21 | (=1,1,-1,0) | 31 | (1,0,-1,-1)
2 0,2,3,2) | 12 | (=3,-2,0,2) | 22 | (0,-2,-3,—2) | 32 (3,2,0,-2)
3| (2,0,-2,3) | 13| (2,-3,2,0) | 23 | (=2,0,2,-3) | 33| (-2,3,2,0)
4| (,-1,0,1) |14 ] (0,—-1,1,-1) | 24 | (=1,1,0,—1) | 34 | (0,1,-1,1)
5 | (0,—-1,0,0) | 15| (0,0,0,—1) | 25 (0,1,0,0) 35 | (0,0,0,1)
6 | (0,-1,-1,1) | 16 | (1,1,0,—1) | 26 0,1,1,1) 36 | (—=1,—1,0,1)
7] (2,0,-2,-3) | 17 | (2,3,2,0) |27 | (=2,0,2,3) | 37| (-2,3,-2,0)
8 | (3,-2,0,2) | 18] (0,-2,3,-2) | 28 | (3,2,0,—2) | 38| (0,2,—3,2)
9 | (1,-1,1,0) | 19 | (=1,0,1,=1) | 29 | (=1,1,—=1,0) | 39 | (1,0,—1,1)
10| (0,0,1,00 |20 | (=1,0,0,00 | 30| (0,0,—1,0) | 40 | (1,0,0,0)

Z[&]
(@)

Tabela 5.2: Tabela de elementos do corpo

Observagao 5.3.3. Sejam o = a+b&15+c&i+dEd+elis+ €76+ 9E%+héls € Q(&r6)
em(z) = 2% +1 o polindmio minimal de Q(&16). O grupo de Galois de Q(&16) sobre
Q € dado por GalgQ(&16) = {1,0,7,07,08,1,08,0n}, onde o(&16) = &, T(E16) = s,
o7(&i6) = &ig, 0(&16) = &, M(&16) = &1, 00(E16) = &l € oM(E16) = &ig-

Exemplo 5.3.2. ([9], p. 119) Seja p = 97 = 16.6 + 1, onde n = 16. Pela Tabela
5.4, o elemento irredutivel o tal que N(a) = p =97 é a =1+ 2& 6 + &3+ & O

elemento

D
1+ 2816 + &f + &
So(a)r(a)...od6(a)on(w)
(14286 + & + &ig)o(a)T(a) ... ad(a)on(a)

=1 +£§6 _5%7

B =5~ J(1+ 216 + & + &35)

=5 (1 + 2616 + &5 + &i5)

em que o(o) = 142+ &g +E0s, () = 14280+ &56+E15, oT(a) = 1+26{5+&{+

165 0(0) = 14280+ &5 + &7, n(r) = 14265 +&18+ &g, 00(ar) = 1225%6%%8%%8
e on(a) = 1+ 26 + &% + &6 € um elemento primitivo do corpo M uma vez

()

que 5 é um elemento primitivo do corpo GF(97).
Através de calculo computacional, obtemos a a tabela de logaritmo de Zech’s,

onde 1 + 3 = 3?0U) ¢ 37 = 0 e a Tabela 5.4 que ilustra os elementos do corpo
AIS1

()

Assim, temos um codigo C' de comprimento | = % = 6 com matriz
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verificagao de paridade dada por

H:(1 3 .. 55>.

Considere o vetor informa¢aou = ((—1,0,1,0,—1,0,0,0),(1,0,—1,0,0,—1,0,0),
(07 Oa 07 Oa 07 _]-> _]-> _1)7 (_17 Oa 07 _]-> Oa ]-7 Oa O)> (_17 _]-> _]-> Oa Oa 07 O> 0))

~3 10000
~32 01000
G=| -p* 00100
—3* 000 10
-3 00 0 0 1

a matriz geradora do cddigo C . Dessa forma, uG = ((0,0,—1,—1,—1,0,0,0),
(-1,0,1,0,-1,0,0,0),(1,0,-1,0,0,—1,0,0),(0,0,0,0,0,—1,0, —1),
(-1,0,0,-1,0,1,0,0),(—1,-1,—1,0,0,0,0,0)). Seja r = ((0,0,—1, —
(-1,0,1,0,-1,0,0,0),(1,0,-1,0,0,—1,0,0),(0,0,0,0,0,—1,0, —1),
(-1,0,0,-1,0,1,0,0),(—-1,—-1,-1,0,0,0,0,0)) € o vetor recebido. Entdo, usando a

17 _170707())7

Tabela 5.3 e cdlculos computacionais, a sindrome é dada por S = HrT = 15 #
0. Logo, ocorreuw um erro. Assim, L = 15 = j (mod l) = (mod 6). Como
j = 3, seque que o erro ocorreu na quarta posicao e a magnitude ¢ dada por
pB3=3 = B2 = (0,0,0,0,0,0,1,0) = &5%. Portanto, a palavra transmitida foi
c=r—-e=(0,0-1,-1,-1,0,0,0),(-1,0,1,0,—-1,0,0,0), (1,0, —-1,0,0,—1,0,0),
(0,0,0,0,0,-1,1,-1),(-1,0,0,-1,0,1,0,0),(—1,—1,—1,0,0,0,0,0)).
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i 2@ g =0) g =0) 4 =2G) 4 =0) g =20) 4 =26 i =204)
1 8 13 9 25 65 37 55 49 20 61 51 73 90 85 39
2 59 14 62 26 94 38 83 50 28 62 36 74 60 86 42
3 13 15 84 27 32 39 4 51 66 63 93 75 12 87 37
4 58 16 91 28 29 40 89 52 87 64 80 76 2 88 23
5 24 17 73 29 72 41 88 53 21 65 71 7 76 89 78
6 44 18 3 30 41 42 25 54 79 66 11 78 81 90 38
7 85 19 95 31 6 43 64 55 47 67 43 79 56 91 19
8 31 20 22 32 16 44 35 56 49 68 1 80 75 92 54
9 46 21 33 33 30 45 15 57 61 69 5 81 69 93 10
10 52 22 82 34 70 46 74 58 45 70 68 82 48 94 57
11 50 23 17 35 86 47 67 59 18 71 40 83 92 95 7

12 26 24 7 36 63 48 —oo 60 27 72 53 84 14 96 34

Z[&6)

Tabela 5.3: Tabela de logaritmo de Zech’s do corpo
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L - g [ -] 8- [ -] 8-
1 (1,0,0,1,0,—1,0,0) 33 (1,1,1,0,0,0,0,0) 65 | (0,0,0,—1,0,1,0,—1)
2 (1,1,0,—1,—1,0,1,0) | 34 (0,0,0,1,—1,1,0,0) 66 | (0,—1,0,0,0,0,0,0)
3| (0,-1,-1,-1,0,0,0,0) | 35 (=1,0,0,0,1,0,—1,0) 67 (0,0,0,1,0,1,0,1)
4 (0,0,0,0,—1,1,—1,0) | 36 (0,0,1,0,0,0,0,0) 68 | (1,0,1,—1,1,0,1,0)
5 (0,1,0,0,0,—1,0,1) 37 (1,0,0,0,—1,0,—1,0) 69 (0,0,1,1,1,0,0,0)
6 (0,0,0,—1,0,0,0,0) 38 | (1,0,0,0,—1,—1,—1,—1) | 70 | (=1,0,0,1,0,—1,0,0)
7 | (~1,0,0,—1,0,0,—1,0) | 39 (0,0,0,1,1,1,0,0) 71| (1,0,—1,0,0,0,1,0)
8 (-1,-1,0,0,0,1,1,1) | 40 (1,0,0,0,0,0,—1,1) 72 (0,0,0,0,1,0,0,0)
9 (0,0,0,0,1,1,1,0) 41 (0,-1,0,1,0,0,0,—1) 73 | (1,0,1,0,0,0,—1,0)
10 (1,-1,0,0,0,0,0,1) 42 (0,0,0,0,0,—1,0,0) 74 | (1,0,-1,0,1,1,0,—1)
11| (=1,0,1,0,—1,0,0,0) | 43 (1,0,—1,0,0,—1,0,0) 75 | (0,0,0,0,0,—1,—1,—1)
12 (0,0,0,0,0,0,1,0) 44 | (-1,-1,-1,-1,0,0,0,1) | 76 | (—1,0,0,1,0,0,—1,0)
13 (0,-1,0,1,0,0,1,0) 45 (~1,0,0,0,0,0,1,1) 77 | (0,1,0,-1,0,1,0,—)
14 (1,1,1,1,1,0,0,0) 46 (0,-1,1,-1,0,0,0,0) 78 | (0,0,0,0,0,0,0,—1)
15 (1,1,0,0,0,0,0,—1) 47 (0,0,—1,0,1,0,—1,0) 79 | (0,-1,0,—1,0,—1,0,0)
16 (1,0,—1,0,0,1,0,0) 48 (=1,0,0,0,0,0,0,0) 80 | (=1,1,—1,0,—1,0,1,0)
17 (0,0,0,1,0,—1,0,1) 49 (=1,0,0,-1,0,1,0,0) 81 | (=1,-1,-1,0,0,0,0,0)
18 (0,1,0,0,0,0,0,0) 50 | (-1,-1,0,1,1,0,—1,0) | 82 | (0,0,0,—1,1,—1,0,0)
19 | (0,0,0,—1,0,-1,0,—1) | 51 (0,1,1,1,0,0,0,0) 83 | (1,0,0,0,—1,0,1,0)
20 | (=1,0,—1,1,—1,0,—1,0) | 52 (0,0,0,0,1,—1,1,0) 84 | (0,0,—1,0,0,0,0,0)
21 | (0,0,—1,—1,-1,0,0,0) | 53 (0,-1,0,0,0,1,0,—1) 85 | (—1,0,0,0,1,0,1,0)
22 (1,0,0,—1,0,1,0,0) 54 (0,0,0,1,0,0,0,0) 86 | (—1,0,0,0,1,1,1,1)
23 | (-1,0,1,0,0,0,—1,0) | 55 (1,0,0,1,0,0,1,0) 87 | (0,0,0,—1,—1,—1,0,0)
24 (0,0,0,0,—1,0,0,0) 56 | (1,1,0,0,0,—1,—1,—1) | 88 | (—1,0,0,0,0,0,1,—1)
25 | (-1,0,-1,0,0,0,1,0) | 57 | (0,0,0,0,—1,—1,-1,0) | 89 | (0,1,0,—1,0,0,0,1)
26 | (~1,0,1,0,—1,—1,0,1) | 58 (=1,1,0,0,0,0,0,—1) 90 (0,0,0,0,0,1,0,0)
27 (0,0,0,0,0,1,1,1) 59 (1,0,-1,0,1,0,0,0) 91 | (-1,0,1,0,0,1,0,0)
28 (1,0,0,-1,0,0,1,0) 60 (0,0,0,0,0,0,—1,0) 92 | (1,1,1,1,0,0,0,—1)
29 | (0,-1,0,1,0,—1,0,0) | 61 (0,1,0,—1,0,0,—1,0) 93 | (1,0,0,0,0,0,—1,—1)
30 (0,0,0,0,0,0,0,1) 62 | (-1,-1,-1,—-1,-1,0,0,0) | 94 | (0,1,—1,1,0,0,0,0)
31 (0,1,0,1,0,1,0,0) 63 (-1,-1,0,0,0,0,0,1) 95 | (0,0,1,0,—1,0,1,0)
32 | (1,-1,1,0,1,0,—1,0) | 64 (=1,0,1,0,0,—1,0,0) 96 (1,0,0,0,0,0,0,0)

Tabela 5.4: Tabela de elementos do corpo

Z[&1)
(@)
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