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Resumo

Esta dissertacao de mestrado trata do conceito de equacoes diofantinas, funcoes
aritméticas e uma relacao entre as equacoes diofantinas que se utilizam de funcgoes
Aritméticas.

A parte inicial é dedicada a um levantamento historico percorrido pela Teoria dos
Numeros desde a Antiguidade até a atualidade e uma abordagem sobre um proemi-
nente matematico que viveu provavelmente no século III, em Alexandria, a quem agora
chamamos de "Pai da Algebra". Apenas algumas informacdes sobre sua vida sobrevi-
veram, mas nao podemos dizer com certeza se sao verdadeiras, nem se sabe ao certo
o nome exato deste matemaéatico - existem varias mutacoes possiveis, nomeadamente:
Diofanto, Diofante ou Diophantus. Para maior clareza, apresentaremos o nome deste
matematico na forma de Diophantus.

Foi esse matematico que lidou, entre outras coisas, com equacoes indefinidas, que em
sua homenagem sao chamadas equagoes diofantinas. No entanto, o topico da equacao
diofantina é relativamente extenso e normalmente aborda-se a teoria basica, como
observamos apés pesquisarmos no site do PROFMAT. Por isso, nao nos ativemos a
demonstrar os varios métodos de resolucao e discutirmos sobre os mais variados tipos de
equacoes diofantinas, uma vez que os mesmos ja foram extenuadamente apresentados
e discutidos. Portanto nesse trabalho, fizemos uma abordagem de certas equagcoes
diofantinas envolvendo fatoriais e algumas funcoes aritméticas bem conhecidas : ¢
a funcao totiente de Euler, ¢ a funcao soma dos divisores e 7 a funcao nimero de
divisores, bem como as mesmas se relacionam, além do exame e da anélise de fungoes

f(n)

alguns problemas que fazem uso das funcoes aritméticas aqui estudadas.

O objetivo deste trabalho ¢é criar um material que sirva de motivacao para os lei-
tores, para continuar a trabalhar no campo da pesquisa, e por conseguinte poder dar
contribuicoes ao campo da Matematica. Que os professores possam usar este traba-
lho como um bom lembrete das equacoes diofantinas para sua preparacao durante as
aulas regulares e adicionais e que possa servir como um "trampolim"para o estudo de
equacoes diofantinas mais complexas.

da forma

= a, onde f é uma das funcgoes aritméticas ¢ ou o, e incorporando

Palavras-chave: Equacoes Diofantinas , Fungoes Aritméticas, Fatorial, Diophantus ,
Algoritmo Euclidiano.






Abstract

This master’s thesis deals with the concept of diophantine equations, arithmetic
functions and relations between diophantine equations that use arithmetic functions.

The initial part is dedicated to a historical survey covered by Number Theory
from ancient times to the present and an approach to a prominent mathematician
who probably lived in the 3rd century, in Alexandria, whom we now call "Father of
Algebra". Only a few pieces of information about his life survived but we cannot say
for shure that they are true nor if he known by this exact name - there are several
possible mutations for the name: Diophanto, Diophante or Diophantus. For clarity, we
will present the name of this mathematician in the form of Diophantus.

It was this mathematician who dealt, among other things, with indefinite equati-
ons, which in his honor are called diophantine equations. However, the topic of the
diophantine equation is relatively extensive and usually approaches basic theory, as
we observed after researching the PROFMAT website. Therefore, let us not activate
ourselves into demonstrating the various methods of resolution and discuss the most
varied types of diophantine equations, since they have already been extensively pre-
sented and discussed. Thus, in this work, we have approached certain diophantine
equations involving factorial and some well known arithmetic functions: ¢ Euler’s to-
tient function, o the sum of divisors function and 7 the number of divisors function,
as well as they relate, besides the examination and analysis of functions of the form
f(n))

m)
problems that make use of the arithmetic functions studied here.

The aim of this work is to create material that will motivate readers, to continue
working in the field of research, and therefore be able to make contributions to the
field of Mathematics. May teachers use this work as a good reminder of diophantine
equations for their preparation during regular and additional classes and that it can
serve as a “diving board” for the study of more complex diophantine equations.

= a, where f is one of the arithmetic functions ¢ or, o, and incorporating some

Keywords: Diophantine Equations, Arithmetic Functions, Factorial, Diophantus, Eu-
clidian Algorithim.
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Introducao

A Matematica é possivelmente a lingua natural do universo, segundo [32|. Desde
o inicio de nossa existéncia como espécie, os nimeros nos fascinaram profundamente.
O estudo dos nimeros naturais, a Teoria dos Numeros, ¢ um dos mais antigos ramos
da Matematica, no entanto, nao ¢ um assunto finalizado, pois, ainda existem muitos
problemas nao resolvidos.

A modelagem mateméatica de um problema real geralmente leva a resolucao de uma
“equagao”, um termo vago que pode abranger uma equagao diferencial, algébrica, com
derivadas parciais, transcendentais, entre outras, mas também diofantina cujas solugoes
fornecem a resposta para o problema.

A Teoria dos Numeros é, como o nome sugere, dedicada ao estudo dos nimeros,
primeiro e acima de tudo, dos niimeros inteiros mas também a outros conjuntos de
nimeros discretos. Como os ntimeros geralmente sao as primeiras entidades as quais os
nao matematicos visualizam, quando pensam em matematica (ao contrario de objetos
geométricos, fungoes etc.), talvez nao seja surpreendente que essa area tenha atraido
muita atencao em todos os tempos, pois os problemas classicos costumam ser faceis
de formular exigindo conhecimento apenas de matemética béasica e isso torna a area
atraente. Infelizmente, muitas vezes apenas as formulagoes dos problemas sao simples,
as provas sao muito longas, complicadas e técnicas e, com frequéncia, tém pouca se-
melhanca com os questionamentos iniciais. Pode-se dizer que é fécil explicar o que é
verdade, mas quase impossivel explicar por que é verdade, como exemplo, temos um
dos problemas mais famosos da Teoria dos Numeros e, talvez em toda a Matemética,
o Ultimo Teorema de Fermat.

Najera [32] afirma que a pureza da Teoria dos Numeros cativou os matematicos
geracao apoOs geracao, cada um contribuindo para o ramo que Carl Gauss descreveu
como a “Rainha da Matemdtica". Hoje, no entanto, um entendimento basico da Teoria
dos Nimeros é um precursor absolutamente critico para a engenharia de software de
ponta, especificamente software baseado em seguranca. Ela estd no centro da cripto-
grafia, a qual estd experimentando um periodo fascinante de rapida evolucao que vai
do famoso algoritmo RSA ao mundo popular de blockchain.

O estudo de equacoes diofantinas, em homenagem a Diophantus, é um problema
cuja origem se encontra na Antiguidade. HA mais de 2000 anos, os filésofos e matemé-
ticos da época estavam muito interessados nestes tipos de problema, cuja beleza vem,
em parte, do fato de que, mesmo que possam ser colocados de maneira simples, suas
solucoes sao muitas vezes extremamente complexas.

19
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Por que Equacoes Diofantinas?

Entre as razoes mais importantes pelas quais escolhemos o tema sobre equacoes

diofantinas como tema desta dissertacao, enfatizamos:

e Contetido Programatico do Ensino Fundamental e Ensino Médio

Como curriculo, as equacoes de Diophantus nao estao explicitamente presentes
nos curriculos regulares de Matematica do ensino fundamental e ensino médio,
contudo elas estao presentes no ensino e sao usadas como um material adequado
para a formacao do conteido didatico em todas as séries, porém em nenhum
momento, se destacam e nem seu conceito é explicitado. Geralmente aparecem
em tarefas e problemas resolvidos e, especialmente, em competicoes matematicas
de nivel superior.

A partir do quinto ano do ensino fundamental, elas estao presentes em varios
quebra-cabecas matematicos e problemas relacionados a divisibilidade de ntime-
ros, nimeros primos, principio de paridade, divisao de polinomios em fatores.
Dentro do topico de ensino do quinto ano, o seu estudo comeca sem mencionar
o proprio nome das equagoes diofantinas. No sexto ano, a realizagao do con-
tetido do ensino no campo da divisibilidade e dos ntimeros primos também ocorre
por meio das equagoes. No sétimo ano, elas estao presentes através do proces-
samento de fracoes e niimeros inteiros. No oitavo ano, o conteiido é abordado
através de problemas relacionados a classificagdo (uso do tdltimo digito), na re-
alizacdo da desmontagem de polinémios (uso de produtos) e na realizagdo de
"divisibilidade". Pela primeira vez, as equacoes de Diofanthus sao explicitamente
mencionadas como um tépico de ensino do ensino adicional em programas de
matematica do nono ano. Ele lida com equacoes diofantinas lineares, sistemas
lineares mais simples e sua aplicacao. Entao as equacgoes sao resolvidas usando
quocientes, somas, desigualdades, divisibilidade. As entidades organizadoras de
olimpiadas de matematica colocam as equagoes diofantinas no curriculo para a
competicao dos alunos do nono ano que ja estao no nivel estadual.

Nos programas de aulas adicionais de Matemaética para o ensino fundamental e
ensino médio, especificamente para Olimpiadas Matematicas, as equacgoes dio-
fantinas sao apresentadas por meio de equagoes lineares mais complexas, porque
se entende que o conhecimento elementar foi trazido aos alunos do ensino fun-
damental. A aplicagdo de transformagoes algébricas na resolugao de equagoes
diofantinas nao lineares mais complexas, o conteido em equacoes diofantinas
nao lineares, equacoes diofantinas quadraticas nao elementares, as equacoes que
se reduzem a elas e equacgoes diofantinas exponenciais além da equacgao de Pell
sao abordados.

Historicamente

A contribuicao de Diophantus para a Matematica, especialmente na Aritmética,
é extremamente significativa. Ele é chamado o “ Pai da Aritmética”, segundo [12],
por isso acreditamos que mereca mais estudos e publicacoes e que os professores
de Matematica devam aproximar as equacoes de Diophantus dos alunos.

Na segunda metade do século XX, a andlise de Diophantus tornou-se moderna
devido a sua proximidade com a geometria algébrica. Surpreendentemente, pra-
ticamente nada foi escrito sobre Diophantus, cujo nome esté ligado a uma anélise
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de equagoes com indeterminacoes, sendo um dos cientistas mais interessantes da
antiguidade. Segundo |12, até os historiadores da Matemaética as vezes tém uma
visao equivocada de seu trabalho, ao afirmar que a maioria deles pensa que ele re-
solveu um problema especifico, equivalente a uma equagao indefinida, por alguns
métodos especificos.

Mesmo a anélise de problemas simples de Diophantus mostram que ele nao apenas
colocou o problema de encontrar solugoes racionais em equacoes indefinidas, mas
também deu alguns métodos gerais para obté-las. Deve-se ter em mente que, na
matematica antiga, os métodos gerais nao eram apresentados em “forma pura”,
além de problemas gerais.

Relevancia das Equacgoes Diofantinas

As equacoes diofantinas sao relevantes porque representam a sintese de quase tudo
na Teoria dos Numeros (divisibilidade dos ntimeros, ntimeros primos, congruéncia,
etc.), teoria das equagdes, polindmios, equagoes, 10gica matemaética, etc.

O que é mais surpreendente na “Arithmetica” de Diophantus nao é apenas que
ele faca uso de uma linguagem completamente nova e sua ousada expansao do
dominio dos ntimeros, mas também os problemas que ele acabou por colocar e
resolver.

Metodologia

Muitos historiadores da ciéncia subestimaram o trabalho de Diophantus,pois pen-
savam que ele limitava seu trabalho a encontrar uma solugao. Por exemplo.
Henkel escreveu:

"... se 100 solucoes diofantinas forem dominadas, o matemaético

moderno encontrard um problema na solu¢ao do 1012 problema ..."
Pode-se dizer que essa avaliagao surgiu do fato de o livro de Henkel ter sido publi-
cado antes do surgimento das anotacoes de Poincaré, que indicavam os problemas
das equacoes de Diophantus.

Como razao também importante temos ideia de organizar as mais importantes
equagoes diofantinas em um s6 lugar e, com base no meu trabalho, ser capaz de
dominar métodos para resolver equacoes diofantinas, desenvolver a capacidade
de identificar, formular, analisar e resolver problemas que se reduzem as equacoes
diofantinas.

Uma equagao algébrica ou sistema de equacgoes algébricas com coeficientes reais
cuja solugao pertence a um conjunto de nimeros inteiros (ou nimeros racionais),
ou a algum conjunto de seus subconjuntos, é chamada de equacoes diofantinas
algébricas. A partir da propria definicao da equacao de Diophantus, pode-se
concluir que os requisitos, através das tarefas, podem ser muito diferentes e di-
versos. As respostas as perguntas feitas sao frequentemente muito dificeis, o que
confere a teoria das equagoes diofantinas uma grande importancia e a torna uma
das areas mais interessantes da Mateméatica Elementar. Esse fato requer o reco-
nhecimento de um método apropriado para resolvé-lo. A sistematizacao estrita
de métodos para resolver equacoes diofantinas certamente nao seria completa,
porque o procedimento geral pode ser definido apenas para algumas classes de
equacoes.
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Analise e Proposta

O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT é um
programa de Mestrado semipresencial na area de Mateméatica com oferta em nivel su-
perior sendo coordenado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), com apoio
do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA). Visando atender pri-
oritariamente os professores da Educagao Basica da Rede Publica de Ensino e nesse
sentido, os trabalhos de conclusao de curso devem abranger temas relativos ao curriculo
de Matematica da Educacao Basica. Até a quarta semana de agosto de 2020 existiam
5.348 registros de dissertagoes no site do PROFMAT, publicadas desde o ano de 2013.

Ao fazermos uma pesquisa no site do PROFMAT para sabermos qual seria o enfoque
dado sobre o tema que envolviam “equagoes diofantinas", veja [37] e a Tabela A.1 no
anexo, constatamos a presenca de 39 trabalhos distribuidos por 29 instituicoes de ensino
espalhadas pelo pais sobre o assunto, e ap6s uma anélise decidimos fazer um enfoque
até entao nao dado as mesmas.

Nesta analise observamos que os trabalhos em quase sua totalidade acabam por
apresentar algum tipo de relacao com o contexto da Escola Béasica. Em sua grande
maioria as dissertacoes além de apresentar os conteidos basicos referentes as equacgoes
diofantinas acabam por propor planos de aula, sequéncias didéticas, oficinas e ativi-
dades extraclasse, e, em alguns casos, inclusive apresentam aplicagoes e analise das
mesmas ou bem como uma anélise das consequéncias.

Em quase toda a sua totalidade a anéalise e do estudo das equacoes diofantinas
lineares é o tema principal onde as equacoes lineares em duas variaveis sao de alguma
forma citada em todos os trabalhos, ja analisando os trabalhos 1, 2, 8, 9, 10,17, 23,
29, 31, 34 e 37 presentes na Tabela A.1 encontramos as equacoes diofantinas em 3
variaveis, enquanto as equagoes lineares em n variaveis foram tema de 1, 2, 8, 9, 10,
11, 14, 23, 24, 29 e 34 na Tabela A.1.

J& as equagoes nao-lineares na Tabela A.1 foram analisados por 1, 2, 9, 10, 14, 18,
19, 20, 22, 23, 24, 29, 34 e 37 onde a abordagem pelas ternas pitagoricas ou equagoes
na forma z? + y? = 22 e o estudo acerca de suas infinitas solu¢des foram abordados
pelos trabalhos 1, 9, 10, 11, 14, 17, 18, 19, 20, 23, 29, 33 e 37 na Tabela A.1.

O estudo das equacoes diofantinas ajudou a desenvolver muitas ferramentas na
moderna Teoria dos Numeros. Por exemplo, para a prova do Ultimo Teorema de
Fermat, muitas ferramentas de geometria algébrica, curvas elipticas, teoria dos nimeros
algébricos, etc, foram desenvolvidas. Os trabalhos 1, 12, 14, 17, 19 e 29 constantes da
Tabela A.1 discorreram sobre este tema.

Entre os 23 problemas apresentados por Hilbert em 1900, o décimo problema dizia
respeito as equacoes diofantinas, veja o trabalho 19 na Tabela A.1. Hilbert perguntou
sobre a existéncia de um método universal para resolver todas as equagoes diofantinas.
Aqui n6s a reformulamos:

"Dada uma equacao diofantina com qualquer niimero de desconhecidos
e com coeficientes numéricos racionais integrais: Para conceber um processo
segundo o qual pode ser determinado por um nimero finito de operacoes
se a equacao é resolvivel em inteiros".

Em 1970, Y. Matiyasevich [30] deu uma solu¢do negativa para o décimo problema
de Hilbert. Seu resultado é o seguinte.
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Nao hd algoritmo que, para uma dada equacao diofantina arbitrdria,
diga se a equacao tem uma solucao inteira ou nao.

Importante observarmos que para solu¢oes racionais, o analogo do décimo problema
de Hilbert ainda nao foi resolvido. Ou seja, a questao de saber se existe um algoritmo
para decidir se uma equacao diofantina tem uma solugao racional ou nao ainda esté
em aberto.

Uma vez que nao ha um método geral para resolver as equagoes diofantinas, algumas
técnicas foram encontradas para resolver familias particulares de equacoes diofantinas,
como por exemplo o método de descida infinita de Fermat analisado na Tabela A.1 em
1, 12, 20, 23 e 24, ou a analise da equacao de Pell 22 — Dy? = 1, com D > 0 é um
numero natural e nao um quadrado, em homenagem ao mateméatico John Pell, e cada
uma dessas equacoes tem uma solugao mereceram os trabalhos de 9, 14, 19, 20, 21 e
23 na Tabela A.1.

A nossa proposta caminha, entdao, como ja mencionado, na direcdo de nao nos
atermos a esses assuntos ja tao bem estudados e analisados pelos académicos das mais
diversas instituicoes e focarmos em uma anélise de algumas fun¢oes aritméticas, funcao
¢ de Euler, a funcao o e a funcao 7, bem como as mesmas se relacionam e trabalhar
as equacoes diofantinas que envolvem essas fungoes aritméticas e assim analisarmos

f(nh)
!

m)!
aritméticas ¢ a funcao totiente de Euler ou o a funcao soma dos divisores além de
incorporamos alguns problemas que fazem uso de func¢oes aritméticas aqui estudadas.

as funcoes da forma = a, analisadas por |27, 28|, na qual f é uma das fungoes

Estrutura da Dissertacao

As equacoes diofantinas sao uma parte importante da Teoria dos Nimeros a qual é
um dos ramos mais antigos da matematica. A maioria dos grandes mestres das ciéncias
matematicas, em algum momento de suas carreiras, acabou por contribuir com a Teoria
dos Ntumeros.

O tema das equacoes diofantinas é muito extenso e interessante, poucas pessoas per-
cebem que os problemas que lidam com a vida cotidiana levam a equacoes diofantinas.
Este trabalho lida, principalmente, com equacoes diofantinas de Brocard-Ramanujan
e suas variacoes associando-as a funcoes aritméticas e fatoriais.

Na secao anterior elencamos o que nos levou a escolha das equacoes diofantinas, além
de acabarmos por estabelecer uma breve relacao entre os topicos bésicos de equagoes
diofantinas e sua abordagem nos trabalhos de dissertacao presentes no PROFMAT.

No Capitulo “Apresentacao - Teoria dos Nimeros” iniciamos elencando os princi-
pais conceitos e antecedentes histéricos da Teoria dos Niumeros até a atualidade. Em
seguida, acabamos por situar Diophantus, com o seu pioneirismo, na utilizacao siste-
matica de abreviagoes para poténcias de ntimeros, para as relacoes e operagoes e as
equagoes diofantinas dentro desse contexto.

Optamos por essa abordagem para oportunizar a professores, alunos do ensino
fundamental e médio e demais interessados que entrem em contato com a evolucao
da Teoria dos Numeros no decorrer dos séculos, com Diophantus acerca de sua vida
e obras de uma forma mais panoramica, sendo um elo motivacional ao estudo das
equagoes diofantinas.

O capitulo “Conceitos Basicos e Notacoes” tem como objetivo servir como refe-
réncia ao apresentarmos algumas ferramentas que serao utilizadas ao longo de nossa
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dissertacao, servindo assim como uma referéncia rapida ou uma atualizacao na Teoria
dos Numeros. Além de fazermos uma breve introducao a equacgoes diofantinas onde
definimos as equacoes diofantinas lineares, demonstramos as principais propriedades
que as envolvem e as aplicagoes que fazem uso de tais propriedades. Mostramos como
encontrar a solucao geral de uma equacgao diofantina linear.

A anadlise e estudo deste capitulo proporciona aos interessados uma grande ferra-
menta de auxilio na resolucao dos mais diversos problemas, além de propiciar o desen-
volvimento do raciocinio logico, conciliando a interpretagao dos problemas juntamente
com as referidas resolugoes e céalculos.

O estudo de funcoes é uma parte importante da matematica moderna. Existem
funcoes peculiares a quase todos os ramos da matematica. Existem outras que, embora
uteis em muitas areas diferentes da matematica, tém sua origem em um ramo especifico.
Elas, geralmente, sao identificadas de alguma forma com o ramo de sua origem.

As funcgdes mais intimamente identificadas com a Teoria dos Numeros sao geral-
mente chamadas de Funcoes Aritméticas. Elas sao diferentes da maioria das funcoes
encontradas na algebra ou na andlise, ji que, geralmente, sao definidas nos ntmeros
inteiros ou em um subconjunto dos nimeros inteiros. As vezes, é feita uma extensao
aos nimeros reais e questoes de comportamento analitico sao estudadas. No entanto,
elas geralmente sao mais tteis no estudo de niimeros naturais ou de niimeros inteiros.
No capitulo denominado Func¢oes Aritméticas introduzimos algumas dessas fungoes,
com suas respectivas propriedades e a inter-relagao entre as funcoes o, 7 e ¢ abordadas
nesse trabalho. Os fatoriais também sao abordados apresentando-se sua defini¢ao e
suas principais propriedades relacionado-os com as funcoes aritméticas.

Baseado no trabalho de Florian Luca |27, 28], o capitulo Equa¢oes Diofantinas as-
sociadas as funcoes aritméticas e fatoriais é parte central de nossa dissertagao no qual
estabelecemos uma relagao entre esses trés topicos da Teoria dos Numeros e exami-
namos e classificamos as solucoes para certas equagoes diofantinas envolvendo fatori-
ai? e) algumas funcoes aritméticas bem conhecidas. Analisamos as funcoes da forma
f(n!

m!
a fungao soma dos divisores. E finalizando o capitulo incorporamos alguns problemas

que fazem uso de funcoes aritméticas por nés abordadas.

Na sociedade atual, a maioria dos estudantes ou adultos pensa que evitarid usar
operacoes numéricas mais complexas; muitos deles nunca ouviram falar de equagoes
diofantinas e pensam que nao precisam delas em suas vidas. Entretanto observamos
que, em nosso dia a dia, deparamo-nos com equacoes diofantinas em muitos casos.
No capitulo Transposicao Didatica, apresentamos algumas aplicacoes das equagoes
diofantinas no cotidiano que podem ser resolvidas através da analise diofantina ou até
mesmo através de estratégias de resolucao como tentativa e erro, método pictorico e
de conceitos da Teoria dos Ntimeros.

Esta dissertacao é destinada nao s6 a estudantes do ensino fundamental e médio,
mas também a professores, universitarios, participantes de competicoes matematicas,
bem como a qualquer interessado em matematica. No tltimo capitulo, Consideragoes
Finais, apresentamos nossas consideracoes finais e recomendagoes e esperamos que o
contato com este trabalho permita a todos conjecturar, comparar e estabelecer estra-
tégias mentais de forma criativa na resolucao de situagoes-problema de outras areas do
conhecimento relacionando-as com as equacoes diofantinas.

= a, na qual f é uma das funcoes aritméticas ¢ a funcao totiente de Euler ou o
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Teoria dos Numeros é um assunto vasto e desafiador; é tao antigo quanto a ma-
tematica e tao atual quanto as noticias de hoje. Seus problemas retém seu fascinio
por sua aparente mas, muitas vezes, enganosa simplicidade e uma beleza irresistivel.
Com uma historia tao rica a Teoria dos Niimeros certamente merece ser chamada, nas
famosas palavras de Gauss, “a Rainha da Matemadtica”.

O objetivo deste capitulo ¢ mostrar como a Teoria dos Nimeros evoluiu ao longo
da historia e quais topicos foram de interesse até mesmo para os matematicos da atu-
alidade. Os primeiros matematicos elaboraram muitos problemas, porém nao tinham
as ferramentas necessarias para soluciona-los. Com o desenvolvimento da Matematica
ao longo dos anos, muitos resultados antigos foram comprovados.

A Teoria dos Numeros é o ramo da Matematica que lida com as propriedades dos
inteiros, mais especificamente as propriedades dos inteiros positivos. Ao contrario da
maioria dos outros campos da Matemaética, ela remonta a mais de 4500 anos no pas-
sado. Apesar da idade, ainda existem algumas perguntas que nao foram respondidas.
Um grande ntimero de principios nesse campo foi descoberto por experimentos expli-
citos. Desde a Antiguidade Classica e através do seu grande desenvolvimento de 1600
a 1800, a Teoria dos Numeros foi separada na maioria das vezes, de outros campos da
Matematica. Os problemas da Teoria dos Nimeros nao sao relevantes apenas para os
matematicos; atualmente, esses problemas sao atraentes para muitos leigos e a Teoria
dos Ntumeros é apontada como um campo da Matematica em que as sugestoes e palpites
de amadores apresentam muitos resultados valiosos. A maioria dos grandes pesquisa-
dores de Ciéncias Mateméticas, em algum momento de suas carreiras, contribuiu para
a Teoria dos Numeros.

A Teoria dos Numeros é um dos ramos mais antigos da Matematica Moderna, en-
tretanto, ao longo dessa longa historia, ela sempre foi considerada parte da Matematica
Pura (tedrica) e ndo se esperava que ela tivesse aplicacdes concretas. E uma disciplina
com resultados demonstraveis e muitos de seus problemas podem ser declarados com
facilidade, mas geralmente requerem métodos complexos de diferentes campos e dreas
para serem estudados. Suas formulacoes modernas sao de amplo alcance e tém lagos
estreitos com a Geometria Algébrica, Analise e Teoria de Grupos, juntamente com
aspectos computacionais. Talvez, devido a natureza fundamental e profunda dos ni-
meros inteiros, a Teoria dos Numeros desempenhe um papel especial em Matemética
e suas aplicacoes.

25
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1.1 Conceitos e Antecedentes Historicos da Teoria dos
Ntiimeros

A Teoria dos Numeros é, como o nome sugere, dedicada ao estudo dos nimeros,
primeiro e principalmente ntimeros inteiros mas também outros conjuntos discretos de
nimeros complexos. Como os niimeros geralmente sao a primeira entidade (em oposi¢ao
aos objetos geométricos, fungdes, etc.) nao é de surpreender que essa area tenha
atraido mais atencao no campo dessa disciplina. Os problemas classicos costumam
ser faceis de formular requerendo apenas algumas notacoes bésicas e isso torna a area
atraente. Infelizmente, muitas vezes sao apenas as formulacoes dos problemas que sao
simples; as provas sao muito longas, complicadas e técnicas e, frequentemente, tém
pouca semelhanca com as afirmacoes originais.

A primeira abordagem cientifica para o estudo de inteiros, ou seja, a verdadeira
origem da Teoria dos Numeros segundo Burton [12] é atribuida aos gregos que estavam
em divida com os babilonios e antigos egipcios sobre um ntcleo de informacoes das
propriedades dos niimeros naturais. Por volta de 600 a.C., Pitagoras e seus discipulos
fizeram um estudo minucioso dos niimeros naturais.

Sobre a vida de Pitagoras é quase impossivel se afirmar algo com alguma certeza.
De acordo com Aragao [4], com as melhores estimativas, ele nasceu entre 580 e 562
a.C. na ilha Aegeab de Samous, nao muito longe de Mileto. Ele estudou no Egito e na
Babilonia. Ele se estabeleceu em Créton, um povoado grego prospero no sul da Italia,
para onde fugiram muitos gregos antes da invasao persa. A Escola Pitagorica, segundo
[12] ndo era apenas um local de estudo em Filosofia e Matematica, mas também uma
comunidade que governava toda a vida de seus membros através de regras especiais.
Sua escola estava concentrada em quatro matemaéticas, ou assuntos de estudo: Arith-
matica (Aritmética no sentido da Teoria dos Nimeros nao a arte de calcular), Harmonia
(Musica), Geometria (Geometria) e Astrologia(Astronomia).

De acordo com [12] Pitagoras dividiu seus alunos em dois grupos, a saber: os
Probacionarios (ou ouvintes) e os Pitagoricos. Os Pitagoricos formavam uma fraterni-
dade muito unida, mantendo todos os bens do mundo em comum e limitada por um
juramento de nao revelar os segredos dos fundadores. Por tempo os Pitagoricos auto-
craticos conseguiram dominar o governo local em Croton, todavia uma revolta popular
em 501 a.C. levou ao assassinato de muitos de seus membros proeminentes e o proprio
Pitagoras foi morto pouco depois.

Ainda em [12] encontramos que os Pitagoricos acreditavam que a chave para um es-
clarecimento acerca do universo estava em numeros e formas, sendo que seu pensamento
era que “ Tudo é nimero” (inteiro positivo). A doutrina pitagorica é uma estranha mis-
tura de filosofia cosmica e misticismo numérico. Uma espécie de supernumerologia que
atribufa um inteiro definido a todas as coisas materiais ou espirituais. A filosofia de
Pitagoras é especial, visto que nao atribui o papel a um problema, mas a niimeros. Co-
nhecimento de matematica e niimeros é a chave para entender o mundo. Os ntimeros
devem ser entendidos como matéria do mundo e como uma maneira de descrevé-lo. A
matéria consiste basicamente em pontos, retas, planos e corpos geométricos que corres-
pondem simbolicamente aos nimeros 1,2, 3 e 4. A soma desses nimeros - 10 (décadas),
pelos pitagoricos, ¢ um numero perfeito (representado pela figura tetraktis) no qual o
segredo do cosmos esta oculto.

Segundo [12] uma ciéncia dos nimeros divorciada da filosofia mistica comegou a
se desenvolver inicialmente em Alexandria que permaneceu como centro cultural e
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Figura 1.1: Pitagoras e o Tetraktis -Década Pitagorica

Fonte: https://www.marcelouva.com.br/quem-foi-pitagoras-de-samos/ ,
https://pt.wikipedia.org/wiki/Tetraktys

comercial do mundo helinistico por quase mil anos. Apods a queda de Alexandria,
a maioria dos estudiosos migrou para Constantinopla. De acordo com [12], durante
os 800 anos seguintes, enquanto o aprendizado formal no Ocidente desaparecia, em
Constantinopla se preservou o trabalho matematico das varias escolas gregas no Museu
Alexandrino, um precursor da universidade moderna, reunindo na biblioteca mais de
700.000 volumes copiados a mao.

Em [12] de todos os nomes reconhecidos associados ao Museu, o de Euclides, or-
ganizador da Escola de Matematica, estd em uma classe incomum. Embora, ao longo
da historia da humanidade, muitos estudiosos tenham dado seus postulados e varias
teorias, é Euclides quem é chamado de “ Pai da Geometria”. Ele colecionou nao apenas
todas as suas reflexoes e teorias, mas também as teorias de seus antecessores em sua
obra “Elements” que saiu em mais de 1700 edicoes desde a primeira versao impressa
em 1482 e, sem duvida, fez de Euclides o principal mateméatico de todos os tempos.
Além disso, nao surpreende que sua obra seja considerada a obra mais traduzida, im-
pressa e pesquisada da histéria da humanidade apos a Biblia. O nome de Euclides é
freqiientemente associado a geometria e é por isso que tendemos a esquecer que trés
dos livros VII, VIII e IX sao dedicados a Teoria dos Numeros.

Para [12| o que o mundo antigo sabia foi esquecido em grande parte durante o torpor
intelectual da Idade das Trevas, e foi somente apés o século XII que a Europa Ocidental
voltou a ter consciéncia da Matematica. O renascimento da erudicao cléssica foi esti-
mulado por traducoes em latim do grego e, mais especialmente, do drabe. Infelizmente
nao foi encontrada nenhuma cépia do trabalho que data realmente do proprio tempo de
Euclides, as edicoes modernas sao descendentes de uma revisao preparada por Theon
de Alexandria, um comentarista do século I'V. De varias fontes, podemos aprender algo
sobre Euclides como pessoa. Por exemplo, seu contemporaneo, o mateméatico Papus
de Euclides, diz que ele era um homem virtuoso, humilde e quieto, ignorante da arro-
gancia e do egoismo. Ele era considerado um homem que vivia apenas para a ciéncia e
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Figura 1.2: Euclides - Pai da Geometria

Fonte : https://www.infoescola.com /biografias/euclides/

persistia na visao de que o conhecimento era necessario apenas em beneficio do proprio
conhecimento, e nao em beneficio proprio.

Outro matematico grego, segundo [12], cujo trabalho na Teoria dos Nimeros per-
manece significativo, é Eratostenes de Cirene(276-194 a.C.). Embora a posteridade se
lembre dele principalmente como diretor da mundialmente famosa biblioteca em Ale-
xandria, Eratostenes era talentoso em todos os ramos da aprendizagem, sendo apelidado
de “Beta” porque dizia-se que ele estaria pelo menos em segundo lugar em todos os
campos. Talvez a facanha mais impressionante de Eratostenes tenha sido ter calculado
a medida exata da circunferéncia da Terra por uma simples aplicagdo da Geometria
Euclidiana.

Para [9, 12] Eratostenes é o primeiro a sistematizar a geografia, por isso nao sur-
preende que hoje seja conhecido como o " Pai da Geografia". Ele projetou varios ins-
trumentos astronomicos que sao utilizados ha séculos. Foi ele quem sugeriu que um
dia bissexto fosse adicionado a cada quarto ano no calendario e tentou compilar uma
cronologia precisa do mundo coletando datas de eventos cientificos e politicos desde o
cerco de Troia. Eratostenes determinou a inclinacao da ecliptica, ou seja, a inclinagao
da Terra em direcao ao circulo imaginario que o sol aparentemente esta se movendo,
medindo a inclinacao da Terra com alta precisao. Eratostenes, em seu trabalho “Ge-
ografia”, resumiu todos os seus métodos e os resultados de suas medicoes e calculos,
lancando as bases da orientacao matematica em geografia. Infelizmente, nem a menci-
onada “Geografia” nem a obra “Sobre a Medi¢ao da Terra” sao preservadas, entretanto
aprendemos sobre elas com os escritos de filésofos posteriores, como Kleomed e Strabo.
Ele também fez um mapa geografico do mundo entao conhecido. Além disso, ele esbo-
¢ou, com muita precisao, a rota do Nilo para Cartum.

Eratostenes era amigo de Aristoteles e, gragas a essa correspondéncia, algumas das
obras de Aristoteles foram preservadas.

[9, 12] afirmam que talvez o maior matematico da Idade Média tenha sido Leonardo
Bigollo (Leonardo Pisano, Leonardo Pizanski, Leonardo de Pisa) nascido em Pisa, cen-
tro comercialmente importante localizado na Italia, viveu em meados dos séculos XII e
XIIT (1170-1240). Leonardo de Pisa é historicamente conhecido pelo apelido Fibonacci,
um derivado de duas palavras fillius + bonnacci que, na mistura de latim e italiano,
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Figura 1.3: Eratostenes e a Medicao do Raio da Terra

Alesandna

Fonte : https://tecnoblog.net/meiobit/398976 /professores-dia-21-de-marco-
participem-do-experimento-eratostenes/,
https://www.forcesystem.com.br/como-eratostenes-descobriu-que-a-terra-e-redonda-
ha-2200-anos/

obtém o significado de “filho do bem-intencionado”. Seu pai era um comerciante e
grande parte de seus negocios era no norte da Africa, desta forma, Leonardo durante
suas viagens com o pai, teve a oportunidade de se encontrar com grandes matematicos
que estavam fora do chamado “ Circulo Oriental” (Egito, Siria, Argélia, Grécia, etc.)
descobrindo a magia dos algarismos ardbicos e da matemética.

Mais tarde, Fibonacci retornou a Italia e, aos 32 anos, publicou a sua obra mais
famosa intitulada “Liber Abaci” (1202) que se caracteriza como um tratado completo
sobre os métodos e os problemas algébricos em que o uso dos numerais hindu-arabicos
é fortemente recomendado em sua aplicacao a uma ampla variedade de situacoes coti-
dianas durante o comércio.

Segundo [12] em seu capitulo inicial, o “Liber Abaci” traz a teoria de que a Aritmética
e a Geometria sao interligados e, por consequéncia, auxiliam-se mutuamente; porém, ao
analisarmos a obra como um todo, Fibonacci discorre mais sobre niimeros, descrevendo
primeiro as nove cifras hindu-arabicas juntamente com o simbolo 0 (zephiriunem em
arabe), explica métodos de calculo com inteiros e fragoes, calculo de raizes quadradas e
cubicas, resolucao de equacoes lineares e quadraticas tanto pelo método da falsa posicao
como por processos algébricos. As raizes negativas e imaginarias nao sao admitidas,
ademais, ha uma farta colecao de problemas dentro os quais o que deu origem a famosa
Sequéncia de Fibonacci - S, = (1,1,2,3,5,8,13,...):

"Um homem coloca dois coelhos em um espaco cercado por uma parede por
todos os lados. Quantos pares de coelhos podem ser produzidos a partir
desse par em um ano se, em cada més, cada par de coelhos novos trouxer ao
mundo outro par, que se torna produtivo a partir do segundo més?"([12])

Ainda segundo [12] em 1220 Fibonacci publicou “Practica Geometriae” uma cole¢ao
de material sobre Geometria e Trigonometria, num compilado de rigor euclidiano, com
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destaque a prova de que as medianas de um triangulo se dividem na razao 2 : 1 e um
analogo tridimensional do Teorema de Pitagoras.

Figura 1.4: Leonardo de Pisa - Fibonacci e a Espiral de Fibonacci

Fonte : http://www.mat.uc.pt/ jaimecs/mcel2/fibo.html

Em [9, 12] encontramos que as obras de Fibonacci agucaram o interesse do impe-
rador sacro-romano Frederico Il e o convidou para participar de um torneio de mate-
maéatica que promoveria em sua corte. Um dos problemas propostos era encontrar um
numero racional tal somando-se ou subtraindo-se 5 do quadrado do primeiro, o resul-
tado seja o quadrado de um nimero racional. Tanto o problema quanto a sua solucao se
encontram descritos no “Liber Quadratorum”, um trabalho inteiramente dedicado a pro-
blemas diofantinos de segundo grau, como a obtencao da solugao simultanea (racional)
do par de equacoes 22 +5 = y2, 22 — 5 = 22, sendo ainda digno de nota, a estimativa
notavelmente exata da tinica raiz real da equacao cibica 2® + 222 + 102 = 20; seu
valor, em notacao decimal, de 1.3688081075..., esta correto com nove casas decimais
apresentado em seu tratado intitulado “Flos” (1225). Todos esses trabalhos acabaram
por impulsionar Fibonacci no mundo da Matematica colocando-o numa posicao de
destaque entre os matematicos mais importantes como Diophantus e Fermat.

E irénico que, apesar de suas muitas realizacoes, Fibonacci seja lembrado hoje,
principalmente porque o teérico dos nimeros do século XIX, Edouard Lucas atribuiu
seu nome a uma sequéncia que aparece em um problema trivial no “Liber Abaci”.

Segundo [12] poucos periodos produziram tantos talentos para a Matematica como o
século XVII, no qual surgiram tantos homens de notavel capacidade quanto surgiram no
milénio anterior. Apenas no Norte da Europa podemos destacar entre outros Desargues,
Descartes, Pascal, Wallis, Bernoulli, Leibnitz e Newton. Outro estudioso brilhante,
foi o funcionario publico francés, Pierre de Fermat(1601-1665). Fermat, o Principe
dos Amadores, foi o ultimo grande matematico a usar o assunto como um subtopico
do saber nao cientifico. Tendo por profissao a advocacia e a magistratura ligada ao
parlamento provincial em Toulouse, ele buscou refigio da controvérsia na abstragao
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da matemética. Fermat, evidentemente, nao tinha nenhum treinamento particular em
Matematica, sendo que ele nao demonstrou nenhum interesse em seu estudo até os 30
anos. Para ele, era apenas um passatempo a ser cultivado no tempo livre, todavia
nenhum praticante de seus dias fez grandes descobertas ou contribuiu mais para o
avanco da disciplina. Sendo um dos inventores da Geometria Analitica, ele estabeleceu
as bases técnicas de calculo diferencial e integral e com Pascal estabeleceu as diretrizes
conceituais da teoria da probabilidade. O verdadeiro amor de Fermat pela matematica
era, sem duvida, a Teoria dos Numeros que ele resgatou do reino da supersticao e do
ocultismo, no qual h4 muito tempo estava aprisionada.

Figura 1.5: Pierre de Fermat e o seu tltimo Teorema

Fermat’s Last
theorem

There are no three positive integers
x, y, and z for which

xn+yn= zﬂ

for any integer n > 2

e gl

Fonte: https://impa.br/wp-content /uploads/

Segundo |12] sua contribuigdo acabou por ofuscar os demais e podemos afirmar
que o ressurgirmento do interesse pelo lado abstrato da Teoria dos Niimeros comegou
com Fermat que preferia o prazer que derivava da pesquisa matemética a qualquer
reputacao que isso pudesse lhe trazer. De fato, ele acabou por publicar,usando as
iniciais M.P.E.A.S., apenas um manuscrito durante sua vida e, apenas cinco anos antes
de sua morte. Como uma compensacao parcial por seu desinteresse em publicacao,
Fermat manteve uma volumosa correspondéncia com matematicos contemporaneos.
Encontramos a maior parte de seu trabalho nas cartas para amigos com quem ele
trocou problemas e a quem ele relatou seus sucessos. Eles fizeram o possivel para
divulgar o talento de Fermat, passando essas cartas de mao em mao ou fazendo copias
que foram despachadas pelo continente.

Ainda em [12]| encontramos que as suas obrigacoes parlamentares exigiam cada vez
mais de seu tempo e foi nas margens da copia pessoal de Fermat da edicao “Bachet de
Diophantus” que ele mantinha muitos de seus famosos teoremas na Teoria dos Numeros.
Apo6s 5 anos de sua morte, esse material foi descoberto pelo seu filho Samuel que acabou
por lancar uma nova edicao da Arithmetica incorporando os celébres resultados obtidos
por seu pai. Fermat tinha como hébito anotar alguns resultados, mas omitir todos os
passos que levavam a conclusao, talvez pelo pouco espaco disponivel. A posteridade,
com certeza, desejou que as margens da “Arithmetica” fossem mais amplas ou que
Fermat tivesse sido um pouco menos reservado quanto a seus métodos.
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A importancia do trabalho de Fermat nem reside tanto em qualquer contri-
buicao para a matemética de sua época, mas no impacto encorajador nas
geracoes posteriores de matematicos acerca da Teoria dos Numeros.(|12])

No final do século XVII e parte do inicio do século XVIII, o principal papel da
Matematica foi assumido pelos seguidores de Newton e Leibniz que aplicaram suas
ideias de célculo para resolver varios problemas em fisica, astronomia e engenharia.

Burton em [12] afirma que transcorreu-se pelo menos um século até que um mate-
mético de primeira linha, Leonhard Euler(1707-1783), compreendesse ou apreciasse o
significado de sua obra. Muitos dos teoremas anunciados sem provas por Fermat cede-
ram & sua habilidade e é provavel que os argumentos utilizados por Euler nao fossem
substancialmente diferentes daqueles que Fermat disse possuir.

Figura 1.6: Leonhard Euler - Funcao Phi de Euler
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Fonte: https : //en.wikipedia.org/wiki/Leonhardguler

Segundo [12] Euler pode ser considerado o matematico mais prolifico, visto que
ele escreveu ou ditou mais de 700 livros e artigos em toda sua vida. Deixando tanto
material nao publicado que os mesmos continuaram a ser publicados pela Academia de
Sao Petersburgo por aproximadamente 50 anos ap6s a sua morte em 1783.

Ainda em [12] na Matemaética Pura, Euler integrou o calculo diferencial de Leibniz
com o método de Newton em anélise matemética. Ele refinou a nocao de funcao, criou
notacoes matemaéticas e fundamentou a Teoria das Funcoes Especiais introduzindo as
Fungoes Transcendentais Beta e Gamma. Euler foi pioneiro no campo da Topologia e
e transformou a Teoria dos Nimeros em uma ciéncia declarando a Teoria do Niumero
Primo e a Reciprocidade Biquadratica. Na fisica, articulou a Dinamica Newtoniana e
introduziu os fundamentos da Mecanica Analitica, culminando na “Teoria dos Mowvi-
mentos dos Corpos Rigidos”(1765). Euler faz seu trabalho publico contrastar com o
sigilo habitual no tempo de Fermat.

Em [9, 12] encontramos que Leonhard Paul Euler nasceu na Basileia, Suica, sendo
encaminhado por seu pai para a Universidade de Basileia visando aprofundamento
em Teologia, no entanto a Geometria o cativou. Com a ajuda de Johann Bernoulli,
Euler conseguiu o consentimento de seu pai para seguir os caminhos da Matematica,
unindo-se em 1727 a Academia de Ciéncia de Sao Petersburgo, tornando-se professor de
Fisica em 1730 e de Matematica em 1733. A reputagao de Euler ganha notoriedade em
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1736/37, apos a publicacao de alguns artigos e de seu livro intitulado “Mechanica”; que
apresenta a Dinamica Newtoniana em forma de Analise Mateméatica. Em 1745, Euler
ingressa na Academia de Ciéncia de Berlim onde manteve sua cadeira por 25 anos.
Durante esse periodo, tornou-se diretor de Secao Matemaética e escreveu 200 artigos, 3
livros de Analise Matematica e a popularizacao cientifica denominada “Cartas” para a
princesa da Alemanha composta por 3 volumes que foram publicados entre 1768/1772.

Acabou retornando & Rissia em 1766 a convite de Catherine a Grande, no en-
tanto devido a problemas oculares ficou praticamente cego, porém isso nao o impediu
de continuar suas pesquisas e fundamentar tratados em Otica, Algebra e Movimento
Lunar.

Segundo [9, 12] Johann Bernoulli foi um matematico discipulo de Leibniz e junta-
mente com seu irmao Jacques Bernoulli introduziu em 1669 a palavra integral.

Figura 1.7: Johann Bernoulli

Fonte : https://alchetron.com/Johann-Bernoulli

Em 1671 iniciou os estudos na Teoria do Célculo Diferencial e Integral , publicando
um ano depois, dois livros sobre Calculo. Para ganhar a vida, tornou-se professor par-
ticular de Guilherme Francois [L’Hospital para o qual passava todas suas descobertas
matemaéticas, o que acabou culminando na publicacdo da Regra de L’Hospital; “And-
lise dos Infinitamente Pequenos” que focava na resolucao de limites indeterminados.
A publicacao é categorizada como o primeiro livro de Célculo Diferencial e Integral
editado no mundo, sendo fundamental para a disseminacao do Célculo entre os estudi-
osos do século XVIII. Esse livro teve um sucesso tao grande que foi publicado durante
dois séculos sendo que, no prefacio, L’'Hospital agradece as contribui¢oes de Bernoulli
e Leibniz.

Ainda segundo [12]|, em 1675, inicia sua carreira de professor na Universidade de
Groningen fundamentando os estudos que o levariam a desenvolver o Célculo Varicional
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propondo, na Revista Acta Eruditorium, o problema do tempo minimo de descida de
um corpo sob a acao do campo gravitacional.

Em 1711, Bernoulli era amplamente conhecido por seus trabalhos dentro da mate-
matica, fisica e engenharia, principalmente no que concerne a propriedade da catenéria.
Johann Bernoulli comeca a apresentar uma séria parandia em 1712 que o leva ao isola-
mento e a recusa de compartilhar seus conhecimentos e suas teorias. Apos ficar isolado,
seu quadro de satde piora e acaba por falecer em 1748 aos 81 anos.

Na Franga, apds a morte de Descartes, Pascal e Fermat segundo [12]| nenhum mate-
matico francés de estatura comparavel apareceu por mais de um século. Na Inglaterra, a
Matematica tinha nomes como Newton e depois Taylor, Sterling e Maclaurin, enquanto
Leibniz aparecia na Alemanha. Bernoulli e Euler marcaram a atividade matematica na
Suica por seu trabalho. No final do século XVIII, Paris tornou-se novamente o centro
dos estudos matematicos devido ao glorioso trabalho de Lagrange, Laplace e Legendre.

Figura 1.8: Joseph Louis Lagrange e sua obra Mecanique Analityque

MECHANIQUE

ANMALITIQUE:

4 PARIE,

O is Veors DEEATHT,; Db,
Fan A Sugien

K.
Fonte : https://www.thefamouspeople.com /profiles/joseph-louis-lagrange-446.php,
https://archive.org/details /mcaniqueanalyt02lagr

Joseph-Louis Lagrange(1736-1813) era um matematico e astronomo italiano de nas-
cimento, alemao por adocao e francés por opcao que viveu na Era do [luminismo. Ele
fez contribuicoes consideraveis nos campos da Analise Matematica e da Teoria dos
Nuameros. Segundo [12|, Lagrange, quando entrou na universidade, tinha grande in-
teresse em Fisica, porém ao ler um trecho dos méritos do célculo newtoniano, ficou
entusiasmado com a nova matematica que estava transformando a mecanica celeste.
A Academia Francesa de Ciéncias logo se acostumou a incluir Lagrange em suas com-
peticoes em seus prémios bienais e, entre 1764-1788, ele ganhou cinco dos cobigcados
prémios por suas aplicacoes de matematica aos problemas da astronomia. Tornou-se
professor de matemética na Escola de Artilharia de Turima aos 19 anos de idade e é
conhecido por sua afirmacao:

“Se eu fosse rico, nunca faria matematica.”

Leonhard Euler reconheceu seu talento e, frequentemente, revisou seus trabalhos.
Grande parte da contribuicao de Lagrange para a Teoria dos Nimeros sao as provas
de teoremas ja conhecidos.
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Em [12], em 1766, quando Euler partiu de Berlim para Sao Petersburgo, Frederico
providenciou que Lagrange preenchesse o posto vago acompanhando o seu convite com
uma mensagem modesta que dizia:

“E necessario que o maior geometra da Europa viva perto do maior dos
Reis.”

Nos vinte anos seguintes, segundo [12], Lagrange atuou como diretor da Sec¢ao de
Matematica da Academia de Berlim, produzindo trabalhos de alta distin¢ao que aca-
baram por culminar em seu monumental tratado, o “Mecanique Analytique” (publicado
em 1788 em quatro volumes).

Embora a pesquisa de Lagrange abrangesse um extraordinario espectro amplo, ele
possuia, assim como Diophantus e Fermat, um talento especial para a Teoria dos
Nuameros .

O trabalho de Lagrange inclui a primeira prova do Teorema de Wilson que se n
¢ primo, entdo (n — 1)! = —1(mod n); a investigacdo das condigbes sob as quais +2
e +5 sdo residuos quadraticos ou nao residuos de um primo impar (—1 e £3 foram
discutidos por Euler); encontrando todas as solugoes inteiras da equagao z? — ay?® = 1;
e a solucao de varios problemas colocados por Fermat no sentido de que certos primos
podem ser representados de maneiras particulares (tipico disso é o resultado que afirma
que todo primo p = 3(mod 8) tem a forma p = a® + 2b?). Além, ¢é claro, a descoberta
pela qual Lagrange adquiriu seu maior renome na Teoria dos Nimeros, a prova de que
todo numero inteiro positivo pode ser expresso como a soma de quatro quadrados.

Em 1770, em “Meditationes algebraicae”, Edward Waring(1741-1793) afirmou que
um de seus alunos, John Wilson, conjeturou que, se p é primo, ele divide (p — 1)! + 1,
mas a prova parecia dificil devido & falta de notacao para expressar nimeros primos.

Wilson parece ter advinhado isso com base em calculos numéricos, segundo [12].
Nem ele nem Warring sabiam como provar, o que se pode atestar através de sua
declaragao de que:

“Teoremas desse tipo serao muito dificeis de provar devido a auséncia de
uma notacao para expressar nimeros primos.”

(Ao ler a passagem, Gauss pronunciou seu comentario revelador sobre “notagoes versus
nocoes”, segundo o qual em questoes dessa natureza era a nogao que realmente impor-
tava, nao a notagao). Apesar da previsao pessimista de Warring, Lagrange, logo depois,
em 1771, deu uma prova do que na literatura é chamada de “Teorema de Wilson” e
observou que o contrario também se mantém.

Ainda em [12], os estudos de Euler sobre residuos quadraticos foram desenvolvidos
pelo matematico francés Adrien Marie Legendre(1752-1833). As memorias de Legendre
“Recherches d’Analyse Indeterminee” (1785) contém uma descri¢ao da Lei da Recipro-
cidade Quadréatica e suas muitas aplicagoes, um esbo¢o de uma teoria da representagao
de um nimero inteiro como a soma de trés quadrados e a declaracao de um famoso
teorema:

“Toda progressao aritmética ax + b, onde mdc(a,b) = 1, contém um
ntmero infinito de nimeros primos.”

Em [12], os topicos abordados em “Recherches” foram desenvolvidos de maneira
mais completa e sisteméatica em seu “Essai sur la Theorie des Nombres”, publicado em
1798. Isso representava o primeiro tratado “moderno” dedicado exclusivamente a Teoria
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Figura 1.9: Adrien Marie Legendre
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Fonte : https://www.thefamouspeople.com/profiles /adrien-marie-legendre-591.php

dos Numeros, cujos precursores eram traducoes ou comentarios sobre Diophantus. O
“Essai sur la Theorie des Nombres” de Legendre foi posteriormente expandido para sua
“Theorie des Nombres.”

Embora Legendre nao tenha feito grandes inovacoes na Teoria dos Numeros, para
[12] ele levantou questoes frutiferas que forneceram objeto de investigacdo para os
matematicos do século XIX.

Ainda em [12]| é extremamente importante que Carl Friedrich Gauss(1777-1855)
tenha publicado “Disquisitiones Arithmeticae” em 1801 uma obra monumental, onde
encontramos os fundamentos da Moderna Teoria dos Nimeros. Nela, Gauss organizou e
resumiu muitos trabalhos e, em seguida, adentrou com ousadia na fronteira da pesquisa.
Ao observar que o problema de resolver nimeros compostos em fatores primos era um
dos mais importantes e tteis em aritmética, Gauss acabou por fornecer a primeira
prova moderna do Teorema da Fatoracao Unica. Ele também deu a primeira prova
da lei da Reciprocidade Quadrética, um resultado profundo da suposi¢ao anterior de
Euler. Ele alegou que um teorema pertence aquele que faz a primeira demonstracao
rigorosa. O indignado Legendre foi levado a reclamar:

“Esse excesso de insoléncia é inacreditavel em um homem que tem mérito
pessoal suficiente para nao ter a necessidade de se apropriar das descobertas
de outros.”

Toda discussao sobre prioridade entre os dois foi intitil, porque cada um se apegou
a correcao de sua posi¢ao, nenhum prestou atencao ao outro.

Para agilizar seu trabalho, de acordo com [12], Gauss introduziu a ideia de congruén-
cia entre os numeros, isto é, ele definiu a e b para ser congruente moéodulo m (escrito
a = bmodm ) se m dividir igualmente a diferenca a — b. Por exemplo, 39 = 4mod 7.
Essa inovacao, quando combinada com resultados como o Pequeno Teorema de Fermat,
tornou-se um elemento indispensavel da Teoria dos Ntumeros.

Gauss publicou cinco demonstracoes diferentes do que chamou de “ a joia da Aritmé-
tica Superior”, e outra foi encontrada em seus artigos. Gauss seguiu para uma sucessao
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Figura 1.10: Carl Friedrich Gauss e Disquisitiones Arithmeticae
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de triunfos, cada nova descoberta segue os passos de um trabalho anterior. A tese de
Doutorado de Gauss de 1799 forneceu uma prova rigorosa do Teorema Fundamental da
Algebra. O Teorema Fundamental da Algebra sempre foi um dos favoritos de Gauss e
ele deu ao todo quatro demonstracoes distintas.

Inspirados por Gauss, segundo [12], outros mateméticos do século XIX aceitaram o
desafio. Sophie Germain (1776-1831), declarou certa vez: nunca paro de pensar na Te-
oria dos Numeros e acabou por fazer importantes contribuicoes ao Ultimo Teorema de
Fermat, e Adrien-Marie Legendre(1752-1833) e Peter Gustav Lejeune Dirichlet(1805-
59) confirmaram o teorema para n = 5, ou seja, eles mostraram que a soma de quintas
poténcias retorna um nimero na quinta poténcia. Em 1847, Ernst Kummer(1810-1893)
deduziu ainda mais esse fato, provando que o Ultimo Teorema de Fermat era verda-
deiro para uma grande classe de expoentes; mas infelizmente, ele nao pode descartar a
possibilidade de que isso fosse falso para uma grande classe de expoentes; portanto, o
problema permanecia sem solucao.

Em |12] encontramos que o mesmo Dirichlet, que supostamente mantinha uma copia
das “Disquisitiones Arithmeticae” de Gauss, acabou por contribuir de forma tnica ao
provar que, se a e b nao possuem fator comum, a progressao aritmética a, a+b, a+2b, a+
3b, ... deve conter infinitos primos. Entre outras coisas, isso acabou por estabelecer
a existéncia de infinitos primos na forma 4k + 1 e também na forma 4k — 1. Mas o
que tornou esse teorema tao excepcional foi a utilizacao de técnicas de calculo para
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Figura 1.11: Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Fonte:
http://mfht206.aries.dyu.edu.tw/history/19/19germanyface/Dirichlet /Dirichlet.html

se estabelecer um resultado na Teoria dos Ntimeros, e essa surpreendente estratégia,
embora engenhosa, acaba por marcar o inicio de um novo ramo a Teoria Analitica dos
Ntameros.

O Teorema dos Nimeros Primos é possivelmente uma das maiores realizacoes do
século XIX e sobre isso podemos discorrer um pouco mais. Primeiro, vamos usar
m(n) para especificar o nimero de primos menor ou igual a n. Portanto, 7(10) = 4
porque 2,3,5 e 7 sao os quatro nimeros primos que nao excedem 10. Da mesma forma
m(25) = 9 e m(100) = 25. Em seguida, considere a propor¢ao de nimeros menor ou

m(n (10

m(n) % = 0, 40, significando que 40%
n

dos ntmeros que nao excedem 10 sao primos. Outras proporcoes sao mostradas na

Tabela 1.1 que se encontra a seguir.

igual n que sao primos, isto é . Claramente

Tabela 1.1: Teorema dos Ntumeros Primos

m(n) 1

5 m(n) n logn
102 25 0.2500 || 0.2172
10* 1.229 0.1229 || 0.1086
109 78.498 0.785 || 0.0724
108 5.761.455 0.0570 || 0.0543
1010 455.052.511 0.0455 || 0.0434
1012 37.607.912.018 0.0377 || 0.0362
10 || 3.204.941.750.802 || 0.0320 || 0.0310

O padrao nao é muito claro, mas o Teorema do Nimero Primo pode pelo menos
aproximar-se de um padrao e portanto, fornecer uma regra para a distribuicao de
nimeros primos entre os nimeros inteiros. O Teorema diz que, para n grande, a
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m(n)

¢ aproximadamente @, logn é o logaritmo natural de n. Esse
vinculo entre nimeros primos e logaritmos ¢ extraordinario, segundo [12].

Um dos primeiros a notar isso foi o jovem Gauss, segundo [12], cujo exame de tabelas
e nimeros primos sugeria isso a sua mente fértil. Apos a exploracao de Dirichlet das
técnicas analiticas na Teoria dos Numeros, Bernhard Riemann(1826-1866) e Pafnuty
Chebyshev(1821- 1894) fizeram progressos substanciais antes que o Teorema do Numero
Primo fosse provado em 1896 por Jacques Hadamard(1865- 1963) e Charles Jean de la
Vallée-Poussin (1866-1962). Isso levou o século XIX a um fim triunfante.

Para Burton [12], o século seguinte assistiu um crescimento explosivo na pesquisa
da Teoria dos Numeros. Juntamente com a Teoria dos Numeros Classica e Analitica,
os estudiosos passaram a explorar subcampos especiais, como Teoria dos Niimeros Al-
gébricos, Teoria dos Niumeros Geométricos e Teoria dos Niumeros Combinatorios. Os
conceitos se tornaram mais abstratos e as técnicas mais complexas. Inquestionavel-
mente, o assunto havia crescido além dos sonhos mais loucos de Fermat.

Para [12] o génio incandescente Srinivasa Ramanujan(1887-1920) foi um dos grandes
colaboradores no inicio do século XX. O treinamento formal de Ramanujan foi limitado
por sua curta vida, e ele invadiu o campo da Matematica através de uma série de
descobertas notaveis onde a Teoria dos Numeros Analiticos foi sua especialidade. Suas
publicacoes traziam titulos como “Numeros altamente compostos” e “Prova de que quase
todos 0s nimeros n sio compostos por fatores primos log (logn).”

propor¢ao

Figura 1.12: Srinivasa Ramanujan

Fonte : https://www.ndtv.com/education /national-mathematics-day-country-
remembers-man-who-knew-infinity-srinivasa-ramanujan-2152613

Em [5, 23] encontramos que Paul Erdos(1913-1996) é uma figura lendaria na Teoria
dos Nimeros do século XX. Foi um génio hungaro conhecido por suas idéias profundas,
seu amplo circulo de colaboradores e suas particularidades pessoais. Nascido em Bu-
dapeste, filho de pais professores de matemaética do ensino médio acabou aprendendo
matematica a distancia. Com quatro anos de idade, ele estava familiarizado com ni-
meros negativos e foi capaz de multiplicar ntiimeros de quatro digitos. Ele entreteve
os amigos de sua mae convertendo a idade deles em segundos. Ele disse a si mesmo
que, quando crianca, tinha um senso muito bom de nimeros. Questionado sobre por
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que os nimeros sao bonitos, ele respondeu: E como perguntar por que a Nona Sinfonia
de Beethoven é bonita. Se eles nao sao bonitos, nada é bonito. Aos 16 anos, seu pai
lhe ensinou séries infinitas e a teoria dos conjuntos. Erdods, aos 18 anos, acabou por
publicar uma prova bastante simplificada de um teorema de Chebyshev, afirmando
que, se n > 2, entao deveria existir um primo entre n e 2n. Este é o primeiro de uma
série de resultados teoéricos numéricos que durariam a maior parte do século. Nesse
processo, Erdos, que também se envolveu com combinatoria, teoria de grafos e teoria
das dimensoes, publicou mais de 1500 artigos com mais de 500 colaboradores de todo
o mundo, tornando-se assim ao lado de Euler o mateméatico mais prolifico ao longo do
tempo. Ele era um ndémade, constantemente procurando novas matemaéticas de uma
universidade para outra, e obtendo resultados surpreendentes. Nao era incomum ele
chegar, sem aviso prévio, declarando que seu cérebro estava aberto e logo em seguida
mergulhar entusiasticamente nos problemas mais recentes.

Figura 1.13: Paul Erdos
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Fonte: https://numeroimaginario.wordpress.com/2016,/09/20/paul-erdos-uma-vida-
dedicada-a-matematica/

Cabe ressaltar que existem dois desenvolvimentos que merecem ser ressaltados. O
primeiro foi a invencao do computador eletronico, cuja velocidade foi vantajosamente
aplicada a questoes da Teoria dos Numeros. Por exemplo, Euler especulou que pelo
menos quatro quarta poténcias devem ser somadas para que a soma seja uma quarta
poténcia. Mas em 1988, usando uma combinac¢ao de discernimento matematico e o uso
do computador, o americano Noam Elkies descobriu que 2.682.440* 4 15.365.639* +
18.796.760* = 20.615.673*. Um contra-exemplo estupendo que destruiu a conjectura
de Euler (O numero a direita contém 30 digitos, portanto, ndo é de admirar que Euler
tivesse cometido um erro).

E o segundo é que a Teoria dos Numeros ganhou um estilo aplicado, pois desem-
penhou um papel instrumental no projeto de esquemas de criptografia amplamente
utilizados no governo e nos negocios. Ele se baseia na decomposicao de gigantescos
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nimeros em nimeros primos - uma fatoragao que é conhecida pelos usuarios do co-
digo, enquanto a possivel quebra de codigo nao. Essa aplicagao contradiz a visao de
longa data da Teoria dos Numeros, ou seja, a Teoria dos Numeros ser bonita, mas
essencialmente inttil.

A Teoria dos Numeros do século XX atingiu um climax em 1995, quando o inglés
Andrew Wiles juntamente com seu colega britanico Richard Taylor acabam provando o
Ultimo Teorema de Fermat. Wiles teve sucesso onde muitos falharam com uma prova
de 130 paginas de incrivel complexidade, que certamente nao caberia em nenhuma
margem.

Alguns problemas ainda permanecem em aberto apesar do esfor¢o de muitos. Pro-
vavelmente, assim como o Ultimo Teorema de Fermat eles acabem por serem resolvidos,
ou acabem permanecendo como desafios no futuro. Desta forma estes mistérios, que
exigem esforcos de pesquisa em uma ampla gama de disciplinas matematicas acabem
por justificar a caracterizacao da Teoria dos Nimeros como o tiltimo grande continente
incivilizado da matematica.

1.2 Revisao histérica de Diophantus e sua Arithme-
tica

Segundo Bashmakova [6] na segunda metade do século XX, a analise de Diophantus
se tornou moda devido a sua proximidade com a geometria algébrica. Surpreendente-
mente, praticamente nada foi escrito sobre Diophantus, cujo nome esté ligado & anélise
de indeterminados e é um dos estudiosos mais interessantes da Antiguidade. Até os
historiadores da Matemética as vezes tém uma visao equivocada de seu trabalho. A
maioria deles pensa que ele resolveu um problema especifico equivalente a uma equacao
indefinida por alguns métodos especificos.

Até os simples problemas de Diophantus a partir da analise mostram que ele nao
apenas colocou o problema de encontrar solucoes racionais em equacoes indetermina-
das, mas também deu alguns métodos gerais para obté-las. Deve-se lembrar que na
matematica antiga, métodos gerais nao eram apresentados em “forma pura”, além de
problemas gerais. Por exemplo, quando Archimedes calculou a area de uma elipse e
o volume de uma esfera, ele usou o método de somas integrais e o caminho de limites
sem fornecer, no entanto, uma descricao geral e abstrata dos métodos utilizados. Nos
séculos XVII e XVIII, os cientistas tiveram que estudar cuidadosamente suas obras e
interpreta-las para estudar o método geral. O mesmo vale para Diophantus. Seus mé-
todos foram entendidos e transformados para a solugao de novos problemas por Viete
e Fermat no momento em que os trabalhos de Archimedes estavam sendo decifrados.

Em [6] embora a descoberta do calculo diferencial e integral por Newton e Leibniz
basicamente tenham encerrado o método de integracao de Archimedes, a evolucao dos
métodos diofantianos foi estendida por varios séculos e entrelagada com a teoria das
fungoes algébricas e com a geometria algébrica. A evolucao das ideias de Diophan-
tus pode ser rastreada até o trabalho de Henri Poincaré e André Weil. Isso torna
interessante a historia da anilise de Diophantus.

Muitos historiadores da ciéncia pensam que Diophantus se limitou a nimeros raci-
onais positivos e nao tinha conhecimento de niimeros negativos. Vamos tentar mostrar
que esse nao é o caso, que em sua “Arithmetica” ele estendeu o dominio ao campo
dos nimeros racionais. A visdo que a maioria tem da matemaética esta baseada nos
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“Elements” de Euclides e nas obras de Archimedes e Apolonio, mas Diophantus acaba
por nos proporcionar um mundo igualmente rico e bonito de aritmética e algebra.

1.3 Diophantus

Bashmakova em [6] afirma que Diophantus representa um dos maiores quebra ca-
begas da historia da Ciéncia. Nao sabemos quando ele viveu e nao conhecemos os seus
predecessores que podem ter trabalhado na mesma area. Suas obras lembram um fogo
piscando em uma escuridao impenetravel.

Ele pode ter vivido a qualquer momento durante um periodo de 500 anos. O limite
inferior é facilmente determinado, porque em seu livro sobre Poligonos, Diophantus
menciona com frequéncia, o matemaéatico Hipsikles de Alexandria que viveu no século 11
a.C. Por outro lado, nos comentarios de “Almagest de Ptolomeu”, Theon de Alexandria
cita trechos do trabalho de Diophantus. Theon viveu em meados do século IV aC. Dai
o periodo de 500 anos.

Em [6] o historiador francés de Matematica Paul Tannery, responséavel pelos mais
completos textos de Diophantus, tentou estreitar este intervalo de tempo. Na Biblioteca
Escurial ele encontrou escritos do intelectual Michael Psellus, um estudioso bizantino
do século XI, que foi usado para datar Diophantus com maior precisao. Nesse escrito,
Psellus menciona o trabalho sobre Arithmetica (o “Método Egipcio dos Numeros”, como
ele o chama) por um certo Anatolius que foi dedicado a Diophantus. Tannery identi-
ficou esse autor com o historicamente conhecido Anatolius de Alexandria, um fil6sofo
que era o bispo de Laodicéia (uma cidade antiga na atual costa Siria) por volta de 270-
280 d.C., e que de fato foi o autor de um tratado sobre Aritmética, dos quais temos
fragmentos. Supondo que um tratado possa ser “dedicado” apenas a uma pessoa ainda
viva, isso colocaria Diophantus no século III d.C.. Trechos deste trabalho “Introducao
a Aritmética” sao citados em obras preservadas de Iamblichus e Eusebius.

Figura 1.14: Diophantus
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Segundo [6] a “Arithmetica” de Diophantus ¢ dedicada ao “reverendo Dionysus”
que interessava-se pela Aritmética e seu estudo. Enquanto o nome Dionysus era rela-
tivamente comum na época, Tannery assumiu que o “reverendo Dionysus” tinha que
ser procurado entre as pessoas conhecidas desse periodo que ocupavam posicoes pro-
eminentes. Surpreendentemente, descobriu-se que um certo Dionysus, que de 231 em
diante foi diretor da escola crista de Alexandria, tornou-se bispo da cidade em 247. E
por este motivo que Tannery identificou este Dionysus com o que Diophantus dedicou
a sua obra, e assim chegou a conclusao que Diophantus viveu em meados do século III.
Na auséncia de uma cronologia melhor, temos a de Paul Tannery.

Todavia o lugar onde Diophantus viveu é bem conhecido. E a famosa Alexandria,
centro do pensamento cientifico do mundo helénico.

Apos o colapso do enorme império de Alexandre - o Grande,segundo [6], o Egito foi
governado por Ptolomeu Lagus, um dos generais de Alexandre, que fez da nova cidade
de Alexandria sua capital. Esse centro comercial multilingue logo se tornou uma das
mais belas cidades da antiguidade. Por muitos séculos, Alexandria foi o centro cientifico
e cultural do mundo antigo, por causa da fundacao do Museu por Ptolomeu, o templo
das Musas, uma espécie de Academia de Ciéncias que atraiu importantes estudiosos que
eram remunerados e seu dever era essencialmente meditar e envolver-se em discussoes
com seus alunos. Essa Academia de Ciéncias incluia uma espléndida biblioteca que,
em certa época, chegou a ter por volta de 700.000 manuscritos. Nao é de admirar que
os estudiosos e os jovens sedentos de conhecimento se dirigissem a Alexandria para
ouvir fil6sofos ilustres, aprender Astronomia e Matematica e mergulhar no estudo de
manuscritos tinicos nas salas da biblioteca.

Segundo [6], na virada do século III para o século II a.C.; o museu brilhou com
os nomes de Euclides, Apollonius, Eratosthenes e Hippharcus. Nos primeiros séculos
d.C. sofreu um declinio temporario, devido ao declinio da casa dos Ptolomeus e as
conquistas romanas (Alexandria foi conquistado em 31 d.C.), mas nos primeiros séculos
d.C. foi regenerada devido ao apoio dos imperadores romanos. Do Século I ao século III,
estudiosos como Heron, Ptolomeu e Diophantus trabalharam ali. Alexandria continuou
a ser o centro cientifico do mundo. A esse respeito, Roma nunca foi sua rival, pois,
simplesmente nao existia a ciéncia romana.

A fim de fazer uso de tudo o que se sabe sobre a pessoa de Diophantus, citamos o
seguinte enigma:

“Caminhante! Aqui estao sepultados os restos de Diofanthus. E os ni-
meros podem mostrar (milagre!) quao longa foi a sua vida, cuja sexta parte
foi a sua bela infancia. Tinha decorrido mais uma duodécima parte de sua
vida, quando seu rosto se cobriu de pélos. E a sétima parte de sua existén-
cia decorreu com um casamento estéril. Passou mais um quinquénio e ficou
feliz com o nascimento de seu querido primogénito, cuja bela existéncia du-
rou apenas metade da de seu pai, que com muita pena de todos desceu a
sepultura quatro anos depois do enterro de seu filho.”

O texto traduzido para a lingua da Algebra teria o seguinte significado:

e O numero coorrespondente ao seu tempo de vida - x

. , . P . "y
e Um sexto de sua vida é constituido por uma infancia maravilhosa - 5

x
e Um dozeavos é sua juventude - 2
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x
Diophantus passou um sétimo de sua vida casado sem filhos - -

e Mais cinco anos se passaram até Himen lhe dar um filho - 5

T

Destino quis que seu filho vivesse duas vezes menos que seu pai - 5

e O velho viveu por mais quatro anos em profunda dor por seu filho perdido - 4

Para traduzir isso na equacao algébrica:

r xr x x
S+ 4I5S+ 4d=2
6 12 7 2

A partir disso, é facil concluir que Diophantus viveu 84 anos. Nao é necessario
conhecer a arte de Diophantus para dominar isso. Basta saber que vocé resolve uma
equacgao de primeira ordem com uma variavel desconhecida, algo que os escribas egipcios
sabiam e fizeram ja em 2000 a.C.

Mas para [6] o enigma mais mistificador ¢ o trabalho de Diophantus. Apenas seis
dos 13 livros que compdem a “Arithmetica” chegaram até nos. Seu estilo e contetido
diferem radicalmente das obras antigas classicas na Teoria dos Ntimeros e Algebra cujos
modelos sabemos dos “Elements” e “Dados” de Euclides e dos lemas de Archimedes e
Apollonius. A “Arithmetica” é, sem duvida, o resultado de numerosas investigagoes que
sao completamente desconhecidas para nés. Nos s6 podemos adivinhar as suas raizes
e admirar a riqueza e beleza dos seus resultados.

Segundo [6], “Arithmetica” de Diophantus é uma colegao de problemas que vém com
uma ou mais solugoes e as explicacoes necessarias. Dal a impressao inicial de que isso
nao é um trabalho teérico. Mas uma leitura minuciosa mostra que os problemas foram
cuidadosamente escolhidos e servem para ilustrar métodos definidos e rigorosamente
pensados. Seguindo a norma da antiguidade, os métodos nao sao declarados de forma
geral, mas reaparecem nas solugoes de problemas do mesmo tipo.

1.4 Numeros e Simbolos

Para Bashmakova [6] o primeiro livro de Diophantus é precedido por uma ¢ Intro-
ducao Geral” onde comega com definicoes fundamentais e uma descri¢ao literal dos
simbolos que serao utilizados.

Na matematica cléssica grega, em “Elements” de Euclides, os ntimeros (dpm?;w’(,
a partir dessa palavra era chamada de “ Aritmética” (a Ciéncia dos Numeros) significa-
vam colegoes de unidades, que eram nimeros inteiros. Fragoes e irracionais nao eram
chamadas de ntimeros. Estritamente nao ha fragoes nos “Elements”, a “unidade” foi
vista como indivisivel, e em vez de fragoes de unidade, foi considerada como propor-
¢oes de numeros inteiros. Quantidades irracionais assumiram a forma de proporcoes de
segmentos incomensuraveis. Assim, para os gregos do periodo classico o nimero que
agora é denotado por v/2 foi a relacdo entre a diagonal de um quadrado de lado um.
Nao houve ntimeros negativos e nem equivalentes de niimeros negativos. No caso de
Diophantus a imagem é radicalmente diferente.

Em [6] encontramos que Diophantus da a defini¢do tradicional de um nimero como
uma colecao de unidades, mas quando se trata de seus problemas, ele procura racio-
nalmente solucoes positivas e chama cada uma delas de nimero “apidpuc.”
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Mas isso nao é tudo. Diophantus introduz ntimeros negativos: ele se refere a eles
pelo termo especial “AeT2(”, derivada da palavra “Aeimw” estar ausente, nao basta -
para que o proprio termo pudesse ser traduzido como “escassez”. Diophantus chama
um numero positivo “vrapéi(” de existéncia, ser. A forma plural dessa palavra denota
propriedade. Assim, termos de Diophantus para os nimeros assinalados sao proximos
aos utilizados durante a Idade Média no Oriente e na Europa. Muito provavelmente,
esses termos eram simplesmente traducoes do grego para o arabe, sanscrito e latim, e
depois nas diferentes linguas européias.

Muitos tradutores de Diophantus processam “Aeiyt(” como subtraendo. Isto esta
errado. De fato, para indicar a operacao de subtracao Diophantus usa os termos
“apeleir” ou “apaipsi” derivados da palavra “agaipew”, para subtrair. Ao trans-
formamos as equacoes diofantinas freqiientemente usamos a expressao padrao “vamos
adicionar a ambos os lados Aety(”.

Ao entrarmos numa anélise filologica detalhada do texto de Diophantus nos conven-
cemos de que é correto traduzir os termos de Diophantus como “positivo” e “negativo”.

Bashmakova afirma que Diophantus formula para nimeros relativos a seguinte regra
de sinais: “um negativo multiplicado por um negativo produz um positivo, enquanto
um negativo por um positivo produz um negativo e o sinal distintivo, pois, o negativo
é “”, invertido e encurtado (letra) v.”

Ele continua:

“Agora que eu expliquei a vocé a multiplicagao de poténcias e seus re-
ciprocos, a divisao de tais expressoes também se torna clara. Agora seré
uma boa coisa para o iniciante fazer exercicios envolvendo adicao, subtra-
¢ao e multiplicacao de expressoes algébricas. Ele deve saber como adicionar
expressoes positivas e negativas com coeficientes diferentes para outras ex-
pressoes, que podem ser positivos ou, igualmente, positivos e negativos, e
subtrair de expressoes que podem ser somas ou diferencas de outras gran-
dezas. [6]"

Note que enquanto Diophantus esta procurando apenas por solugoes racionais po-
sitivas, ele prontamente usa ntimeros negativos em calculos intermediarios. Assim, é
seguro dizer que Diophantus estendeu o dominio do niimero para o campo dos racionais,
onde se pode facilmente realizar todos as operagoes aritméticas.

Segundo [6] em “Arithmetica” encontramos pela primeira vez o simbolismo literal.
Diophantus introduziu as seguintes notacoes para as seis poténcias z, 22, ..., 2% da
incognita x:

e a primeira poténcia - ¢

a segunda poténcia - AY de Avvau(, forca, poténcia;

. ~ . /
a terceira poténcia - k", de kvfo(, cubo;

a quarta poténcia - AYA de Avvaucdvvau , quadrado quadrado;

e a quinta poténcia - Ax¥ de Avvauoyvfotr, cubo quadrado;

A . / ’
a sexta poténcia - k'k kvfBoxv o, cubo cubo.
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Conforme [6], Diophantus denota o termo constante, isto é z7, pelo simbolo M*,
isto é, pelas primeiras duas letras em pova(; ou unidade.

Ainda, segundo [6], ele introduziu um simbolo especial X para expoentes negativos.
Nesse caminho ele poderia denotar os primeiros seis expoentes negativos da incognita.
Por exemplo, ele denotou 272 e 73 por AVX e k¥X respectivamente.

Assim, para [6], Diophantus tinha um simbolismo para denotar poténcias positivas e
negativas de uma tnica incégnita x até a sexta poténcia. Ele nao conseguiu introduzir
um simbolo para uma segunda incégnita o que acabou por complicar grandemente
a solucdo de problemas. As vezes, dentro de um tnico problema ¢ denota mais de
um numero desconhecido(incognita). Em adigao a estes simbolos, Diophantus usou o
simbolo [J para um quadrado indeterminado. Por exemplo, se, a condicao do problema,
é a soma dos produtos de dois nimeros e um deles é para ser um quadrado, entao o
iltimo é denotado por L.

Entao Diophantus d& as regras para a multiplicacao de x™ por z™ para m e n
positivos e negativos (| m |< 6, | n |< 6).

Para o sinal de igualdade Diophantus usou o simbolo to - as duas primeiras letras
da palavra top(; que significa igual. Tudo isso permite que ele escreva equagoes na
forma literal. Por exemplo, ele escreveu a equacao :

20222 + 13 — 102 = 13

mais precisamente
27202 + 2°13 — 10 = 2°13

como

— af o
A%aBor th it oMe.

Os gregos usavam as letras do alfabeto com barras sobre elas para denotar niimeros.
As primeiras nove letras @, 3, ...0 denotaram os nimeros de 1 a 9. Os nove seguintes
denotaram os miultiplos de 10 de 10 a 90. Os ultimos nove (o alfabeto de 24 letras foi
aumentado pela adigdo de trés letras mais antigas) denotava as novecentas. Assim, por
exemplo, @ = 200 , § = 2, de modo que o3 = 202. Similarmente, 7 = 10, 33, assim
1B = 13, segundo [6].

Na introdugao, de acordo com [6], Diophantus formula regras de transformagao de
equacoes que envolviam a adicao de termos iguais aos dois lados da equacao e reducao
de termos semelhantes. Mais tarde, essas duas regras se tornaram bem conhecidas sob
seus nomes arabizados de “ al-jabr” e “al-muqabala”.

Vemos que, de acordo com [6], quando se trata de nomear e denotar as poténcias
de incognitas conhecidas Diophantus prefere usar os termos geométricos “ quadrado”
e “cubo”. Mas quando estabelece equacgoes, ele adiciona um quadrado ou um cubo
para um lado, ou seja, ele os trata nao como imagens geométricas, mas como nimeros.
Além disso, ele acha possivel introduzir “quadrados quadrados” e ”cubos quadrados”,
e assim por diante, sem qualquer pensamento de amarra-los a espacos tidimensionais.
Em outras palavras, no uso da terminologia geométrica. Diophantus estava meramente
seguindo uma tradi¢ao estabelecida.

Assim segundo [6], encontramos aqui uma constru¢ao completamente nova da al-
gebra, com base na aritmética e nao, como no caso de Euclides, na geometria. Mas
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longe de ser um simples retorno a algebra numérica dos babilonios, esse é o comego de
uma construcao da algebra literal, que encontrou sua linguagem adequada nas obras
de Diophantus.

Para Bashmakova em [6], ele foi o primeiro a empregar simbolos na algebra grega,
usando o simbolo (arithmos) para uma quantidade desconhecida, bem como simbolos
para operacoes algébricas e para poténcias. “Arithmetica” também é significativo por
seus resultados na Teoria dos Numeros, como o fato de que nenhum inteiro da forma
8n + 7 pode ser escrito como a soma de trés quadrados.

“ Arithmetica” é uma colecao de problemas que dao informagcoes sobre solucoes
aproximadas para equacoes até o grau trés e que também contém equacoes que lidam
com equacoes indeterminadas. Acredita-se que a “Arithmetica” original tenha com-
preendido 13 livros, mas os manuscritos gregos sobreviventes contém apenas seis. Os
outros sao considerados obras perdidas. E possivel que esses livros foram perdidos em
um incéndio que ocorreu pouco depois de Diophantus morrer.

Diophantus de Alexandria foi fundamental no desenvolvimento da Matematica sim-
plesmente porque ele introduziu algumas abreviagoes e caracteres para simplificar a
notagao. Ele nos deixou muitas das tarefas que estabeleceu para si mesmo, ou que ja
sao conhecidas pelos mateméticos que viveram antes dele. A maioria das atribuigoes
de Diophantus interfere na Teoria dos Nimeros e ele estd sempre procurando solugoes
entre nimeros naturais ou racionais. Geralmente, suas tarefas exigem encontrar alguns
numeros que satisfacam certas condicoes algébricas e acaba por escolher niimeros cons-
tantes para que a tarefa seja solucionavel e satisfeita com uma solucao. Diophantus,
além de considerar os resultados negativos e nulos sem sentido, introduziu a relagao de
igualdade de niimeros e as regras de como lidar com eles, alguns tém Diophantus como
"Pai da Algebra".






2 Concelitos Basicos e Notacoes

O objetivo desse capitulo é servir como uma referéncia util, por isso, apresentamos
algumas ferramentas que serao utilizadas ao longo de nossa dissertagao, servindo assim
como uma referéncia rapida ou uma atualizacao na Teoria dos Nimeros.

As presentes anotacoes sao baseadas no texto de James K. Strayer [43]|, embora o
material coberto seja bastante padrao e possa ser encontrado, com pequenas variacoes,
na maioria dos textos de Teoria dos Nimeros a nivel de graduacao.

2.1 Divisibilidade e Fatorizacao

A Teoria Elementar dos Numeros é o estudo das propriedades de divisibilidade dos
inteiros. Na medida em que essas propriedades de divisibilidade formam a base para
o estudo de topicos mais avancados na Teoria dos Niumeros, elas podem ser pensadas
como a base para toda a area da Teoria dos Nimeros.

Um conjunto de niimeros estd bem ordenado quando cada um de seus subconjuntos
nao vazios tem um elemento minimo.

Teorema 2.1. (Principio da Boa Ordenagao)- Existe um elemento minimo em qual-
quer conjunto nao vazio de inteiros positivos.

Demonstrag¢ao. Admitindo que 0 € A, pois caso 0 € A certamente seria 0 0 menor
elemento de A, assim I,, # (), ja que 0 € A, logo 0 € I,,. Temos que o menor elemento
de A deve ser um ntmero da forma n+1 para algum n € N, desta forma, I, C N— A =
{z € N, tal que,x & A}.

Consideremos o conjunto:
X={zxeN|[,CN-A}

Podemos observar que I,, = {0,1,...,n} C N — A significa que nenhum elemento
de I, pertence a A. Consequentemente, todos os elementos de A sdao maiores que n.
Como A # 0, entao X € N, de modo que, nao podemos aplicar o quarto axioma de
Peano ao conjunto X, ou seja, existe algum n € X tal que n 4+ 1 ¢ X. Assim todos os
elementos de A sao maiores que n, mas nem todos maiores que n+ 1. Dain+1¢é o
menor elemento de A. O

Observagao 2.2. (Quarto Axioma de Peano) - Seja X um conjunto de niimeros
naturais (isto ¢, X € N). Se 0 € X e se além disso, o sucessor de todo elemento de X
ainda pertencer a X, entao temos que X = N.

49
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Este principio pode ser tomado como um axioma sobre inteiros e serd a chave para
provar muitos teoremas. Como resultado, vemos que qualquer conjunto de inteiros
positivos esta bem ordenado, enquanto o conjunto de todos os inteiros nao esta bem
ordenado.

Definigao 2.3. (Divisibilidade) - Sejam a e b dois inteiros. Dizemos que a divide
b (denotamos por a | b) se existe um inteiro k tal que b = ka. Se a nao divide b,
denotaremos a { b.

Propriedade 2.4. (Propriedades de Divisibilidade) - Sejam a,b e ¢ trés inteiros.
Entao:

e (i)ala,

e (ii)Sea|beb|aentdo|al=|b],

e (iii) Sea|beb|centdoa|ec,

e (iv)Sea|beb|centdo a|br + cy, para todo (z,y) € Z2,
e (v)Seb#0eal|bentdo|a|<|b].

Proposicao 2.5. (Algoritmo Euclidiano) - Sejam a e b dois inteiros tais que b # 0,
entao existe um niumero inteiro unico q e um numero inteiro unico r tal que temos:

a=¢gb+r, com0<r<|b|.

Demonstragao. (Existéncia) Supomos que b > 0 (a mesma prova deve ser feita para
b
b < 0). Seja ¢ o maior inteiro tal que ¢b < a entdo ¢ = |—] onde |[z] denota a parte
a
inteira de . Entao temos
gb <a<(qg+1)b. (2.1)

Podemos colocar r = a — gb e, portanto, a Equagao(2.1) implica que 0 < r < b.
(Unicidade) - Assumimos que a = gb+ r = ¢'b+ r’. Entao temos:

(gb+7)=(db+1")=0=qgb—qb' +r—1"=0= (¢g—¢)b=1"—1.

Podemos assumir que ' > r entdo ' —r € {0,...,b—1} e se (¢ —q)b =1r" —r, temos
(uma vez que (¢ — ¢') é um inteiro) que b | ¥’ — r. Entao,

r—r=0=1r"=nr,
e, portanto, (¢ — ¢')b = 0 implica que (¢ — ¢') = 0. O

Nesta se¢ao, definimos o maximo divisor comum (mdc) de dois inteiros e discutimos
suas propriedades. Também provamos que o méaximo divisor comum de dois inteiros é
uma combinacao linear desses inteiros. Dois inteiros a e b, nao nulos, podem ter apenas
finitos divisores e, portanto, podem ter apenas finitos divisores comuns. Estamos
interessados no maximo divisor comum de a e b e notamos que os divisores de a e
de | a | sdo os mesmos.
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Definigao 2.6. (Maximo Divisor Comum) - Para um niimero inteiro positivo k
denotamos por Dy o conjunto de todos os seus divisores positivos. E claro que Dj, é
um conjunto finito. Para inteiros positivos m,n o maior elemento no conjunto D,, N
D,, é chamado de maximo divisor comum de m e n e é denotado por mdc(m,n) ou
simplesmente (m,n), também definimos que (0,0) = 0.

As seguintes propriedades podem ser derivadas diretamente da definicao anterior.
Propriedade 2.7. e Se d =mdc(m,n),m =dm’',n = dn', entdao mde(m’,n’) = 1.

e Se d =mdc(m,n),m =dm" n=dn" mde(m” n") =1, entdao d’ = d.

e Se d’ & um divisor comum de m e n, entdao d’ divide mdc(m,n).

e Sem=p"...pF en:pfl...pgk,ai,ﬂi >0,0;+p; >1,i=1,...,k, entao

mdc(m,n) = pimenP  pmin(esfi)

e Se m = ng + r entdo mdc(m,n) = mdc(n,r).
Lema 2.8. Sejam a,b, q e r inteiros tais que a = gb + r entao mdc(a,b) = mde(b, ).

Demonstragao. Para isso, mostramos que mdc(a,b) < mdc(b,r) e que mdc(b,r) <
mdc(a, b).

1. Estabelecemos d = mdc(a,b) entdo d | a e d | b. Assim, d | a — gb o que implica
que d | r e como d | r, temos d < mdc(b,r).

2. Estabelecemos d' = mdc(b,r) entao d' | be d' | r. Assim, d' | bqg + r e entdo d | a.
Portanto, temos d | a e d | b, portanto d’ < mdc(a, b).

]

Teorema 2.9. (Algoritmo de Euclides) - Sejam a e b dois inteiros. Temos entao
CINCo €asos:

1. Se a =0, entao mdc(a,b) =| b | .
2. Se b =0, entao mdc(a,b) =| a | .
3. Se a|b entao mdc(a,b) =| a|.

4. Seb|a entao mde(a,b) =| b | .
5

. Se nao temos esses quatro casos, devemos realizar sucessivas divisoes euclidianas
para obter uma série de equacoes:

a=aqb+ry,com0<r <|b|,

b= qori + 19, com 0 <1y <1y,

r1 = q3rob + 13, com 0 < r3 < 1o,

Thn—2 = GnTn-1 + Tn_2, COM 0< Tn < Th-1,
Tn—-1 = Qn+1Tn, COM Ty = 07

entao mdc(a,b) =, (este é o ultimo resto diferente de zero).



52 Conceitos Basicos e Notagoes

Demonstragao. O Teorema 2.9 é justificado pelo Lema 2.8. Temos que:
mdc(a,b) = mdc(b,r1) = mdc(ry,re) = -+ = mdc(rp, The1 = Tn,
porque 7,11 = 0. ]

Definigao 2.10. (Minimo Miltiplo Comum) - Para um ntimero inteiro positivo
k denotamos por M} o conjunto de todos os multiplos de k. Oposto ao conjunto Dy
definido anteriormente nesta secao, M, é um conjunto infinito. Para inteiros positivos
s e t o elemento minimo do conjunto M, N M, é chamado de minimo miltiplo comum
de s e t e é denotado por mmc(s,t) ou simplesmente [s, t].

As seguintes propriedades podem ser derivadas diretamente da definicao anterior.
Propriedade 2.11.
e Se m = mmc(s,t),m = ss' =tt', entdo mde(s',t') = 1.

e Se m/ é um multiplo comum de s e t e m' = ss’ = tt',mde(s',t') = 1, entdo
m' =m.

e Se m’ & um miltiplo comum de s e t, entao m | m'.

° Ses:p‘fl....pz’“et:pfl...pf’“,ai,ﬁi>0,ai+6i21,@':1,...,k, entao

mmc(s, Zf) _ pgnaw(al,ﬁl) - .pznam(ak’ﬁk).
Proposicao 2.12. (Relag¢do entre mdc e mmc) - Para quaisquers m,n inteiros

vale a sequinte relacao:
m.n = mdc(m,n).mmc(m,n).

Demonstragao. m = pi'....pF en = p’fl...pf’“,ai,ﬁi > 0,0+ 06;>1,0=1,...,k,
entao:

mclc(m, n)‘mmc(m’ n) _ pTin(al,ﬁl) N 'pzﬂ'”(akﬂk).p?wx(alﬁl) N .pgax(ak’ﬁk).

min(a1,B81)+maz(ai,B1) pmin(ak ,Br)+mazx(ak,Br)
1 . e k

_a1+p ap+Br
=P D = m.n.

]
Lema 2.13. Sejam a,b inteiros positivos e t € Z, entao mdc(a,b) = mde(a, b+ at) e
mdc(a,b) = mde(a + bt, b).
Demonstrag¢ao. Seja d = mdc(a,b) e d = mdc(a,b+ at), entao:

dlaed|b=d|a,d|ated|b=d|aed]|b+ at.

Assim d é um divisor comum de a e b+ at e como d’ é o maior divisor comum temos
que d' > d.
Temos que
d|aed|a=bt=4d |a,d |ated]|b+at

=d |aed|bt+at—at=d |aed |b.

Assim d' é um divisor comum de a e b, e como d é o maior divisor comum, temos que
d > d'. De modo que obtemos d = d’, como queriamos.
A outra identidade se demonstra de forma analoga. O]
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Teorema 2.14. (Algoritmo da Divisao de Euclides) - Dados dois inteiros a e b,
considere as divisoes sucessivas, onde as letras q sao quociente e as letras r sao restos:

a = qob+ 7o

b:q17"0+7“1
o = @271 + 72

1= Q32 + 73

Tk = Qk+1Tk41 + The2
Tk4+1 = qk4+2Tk42-

Observe que essas divisoes sucessivas em algum momento vao acabar, pois pelo
algoritmo da divisao temos que b > rqg > r; > ry > ..., e se a sequencia de restos nao
acabasse, em algum momento teriamos um resto negativo o que é um absurdo. Entao
mdc(a,b) = 42 € o tltimo resto ndo nulo das divisdes sucessivas.

Teorema 2.15. (Teorema de Bezout) - Dados a e b inteiros positivos, existem
mnteiros x,y tais que:
ax + by = mdc(a, b).

Demonstracao. Analisando novamente as divisoes sucessivas, temos que:

Tkt2 = —Qet1Tk+1 T Tk
Agora, ryy 1 = —qrrr + 11_1, de modo que ao substituirmos r;, 1 na equacao acima:
Thi2 = — Qi1 (= Tk +Th-1) + 76 = (Ger1qe + )7k — Qey17r-1-
Chamando zy =k + 1gr + 1 e yr = —qx11, temos xy, Y inteiros e:

Tkio = TETE + YrpTh—1-
Agora, ry, = —qrp_171_1 + 1_2, de modo que, ao substituirmos r; na equagao acima:
Tht2 = Tp(—qr—1Tk—1 + 7% — 2) + YkTh-1 = (—Gr—1Tk + Y )Th—1 + TTh—2.

Chamando o1 = —qr—17k + Yr € Yp—1 = Tk, temos x,_1, yx—1 inteiros e:
Tk42 = Tp—1Tk—1 + Yb—1Tk—2.
Tomando esse processo sucessivamente, obtemos que existem inteiros x1,y;, tais que:
Tk+2 = T171 + Y1T0-

Agora sendo 1y = b — q179 € rg = a — b, temos que ao substituirmos r; e em seguida
ro:
"o = T1(b — qiro) + y1m0 = (Y1 — 21q1)7r0 + 10
= (y1 — z1q1)(a — qob) + 21b
= a(yr — z1q1) + b(—qoyl + T1g0q1 + 21).
Chamando x = y; —x1q1 € Yy = —qoy1 + T190q1 + 21, temos que x, y sao inteiros e como

Tro = mdc(a,b), segue que mde(a,b) = ax + by, mostrando assim a existéncia de z,y
inteiros. [
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Observacao 2.16. Observe que com os artificios dessa demonstracao é possivel en-
contrar x,y bastando para isso encontrar xy, y, depois xx_1,yr_1 € assim por diante.

Observagao 2.17. Observe que todo miltiplo de mdc(a, b) pode ser escrito na forma
ax + by. Com efeito se M = kmdc(a,b) € um multiplo, entao M = k(ax + by) =
a(kz) + b(ky). Além disso todos os numeros da forma ax + by, com z,y € Z sao
miultiplos de mdc(a, b), pois a e b sdao multiplos também.

Definigao 2.18. (Algoritmo Estendido de Euclides) - Ja sabemos como podemos
encontrar o mdc de dois nimeros pelo Algoritmo de Euclides. Suponha que r, =
(a,b),a > be:

a=qb+nr

b= gori + T2

T =q3r2 + T3

To = Q4T3 + T4

Tic1 = Q1T + Tig1

Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn-1
Tn—2 = QnTn-1+Tn
T'n—1 = Qn4+1Tn + 0.
Quando queremos escrever mdc de dois inteiros como uma combinacao linear desses
inteiros, usamos o processo da seguinte maneira. A equagdo (a,b) = r, = 7,2 —
Tn—1Gn expressa (a,b) como uma combinacgao linear de r,_5 e r,_1. Se passarmos para
a penultima equacao, podemos escrever;

T"n—1 = Tp—3 — T'n—2Qqn—1-

Entao, temos :
T'n = Tp—2 — (Tn—?) — Th—2q — N — 1)Qn
- Tn—2(1 + %’L—lQn) — 4n.Tp—3.

A 1ultima expressao nos mostra que é uma combinacao linear de r,_o e r,_3. Continu-
amos a processar (expressar (a,b) como uma combinacao linear de cada par de restos)
até encontrar (a,b) como uma combinacao linear de a e b. Se escrevermos uma linha
particular,

(CL, b) = k}.’f’i +m.r;_1.
Desde que

Ty =Ti—2 = Ti-1.qi—1-
Entao, temos

(a,0) = k(ri—g — ri—1.qi-1) +m.ria
= ]CT'Z‘_Q + (m — k:qi_l).ri_l.

Se continuarmos até a linha superior, podemos encontrar (a,b) como uma combinagao
linear de a e b. O teorema a seguir fornece o método de indugao para encontrar (a,b)
como uma combinagao linear de a e b.
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Teorema 2.19. Sejam ae b inteiros positivos. Entao (a,b) = ky.a + m,.b onde k, e
my, 08 enésimos termos das sequéncias definidas recursivamente por

k(] = 1, mo = 0
k‘l = 0,m1 = 1.
e
ki=Fkio —qi—1.ki_1,mi = mi_o — qi—1.m; 1,
para i = 1,2,...,n onde q; sao os quocientes nas divisoes do Algoritmo FEuclidiano

quando usado para encontrar (a,b).
Demonstragao. Vamos demonstrar que

r; = kj.a +m;.b (2.2)
parai=1,2... numa vez que (a,b) = r,, mencionamos a Equagao(2.2), sabemos que

(a,b) =1, = ky.a + m,.b.

Se usarmos a indugao matematica na Equagao(2.2) Para i =0

ro = ko.a + myq.b

=1l.a+0

= a.

Parat =1
r = /ﬁ.a -+ ml.b

=0.a+ 1D
=b.
Podemos ver que a Equagao(2.2) é valida para j = 0,1. Agora, assumimos que
ri = ki.a +m;.b,
parat=1,2,...,p— 1. Entao, da p-ésima etapa do algoritmo euclidiano, sabemos que
T'p = Tp—2 = Tp—1-Gp—1-

Se usarmos o método de indugao, obtemos

rp = (kp—g.a +my_2.b) — (kpy—1.a + mp_1.0).qp—1

= (kp—2 — kp—1.qp—1)-a + (Mp_2 — Mp_1.Gp—1).b

= kyp.a + m,.b.

E, como resultado, podemos escrever o (a,b) como uma combinacao linear de a e b. A
b b )
prova termina. O

Definicao 2.20. (Funcgao Parte Inteira) - A fungao [z| representa o maior inteiro
nao excedendo x. Em outras palavras, para z real, |z] é o inteiro tinico tal que

r—1<|z]<z<|z]+1L
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Agora listamos algumas propriedades de |[z] que serdo usadas posteriormente ao
longo dessa dissertagao.

1. |[z+n]| = |z] +n, se n & um inteiro.
<

2. [z] + |y

3. |x| + |—z] € 0 se x é um inteiro e —1 caso contrario.

|z +y].

4. O ntumero de inteiros m para os quais z <m <y é |y| — |z].
x
5. O ntmero de miltiplos de m os quais nao excedem z é dado por |—|.
m

Usando a defini¢ao de |x], serd facil ver que as propriedades acima sao consequén-
cias diretas da definigao.

Definigao 2.21. (Classes de Equivaléncia) - Fixe m > 0. A classe de residuo de
um modulo m (ou classe de congruéncia, ou classe de equivaléncia de um modulo m)
é [a] = {z | x = a(mod m)}, o conjunto de todos os inteiros congruentes a um modulo
m.

Note que [a] é um conjunto.

[al|={mq+a|qeZ}={...,—2m+a,—m+a,a,m+a,2m+a,...}.
Teorema 2.22. Se m > 0 entdo [a] = [b] < a = b(mod m).

Demonstrag¢ao. Primeiro, suponha que [a] = [b]. Observe que a € [a] porque a =
a(mod m). E, porque [a] = [b], temos a € [b]. Por definigao de [b], entao a = b(mod m).
Para a implicagao da outra forma, assuma que a = b(mod m), visando provar que
os conjuntos [a] e [b] sdo iguais. Para provar que os conjuntos sdo iguais, provaremos
que cada elemento do primeiro é membro do segundo e vice-versa.
Suponha que x € [a], de modo que x = a(mod m). J& que a = b(mod m), por
transitividade de equivaléncia, x = b(mod m), e assim z € [b]. O argumento para

mostrar que se x € [b] entao = € [a] é semelhante. O
Teorema 2.23. Sejam > 0. Para todo a existe um tunico r € [0...m) tal que [a] = [r].
Demonstrag¢ao. Seja r = a(mod m) so that 0 < r < m, e a = r (mod m), e pelo
Teorema 2.22 , [a] = [r]. Para provar a unicidade de r, suponha que [a] = [r¢], onde
0 < ro < m. Pelo Teorema 2.22, que implica que a = ry (mod m). Isso, juntamente
com a restricao 0 < rg < m, implica que ry = a mod m = r. O

Teorema 2.24. Seja m > 0, existem exatamente m distintas classes de residuos mo-
dulo m, nomeadamente, [0],[1],...,e [m —1].

Demonstragao. Pelo Teorema 2.23 nos sabemos que classe de residuo [a] ¢ igual a uma
das distintas classes: [0], ou [1],..., ou [m — 1]. Portanto, todas as classes de residuos
estao nesta lista. Essas classes de residuos sao distintas: se 0 <ri<me0<ry, <m
e [r1] = [ro] entdo pela parte da unicidade do Teorema 2.23, devemos ter r; =ry. [

Definigao 2.25. Qualquer elemento x € [a] é um representante de classe. O elemento
de [a] que esta em [0...m] é o principal representante da classe ou residuo principal.
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Definicao 2.26. O conjunto {[a] | a € Z} de todas as m classes residuais do modulo
m é denotado por Z..

Definigao 2.27. (Sistema Completo de Residuos) - Um conjunto de m intei-
ros {ag,a,...,a,_1} ¢ um modulo de sistema de residuos completo m (ou um con-
junto completo de representantes para Z,,) se o conjunto Z,, for igual ao conjunto

{lao); lar], - [am—1]}-

Teorema 2.28. Fizem > 0. Sem = 2k entao {0,1,2,... k—1,k, —(k-1),...,—2,—1}
€ um sistema de residuos completo modulo m. Se m = 2k + 1, entao

{0,1,2,...,k,—k,...,—2,—1},
€ um sistema de residuos completo modulo m.
Demonstragao. Se m = 2k, entao, como
Zm =A0,[1), ..., [k, [k +1],..., [k +1], [k + k — 1]},
é suficiente notar que
k+i] =[k+i—2k = [-k+1i] =[-(k—1)],
no qual
k+1]=[-k-D,[k=2]=[-(k—=2)],...,[k+k—1] = [-1],

conforme desejado.
No caso de n = 2k + 1, temos

k+i=[-Qk+1)+k+il=[-k+i+1]=[-(k—i+1)],
entao
k+1)=[-k],[k+2]=[-(k—-1)],...,[2k] = [-1],
conforme desejado. O

2.2 Relativamente primos entre si - Conceitos e pro-
priedades

Definigao 2.29. (Namero Primo) - Um inteiro primo é um inteiro p > 1 tal que os
unicos divisores de p sao —1, —p, 1 e p.

Observagao 2.30. Seja n um inteiro e p um nimero primo. Se p { n, entdo mde(p,n) =
1.
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Proposicao 2.31. Seja n um inteiro tal que n > 1 entao existe um niumero primo p
tal que p | n.

Demonstragao. Suponha que haja um inteiro n > 1 tal que nenhum ntmero primo p
divida n. Colocamos o conjunto:

E ={a € Z,a > 1 e nenhum ntmero primo divide a, }

entao n € E, e E # @. Seja m € E o menor elemento de E, entao m > le m nao é um
nimero primo. Portanto, existe d € Z tal que d | n e 1 < d < m. Mas d < m implica
que d ¢ E, portanto, existe um namero primo p tal que p | d. Agora p | d e d | m,
portanto p | m, o que nos leva a uma contradigao. ]

Teorema 2.32. (Teorema Fundamental da Aritmética) - Qualquer nimero in-
teiro n > 1 pode ser escrito como um produto de numeros primos, ou seja, n € escrito:

— 01 02 (875

com pi,pa, ..., Pk NUMeEros primos, «y inteiros maiores que 1 e k > 1. Esta decompo-
st¢ao € unica, exceto pela ordem dos fatores.

Demonstragao. Provamos o teorema pelo absurdo. Suponha que exista um inteiro
n > 1 que nao é o produto de niimeros primos. Entao

E ={a € Z,a > 1e a ndo é um namero primo. }

[Enao é um conjunto vazio porque n € [E, entao £ tem um elemento menor m. Portanto,
h& um ntmero primo tal que p | n e, portanto, m pode ser escrito m = pm’ com
1 <m' < n.Agora m’" < m, onde m" € E e m’ é um produto de nimeros primos, o

qual escrevemos:

m’ = p’fl.p§2 Lph

Como
m=pm' =ppppP . pp?

é, portanto, um produto de nimeros primos. Agora mostramos a singularidade da
decomposicao. Suponha que :

n=ptps =0
com nimeros primos p;, ¢;. Entao temos
B =t g
daf a existéncia de um indice 1 <7 < j tal que p; = g; e 8; > ;. Da mesma forma:
¢ |n=q [Py ps? . o,

portanto, existe um indice 1 <17 < j tal que p; = g; e a; > b;. A conclusao de tudo isso
équek=r{p1,....pr} ={a@,...,q} e para todo ¢ existe j tal que a; = b; demonstra
a unicidade na ordem dos fatores. O]
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Definicao 2.33. (Relativamente primos entre si) - Os inteiros a e b sao relativa-
mente primos se o mdc(a,b) = 1. Para os inteiros aq, ay, ..., a,, dizemos que eles sdo
relativamente primos se mdc(ay, as,...,a,) = 1, e que eles sao relativamente primos
entre si se mdc(a;,a;) =1 para todos os 1 <i,j <neij.

Teorema 2.34. (Algoritmo da Divisao de Euclides)- Para um nimero natural
arbitrario a e um numero inteiro b, existem numeros inteiros unicos q e r tais que
b=qa+r,0<r <a.

Demonstragao. Definimos o conjunto S = {b—am > 0:m € Z}. Entao S é nao vazio
e limitado inferiormente. Pelo Principio de Boa Ordenacao, S tem o nuimero inteiro
minimo tnico r. Entao, ha um unico inteiro ¢ tal que b — ga = r. Portanto, temos que:

b=qa+r.
Claramente, » > 0 e afirmamos que r < a. Suponha que r > a. Entao, temos que:
b—(qg+1la=(b—-qga)—a=r—a>0.

Isso significa que » — a é um elemento de S, mas menor que r. Isto ¢ uma contradicgao,
pois, r é o elemento minimo em S. O

Teorema 2.35. mdc(b, ¢c) = min({bx + cy,: z,y € Z} NN).

Demonstragao. Considere o conjunto S = {ax +by > 0| a,b € Z}. Seja d = min{S}.
Agora mostramos o seguinte:

e d é um divisor comum de a e b.
e qualquer divisor comum de a e b deve dividir d.

Para mostrar que d divide a e b, suponha por contradicao que d nao divide a. Entao,
a=qd+r,onde g >0e0<r<d Dado que:

a=qd+r=qd=a-—r,

e como
d=ax+by= qlar+by) =a—r,

entdo, r = a(l — qz) — bgy. Portanto, r é uma combinagio linear de a e b e, como
r > 0, significa que r € S. Visto que r < d e supondo que d = min{S}, temos uma
contradi¢ao. Portanto, d deve dividir a. De modo anélogo provamos que d deve dividir
b.

Agora devemos mostrar que qualquer divisor comum de a e b deve dividir d. To-
mando a = uc e b = ve, entdo d = azx + by = c(uxr + vy), entdo c divide d. Assim, d é
o maior divisor comum de a e b, e tem a forma ax + by. O]

Corolario 2.36. Se a e b sao relativamente primos, podemos encontrar inteiros m e
n tais que ma +nb = 1.

Proposigao 2.37. Se (a,m) = (b,m) =1, entao (ab,m) = 1.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.35, existem xg, yo, 1,y1 € Z de modo que 1 = axy +
myo = bxy + my;. A partir de que axobr; = (1 — myg)(1 — my;) = 1 — mys, no qual
Y2 = Yo + yl — myoy1. Agora, de abroz, + mys = 1, concluimos que (ab,m)=1. O
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Proposigao 2.38. (a,b) = (a,b+ ax).

Demonstrag¢ao. Suponha que (a,b) = c¢. Entdo ¢ certamente divide b + az, visto que
¢ divide a e b. Entao (a,b+ azx) > (a,b). Agora suponha que (a,b+ ax) = d. Entao
d divide a, o que significa que divide ax, portanto, como deve dividir b + az, também
deve dividir b. Assim, como d divide a e b e além disso, (a,b) > (a,b+ ax) segue que
(a,b) = (a,b+ azx). O

Dois inteiros sao relativamente primos ou coprimos se o seu maior divisor comumn
for 1. Também podemos dizer que m é primo de n se eles sao relativamente primos
entre si. Por exemplo 24 e 35 sao relativamente primos entre si.

Teorema 2.39. Diwvidindo-se cada um dos dois inteiros a e b relativamente primos
entre si pelo mdc(a,b) obtemos nimeros relativamente primos.

Demonstrag¢ao. Sejam a e b dois inteiros, d = mdc(a,b) e a; = a | d, by = b | d. Se
os inteiros a; e b; nao sao relativamente primos, seu mdc d; poderia ser maior que 1,
e entdao nos poderiamos obter as = ay | dy e by = by | di, com as e by sendo inteiros.
Mas, entao obtemos as igualdades a = ddyas € b = ddbs, implicando que o inteiro dd;,
é o divisor comum dos inteiros a e b, com dd; < d, o que é impossivel, pois, d; > 1.
Isto mostra que os inteiros a; e b; precisam ser relativamente primos , o que completa
a demonstracao do Teorema 2.39. O

Lema 2.40. Se a é relativamente primo com b e a | be entdo a | c.

Demonstragao. Desde que a e b sejam relativamente primos entao pelo Corolario 2.36,
encontramos inteiros m e n tais que ma + nb = 1. Assim temos que mac + nbc = c.
Agora a | mac e a | nbe. Consequentemente a | (mac + nbc) desde que mac + nbc = ¢
e concluimos que a | c.

Portanto, se a é relativamente primo com b, mas a | bc entdo a | c. ]

2.3 Equacoes Diofantinas - uma perspectiva

Embora os nimeros tenham fascinado o homem por milénios, os gregos antigos sao
considerados os pioneiros nos célculos numéricos tradicionais, apesar de sua aborda-
gem do problema fosse por meio da geometria, eles continuaram se interessando por
problemas relacionados a nimeros. Os Pitagoricos estudaram muitas propriedades dos
numeros naturais e o famoso Teorema de Pitagoras, embora o contetido geométrico
tivesse todo esse apelo tedrico de nimero.

De fato, os babilonios haviam anotado muito antes as triades pitagoricas (3,4,5);
(5,12,13); esses sao exemplos de ntimeros naturais a, b, ¢ de modo que a?+* = ¢*>. Um
tablete de argila de cerca de 1500 a.C. inclui a tripla (4961, 6480, 8161), demonstrando
que as técnicas sofisticadas e a arte de tais célculos eram dominados pelos babilonios.

Encontrar solugoes de equacoes no conjunto dos nimeros inteiros ¢ um dos pro-
blemas mateméticos mais antigos. Ja no inicio do segundo milénio antes de Cristo
os antigos babilonios conseguiram resolver sistemas de equacoes com duas incognitas.
Este ramo da Matematica floresceu em grande medida na Grécia Antiga. A principal
fonte é a “Arithmetica” de Diophantus, que contém diferentes tipos de equacdes e sis-
temas e onde Diophantus antecipou uma série de métodos para o estudo de equacoes
do segundo e terceiro grau que s6 foram totalmente desenvolvidas no século XIX [44].
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As equacoes diofantinas foram nomeadas em homenagem ao mateméatico Diophan-
tus, que estudou varias equacoes com duas ou mais incognitas cujas solugoes pertencem
a um conjunto de nimeros racionais ou inteiros.

Definicao 2.41. Seja n € Ny, ag,aq;...,a, € Z tal que a, # 0 e x é variavel. A
expressao p(z) = > ! ,a;z" € um polinomio da variavel z, grau n com coeficientes
inteiros. O conjunto de polindmios com coeficientes inteiros da variavel = é denotado

por Z[x].

Definicao 2.42. (Equagoes Diofantinas) - Por equagao diofantina de n incognitas,
queremos dizer uma equacao polinomial indefinida na forma

f(x17x27$37 s 7xn) = 07
na qual as variaveis x1, xo, ..., x, assumem apenas valores do campo de inteiros. Ao re-
solver esta equagao, chamaremos cada n-upla [ay, as, . . ., a,], paraaqual f(ay, as,...,a,) =

0.

Definicao 2.43. Uma equacao polinomial da forma

f(x17x27x37”'7xn) - 07

com n > 2, na qual f é um dado polinomio com coeficientes inteiros nas variaveis
1, %2, ...,T, € chamada de equacao diofantina.

A criagao da Teoria dos Numeros racionais pelos cientistas da Grécia Antiga le-
vou ao estudo de solucoes racionais de equacoes indefinidas. Este ponto de vista é
seguido sistematicamente por Diophantus, embora seu trabalho contenha apenas so-
lugoes de equacoes diofantinas especificas, ha razoes para acreditar que ele também
estava familiarizado com alguns métodos gerais.

2.3.1 Equacgoes Diofantinas Lineares

Definigao 2.44. (Equagoes Diofantinas Lineares)- Equagoes lineares diofantinas
de n incognitas sao equagoes algébricas na forma:

a1y + agTy + -+ + apT, = b,
na qual os coeficientes aq, as, ..., a, € Z,b € Z.

As equacoes diofantinas mais simples sao as lineares e possuem a forma:
a1T1 + Ty + -+ - + apxT, = b, (23)

ai,as, ..., a,,b sao numeros inteiros. Isto significa escrevermos b como sendo uma
combinagao linear inteira de todos os ax(1 < k < n). Assim, encontrar uma solugao
para a Equagao(2.3) significa encontrar um conjunto de valores inteiros oy, ao, ...,y
de tal forma que ao substituirmos na respectiva posi¢ao da n-upla (xy,z2,...,x,) a
Equagao (2.3) se torna verdadeira.

Equacoes lineares diofantinas também sao encontradas por pessoas que nunca ou-
viram o termo. Inconscientemente, eles sao resolvidos na vida cotidiana, em jardins de
infancia ou mesmo na escola primaria - sao situacoes de vida comuns transcritas apenas
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na linguagem da mateméatica. Normalmente, as pessoas resolvem equacoes diofantinas
lineares por experimentacao ou “ tentativa e erro”, veja o Exemplo 5.1.
Para essas equagoOes, temos uma teoria completa, que descreve quando equagoes
dessa natureza tém solucoes, bem como métodos para encontrar todas as solucoes.
Os teoremas e corolarios que se seguem, bem como suas demonstragoes podem ser
encontrados em |1, 3, 12, 20, 31|.

Definicao 2.45. Sejam a,b e ¢ trés nimeros inteiros. A equacao ax + by = ¢ é uma
equacao diofantina se as solugoes procuradas x e y sao nimeros inteiros.

Teorema 2.46. Resultado da existéncia de uma solucao
Seja a,b e c inteiros. Temos que a equivaléncia:

ar+by =c
admite (pelo menos) uma solugao inteira se, e somente se, mdc(a,b) divide c.

Demonstragio. E 6bvio que mdc(a, b) divide az e by, entdo mdc(a, b) divide sua soma
que vale ¢ (porque z e y sdo solugoes inteiras da equagao ax + by = c).
Por outro lado, pelo Teorema de Bezout, existem dois inteiros m e n tais que:

am + bn = mdc(a, b).

Esses dois niimeros inteiros m e n sao encontrados gragas ao algoritmo euclidiano
estendido.
Por hipotese, existe k € Z que:

C

de(a,b)k = k= —7—
mdc(a,b)k = c < mdc(a D)’

entao, multiplicando-se a equacao acima por k, obtemos:
a(mk) 4+ b(nk) = mde(a,b) = c.
Por esse motivo, o par (z;y) = (mk;nk) é uma solugao de azx + by = c. O

Observacao 2.47. Antes de resolver uma equacao diofantina, sempre verificamos se
ela admite solucao usando este resultado da existéncia. De fato, se a equagao nao
admitir uma solucao, entao o problema esta resolvido. Encontrada uma solucao é pos-
sivel mostrar que ela nao é tnica, utilizando-a para deduzir todas as outras, conforme
veremos a seguir.

2.3.2 Procurar uma solucao especifica para equacao diofantina

No caso em que a existéncia de uma solucao é verificada, pode-se comecar a procurar
as solugoes da equacao diofantina.

O método de encontrar uma solucao especifica é encontrado na prova construtiva
do resultado da existéncia de uma solucao para a equacgao diofantina.

1. Gragas ao algoritmo euclidiano estendido, encontramos uma solugao particular
(m;n) para a equagao ax + by = mdc(a,b).



Equacoes Diofantinas - uma perspectiva 63

2. Para encontrar uma solugao especifica (xg,yo) da equagao ax + by = ¢, multipli-

camos T e y por . Assim, temos que :

mdc(a, b)

(%0, 30) = (x'mdcza,b);y'mdcia,b)> '

Teorema 2.48. (Teorema para resolver uma equag¢do diofantina ) - Seja a
equacao diofantina (ED): ax + by = ¢ e (xo;y0) uma solugao especifica. Seja também
a equacao homogénea associada (EH): ax + by = 0. Temos que :

e Se (xp;yn) € uma solugao de(EH), entao (xn+2o;yn—+yo) € uma solugao de (ED).
e Se (z;y) € uma solugao de (ED), entao (x — xo;y — yo) € uma solugio de (EH).

Em outras palavras, através da solugao especifica (xo;yo), para cada solu¢ao de (ED)
corresponde uma unica solu¢ao de (EH) e vice-versa.

Demonstra¢ao. Supomos que conhecemos uma solugao especifica (zo,yo) da equagao
(ED). Devemos mostrar:

e Se (zp;yn) € uma solugao de (EH), entdo (z;y) = (2 + zo; yn + o) € uma solugao
de (ED). Basta verificar (ED) para (z;y).

ax + by = a.(xp + o) + b.(yn + yo) = axp, + by + azxo + by = c.

Assim, (z,y) é de fato uma solugdo da equagao diofantina (ED).

e Se (z;y) é uma solucao de (ED), entao (zp;yn) = (r — o3y — ¥o) ¢ uma solugao
de (EH).

Basta verificar (EH) para (z5;yn)-

axy + by, = a(x — x0) + b.(y — yo) = ax + by — (azxg + byy) = 0.

Assim, (zp;yp) € uma solugao da equagao homogénea (EH).
]

Teorema 2.49. ( Solugdo geral da equacgao diofantina) - Quando o mdc(a,b)
divide ¢ e se exite uma solugao particular (xo,yo) existem infinitas solugdes, todas
tendo a forma:

T =xo— b k

- mdc(ga,b)'

= —— .k keZ
Y=t mdc(a,b)” €

na qual cada solu¢ao possui um k inico (o mesmo para as duas equagoes) e para cada
ndmero inteiro k temos uma solug¢ao unica, cuja unicidade depende de (xq,yo).
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Demonstragao. Seja d = mdc(a,b). Por hipotese d divide ¢, entdo o Teorema 2.48
garante a existéncia de uma solucao particular x = xg e y = yo para o sistema. Assim,

axg + byg = c.

Agora, dividindo ambos os lados desta equacao pelo maior divisor comum de a e b,
teremos,

a b c
aCTd T
a b

Sendo — um numero inteiro e i numeros inteiros primos entre si, logo o maior

.. , . .. (&
divisor comum entre eles é igual a 1 e como 1 divide a —, o Teorema 2.48 garante a

existéncia de uma solucao particular x|, y; para esta equacao, entao temos que :

a n b c
-1+ =y = —.
at T T
Assim temos que :
a . b c
—T — —
d 1 d?ﬂ d a b
= 3(561 — ) + 3@1 — o) =0,
a n b c
—T — e
da" T’ T g
portanto
a b
3@1 — 1) = C—l(yo — Y1),
se, e S0 eteseb|a( )
men — | =(21 — ).
) 3 d d 1 0
E sendo 7 primo com g, dividira a (z; — x¢), logo temos que

b b b
E@erz:‘fl—xozk’a:>LL’1:LU0+]€E.

Substituindo-se o valor de z; — 2y em %(ml — x0) + E<y1 —1yo) = 0 temos que

a b b a a
Eka"‘a(yl—yo):OjakﬁL(yl—yo):0:>y1:yo—kc—l-

Vamos ver, finalmente, que x; e y; é uma solucao da equacao ax + by = ¢, pois,
temos que:

b
azry + by = a <x0+k—> +b (yo - /ﬂ)

d d
b a
= axg + aka + by — bkg
= axg + byy = c.
Logo, temos que :
g
T mdc(a,b)’

a

- ——k keZ
Y y0+mdc(a,b) e
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é a solucao da equagao axr + by = c qualquer que seja k € Z. Vamos chaméa-la de
Solucao Geral desta equacao.

Para indentificarmos que nao existe outra forma suponha agora que (z,y) seja uma
solucao da equacao. A subtracao das relacoes ax 4+ by = c e axg + byg = ¢ produz
a(x—x9) = b(yo—vy). Escrevendo a = du e b = dv, onde d = mdc(a,b) e mde(u,v) =1,
obtemos u(z—xg) = v(yo—y). Uma vez que u | v(yo—y) e mdc(u,v) = 1, pelo Lema de
Gauss, podemos encontrar um nimero inteiro t tal que yo —y = ut. Entao x —xq = vt,
portanto, a = xo + vt e y = yo — ut. A prova estd, portanto, terminada. L]

a ' b
mdc(a,b)” mde(a, b)
sor comum das solugoes da equagao homogénea é o valor absoluto de k. Portanto,
se tivermos solucoes cujo mdc é igual a 1, essas solugoes serao:

b a b a
 mdc(a,b) V= mdc(a,b)’ o= mdc(a, b) V= ~mde(a,b)’

Observacao 2.50. e Desde que mdc ( ) =1, o maximo divi-

xTr =

e Asduas tltimas linhas do Algoritmo Euclidiano Estendido sao muito importantes:

Tabela 2.1: Algoritmo Euclidiano Estendido

a b
a 1 0 quociente
b 0 1 ¢
(x) mdc(a,b) m 1 In
b b
0 + +
(r0) mdc(a, b) mdc(a, b)

Na linha (x), encontramos uma solugao (m;n) da equagao ax + by = mdc(a, b).
c

‘mdc(a,b)

c

Assim (xg;y0) = | m. in é uma solucao particular da equa-
mdc(a, b)

¢ao diofantina ax + by = c.

Na linha (xx), encontramos os coeficientes de k da solu¢do geral da equagio

homogénea azx + by = 0. Para demonstrar que esse é o caso, basta combinar a

observacao anterior com a conseqiiéncia de que a e b sao primos entre si.

Corolario 2.51. Sejam a,b, ¢, inteiros e d = (a,b). Se dtc , entao equagao
ax +by =c (2.4)

nao tem solugao inteira. Se d | ¢, entdo (2.4) tem infinitas solu¢oes inteiras. Se (x1,y1)
€ uma solucao, entao todas as solugoes sao dadas com :

b a
$=$1+E-k;y:y1—a-k7

no qual k € Z.
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Teorema 2.52. Sejam aq,as, ..., a, 0s nimeros inteiros nao nulos. Em sequida equa-
cao diofintica linear
171 + oy + -+ + ATy = C (2.5)

existem solugdes se, e somente se, (a1, as,...,a,) | c. Além disso, se (2.5) tem pelo
menos uma solugao, entao hd um niumero infinito de solugoes.

Demonstragao. A existéncia de uma solucao de (2.5) obviamente retrata que (aq, as, ..., a,) |
c. Vamos provar por indugdo matematica que se (aq,as, ...,a,) | ¢, entdo (2.5) posui
infinitas solucoes.

Para n = 2 é valido pelo Teorema 2.51, entao suponha que seja valido para equacoes
com n — 1 variaveis. Tomemos d = (a,,_1, a,)-

Por hipotese de inducao, a equagao a1z1+- - -+a,_22,_2+dy = c apresenta infinitas
solugbes (1, ..., Z,_2,y). Para cada solu¢ao dessa equagio, vamos ver a equagao

Ap1Tp_1 + ATy = dy

Pelo fato de que (a,_1,a,) | dy segue que esta equa¢do tem infinitas alternativas
(Xp_1,T,). Desta forma, obtemos infinitas solugoes (x1,...,z,) para ( 2.5). O



3 Funcoes Aritméticas

O conceito de funcao é um dos mais difundidos em toda a matemética. Portanto,
nao é surpreendente que as fungoes desempenhem um papel fundamental na Teoria dos
Numeros. A teoria analitica dos nimeros é um dos ramos da Teoria dos Niumeros que
envolve o estudo de funcoes aritméticas, suas propriedades e as inter-relacoes existentes
entre essas funcoes. Neste capitulo consideramos algumas funcoes aritméticass como
a soma e o nimero de divisores de um ntmero inteiro positivo e a funcao totiente de
Euler. Abordamos suas propriedades basicas, e explicamos como calcular seu valor para
qualquer nimero inteiro positivo, ilustrando com exemplos adequados. Além disso,
declaramos e provamos o teorema de Euler, que é parte constituinte da funcao de Euler,
tendo inimeras aplicacoes em diversas areas da Teoria dos Nuimeros e criptografia.

Uma propriedade chamada multiplicatividade nos permitiré obter formulas compac-
tas para a avaliagao das algumas das fungoes mais importantes da teoria dos ntimeros.
Além disso, a consideracao de uma determinada funcao resultard em uma classe de
numeros conhecida como ntimeros perfeitos que fundamentalmente geram varios dos
problemas nao resolvidos mais intrigantes da Teoria dos Niimeros hoje.

3.1 Funcao Aritmética - Conceito

As definicoes dessas fungoes aritméticas e alguns lemas que refletem suas proprie-
dades foram utilizadas nessa dissertacao a fim de se provar algumas proposicoes aqui
abordadas.

Definicao 3.1. Chama-se fungao aritmética toda funcao f definida no conjunto Z,
dos inteiros positivos e com valores no conjunto C dos ntimeros complexos , isto é,

fZ+_>O

Antes de abordarmos algumas fun¢oes aritméticas propriamente ditas necessitamos
retomar conceitos e propriedades de niimeros que sejam relativamente primos entre si,
baseado nas anotagoes de |3, 22, 31, 40].

3.2 Funcoes Multiplicativas

Existem diferentes tipos de funcoes associadas a Teoria dos Niimeros. Uma maneira
usual de classifica-las parece ser chamé-las de “multiplicativas”, “aditivas” dentre outras.
A classe de funcoes multiplicativas é bem definida por uma propriedade matematica

precisa.

67
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Definicao 3.2. A funcao aritmética f é multiplicativa se for diferente da funcao nula
e se for para todos os pares de ntimeros relativamente primos m e n vale a propriedade:

flmn) = f(m)f(n). (3.1)

Uma fun¢do f nao nula, é completamente multiplicativa se a propriedade (3.1) puder
ser estendida para qualquer dois niimeros inteiros positivos m e n.

Observacao 3.3. Se f é multiplicativa ou completamente multiplicativa vale que

f) =1
Seja m € N tal que f(m) # 0. Entdo, como o mdc(m,n) = 1 temos que:
f(m) = f(m.1) = f(m).f(1).

Assim, f(m) [l — f(1)] =0 e como f(m) # 0 temos que f(1) = 1.
De acordo com o Teorema Fundamental da Aritmética, qualquer nimero natural
pode ser escrito na forma:

_ (5} (65 (6%
n=p Py ...p."

no qual pi, pa, ..., p, sao diferentes ntimeros primos e « expoentes de niimeros naturais.

4 . (671 ~ . . . . ~
Os nameros p;* e p;’ sao relativamente primos para ¢ # j. Portanto, o valor da fungao
multiplicativa no nimero n pode ser escrito na forma:

f(n) = f(i")f®5?) ... f(pr).

Teorema 3.4. (Caracterizagcdo da Fung¢do Multiplicativa) A funcao aritmética
[ € multiplicativa se, e somente se, f(1) =1 e para n > 2. temos que :

o) =T1] rem. (3.2)
p"n

Observacao 3.5. O resultado mostra que uma funcao multiplicativa é determinada
exclusivamente por seus valores em poténcias primas,

Demonstrag¢ao. Suponha primeiro que f satisfaca f(1) =1 e (3.2) para n > 2. Sejam
n1 € ng numeros relativamente primos ni, ny > 2. Entao, nenhum fator primo de nq é
um fator primo de ny e vice-versa. Assim, temos que:

ny =pitpy? . pt e ng = qfl.qu...qfs

onde p1,pa, ..., Pr q1,q2, . . ., (s sao diferentes niimeros primos, ay, o, ..., o, b1, B, ..., Bs
sao nimeros naturais. Entao, de acordo com (3.2),se mantém que :

f(n1) = fFPI)f(03?) ... f(Pr).

f(na) = f(ai) f(a5?) - .. f(g2).
flnina) = FOI)F52) o F00). F (@) F(a5?) - - F(g?).

Obviamente, f(ning) = f(ni1).f(ng). Se, sem perda da generalidade,ny = 1 e
ny = 2, entao para um par de nimeros relativamente primos nq, no, temos que:

f(ning) = f(ni.1) = f(ny) = f(n1).1 = f(n1).f(n2).
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Assim, em qualquer caso, obtemos que a propriedade definidora da funcao multipli-
cativa é valida, ou seja, temos que f é multiplicativa. Assumindo que f é multiplicativa,
entdo f é ndo nula, portanto, existe n € N tal que f(n) # 0. Aplicando-se (3.1), o par
(n1,n2) = (n,1), obtemos f(n) = f(1.n) = f(1)f(n), dai dividindo por f(n) segue-se
que f(1) = 1.

Além disso, para n > 2, temos n = Hle ps“. Os niimeros pf?,...,pp"7" e pi* sdo
relativamente primos, portanto, usando a propriedade de (3.1), temos que :

fln) = fo .o oet) = F0 i) f (")

Os nameros p§'...p.550 e pory

acima ¢ igual a:

! sao relativamente primos, portanto a expressao

fn) = Fo et Fop ) F (o)
Continuando, temos que:
fn) = fo1)-. fp")
que é exatamente a propriedade de (3.2). ]

Corolario 3.6. A funcao é completamente multiplicativa se, e somente se, as condi¢oes
do Teorema 3.4 se aplicarem e se f(p™) = f(p)™ para todos os nimeros primos p e m
naturais.

Demonstragao. Se f é completamente multiplicativa, entao, para qualquer nimero
primo p temos o seguinte:

fe™) =" ) =" ) .flp) == flp)™

Por outro lado, se f é multiplicativa e satisfaz f(p™) = f(p)™ para todos os niimeros
primos da forma p™, entdo ( 3.1) pode ser escrita como f(n) = [[_, f(pi), na qual
n = H:Zl p; € uma fatoracado de n em fatores primos (ndo necessariamente distintos).
Sejam ny e no nimeros naturais cujas fatoracoes para fatores primos sao as seguintes:

ny=pip2. .- Pr,

N2 = q14q2 - - - gs,
entao f(nin2) = f(p1)f(p2).-- f(pr)f(¢1)f(q2) .. f(gs) = f(n1)f(n2). Portanto, f é
completamente multiplicativa. O

Teorema 3.7. - (Produtos e Quocientes de Fung¢oes Multiplicativas) - Suponha
que f e g sejam fungoes multiplicativas. Seque que:

e 0 produto fg € multiplicativo;
e se g nao for nula, o quociente de i € multiplicativo.

Demonstragao. O resultado segue diretamente da definicao de multiplicidade. O pro-
duto fg de duas fun¢oes aritméticas f e g é definido como (fg)(n) = f(n)g(n). Vamos
provar a primeira afirmacao. Seja m e n nimeros relativamente primos. Da multipli-
cidade das funcgoes f e g segue que:

f(mn) = f(m)f(n),



70 Funcgoes Aritméticas

g(mn) = g(m)g(n),
entao temos que

(fg)(mn) = f(mn)g(mn) = f(m)[f(n)g(m)g(n) = (fg)(m).(fg9)(n),

isto é, fg é uma funcao multiplicativa. De forma anéloga se demonstra a segunda
afirmacao. O

Teorema 3.8. Sejam f uma fun¢ao multiplicativa e

F(n) =Y f(d).

d|n
Entao F € multiplicativa.

Demonstra¢ao. Suponha que m = myms e (mq,my) = 1. Se d | m, tomando d; =
(d,mq) e dy = (d, mgy) temos que d = dydy,d; | my e dy | my. Por outro lado, se dy, ds
sao divisores de my e mg, entdo d = dydy € um divisor de m e dy = (d, my), ds = (d, ms).
Entao fizemos a conexao entre o divisor d de m e dy, ds como divisor de m; e my. Entao

vale que:
Fm)=) f(d)=_ > [ldd).
dim di|mi dz|ma
Além disso, o fato de que (my,msy) implica em (di,dy) = 1, logo, partindo da

suposicao de que f é multiplicativa temos que:

DD fldida) = Y fd) | | D] f(da) | = F(ma)F(my).

di|m1 da|ma di|my da|mo

3.3 Funcao Totiente de Euler - ¢

Leonhard Euler (1707-1783) trabalhou em muitos campos de mateméatica pura e
aplicada, tais como a Algebra, Calculo das Diferencas Finitas, Célculo Diferencial
e Integral, Calculo das Variagoes, Astronomia, Mecanica Analitica, além da Teoria
dos Numeros. No tultimo campo ele descobriu a lei de Reciprocidade Quadréatica,
forneceu a prova e a generalizacao do Teorema de Fermat, mostrando que todo primo
da forma 4n+1 pode ser expresso como uma soma de dois quadrados em exatamente de
modo tnico, como também fez muitas descobertas, uma das quais é a funcao ¢ e suas
propriedades, investigada por Euler por volta de 1760. A notacdo ¢(n), no entanto,
é devida a Gauss (foi introduzida por ele em 1801) - esta é a razao pela qual alguns
autores a chamam de fun¢ao de Gauss ¢(n).

Definicao 3.9. A funcao ¢ de Euler é uma funcao aritmética que associa a cada niimero
natural n o nimero de inteiros nao negativos menores que n que sao relativamente
primos com n.

Exemplo 3.10. Vamos calcular ¢(n) paran =12 e n = 11.
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Solugao: nimeros menores que 12 que sao relativamente primos com 12sao 1,5, 7¢e 11,
entdo ¢(12) = 4.

O nimero 11 é um ntimero primo e todos os niimeros menores que ele sao relativa-
mente primos. Assim, ¢(11) = 10. Esta conclusdo para n = 11 pode ser generalizada
para qualquer nimero primo.

Se n é um ntimero primo, entao ¢(n) =n — 1. Vemos imediatamente que o inverso
também é valido, ou seja, se ¢(n) =n — 1, entdo o nimero n deve ser primo.

Lema 3.11. Se ax = ay (modn) e (a,n) =1, entdo x =y (modn).

Demonstra¢ao. ax = ay (modn) desde que que n divide ax — ay. Como a e n sdo
relativamente primos, n deve dividir x — y e, portanto, a afirmacao é provada. O

Lema 3.12. Se A € um sistema completo de residuos modulo n, e m e ¢ sao inteiros
tais que (m,n) = 1, entao o conjunto Am +c = {am + c : a € A} € um sistema
completo de residuos.

Demonstragao. Seja am+c = a'm+c (modn), na qual a,a’ € A. Subtraindo o nimero
¢ e dividindo por m de acordo com o Lema 3.11, segue que a = &’ (modn) entao a = a'.
Portanto, todos os n elementos am + ¢ estao em classes de equivaléncia diferentes e
juntos formam um sistema completo de residuos do modulo n. O

Teorema 3.13. A funcao ¢ de Fuler é multiplicativa.

Demonstragcao. Sejam m e n relativamente primos. Sejam m,n nimeros naturais tais
que (m,n) = 1. Param =n = 1 temos ¢(1) = 1. Se m = len > 1, a afirmagdo é
valida porque ¢(1.m) = ¢(m) = 1.¢(m) = ¢(1).¢(m). Da mesma forma, verifique se
temos n = 1, portanto, resta verificar o caso m,n > 1. Podemos classificar todos os
nimeros que nao excedam mn na tabela retangular com m linhas e n colunas, como
segue:

Tabela 3.1: Funcao de Euler

1 || m+1 | 2m+1 || ... || (n-1)m+1
2 | m+2 | 2m +2 || ... || (n-1)m+2
3 ||m+3 | 2m+3 | ... || (n-1)m+3
r || mtr || 2m 41 || ... || (n-1)m+r
m || 2m 3m e nm

Os ¢ numeros da tabela formam um sistema completo de remanescentes modulo
mn, entao ha ¢(mn) numeros que sao relativamente primos com mn, respectivamente
(i,m) = (i,n) = 1. Todos os nimeros em uma determinada coluna sdo mutuamente
congruentes modulo m, ou seja, na mesma coluna temos nimeros que, quando divididos
por m, retornam o mesmo resto, e todas as m colunas correspondem a m classes de
equivaléncia modulo m. Assim, os ntimeros na mesma coluna sao todos relativamente
primos com m ou nenhum ¢é relativamente primo com m. Portanto, exatamente ¢(m)
colunas consistem em m naimeros relativamente primos, enquanto as outras colunas
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contém 7 nameros tais que (i,m) > 1. Tomemos agora uma dessas colunas ¢(m). Que
seja a r-ésima coluna. Esta coluna é composta pelos nameros k,m—+r,2m-+r,..., (n—
1)m + r. De acordo com o Lema 3.12, os nimeros desta coluna formam o sistema
completo de residuos moédulo n, uma vez que cada um desses nimeros d4 um resto
diferente ao dividir n e (m,n) = 1. Ou seja, se dois nameros mxy +r, mzy +7r,x1,To €
0,1,...,n—1,(x; # z3) deu o mesmo resto quando dividido por n, teriamos que:

mxy +r = mxs + 1 (modn),
isto é, mx; = mxy (modn). Uma vez que (m,n) = 1, seguir-se-ia que
1 = 9 (modn),

o que é impossivel, pois, a diferenga de dois niameros diferentes do conjunto {0, 1,...,n—
1} ndo pode ser divisivel por n. Portanto, cada uma das colunas na tabela contém ¢(n)
naumeros relativamente primos a n, de modo que essas ¢(m) colunas fornecem ¢(m)p(n)
nameros e relativamente primos a m e a n. Portanto, ¢(mn) = ¢(m)d(n) e a afirmagao
esta provada.

Os niimeros na r-ésima linha desta tabela sao da forma km + r, pois k vai de 0
a m — 1. Tomando d = (r,m). Se d > 1, entdo nenhum numero na r-ésima linha da
tabela é relativamente primo a mn, uma vez que d | (km + r) para todo k. Portanto,
para contar os residuos relativamente primos com mn, precisamos apenas olhar para
as linhas indexadas por valores de r tais que (r,m) = 1, e existem ¢(m) tais linhas.
Se (r,m) = 1, entao cada entrada na r-ésima linha é relativamente primo com m, ja
que (km + r;m) = 1 pelo algoritmo euclidiano. Segue que as entradas em tal linha
formam um sistema de residuos completo modulo n. Assim, exatamente ¢(n) deles
sera relativamente primo com n e, portanto, relativamente primo com mn.

Mostramos que hé ¢(m) linhas na tabela que contém ntimeros relativamente primos
a mn, e cada uma delas contém exatamente ¢(n) tais ntumeros. Portanto, ha, no
total, m.n nimeros na tabela que sao relativamente primos a mn. Assim, temos que
¢(mn) = ¢(m)p(n) e isso prova o teorema. ]

Teorema 3.14. Se p € um niumero primo e k € natural, entao temos que :
k ko k-1 k 1
o(p")=p"—p" =p 1—]—) :

Demonstracio. Se um nimero menor que p* nao for relativamente primo com p*, sera
um multiplo de p porque é o tnico fator primo do nimero p*. Todos esses multiplos
tém a forma mp, com 1 < m < p*~! e tendo exatamente p*~! miltiplos. Isso significa
que nimeros menores que p* que sdo relativamente primos com p* retorna

¢(n) =p* —p*!
e, portanto, o teorema estd demonstrado. O

Teorema 3.15. Para qualquer numero natural n € verdadeiro

son=n(1-2) (1= 1) (1- 1) =TT (1- 1),

na qual p1, P2, ..., Ps $G0 todos 0s seus vdrios fatores primos.
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Demonstragao. Se n é o numero natural da forma n = p{'p3*...p%s, entdo temos que:
¢(n) = ¢ (p1'p5* ... p5°)

= o(p!") f(P3?) - - f(pS°)
= (i —p ) (052 —p527Y) . (pS — )

Teorema 3.16. A funcao Totiente de Fuler ¢ satisfaz:

> ¢é(d) =n,¥n €N

din

Demonstragao. Seja n = pi*.ps?...p*. Devido a multiplicidade da fun¢do ¢ temos
que:

> o o(d) =TT+ o) + o) + - + d(p)). (3.3)

din i=1
Multiplicando-se os fatores a direita de (3.3) obtemos a soma dos fatores na forma
S(p")-0(p3°) - S(B) = S 1" - 1),

na qual 0 < ; < 4,1 = 1,2,...,k, e este é exatamente o lado esquerdo de (3.3).
Agora temos que:

k k
Yoold) =10+ =)+ @ —pi) +--+ (B —pf ) = Hp?i =n,

dln =1
e assim obtemos o desejado. O]

Teorema 3.17. (Teorema de Euler) - Quando temos (a,n) = 1 entao
a®™ =1 (mod n).

Demonstrag¢ao. Seja r = ¢(n). Denotando por ki,...,k, nameros menores que n
e relativamente primos com n. Como a e n sao relativamente primos, os nimeros
aky, ..., ak, sao relativamente primos com n. Ao mesmo tempo, seus residuos ao dividir
por n sao diferentes um do outro. Especificamente, supondo que ak; e ak; para k; # k;
fornecam o mesmo resto ao dividir por n, seguiria que a(k; — k;) é divisivel por n, o
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que nao é possivel, pois a é relativamente primo enquanto k; — k; é menor que n. E
por isso que temos que :
ak; = a; (mod n)

para cada ¢ = 1,...,r, onde ay,as,...,a, sA0 0os mesmos numeros que ki, ko, ..., k,,
mas nao necessariamente na mesma ordem. Ao multiplicarmos essas congruéncias,
obtemos que a" = 1 (mod n). O

Corolario 3.18. (Pequeno Teorema de Fermat) - Seja p um nimero primo e a
um natural. Se p nao dividir a, entio a?~' =1 (mod p).

Demonstragio. Se p nio divide a, entdo (a,p) = 1 e a®® = 1 (mod p). Pois, ao
listarmos os primeiros p — 1 multiplos positivos de a temos que

a,2a,3a,...(p— 1)a.

Supondo que ra = sa (mod p), entao temos r = s(mod p), entao os p— 1 multiplos de a
sao distintos e diferentes de zero; ou seja, eles devem ser congruentes a 1,2,3,...,p—1
em alguma ordem. Multiplicando-se todas essas congruéncias, encontramos que

a(2a)(3a)...((p—1)a) =1.2.3...(p — 1)(modp),

onde
a(p—1)(p — D! = (p — 1)!(mod p).

Dividindo-se os dois lado por (p —1)! (isso é possivel porque, uma vez que p 1 (p —1)!),
nossa linha de raciocinio culmina na afirmacao de que a?~! = 1(mod p), que é o Teorema
de Fermat. Ao calcularmos ¢(p), temos que todos os nimeros 1,2,...,p — 1, p, exceto
p, sdo relativamente primos com p. Assim, temos ¢(p) = p — 1, o que prova o Pequeno
Teorema de Fermat. O

Teorema 3.19. Para n > 2, ¢(n) € um nimero inteiro par.

Demonstragcao. Considere dois casos em que n é uma poténcia de 2 e quando n nao é
uma poténcia de 2.

1. Tomando n como uma poténcia de 2,0u seja, n = 28 k > 2.

Consequentemente, temos que:
o) = o2 =2 (1- 1) =2,

portanto ¢(n) é par.

2. Quando n nao é uma poténcia de 2. Entao é divisivel por um nimero primo
impar p, entdao n = p*.m onde k > 1 e mde(p*, m) = 1.

Pela natureza multiplicativa da funcao ¢, temos que:
¢(n) = o(p*m) = (p*)p(m) = p*~(p — 1) (m).

Consequentemente ¢(n) é par, porque (p — 1) é divisivel por 2.
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3.4 Funcao Soma dos Divisores o

Definicao 3.20. A soma dos divisores é uma funcao aritmética o que estd associada
a soma de todos os divisores do nimero n. Em outras palavras temos que :

o(n)=> d.

dln
Exemplo 3.21. Vamos calcular o(n) para n =12 e n = 11.

Solucao: Numeros menores que 12 que sao divisores de 12 sao 1,2, 3,4, 6,12, entao
0(12) =1+2+3+4+ 6+ 12 = 28. Numeros menores que 11 que sao divisores de 11
sao 1,11, entdo o(11) =1+ 11 = 12.

Teorema 3.22. A funcdo o(n) é multiplicativa.
Demonstrag¢ao. Se n tiver uma representacao::
n=prpytp
1 <an,

na qual py,...,p, sao nimeros primos, aq, ..., o, Sao naturais, entao todos os divisores
desse niimero sao:
B, B2
P Py ...pfr,o < B < o

Portanto, temos que :
,
o(n)=> p"pst...pP 0< B < a,
i=1

na qual é somado por todos os valores dos expoentes ;. Essa soma é facilmente
calculada porque é um termo geral no desenvolvimento do termo

o(n) = (L4 prt-+p8) . (L pe oo +p2)

p?1+1 -1 ortl _ q

B
a partir daqui segue que se (z,y) = 1, entdo o(zy) = o(x)o(y). Em outras palavras, o
¢ uma funcao multiplicativa. O]

~ . . . n . .
Observacgao 3.23. Se d é um divisor de n, entao 7 é um divisor de n. Dessa forma

(=n g+t
Jn—ndl 7 )

na qual dy, ..., d; sao todos os divisores de n.

temos que:

@i"rl _ 1
Teorema 3.24. Sen = p{".p5*. . ... pP, entio o(n) =T];_, (1—1) :
Dbi —
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Demonstragio. Note que os divisores de po' sio 1,p2,p3, ..., po". Assim, temos que

ﬂ 6 p-ﬁi+1—1
S e e R e e

Uma prova de que ¢ é uma funcao multiplicativa pode ser encontrada no Teorema
3.22 e em Andrews [3]. O

3.5 Funcao Soma Total dos Divisores - o,

Definigao 3.25. Para um niimero real ou complexo « e para qualquer niimero natural

n, definimos que:
oa(n) = Z de.
dn

A funcao o, é chamada Soma Total dos Divisores de n.

Quando o = 0, gg(n) é o numero dos divisores do niimero n, que denotamos em
seguida neste texto por 7(n). Quando a = 1, o1(n) é a soma dos divisores do ntimero
n, que denotamos na se¢ao anterior por o(n).

Para calcular o,(p®), observamos que os divisores do nimero primo p® sao:

Lp,p? ... p°
portanto, temos que :
ala+1) _ 1
b .
Oa(pa):1a+po¢+p2a+.._+paa: p‘)‘—]_ 70é7é0
a+1l;0=0

Do mesmo modo, prova-se que para « # 0, temos que :

a(ar+1) 1

P a(ar+1) 1

T

0a(n) =

)

ol

na qual n = p%t.p32 ... p% . Dessa forma concluimos que o, é uma funcao multiplicativa.
q Py -Do Dy q a P

3.6 Funcao Numero de Divisores 7

Definicao 3.26. O numero de divisores é uma funcao aritmética 7 que esta associada
ao numero inteiro n, a quantidade de divisores de n.

Exemplo 3.27. Vamos calcular 7(n) para n = 12 e n = 11.

Solugio: Os numeros que sao divisores de 12 sao 1,2,3,4, 6,12, entdo 7(12) = 6.
Os ntimeros menores ou iguais a 11 que sao divisores de 11 sao 1,11, entao 7(11) = 2.
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Teorema 3.28. A func¢ao 7(n) é multiplicativa.

Demonstracao. Seja t = m.n, com m e n nimeros naturais relativamente primos, ou
seja, (m,n) = 1. Aplicando-se o Teorema Fundamental da Aritmética, podemos dividir
em fatores primos da seguinte forma:

— a1 a2 (e
m =Py D2 ...prT,

n= qlﬁl.qg2 g

na qual cada p; e ¢; sao primos. Além disso, como m e n sao relativamente primos,
concluimos que :
t=pitpst g gl
Agora cada divisor de t é da forma:

k1 k Ky s

t=p{"ps® . prqt g g,
com 0 < k; <aje0 < <B;, e para cada divisor obtemos um divisor de m e outro
divisor de n, dados respectivamente por:

w=pitpst v =qtay g
Sendo assim, cada respectivo divisor de m e n tem a forma acima, e para cada
par o seu produto também é um divisor de ¢. Portanto, obtemos uma bijecao entre
o conjunto dos divisores positivos de t e o conjunto de pares de divisores de m e n,
respectivamente. Tal bijecao implica que as cardinalidades de ambos os conjuntos é a
mesma e, portanto, temos que :

T(m.n) = 7(m).7(n).
[l

Teorema 3.29. Sejam p um primo e n = pi*p5>...p;" um inteiro positivo. Entao temos
que
T(p*) =a+1,

e como resultado

7(n) = [[(a; + D).

J=1

Demonstracio. Os divisores de p® como mencionado anteriormente siao 1, p,p?, ..., p%

entao
T(p*) =a+ 1.

Agora, como 7(n) é multiplicativa, nés temos que

T(n) = 7(")T(P™)..7(p")
= (a1 +1)(ag+1)...(a; + 1)

t

= [](w+1).

J=1
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Exemplo 3.30. Como 12 = 22.3 obtemos 7(12) = (2 + 1)(1 + 1) = 6. Esse mesmo
resultado foi obtido no exemplo anterior quando calculamos 7(12) por definigao.

Aqui apresentamos algumas consequéncias:
Corolario 3.31. 7(n) = 2 se, e somente se, n for primo.

Demonstragao. Se n é um nimero primo, entao é divisivel pelo ntimero 1 e por si
proprio, entdo 7(n) = 2. Por outro lado, se 7(n) = 2 e uma vez que apenas 1 e n estio
incluidos nos divisores, entao n é primo. O

Coroléario 3.32. 7(n) = 3 se, e somente se, n tiver a forma n = p?, p € primo.

Demonstracio. Se n é da forma n = p? na qual p é um niimero primo, entao o nimero
p? ¢ divisivel pelos niimeros 1, p e p? e, portanto, temos que 7(n) = 3. Por outro lado,
se 7(n) = 3, sabemos que n tem trés divisores. Os nimeros 1 e n estao incluidos nos
divisores e, daf segue que, o niimero n é n = p? e ¢ um nimero primo.

Todo 7(n) impar implica que n é um quadrado perfeito, pois, supondo que n =
P pF temos que 7(n) = (ky +1)...(k; +1). Para que seja impar, precisamos de
todo o k; + 1 seja impar, o que significa que todo o k; ¢ par. Assim, k; = 2j; para todo
i eentdaon=pi'...p". ]

Exemplo 3.33. Determinar o menor inteiro positivo que possui 21 divisores positivos.

Solugao: Como 21 — 3.7 , o ntimero procurado tem a forma p?q® com p e q sendo
primos distintos ou a forma p?° com p primo. Os menores niimeros sob esta forma sao
2%.3° =2916
3%.2% = 576
2% = 1.048.576

Portanto, 576 é o nimero procurado.

3.7 Relacoes entre as Funcoes Aritméticas ¢, o0 e 7

Nesta parte vamos investigar algumas relacoes entre a funcao totiente de Euler ¢,
fungao 7 e a funcao o usando os conhecimentos da Teoria dos Nimeros para estabelecer
estas referidas relagoes e suas respectivas provas conforme pode ser observado em [3],
[22] e [35].

Teorema 3.34. Temos que ¢(1) =o(1) =7(1) = 1.

Demonstragao. Inicialmente podemos citar que pelas proprias definicoes das fungoes
aritméticas ¢p(m), o(m) e 7(m), ou seja, que:

o(m) =#{i: 1 <i<m,mde(i,m) =1}, e

o(m) = Z d,

dlm,
1<d<m

T(m) = Z L.

dlm
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Temos que ¢(1) = 1, pois para m = 1, o anico nimero inteiro no intervalo de 1
a m é o proprio 1 e mde(1,1) = 1, a fun¢do o(m) é definida em m como sendo a
soma de todos os divisores inteiros positivos de m, portanto 1, e a funcao nimero de
divisores 7(m) retorna o ntimero de divisores de m, no caso 1. Assim sendo temos que

6(1) = o(1) = 7(1) = L. O

Lema 3.35. Sejam a um nidmero inteiro nao negativo e p um numero primo positivo.
Se n = p*, entao:

Demonstragao. Tomando A como a soma dos inteiros positivos menores ou iguais a p®
temos que :
A=1+24+3+4+---+p°
P AR
2
Tomando B como a soma dos inteiros positivos r menores ou iguais a p* e (r,p%) # 1,
temos que :
B=p+p"+p"+---+p°

B=p(l+p+p'+-+p")

Il )
i)

Entao, temos que

3 A g P peH P+ 1)

2 2
1<k<n,
(kmn)=1
:p_( a+1_pa—1_1)

2

_ p_a a __ ,a—1

=5 0" =)

_ o)
2

Corolario 3.36. Se k e n sao inteiros positivos, entao temos que:

n.6(n)
> k==

1<k<n,
(k,n)=1

Demonstragao. 1. Caso I - Se n é primo, entao :

Zk‘:1+2+...+(n_1):n(n ):n¢(n>
2 2

1<k<n,

(k,n)=1
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2. Caso II - Se n nao é primo e n = p{*.p3*...p%m, na qual py, ps, . . ., Py S0 primos
distintos e aq, o, . . ., @, sS40 inteiros positivos, entao:

k=2 Y K Y k.. >k

1<ksn, 1<k <pyt, 1<ka<py !, 1<km <pm™,
(k;n)=1 (k1,p71)=1 (k2,p52)=1 (km,pm™)=1
pl o a1—1 p2 « as—1 pg’bm (o7 am—1
— 2 1 _ 1— 2 2— . m m
< 5 (P71 — i )) < 5 (p3* — i )) ( 5 (oo — oo ))
2m—1 a1, o (o a Qm Qm, —
= S 00wl (=) (057 = st - (el = )
_ no(n)
2

Teorema 3.37. Sejam o e n nimeros inteiros positivos. Se n = 2% e 2°tL — 1 ¢ um
numero primo, entao:

o(p(n)) =2n = 9r(n)

Demonstracio. Tomando o, n inteiros positivos se n = 2% temos que 2°~! — 1 é primo.
Desde que

¢(n) = p(2%) =271 — 1,

entao
$(p(n)) = (277! — 1) = 27" =2n
e
T(n) =7(2%) =a+ 1.
Portanto,

d(p(n)) = 2n = 2.2 = 20+ = 970,

Teorema 3.38. Se p € um niumero primo, entao

a(p) = é(p) + 7(p).

Demonstracao. Seja p um nimero primo. Entao

olp)=p+1, é(p)=p—1ler(p) =2
Logo, temos que
o(p) +7(p) =p—14+2=p+1=0(p).

Portanto
a(p) = ¢(p) + 7(p), na qual p ¢ um ntimero primo.
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Tabela 3.2: Alguns valores p para o(p) = ¢(p) + 7(p)

p | o) | 7(p) | olp) | é(p)+7(p)
2 | 1 2 | 3 3
31 2 | 2 | 4 4
51 4 | 2 | 6 6
71 6 | 2 | 8 8
1| 10 | 2 | 12 12

Teorema 3.39. Sen = 2p e p € um numero primo impar, entao
on) =n+ ¢(n)+ 7(n).
Demonstragao. Seja n = 2p e p um nimero primo impar. Entao:
o(n) =o(2p) = o(2)o(p) =3(p+1) =3p+3,
¢(n) = ¢(2p) = ¢(2)p(p) =p — 1,
r(n) = 7(2p) = T(2)7(p) = 2(2) = 4,

entao
n+¢n)+7(n)=2p+p—1+4=3p+3.

Portanto

o(n) =n+ ¢(n) + 7(n), na qual n = 2p e p é um nimero primo impar.

Tabela 3.3: Alguns valores p para o(p) = n + ¢(p) + 7(p)

P |n=2p|¢(p) |70 |olp)|n+dlp)+7(p)
3] 6 2 | 4 | 12 12
5| 10 4 [ 4 | 18 18
7 14 6 | 4 | 24 24
11| 22 [ 10 | 4 | 36 36
13 26 | 12 | 4 | 42 12

Teorema 3.40. Sen = 3p e p é um nimero primo diferente de 3, entao

a(n) = 2(¢(n) +7(n)).
Demonstragao. Seja n = 3p e p um nimero primo nao igual a 3. Entao:

o(n)+o(3p) =c(3)a(p) =4(p+1) =4p +4,
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p(n) = ¢(3p) = ¢(3)p(p) = 2p — 2

T(n) = 7(3p) = 7(3)7(p) = 2(2) = 4,
logo, temos que
2(p(n) +71(n)) =22p—2+4) =4p + 4.

Portanto,

o(n) =2(é(n) + 7(n)), na qual n— 3p e p é um ntmero primo diferente de 3.

Tabela 3.4: Alguns valores p para o(n) = 2(¢(n) + 7(n)).

p | n=3p| o) |7(p)| o) |n+solp)+T)
2 6 2 4 | 12 12
5 15 ) 4 | 24 24
7 21 12 | 4 | 32 32
1] 33 20 | 4 | 48 48
13 39 24 | 4 | 56 56

Teorema 3.41. Sen = 2% e k é um inteiro nio negativo, entdo
o(n) =2n—1.

Demonstracio. Tomando n = 2 e k um inteiro ndo negativo, entao:

. 2k+1 -1
=0(2") = — =2n—1.
o(n) = 0(2) = S—— =2
Portanto,
o(n)=2n—1.

Tabela 3.5: Alguns valores n para o(n) = 2n — 1.

k|n=2"|on)|2n-1
0 1 1 1
1 2 3 3
2 4 7 7
3 8 15 15
4 16 31 31

Teorema 3.42. Sen =1 oun =p € um numero primo, entao

o(n) + ¢(n) = 2n.
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Demonstragao. Quando n =1 é 6bvio. Se n = p é um nimero primo, entao

o(n)=o(p)=p+1

¢(n) = o(p) =p—1.

Portanto,

o(n) 4+ ¢(n) = 2p = 2nna qual n = 1 ou n = p é um namero primo.

Tabela 3.6: Alguns valores n para o(n) + ¢(n) = 2n.

n | 2n | a(n) | é(n) | o(n) + é(n)
12 1 | 1 2
24| 1 | 3 4
306 2 | 4 6
510 4 | 6 10
714 6 | 8 14

O
Teorema 3.43. Se p € um nimero primo, entao
¢(p) =p — (7(p))* + 3.
Demonstragao. Tomando p um ntimero primo. Entao
¢(p)=p—1
e
T(p) = 2,
entao temos que
p—(t(p)?+3=p—22+3=p—1.
Portanto,
o(p) = p — (7(p))* + 3, quando p é um ntimero primo.
O

Tabela 3.7: Alguns valores p para ¢(p) = p — (7(p))* + 3.

p|7(p) | (7(0)? | op) [ p— (v(p))* +3
2| 2 4 1 1
3 2 4 2 2
51 2 4 4 4
71 2 4 6 6
1] 2 4 10 10
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o(n) =o(2p) = o(2)o(p)

n

2

Tabela 3.8: Alguns valores n para ¢(n)

o(n)

n

= - 1

2

2p

p

Teorema 3.44. Sen = 2p e p € um numero primo impar, entao

Demonstragcao. Seja n = 2p e p é um nimero primo impar, entao

=",
2

— — 1,quando n— 2p e p é um ndmero primo impar.

-
2

pln=2p| (o) | (5-1)
3 6 2 2
) 10 4 4
7 14 6 6
11 22 10 10
13 26 12 12

Teorema 3.45. Sen =4p e p € um numero primo impar, entao :
n
=——2.

oln) = 2

Demonstragao. Seja n = 4p e p é um nimero primo fmpar, entao :

d(n) = ¢(4p) = 6(4)9(p)

Portanto,

4p

20="_09

€p—1)=2p—2 =
(p—1)=2p 5 5

Tabela 3.9: Alguns valores n para ¢(n) =

n o
5~ 2,quando n = 4p e p é um nimero primo impar.

o
2

p |n=4p| (c(n) (g—Q
3 12 4 4
5 20 8 8
71 28 12 12
11| 44 20 20
13 52 24 24
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3.7.1 Numeros Perfeitos

Existem infinitos nimeros n para os quais o(n) < 2n. Por exemplo, para um primo
p, o(p) = 14+ p < 2p. Como existem infinitos niimeros primos, segue-se que existem
uma infinidade de numeros para os quais o(n) < 2n.

Existem infinitos niimeros n para os quais o(n) > 2n. Por exemplo:

2k+1_132_1
2k 3) = o(29). = :
0(2°3) = 0(2).0(3) = —5—— S

= (2F —1).4 > 2813 = 2n.

No entanto, ndo sabemos se existem infinitos niimeros para os quais o(n) = 2n.

Definigao 3.46. Um ntimero é perfeito quando a soma de seus divisores (exceto o
proprio namero) é igual ao ntimero fornecido, ou ainda se o(n) = 2n.

O algoritmo para encontrar ntmeros perfeitos foi dado por Euclides. Calculamos
somas parciais da ordem 1+2+44+8+4... e se a soma for um niimero primo, multiplique
pelo ultimo nimero somado e obtenha o nimero perfeito. Entao, por exemplo, temos:

1+2=3=32=6.

14+244=7=74=28
1+2444+8+16=31= 31.16 = 496.
14+24+4+8+16+ 32+ 64 =127 = 127.64 = 8128.

Esses numeros eram conhecidos pelos antigos gregos, e até o momento 48 nimeros
perfeitos sao conhecidos.

Tabela 3.10: Numeros Perfeitos

p [ 2°—1 [n=2r1(2"—1)
2 3 6

3 7 28

5 31 496

7| 127 8.128

13| 8.191 335.500.336
17 || 131.071 | 8.589.869.056

Teorema 3.47. Um niumero par n € perfeito se, e somente se, pode ser representado
na forma

n=2""1(2F — 1)

na qual o numero 2P — 1 € primo.

Demonstragio. Primeiramente vamos mostrar que se n = 2P~1(2”? — 1), na qual 2¥ — 1
primo, entao n é perfeito. Perceba que desde que 2P — 1 é impar, temos que (2P~1, 2P —
1) = 1. Pelo fato de 2°~! e 2?7 — 1 serem relativamente primos entre si e a fungdao o ser
multiplicativa, segue que

o(n) = o2 H).0(2F - 1).
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Como o(2071) = (22 — 1) e 0(2? — 1) = 2P, e uma vez que assuminos que 2° — 1 ¢é
primo , entao :
o(n) = (2P —1).27 = 2n,

demonstrando que o niimero n é perfeito.
Por outro lado, como n é perfeito, escrevendo-o na forma n = 2°.¢, onde s,t sao
inteiros positivos e t é impar. Uma vez que (2°,¢) = 1, entdo temos que:

o(n) = o(25.t) = a(2%).0(t) = (25T — 1).0(2). (3.4)
Se n é perfeito temos que :
o(n) =2n = (25Tt (3.5)
Combinando-se (3.4) e (3.5) temos que :
(25T — Do (t) = (25TH)t. (3.6)

Uma vez que (25712571 — 1) = 1, segue que 2°™' | o(¢). Portanto, existe um
ntimero inteiro k tal que o(t) = (2°*1)k. Inserindo-se essa expressdo em (3.6) temos
que (2571 —1).2571f = 2571 e portanto:

(25 — Dk =1. (3.7)

Logo, temos que k |t e k # t.
Substituindo ¢ pela expressao do lado esquerdo de (3.7), encontramos que

t+k=2" - Dk+k=2"k =0o(t). (3.8)

Agora vamos mostrar que k£ = 1. Note que se k& # 1, entao ha pelo menos trés
divisores positivos distintos de ¢, a saber: 1,k e t. Isso implica que o(t) >t +k+1, 0
que contradiz (3.8.)

Desde que k = 1 e a partir de (3.7) concluimos que ¢ = 2°*! — 1. Também a partir
de (3.8.), vimos que o(t) = t+ 1, portanto ¢ dever ser primo, pois, seus tnicos divisores

sao 1 e t. Assim
n = 25(25T — 1),

onde 251 — 1 é primo. O

3.8 Fatoriais

A funcao fatorial n! é geralmente definida como o nimero de permutagoes de n
objetos distintos (ou equivalentemente o produto n.(n—1)....1) na qual n € um nimero
natural, surgindo em muitas formulas combinatorias diferentes e em teoremas da Teoria
dos Numeros.

Definicao 3.48. Para um ntmero natural n € N, definimos um ntmero natural “n
fatorial” com a notacao n! como sendo:

n—1

nl=123....n=[](n-1)

=0

com 0! = 1.
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Lema 3.49. Sen > 3 e py,...,ps SG0 08 numeros primos impares menores ou 1guais
a n, entao existem niumeros inteiros o € N aq, ..., a5 € N* tal que:

n!=2%p".(p1—1)..... pe-(ps = 1).

Demonstracao. Podemos escrever que:

S

nl = (v — Dpim
i=1
na qual m; sao inteiros positivos e podem ser escritos na forma :
m; = 2%’?1 . .pfs,
na qual 8, 51,...,08, € Nep, — 1t m,.. H

Teorema 3.50. Para todos os n € N, n! estd na imagem da funcao ¢ Totiente de
Euler.

Demonstragao. Como 0! = 1! = 1 e 2! = 2 o resultado é verdadeiro para n = 0,1, 2.
Do Lema 3.49, para n > 2 temos que :

nl=20pf (= 1) pS(ps — 1),

, o .. ~ . o1 o o
Mas se n é um inteiro positivo com fatoracao em primos dada por pj'p5*...pSs
temos que :

d(n) = (P —pP P —p5 ) . (P — P,
portanto,
nl = ¢(2a+1.p‘f‘1+1 ..... p‘j”“).

Isso termina a prova. ]

Definicao 3.51. A maior poténcia de um namero primo que é fator de n! é dado por:
n

Seja a um inteiro positivo, entdo | —| é o maior inteiro tal que aa < n. Esta defini¢ao
a

equivale a dizer que Lﬁj =aonden=aa+rcom0<r <a.
a
. n n
Teorema 3.52. Sejam n,a,b > 0 e tomando-se « = |—] e f = LEJ, temos que:
a
a n
o) =12
N n o
Demonstra¢ao. Tomemos |—| =« e LZJ = (8 de modo que:
a

n=aa+1r,0<r <a

a:ﬁb+r2,0<r2 <b,
portanto

n = Bab+ ary + 1

n arg + 11

2=+ 200,
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No entanto, ro ¢ no maximo b— 1, e r é no maxirno a—1 e, portanto, ars + 71 € no
méximo a(b—1)+a—1=ab— 1. Logo |ary + j segue que:

Lﬁ

abJ =0 = [3J~

[]

S

Corolario 3.53. Como sugerido no Teorema 3.52, tomando [ = p_t e p € numero
p

primo positivo temos que

LJ*LSHJ

Corolario 3.54. Sen>a >0 e b > 1 entao

n

2> 1),

Corolario 3.55. Se a,men sao positivos entao
mn n
— | Zzm|—].
) > ml 2
Corolario 3.56. Sen=n;+no+nzg+---+ny, na qual n;, 1 = 1,2,...,t sao positivos
entao n n n
1 2 t
—z|l—]+—]++|—]
22 2 12 |2

Se p é um primo positivo, entdo defina a,(m) o expoente da maior poténcia do
primo p que ¢ um divisor de m. Usando este simbolo, provaremos o Teorema 3.57
devido a Legendre (1752-1833). Isso nos ajudard a avaliar como a,(n!) aumenta a
medida que n aumenta.

Teorema 3.57. (Teorema de Legendre) - Se n e o primo p forem positivos, o
expoente da maior poténcia de p que divide n! é

n n n
a,n)y=|—-]+|=]+ -+ |—],
p(n!) LpJ Lpﬂ LpSJ
sendo s o menor expoente, tal que LﬁJ = 0.
pS

Demonstragcao. Considere o conjunto dos inteiros
1,2,3,...,p,....2p,....p%, ... .n. (3.9)
n
O ultimo inteiro do conjunto que é divisivel por p é | —|p, e o coeficiente de p mostra
p

n
que existem |— | multiplos de p neste conjunto. Todos os demais inteiros do conjunto

sao primos de p. Portanto,

a,(n!) = a, (p.Qp. Pk Lﬁjp)

p

Ao retirarmos um fator p de cada um desses miiltiplos de p que estao no conjunto
n

[—J
dado por (3.9), obtendo assim o fator p P .
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Assim sendo,

a,(nl) = |=] +a, (1.2. . LEJ>

p p
Mas o tltimo inteiro do novo conjunto

n
1727 sy L 1
LpJ
que é multiplo de p é dado por
n
]
p n
——Ip=[5lp
] » ] Lsz

No6s podemos, como anteriormente, remover o fator p P~ | e a partir do produto de
inteiros do novo conjunto mostrar que:

ap(nl) = L%J+L}%J+-~-+% (1.2...{%).

p
n n
=1 L 4J
Da mesma forma nos removemos os fatores p P’ ,p P, ... até que nos encontremos

n
p* < n < p*Tt de modo que L—J = 0, enquanto Lﬁj = (). Assim sendo temos que :
P’ D’

ap(nl) = )+ gl + o+ [

Lema 3.58. Sejam aq,...,a,,b € N, sendo b # 0. Temos entao que

A1y e vy Oy am

[ 2 (g e LT

Demonstragao. Sejam a; o quociente e g; o resto da divisao de a; por b. Somando todos
0s a; temos que:

al,...,am:(q1+~.-+qm)b+r1+...+rm_

Dividindo ay, ..., a, por b, o quociente é maior que ou igual a (¢ + - -+ + ¢n), pois
r1,...,Tm > 0 e poderia aparecer mais fatores de b na soma. O]
Corolario 3.59. Sejam aq,...,a,, entao

(a1 4+ ap)!

)l ()l

Demonstragao. Sabemos pelo Lema 3.58 que, Vp primo e ¢ € N :
Qnp,

ar+---+an
P 2 e L)

Ou seja, temos que a,((a1+---+am)!) > ap(a)!+- - -+ ay(am)!. Isso nos diz que (a; +
-+ a,)! possui mais fatores de cada primo que a,!...a,,!.Dai segue o resultado. [
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Teorema 3.60. Seja p um primo e seja n = agp® + - - - + as a expansao de base p de
n, entao temos que
n=> i 0%

1 =
a,(n!) p—

Demonstragao. Como temos que n = agp® + a1p** + -+ + a, com a < ag < p e
0<a; <pparat=1,2,...,s, assim :

n B o
LEJ = app” ! +aip 2 +otas—2p+as—

n
| 5] =ap” ? +ap” >+ 4 a,s

P2
n
J— :ao
Lsz
Logo,
n n p’—1 pt—1
—| + + | — = Qo +(11 +"’+CLS_1
LpJ LpSJ | p—
ou
| app® +arp” ' - Fagap —ag—ar — - — a1
a,(n!) =
p—1
N @p’t--tasaptas—ag—a — - — a5 —
ay(nl) =
p—1
ap<n!):n—(a0+a1+---+as)
p—1
o) = " Lz
p—1

]

Observacao 3.61. Se n € N, entao para n! as fungoes ¢ e o podem ser calculadas da
seguinte forma:

pocp—l—l -1

o(nl) = Hpap_l-(]? —1)eoa(n!) = H NCEDE

p<n p<n

onde os produtos sao considerados todos os primos menores ou iguais a n.

Exemplo 3.62. Encontre o expoente de maior poténcia de 5 em 138!.

Solucao: 138
138 = 27.5 + 3; L?J =27
138
138
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Consequentemente a;5(138!) =27+ 5+ 1 = 33.
Nos podemos utilizar o resultado do Teorema 3.60 para «,(n!). Escrevendo-se 138
na base 5, nés temos que

5% +0.5% + 2.5 + 3.
Assim sendo temos que:

(138 — 6)
Y 33
4






4 Equacoes diofantinas associadas as
funcoes aritméticas e fatoriais

Neste capitulo, examinaremos e classificaremos solugoes para algumas das equacgoes
diofantinas que envolvem funcoes aritméticas e fatoriais famosas. Florian Luca [27]
mostrou que existe um ntmero finito de solu¢oes para a equagcao:

f(n!) =am!,

na qual f é uma das func¢oes aritméticas ¢, ou ¢ e a é um nimero racional.
Existem inimeros fatos peculiares e fascinantes sobre fatoriais e fungdes Aritméticas
e neste capitulo iremos investigar algumas de suas descobertas.

4.1 A Equacao Diofantina de Brocard- Ramanujan

A Teoria dos Numeros apresenta numerosas questoes que inicialmente parecem
abertas, mas que com certeza acabam sendo impenetraveis. Para termos uma ideia de
tais problemas vamos analisar a seguinte conjectura estudada independentemente por
Brocard [10, 11] e Ramanujan [38, 39] da seguinte equagao diofantina:

n! +1 =g (4.1)

A equagao (4.1) é chamada equagao diofantina de Brocard-Ramanujan e encontrar
solucoes para esta equagao equivale ao problema de encontrar valores inteiros para os
quais o namero n! 4+ 1 é um quadrado perfeito. De fato, Ramanujan [38, 39] declarou
o problema da seguinte maneira: “o nimero n! + 1 é um quadrado para n = 4,5,7,
encontre outros valores”.

Usando-se o caso de fatoracao de diferenca entre dois quadrados a partir das solugoes
j& conhecidas obtemos que:

A4+1=5"=4=5"-1=G6B+1)5-1)=64=24
5l41=11"=5=11>-1= (11 +1)(11 — 1) = 12.10 = 120.

N+1=7=7=71>-1=(714+1)(71 — 1) = 72.70 = 5040.

A andlise da decomposicao anterior nos conduz a solugoes que possuem uma dife-
renca de 2 unidades entre as solugoes, ou seja, sao dois niimeros pares consecutivos,
portanto, caso se encontre(m) outra(s) solugao(des) necessariamente ela(s) precisa(m)
obedecer a relacao estabelecida.

93
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Salvador Cerda em [14] mostra que através de seu método obtemos as mesmas
solucoes ja conhecidas para n < 8 e que para n > 8 seremos conduzidos a encontrar

. . . .on . ~ ~
dois nimeros consecutivos cujo produto seja 1 verificando que nao se encontra solugoes

diferentes para n < 2000.

Até o momento, pouco se sabe sobre (4.1) e o problema de encontrar todas as so-
lugoes inteiras ainda estd em aberto: calculos até n = 63 nao deram outras solugoes
segundo Hansraj Gupta [19]. Recentemente, Berndt e Galway [8] fizeram alguns cal-
culos até n = 10° e mostraram que (4.1), exceto pelas solugoes conhecidas nao possui
outras solugoes. Overholt, em [34], implementou que a forma fraca da conjectura de
Szpiro implica que (4.1) tem apenas un ntumero finito de solugoes. A forma fraca da
conjectura de Szpiro é um caso especial de conjectura abc e afirma que existe uma cons-
tante tal que, se a, b e ¢ sdo inteiros positivos que satisfazem a+b = ¢ com med(a, b) = 1,
entao temos que :

| abe |< rad(abc)?,

onde rad(N) é o produto de todos os primos que dividem N obtidos sem repetigdo. Na
mesma dire¢ao, Dufour e Kihel |[16] implementaram recentemente que a forma fraca da
conjectura de Hall (um caso especial de conjectura abc) implica que (4.1) tem apenas
un namero finito de solucoes. A forma fraca da conjectura de Hall afirma que, para
cada ¢ > 0, existe uma constante C¢ dependendo de { > 0 apenas de modo que se
x,y ek sdo nimeros inteiros que satisfazem y? = 23 4 k, entdo temos que :

maz(| &® |, y* ) < Ce | k7.

Denotando A como um nimero inteiro fixo. Dabrowski [15] estudou a equagao
diofantina da forma
n! + A=y? (4.2)

onde n e y sdo inteiros. O principal resultado em [15] é que, se A ndo é um quadrado,
(4.2) tem um namero finito de solu¢oes. Este resultado foi estendido recentemente
por Dufour e Kihel[16], onde eles conduzem se o nimero inteiro A nao for a g-ésima
poténcia de um ntmero inteiro, com n e y nimeros inteiros, entao a equagao

nl+ A=y’ (4.3)

tem um nimero finito de solugdes. Luca [28] constatou através da conjectura abc que,
para qualquer P € Z[X], a equacao diofantina P(z) = n! apresenta um nimero finito
de solucoes.

O maior niimero de resultados do problema de Brocard-Ramanujan e suas variagoes
foi obtido a partir da utilizagao da conjectura abc ou de suas variantes. Surge natu-
ralmente uma pergunta de como os resultados podem ser provados sem a ajuda dessa
suposicao? Somos tentados a acreditar na afirmacao mais forte de que o problema de
Brocard-Ramanujan ndo tem outras solugoes, exceto (m,n) = (5,4),(11,5),(71,7); no
entanto, nao conseguimos estabelecer isso. A prova da existéncia de uma nova solu-
¢ao de (4.1) parece tao distante quanto o estabelecimento da inexisténcia de nimeros
perfeitos impares e os dois problemas, embora nao equivalentes, nao sao diferentes.
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4.2 Equacoes Diofantinas, Funcoes Aritméticas e Fa-
toriais

Nesta secao, mostraremos alguns trabalhos relacionados a equagoes diofantinas en-
volvendo funcgoes aritméticas de fatoriais reproduzindo de forma mais detalhada o que
foi desenvolvido por Luca em |27| de forma sucinta, além de acrescentarmos alguns
problemas envolvendo as func¢oes aritméticas aqui estudadas, com suas respectivas so-
lugoes.

Para qualquer nimero inteiro positivo k, vamos denotar ¢(k), o(k) e 7(k) como
sendo a funcao totiente de Euler, a soma do divisor e o ntimero de divisores de k,
respectivamente. Além disso p indica um nimero primo e para um nimero inteiro
positivo n.

Em Rosser e Schoenfeld [41] encontramos o seguinte lema com sua devida demos-
tragao.

Lema 4.1. Para n > 2 temos que

1 n

CE RO

1+

também para n > 3,

M o loglog(n) 4+ 200637
¢(n) loglog(n)’

onde c representa a constante de Euler-Mascheroni (c ~ 0.5772).
n

L 4.2. P > e, > .
ema ara n = e, p(n) SToglog(n + 1)

Demonstragio. Baseados no Lema 4.1 , logo quando n > e, temos n > 3, entdo:

n

) > —— )+ 20063
508 log log(n)

n
>
2loglog(n) +1

para n > e,
Perceba que ¢ < 2. Também, note que loglogn > 2.50637 se n > €. Entao,
2.50637

log log(n)
desigualdade desejada. O]

para n > e temos que a fracio < 1. Conjuntamente isso nos retorna a

Em Carella [13] encontramos o lema abaixo com sua demonstragao.

Lema 4.3.
n n a(n)

S Toa(log(n)) < o) < — —paran > 2.10°. (4.4)

Teorema 4.4. Seja a qualquer nimero racional e seja f uma das funcoes aritméticas
¢, 0. Entao, a equacao
f(n!)

m!

= a, (4.5)

possui um numero finito de solugdes (m,n).
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Demonstracao. Para conveniéncia do leitor reproduziremos aqui a prova encontrada
em Luca |27].

Tomamos f € {¢,0} e fazemos uso do Lema 4.3 .

Assumindo f = ¢ vamos considerar os trés casos n < m, n > m, e n = m.

1. Se n < m, entao n < m — 1, obtemos que:
am! = ¢(n!) < n! < (m—1)

assim temos que
am! < (m —1)!

1 . .
logo temos que m < —. Portanto, existe um nimero finito de valores para m e,

a
consequentemente para n.

2. Se n > m.

Tomando n > maz(m,e®), usando os Lemas 4.2 e 4.3, o fato de que a fungao
x

21log(log(x)) log(log(x))
que n > m+ 1 e uma vez que (m + 1)! < (m + 1)™" temos as seguintes
implicacoes:

¢ uma fungao crescente em z, que a funcao é decrescente,

- n! (m+1!) - (m+1)!
21og(log(n!)) = 2log(log(m + 1)) ~ 2log(log(m + 1)m+1)’

am! = ¢(n!)

Segue que
m+1 < 2alog((m + 1) log(m + 1)),
logo, temos que:
m—+1

log((m + 1) log(m + 1)) < 2a.

m—+1

log((m + 1)log(m + 1))
que m é limitado por uma constante. Logo, (4.5) tem um namero finito de

solugbes (m,n) com m # n.

Assim, como lim,,_ = 00, a tltima desigualdade diz

3. Considerando finalmente que m = n e usando o Teorema 3.15, obtemos que:

L), 40

psn

O Terceiro Teorema de Mertens diz que :

1 P .
=e".
lognpgnp—l

limy, o0

Um corolario trivial é que o produtorio do lado direito da igualdade (4.6) tende
ao infinito quando n tende ao infinito e consequentemente a equacao tem apenas
um numero finito de solucoes para n = m.
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Portanto, (4.5) tem um namero finito de solugoes (m,n).
A prova para f = o é completamente analoga. O

Corolario 4.5. As unicas solugoes para a equacao

o(n!) =m! (4.7)
sao obtidas para n =0,1,2,3.

Demonstracao. Novamente o Corolario 4.5 e sua demonstracao podem ser obtidos em
Luca [27].

Notamos que a afirmacao é verdadeira para n < 4. Agora, suponha que n > 5 e
que ordy(n!) = s onde s > 0.

Escrevendo n! = 2°t onde t ¢ impar. Entao ¢(n!) = 257 1¢(t) onde ¢(t) é divisivel por
[I,<.(p—1). Em particular, ¢(¢) é divisivel por (3 —1)(5—1) = 8. Agora segue que o
expoente de 2 na decomposi¢ao do fator primo de ¢(n!), ou seja, ordy(n!) > s—143 > s.

Por outro lado, uma vez que m! = ¢(n!) < nl, segue que m < n. Assim, o
expoente de 2 na decomposi¢ao do fator primo de m! nao pode exceder s, ou seja
ords(m!) < ordy(n!) = s e isso retorna a contradi¢ao desejada. O

Tabela 4.1: Solugoes para ¢(n!) = m!

Wl —=lol B
|| == B

Corolario 4.6. As unicas solugoes para a equacao
o(n!) =m! (4.8)
sao obtidas para n =0, 1.

Demonstragao. Pode-se verificar que as solugoes afirmadas para o Coroléario 4.6 sao de
fato as tinicas solugoes para n < 8. Supondo que n > 9 obtemos a partir do Teorema

3.15, do Teorema 3.24 e do fato de que n! =[] _, p°®, onde a,, = LEJ + L%j + L%J +
p p p

p<n
n
<+ [—] que:
1 p—1
psn p p<n p
e que

ap+1 1
o(n!) = b

p—1

Entao, temos que:

pO‘P-‘rl —1
an!).on!)=n! || — <n!| | p® =nlnl
(n).¢(n!) = n! [ P I1

psn PN
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Segue que:

Assim obtemos que:

p<n 2<k<n,
k+#4,6,8,9

n - :
Portanto, n! < m! = o(n!) < E.n! < (n+1)!, 0 que é uma contradigao, pois nenhum

fatorial pode estar estritamente entre n! e (n + 1)!. O

Tabela 4.2: Solugoes para o(n!) = m!

n| m
1
1] 1

Corolario 4.7. As unicas solugoes para a equacao
20(n!) = m! (4.9)
sao obtidas para n = 2,3,4,5.

Demonstragao. A demonstracao é analoga ao do Corolario 4.6. Portanto, temos que
n
n! <m! < 20(n!) < 2. <§> nl < (n+1)!, que é uma contradicao. O]

4.3 Alguns problemas envolvendo Funcoes Aritméti-
cas

Exemplo 4.8. Mostre que se m e n sdo inteiros positivos e (m;n) = p; onde p é primo,

entao
po(m) ¢(n)
¢(m,n) = -1

Solucao:

Uma vez que (m;n) = p; entdao p | m e p |n; e p divide um dos dois inteiros m e n
exatamente uma vez, caso contrario (m;n) > p?; o que ¢ uma contradigio.

Suponha que p | n mas p? { n; entdo existe um inteiro k tal que n = kp e (k;p) = 1;
e uma vez que p = (m;n); entdo (m;k) =1 também, e portanto

¢(n) = o(kp) = ¢(k)p(p) = ¢(k)(p — 1).

Se m = p®pi* ... p¢" & a decomposigao da poténcia primaria de m; entao

o(mp) =p*(p—1)p™Hpr = 1)...pY Hpr — 1)
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=pp* o —Dp™ pr— 1) p e — 1)
= pp(m),
de modo que
¢(mn) = po(m)
’ ¢(m) ¢(n)
po(m) d(n
¢(mn) = ¢p(mkp) = ¢(mp)p(k) = o1
Exemplo 4.9. Mostre que se m e k sao inteiros positivos, entao
¢(m") = m"o(m).
Solucao:
eja m = ...p% a decomposicao de poténcia priméaria de m; entao
Sej pepit ... pir a decomposicao de poténcia primaria de m; enta
¢(m) =pi* (o1 — Dps* (2 = 1) ..o (e — 1)
Desde que m* = pieipho ..pFer | entdo:
¢(m*) = py oy = P (pe = 1)y (o — 1)
k—1)ox+a1— k—1)oo+az— —Dar+ar—
o(m*) = pi VT (o = 1)p I (py — 1) p e (p, — 1)
k—1)a o — (o4 o Qp ) Oy —
p(m*) = p{" VP py — DY VP (pe — 1) pE T (p, — 1)
¢(m") =m* I (pr — D)ps*~ (p2 — D (pr — 1)
¢(m") = m"1o(m).
Exemplo 4.10. Mostre que se a e b sao inteiros positivos e d = (a;b); entao
¢(d)
Conclua que se d > 1; entdo ¢(ab) > ¢(a)p(b)
Solucao:
Sejam pq, po, . . ., pr sejam aqueles primos dividindo a mas nao b ,q1, go, - . . , s Sejam
aqueles primos dividindo b mas nao a e ry,rs,...,r; sejam primos dividindo ambos «a

e b.
Definimos que :

rei(2) 0 2) i (-2)

entao temos que:

aPRbQR  ¢(a)p(b) .

¢(ab) = abPQR = B ==

Contudo, temos que

¢<<a? b)) = (CL, b)R
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de modo que
_ ¢(d)
= d
e uma vez que d = (a;b), portanto temos que
de(a)p(b)

¢(ab) = o)

Observe que se d > 1; entao ¢(d) < d — 1 < d; de modo que

i>1

¢(d)

_ dg(a)o(b)

> ¢(a)¢(b).

Exemplo 4.11. Para quais n inteiros positivos ¢(n) | n?

Solucao:
Suponha que n seja um ntmero inteiro positivo e tomemos :

_ 01 Q2 Qe
n=p P . D -
como sendo a decomposicao de poténcia primas de n; entao temos que :

o(n) =pP oy (o = D(pa— 1) ... (pr — 1)

Se ¢(n) | n entao
P1 D2 Pk

p—1p—1 " p—1
¢ um nimero inteiro positivo e, como o numerador pode ter no maximo um fator de
2; isso implica que o denominador pode conter no maximo um fator (p; — 1) onde p; é
um primo impar.
Portanto, na decomposicao da poténcia primaria de n; oun =1; n = 2%, oun =
2998 onde p é um primo impare a >1e 3> 1:

1. Se n = 2% onde o > 0, entao para o = 0, nos temos n = 1 e ¢(n) = 1, enquanto

3

que para @ > 1 temos que n =2%e ¢(n) =212 - 1) =221 = —.

(\V]

2. Se n = 2%?, onde p é um primo impar, o > 1 e 8 > 1, entdo:

2—1p—1
e desde que ¢(n) | n, entdo:
n 2p
b=
¢(n) p-—1

é um nimero inteiro, de modo que p — 1 = 2; ou seja, p = 3; en = 2°p” onde
a>lef>1.



Alguns problemas envolvendo Fungoes Aritméticas 101

Portanto, os tinicos inteiros positivos n para os quais ¢(n) | n sao dados por:
n=1,2%e 23,
onde o, f > 1

Exemplo 4.12. Mostre que o niimero de pares ordenados de inteiros positivos com o
minimo miltiplo comum igual ao inteiro positivo n é 7(n?).

Solucao:

Vamos denotar o minimo miltiplo comum entre os inteiros a e b como [a, b].

Claramente, o resultado é verdadeiro se n = 1; desde entao 7(n) = 1; e o tinico par
ordenado de inteiros positivos com menor multiplo comum 1 é (1;1). Seja n um inteiro
positivo com n > 1; e suponha que a decomposicao em poténcias de primos de n seja
dada por:

n=ppy*. .. Py

onde p; < ps < --+ < p, sao primos distintos e ap > 1el <k <.

Agora suponha que b e ¢ sejam inteiros positivos tais que [b;c] = n; entdo b | n e
¢ | n; de modo que suas decomposi¢oes em poténcia de primos sdo dadas por

b=p"pP P e c=pl'py .. p),

onde 0 < By <apel0<vw<ayparal <k<r.

Desde que [b; ¢| = n; entdo devemos ter o maz{Sx;vx} para 1 < k < r de modo que
para cada um desses k; um deles 55 ou 7, deve ser igual a «ay; enquanto o outro pode
ser qualquer um dos inteiros 0 < [ < ay.

Portanto, para cada k com 1 < k < r; o ntmero de maneiras de escolher o par
ordenado (f; k) de modo que exatamente um ou ambos de (5 e v, igual a oy é igual
a

ap+ap+1=2a+1,

e o numero de maneiras de escolher os expoentes

/817/82 s )/87"7717727‘ <o Ve
é igual a
(201 + 1)(2a2 + 1) ... (2a, + 1) = 7(n?).
Assim, o namero de pares ordenados de inteiros positivos (b;c) tais que [b;c] =n é

igual a 7(n?).

Exemplo 4.13. Mostre que se n é um ntmero inteiro positivo, entao

2
S| - X
dn din
Solucao:
2
Tomemos F(n) = (de d> e G(n) = Zd‘nT(d)S para n > 1; entdao F' e G sdo
multiplicativas visto que 7 é multiplicativa, e para mostrar que a igualdade F'(n) =

G(n) vale para todo n > 1; precisamos apenas mostrar que é verdade para n = p®,
onde p é primo e o > 1.
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5 Transposicao Didatica

A resolucao de equagoes é um assunto que é apresentado no nivel de ensino funda-
mental IT ji4 em seus anos iniciais sendo que a0 mesmo tempo sao estudados os diferentes
conjuntos numéricos. Além disso, conceitos elementares da Teoria dos Numeros sao re-
visados, tais como: méximo divisor comum, minimo multiplo comum, ntimeros primos,
etc.

Neste capitulo apresentamos as equacoes diofantinas e suas aplica¢oes no mundo
real, além de resolvermos algumas funcoes aritméticas.

O estudo das equacoes diofantinas nos permite reforcar os conhecimentos adquiridos
nos cursos anteriores e também fornece ao professor ideias para motivar o aluno no
estudo de resolucao de equagoes e, mais genericamente, aumentar o seu interesse no
estudo da matematica.

Para introduzirmos o referido assunto podemos fazé-lo através de uma motivacao
historica. Para tanto recomendamos a utilizacao dos capitulos iniciais desta dissertacao
que abordam toda a parte historica da Teoria dos Ntimeros e também situa Diophantus
e seu importante papel dentro do estudo sistematico de vérios problemas da Teoria dos
Ntameros, abordando problemas que envolviam equacoes que apresentavam solucoes
racionais ou inteiras.

5.1 Aplicagoes de Equacgoes Diofantinas

A Teoria dos Numeros teve pouca aplicagdo pratica, por muitos anos, segundo
alguns estudiosos. E sabido que o Godfrey Harold Hardy (1877-1947), grande teorico
inglés que atuou na area dos niimeros, acreditava que a Teoria dos Nimeros nao tinha
aplicagoes praticas (veja o seu ensaio “The Mathematician’s Apology”, [20]). No decorrer
dos séculos XX e XXI essa situacao mudou significativamente e contrariando a opiniao
de Hardy muitas aplicacoes préticas e interessantes da Teoria dos Numeros foram
descobertas.

A maioria dos estudantes ou adultos na sociedade atual acredita que evitara usar as
operacoes numéricas mais complicadas de suas vidas, e apenas as operagoes numeéricas
mais basicas podem ser usadas para o resto da vida. Muitos deles nunca ouviram falar
do tipo de equacgoes, como as diofantinas, e acreditam que nao precisam delas em suas
vidas.

Note, no entanto, que encontramos equacoes diofantinas em muitas ocasioes cotidi-
anas. Mesmo as criangas da escola priméaria reconhecem exemplos simples que levam
a equacoes diofantinas. Além disso, os alunos do segundo nivel do ensino fundamen-
tal se familiarizam com vérios exemplos de equagoes diofantinas no curso de equagoes
lineares, apesar do nome equacgoes diofantinas nao ser explicitamente usado.
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Estimar a solucao de uma solucao linear de equacao diofantina através da expe-
rimentacao, nao pode ser considerado um método regular, mas este método é fre-
quentemente usado. O método consiste em substituir inteiros arbitrarios na equacao e
determinar se eles sao a solugao. No entanto, na maioria dos casos, s6 obtemos algumas
solucoes.

Exemplo 5.1. Quantas maneiras podemos distribuir dgua de um barril de 29 litros
em barris de dois e trés litros?

Solucao: Se resolvermos essa tarefa através da experimentacao, primeiro pensa-
remos se é possivel distribuir tudo em barris de 2 (dois) litros ou apenas de 3 (trés)
litros. No entanto, h4a um problema aqui, porque o nimero 29 nao é divisivel nem
pelo niimero 2 nem pelo nimero 3. Entao vamos tentar pensar em uma combinacao de
tambores de 2 e 3 litros para ajustar o nimero requerido de litros. Para algumas das
nossas experiéncias, consulte a Tabela 5.1 para maior clareza:

Tabela 5.1: Algumas solugoes experimentais para a tarefa

2 Litros 10 8.5 7 4 11.5

3 Litros 3 4 5) 7 2

Resultado | Sol. Int | Nao tem Sol. Int | Sol. Int | Sol. Int | Nao tem Sol. Int

A Tabela 5.1 lista as diferentes solucoes experimentais, mas apenas algumas delas
sao inteiras, como podemos observar na Tabela 5.2

Tabela 5.2: Algumas solugoes inteiras para a tarefa

2 Litros | 10 | 7 | 4
3 Litros | 3 |5 |7

Como podemos percerber encontramos algumas solugoes possiveis para o nosso
problema.

5.2 O uso de Matrizes para a Resolucao de Sistema
de Equacoes Diofantinas

A equacao diofantina nao trivial mais simples é aquela com duas variaveis da forma
ax + by = ¢, e geralmente é resolvida através do Algoritmo Euclidiano. Ao escrever-se
o Algoritmo Euclidiano em termos de reducao de linha de tal forma que o método seja
generalizado para resolver qualquer sistema linear em qualquer nimero de variaveis,
segundo [36], temos a exigéncia de solugoes inteiras que implica que as redugoes de
linha devem envolver apenas inteiros; este tipo de operacao de linha é denominado
unimodular. Uma operagao de linha unimodular elementar em uma matriz consiste
em um dos trés tipos de operagoes a seguir.

(i) Adicionar um miltiplo inteiro de uma linha da matriz a outra linha.
(ii) Trocar duas linhas da matriz de posi¢ao.

(iii) Multiplicar uma linha da matriz por —1.
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Proposicao 5.2. F sempre possivel uma linha reduzir a matriz coluna

aq d
¢5)

e}

as | para 0

an, 0

na qual d = mdc(ay, ag,ag, . .., ap).

Demonstragcao. Repita o seguinte processo até que haja apenas uma entrada diferente
de zero.

(i) Seja a; um elemento de ay,as,...,a, que tem o menor valor absoluto diferente
de zero.

(ii) Para cada i # j aplique o Algoritmo da Divisdo para obter

ar = kiajr +r;, onde 0 <|r; |<|a;|.

(iii) Para cada i # j, subtrair k; vezes a linha j da linha i.

Notamos que o maior valor absoluto de todas as entradas diminui estritamente, a
menos que todas as entradas diferentes de zero tenham o mesmo valor absoluto cada
vez que esse processo é aplicado. Nesse caso excepcional, todas as entradas, exceto
uma, tornam-se diferentes de zero. Portanto, o algoritmo termina e, trocando as linhas
e possivelmente multiplicando uma linha por —1, podemos mover a entrada diferente
de zero para o topo e torna-la positiva. Usando qualquer uma das defini¢oes usuais do
maximo divisor comum, é facil mostrar que

mdc(ay, as, . .., a,) = mdc(ay — kiaj, aq, ..., ay).
Entao

mdc(ay, az, . .., a,) = mdc(ay — kiaj, ag — kaaj, ..., a5, ..., a, — kya;)

= mdc(0,0,...,%d,...,0)
=d.
O

O sistema de equacoes diofantinas lineares pode ser expresso na forma matricial
AX = B. Mostrar como determinar se o sistema possui uma solucao inteira e, em caso
afirmativo, como encontrar todas as suas solugoes fazendo uso de uma definicao mais
fraca da forma de escalonamento de linha, em que a entrada inicial (pivo) pode ser
qualquer ntimero inteiro e nao necessariamente igual a 1 foi discutido por A. Pathria e
W. J. Gilbert em [36]. Ele afirma que uma matriz esta escalonada se:
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(i) todas as linhas zero estao na parte inferior da matriz;

(ii) a entrada principal em cada linha diferente de zero esta a direita de todas as
entradas principais nas linhas acima dela.

Teorema 5.3. Para resolver o sistema de equacoes diofantinas lineares AX = B, a
linha unimodular reduz [A" | I] para [r | T], onde R estd na forma de linha escalonada.
Entao o sistema AX = B possui solucoes inteiras se, e somente se, o sistema R'K = B
possui solugoes inteiras para K, e todas as solugoes de AX = B tém a forma X = T'K.

A equacao matricial R'K = B pode ser facilmente resolvida para K por substituicdo.
Uma equacao tipica apresenta a forma:

[k, [ b,

cil d ky ba
2 ks | — | b3

k * dg k4 b4

Exemplo 5.4. Encontre todas as solugoes inteiras para o sistema de equacoes abaixo:

921 + 6x9 + 8x3 =1
61’1 — 11$2 -+ 71’3 =9

Usando a reducao de linha temos :

5 6 |1 0 0] 5 6 |1 00 1 —=17/-1 1 0

6 —11/0 1 0| —>1|1 —17|-1 1 0 0 91 |6 =50

8 7 10 0 1] 3 1 |—-1 01 0 522 =31
1 =17]-1 1 0 ] 1 —17|-1 1 0
—10 -13]2 1 -2 =10 13 |]-2 -1 2
0 52 |2 -3 1 | 0o 0 |10 1 —7

A equacao R'K = B é dada por:
-1 0 0 ’Zl |1
—17 13 0 119
ks

Consequentemente, temos que k1 = 1 e —17k; + 13ky = 9. Portanto, 13k, = 26
e, como o lado direito é divisivel por 13, a equacao tem uma solucao inteira, ou seja,
ko = 2. A variavel k3 pode ser qualquer valor inteiro, digamos ks = k € Z. Portanto,

1 T -1 =2 10 1 -5+ 10k
K=|2|e|z | =T'K = 1 -1 1 2 | = —1+k
k T3 0o -2 -7 k 4—Tk

A completa solucao de inteiros para o sistema é dada por :

ro=—1+k,para k € Z
1'3:4—7/{5
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Em geral, a questao de saber se o sistema tem alguma solucao inteira depende se
certas combinagoes do lado direito sdo 0 (zero) ou sdo divisiveis pelos pivos de R. No
exemplo acima, os pivos (entradas principais) sdo 1 e 13. Se as entradas no lado direito
fossem by e by, o sistema teria uma solucao se, e somente se, a equacao k; = by e
—17k1 + 13ky = by teriam solucoes inteiras. Isso aconteceria se, e somente se, 17b; + by
fossem divisiveis por 13.

Na solu¢ao de um sistema grande, vocé pode verificar cada linha do sistema R'K =
B a medida que avanca para determinar se o sistema ainda possui uma solucao. Se
nao houver solucgao, talvez vocé nao precise concluir a reducao de linha.

5.3 Balanceamento de uma Equacao Quimica

Outro exemplo de uma aplicagao de equacao diofantina na vida real é sua apli-
cacao na quimica, mais diretamente na sua utilizagao no balanceamento de equacoes
quimicas.

No balanceamento de equagoes quimicas, a abordagem diofantina, além de seu
interesse intrinseco, tem as vantagens da aplicagao mecanica e de ilustrar a variedade
de métodos possiveis.

Considere uma equacao quimica escrita na forma :

l'lAalelccl... + QZQAaszQCCQ... + ... = :EllAalle/lOC/l... + xIQAang’QC’cg--- + ...

na qual A, B, C, ... sdo os elementos presentes na reagdo quimica, ay, by, c1,...,a},b), 7, ...

sao inteiros positivos ou 0, e x1,x9, ..., 2], 25, ... sdo os coeficientes desconhecidos dos
reagentes e dos produtos. Entao, temos que:

T1a1 + Toag + - = 2hal + xhalh + . ..
L0y + Taca + - = 2\ ahch + ..

Percebe-se que para cada elemento particular A, B,C,... , (5.1) tem uma equagao
que expressa a lei de conservacao do numero de 4&tomos e um desconhecido para cada
termo x1A4,, By, C,, ... - produto reagente - na rea¢ao. Encontrar-se todas as solugoes
inteiras {xy,z9,..., 2%, 25, ...} de ( 5.1) é encontrarmos solugbes para as equagoes

diofantinas.
Exemplo 5.5. Consideremos a seguinte equacao quimica:
q:lKMnO4 + $2HQSO4 + $3H202 — :CllKQSOzJL + .TIQMTLSOz; + xéHQOQ -+ 1’202 (52)

Solucao:
Partindo-se da equagao quimica (5.2) nos obtemos o sequinte sistema de equagoes:

dxy 4 4as + 2wy = 4o + 4z + 2% + 22 para O
x1 = x4y para Mn

1y = 2} para K (5.3)
Ty = x) + o, para S

29 + 2x3 = 2275 para H
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Assim sendo, o sistema (5.3) pode ser facilmente reduzido para a equagao diofantina
51 + 2x3 — 4x)y =0 (5.4)

ou em um equivalentemente a uma equacao diofantina linear em trés variaveis.
Assim, temos que (5.4) apresenta como solugao {z1,x3,2,} = {2,1,3} e, portanto,
temos que {xy, z9, 3, 2, o5, b, x4} = {2,3,1,1,2,4,3}. Consequentemente temos que:

2KMHO4 + 3HQSO4 -+ 1H202 — 1K2SO4 + 2MnSO4 + 4H202 + 302 (55)

E evidente que (5.5) ndo é a tinica solu¢io do nosso problema de balanceamento.
Uma outra solu¢ao para a nossa equacao seria dada por

! / / I
1, ) ) ) ’ 9 - 5 Iy Jdy Ly 4y Uy
{1, X9, 23, 27, %, x5, 24 } = {2,3,3,1,2,6,4}

ou ainda
/ / / /
{{L’l,$2,$3,xl,]}2,$37x4} - {2737 57 172787 5}

De fato, apés um breve célculo, vemos que o conjunto S de todas as solucgoes inteiras
positivas do Sistema (5.3) é infinito e pode ser escrito na forma

5) 5}
S = {[2u,3u,v,u,2u,3u+v, (u2—+v)] S, @ € N} (5.6)

Observe agora que a solugao de (5.5) pode ser obtida em (5.6) colocando u = v =

1. Assim, (5.5) & a menor solugdo possivel do problema de balanceamento de (5.2).

(5u +v)

Finalmente, vemos que € N se, e somente se u = v (mod 2). Por isso,

prontamente segue-se que S pode ser escrito na forma S = S; U S5 onde
Sy ={[4r—2,6r —3,2s —1,2r — 1,4r —2,6r +2s —4,5r + s — 3] : r,s € N}e

Sy = {[4r, 61,25, 2r, 41,61 + 25,51 + 2] : ;s € N}.

5.4 Determinacao da Formula Molecular

Suponha que uma substancia com um peso molecular m contém os elementos

A, B,C,... com pesos atomicos a,b,c,... e que x,y,z,... representam 0s niumeros
de atomos de A, B,C, ... em uma molécula. Entao nos temos

ar +by+cz+---=m. (5.7)

Tomando «, 3,7, ... para denotar os inteiros mais proximos dos valores a, b, c, ...

e 1 denotando o inteiro mais proximo m . Entao, temos que (5.7) pode ser substituida
pela equacao diofantina linear :

axr+ By +yz+-- =L (5.8)
Segundo [25] devemos exigir que os valores z,y, z,... em 5.8 sejam razoavelmente
pequenos, para a sua resolucao, oiu seja, sob a condicao
-1 1
- <la—ae+b=Fy+(c—)z+-- <5 (5.9)
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Se varios conjuntos de valores (positivos) para x e y satisfazem (5.8), um conjunto
pode ser substituido em (5.7) e encontrar um que satisfara (5.7), pelo menos com erro
minimo (derivagao de m). Este conjunto serd o conjunto correto de valores para z e
y; isto &, a solugdo para (5.7). (Também um conjunto de valores satisfatorios de (5.9)
pode conter um x ou y razoavelmente muito grande para o tamanho da molécula e,
portanto, pode ser eliminado por causa disso.)

Exemplo 5.6. O peso molecular de uma substancia contendo apenas H(hidrogéno) e
S(enxofre) ¢ 66.15. Determine a formula molecular deste composto.

Solugao: Tomemos x = nimero de atomos de Hidrogénio e y = niimero de atomos
de Enxofre. Usando a tabela peridédica de elementos, descobrimos que a = 1.008 para
o peso atéomico do Hidrogénio e b = 32.065 para o peso atoémico do enxofre. Assim

temos que :
1.008z + 32.065y = 66.146 (5.10)

Em seguida, vemos que o = 1,5 = 32,4 = 66 e que x < 34,y < 2. Uma vez que
1.008 — 1 = 0.008 e 32.065 — 32 = 0.065 sao diferencas muito pequenas, a molécula
teria que conter muitos atomos (mais de 25 de enxofre, ou mais de 62 de hidrogénio,

1
e, portanto, mais de 25 d4tomos em qualquer caso), de modo que —3 < (1.008 — 1)z +

1
(32.065 — 32)y < 5 nao seria satisfeito. Isso é virtualmente impossivel para uma

molécula desse tamanho; dai sujeito as essas condicoes, é facil obter que a equacao
diofantina x + 32y = 66 tenha apenas duas solugoes de inteiros positivos [z,y] =
134, 1e[x, y] = [2,2].

Estes sao os tnicos conjuntos de valores positivos que satisfazem esta equacao.
Como ¢é improvavel que uma molécula deste tamanho contenha 34 atomos de hidrogénio
(especialmente contendo apenas 1 atomo de enxofre), esse conjunto pode ser eliminado.
Portanto,temos [z, y] = [2, 2] e a formula molecular é H,S;. Embora se possa substituir
esses conjuntos de valores na equacao 1,008x + 31,98y = 66, 15 para descobrir qual
satisfaz mais de perto essa equacao, o método de eliminacao acima funciona melhor
quando pode ser aplicado. No entanto, na resolucao deste problema, podemos proceder
de uma forma mais eficiente. A equagao 1.008x+ 32.065y = 66.146 pode ser convertida
para a equacgao diofantina 1008x + 32065y = 66146, que tem infinitas solucoes inteiras
[z,y] = [2 + 32065.k,2 — 1008.k],k € Z. Como z,y € Ne z < 34,y < 2, a solugdo
[z, y] = [2, 2] segue imediatamente.

A ideia bésica dessas aplica¢oes é que o nimero de dtomos (de um elemento) e o
nimero de moléculas (de uma substancia) deve ser um inteiro positivo, e assim ocorre
um problema diofantino (que é um problema que leva a uma equagao diofantina). Em
geral, para ter qualquer tipo de problema diofantino, as incégnitas no problema devem
ser inteiras.

Como pudemos observar, no balanceamento de equacoes quimicas, todas as quan-
tidades envolvidas sao inteiras, todos os termos sao inteiros e, portanto, obtém-se
diretamente uma equacao diofantina. Ja& na segunda aplicacao, os pesos atomicos e
moleculares nao sao exatamente inteiros, de modo que no inicio nao se obtém realmente
uma equacao diofantina (ja que os coeficientes das variaveis e do termo constante nao
sdo inteiros). No entanto, se a condigao de (5.9) for satisfeita, pelo menos em um
bom grau de probabilidade, a equagao obtida primeiro pode ser substituida por uma
equagao diofantina.
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5.5 Fluxo de Trafego

Exemplo 5.7. O fluxo de Tréafego, em veiculos por hora, em varias ruas de sentido
inico em uma cidade durante um tipico comeco de tarde é dado pelo diagrama a seguir.
Determine os padroes gerais de fluxo de trafego.

Figura 5.1: Fluxo de Trafego.

1 400
3_.;.:. A X 8 X3

-

nd

[ 1]
L =]
e

(%]
(=)}

n
o
=

Solugao: O sistema gerado pela condi¢ao acima é dado por :

Intersecio Fluxo de Chegada Fluxo de Saida

A XTo + T4 300 + x3
B 400 + 100 T4+ T5
C 300 4 500 T+ X2
D r1 + T 600

como o fluxo total de chegada = fluxo total de saida temos que :
o + x4 + 400 + 100 + 300 + 500 + 21 + x5 = 300 4+ x3 + x4 + x5 + 21 + 22 + 600

1300 = z3 + 900
T3 = 400

para uma solucao simultanea, expressamos as condicoes acima,

To — 23 + x4 = 300

x4 + x5 = 500
1 + 29 = 800
1 + x5 = 600

x3 = 400

Como x1,x9,x3, x4, T5 representa a quantidade de veiculos, temos que 1, xs, T3, T4, T5
devem ser ntmeros inteiros. Isto nos leva a que o sistema gerado acima é um sistema
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de equacoes lineares diofantinas em 5 variaveis. Uma solucao de simplificagao é obtida
da seguinte forma:

1 = 600 — x5
T = 200 + x5

r3 = 400
x4 = 500 — x5

rs = variavel livre.

Um fluxo negativo na ramificagao de rede corresponde ao fluxo na direcao oposta ao
modelo mostrado acima, uma vez que as ruas no problema sao unidirecionais, portanto
nenhuma das variaveis pode ser negativa. Este fato leva a certas limitacoes para os
possiveis valores das variaveis. Por instancia x5 < 500 (como x4 nao pode ser negativo),
as solugoes dependem da escolha de x5 de 0 a 500 (nimeros inteiros).

5.6 Exercicios com Fatoriais
Nesta secao fazemos a aprrsentacao de alguns problemas que envolvem os conceitos
explanados anteriormente nessa dissertacgao.
Exemplo 5.8. Seja p um primo e n um inteiro positivo. Mostre que o maior expoente
a(n) tal que p*™ | n! & dado pela formula de Polignac:
n n n
a(n) = L—J + L—QJ + L_SJ + ...
p p p
Solucao: Para k > 1, os inteiros na sequéncia 1,2,3,...,n que sao divisiveis por
k ~
P~ sao
p*, 205,305, gt
n
no qual g =| — |. Portanto, o numero de inteiros na sequéncia 1,2,3,...,n que sdo
p
n
divisiveis por p* é | — | Por outro lado, o expoente a(n) da maior poténcia de p na
fatoracao em fatores primos de n! é dado por

LEJJF[Z;JJFL];JJF"'JFL—

'rJ’

no qual r é determinado por n a partir de p” < n < p"*!(por exemplo, o nimero

s

3

divisivel por p* deve ser contado duas vezes, uma em |[—| e uma em | —].
p

S

Exemplo 5.9. Mostre que para cada nimero inteiro positivo n,

n!zﬁmdc(l,Q,...,L%J).
=1

Solugao: Se tivermos a,(a) = a,(b) para todos os primos p, entao, em conclusao,
terfamos a = b, uma vez que as fatoracoes de primos seriam as mesmas. Suponha que
para este caso p < n porque caso contrario, é claro que

ap(n!) = oy (ﬁmdc <1,2, o L;J)) -
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. n
Temos que a,(n!) => 7, ( —J) .E podemos afirmar que é o mesmo que
i

a, (ﬁmdc (1,2,...,[%])) )
}

(i) Quandoi € {1,2,...,|

Portanto, adicionamos

(i) Quandoi € {1,2,...,|—]} temos pelo menos duas poténcias de p no mdc (1, 2 LEJ> :
p

i
No entanto, uma vez que precisamos contar a poténcia de p? um total de duas
vezes e ja foi contado uma vez, basta adiciona-lo uma vez

Repetindo esse processo, chegamos a

(Hmdc(m )) S (1),

=1
como desejado.

Exemplo 5.10. Dada a equagdo (n — 1)! + 1 = n™ mostre que se 1 < n < 5, entdo
(n,m) =(2,1),(3,1),(5,2).
Solugao:

Tomemos n > 6.

(n—1!+1=n"

nm -1
& (n-2)0=
(n—2)=——
l+n+n’+--+n" 2 +nm"

S n=-2)—m=
(1= 1) =) = 1) 4+ (07 1)

Como

sao diferentes e para < n — 2 entao temos que

n—1
= —2)!
—=n|(n-2)

> 2,k € Z, temos que:

a® — b = (a —b)(a"'" + "0

Se k é impar, ¢ = —b, entao:

Para todo a,b € R, k
+ o+ a%

a" 4+ =(a+c)(a" P — a2t o 6T
Tomando a = n, b = Entdo, n — 1 | n*~! para todo k > 0,k € Z porque
n—1|n’—-1=1-1=0en—1|n'-1=n-1.

n—1|m, entaio m >

(n—1)!+1=12.

nm

n—1 (porque m > 0) e

n=D+1<(n-1.n=1)...(n=1)=(n-1)""1 <n"!
o que é uma contradi¢do. Portanto temos como solucdo os pares (2,1),(3,1), (5,2)

Y
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Exemplo 5.11. Encontrar todos os pares de inteiros (z,y) que satisfacam a equagao

z? — y! = 2001.
Solucao:
Analisando com modulo 7. Quando y > 7;y = 0 (mod 7) entao temos 2% = 2001 =
—1 (mod 7). Portanto, se um z deve satisfazer esta equagao, 2 = 6 (mod 7). Mas, ao

analisar a Tabela 5.3 podemos ver que nao héa solugoes para essa equacao.

Tabela 5.3: z%(mod 7)

x || 2* (mod T)

Sy UL W NN~ O
=N N = O

Portanto, y < 7.

Agora observe que o menor quadrado perfeito maior que 2001 & 2025 = 452, e
isso (surpreendentemente) retorna duas solucoes validas: (x,y) = (45,4) e (z,y) =
(—45,4). Tsso cobre todos os casos com y < 4. Se y = 5, entao x%2 = 2001 + 5! = 2121,
mas esta equacao nao tem solucgoes inteiras, pois 2121 é divisivel por 3, mas nao por
9. Se y = 6, entdao 22 = 2001 + 6! = 2721, que mais uma vez nao tem solucoes pelos
mesmos motivos acima. Portanto, nossas tnicas solugoes sao (z,y) = (45,4), (—45,4).






6 Consideracoes Finais

Esta dissertacao nao é voltada apenas para alunos do ensino fundamental e médio,
mas também para professores, estudantes universitarios, participantes de olimpiadas
e concursos de matematica e qualquer pessoa que se interesse por essa area de co-
nhecimento e tem como intencao demonstrar a importancia e o desenvolvimento da
interpretagao algébrica das equacoes diofantinas além de permitir comparar e estabe-
lecer estratégias de pensamento de forma criativa para resolver problemas em outras
areas de conhecimento.

Sentimos a necessidade de ter um material que concentrasse em um mesmo local
uma abordagem historica da evolugao da Teoria dos Numeros desde a antiguidade
até a atualidade, por isso, da preocupacao com o capitulo “Apresentacao - Teoria dos
Nimeros”.

E surpreendente que Diophantus, que viveu por volta do século III, tenha lidado
com a maneira de resolver equacoes que tém solucoes inteiras, sem o conhecimento
matematico que temos hoje. Por exemplo, Diophantuss nao fazia ideia da existéncia
do ntimero zero ou de niimeros negativos. No entanto, mesmo sem esse conhecimento,
ele estabeleceu as bases para as equacoes diofanticas, que foram abordadas por grandes
matematicos, e também tentamos penetrar na esséncia desta questao.

Em 1970, o matematico russo Yuri Vladimirovich Matiyasevich [30] provou que nao
havia uma maneira universal de resolver as equagoes diofantinas.

Com base neste trabalho, seguindo a orientacao das teses ja publicadas no PROF-
MAT, conforme analise feita no Capitulo “Motivacao e Perspectiva” devemos aprender
o método de resolver equacoes diofantinas e encontrar todas as solugoes de equagoes
diofantinas, nao dependendo de um método inapropriado de tentativa e erro que con-
trolamos sem um conhecimento matematico mais profundo. Fica clara a existéncia de
inimeras maneiras de atingir nosso objetivo, por isso depende da maneira como pen-
samos e do conhecimento que adquirimos e de como alcancar de maneira mais eficaz.

O tema das equacoes diofantinas é muito interessante e extenso, por isso, espero
que ao propor este topico em minha dissertacao, onde lido com equacgoes diofantinas
associadas a funcoes aritméticas associadas a fatoriais deixar claro que este trabalho
nao ¢ um conjunto de receitas de ensino prontas, mas contém muitas tarefas e métodos
elaborados, convenientes para aplicacao direta ou analodgica, a partir de questoes que
raramente estao presentes em nossa literatura.

Eu nao me deparei ao trabalhar com fontes literarias que lidam com equacoes
diofantinas que envolvem fungoes aritméticas uma literatura abrangente sobre o assunto
na lingua portuguesa. Por isso, tentei processar as informacoes obtidas e torna-las em
um texto coerente para que se torne de facil leitura o quanto possivel.

No capitulo “Funcoes Aritméticas” nos familiarizamos com algumas das funcgoes
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aritméticas multiplicativas, apresentamos as suas varias propriedades, que se origina-
ram principalmente do Teorema Béasico da Aritmética, além de estabelecermos algumas
relacoes entre as mesmas. Além disso, acabamos por apresentar no final do capitulo
uma série de problemas que envolvem func¢oes Aritméticas.

Baseado no trabalho de Florian Luca [27, 28] no capitulo “Equagbes diofantinas
associadas as fungoes aritméticas e fatoriais” adentramos o mundo das equagoes dio-
fantinas que envolviam funcoes aritméticas de fatoriais examinando e classificando as
solucoes de certas equacoes diofantinas envolvendo fatoriais e algumas fun¢oes aritmé-
ticas bem conhecidas ¢, a funcao totiente de Euler, o a funcao soma dos divis(ore)s eT.
f(n!

a’)
m!

Florian Luca mostra que existe um namero finito de solu¢oes para a equacao

na qual f é uma dessas funcoes aritméticas e a é um nimero racional.

Esperamos que os professores possam usar este trabalho como um bom lembrete das
equacoes diofantinas para sua preparagao durante as aulas regulares e adicionais prin-
cipalmente com contextualizacao histoérica sobre a Teoria dos Numeros. Além disso, os
professores podem escolher entre uma grande quantidade de tarefas e exemplos dispo-
nibilizadas no capitulo “Transposicao Didatica” para os alunos, especialmente aqueles
bem dotados para a Matematica abrindo assim intimeras possibilidades para sua apli-
cacao. Obviamente, para um aluno e professor talentosos pode ser uma recomendagao
e um incentivo para solucoes metodicas originais, experimentacao adicional e encontrar
abordagens metodicas ainda mais eficientes e de qualidade.

Dentre as principais recomendacoes que podemos referendar com este trabalho po-
demos destacar :

1. Este trabalho de pesquisa é realizado para servir de motivagao para os leitores,
para continuar a trabalhar no campo da pesquisa, e por conseguinte poder dar
contribuicoes no campo da Matematica.

2. As equacgoes diofantinas sao tao importantes que desde situagoes mais simples
até mesmo as mais complexas do nosso dia a dia podem ser vistas como uma
equacao diofantina. Entao encorajo o leitor a continuar pesquisando mais sobre
essas equacoes diofantinas.

3. Para os estudantes de Matematica, deve ser de muita importancia, o estudo de
assuntos relacionados com a Teoria Elementar dos Nimeros.

4. A nossa frente ainda esta uma grande incognita na forma de equacoes diofantinas
quadraticas e do ultimo Teorema de Fermat. Este trabalho pode, portanto, servir
como um "trampolim"para o estudo de equacoes diofantinas mais complexas.

5. Novas aplicacoes atraentes da Teoria dos Numeros incluem criptografia, teoria
de codificacao e geracao de nimeros aleatérios, as quais fazem uso de equagoes
diofantinas e com a evolucao da capacidade de processamento dos computadores,
esses campos se desenvolvem muito rapidamente, com sua importancia aumen-
tando continuamente.

Para concluir nosso trabalho, deixamos alguns questionamentos interessantes, como:

f(n)
m!
um fatorial podera apresentar um conjunto de solugoes?

1. Dada a equacao = a na qual a € Q quais outras fun¢oes aritméticas f de
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2. Equacoes diofantinas desse modelo estudado podem auxiliar a eleborar provas ou
demonstragoes para problemas ainda nao resolvidos na Teoria dos Niimeros?

3. Como até o momento o maior nimero de resultados do problema de Brocard-
Ramanujan n! + 1 = m? e suas variacoes foi obtido a partir da utlizagdo da
conjectura abc ou de suas variantes qual outras formas de se provar os resultados
sem a ajuda dessa suposicao?
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