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RESUMO

Particulas massivas de spin-2 sdo usualmente descritas pela conhecida teoria de Fierz-Pauli através
de um tensor de rank-2 simétrico h,, = h,,. Recentemente, tem havido um aumento no interesse
por teorias que descrevam esse tipo de particula, principalmente pela possibilidade de oferecer uma
explicagdo alternativa para o problema da aceleracdo da expansdo do universo, pois se 0 graviton
tivesse uma pequena massa, a for¢a gravitacional diminuiria a grandes distancias, produzindo tal
aceleracdo. Trabalhos mais recentes tém trazido a tona outras possibilidades além de Fierz-Pauli para
se descrever particulas de spin-2 massivas partindo de um tensor de rank-2 ndo simétrico e, # €,,,
os chamados modelos £(a;). Tendo em vista que toda particula deve interagir com a gravita¢do, no
presente trabalho buscamos estudar o acoplamento desses novos modelos com um campo gravitacional
de fundo. Para isso, a partir da manipulacio das equacdes de movimento, procuramos obter os vinculos
necessarios para se ter uma teoria com a contagem de graus de liberdade correta. Fizemos também
um estudo preliminar da versdo sem massa dos modelos £(a;) no espago curvo a partir da anélise das

simetrias de gauge existentes. Identificamos ainda os modelos parcialmente simétricos presentes em

E(al).

PALAVRAS-CHAVE: Spin-2 massivo. Modelos antissimétricos. Gravitacdo massiva.



ABSTRACT

Massive spin-2 particles are usually described by the well-known Fierz-Pauli theory via a symmetric
rank-2 tensor h,, = h,,. Recently there has been an increase of interest in theories describing this
kind of particle, especially because they can contribute to explain the accelerated expansion of the
universe, since if the graviton has a small mass, the gravitational force would decrease at large distances,
producing such accelerattion. In recent works other possibilities, besides the Fierz-Pauli model, which
describe massive spin-2 particles starting from a non-symmetric rank-2 tensor e,,, # e,,, have been
found, the so-called £(a;) models. Since every particle has to interact with the gravitation, we have
studied the coupling of the new models with a background gravitational field. Therefore, from the
manipulation of the equations of motion, we seek for the necessary constraints in order to achieve the
correct counting of degrees of freedom. We also have done a preliminary study of the massless version
of the £(a;) models in the curved space from the analysis of the gauge symmetries of the theory. We

also have identified the partially symmetric models present in £(a1).

KEYWORDS: Massive spin-2 particles. Antisymmetric models. Massive gravity.
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1 INTRODUCAO

A busca por uma teoria que descrevesse particulas de spin-2 com massa comecou a ter resultados
praticamente em 1939 quando Fierz e Pauli obtiveram uma acdo que satisfazia os requisitos necessarios
para uma teoria consistente, ficando conhecida como acao de Fierz-Pauli (FP) (FIERZ; PAULLIL, 1939)
e tem sido amplamente utilizada como a Unica teoria para descrever particulas massivas de spin-2.
Nessa abordagem, as particulas sdo descritas por um tensor simétrio de rank-2, h,, = h,,, que
pode ser interpretado como a perturbacao em torno de uma métrica de fundo que seja solugdo das
equacdes de movimento na gravitagdo massiva. Esse campo h,,,, propaga 5 graus de liberdade (g.1.)
em 4 dimensﬁesﬂ Em particular, o seu trago h se anula na camada de massa da teoria, o que faz
dele um campo auxiliar (GAITAN, [2007). Na Relatividade Geral (RG) de Einstein-Hilbert (EH),
ao tomarmos a teoria linearizada temos particulas de spin-2 sem massa com apenas dois graus de
liberdade (helicidades +2 e -2).

Em 1970, van Dam, Veltman e Zakharov estudaram a teoria de FP linear acoplada a uma fonte, o
que levava a predi¢des diferentes daquelas feitas pela Relatividade Geral (RG), por exemplo, para o
angulo de desvio pelo sol da luz vinda das estrelas (lente gravitacional), mesmo no limite de massa
nula, o que chamamos de descontinuidade vDVZ (DAM; VELTMAN, [1970; ZAKHAROV, 1970)).
Ocorre que nem todos os 3 g.l. excedentes introduzidos pela massa do graviton se desacoplam do
tensor momento-energia quando m vai a zero. As helicidades 1 se desacoplam mas a helicidade 0
sem mantém acoplada ao trago do tensor momento-energia, vide secdo 4.2 de (HINTERBICHLER|
2012). Uma sugestao foi levantada por Vainshtein em 1972 (VAINSHTEIN| [1972) para solucionar
o problema da descontinuidade: o chamado “mecanismo de Vainshtein” que € baseado na adi¢do de
termos de autointeracdo para o graviton massivo. Mais especificamente, numa gravitacdo massiva a
aproximacao quadrdtica (equacio de movimento linear) ndo € confidvel como seria na teoria sem massa.
Ao estudarmos perturbacdes em torno de métricas do tipo Minkowiski (espago plano), concluimos
que estas convergem de acordo com a razdo ry /r onde ry € o raio de Vainshtein que é inversamente
proporcional a massa do graviton. Portanto, para massas pequenas, ry tende a infinito e a regiao
de convergéncia da expansdo a campo fraco (r > ry) se torna cada vez menor, o que nos obriga
a levar em conta os termos ndo lineares (acima dos quadraticos em h,, na agdo). Entretanto, as
mesmas nao linearidades que curam o problema da descontinuidade dao origem a fantasmas na teoria
massiva. Boulware e Deser identificaram que tal problema surgia como um 62 g.l. ndo fisico a nivel
nao linear, ficando conhecido como “fantasma de Boulware-Deser (BD)” (BOULWARE; DESER|
1972). Assim, teorias de gravitagdo massiva foram praticamente abandonadas durante décadas, porém
surge a pergunta se particulas de spin-2 massivas elementares existiriam na natureza mesmo que nao
sejam gravitons, uma vez que a teoria de cordas também preveé tais particulas.

Desse ponto de vista, uma vez estabelecida a teoria livre, buscou-se descrever a interagdo das

particulas de spin-2 massivas com outros campos, por exemplo, a gravidade, ja que toda particula

A simetria de Poincaré em 4 dimensdes impde que qualquer campo massivo de spin-s deva ter 2s + 1 g.1., vide (KOE-
NIGSTEIN; GIACOSA; RISCHKE, [2016) para uma referéncia recente.
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deve estar sujeita a acdo gravitacional. Nesse sentido, algumas tentativas de acoplar o modelo de FP
a um campo gravitacional de fundo levaram ao desenvolvimento de alguns modelos para espagos
curvos, mas com restricdes no campo de fundo. Mais especificamente, o campo gravitacional de fundo
deveria pertencer a classe de espagos de Einstein, o que significa satisfazer R,,, = R g,,/D, onde D ¢é
a dimensao e R € a curvatura escalar do espago-tempo (ARAGONE; DESER| |1971; BENGTSSON,
1995). Mais tarde, partindo de uma motivagao da teoria de cordas, em (BUCHBINDER; KRYKHTIN;
PERSHIN| [1999; BUCHBINDER et al., 2000; BUCHBINDER; GITMAN; PERSHIN| 2000) foi
proposta uma lagrangiana em que coeficientes que sdo fungdes ndo analiticas da massa como 1/m? sio
permitidos, ou seja, uma lagrangiana com infinitos termos contendo poténcias mais altas na curvatura,
uma série em R/m?. Assim, foi possivel estabelecer de forma perturbativa uma a¢do mais geral
para particulas de spin-2 massivas com acoplamentos ndo minimos em um campo gravitacional de
fundo arbitrédrio. Esse tema ficou estagnado também por décadas. Nos ultimos anos, entretanto, tem
aumentado significativamente o interesse em teorias de particulas massivas de spin-2 por diversos
motivos. O primeiro deles € a possibilidade de se explicar a constatada expansio acelerada do universo
(RIESS et al., [1998; PERLMUTTER et al., [1999) devido a relacao entre particulas de spin-2 e o
préprio graviton, uma vez que a parte sem massa da acdo de FP corresponde a acdo de Einstein-
Hilbert linearizada. Nesse sentido, a Relatividade Geral prediz que o graviton é uma particula de
spin-2 sem massa com autointeracdo, mas nao estd descartada a possibilidade de haver pequenas
correcdes na massa. Assim, se 0 graviton tivesse uma pequena massa, a forga gravitacional a grandes
distancias diminuiria exponencialmente (potencial de Yukawa), oferecendo uma explicacdo alternativa
para a aceleracdo da expansdo do universo. Apesar do fato de que as recentes detec¢des de ondas
gravitacionais sao compativeis com gravitons sem massa, previstos pela RG, os gravitons massivos
nio estdo descartados. Tais experimentos estabeleceram um limite superior de 10722 ¢V para sua
massa (RHAM et al.,[2017). Destacamos ainda que explicar a aceleracao do universo a partir de um
mecanismo que se baseia na massa do graviton apresenta uma vantagem sobre a explicacdo em termos
de uma constante cosmoldgica, afinal, ao contrério desta tltima, a massa do graviton seria naturalmente
pequena (RHAM et al.| 2017).

Outra motivagao para se estudar teorias de particulas de spin-2 massivas seria uma melhor com-
preensdo do mecanismo de Vainshtein (DEFFAYET et al., [2002; BABICHEV; DEFFAYET; ZIOUR|
2009; BABICHEV; DEFFAYET; ZIOUR! 2010) que deixa claro que as ndo linearidades da teoria se
tornam mais importantes conforme a massa do graviton vai a zero. Assim, as predi¢cdes da teoria linear
ndo sdo confidveis no limite de massa nula.

Pensou-se por um tempo ndo ser possivel obter uma teoria ndo linear livre de fantasmas pelos
motivos ja citados, até que em 2003 voltou a tona a questdo de como contornar esse impasse da
gravitacdo massiva (ARKANI-HAMED; GEORGI; SCHWARTZ, [2003; CREMINELLI et al., [2005)).
Frente as dificuldades encontradas, a gravitacdo massiva passou a ser analisada como uma teoria de
campos efetiva. Nesse sentido, poderiam ser considerados os efeitos da teoria até um dado valor A
da energia, o chamado “cutoft"da teoria. Para o modelo de FP, os autores de (ARKANI-HAMED;
GEORGI; SCHWARTZ, 2003) sugeriram A = (mjMp)'/® que depois pdde ser aumentado para
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A = (m2Mp)*/3, onde m, é a massa do graviton e Mp a de Planck. Como resultado desses trabalho
mostrou-se que sexto grau de liberdade poderia ser evitado ao se fazer uma escolha especifica dos
coeficientes dos termos quadraticos e cubicos em h,, da teoria. Mais tarde, algumas teorias de
gravitagdo massiva foram desenvolvidas por de Rham, Gabadaze e Tolley (RHAM; GABADADZE;
TOLLEY, 2011; RHAM, 2014; RHAM; GABADADZE! 2010; RHAM; GABADADZE; TOLLEY]
2012), os chamados modelos dRGT, onde eles primeiramente mostraram a auséncia de fantasmas
na teoria no limite de desacoplamentoﬂ usando uma abordagem andloga a de (ARKANI-HAMED;
GEORGI; SCHWARTZ, 2003; (CREMINELLI et al., 2005). Nesses modelos, a Lagrangiana contém
os coeficientes apropriados dando origem a teorias que sdo livres de fantasmas nesse limite. Em
seguida, usando uma anélise Hamiltoniana, eles demonstraram a auséncia de fantasmas na teoria nao
linear completa para além do limite de desacoplamento (RHAM; GABADADZE; TOLLEY/ 2011). A
formulacdo da teoria dRGT € baseada em duas métricas: uma dinamica g, e outra nio dinamica, [,
geralmente escolhida como sendo a métrica de Minkowski. Em 2015, foi obtida a partir dos modelos
dRGT uma teoria covariante linear consistente com a descricdo de um griviton massivo se propagando
em um campo de fundo arbitrario. Para se chegar a esse resultado, as duas métricas presentes no
modelo dRGT sdo expandidas: g,,, em torno de uma métrica de fundo gfﬁ) mais uma perturbagdo h,, €
a métrica ndo dinamica f,, € expandida em termos também de gl(f’l} mais corre¢des que dependem de
gffg e sdo determinadas de forma que termos lineares em h,,, desaparecam, ficando toda a teoria escrita
apenas em termos de gf?l} e termos no minimo quadraticos em h,,,,, excluindo, portanto, a necessidade
do uso de duas métricas efetivamente (BERNARD; DEFFAYET; STRAUSS, 2015b; BERNARD;
DEFFAYET; STRAUSS! 2015a). Com isso, resultados anteriores obtidos perturbativamente em R/ m?
(BUCHBINDER et al., 2000; BUCHBINDER; GITMAN; PERSHIN| 2000) foram recuperados. Todo
esse avango das recentes teorias de gravitagdo massiva, cujo ponto de partida (versao linearizada) € a
teoria de FP, tem sido também uma motivagdo para o aumento do interesse em teorias de particulas
massivas de spin-2.

Esse €, portanto, um esbogo daquilo que vem ocorrendo no ambito da teoria de campos de spin-2
massivo e, consequentemente, na gravitacao massiva a partir do modelo de FP nas dltimas décadas,
visto que Fierz-Pauli é considerado por muitos autores a unica descri¢do possivel para particulas de
spin-2 massivas através de um tensor de rank-2 e seu limite sem massa seria também a tinica maneira
de descrever particulas sem massa também através de um tensor de rank-2.

Em contrapartida, trabalhos posteriores (DALMAZIL, 2012; DALMAZI, 2013a; DALMAZI, [2013b;
CASINI; MONTEMAYOR; URRUTIAL 2002; MORAND; SOLODUKHIN| [2012) tém demonstrado
que existem outras possibilidades de descri¢do de particulas de spin-2 massivas (e sem massa) livres
igualmente consistentes, partindo-se de um tensor de rank-2 nio simétrico e,,, # e,,. Mais especi-
ficamente, em (DALMAZI, 2013a), partiu-se de um Ansatz geral de segunda ordem em derivadas
para uma lagrangiana quadrética para um tensor de rank-2 ndo simétrico e demandando a existéncia
de apenas um pélo massivo no setor de spin-2 do propagador da teoria, chegou-se a uma familia

de teorias livres consistentes com a descricdo de particulas massivas de spin-2. Temos, entdo, um

A conclusio de (CREMINELLI et al., 2005) era que o fantasma era inevitdvel, porém o célculo tinha um sinal errado.
O limite de desacoplamento ocorre quando a massa do graviton tende a zero e a massa de Planck tende ao infinito, mas
uma certa combinagdo delas se mantém finita.
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conjunto de Lagrangianas £(a,), onde a; € um pardmetro real arbitrario, que descrevem particulas
massivas de spin-2 livres através de um tensor ndo simétrico. Podemos dividir esses modelos em
trés casos: o primeiro seria quando a; = 1/4, onde a parte antissimétrica do campo e,,,, se torna niao
dinamica e ficamos apenas com um tensor simétrico e recaimos na teoria usual de FP; o segundo caso
€ quando a; = —1/12 e chegamos a um modelo que chamamos de nFP (non Fierz-Pauli) devido ao
seu termo de massa ser diferente, mostrando que ha possibilidades além do paradigmatico ajuste de
FP; finalmente, o terceiro caso engloba os demais valores possiveis de a;, ou seja, é aquele em que
a; # 1/4 e a; # —1/12. Ndo hd redefini¢dao de campo que relacione os modelos com a; # 1/4 com
a teoria de FP (a; = 1/4), de forma geral. O caso L£(a; = —1/4) corresponde ao modelo de (MO
RAND; SOLODUKHIN| 2012) o qual foi brevemente estudado acoplado a um espago curvo de fundo
do tipo maximamente simétrico. Esses modelos, assim como FP, apresentam os chamados campos
auxiliares (GAITAN, 2007)) que, apesar de estarem presentes na lagrangiana e serem importantes para
a consisténcia da teoria, se anulam na camada de massa.

O presente trabalho de doutorado visa dar continuidade ao estudo dos modelos £(a; ), comegando
pelo acoplamento dos mesmos com um campo gravitacional de fundo para a, arbitrdrio, especialmente
a; # 1/4, visto que a gravitagdo é uma interagdo universal. Para isso, realizamos o acoplamento
minimo trocando as derivadas comuns pelas derivadas covariantes e, como sabemos do caso a; = 1/4, ¢
preciso adicionar também termos ndo minimos para obter uma teoria consistente (ARAGONE; DESER|
19715  ARAGONE; DESER| [1980). Feito isso, utilizando o formalismo de vinculos Lagrangianos
(GAITAN, 2007; BUCHBINDER et al.l 2000), procuramos pela generalizacdo para espagos curvos dos
vinculos tensorial, vetorial e escalar que sdo necessarios para eliminar os graus de liberdade ndo fisicos
da teoria ja no espaco plano. Esse método consiste em ajustar as constantes da teoria de forma que as
equacdes de movimento levem a expressdes que possam se tornar vinculos, mediante a eliminag¢do das
segundas derivadas covariantes. Nesse processo, nds assumimos que os coeficientes dos termos de
acoplamento nio minimos sio fungdes analiticas de m?. Tal condig¢do terd papel importante em nosso
trabalho e nos levard a uma restri¢ao no espaco de fundo, como veremos mais adiante.

Ap6s o estudo do acoplamento desses modelos a um campo gravitacional de fundo, foi feito um
estudo preliminar sobre as simetrias locais e as versdes sem massa dos mesmos. Como ja foi falado,
para se encontrar teorias massivas em espagos curvos, primeiramente se realiza o acoplamento minimo
e, em seguida, adiciona-se termos de curvatura de tal forma que se obtenha os vinculos necessarios para
que se preserve o nimero correto de g.1. Por outro lado, para teorias sem massa em espagos curvos,
depois do acoplamento minimo, adiciona-se os termos de curvatura com coeficientes apropriadamente
escolhidos de forma a manter a invariancia da teoria sob certas simetrias de gauge. Desta forma, foi
possivel encontrar as versdes com simetrias locais dos modelos L(ay).

Quando lidamos com espagos curvos, nos deparamos ainda com uma outra situacao diferente das
apresentadas. Em espacos de fundo com curvatura constante, existe um determinado valor para a
razdo R/m? que ndo nos permite chegar ao vinculo escalar da teoria, nos levando, em contrapartida, a
uma simetria de gauge escalar. Consequentemente, teriamos uma teoria que descreve uma particula
de spin-2 massiva, porém possivelmente com apenas 4 g.1. em D=4 ao invés dos 5 = 2s + 1 usuais

para o caso massivo. Esse tipo de teoria vem sendo estudada em modelos de gravitagdo massiva e €
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conhecida como feoria parcialmente sem massa. Identificamos as possiveis teorias parcialmente sem
massa correspondentes aos modelos £(a;). No entanto, é uma parte do trabalho ainda preliminar e
que necessita ainda de muito aprofundamento e andlise.

O contetido da presente tese estd divido da seguinte forma: no capitulo 2 € feita uma breve revisao
da teoria livre de Fiez-Pauli e também dos principais resultados de seu acoplamento com espaco
gravitacional de fundo. No capitulo 3 apresentamos os novos modelos para particulas de spin-2
massivas, Lypp(c) e L(ay), os quais partem de um tensor de rank-2 ndo simétrico. Uma parte dos
célculos e os resultados a que chegamos estdo descritos no capitulo 4 desta tese. No Capitulo 5,
abordamos a busca pelas versdes sem massa dos modelos Lpp(c) e L£(a;) estudando as simetrias de
gauge existentes. Apresentamos também as teorias parcialmente sem massa presentes nos modelos
em questdo. Finalmente, no Capitulo 6, fazemos as consideracdes finais acerca de todo o trabalho
realizado, além de pontuarmos outras abordagens realizadas mas que ndo nos levaram a resultados
conclusivos ou que ainda estdo em processo de estudo. Ha também no final desta tese um apéndice

onde sdo disponibilizadas as principais identidades e notacdes utilizadas pela autora.
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2 A TEORIA DE FIERZ-PAULI

Na busca por uma teoria invariante de Lorentz que fosse quadritica no campo e que descrevesse

particulas massivas de spin-2, Fierz e Pauli chegaram em 1939 a seguinte acdo(FIERZ; PAULL |1939):

m2

5 (R h™ — h?)

1 1
S = / dPx [aﬂhmavw — SONW O = OO+ SOAhOMh —
(1)

onde /i, = h,, € um tensor de campo simétrico.

O termo cinético dessa acao coincide exatamente com a Lagrangiana de Einstein-Hilbert lineari-
zad L = 55/—gR expandida em torno da métrica de Minkowski g,, = 1, + 2rh,,,. Ou seja, do
ponto de vista da teoria quantica de campos, a teoria de Einstein-Hilbert descreve particulas de spin-2
sem massa.

A parte sem massa da agdo (I)) € invariante sob reparametrizacdes linearizadas

6h,uu = u&z + aug,u (2)

para um pardmetro de gauge vetorial £, (). Essa simetria de gauge fixa os coeficientes dos termos
cinéticos de (I) e garante o ntimero de g.1. correto para a teoria sem massa, a saber, 2 g.1. para uma
particula de spin-2 sem massa em D = 4. O termo de massa —%mQ(hwh’“’ — h?) ndo apresenta tal
simetria e o coeficiente —1 que aparece na relagdo entre h? e h,, h** é conhecido como o ajuste de
Fierz-Pauli tido como obrigatdrio nesse tipo de teoria, pois sua violacdo levaria a adi¢do de um escalar
com energia cinética negativa, ou seja, um fantasma.

Qualquer campo massivo de spin-s deve ter 2s+ 1 g.l. de acordo com as representacdes irredutiveis
do grupo de Poincaré. Efetivamente, a acdo de Fierz Pauli em D = 4 descreve corretamente os 5 g.1.
esperados para uma particula massiva de spin-2, o que pode ser visto diretamente da manipulagdo das

suas equagdes de movimento. Sdo elas:

08
B = S
= Ohyy — P0uhay + 1,00 hag + 0,0,h — 1, 0h — m* (R, — nh) = 0
3)
Aplicando 0" nas equa¢des de movimento , obtemos, se m? # 0:
0"hy, — 0,h =0, 4)

Fierz e Pauli primeiramente obtiveram a teoria massiva e sé entdo notaram que ela levava a relatividade geral linearizada no
limite de massa nula.
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que de volta em (3)) nos leva a
Ok, — 0,0, — m*(hy — nuh) = 0. (5)

Tomando o trago dessa tltima, encontramos que i = 0, o que, por sua vez, nos leva a 0"h,,, = 0.

Temos, portanto, encontrado as chamadas condi¢des de FP,

My =0 (6)
h=0 (M

e, voltando a (3)), as equacdes de movimento se tornam equagdes de Klein-Gordon
(O = m?)hy = 0. ®)

Uma vez que h,,, é um campo simétrico de rank-2, ele possui, em principio, (D? + D) /2 componentes.
Os vinculos vetorial e escalar dados em @ e (7) restringem esse ndmero para (D — 2)(D + 1)/2.

Assim, em D = 4, temos 5 g.l. para o campo h,,,,, como esperado para particulas de spin-2 massivas.

ns

Vale notar que o modelo de FP apresenta um campo na sua formulagao lagrangiana, o trago h, que
entra na sua lagrangiana mas se anula na camada de massa, ou seja, quando usamos as equacdes de
movimento. Chamamos esse tipo de campo de “campo auxiliar”, cuja existéncia é importante para a
formulacdo do modelo, mas que acaba sendo nulo ao usarmos as suas equagdes de movimento.

A teoria linear de FP pode ser estendida para espagos curvos. Para isso, € preciso encontrar a
versao de (]I[) acoplada a um campo gravitavional de fundo g,,,. Para que seja consistente, a nova teoria
deve reproduzir o mesmo nimero de g.l. propagantes que no caso plano. Sabe-se que o acoplamento
minimo ndo € suficiente e que termos ndo minimos devem ser adicionados (ARAGONE; DESER|
1971; ARAGONE; DESER! 1980). Fazendo isso, a acdo mais geral para um campo de spin-2 massivo

em um espaco curvo quadratico em derivadas e que seja coerente com o limite plano vem dada por:

1 1
S = / d°zy/—g {—Evahwvaw + Valyu VW = VbV, WY 4 SV AV B A+
a1 R hyh"™ + agRh? + agR*"Phyhap + as R by, hg” + as R hy,h +
1
—§m2(hwh#” - h2)} ©)

onde os coeficientes a;’s sdo arbitrdrios por ora, compare com ().
A manipulacdo das equagdes de movimento E,,,, = 0 vindas de (J) devem nos permitir chegar aos
vinculos vetorial e escalar que generalizam (6)) e (7) para o espaco curvo. O vinculo vetorial é obtido

sem problemas a partir de V¥ E,,,, = 0 e sem adicionar restri¢des aos pardmetros a;’s. Por outro lado,
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ao se procurar pelo vinculo escalar, alguns dos termos que aparecem sao:

2

gMVEuV + VMVVEMV + bleMVEuV + bZRMVE;U/ =

D—2
dag \ - 9% \ -
+(2a4 — %y — 2 — D‘i32)R“5vaV“huﬁ+ <a5—|—b2 + DTQ)RaﬁvMV“hQﬁ
9 5
+(a5+b2+1+ Dcfz)Raﬁvavﬁth... =0 (10)

onde b; e by sdo constantes arbitrarias e RW = R, — guwR/D. Nao ¢ possivel eliminar todas as
segundas derivadas vindas dos termos com RW simultaneamente apenas fixando os coeficientes a;’s.
Por isso se faz necessario impor restricdes sobre o campo gravitacional de fundo, a saber, os autores
de (BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN;, 1999; BUCHBINDER et al.,[2000; BUCHBINDER;
GITMAN; PERSHIN]| 2000) consideraram uma gama de espacgos curvos conhecida como espacos de
Einstein em que RW = 0 ou, da mesma forma,

R
Rp,l/ = ng/ (11)

Nesse caso, a a¢do linear para um graviton massivo se propagando em um espaco de fundo do tipo
Einstein com métrica g,,, vem dada por (BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN, 1999):

1 1
S = / dPr/—g [—gvahwvahw + Vahyu VB = VYWY 4+ SN,V

1 v R v (1 B 26)

—§m2(h,wh“ — h?) + o) (fh“ R + T}ﬁ (12)
onde temos agora apenas um parametro arbitrario £. Por simplicidade, costuma-se escolher ¢ = 1 e
assim o faremos daqui por diante.

Para m = 0, a agdo (I2)) possui a simetria de gauge vetorial
Ohy = V.6 + V.6, , (13)

propagando 2 g.1. em D=4 e coincide com a versio linearizada de
Sy = Mg/d%: V=g (R —2A) (14)

expandida em torno de um campo gravitacional de fundo g,,, = g'{) + h,,, do tipo Einstein, mas por
abuso de linguagem voltamos a usar g,,,, no lugar de gfLOlZ em 1i

Sabe-se ainda que uma teoria com simetria vetorial que descreva particulas de spin-2 sem massa
acopladas a um campo gravitacional de fundo para ser consistente necessita que consideremos,
necessariamente, espagos do tipo Einstein, ou seja, perturbativamente o graviton apenas pode se
propagar nesse tipo de espaco (DESER; HENNEAUX. 2007).

Para m # 0, a acdo nao possui simetria de gauge . Mas podemos, assim como no caso plano,

procurar pelos vinculos necessdrios para a eliminacao de graus de liberdade excedentes através da
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manipula¢do das equagdes de movimento de (12) £, = 0. Nesse caso, a divergéncia das equacdes de

movimento V#E,,,, = 0 nos leva aos vinculos
V#h,, —V,h =0, (15)

e o trago g*” I/, = 0 combinado com V#¥V"E,,, = 0 nos da

mQ(D—l)—%(D—Q) h=0. (16)

Se o termo entre colchetes for ndo nul(ﬂ, chegamos ao vinculo escalar
h=0 a7
que de volta em (13)), nos leva a condig¢do de transversalidade do campo
Vih, = 0. (18)

Os vinculos (I7) e (I8) generalizam as condigdes de FP (6)) e (7) para espagos curvos, o que nos
garante o nimero correto de g.l. para a teoria massiva, a saber, 5 g.1. para D = 4.

Essas condi¢des nos permitem reescrever as equacdes de movimento £, = 0 como
(O —m*)hy, + 2R, 0h" = 0. (19)

onde [J = V#V,. Notemos que as equacdes de movimento ndo sdo exatamente do tipo Klein-
Gordon pois apresentam um termo adicional com a curvatura de Riemann. Considerando que a
condi¢do de transversalidade do campo deve ser satisfeita, ou seja, V*h,,, = 0, era de se esperar que
esse termo estivesse presente. Do contrario, haveria uma inconsisténcia ao se calcular o comutador
[V#, 0 — m?]h,,. Em outras palavras, se as equag¢des de movimento fossem do tipo Klein-Gordon,
(O = m?)h,, = 0, por consisténcia o comutador mencionado deveria ser nulo devido a , mas ao

abri-lo vemos que isso ndo ocorre:

Ve, O-m*h, = [V*,0hu
= Vu[V*, VN + V¥, VIVl
= Vua(R*hy, + R h,0) — RV ah,, + RV ohyy, + RV by
= V'ha + R Vahuy + RV oh
= 04 2RMVahyy
= 2RMVohuy #0 (20)

Note que usamos V,R'* = 0 = V, R*5? que sfo validas para espagos tipo Einstein. Note ainda que

O caso em que o termos entre colchetes for nulo nos leva a resultados interessantes que serdo discutidos mais adiante, no
Capitulo[5}
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(20) estd de acordo com a aplicagdo de V* em (19).

Como vimos, os resultados apresentados anteriormente sao vélidos para o acoplamento da particula
de spin-2 massiva com campos de fundo do tipo Einstein. Porém, notou-se (BUCHBINDER; KRYKH+
TIN; PERSHIN;, 1999) posteriormente que ao se permitir que os coeficientes dos termos ndo minimos
da acdo original fossem do tipo 1/m? e poténcias mais altas nas curvaturas aparecessem, que era

possivel obter perturbativamente em 1/m? uma lagrangiana valida para espagos de fundo arbitrarios.
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3 OS NOVOS MODELOS MASSIVOS L(a,): ESPACO PLANO

A teoria de Fierz-Pauli tem sido amplamente utilizada como a tinica teoria para descrever particulas
massivas de spin-2 através de um tensor de rank-2 e seu limite sem massa seria também a tinica maneira
de descrever particulas sem massa também através de um tensor de rank-2 da mesma forma que as
teorias de Maxwell-Proca e Maxwell se tornaram descri¢des paradigmaticas de particulas de spin-1
com e sem massa via tensor de rank-1, respectivamente.

Em contrapartida, a busca por descricdes alternativas de sistemas fisicos tais como particulas
massivas de spin-2 é sempre bem vinda, especialmente por causa das dificuldades de adicionarmos
interagdo em modelos de alto spin. Alguns trabalhos (DALMAZI, 2012; DALMAZI, [2013a; DAL-
MAZI, 2013b; |CASINI; MONTEMAYOR; URRUTIA| 2002; MORAND; SOLODUKHIN, 2012)
tém demonstrado que existem outras possibilidades, igualmente consistentes, partindo de um tensor
de rank-2 nio simétriC(ﬂ e 7 €uy. Mais especificamente, em (DALMAZI, 2013a), partiu-se de
um Ansatz geral de segunda ordem em derivadas para uma Lagrangiana quadratica para um tensor
de rank-2 ndo simétrico e demandando a existéncia de apenas um p6lo massivo no setor de spin-2
do propagador da teoria, chegou-se a uma familia de teorias livres consistentes com a descri¢ao de
particulas massivas de spin-2. Em (DALMAZI; SANTOS; MENDONCA, 2015)) foi apresentada essa
familia de lagrangianas £(a;) em D dimensdes, mas por simplicidade iremos focar em D = 4:

1 1
Llar) = =50"¢“Dd,e(as + (al - Z) 0"e[Oue — 20%€ (o] +

1 m?
+[8ae(a6)]2 + (al - Z) (8a€a6)2 - 7(‘9#1/6”# - 62) (1)
Temos, entdo, um conjunto de LagrangianasEl L(ay), onde a; é um pardmetro real arbitrario, que
descreve particulas massivas de spin-2 livres, através de um tensor nao simétrico. Nao h4 redefini¢ao
de campo que relacione essa familia para a; # 1/4 com a teoria de FP (1)).

Podemos dividir esses modelos em trés casos:

e o primeiro seria quando a; = 1/4, onde a parte antissimétrica do campo e, desaparece dos
termos com derivadas de (I)) e se torna ndo dindmica e ficamos apenas com um tensor simétrico

e recaimos na teoria usual de FP descrita no capitulo anterior;

e 0 segundo caso ¢é quando a; = —1/12 e, a partir de algumas transformacdes, chegamos a
um modelo que chamamos de nFP (non Fierz-Pauli) devido ao seu termo de massa nao ser
necessariamente o que aparece em FP, mostrando que h4 possibilidades além do usual ajuste de
FP (mais detalhes na secdo [3.1));

e finalmente, o terceiro caso engloba os demais valores possiveis de a;, ou seja, € aquele em que
a; # 1/4 e a; # —1/12 (mais detalhes na sec¢do 3.2)).

Mesmo para um tensor simétrico, no caso sem massa, hd uma alternativa conhecida como WTDIFF, vide, por exemplo, a
tese de doutorado (BLAS! [2008)).
2 A existéncia dos modelos L(aq) contradiz as conclusdes do trabalho (NIEUWENHUIZEN] |1973).

1
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Além do modelo massivo, foi estudada também a correspondente versdo sem massa de . E
possivel identificar seu conteddo fisico através da introduc¢do de campos auxiliares e da realizacio de
algumas transformagdes, de modo que a parte antissimétrica do campo e, se separa da parte simétrica
e passa a ser descrita por um escalar ¢). Assim, £(a;) com m = 0 pode ser reescrita da seguinte forma
(DALMAZI, [20134):

3

1 1
L"(ay) = Len(hy) — 5 (al - 1) {al + E} Oy 0" (2)

onde EEH(hW) ¢ a lagrangiana linearizada de Einstein-Hilbert usual sendo h,, = h,,, um campo de

spin-2 e ¢ um campo escalar, ambos sem massa. Temos, portanto:

e uma particula de spin-2 sem massa e uma particula escalar sem massa para a; < —1/12 ou
a; > 1/4,

e para exatamente a; = —1/12 ou a; = 1/4 a particula escalar desaparece e ficamos apenas com

a particula de spin-2 sem massa;
e para os demais valores de aq, 0 escalar se torna um fantasma.

Portanto, a teoria £™="(a;) € unitdria para a; < —1/12 ou a; > 1/4. O caso L(a; = —1/4)
corresponde ao modelo de (MORAND; SOLODUKHIN| [2012) o qual foi brevemente estudado

acoplado a um espaco curvo de fundo do tipo maximamente simétrico.

3.1 ;CHFP<C)Z MODELO E(al) COM a; = —1/12

Reescrevamos a lagrangiana dada em (1)) agora com a; = —1/12:

1 1
Llay = —1/12) = —58”6(0‘5)@6(&5) + 68"6[8#6 — 20%€(ap)] +

lo' 2 1 lo' 2 m2 v 2
HO%eap)]” — 3(0%as)” — - (eue™ —€7) €)
A parte sem massa de £(a;) quando a; = —1/12 € invariante sob reparametrizagdes linearizadas,

transformacoes de Weyl e deslocamentos (““shifts”) antissimétricos transversos:
5euu = &,fu + 77,W¢ + 80‘/\[&#,,] 4

onde Ay, € um tensor de rank-3 totalmente antissimétrico. Usando a simetria de Weyl podemos
fazer uma transformacdo no campo ¢, tal que apenas o termo de massa em (3) se altere. Dessa forma,
chegaremos a uma outra expressao para a lagrangiana a qual chamaremos de L,rp(c) € que possui um

termo de massa com um parametro c arbitrario:

1 1
Luep(c) = _§au€(a5)aue(aﬂ) + gaue[(?“e — 281,@(’%)] +

1 m?
+[a%(a5)]2 — g[ﬁue“”}z — T(e,we”“ + ce?) 5)
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sendo que o nome nFP significa “ndo Fierz-Pauli” devido ao termo de massa ndo apresentar necessaria-
mente o ajuste de FP. Apesar disso, esse modelo descreve consistentemente particulas massivas de
spin-2 e seu limite de massa nula descreve particulas de spin-2 sem massa, assim como o modelo de
FP. O caso sem massa Eanﬁo(c) apareceu primeiramente em (CASINI; MONTEMAYOR; URRUTIA,
2002).

Assim como no caso de FP, podemos manipular as equagdes de movimento para L,pp(c), buscando
pelos vinculos necessarios para que o modelo seja compativel com a descricao de uma particula de

spin-2 massiva. Vejamos as equacgdes de movimento dadas por:
B, = Oegu) + %(8”‘866&5 —Oe) + %auaye — 0,0 +
—0,0%(ap) + gauaaeay — mg(ew +cnue) =0 (6)
De 0" E,,, = 0, temos
0"ey+coe=0 (7
De volta em @ obtemos de £, — F,,, = 0:
€ =0 ®)
De n*" £, = 0, temos:
m? (c + 1) e=20
4
sec#—i:Mz:O )
e, consequentemente, de (7) chegamos a que
0%q, = 0. (10)

Assim, obtivemos as condi¢oes de FP , (EI) e (IE)[) necessdrias para uma contagem corretaﬂ de 5
g.l. em D = 4 consistentes com 5 = 2s + 1. As equagdes de movimento dadas em (6] se tornam as

equagdes de Klein-Gordon:
(O—m*equ) =0. (11)

Por outro lado, se ¢ = —1/4 o0 modelo L,rp(c) se torna invariante sob transformacdes de Weyl:
deu, = Nuwo. Podemos, entdo, fixar o gauge e = 0 e obter todas as condi¢des de FP (8), (9) e (10)
juntamente das equagdes de Klein-Gordon (L))

Notemos que, assim como no modelo de FP, ha campos auxiliares presentes na formulacao de

Vide (KOENIGSTEIN; GIACOSA; RISCHKE, 2016) para uma deducao recente das condi¢des de FP para spin-2 usando
os invariantes de Casimir do grupo de Poincaré.
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Lapp(c). Além do trago “e”, a parte antissimétrica do campo, €[], também € zero na camada de massa,
vide (8) e (E[) Logo, dizemos que “e” e e, sdo campos auxiliares. Exceto no caso em que ¢ = —1/4
quando o traco pode ser escolhido nulo de antemao devido a simetria de Weyl que o modelo adquire

somente para esse valor especifico de c.

32 MODELO L(a;) COM (ay # 1/4,—1/12)

Nesse caso, temos a familia de lagrangianas apresentada em (I)) onde a, é qualquer nimero
diferente de 1/4 e —1/12. A parte sem massa de (1)) é invariante sob reparametrizagdes linearizadas e

shifts antissimétricos transversos:
56,uu = Vgu + aoéA[oz;uz] (12)

Ao contrério do que ocorre com FP e nFP, o limite de massanulade £(a;) coma; # 1/4ea; # —1/12
descreve particulas de spin-2 sem massa € um campo escalar sem massa, como ja vimos a partir da
andlise de (2).

As equagdes de movimento para £(a;) vem dadas por:
1
E., = Oeuu) +2 (al + Z) [77“,,(80‘8%&5 —Ue) + 0,0,e] — 0,0%(aw) +
1
0,0y~ 2 = 1 )90+ i — 1) = (13)

Assim como foi feito para L,pp(c), podemos a partir da manipulagdo das equagdes de movimento

chegar aos vinculos e a equagdo de Klein-Gordon:

Cu] =0 (14)

0%€an =0 (15)

e=0 (16)
(O—=m*)equ) =0 (17)

Novamente, as condi¢oes de FP (14)), (I3) e (16) garantem o nimero correto de 5 g.1. Vemos que os

€9

campos auxiliares presentes na formulagdo de £(a;) s@o o trago “e” e a parte antissimétrica do campo

€]
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4 OS NOVOS MODELOS MASSIVOS L(a,): ESPACO CURVO

Ao construir uma teoria de spin-2 massiva em um espago curvo a partir de um tensor de rank-2 nio
simétrico, é preciso que o numero de graus de liberdade do caso plano seja preservado. Para que isso
ocorra, devemos obter a versdo para espacos curvos das 11 condi¢oes de FP (D = 4) (T4), (16), (I3).

Sao elas:

e = 0 ey
g“yeuu =0 ()
Vre,, = 0. 3)

Assim, das 16 componentes de ¢, ficamos apenas com 16 — 11 = 5 g.I. Nossos célculos estdo
focados em D = 4, mas eles podem ser generalizados para D dimensoes (D > 3).

A generalizagdo dos modelos L(a;) para espagos curvos € feita a partir do acoplamento minimo
que consiste em trocar as derivadas comuns pelas covariantes e da adicao de termos contendo o tensor
de curvatura como no caso de FP (BUCHBINDER; GITMAN; PERSHIN|, 2000), tomando certo
cuidado com a ambiguidade de ordenamentos, jd que neste caso as derivadas ndo mais comutam.

Nas proximas se¢des serdao apresentados os principais resultados do acoplamento dos modelos
Larp(c) € L(ay) (a; # —1/12) a um espago curvo de fundoﬂ Esses resultados foram publicados
recentemente em (DALMAZI; FORTES, [2017).

41  L£%p(c): MODELO £9(a;) COM a; = —1/12

4.1.1 Espacos arbitrarios

Buscando por uma teoria que seja quadrdtica em derivadas, consistente com o limite plano (3) e no

maximo linear em curvaturas, chegamos a uma expressao mais geral para a lagrangiana
g L o as Lo as L Ga M Loa 5
LIp(c) = _Zv e’V eap — ZV e’V €50 — EV eapVre + §V eapVire™" +
1 1 1 2
Zvaegawe” + EV“V#G — gvaeaﬂvﬂe — %(eageﬁa + 062) +
+d1 R eo"B €ap + dQ R€2 + d3 Raﬁwj e GBV + d4 Raﬁ e eﬁu + d5 Raﬁ 6aﬁ e+
+ds Rapuw e et 4 d; Rype™ euﬁ +dg Re™® ega + dg Rop e eM’B 4)

+

onde d; (j = 1,2,...,9) s@o constantes arbitrdrias por enquanto. E importante ressaltar que nao
estamos considerando fungdes ndo analiticas de m? para os coeficientes d;’s.

O termo Ry,p,, € €? ndo foi considerado dentre os termos ndo minimos da lagrangiana (E[)

Os resultados para £(a;) com a; = 1/4 reproduzem aqueles do modelo de FP apresentados no capituloIZIe podem ser
identificados ao longo dos célculos que serdo apresentados na segﬁo



25

porque, devido a propriedade ciclica RR,,,05 + R0, + Rus00 = 0, € um termo redundante. Vejamos:

R € € = (=Ropwp — Rawgy) € €7

— Ry e™ e’? + Rovyup e eV? 5

onde os termos obtidos ja aparecem em (@).

As equagdes de movimento obtidas da lagrangiana () sao:

1 1 1 1
E, = 5'3(6/)0 +e5p) + —VpVAeAU — §(VpVAeUA + VUVAep,\) — §VUV°‘eap +

6
1 1 1
—ggp(,De + gvpvge + ggpavﬂvaeaﬁ — mz(egp +cegop) + 2d1Rep, +
+2dy Re gpo + 2d3 Rypey € + 2dy Ryg €y 4+ ds Rpy € + ds gpo R €ap +

+2d5 Roppo €™ + d7 R €y + d7 Ry o + 2dg R ey, + 2dg Ry €, = 0 (6)

Observe que, em geral, F,, # E,,.
A partir de agora, buscamos ajustar as constantes d;’s da teoria de forma que as equagdes de
movimento levem a expressdes que possam se tornar vinculos, mediante a eliminacao das segundas

derivadas covariantes. Dessa forma, encontramos primeiramente o vinculo vetorial da teoria:

C, = VE,, = (1—2d3 —2ds)Rprsa V€N + (1 + 2d6) Rproa Ve + ds RopV e’ +

1
+ (5 — 2d3 — 2dg + d7> AV aRy, + (=14 2d3 + d5)e* V R, +

1 1
- (5 +2dy + 2d6) e VR, + (5 + 2dg> RMV epn + 2d1 RV e, +

1 1 1
+ (— + d7) RV aer, + (6 + d7) Ry, Ve + (Z +2d; + dg) epr VO R +

2
1 Ap 1 d7 A 2 o
+{ 2dy — 5 Ry\,V e + ) + 5 +2dg |ex, V'R + (2dsR — m*)Ve,, +
1 d
+ (§ + d5) R., V¥ + (2d2R — mQC)Vpe + (ng + 55) eV,R=0 @)

onde foram utilizadas as identidades (7)) e (9). Notemos que (7) ndo possui termos com derivadas de
segunda ordem portanto ja € um vinculo vetorial, pois envolve no méximo uma derivada temporal.

O vinculo tensorial serd obtido a partir da seguinte expressao:

2
Coo = Epy — B,y = 5(v,,vkek, — V,Vey,) + [m2 +2(dy — dg)R} (€ps — €0p) +

+2(2dg + d3) Rpoas €7 + (2ds — d7)(R,’ €55 — R, €5,) +
+(d7 — 2dg)(R,’ €55 — R,P €,5) = 0 8)

A fim de encontrarmos um vinculo escalar, temos que considerar a combinacdo escalar mais geral
das equacdes de movimento. No entanto, como a simetria de Weyl estd presente no termo cinético de

L.rp(c), ndo serd necessdrio levar em conta outros termos além do trago das equagdes de movimento a
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fim de produzir um vinculo. Vejamos:

C = ¢"E,
= | —m?(1 +4c) + (2d; + 8dy + ds + 2ds) R | e + 2(ds + dy + 2ds + d7 + dg) Rype””
=0 9)

Dessa forma, nés temos um vinculo escalar em um campo gravitacional de fundo arbitrario. Se

escolhermos
dg = —ds — dy — 2ds — d5 (10)
dy— (2d; + 625 + 2dg) (11

e assumirmos ¢ # —1/4, o vinculo escalar (E[) se torna simplesmente e = 0. Substituindo esse
resultado em (7)) e (8)), obtemos:

C, = (1—2ds—2ds)Rproa Ve + (1 + 2ds) Rproa V€™ + dsRapV 6> +

1
+ (5 — 2d3 — 2dg + d7> e VaRy, + (=14 2ds + ds)e* V Ry +

1 1
+ (5 + 2dy + 2d6> eV Ry, + (5 — 2d3 — 2dy — 4ds — 2d7) RMY e +

1
—|—2d1RVU€pg + (4_1 +2d; — ds — dy — 2d5 — d7> BpUVJR +

1 1 d
+ <2d4 — —) Ry, Ve + (— + T+ 2d8> ex, VIR + (2dsR — m*)Ve,, +

2 4 2
1 Ao 1 U
+ 5 + d7 R Vae,\p + 6 + d7 RApV”e (12)
2
Coo = g(vva% — V,Vey,) + <m2 + 2(dy — dS)R> (€ps — €0p) +
+2(2dg + d3) Rpoap € + (2dy — d7) (R, €5y — R,% ep,) +
+(2ds + 2dy + 4ds + 3d7) (R’ esp — Ry e,5) = 0 (13)

Vemos que hd ainda termos com segundas derivadas em (T3)). Poderfamos pensar em determinar V7e,,,
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como fungdo dos termos restantes em (I2)) com ds = 0 e substituir de volta em (I3)) o que nos levaria a:

4
Cpa = w [(1 - 2d3 — QdG)R[MWVﬂ}V“e’\B + (1 + QdG)R[U)\,B,uvp]VueﬁA +

1 1
+ (5 — 2ds — 2dy — 4ds — 2d7> RA”V[,)VMFJU],\ + <§ + d7> RA”V[pVMeM] +

1 1
+ (6 + d7) RMUV,,NAeA“ + (—5 + 2d4> RM[UVp]V)\eu/\ + d5RaﬁV[pVU}e°‘ﬁ +

+2d1RV[pVB€g]5 + v[pfa'] + (m2 + 2(d1 — dg)R) (Gpa- — eap) +

+2(2dg + d3) Rppap € + (2dy — d7) (R, €5, — R, €5,) +
+(2d3 + 2dy + 4ds + 3d7)(R,P e — Ro" €,5) (14)

onde F, ndo contém derivadas de e,,:

1
Fa = 4+ (5 — 2d3 — 2d6 + d7> GAMV)\RNOJ + (_1 + 2d3 + dB)GAuvaRMA +

1 1
+ (5 + 2d4 + 2d6) GMAV,\RMQ + (Z +2dy — ds — ds — 2d5 — d7) €a)\v)\R +

1 dy N
+(Z + 3) exaV'R (15)

Infelizmente sem assumir restricdes no espaco de fundo nao foi possivel evitar as derivadas de segunda
ordem de e, na expressdo tensorial (I4)). Portanto, somos levados a considerar espagos de Einstein
R, = % 9, a fim de contornar o problema como veremos na se¢do seguinte.

No caso em que ¢ = —1/4, ndo assumirfamos a igualdade em (1 1). Pelo contrdrio, demandariamos

@ e
2d; + 8y + ds + 2ds # 0 (16)

para que o vinculo escalar e = 0 fosse igualmente obtido. No entanto, os termos probleméticos de
|| que sdo, principalmente, (% + d7)R>‘“V[,,VMe,\U] e (% + d7)Ru[UVp]V)\eA“ ndo se alterariam e,

portanto, as conclusdes se manteriam as mesmas.

4.1.2 Espacos de Einstein

Na se¢do anterior, vimos que, apesar de termos obtido e = 0 a partir de (9) em campos de fundo
arbitrarios, ndo foi possivel se chegar a uma versao para espagos arbitrarios do vinculo tensorial, sem

efetuar restri¢cdes sobre o espaco. Portanto, assumiremos o espacgo do tipo Einstein, ou seja,

R
R,u,y = Zgul/ (17)
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em D = 4. De mostra-se, vide Apéndice, a partir da identidade de Bianchi que a curvatura escalar
R ¢é constante, ou seja, V¥R = 0" R = 0 e ainda que V*R,,,,, = 0.

Reescrevamos, portanto, as expressdes (7)), (8) e (9):

C,=VoE,, = (1—2d3—2ds)Rpro, V" + (1 + 2dg) Rpro, V"€ + dy RV ¢,y +

1 ~ 1 -
+ (6 + 2d8) R— m2] V7€, + <E + 2d2> R—m?c|V,e=0
(18)
2
Cor = E,o — E,, g(VpVAeAU — V,V2er,) + 2(ds + 2ds) Rpoape™ +
+|m?* + (2&1 — 2&8)3 (epo — €0p) =0 (19)
R 2 7 v d3 7
C = ¢g”E,,=|-m*(1+4c)+ 2d1+8d2+3+2d8 Rle=0 (20)
onde foi definido que
- dy  dy
di = di+ Tt
s ds
dy = dy+ ) (21)
- d
dg - dg ‘|— Z7

Portanto, (20) nos leva ao vinculo escalar e = 0, se o colchete for diferente de zero. Por outro lado,
(T9) ainda possui termos com derivadas de segunda ordem. Note que isso poderia ser solucionado se
fosse verdade que V*e,,, = 0. Podemos chegar a essa igualdade diretamente do vinculo vetorial (T8))

se fizermos o seguinte ajuste:
dy =0, ds=1 d¢=—5 (22)

desde que o coeficiente de V*#¢,,,, ndo seja zero. De volta ao vinculo tensorial (]E[), obtemos e, = 0

desde que o seu coeficiente também ndo seja nulo. Em resumo, todos os 11 vinculos de FP

e=10 (23)
Vs, =0 (24)
e[pa] =0 (25)
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encontrados se

m? <m2 - g) {(1 +4de)m? + [8(0 ds — dy) — %} R} 40 (26)

m?=m?— 2dsR (27)
equagdes de movimento (]§[) se tornam

E,p = (0—m% ep +2Rp00s e’ =0 (28)

onde os pardmetros ds e dg sdo livres a menos das condi¢des (26).

4.2 MODELO

4.2.1 Espacos

L9(a;) COM ay # —1/12

arbitrarios

O procedimento neste caso é andlogo ao que foi feito na se¢do anterior para L,pp(c). A expressao

mais geral para a lagrangiana £(a;) no espago curvo vem dada por:

L(ay) =

onde f; (j =1,

1 1 1
—ZV"@"E V,€ap — ZV“eO‘B Vo0 + a1 V%5 V0P + §Vaea5 Vet +

1 1 1
+Zvaeﬁa Vet + (al + é_l) VteV, e — (al + Z) VieV® equ +
2

1
— (al + Z) VteVee,q — m?(ea/g e’ —e?) + f1 Re™? eap + f2 RE* +

+f3 RQB“V e eﬂy + f4 Rag e 65“ + f5 Ra,@ €a’8 e+ f6 Raﬂuy eo‘ﬁ et +
‘|‘f7 Raﬁ et e,ﬁ + fs R eaﬁ €Ba + fg Raﬂ el €M’B (29)

2,...,9) sdo constantes arbitrarias a priori. Variando a a¢do com respeito a e”?, nés

obtemos as equagdes de movimento:

E, =

1 1 1
O(epo + €0p) —2a1V,VFe,r — QVPV“eM — EVUV“(&W — éng“ep# +

1 VHEVY (e, o
+2 <a1 + Z) [—gPUDe + V,Voe + oo (62“ + €

—m2(egp —€9pr) +2fi Repe +2f2 Rgpo e+ 2f3 Rypov e’ 4 2f1 Ry e’ +
+f5 Rpo e+ f5 Raﬁ Gpo ea,B + 2f6 Ra,@po eaﬁ + f? Racr eap + f? Rpa eaa +
+2fs Reqp+ 2fg Roge,” =0 (30)

N | —

+
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Aplicando uma derivada covariante nas equac¢des de movimento e apds muitas manipulagdes, obtém-se:

C,=VE,, = +(1=2f—2f6)RoroaVe + (14 2f5) Rproa Ve +

1 1
+ (5 + f7> RMVQeM + (5 + 2fg) RMVaepA + (fr — 2@1)R)\pvueﬂ)\ +

1 1
- 5) R, Ve + 2RV e + <Z
E

( + 2f1 + f9> GPUVUR +
+(2f 2>6V R+ (m*+2f:R) pe+(%+2f4+2f6)eﬂavg}%pg

+ 2aq + f5> R,V — (1 —2f3 — f5)e*"V \Rup + fsRapV e +

f7

+2f3+2f6 f7)eaavURpa+ (4 +§+2f8)€UpVUR+

_(m2 - 2f8R)vaeop 3D

Definamos agora o tensor C,:

Coo = EpG—EC,p:( 2a; + >(VV6W—VV6M,)

+[m? + 2R(f1 — Is)l(eps — €0p) + 23 pg(w(eﬁ” — P +
+2f4(Rp,8 eﬁo - Raﬁ 6 ) + 4f6 afpo eaﬁ + f7Raa(€ap - epa) +
_'_f?Rpa(eaa - eao) + 2f9( o epﬁ - Rp,B 60'18> (32)

A fim de encontrarmos um vinculo escalar, temos que considerar a combinagdo escalar mais geral das

equacoes de movimento até primeira ordem na curvatura:

C=(bo R +bym*)g” E,y + by R E,, + b3V’VE,, (33)

onde b; (j = 0, 1,2, 3) sdo constantes arbitrdrias por enquanto. Manipulando e simplificando o maximo

possivel, obtemos a seguinte expressao:

C:

+[b3(2fs + f7) — b2 R**V o VPey, + 2b3(1 — f3) Rprga VIV +

RV, Ve, +

/1 1
2b2 (Z + Cll) - bg (5 — 2CL1 + f7 + 2f9)

1 1
(bOR + b1m2) (5 + 6@1) + 2[)2 <Z —+ al) R — bg(m2 — 2f1R — 2f8R) VAV"epA

1 1
(boR + b1m2) (5 + 6@1) + 2b2 (Z_l + CL1> R — b3(m2 + 2f2R) Cle +

+(by + b3 f5) Ry, Oe™ + Ry\,V'V’e+C,

b2 -+ b3f5 + 2((11 — Z) (bg + b3) + bg

(34)
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onde C; contém termos com no maximo derivadas de primeira ordem de ¢,,,. A expressio (34) possui
sete termos com segundas derivadas de e,,, 0s quais devem ser eliminados para que tenhamos um
vinculo escalar. Notemos que no caso especial em que a; = 1/4 (FP), os dois dltimos termos com
derivadas de segunda ordem podem ser simultaneamente cancelados se b, = b3 = 0. De volta nos
outros termos, terfamos que fazer by R + m? b; = 0. Entretanto, ndo terfamos um vinculo de qualquer
maneira. Isso estd de acordo com (BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN, [1999) no qual os autores
escolhem trabalhar com espacos de Einstein para superar tal impasse para a; = 1/4. No caso em que
a; # 1/4, para obtermos o vinculo escalar, nds precisariamos encontrar uma solugdo para o sistema

abaixo:

b3(2fa+ f7) = b2 =0 (35)
b3(1— f3) =0 (36)
(1 + (l1> <— - 2@1 + f7 + 2f9> =0 (37)
(boR + b1m2) (% + 6@1) + 2b2< + al) R — m — 2f1 — 2f8R) =0 (38)
(boR + b1m2) (; + 6(11) + 2b2 (i + (11) — bg(m2 + 2f2R) =0 (39)
b2 —|— b3f5 — 0 (40)
1 1 Js
2b2 (Z + a1)+2b3( + aq + 9 ) O (41)

Umavezque f; (i =1,..,9) e b; (j =0, .., 3) sdo constantes, diferentemente de R que, para espagos

arbitrdrios varia de ponto a ponto no espaco tempo, demandamos que os coeficientes de R nas equacoes

(38) e (39) sejam nulos, i.e.,
1 1
bo (5 —|—6a1> +252( +a1> +2b3(fi+ fs) =0 (42)

1 1
bo( + 6&1) + 2b2( -+ al) — 2b3f2 =0 . (43)
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A solug@o, singular em a; = 1/4 como esperado, vem dada por

fz =1
Ji = %+f9
f o (1+4CL1>
T (“1+4a)
. 8@1
fr = —m—2fg 44)

f B _1+8a1(1+2a1) bg
2 4(—]_ + 461,1> 2b1
1+ 8&1(1 + 2@1) b()

b= vy W

1
bg = 5()1(1—|—12CL1)

bl(l -+ 12@1)(1 + 4(11)

by — —
? 2(—1 + 4ay)

Substituindo essa solucdo de volta em (34), chegamos ao seguinte vinculo escalar em um espago de

fundo arbitrario:

b1(1 — 12(1,1)
2

C = C= R R e +

1412 by(1 + day)?
(1+ al){— {1+ 4a) VARV serg +

(1 +4a1) | 2(—1+4a))

bi(1 + 12a,)
2(—1 + 4a1)

+bl(1—|—12(11){ |: b() 1+8a1(1+2a1)

by (144
+4bjarer, RN + V,R*Vrey, — MVURMVQ%} +

_2 A p
2 by A(—1+ day) }v RVTep +

B {bo n 1 —2a,(—1+ 4ay)

- -9 A P
b 11 4a, fg}v RV 6,\p} +

+—((i1+ jizll)) {(boR T pym?) 4 Lt da) . da,) {m2 + bl”f - DG&;&HZ@B B]R} }Rpaepa
il - 12,) { [2% RS (@f;j@ﬁ} V. RVPe & {Z_ - —Qf_lf - Z;‘jﬂ (OR) } 4
+{(boR + bym?) [3m2 - zgﬁ?(j ;13)&1) SIZR}

s 8L,

No entanto, ndo foi possivel obter e = 0 a partir de {#3]) sem restri¢cdes no espago de fundo.
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Como nao foi possivel obter e = 0 na subse¢do anterior, iremos restringir o campo gravitacional de
fundo a espacos de Einstein assim como no caso de FP (HINTERBICHLER| 2012; BUCHBIN+
DER; KRYKHTIN; PERSHIN]| [1999) e em Lan(c). Reescrevamos, portanto, as expressoes de ,

B2) e (34):

C, = VB, = (1—=2f5—2f5)Rorea VO + (14 2f5) Rproa Ve 4+ 2fi R Ve, +

1/1 ~ 1/1 x
%5(1 ““*4f8>3‘m2}m“ [5(1”1*4]62)“””‘2]“6:0

( 2a1 + ) (V, V¥ s — VoV e,,) + 2(f3 + 2f5) Rppor (€™ — %) +

{ +(2f1 — 2fs) ] (pr — €0p) =0

C = bg"E,y +bVPVE,,
= +2b3(1 — f3) Rppoa VIV +

~ 1 bs (1 ~
+ —6b1(a1+ 12) +§3(Z+a1+4f2)R+b3m2 Lle +

1 b
+ 6b (al + 12) + 53(1 — +4f1 +4f8> —bgm2

VAV’)epA +

+l~)1 |:3m2 + (2]?1 + 8f~2 + % + 2f~8) R:| e=20

Motivados pela substitui¢do de (I7) em (29) e (33), definimos as seguintes constantes:

N fa fo
fi = A+ R
fz = f2+%
fs = fs+%
~ b
bl = b0R+b1m2+QTR

(46)

47)

(48)

(49)

A expressdo ([46) ja é um vinculo vetorial uma vez que ndo contém derivadas de segunda ordem no

campo. Corresponde a 4 vinculos no total. O mesmo ndo ocorre nas expressoes (47) e (48) que ainda

possuem segundas derivadas. Primeiramente, vamos tornar (48)) em um vinculo escalar. Precisamos
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resolver o seguinte sistema:

bg(l-fg)zo
—6b 41 +b—3 L +4fy |R+bsm® =0 (50)
1| 1 12 o\ 1 ay 2 3 =

~ 1 bs (1 ~ ~
6b1(a1+ﬁ) +§3(Z—a1+4f1+4f8>R—bgm2:O

E fécil notar que a solucio de @) de volta em (48)) nos leva ao vinculo escalar e = 0, desde que o
coeficiente de “e” seja diferente de zero em (#8). Entretanto, a expressdo ainda possui termos de
segunda ordem em derivadas. Para que esses termos sejam canceladosﬂ, € necessdrio que V¥e,, = 0.
E possivel obter essa igualdade a partir do vinculo vetorial se fizermos uma escolha apropriada

dos pardmetros da teoria. Mais especificamente, uma vez que a solugdo de (50) requer f; = 1, se

fixarmos também fl =0e fs = —%, obtemos automaticamente de o vinculo V*e,,, = 0 desde
que seu coeficiente em ({@6) seja ndo nulo. A solugdo do conjunto de equagdes formado pelo sistema
dado em li mais as equacoes fi=0e fs = —% vem dada por:

s =1

- 1 -

fs = 3~ f2 (5D

. bs 1 _

by = ————|2m? - 4fs | R

T Tr 12 m+<4+“1+ f2>

Retornando a solucdo acima em (#6), (@7) e (8) nés finalmente chegamos a todos os vinculos

necessdrios, uma vez que a partir de (@8)) obtemos o vinculo escalar:
e=0. (52)
Usando (51)) e o resultado e = 0 em (46), temos o vinculo vetorial:
Ve, =0. (53)
Finalmente, usando (51) e os resultados (52) e (53)) em 7)), chegamos ao vinculo tensorial:
€[po] = 0 (54)

desde que seu coeficiente em (7)) seja ndo nulo. Resumindo, todas as condi¢des de FP sdo satisfeitas

se a restricdo abaixo for respeitada

?)mQ—E

bym? 5

£0 (55)

1
2m? + (_Z + al)R

Se a; = 1/4, tais termos seriam eliminados sem problemas, mas esse valor especifico de a, representa o caso de FP, o qual
ja foi apresentado no capituloEle, portanto, ndo é de nosso interesse aqui.
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1 ~
m?=m?+ <Z—l+2f2>R (56)
enquanto as equagdes de movimento se tornam
Ep = (O —1m%)ep + 2Rpa0p e’ . (57)

Portanto, a teoria possui 16 — 11 = 5 graus de liberdade o que corresponde a contagem correta para
uma particula de spin-2 massiva (5 = 2s + 1). A teoria final ainda contém 2 parametros livres f> € a1,
com a restri¢ao e (ap +1/12)(a; — 1/4) # 0.

Para efeitos de comparacdo com os resultados de (MORAND; SOLODUKHIN]| 2012), considere-
mos agora um subcaso especial dos espacos de Einstein que sdo os espacos maximamente simétricos

onde temos a seguinte identidade para o tensor de Riemann

R
Rappo = ﬁ(gapgao ~ GaoBp) - (58)

Todos os resultados obtidos anteriormente podem ser trazidos consistentemente para os espacos
maximamente simétricos (58)).

Usando (@9) e (51)), a Lagrangiana (29) em um campo de fundo maximamente simétrico se torna

1 1 1
LMD (q)) = —ZV“eO‘B Vo — ZV“GO‘B V,esa + a1Veqp Vue“ﬁ + §Vo‘ea5 Vueﬁ“ +

1 1 1
+ZVO“65& Vet + (a1 + 4_1) VteV e — (a1 + é_l) Ve (V@ + V¥ua)

m2

1 1 ~
e Ba 2y af . 2
5 (eape e’) 24R€ ea5+(12+f2)Re +

Por outro lado, foi apresentado em (MORAND; SOLODUKHIN| 2012) um modelo para particulas
massivas de spin-2 também com um tensor ndo simétrico e,,, # e,, acoplado a um campo de fundo
maximamente simétrico. Essa teoria é conhecida como ‘“dual massive gravity” e tem a seguinte

expressdo como lagrangiana:

1
L0 = 2V e (= V76" = VYl £ V7 — VI 4 Ve 4 V)

—m? (e, e — e?) (60)

Como j4 foi discutido em (DALMAZI, [2013a), o modelo apresentado em (MORAND; SOLODUKHIN},
2012) é recuperado a partir de L™55(a;) no espago plano quando a; = —1/4. Entretanto, vale ressaltar
que a escolha de a; = —1/4 ndo requer necessariamente espagos maximamente simétricos como

veremos mais adiante.
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A relagdo entre L4 ¢ LMSS) (g, ) vem dada por

LY (q) = —1/4) = %L(dual) _ [i + f2] R(e“Peg, — €?) (61)

Assim, o modelo de (MORAND; SOLODUKHIN, 2012) é um subcaso de LM (q; = —1/4) onde

8 1
Jo= (62)

~o4
Com o valor de f, acima, as restricoes nos levam a dois valores proibidos para o escalar de
curvatura, a saber, R # —6m? e R # 12m?. O primeiro valor difere por um sinal da restri¢io
obtida em (MORAND; SOLODUKHIN, 2012) enquanto que o segundo valor ndo foi mencionado em
(MORAND; SOLODUKHIN; 2012)).

E importante enfatizar entretanto que fo é um pardmetro livre no modelo £9(a;), portanto a
desigualdade restringe os possiveis valores de fg, ndo a curvatura R. Isso ocorre porque nossa
lagrangiana original é mais geral do que (60). Em espagos maximamente simétricos, ndo hd valores

proibidos para o escalar de curvatura no modelo £9(a; ), nem mesmo para a; = —1/4.
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5 MODELOS SEM MASSA E MODELOS PARCIALMENTE SIMETRICOS

No capitulo anterior, os modelos massivos £(a;) foram acoplados a um campo gravitacional
de fundo. Para isso, efetuamos o acoplamento minimo da correspondente a¢do no espacgo plano e
adicionamos termos lineares na curvatura (ndo minimos) de tal forma que os vinculos necessarios para
uma contagem correta de g.1. fossem obtidos. Para se obter as versdes sem massa desses modelos
também acoplados a um campo gravitacional de fundo, seguimos um procedimento similar. No
entanto, ao invés de procurarmos por vinculos, demandamos a existéncia de algumas simetrias de
gauge. Assim como no caso massivo, dividiremos nosso estudo em duas partes: primeiro vamos
considerar a; = —1/12 que corresponde ao que chamamos de £7,(c) e, em seguida, apresentaremos
os resultados para os demais valores de a;. Lembremos que o caso a; = 1/4 nos leva ao jd conhecido
modelo de Fiez-Pauli, inclusive no correspondente caso sem massa sobre o qual ja foi comentado no
Capitulo 2| Portanto, nos concentraremos em a; # 1/4. Vejamos os principais resultados para cada

modelo.

51 Lip(e)

5.1.1 Espacos arbitrarios

Tomemos como ponto de partida a lagrangiana (@) com m = 0:

o 1, . 1_., . 1. 1_.
Lopp ’ = —ZV“e Bvueaﬁ - ZV“@ ﬁvueﬁa — EV easVae™ + QV eoé[;zV,\eBA +

1 1 1
+ZV°‘65aVAem + 5V Ve - gv&eaﬁvﬁe +di Re* eqp +
+dy Re* +d Rog €™ e’ +d, R,z e €B# +ds R P e+
+ds Ropuw e e 4+ d, Rope™ 6“6 + dg Re®? €ga + dg Rop e euﬂ (D)

onde d; (j = 1,2,...,9) sdo constantes arbitrdrias por enquanto. As simetrias de gauge no caso plano

estdo dadas em (@) e esperamos reproduzi-las em espagos curvos, onde 0, deve ser trocado por V,,:
66#!’ = g/w(b + V,jfu + VQA[QMV]. 2)

Devemos, entdo, escolher apropriadamente os coeficientes dos termos ndo minimos de forma a manter

a acao invariante.
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. ~ =0 ~ e ;. . ~
Calculando a variagdo de L5~ sob as transformagdes , apods varias manipulagdes obtemos:

55%;:0 = v/ —g{¢ [<2d1 + 8d2 + d5 + 2d8>R6 + 2(d3 + d4 + 2d5 + d7 + dg)Rp06p0:|

1 1
Vb Ké * d7> Rfa ™ + (5 + d7) R’ e +2(—1+d3) R e,

1 1
(1 4 2dg) R e o5 + (—5 + 2d4) Rtgef” + (5 + 2d9) R getP +

1
+ (5 + d5> R'" e+ 2d;Re + 2d8Re”“] +VHE, {ngRe + ds R*? 6a5:|

1 1
+£N [—g Exv V)‘R/W — Exy VVRM)\ + €a)\V'uR)\a + 6 (& VMR} +

+ [2R(d1 — dg)e + (2dy — d7) RV g €® + (2dg — d7) R 6”51 V”‘A[QW]}

3)

Tendo em vista a expressio acima, nio ¢ dificil se convencer de que nio é possivel obter L%~ = 0
sem que restrinjamos o espaco de fundo pois ndo hd solugdo possivel para os d;’s que zere todos 0s
coeficientes. Isso pode ser visto particularmente se olharmos para os coeficientes (% +d;)e (% + dy)
que ndo podem se cancelar simultaneamente. Portanto se faz necessario estabelecer uma restri¢ao para

o espago de fundo, o que serd abordado a seguir.

5.1.2 Espacos de Einstein

Iremos reconsiderar o modelo £ﬁl’$zo, desta vez acoplado a espagos de fundo do tipo Einstein 1]

Nesse caso a lagrangiana (T]) pode ser reescrita como:

_ 1 1 1 1
Lom=0 — —ZV“eaﬁvueaB - ZV“@“BV“%@ - EVQeQBVAew + §vaea5vAeW +
1 1 1 -
+Zva%weﬁA + 5V Ve = gvaeagvﬁe +di Re* eqp +
+dy Re? + dy Rogu €™ e’ 4 dg Roguw P et + dg Re®? €Ba 4)
onde definimos

~ d d
di = di+ Z4 + Zg (5)
~ d
dy = dy+ ) (6)
~ d
ds = dg+ —. (7
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Reescrevamos usando (I7)) a variagdo da lagrangiana sob a transformagao (2)):
SLIm=0 = \/—_g{gb (2651 + 8dy + % + 2d~8) Re+
+ _(—1 + 2dy + 2dg) R eg, — (1 + 2d6)Ra”B“ea5} V& +

[ /1 ~ ~ 1 ~
+ (6 -+ 2d8) et -+ 2d1€wj:| Rvyfﬂ -+ <E + ng) ReV“Ep +

+ | (ds + 2dg) R** ey + (2d, — 2J8)Re’“’] V“A[QM} (8)

Portanto, para que a lagrangiana seja invariante a primeira parte da transformagio em (2)), ou seja,

56&1,,) = g ®, € preciso que:
S dy -

. . . N ~ 2 .
Por outro lado, para que a lagrangiana seja invariante a transformacao (56&,/) = V,&,, as seguintes

equagdes devem ser satisfeitas:

—142d3+2dg =0 (10)
14+2dg =0 (11)

1 ~
6+2c18:0 (12)
dy =0 (13)

1 ~
E+2d2=0 (14)

Finalmente, para que haja invariancia sob 56,(;’1,) = V*A[au)» € preciso que:

dy—dg=0 (16)

Vemos das equagdes (12)), (I3) e (16) que ndo hd solucdo possivel que torne a lagrangiana invariante
sob as tranformacgdes 56&2) =V,§. e 56,33”) = VAo simultaneamente. Portanto, ndo foi possivel
obter um modelo consistente com a descri¢ao de uma particula de spin-2 sem massa se propagando
nem mesmo em espacos do tipo Einstein. Desse ponto de vista, o modelo para campo simétrico
hyw = hy, dado em com m = 0 é mais flexivel do que o LIp(c).

Em contrapartida, podemos identificar dois modelos distintos com as seguintes simetrias:

e Simetrias escalar e vetorial

E possivel encontrar uma solucio para o sistema de equacdes reduzido (EI)— (14):

- - 1 1 - 1
dl :07 d? = _ﬂa d3 = 17 d6 = _57 d8 = _E (17)
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Nesse caso, temos um modelo invariante sob a seguinte transformacao de gauge:
56;”/ = g;wgb + vuf,u . (18)

e Simetrias escalar e tensorial

Analogamente, de (9), (I3) e (16), obtemos um modelo invariante pela transformagao de gauge:
6e,uu = guu¢ + vaA[ap,l/] ) (19)

onde devemos ter que

S N
dy = dg, dy = —2ds, d2:§6—§. (20)

O contetdo fisico dos modelos acima com simetrias parciais ainda nao foi estudado, sendo uma das

perspectivas futuras do presente trabalho.

5.1.3 Espacos maximamente simétricos

Consideremos agora o modelo acoplado a espacos maximamente simétricos, onde o tensor de

Riemmann vem dado por

R
Rappo = E(gapgﬁa — Gaopp) - 1)

Nesse caso, a variagdo da lagrangiana (§) pode ser escrita da seguinte forma:

_ ~ - d -
oL = \/_—gR{ng(Zdl + 8dy + 33 + 2d8> e+

1 d3 ~ 1 d3 d6 7 v
+<—E+E+2d2)eV“§M+ (Z - E_ E+2d8>6 nyfu_’_

1 d6 't v d3 d6 7 7 V7o
+<E + E + 2d1)€u Vugu + <E + E + 2d; — 2d8) eV A[@NV}}

(22)
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. =0 L, . . ~ .
Assim, para que dL%7 ™" = 0, é preciso que cada um dos coeficientes presentes na expressdo anterior

se anule, ou seja,

N - d N
2@+@@+~§+2@:0 (23)

1 - ds
—qg 2t 2 =0 (24)

1 ds ds -
2219, = 2
16 g t2=0 (25)

1 - dg
I§—+2d1+—?§ =0 (26)

- dy de s

2y + 5+ 2 = 25 =0 27)

Resolvendo o sistema acima, obtemos a seguinte solugdo:

~ 1 M- 1 ~ ~ 1 ~
dy =——+dsg,do=—— —2dg,ds =1+24dg, dg = - — 12d 28
1 12 8, U2 24 8, U3 8, U6 9 8 ( )
onde ds se mantém arbitrdrio pois na prética somente quatro das cinco equagdes (23) a (27) sdo inde-
pendentes. A existéncia dessa solucdo significa que a lagrangiana ,Cﬁ’F’E:O em espacos maximamente
simétricos possui simetria sob a transformacdo completa dada em (2).
Ao substituirmos a solugio (28) em (I]) juntamente com o fato de que o espaco é maximamente

simétrico, temos a seguinte lagrangiana:

_ 1 1 1 1
EHMFS;m’O = —ZV“eaﬁvuew — ZV“eaﬂvueﬁa — Evaeaﬁwew + §vaea5vkeﬁ” +
1 1 1 1
+1VaegaVAem + EV“V”e — gvaeagvﬁe — ﬁ R@aﬂ €ap -+
1 1
+ﬂ38—§Rw%m (29)

onde o parametro ds acaba sendo eliminado dos coeficientes. Temos portanto um modelo consistente
a principio com a descri¢do de particulas de spin-2 sem massa se propagando em espacos de fundo
maximamente simétricos. A lagrangiana é consistente com o limite sem massa do modelo £ (c)
encontrado na se¢ao para espacos maximamente simétricos com JQ =—1/24e Jg = —1/12.
Podemos entdo dizer que esse modelo massivo tem um limite sem massa consistente, pelo menos em

espagos maximamente simétricos.

52 Eg(al)

5.2.1 Espacos arbitrarios

Analogamente ao que foi feito na secdo anterior para £%7 =", para se obter o modelo sem massa
de £9(ay), precisamos das versdes para espagos curvos das simetrias locais dadas em (12)) a fim de

garantir a consisténcia da teoria com a vantagem de que agora temos menos simetria:

66#1/ = V,,fu + VQA[QW,} (30)
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Comecemos pela lagrangiana (29) com m = 0:
g,m=0 1 KB 1 KB a upB 1 a By
L9 ay) = _ZV e’V eas — ZV e’V epa + a1V%ens Ve + §V eap Ve +
1 1 1
+Zvaeﬂa Vﬂeﬂ“ + (a1 + Zl) VteV,e — (a1 + Z)V“e V®eau +

1
— (cu + Z) Ve vaeua + fl Reaﬂ €ap + f2 R 62 + f3 Raﬁ;w et erBV +

+f4 Rag e G'BM + f5 Rag €a’8 e+ f6 Raﬁ/“’ €aﬁ et + f7 Rag e ef +
+fs Re™ eg + fo Rag e e’ (31)

onde f;’s sdo constantes arbitrarias por enquanto.

A variagdo da lagragiana sob a transformacao (30) ap6s diversas simplificagdes vem dada por:

_ 1
5L a) = Fg{wm (2o g ) e+ (G4 s )R
(=1 +2f3 + 2f6) R*"P eg, + (1 + 2f5) R"* enp +
1 1
+ (_5 ‘I‘ 2f4) R'U'/B 661’ —f— (5 —f‘ 2f9) RVB BMB +

1
+ (5 + 2aq + f5) R"e+2fiReM + 2nge”“} +

+VHE, {2f2Re + fsR*P €a5:|
QLAY 1 avA 1 Ava
+&, | —2a1 en, Vo RO — 6ax V, RFY™ — §ea,\V,,R“ +

1
+ (2@1 + 5) (e V,R" — ea/gVﬁR”a)}

+ [2R(f1 — fo)e" + (2fs = fr)R's €™ + (2fo — fr) R4 6“5} VQA[OW]}

(32)

Neste caso também ndo ¢ possivel encontrar uma solugdo para os f;’s de modo a obter 6 £9™="(a;) = 0

sem restringir o espago de fundo.
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5.2.2 Espacos de Einstein

Novamente, vamos considerar R, = %R g € reescrever a variacdo da lagrangiana sob a transfor-

magio (30):

_ 1 1 1
L9 (ap) = —ZV“eaﬂ V., eas — ZV“eaﬁ Va0 + a1 V%05 V0" + §Vaea5 Vet +
1 1 1
+Zvae5a Vueﬁ“ + (al + ZL) VteV e — (al + Z) VeV eqp +

1 ~ -
— (a1 + Z) VeV, + fi R e eap + f2 RE*+ f3 Ropu P

+fs Rapun €% e + fs Re®P eg,, (33)
onde definimos
;o fa fo
fi = f1+4+4 (34)
fo = f2+% (35)
fs = f8+% (36)

Neste caso, a variagdo da lagrangiana sob a transformagéo (30) vem dada por:

L9 (a)) = \/_—g{vygu [(—1 + 23+ 2f5) R eg, + (1 + 2f5) R¥*PF e0p +

- 1 - 1 ~
+2fiRe" + <§ — % +2f8)R€W} +VHE, {g + % +2f2]R€
+[Us+2ﬁﬁRW”%mA+2(ﬂ——ﬂaRd”}vaAmM4} (37)

Para que obtenhamos §£9™=%(a;) = 0, é preciso encontrar f;’s tais que satisfacam as seguintes

equagdes:

—1+4+2f3+2fs=0 (33)
1+2fs=0 (39)
fi=0 (40)

1 aq r
§—§+2f8—0 41)

1 aj r
§+5+2f2_0 (42)
fs+2fe=0 (43)
fi—fs=0 (44)

No entanto, as equagdes , (@) e nos levam ao modelo sem massa de FP: a; = 1/4. Logo,

ndo foi possivel obter um modelo sem massa para £9(a;) (a; # 1/4) em espagos do tipo Einstein que
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possuam simetria sob a transformacao (30).
Podemos, por outro lado, estabelecer modelos com as simetrias vetorial e tensorial separadamente.

Vejamos:

e Simetria vetorial

Se considerarmos o sistema formado apenas pelas equacdes (38)-(@2)), obtemos a seguinte

solucdo:

~ 1 ~ 1 1 aq

f1:0, f6:_§7 f3:17 f8: 16 7f2 6 Z (45)

Para esses valores dos pardmetros, a lagrangiana (33]) ¢ invariante sob a transformagio § Me w =

A\
e Simetria tensorial

Analogamente, se escolhermos os parimetros tais que as equagdes (@3) e (44) sejam satisfeitas,

ou seja,

fa==2fe. hi=Js (46)
a lagrangiana se torna invariante sob a transformagdo de,, = VA,

O conteudo fisico dos modelos acima serd investigado no futuro.

5.2.3 Espacos maximamente simétricos

Fagcamos agora a restri¢do para espacgos de fundo do tipo maximamente simétricos. A variacao da

lagrangiana £9=%(a,) dada em se torna:

5£9,m:0(a1) - \/—_gR{( 24+—+f3 —|—2f2)eV”§u

2 6
5 a1 f3 Je Vi Jo
+(24 5 g 6+2f) Vg + 12+6+2f1 V& +
+(f§ - 2f8)e“” VQAW]} @7
A fim de obter £9=(a;) = 0, é necessdrio resolver:
SE I Y (48)
24 2 6
5 a1 f3 Je ;o
L fe o7 _
St t2i=0 (50)
é+é+2f1—2f8—0 (51)

12 6
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para o qual encontramos a seguinte solugao:

1 a ~ - 1 a ~ ~ 1 -
fr=—gpt gt =g =g — 2 fa=1+ 245 fo= ] —3m - 12

(52)

onde fg se mantém arbitrdrio. A existéncia dessa solugfo significa que a lagrangiana £9™=%(a;) em
espagos maximamente simétricos possui simetria sob a transformagdo completa dada em (30).
Ao substituirmos a solugdo (52)) em (33)) juntamente com o fato de que o espago é maximamente

simétrico, chegamos a seguinte lagrangiana:

_ 1 1 1 1
Lo’ = _Zvueaﬂvueaﬁ - Zvueaﬂvueﬁa - Evaeaww*ﬁ + §va€o¢/BV)\€ﬁ/\ +

1_, 1 1
+7V ea VaeP + §V'Vue— 3

1
N

1
Vaeagvﬁe ~ 5 R P €ap +

48 48 4

onde o parametro fs acaba sendo eliminado novamente dos coeficientes. Temos portanto um modelo
aparentemente consistente com a descricao de particulas de spin-2 sem massa e um escalar sem massa
se propagando em espacos de fundo maximamente simétricos. Verificamos ainda que (53)) € consistente
com o limite sem massa do modelo £9(a;) obtido na segﬁopara espacos maximamente simétricos
com fy = —(ay + 1/4) /4.

5.3 TEORIAS PARCIALMENTE SIMETRICAS

Em espacos planos, as particulas sdo divididas em massivas e sem massa de forma bem definida.
Ja em espacgos curvos, além dessas, existe uma possibilidade matemética de que haja teorias para
particulas de spin-2 que propagam um numero de g.l. maior que de um griviton sem massa, mas
menor que de um massivo. Essas teorias sdo conhecidas como parcialmente sem massa (HIGUCHI,
1987; BONIFACIO; FERREIRA; HINTERBICHLER, 2015; BERNARD et al., 2017) e apresentam o
diferencial de ter uma invariancia de gauge escalar, apesar da massa, responsdvel por remover um dos
g.l. do graviton massivo. Vejamos como isso acontece na pratica, comecando pela prépria teoria de FP.

No capitulo |1} foram deduzidas as chamadas condicdes de FP sendo que uma delas, i = 0, foi
obtida demandando que o coeficiente da expressdo (I6) fosse ndo nulo e ndo foi analisado o caso em
que ocorre o contrario. Portanto, consideremos que o coeficiente de h nessa expressao seja nulo, em

D =4, 0 que nos leva a
R =6m?. (54)

Além disso, ocorre que nao havera mais o vinculo escalar /4 = 0. Por outro lado, a teoria adquire uma
simetria de gauge escalar:
m2

Ohy =V, Vo + TQWO‘ (55)
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onde « € o parametro de gauge. Com essa simetria, a teoria propaga 4 g.l., ou seja, 1 g.I. a menos que
a teoria massiva.

As teorias parcialmente sem massa vém sendo bastante estudadas a nivel linear (BERNARD et al.,
2017; DESER; WALDRON]| 2001a; DESER; WALDRON, 2001c; DESER; WALDRON, 2001b)) e
tem havido um grande esfor¢o para estendé-las ao nivel ndo linear, apesar de alguns impasses (RHAM
et al., 2013; GARCIA-SAENZ; ROSEN| 2015). Essas teorias sdo de grande interesse gravitacional
pois a relagdo (54) implica em uma relagdo direta entre a massa do gréviton e a constante cosmoldgica,
uma vez que A é proporcional a R. Como sabemos, a massa do graviton, se existir, seria naturalmente
pequena, o que ofereceria uma alternativa para o problema da constante cosmoldgica.

Vejamos os casos de teoria parcialmente sem massa nos modelos L7.(c) e £L9(ay):

i ‘CgFP(C)

Na equacdo (20), demandamos que o coeficiente do trago “e” fosse ndo nulo para que chegdsse-
mos ao vinculo escalar e = (. Consideremos agora a situacao em que esse coeficiente € nulo, ou
seja,

(1 + 4c)m?

R= —— (56)
2(1 + 8¢) dy — 8dy —

onde ja foram utilizadas as solucdes e a definicao e ¢ # —1/4. Neste caso a teoria

adquire a seguinte simetria escalar
0€ps = Gpo A\ (57)

onde A\ € um escalar de gauge. Com essa simetria esperamos ter menos graus de liberdade
propagantes, assim como a teoria parcialmente massiva de FP. Notemos, entdo, que mesmo com
uma teoria em que m # 0, para o valor especifico de R dado em (56), a teoria massiva adquire a

simetria de gauge (57), configurando o que chamamos de teoria parcialmente sem massa.

Quando temos ¢ = —1/4, para que o coeficiente de “e” seja nulo devemos ter
dy - 1
-8 - 58
1 + da 16 (58)

Nesse caso, 0 modelo LI (c) também adquire a simetria escalar (57).

o L9(ay)

mesma forma, se o iente de “e vinculo escalar r nulo, ndo obteremos e = 0.
Da ma forma, se o coeficiente de “e” no vinculo escala for nulo, ndo obtere 0
Em contrapartida, a teoria adquire uma nova simetria. Ou seja, temos

—2m?

R=——, (59)
i+a1+4f2
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e ateoria £9(ay) adquire a simetria
§€py = V, VoA (60)

onde A € um escalar de gauge. Temos entdo, mesmo com m #* 0, uma teoria de spin-2

parcialmente simétrica possivelmente com menos de 5 g.l. propagantes.

E natural pensar em escrever as igualdades (56)) e (59) como uma restri¢iio para os parimetros ao
invés de uma restrigﬁ para R. No entanto, ao isolarmos dy ou ds em (56) e f> em (59) chegamos a

expressoes para esses parametros que possuem R no denominador, o que contradiz a hipétese inicial

2

de que os coeficientes sdo analiticos em m* e no méaximo lineares na curvatura R.

Uma vez que as constantes dy, ds e fg sdo arbitrdrias, e ndo sdo exatamente uma restricdo para R. O que elas nos
dizem, na verdade, é que a curvatura deve ser proporcional ao quadrado da massa, porém a constante de proporcionalidade
ndo estd definida. Eventuais estudos sobre causalidades nos modelos podem levar a uma fixagdo das constantes. Sé entio
essas relagdes seriam, de fato, restricdes para R.
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6 CONCLUSAO

De acordo com a proposta inicial do presente trabalho, buscava-se obter a versao dos modelos
L(ay) para espagos curvos. Modelos esses que ja se encontravam bem estabelecidos em sua forma
livre. Para esse propdsito, era necessdrio construir uma teoria acoplada a um campo gravitacional de
fundo g,,, de modo que quando tomassemos o limite em que o espago fosse plano, ou seja, g, — 7,
onde 7, € a métrica de Minkowski, reproduzissemos os resultados ja conhecidos. O procedimento
realizado neste trabalho € andlogo ao que foi feito em (BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN,
1999) para o modelo de Fierz-Pauli. Assim, partimos da lagrangiana £(a;) sem intera¢do e efetuamos
0 acoplamento minimo. Assim como no caso de Fierz-Pauli, foi necessario adicionar termos nao
minimos que fossem quadraticos no campo e lineares na curvatura. Assumimos que os coeficientes
desses termos sdo constantes arbitrdrias, fun¢des analiticas de m?.

O préximo passo foi garantir que a lagrangiana apresentasse 0 mesmo nimero de graus de liberdade
para particulas de spin-2 massivas no espago plano, ou seja, 5 g.1. em D = 4. Para isso, buscamos
por relagdes que removessem os graus de liberdade espurios. No caso plano, os vinculos da teoria
sdo as condi¢des de Fierz-Pauli, as quais garantem que a teoria de fato descreve particulas de spin-2
massivas. Buscamos entdo pelas condi¢des de FP no espago curvo a partir da manipulagio covariante
das equagdes de movimento.

Dividimos nossa analise em dois casos: o primeiro corresponde ao modelo em que a; = —1/12,
o qual chamamos de L (c); o segundo caso, ao qual nos referimos como £9(a; ), compreende os
demais valores de a;, exceto a; = 1/4 que corresponde ao modelo de Fierz-Pauli. Partimos da
lagrangiana acoplada a um campo gravitacional de fundo arbitrario e procuramos obter os vinculos
fazendo escolhas apropriadas para os coeficientes até entdo arbitrarios. Apds extensos calculos,
chegamos a expressdes nao triviais. Apesar de parecer haver um pouco mais de liberdade na escolha
da métrica de fundo do que no caso de Fierz-Pauli, ainda assim ndo foi possivel se chegar a uma
solucdo que nos levasse aos vinculos. Optamos, portanto, por considerar espacos do tipo Einstein,
assim como em (BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN| |1999). Nossa forma de obter os vinculos
foi basicamente nos livrar de todas as segundas derivadas no campo presentes nas expressoes obtidas a
partir da equac@o de movimento. Apesar desse método manter a covariancia do modelo ao longo dos
célculos, apresenta a desvantagem de exigirmos eventualmente mais do que € necessdrio de fato para
termos os vinculos. Na verdade, vide (BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN, [1999; FUKUMA et
al., [2016)), seria necessario eliminar apenas as segundas derivadas temporais do campo. Essa seria uma
forma alternativa de se obter os vinculos que talvez nos permitiria ndo ter restricdes sobre o espaco de
fundo, porém nos custaria a covariancia explicita e leva a célculos mais extensos que pretendemos
retomar no futuro, vide (FUKUMA et al., 2016) para calculos andlogos no modelo de Fierz-Pauli.

Ao considerarmos espagos do tipo Einstein nos calculos, o tensor de Ricci passa a ser proporcional
a métrica e R é constante, o que nos permite simplificar os cdlculos. Assim, encontramos uma solucio
para os coeficientes que nos levou aos vinculos desejados, ou ainda, as condicdes de FP no espago

curvo. Os vinculos nos permitiram chegar a contagem correta de graus de liberdade e temos, portanto,
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os modelos massivos LI (c) e £9(ay) descrevendo consistentemente particulas massivas de spin-2
acopladas a um campo de fundo gravitacional do tipo Einstein. Com a versao obtida para £9(a),
pudemos generalizar para espacos de Einstein um resultado da literatura (MORAND; SOLODUKHIN},
2012) onde havia sido apresentado um modelo de spin-2 massivo em espacos do tipo maximamente
simétricos, também a partir de um tensor de rank-2 ndo simétrico. Ao compararmos o0s resultados
obtidos aqui para os modelos L7(c) e £9(a;) com os obtidos em (BUCHBINDER; KRYKHTIN;
PERSHIN; [1999) para o modelo de FP, a principal diferenga € que, além dos vinculos escalar e vetorial,
temos também um vinculo tensorial antissimétrico. Na pratica, entretanto, os modelos massivos £(ay ),
com a; # 1/4, ndo ficam devendo nada ao modelo massivo tradicional de Fierz-Pauli (a; = 1/4) em
espacos curvos. Esses resultados foram publicados recentemente em (DALMAZI; FORTES, 2017).

Sabe-se que se for permitido que os coeficientes dos termos ndo minimos na lagrangiana de FP
sejam ndo analiticos em m?, o modelo ndo mais necessita de restricdo sobre o espaco de fundo
(BUCHBINDER; KRYKHTIN; PERSHIN}, [1999). Esse fato foi confirmado recentemente a partir
das modernas teorias dRGT de gravitacdo massiva. Esperamos, portanto, que ao permitirmos em
L£9(a1) que os termos ndo minimos levem coeficientes ndo analiticos do tipo 1/m? consigamos também
alcancgar resultados mais gerais, o que estd em estudo. Como o campo € ndo simétrico, a quantidade de
termos quadréticos na curvatura agora € bem maior.

Depois de obter os modelos massivos, procuramos pelas respectivas versdes sem massa em espagos
curvos. Neste caso, ao invés de procurarmos por vinculos, buscamos reproduzir as simetrias de gauge
que o modelo sem massa no espaco plano apresenta. Para espagos arbitrarios, ndo encontramos solucao,
assim como ocorre para FP com m = 0 (DESER; HENNEAUX! 2007). Para espacos de Einstein,
encontramos modelos com algumas simetrias de gauge especificas, mas nenhum deles possui as
versdes curvas das mesmas simetrias do caso plano. Portanto, £ (c) e £9(a;) ndo possuem versdes
sem massa que, tomando o limite para o caso plano, reproduzam o que se conhece desses modelos
livres, ao contrério do caso de FP (a; = 1/4).

Estudamos também os modelos sem massa acoplados a espagos maximamente simétricos. Foi
possivel, entdo, encontrar um modelo consistente com a descricao de particulas de spin-2 sem massa
em espagos maximamente simétricos para ambos os casos Lip(c) e £9(a;). Novamente vale ressaltar
que, assim como no caso massivo, os coeficientes dos termos nao minimos sdo assumidos como sendo
analiticos em m?. A solu¢do foi univoca, ou seja, todos os coeficientes indeterminados, a priori, foram
fixados. Como uma perspectiva futura, esperamos verificar se resultados menos restritivos surgem ao
se permitir que os coeficientes possuam termos nao analiticos em constantes com dimensao de massa
(por exemplo, uma constante cosmoldgica), assim como a andlise feita em (DESER; HENNEAUX|
2007).

Finalmente, estudamos as chamadas “teorias parcialmente sem massa”, ou mais precisamente no
nosso caso, parcialmente simétricas, relacionadas a LI (¢) e £9(a1). Em ambos os modelos, existe
um determinado valor de R dado em termos da massa e dos parametros que leva a teoria a adquirir
uma simetria escalar. Essa simetria nos permite descrever particulas massivas de spin-2 porém com
simetria local.

Trabalhos recentes de gravitacao massiva (RHAM; GABADADZE; TOLLEY] 2011) e (HASSAN
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ROSEN; 2012)) permitiram que fossem obtidas teorias livres de fantasmas com gravitons massivos se
propagando em um campo gravitacional de fundo arbitrario (BERNARD; DEFFAYET; STRAUSS|
2015b; BERNARD; DEFFAYET; STRAUSS, 2015a; BERNARD et al., 2016). Esses resultados estao
de acordo com aqueles obtidos perturbativamente anteriormente em (BUCHBINDER; KRY KHTIN;
PERSHIN, [1999) (em poténcias de 1/m?). Portanto, ao permitirmos coeficientes ndo analiticos nas
lagrangianas L7 (c) e £9(ay) e obtermos os vinculos necessarios, esperamos também obter espacos
mais gerais e chegar a versdes nao lineares (auto-interacao) desses modelos.

Outra abordagem em andamento na tentativa de generalizar os modelos encontrados para espagos
arbitrarios € baseada no trabalho (FUKUMA et al., 2016) onde a partir de uma anélise Hamiltoniana,
os termos problemadticos que possivelmente ndo nos permitiriam chegar aos vinculos sao identificados
previamente e evitados por escolha apropriada dos coeficientes presentes na lagrangiana. No entanto,
nesse método, abrimos mao da covariincia explicita do modelo, o que tem gerado extensos cédlculos.

Concluimos que os modelos £(a;) para particulas massivas de spin-2 estdo praticamente no
mesmo patamar do tradicional modelo de Fierz-Pauli no que diz respeito a acoplamento com o campo

gravitacional.
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APENDICE A - NOTACAO E IDENTIDADES UTILIZADAS D = 4

Meétrica de Minkowski:

N = (_7+7+7+) (1)

Partes simétrica e antissimétrica de um vetor:

By + By

Bluy = 5" @
B,, — B,
B = % 3)
Comutacgdo das derivadas covariantes:
[vaa V,B] Bulmumul...un = Rul)\aﬁ B/\Mzmumul...yn + ...+ Rum)\aﬁ B'ulmum_l)\ul...un +
+Ry1>\a6 BML..MmAI/Q...[/n + + RVnAaB B;U'I..-;LL'ml/l.“l/n_lA
“4)
Identidade ciclica:
R,ul/aﬂ + R/,Laﬁy + R,uﬁua =0 (5)
Identidade de Bianchi:
vyRaapﬂ + vﬁRaaup + vacxchV =0 (6)
Aplicando ¢*? na identidade acima, obtemos
_vuRcrp + vaRaan + vaau =0
VaRaoup = VVRO'p - vaou (7)
E agora ¢°”:
_VVR + vaRaV + VURO'V = 0 (8)
1
VR, = §V,,R 9)

Tensor de Ricci:

R,uzz = Rauau (10)
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e Espacos de Einstein:

R
R/Ll/ = Zg,uu (11)

Vejamos a seguir as implicancias de se considerar espacos do tipo Einstein. Substituindo (TT])

em (9), temos

1 1

Sye — - 12
1

VR = 5 VR (13)

V,R=0 (14)

Uma vez que V, R = 0, temos que V, R = 9, R = 0. Logo, R € constante.

Consequentemente,

VR, =0. (15)
Finalmente, substituindo (T5) em (7)), chegamos a
VRogwp = 0. (16)
e Espacos maximamente simétricos:

R
Raﬁpa = E(gapg,é’a - gaagﬁp) (17
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