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RESUMO

Ondas gravitacionais estdo entre as primeiras € mais fundamentais predi¢des da relatividade geral.
Observagoes indiretas desse fendmeno foram realizadas em 1974 por Russell A. Hulse e Joseph
H. Taylor Jr ao estudar a variagdo de periodo do sistema binario PSR1913+16, o que lhes rendeu
o premio Nobel de fisica em 1993. Mais recentemente Rainer Weiss, Kip Thorne e Barry Barish
foram agraciados com o premio Nobel de fisica de 2017 pelas contribui¢des na construcao do detector
LIGO, que pela primeira vez detectou ondas gravitacionais de forma direta. A deteccdo direta de
ondas gravitacionais abre uma variada gama de possibilidades para estudos astrofisicos e tedricos
em gravitagcdo, colocando essa linha de pesquisa em bastante evidencia atualmente. Nesse projeto
estudaremos a base tedrica e fundamental da geracdo, propagacio e detec¢io de ondas gravitacionais

no contexto da relatividade geral.

PALAVRAS-CHAVE: Ondas Gravitacionais. Relatividade Geral. Gravitacao.



ABSTRACT

Gravitational waves are among the first and most fundamental predictions of general relativity. Indirect
observations of this phenomenon were made in 1974 by Russell A. Hulse and Joseph H. Taylor Jr,
studying the variation of the PSR1913 + 16 binary system period, which earned them the 1993 Nobel
Prize in physics. Most recently Rainer Weiss, Kip Thorne and Barry Barish were awarded the 2017
Nobel Prize in physics for their contributions to the construction of the LIGO detector, which for
the first time detected gravitational waves directly. Direct detection of gravitational waves opens a
wide range of possibilities for astrophysical and theoretical studies in gravitation, putting this line of
research in evidence today. In this project we will study the theoretical and fundamental basis of the

generation, propagation and detection of gravitational waves in the context of general relativity.

KEYWORDS: Gravitational Waves. General Relativity. Gravitation.
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1 INTRODUCAO

Ha mais de cem anos, em meados do ano de 1915, Albert Einstein revolucionou nossa maneira de
explicar a gravidade. A teoria da Relatividade Geral, baseada na geometria Riemanniana, nos diz que
0 tempo e o espaco ndo sdo estruturas distintas, eles formam uma estrutura tnica e indissocidvel de
quatro dimensdes. Com isso, a gravidade deixa de ser interpretada como uma forca de atracdo entre
Corpos massivos, € sim como uma consequéncia direta da deformacdo do espago-tempo causada por
concentracdes de matéria e energia.

Nesse sentido podemos imaginar o universo como um tecido eldstico, onde objetos que se movem
nele causam constantes perturbacdes nesse tecido, assim como criancas pulando em um trampolim.
Dessa maneira surgem as ondas gravitacionais, previstas pelas equagdes de Einstein. Também podemos
compara-las com as ondas do mar. Assim como o mar se move para frente e para trds, as ondas
gravitacionais representam distor¢des no espaco-tempo que se propagam a velocidade da luz. Esse
fendmeno € tao intrigante que o préprio Einstein ndo acreditava que isso pudesse de fato acontecer e
foram necessdrios muitos anos até que féssemos capazes de criar um experimento grande e preciso
o suficiente para realizarmos uma detec¢do direta de tais ondas. Antes disso, em 1993 Russell A.
Hulse e Joseph H. Taylor Jr. receberam o prémio Nobel pela descoberta de um novo tipo de pulsar[1].
As observacdes realizadas em 1974 desse sistema bindrio de estrelas de néutrons foram as primeiras
observacdes indiretas relacionadas as ondas gravitacionais.

Um dos interesses envolvido no estudo de estrelas de néutrons vem do fato de que elas nos ajudam
a entender melhor sobre a origem de metais preciosos, como ouro e prata, € outros metais pesados. E
as ondas gravitacionais sdo um meio de examinarmos isso[2]. Elas atuam como uma espécie de alerta
césmico, guiando os astronomo até eventos catastréficos e ricos em informagdes sobre o universo.
Uma coisa leva a outra. Enquanto grandes eventos nos ajudam a detectar as ondas gravitacionais,
estas nos ajudam a entender mais sobre o fendmeno que a gerou, garantindo que sejamos capazes de
explorar objetos que sdo invisiveis para nds através de radiagcdo eletromagnética.

Além disso € importante entendermos nao s6 como essas ondas sao geradas mas também quais
as implicacdes e efeitos de quando estas atingem a Terra ou qualquer outro corpo no espaco. E é ai
que essas ondas se mostram tao eficientes ja que a radiagdo gravitacional ndo sofre nenhum tipo de
interferéncia durante essas interag¢des, diferentemente da radiacao eletromagnética. Nada pode parar a
gravidade, ou seja, o encontro da onda gravitacinal com a matéria ou qualquer tipo de radia¢io ndo ird
interferir em nenhuma de suas caracteristicas e isso nos garante que as ondas provenientes de eventos
muito préximos ao inicio da formacao do universo e do proprio Big Bang sejam estudadas nos dias
de hoje. O projeto BICEP 2 (Background Imaging of Cosmic Extragalactic Polarization) consiste de
um radiotelescépio que fica no polo sul projetado para detectar o modo B da polarizac¢do da radiagcdo
cosmica de fundo em micro-ondas [3]. Apesar de ser bem diferente do LIGO, esse experimento espera
conseguir detectar as ondas gravitacionais provenientes da grande inflagcdo do universo observando o
comportamento da radiacdo cdsmica de fundo. Recentemente foi anunciado que eles haviam observado

indiretamente uma onda gravitacional proveniente do Big Bang [4], mas uma andlise mais completa
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dos dados evidenciou que ndo havia informagdes suficientes para corroborar a descoberta. Neil Turok,
diretor do Instituto de Fisica Tedrica do Canad4, diz que o experimento em si tem muitas limitacdes e
que por isso o BICEP 2 ndo pode verificar se seu sinal era proveninete de um efeito verdadeiramente
cosmoldgico [5]. O Brasil também vem tentando detectar ondas gravitacionais através do detector
Mario Schenberg [6] que atualmente se encontra no INPE (Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais).
O projeto € fruto da parceria entre o Instituto de Fisica da USP e o INPE mas infelizmente ainda nao
foram obtidos resultados satisfatorios|[7].

Nesse trabalho sdo estudados os principais aspectos relacionados a geracdo, propagacdo e deteccao
de ondas gravitacionais. Veremos que, devido a sua pequena amplitude, sao dificeis de serem detectadas
na Terra. Contudo os observatérios LIGO e VIRGO (dois gigantescos interferometros a laser) ja foram
capazes de realizar tais detecc¢des, sendo a primeira anunciada em 2016 proveniente da colisdo de dois
buracos negros a 130 milhdes de anos-luz de distancia da Terra [8]. Todos os objetos que se movem
no espaco sao fontes de ondas gravitacionais, entretanto essas ondas sao tao fracas que nao somos
capazes de detectd-las. As ondas que de fato podemos procurar sdo aquelas provenientes de grandes
eventos astrofisicos, como por exemplo a colisdo de buracos negros, sistemas bindrios de estrelas
de néutrons, entre outros eventos citados anteriormente. Além disso veremos que essas ondas sio
caracterizadas por dois estados de polarizacdo e que sua deteccao estd diretamente ligada ao efeito de
contragdo e dilatacdo dos comprimentos caracteristico da passagem dessas ondas. Veremos, portanto,
no segundo capitulo como linearizar as equacgdes de Einstein e em seguida faremos consideracoes
importantes que nos levardo as chamadas transformacgdes de gauge. No terceiro capitulo estudaremos
as polarizagdes dessas ondas, como citado acima. Nos capitulos quatro e cinco veremos como essas
ondas sdo formadas e alguns modelos simplificados de fonte. Isso nos levara ao capitulo seis onde
discutiremos sobre 0 momento-energia do campo gravitacional. Por fim, no capitulo sete faremos uma

discussdo sobre os principais exprimentos envolvidos na busca e detec¢ao das ondas gravitacionais.



14

2 TEORIA DE PERTURBACAO E RADIACAO GRAVITACIONAL

2.1 LINEARIZACAO DAS EQUACOES DE CAMPO E TRANFORMACOES DE GAUGE.

Um dos resultados fundamentais da relatividade geral é que, no limite apropriado, a gravitagdao
Newtoniana pode ser reobtida. Neste trabalho, consideraremos que o campo gravitacional € fraco
mas pode variar no tempo e, além disso, consideraremos que nao hé restricdes para o movimento de
particulas testes. Essas consideracdes (o limite de campo fraco) s@o importantes porque nos permitem
estudar fendmenos ndo previstos pela mecanica Newtoniana, como a radiagcdo gravitacional. Portanto,
o que faremos inicialmente serd a linearizacao das equagdes de Einstein. Esse procedimento nos levara
a equacgdo de onda a partir da qual teremos condicao de reobter resultados fisicos importantes. Assumir

o limite de campo fraco nos permite escrever a métrica g,,, da seguinte forma

G = Ny + Py, (2.1.1)

onde 7),,, ¢ a métrica plana de Minkowski dada por 7, = diag(—1,+1,+1,+1) e h,, é uma pequena
perturbagio, | h,, |< 1. Além disso, a perturbacdo que estudaremos estard se propagando no espago-
tempo plano e por ser tdo pequena poderemos desconsiderar termos de ordens superiores nela. Se

defirmos que " = n"#n"?h,,, entdo

(g )(g") = 0,° (2.12)

e, portanto

g =" — ht". (2.1.3)

Essa teoria € invariante de Lorentz (em relacdo a relatividade restrita) pois, sob uma transformacao de

Lorentz dada por

' = A x¥ (2.1.4)

a métrica plana 7, € invariante, enquanto a perturbag¢do se transforma como (ver apéndice

By = N PN D (2.1.5)

Nosso objetivo, entdo, € encontrar as equacdes de movimento para a perturbacao h,,,, € faremos isso

na
analisando as equagdes de Einstein em primeira ordem em /.. Para isso, come¢amos encontrando os

simbolos de Christoffel, definidos como

1
F;pw = §gp)\(augu)\ + aug)\u - a)\g;w)- (216)
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Substituindo (2.1.1)) e (2.1.3)) em (2.1.6), temos (ver apéndice [A):

1

myz5@”—h”m%mw+hmy+@wm+hwy—@@W+hwﬂ (2.1.7)
1

Tp = 51" Ouhun + Ol = Orby). (2.1.8)

Da mesma forma podemos encontrar o tensor de Riemann dado por

Ryvpo = nukapri\a - nukaarip- (2.1.9)

Entdo (ver apéndice [A])

1
Rvpe = 3 (0,00hyue + 0501y — 0501y — 0,000 ) - (2.1.10)

Contraindo a equagdo (2.1.10) com 7*” encontramos o tensor de Ricci (ver apéndice [A):

1
0" Ryvpe = B (10,0, s + 0" 05 Ol — 1050, hyp — 100501l )

1
RVO' - 5 (apavhpo + agaﬂhuu - aUth - Dhyo') : (2111)

Como p e p sdo indices mudos, podemos trocd-los de modo que o tensor assuma a seguinte forma:

1
RHV - 5 (aﬂ&uhau + ac’a#hgu - aualfh o Dhl“’) (2.1.12)

Nessa expressdo definimos o trago da perturbagdo como h = n*”h,,, e o operador D’ Alambertiano
para o espaco plano que é dado por O = —07 + 07 + J; + 97. Contraindo novamente, obtemos o

escalar de Ricci:

R = 8,0,h" — Oh. (2.1.13)

Finalmente temos todos os objetos que compdem o tensor de Einstein, dado por

1
Gul/ = Rw/ - 5/’7/,LVR (2114)
e que assume a seguinte forma
1
qw:5@ﬁmg+a@mg—@@ﬁ—mmfﬂwaamtmwmm. (2.1.15)

Com isso obtemos a equacgdo de Einstein,

G = 8nGT,

iz

(2.1.16)

onde 7}, € o tensor de energia-momento calculado de ordem zero em h,,,, ou seja, como estamos

uvs
considerando o espacgo plano e uma perturbacdo muito pequena, as contribui¢cdes de massa e energia
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dadas por 7}, sdo tdo pequenas quanto h,,,, o que implica na lei de conservagdo expressa por 9,7}, = 0.

As equacdes de Einstein no vacuo sdo dadas por

Ry, = 0. (2.1.17)

Com essas informacgdes seriamos, portanto, capazes de comecar a encontrar solugdes para (2.1.17).
Entretanto a expressdo (2.1.1)) ndo especifica nenhum tipo de sistema de coordenadas em que essa
composi¢do seja valida. Isso indica que para cada sistema escolhido encontraremos uma descricao
distinta para a perturbacdo. Para diminuirmos esses graus de liberdade do nosso problema, utilizaremos
as chamadas transformacdes de gauge e podemos também observar como uma particula livre no espaco
se comportaria com a passagem de tal perturbacdo. Para entender melhor como funcionam essas

tranformagdes, veja o apéndice [A]

2.2 GRAUS DE LIBERDADE

Agora vamos comecar a analisar o comportamento de particulas livres no espaco-tempo e como elas
sdo afetadas pela perturbagdo gravitacional. Entretanto, antes de chegarmos de fato na interpretagao
fisica do nosso problema e sermos capazes de ter uma ideia visual do fendmeno em questio, vamos
fazer uma andlise que nos permitird obter outras informa¢des importantes sobre as ondas gravitacionais.
Sera conveniente escolhermos um sistema de coordenadas fixo inercial no espaco-tempo de fundo de
Minkowski e decompor as componentes da perturbacido da métrica de acordo com as suas propriedades
de transformagdo sob uma rotagdo espacial. A perturbag¢do € um tensor (0,2) simétrico. Sob rotag¢des
espaciais, a componente 00 é um escalar, as componentes 0i (iguais as i0) formam um tri-vetor e as
componentes ij formam um tensor espacial simétrico de dois indices. Em seguida, podemos decompor

esse tensor espacial em uma parte com trago e outra sem (s;;). Podemos entéo escrever h,,, como

hoo = —2® (2.2.1)
hoi = w; (2.2.2)

onde ¥ contém o trago de /;; € s;; ndo tem trago.

Olhando para a expressao temos que o h;; possui seis graus de liberdade (por ser um tensor
puramente espacial e simétrico), entdo o lado direito da equag@o tem que ser coerente com isso. Temos
também que s;; também deveria possuir os mesmos seis graus de liberdade, mas por ter trago nulo,
1sso significa que estamos tirando um grau de liberdade dele, ou seja, por ser um tensor espacial, s;;
possui nove graus de liberdade mas por ser simétrico este deve perder trés graus de liberdade e por nao
ter trago deve perder mais um, restando apenas cinco. Dessa forma, o grau de liberdade que falta na

nossa equacdo estd presente em W e J;; garante o trago de h;;, mantendo nossa equacdo compativel.



Contraindo (2.2.3) com % para tirar o trago de h;;, temos (ver apéndice @)
(Sijhij - —6\11
1

6
Substituindo (2.2.5)) em (2.2.3)) e isolando s;;, temos

U= ——4"h;.

1 1
sij = 5(hij = 3

Dessa maneira, sabendo que a métrica é dada por

S h 6ij).

ds® = g, datdz”

e consideando a expressdo (2.1.1), podemos escrever a métrica como

ds? = —(1 + 2®)dt* + w;(dtds" + dz'dt) + [(1 — 2V)d,; + 2s;5]dx’ dx?
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(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

E vélido notar que até aqui ndo fixamos nenhum gauge e nem resolvemos nenhuma equagdo. Estamos

apenas definindo uma notacdo conveniente. O tensor s;; € chamado de strain e contera a informagao

da radiacdo gravitacional.

Para comecarmos a entender fisicamente o significado da utilizacdo de diferentes campos na

perturbacdo, vamos considerar o movimento de particulas testes descritas pela equagdo geodésica.

Dadas as defini¢cdes anteriores, considerando que (ver apéndice

1
Oywiy = 5 (9jwi — dywy),

1
Ogwr) = 505wk + Opw;)

e através de substitui¢des, temos que os simbolos de Christoffel sao

FjO = 6Dw4 + §aohj

1
TG = —0Gwr) + 50h;,

(2.2.8)

(2.2.9)
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, 1
[y = Oghwy — §8ihjk:- (2.2.10)

Em (2.2.10) vemos que nossas equagdes dependem de /;; ao invés de s;; € ¥, ja que h,,,, depende
desses termos. Essa diferenca serd importante quando comegarmos a construir as equacoes de Einstein
novamente. Antes disso, como fixamos um referencial inercial, € conveniente definirmos o quadri-

momento p* = dz* /d\, onde A = -, em termos da energia E e da tri-velocidade vl = dat/dt:

dt
V= — =F 2.2.11
P= ( )
entao
dxt dx’ dt ,
T _ = — = 'E
b= a Caxn
ou seja,
pt = Ev'. (2.2.12)

Com isso, podemos escrever a equagdo geodésica

dp*

— + 1% p’p” =0 22.13
d)\ + po’p p ) ( )
de onde temos que
dp*
— =T pp°.
d)\ po’p p
Dividindo a expressao acima por E e trocando d\ por %T, temos
dp* P’
— =1 : 2.2.14
dt LS ) ( )
Para vermos como a energia evolui com o tempo, basta tomarmos p = 0
dE 1 .
E =—-F 80<I> + 2(8k<1>)vk - (8[]@0,] — §aohw> ’UlU]:| . (2215)

Sabemos que a energia deve se conservar, entretanto £ = p” = my inclui apenas a parte inercial da
particula e ndo a energia de interacdo com o campo gravitacional. J4 a componente espacial ;1 = 7 da

equagdo geodésica se torna

dp’
dt

: 1 :
=—-F 8@ + (90?1)1' + 2(8[]10@] + 60hij)v9 + (thk]z - §8lh]k> U]Uk:| . (2216)

Para encontrarmos uma interpretagdo fisica da expresssao (2.2.16), vamos definir dois campos tri-

vetoriais: gravito-elétrico e gravito-magnético

G'= —0'd — Jyw' (2.2.17)
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H' = (V x @) = 0wy, (2.2.18)

Com isso, (2.2.16) se torna
W _plais @ x 1Y - 2000 — (b, — Lok, ) vivh 2.2.19
dti —|—(UX )—(0]-)1}— [jk]i_éijk Vv . ()

Os dois ultimos termos a direita descrevem como a particula teste responde ao campo escalar ¢ e as
perturbacdes vetoriais w;.

Além dessa andlise do movimento de particulas testes devemos analisar as equacdes de campo
para a perturbagdo da métrica, que sdo as equacgdes de Einstein linearizadas. Para isso, basta voltarmos
ao procedimento que ja passamos anteriormente € encontrar os tensores de Riemman nessas nossas

varidveis, que sao

1
RO]’OZ = 0]-8[@ + 808[3'?1)” - 58080hﬂ
ROjkl = aja[kwl] - 3oa[khl]j

Rinji = 0;01hyy — 0301 hyy;- (2.2.20)

Contraindo com 7" encontramos o tensor de Ricci

ROO == V2® + a(]akwk _'_ 3 ag \Ij
1 2 1 k k

onde V? = §"9,0; é o Laplaciano tridimensional plano. E finalmente podemos calcular o tensor de

Einstein

Goo = 2V2\Ij + Gkalskl

1 1
Goj = _§V2wf - §ajakwk + 2000, + ods;"*

Gij = (aijVQ — 81(%)((1) — \I/> + &jaoakwk — 808[Zw3] + 25”802\1’ — DSij+

+204 0y — 8;50:0;5™. (2.2.22)

Usando a expressdo para a equacdo de Einsten G, = 87GT},,, e analisando-a a fim de encontrarmos
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graus de liberdade nao fisicos, vemos que apenas uma pequena fracdo das componentes da métrica
sdo verdadeiros graus de liberdade do campo gravitacional, o restante obedecem restri¢cdes que 0s
determinam em termos de outros campos. Para ver como isso acontece, basta iniciarmos tomando

Goo = 87GTp. Dessa maneira podemos escrever (2.2.22)) como

1
V20U = 47GTyo — §8kalskl. (2.2.23)

Essa é uma equacio para WV sem derivadas temporais, ou seja, ndo € nele que esta contido os graus de

liberdade fisicos e sim no tensor energia momento € em s;;. Agora vamos olhar para a equagao em 0;:

(O V? — 0;00)w* = —167GTy; + 4000;¥ + 20005,". (2.2.24)

Essa é uma equagio para w' sem derivadas temporais, ou seja, caimos no mesmo caso anterior em que,
se soubermos determinar o tensor energia momento e s;;, seremos capazes de determinar w'.Por fim,

basta olharmos a equacdo para ;:

(8ijV2 - (“)Z(?j)CI) = 87TG,TZ‘]' + (&»j-V? - aza] - 251383)\11 — 8ij808kwk+

—i—@oa(zwj) + DSZ']‘ — 28k8(zsj)k - &j(‘?k@lsjl. (2225)

Mais uma vez vemos que nao hd derivadas temporais agindo em ®. Portanto, o tinico grau de liberdade
de propagacio nas equacdes de Einsten sdo aqueles em s;; € isso serd utilizado para descrevermos as

ondas gravitacionais. Dada uma transformacdo de gauge do tipo

hyw = by + 0,8 + 0,8,

temos que a perturbacdo da métrica se transforma da seguinte maneira

O — D+ 9p&°

w' — w' 4 o€’ — 0;¢°
1 )
U — ¥ —-9¢

3
Lo ok
Sij — Sij + 065 — gakf 0yj- (2.2.26)

Assim como no eletromagnetismo, diferentes gauges podem ser apropriados para diferentes

circunstancias. Algumas escolhas comuns sdo:

e Gauge Transverso:
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Iniciamos considerando que

ii
81‘5] =0,

Encontamos essa expressio escolhendo &7 que satisfaca

o1 A .
V2€J + 50]@5’ = —28i8”.

Além disso também consideramos que

a partir da escolha de £° que satisfaca

V250 = (9111)’ + 00@5’

Nesse gauge as equacdes de Einstein se tornam

Goo = 2V = 87G Ty (2.2.27)

1
Gw::—ivﬂwj+2&@ﬂ¥:8wGﬂU (2.2.28)
Gij = ((5UV2 - (91(93)(@ - ‘I/) - 806@11)]) + 2(51383\11 - DSZ'J' = SWGﬂ] (2229)

Mais adiante utilizaremos essas equacdes para encontrarmos as solu¢des de campo fraco.
e Gauge harménico ou Gauge de Lorentz:

Essa segunda escolha também € interessante para o nosso estudo pois nos ajudard a calcular a
producdo de ondas gravitacionais. Como iremos discutir mais adiante, esse gauge é equivalente a

tomarmos

1
Ouht', = 50,1 = 0. (2.2.30)

Mas antes de olharmos para as aplicacdes do limite de campo fraco, vamos concluir a nossa
discussdo sobre graus de liberdade dando atengdo a diferenca entre a decomposicdo algébrica da
métrica € uma composicao adicinal que se torna possivel se considerarmos campos tensoriais ao invés
de tensores definidos em um ponto. Essa composic@o adicional nos ajuda a encontrar os graus de
liberdade fisicos de forma mais direta. Nos baseamos, entdo, no fato de que podemos decompor um

campo vetorial em uma parte transversal w’ e uma parte longitudinal wﬁ

w' = w' +wj (2.2.31)
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onde

ek 0wy, = 0. (2.2.32)

Um vetor longitudinal € o gradiente de um escalar \, entdo

w' = €770;&;,

wi = O, (2.2.33)

Exatamente como a nossa decomposi¢do inicial da métrica em escalar, vetor e tensor, essa decom-
posi¢do de um campo vetorial em partes dependentes de um escalar e um vetor transversal € invariante
sob rotacdes espaciais. O escalar \ representa um grau de liberdade. O vetor £ parece ter trés graus de
liberdade mas um deles ndo € real e isso vem do fato de que a escolha pra defini-lo ndo € tnica. Entdo,
temos trés graus de liberdade no total. Um procedimento similar se aplica ao tensor s/, que pode ser
decomposto em uma parte transversal SY, uma parte solenoidal sgj e uma parte longitudinal sﬁj

g — g

T+sd+s). (2.2.34)

A parte transversal nao possui divergente enquanto que a divergencia da parte solenoidal € um vetor

transversal e, a divergencia da parte longitudinal € um vetor longitudinal, ou seja

08 = (2.2.35)
9,0;5% =0 (2.2.36)
M5 = 0. (2.2.37)

Isso significa que a parte longitudinal pode ser derivada de um campo escalar ¢ e que a parte solenoidal

pode ser derivada de um vetor transversal ¢,

1
st = (05 = 305V7)0 (2.2.38)
s¥ = u()), (2.2.39)
onde
9;¢" = 0. (2.2.40)

Entdo, a parte longitudinal descreve um grau de liberdade enquanto a parte solenoidal descreve dois
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graus de liberdade. A parte transversal ndo pode ser decomposta, o que significa que restam dois graus
de liberdade no tensor s;;. Com essa decomposi¢ao de campos tensoriais fomos capazes de escrever a
perturbagdo h,,, em termos de quatro escalares (®, ¥, A e ¢), cada um com um grau de liberdade; dois
vetores transversais (¢! e (), cada um com dois graus de liberdade e um tensor transversal sem traco

(sij) com dois graus de liberdade.
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3 POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

O estudo de ondas gravitacionais € uma das aplicacdes possiveis para o limite de campo fraco.
Aqui, vamos continuar considerando esse limite e, além disso, vamos considerar que essa radiacao
gravitacional estd se propagando pelo espaco longe de uma possivel fonte geradora. Tomaremos entao
que 7}, = 0. E entdo teremos que a equagao 00 serd

V20 = 0. (3.0.1)

Analogamente, a equagao 0j serda

Viw; = 0. (3.0.2)

Se tomarmos o trago da equacdo ij, teremos (a partir dos resultados acima) que

V20 = 0. (3.0.3)

Nos resta, portanto, a parte sem traco da equagao ij, que se torna uma equag@o de onda pra s;;:

Normalmente encontramos na literatura a equacdo (3.0.4) escrita em termos de h,, com o ansatz
de que os outros graus de liberdade (P, ¥ e w;) sdo iguais a zero. A isso damos o0 nome de gauge

transversal sem traco, de onde temos que

00 0 O
[RIT] = 0 (3.0.5)
v 0 281‘]'
0
Entdo, a equagdo de movimento é
Ohll =0 (3.0.6)

Vamos manter essa notacdo mas tendo em mente que thT ¢ puramente espacial, sem traco e transversal:

heT =0 (3.0.7)
7" h, =0 (3.0.8)

9,k = 0. (3.0.9)
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Uma solugido particularmente ttil para uma equagdo de onda € dada por

hly = Cue™™, (3.0.10)

onde C),,, € um tensor simétrico, constante, puramente espacial e sem trago, ou seja
Co, =0 (3.0.11)
" C,, = 0. (3.0.12)
O vetor constante k, € o vetor de onda. Para verificar que de fato temos uma solu¢éo, fazemos

0=0h/,
= 170505 Py,
= 1770, (iksh,, )
= =" kpkiohy,

= —k, k°hIT. (3.0.13)

j1%

Para que isso seja verdade k,k° = 0. Como k, € o vetor de onda, o resultado do produto acima
implica que esse vetor € do tipo luz, ou seja, a onda gravitacional viajard na velocidade da luz. A
componente temporal do vetor de onda é a frequéncia da onda e € escrito como k% = (w, k', k% k?).

Entdo, da condi¢do de que o vetor de onda € do tipo luz temos

w? = k'K (3.0.14)

N6s ainda temos que garantir que a perturbacdo € transversal, ou seja
— pv
0 = Ouhrr
o pv ikex?
0=0,C"e

= iC"k,e*"" (3.0.15)

que € verdade apenas se

k,CM = 0 (3.0.16)
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Essa solucdo pode ser escrita de forma mais explicita escolhendo coordenadas espaciais nas quais a

onda viaje na dire¢do 23, sendo assim

k= (w,0,0,k*) = (w,0,0,w), (3.0.17)

onde sabemos que k* = w pois o vetor de onda € do tipo luz. As tinicas componentes diferentes de

zero em C),;, sdo (', Cha, Oy € Cys. Mas €, ndo tem traco e € simétrica, entdo temos que (ver
apéndice[B)

00 0 0
0 Cy Cp 0

Chy = o (3.0.18)
0 Cip —=Ci1 0
00 0 0

Entdo, para essa onda haverd apenas duas componentes que caracterizam a amplitude da onda.

Para entendermos o efeito fisico da passagem de uma onda gravitacional, basta olharmos para um
conjunto de massas testes. Essas massas ndo devem ser muito pequenas a ponto de nao conseguirmos
estudar a passagem da onda mas também nao podem ter uma massa significativa a ponto de causar
deformagdes no espago-tempo. Além disso, vamos considerar um conjunto de massas testes € ndo uma
Unica massa pois no referencial dessa inica massa ndao haveriam mudangas dectaveis da passagem da
onda. Portanto, vamos assumir que o comportamento dessas massas deve ser descrito pela equagao
geodésica, e vamos considerar que essas massas vizinhas tenham uma quadri-velocidade descrita por

um tnico campo vetorial U*(x) e estdo separadas por um vetor S*. Entdo temos

D2
d—TzS” = R,,,U"U"S?, (3.0.19)
onde definimos que ﬁ = %Vﬂ. Queremos que a equacgdo (3.0.19) seja de primeira ordem em

thT . Se considerarmos que as massas estdo se movendo lentamente, entdo podemos considerar a

quadri-velocidade como um vetor unitdrio na direcdo temporal e entdo escrevemos

U” = (1,0,0,0). (3.0.20)

Como a onda € transversal e estamos considerando sua propagacdo no eixo x2, podemos considerar

apenas I?,,00,, de onde temos que

1
RMOOU == 5(8080h53 —|— 80@11&? - agaohgg — 8H80hgg) (3021)

Mas como %/, = 0, entdo

1
R,000 = 58080%3 (3.0.22)

Enquanto isso, para as massas se movendo lentamente temos 7 = 20 =t para pequenas ordens, entdo
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a equacdo geodésica se torna

0? 1, 0
—— Gt = =87 pT Tk 3.0.23
ot? 27 Ot? 7 ( )
Como a nossa onda est4 viajando na diregio z°, apenas S* e S? serdo afetados, ou seja, apenas
as particulas distribuidas na direcao perpendicular ao vetor de onda.Vemos, entdo, que nossa onda é

caracterizada por dois nimeros que, por conveniéncia, vamos nomed-los como

h>< = Cll
hy = Cho, (3.0.24)
entao
0 0 0 O
0 h h 0
C, = A, (3.0.25)
0 hy —hy O
0 O 0 0

Vamos olhar cada um dos efeitos separadamente. Comecando com hy = 0, temos (ver apéndice

2 1L
@Sl = §Slﬁ(h+€ 7 ) (3.0.26)

0? 1 0% -
@52 = —552@(@@*” ). (3.0.27)

Resolvendo temos, para pequenas ordens:

1
St=(1+ §h+el’w )S? (3.0.28)
€
2 1 ikox® 2
S :(1—§h+e s7) 52, (3.0.29)

Entdo, inicialmente, as massas paradas na direcao x! irdo oscilar nessa mesma dire¢@o, € 0 mesmo
vale para as massas separadas na direcdo z2. Ou seja, se considerarmos um anel de massas, conforme
a onda passar por elas, estas oscilardo para frente e para trds deformando o anel em uma elipse (Ver

IFigura 1J).
Por outro lado, podemos fazer a mesma andlise para h, = 0 (Figura 2)), que nos leva a (ver apéndice

B)

1 N o
St =St 4 ihxelk”’” 52 (3.0.30)
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Figura 1 — Polariza¢do "x” ou” cruzada” .[18]

OVOOOVE

1 . o
S? = 5% 4+ §hxe““””” St (3.0.31)

Figura 2 — Polarizagao "+".[18]

[olojelatolblo

Essas duas quantidades (hx e h, ) medem dois modos independentes da onda gravitacional

linearizada, conhecidas como polariza¢do "mais"e "cruzada".Vemos, portanto que, essas massas nao

mudam suas coordenadas de posi¢do no espacgo, apenas a distancia relativa entre elas.
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4 PRODUCAO DE ONDAS GRAVITACIONAIS.

Tendo em maos a solu¢cdo de ondas planas para as equagdes de campo linearizadas, podemos
estudar a geragdo de ondas gravitacionais. Agora € necessario considerarmos um termo de fonte nas

equacoes de Einstein (7},,),

G,ul/ = %Tpu' (401)

A
Mesmo com a presenga de uma fonte, ainda hd convenientes simplificacdes que podemos introduzir no

nosso estudo. Podemos comecar inserindo o traco-reverso da perturbacao

— 1
huy = hw/ - §hnp,l/' (402)
O nome trago-reverso faz sentido ja que

h=nu,h" = —h. (4.0.3)

Note também que muito distante da fonte, no vacuo, podemos retomar com o gauge transverso sem

traco e, portanto, o traco-reverso da perturbacao serd igual a perturbacdo original

TT

hy, =hl,. (4.0.4)

%
Nesse ponto ainda estamos livres para escolher alguns gauges. Sabemos que sob a transformacao de

gauge

Ry = B + 260060 (4.0.5)

o trago-reverso da perturbacdo se transforma como

Py = Py + 260,60y — ONE . (4.0.6)

Escolhendo um parametro de gauge &, que satisfaga

06, = —0\k" (4.0.7)
podemos, por fim, tomar o Gauge de Lorentz
d.n" =0. (4.0.8)

Adicionando a informagdo do trago-reverso da perturbac@o na expressao para o tensor de Einstein e

usando a condi¢do de Lorentz, chegamos na seguinte expressao

1 _
G =~ Dy (4.0.9)
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As equacdes de Einstein linearizadas, como ja vimos, nos levam a equacgdo de onda

Ohy = —2kT,,. (4.0.10)

A solucdo para essa equagao pode ser obtida utilizando a funcdo de Green. Comecgamos conside-
rando a solugdo para a equacio de onda ndo homogénea quando a fonte é uma fungio ¢ (delta de Dirac),
localizada em uma determinada coordenada y° no espago-tempo. Assim, estaremos interessados em

resolver uma equagdo da forma

O, G(27 — ) = 6W (27 — 9°), (4.0.11)

onde o sub indice em [J, torna explicito que o operador d’ Alambertiano diz respeito as coordenadas

z% e G(z% — y°) é a fungdo de Green para o nosso problema. Dada a expresséo (4.0.10) e (4.0.11), é

possivel escrevermos uma solucdo para as equacdes de campo linearizadas da forma

(2 = Eﬁ;(:v”) — 2k / G (27 — )T (y7)d*y. (4.0.12)

O problema de obter uma solugdo geral (com fonte) se reduz, portanto, em resolver (4.0.11]) obtendo

a fungdo de Green apropriada. Com a fonte na origem, podemos escrever

9,0"G(27) = 6W(a). (4.0.13)

Primeiramente integramos essa equacdo sobre o hipervolume V', que serd uma esfera de raio r nas suas

dimensdes espaciais e integramos em t de menos infinito a mais infinito. Disso encontramos

/ 0,0'G(x7)d*r = / [0,G(27)|n*dS = 1, (4.0.14)
\% S

onde utlizamos o teorema de divergéncia.

Vale notar que nesse capitulo vamos trabalhar com a métrica de assinatura (+, -, -, -), diferentemente
do que fizemos até aqui, entdo n* € escolhido para estar apontando para fora se for do tipo tempo e
para dentro se for do tipo espaco. Além disso, jd que as ondas gravitacionais se propagam a velocidade
da luz, os dnicos pontos do espaco-tempo que podem ser influenciados por ela sdo aqueles na parte
do futuro do cone de luz. Entdo G(x7) tem que ser nulo em todos os pontos do espago-tempo exceto

naqueles que estdo no futuro, e portanto
o(ct — t >0
G(27) = frjolet =r), et 2 (4.0.15)
0, ct <0

onde f é uma func¢do arbitréria de r.

Reescrevendo a integral de superficie usando dS = cdtdS) (onde df) € um elemento de angulo

solido) e n*0,, = —0, e realizando a integral sob a esfera, temos:
> 0G(x”
— 4y / a(”“" ) edt — 1. (4.0.16)
oo r
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onde unica contribui¢do da integral em t ocorre em ct = r. Substituindo (#.0.15)) em (4.0.16) temos

dr? f / §'(ct — r)edt — 4mr? df / d(ct — r)edt = 1. (4.0.17)

onde a linha na fung¢do delta denota diferenciacdo com respeito a r.
Integrando por partes vemos que a primeira integral do lado direito de € zero, enquanto que

a segunda € igual a um. Temos, portanto, que 47rr2 f = leentdo f(r) = onde a constante de

(47r7”) ?
integracao desaparece ja que a fungdo de Green deve ser nula no espaco infinito. Portanto, reescrevendo

o resultado em termos das coordenadas x7, vemos que a fun¢ao de Green que estdvamos procurando é

oz~ | )

Gl2%) = =1 7))

6(x%), (4.0.18)

onde a fungdo de Heaviside 0(z") é igual a um ou zero se z° for maior ou igual a zero ou menor que
zero, respectivamente. Podemos agora usar essa expressdo para substituir G(z7 — y?) em (4.0.12)),
obtendo

ko [o(@ —y’)— |7 —

— |

27 | T — ¢

W (x7) = — g|)9(x0-—-y0yIW”(y0)d4y. (4.0.19)

Usando a funcdo de delta para realizar a integral em 3°, finalmente encontramos a solucdo geral
para as equacdes de campo linearizadas, dada por
—pw 4G [T (ct— |7 —7 |, ¥ .
R (ct, 7) = — (C_Jxﬁy|y)d%, (4.0.20)

o | 7= |

onde ¥ representa a coordenada espacial do campo em que 1" & determinado, Y representa a coorde-
nada espacial de um ponto em que a fonte estd a uma distancia | ¥ — i/ | delee ct— | ¥ — i |= ct,. é 0
tempo retardado.

Essa equacdo nos diz que a perturbag¢do no campo gravitacional em (ct, Z) é a soma das influéncias
da energia e momento da fonte no ponto (ct,, ¥) no cone de luz passado, ou seja, a perturbagdo gerada
na fonte deve levar um certo tempo até chegar a outro ponto do espaco-tempo. Em geral, uma fonte
de onda gravitacional pode ser dinamica e de extensao espacial significativa, ou seja, ndo é pequena
comparada com a distancia ao ponto em que se quer calcular os efeitos da onda. Por isso, obter uma
solugdo para (4.0.20) é analiticamente intrativel. E conveninete, portanto, utilizarmos a expansio
multipolar da equagdo (4.0.20), o que nos levard ao cdlculo de sucessivas aproximacdes da solugdo.

Comecamos escrevendo a expansao de Taylor:

1 1 - 1 1 - , 1
m = ; + (—yz)ai <;> + 5(—y2)(—y3)8i8j (;) + ... (4.0.21)
1 3 28,4
=—+y' 3+yy<iﬁﬁﬁl—i)+”. (4.0.22)

onde r =| Z | € a distincia espacial da origem até o ponto onde o campo estd sendo calculado. A
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solu¢do pode ser escrita entao

—pw 4G |1 i PP
) = [ [ e S [ i

ct

3wy — 120y L i d3
TR A / T (ct,, )y d + ] 4.0.23)
r
onde ct, = ct— | Z—y |. O campo gravitacional em grandes distincias da fonte podem ser aproximados

apenas pelos primeiros termos da expansao.
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5 TIPOS DE FONTES.

5.1 APROXIMACAO DE FONTE COMPACTA.

Vamos supor que a fonte seja uma distribuicdo de massa localizada na origem O do nosso sistema
de coordenadas. Se quisermos calcular o campo gravitacional em um ponto ¥ a uma distancia r da
fonte, que seja muito maior quando comparada com a extensdo da fonte, precisaremos, portanto,
considerar apenas os termos de primeira ordem na expansao multipolar. Além disso, consideraremos
que as particulas que compdem a fonte tem velocidades suficientemente pequenas quando comparadas
com a velocidade da luz (c) e fazemos isso para que possamos tomar ct,, = ct — r no argumento do
tensor energia-momento. Dessa maneira, a solu¢do na aproximacao de fonte compacta é dada por

" (et, 7)) = —? T (et — 7, 5)d%7. (5.1.1)
cir
Nessa aproximacao estamos apenas considerando soluc¢des para as equagdes de campo linearizadas
quando o campo estiver longe da fonte, cuja variagdo vai com 1/7.

Da equacao (5.1.1)) vemos que o cdlculo do campo gravitacional se reduziu a integrar 7" sobre

a fonte em um tempo retardado fixo ct — r. Podemos interpretar fisicamente os componentes dessa

integral da seguinte maneira:

o [T%dy: é a energia total das particulas da fonte (incluindo a energia da massa de repouso)
= Mc?%;

o [T"d*y : equivale a ¢ vezes 0 momento total das particulas da fonte na dire¢do z* = P'c,
e [T"d% : é aintegragdo do tensor na fonte.

Para uma fonte isolada, as quantidades M e P* sdo constantes na teoria linear. Entretanto, sem
perda de generalidade, podemos tomar as coordenadas espaciais x* para que correspondam ao centro do
momento das particulas da fonte, no qual P* = 0. Dessa forma, da equagdo (5.1.1)), nessas coordenadas,

temos que
h™ = ——, (5.1.2)

—0 01

h h™ =0. (5.1.3)

As componentes restantes do campo gravitacional sdo dadas por (ver apéndice [C):

i 4G 3
hY (ct, @) = —— { / T (ct, gj)d%j] , (5.1.4)
ctr
,
onde [ |, significa que a expressdo entre colchetes estd avaliada em ct’ = ct — 7.
A integral (5.1.4) ¢ muito complexa para ser avaliada diretamente. Felizmente, existem alternativas

que nos levam a uma expressdo muito mais clara. Primeiramente, lembremos que 0, 7" = 0 e,
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considerando que 7% ¢ uma fungdo das coordenadas (ct’, I/), temos que 8y = 0/9(ct’) e d, = 9/y*.

Disso podemos escrever,

00T + 0,T° =0, (5.1.5)
AT™ + 0,T™ = 0. (5.1.6)

Vamos considerar agora a integral
/ O(T™y")d*y = / (RT™*)y'd*y + / TYd%y, (5.1.7)

onde a integral € tomada sobre a regido do espaco ao redor da fonte, entdo 7" = (0 na superficie S de
fronteira dessa regido. Usando o teorema de Gauss para converter a integral do lado esquerdo em uma

integral de superficie S, encontramos que seu valor é zero. Por fim, usando (5.1.6)), pdemos escrever

~ L o 1 d o
/ TIdj = — / (O T™ )y d®f = / (0T d*y = — / Ty d*y. (5.1.8)
c
Por conveniéncia, vamos trocar i e j € somar de maneira que obtemos
/ ridy— — 2 [y gy (5.1.9)
2¢ dy® ' o

Devemos considerar agora a seguinte integral

/ O (T %yl Py = / (O T )y d>3f + / (T + Ty d>y, (5.1.10)

onde, mais uma vez, utilizamos o teorema de Gauss para mostrar que o lado esquerdo da equacdo é
nulo. Usando (5.1.5) temos:

o o 1d D
/(Tzoyj TG =~ [ T d. (5.1.11)
Combinando (5.1.9) com (5.1.T1)), temos
s L d 00, i, 73

Inserindo essa expressdo na férmula de quadrupolo (ver apéndice [C)), temos:

=i, 2G [d>T%(ct')
h (Ct,l’) = —E T r, (5113)
onde definimos o tensor momento de quadrupolo como
I (ct) = /Tooyiyjdgg, (5.1.14)

que € um tensor constante em cada hipersuperficie constante no tempo.
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5.2 FONTES ESTACIONARIAS.

Vamos voltar a solugdo geral para as equagdes de campo linearizadas. Como vimos na expansao
multipolar, outras propriedades da fonte podem gerar um campo que cai ainda mais rapido do que
1/r. Em geral, ndo temos como encontrar uma expressao simples para a solugdo geral, mas podemos
simplificar um pouco mais quando consideramos a fonte estaciondria.

Uma fonte estaciondrias tem dy7"” = 0, ou seja, o tensor energia-momento € constante no tempo.
Note que isso nao implica que a fonte seja estatica. Um exemplo tipico de uma fonte estaciondria mas
ndo estética € uma esfera uniforme e rigida rotacionando com velocidade angular constante. Uma
vantagem do limite de fonte estaciondria é que a dependéncia temporal desaparece implicando que o
tempo retardado seja irrelevante. Consequentemente, a solucdo geral serd reduziada a

4G [ 1)

- ﬁdg?j. (5.2.1)
)1 Z=7]

" (7) =
E possivel fazermos a expansdo multipolar para essa solugio da mesma maneira que fizemos anterior-
mente, mas nesse caso a dependéncia temporal € omitida. De fato, esse caso nos permite encontrar
mais facilmente interpretacdes fisicas para os varios momentos multipolares.

Um caso particularmete interessante € o de fontes estaciondrias nao-relativisticas. Considere uma
fonte que tenha velocidades bem definidas u'(:Z), onde a velocidade u de cada particula constituinte é
pequena o suficiente quando comparada com a velocidade da luz de forma que podemos negligenciar
termos de ordem u?/c* e superiores no tensor energia-momento. Em particular, tomamos vy, =
(1 —u?/c?)~'/? 1. Além disso, a pressio p dentro da fonte em todas as direcdes é muito menor do
que a densidade de energia e também devera ser negligenciada. Em nosso estudo, veremos que para

esse tipo de fonte,

T% = pc?; (5.2.2)
T% = cpu’, (5.2.3)
Tij = puiuj’ (524)

onde p(¥) é a distribui¢do de densidade propria da fonte. Podemos ver que | 7% | / | T |~ u?/c% e

portanto devemos tomar 7 ~ () para a nossa aproximacio. A solucdo correspondente pode ser escrita

como

4D

nt = (5.2.5)
C

—0i Al

[ (5.2.6)
C

7

B =0, (5.2.7)
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onde definimos o potencial escalar gravitacional ® e o vetor potencial gravitacional espacial A*. As

componentes correspondetes de h*” sdo dadas por h*" = - %n’“’ﬁ. As equacoes [5.2.5}15.2.6/e

) ) — =00 L. ) -
5.2.7|implicam que h = h e, com os indices em baixo, encontramos que as componentes nao nulas
sao

2¢
hoo = hay = oz = hgs = —, (5.2.8)

ho; = ﬁ (5.2.9)
c

Vale lembrar que ao subir ou descer indices espaciais introduz um sinal negativo. Portanto, o valor

numérico de A; é menos o valor de A°.
Nessa parte do estudo, em geral, adotamos o ponto de vista de que %, é um tensor de rank
2 definido em coordeadas cartesianas no espago-tempo de fundo de Minkowski. Nesse momento,
entretanto, € util voltarmos a ideia de que g,,, = 71, + h,, define a métrica de uma espago-tempo
levemente curvo. Assim podemos escrever o elemento de linha, no limite de fonte nao-relativistica e

em coordenadas "quasi-Minkowski", como

2¢

24; : 20 .
ds® = (1 + ?) Adt* + “cdt da' — (1 — —) > (da')?, (5.2.10)

c
onde Aldl'l = —5”14161]7] =—A-dr.
Determinar as geodésicas desse elemento de linha significa calcular a trajetdria de particulas testes
no campo gravitacional de uma fonte ndo-relativistica. Em particular, temos que assumir que as
particulas testes estdo se movendo com velocidades muito baixas e que a trajetdria dos fétons nesse

limite também podem ser encontradas se determinarmos as geodésicas nulas desse elemento de linha.

5.3 FONTES ESTATICAS E O LIMITE NEWTONIANO.

Outros casos especiais de fontes estaciondrias sdo as fontes estaticas, nas quais as particulas
que as constituem nao estdo se movendo. Nesse caso, a unica componente ndao nula do tensor de
energia-momento € a energia de repouso 7% = pc?. De fato, esse limite Newtoniano é claramente
equivalente a fonte estaciondria com velocidades u’(Z) = (. Portanto, temos que os tnicos elementos
nao nulos sao

29
hoo = hi1 = hay = haz = =R (5.3.1)

De fato a solug¢do acima permanece valida como uma boa aproximagdo mesmo se as particulas da
fonte estiverem se movendo, evidenciando que o tensor energia-momento da fonte € dominante sobre a
energia de repouso da distribuicdo de matéria, ou seja, | 7% || T% | e | T% |>| T% |. O elemento

de linha correspondente é dado por

20 2P
ds® = (1 + —2) Adt? — <1 — —) do?, (5.3.2)
C
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onde do? = dx? + dy® + dz?, ou seja, a expressdo anterior se refere ao elemente de linha no limite
Newtoniano. Além disso, esse elemento de linha pode facilmente ser adaptado, por exemplo, para
coordenadas polares, onde terfamos que do? = dr?+r2d6? 4+ r?sin?*0d$?. Como exemplo do elemento

de linha, podemos considerar o caso simples de um objeto esférico, estitico e de massa M, onde o

potencial gravitacional Newtoniano é dado por & = —G M /r. Nessa caso, a equagdo serd dada por
2GM 2GM
ds? = ¢ (1 - = ) dt? — <1 +— ) (dr? + r?d6* + r?sin*0de?), (5.3.3)
c’r c’r

que € a solucdo de Schwarzschild. No sistema solar, essa aproximagao € boa o suficiente para determinar
a deflexdo da luz e os redshifts gravitacionais causados pelo Sol. Entretanto, essa proximagao nao é

precisa o suficiente para prever as mudancas no periélio, ja que este € um efeito acumulativo.
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6 O MOMENTO-ENERGIA DO CAMPO GRAVITACIONAL.

Fisicamente € esperado que um campo gravitacional carregue momento-energia assim como
compos eletromagnéticos fazem. Infelizmente, a tarefa de associar uma densidade de energia para um
campo gravitacional é muito dificil. Sabemos, a partir do principio da equivaléncia, que tranformar
coordenadas para um referencial em queda livre pode eliminar efeitos gravitacionais. Como resultado
disso, ndo ha uma nog¢do local de densidade de energia gravitacional na relatividade geral. Além disso,
no espago-tempo em geral ndo hd motivos para que a energia e 0 momento se conservem.

Em um espago-tempo geral ndo hé simetrias como as encontradas, por exemplo, no eletromagne-
tismo. Mesmo na teoria de gravitacdo linearizada devolvida nesse estudo o campo h,,,, representa uma
pequena distor¢ao do espaco de Minskowski e, portanto, as propriedades de simetria de Lorentz se
perdem.

Como discutimos anteriormente, a teoria de gravitacao linearizada ignora 0 momento-energia
associado ao campo gravitacional em si (gravidade da gravidade). Para incluir essa contribui¢do, e
assim ir além da teoria linearizada, devemos modificar as equacdes de campo para obter

811G
GV = — (T, +tw), (6.0.1)

pv e

onde Gf}y) € o tensor de Einstein linearizado e t#” € o tensor de energia-momento do proprio campo
gravitacional. Rearranjando os termos, temos
8rG 8rG
1
Podemos expandir as equacdes de Einstein, obtendo
8rCG
G = Gl + G+ = == T, (6.0.3)
onde os indices entre paréntesis indicam a ordem da expansdo em /.. Essa equagdo sugere que, para
uma boa aproximac¢do, nés devemos tomar
< @
t#l’ = %Gﬂl" (604)
Dessa forma, os termos do tensor de Einstein que sdo de segunda ordem serdo dados por
1 1

1
G,ELQV) = Rl(le) — _me(Q) _ §hMVR(1) + _mwhpoR(l)

. 5 () (6.0.5)

onde R'7) é o tensor de Ricci em segunda ordem de f,,,,, RV e R sfio o escalar de Ricci em primeira

ns
e segunda ordem, respectivamente.

Apesar de e t,,, serem covariantes sob uma transformagao de Lorentz, ndo sdo invariantes
sob uma transformagao de coordenadas infinitesimais. Uma maneira de lidar com esse problema é
considerar que de fato o momento-energia do campo gravitacional em um ponto do espago-tempo

ndo tem significado real em relatividade geral. Isso sugere que, em cada ponto do espaco-tempo,
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Z1: 2 o~ .
devemos tomar a média de GEW) sob uma pequena regido a fim de sondar fisicamente a curvatura do
espaco-tempo, o que nos dard a medida do invariante de gauge do campo gravitacional. Se denotarmos

esse processo por < ... >, entdo poderemos trocar (6.0.4) por

C4

ty=——<G? > . 6.0.6
K G < = ( )

Tendo feito isso, nossa tarefa agora é determinar < G,(fy) > como uma funcgdo de h,,. Como
estamos considerando todas as direcdes para cada ponto, as primeiras derivadas devem ir para zero.
Entdo, para qualquer func¢@o de posi¢do a(x), nés temos < d,a >= 0. Isso nos leva a importanete
consequéncia de que < 0,(ab) >=< (d,a)b > + < a(d,b) >= 0, e consequentemente podemos

trocar derivadas em produtos ganhando um sinal, ou seja

< (0,a)b >= — < a(d,b) > . (6.0.7)

Vamos comegar considerando os dois termos da direita de (6.0.5) que depende do tensor e escalar
de Ricci de primeira ordem. Isso se mostrard muito conveniente para expressar os termos do tensor
energia-momento 7}, de qualquer matéria. As equagdes de campo (linearizadas) podem ser reescritas

como

1
Rll(ill/) = _"Q(T;w - §nyuT)7 (608)

onde T'=Tlekr =8rG /c*. Note também que, dessa equacio, temos R(!) = xT. Portanto, podemos

escrever ([6.0.5]) como

1
G/(LQV) = R/(EV) — 9w R® —

1
5 —K(hp — Nuh” T)y). (6.0.9)

2

. ~ 2 4
Precisamos, portanto, encontrar umas expressao para R,(W) €, consequentemente, para R® através da

contrag¢do do tensor de Ricci. Entdo os termos de segunda ordem em £, ficam

RY) = 0,127 — 0,10 +TQ)r 107 — 1) 1o (6.0.10)

nv po

onde novamente os indices entre parénteses representam a ordem da expansdo. As conexoes afim,

incluindo termos de segunda ordem, se tornam

o _ 1(De (2)o
I UL O

v 14

1 1
= SOl + 0uh = 0 hyw) = 17 Ouhy + Ouhiry — Orly) + .. (6.0.11)

Inserindo esse resultado em [6.0.10}, temos

1 1
R — —Z(auhﬂa)a,,hm + §hpa(auaahyp + 0,05 Py — 040 hpo — 0,05h )

i
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1 1 1
5O E) Ophor, = Do) + 50" = S0°R) Db + Dby — D). (6.0.12)

~ 2 . .
Para encontrarmos a expressido completa de devemos calcular < wa) >. Vamos, primei-
ramente, utilizar o resultado para reescrever os produtos de primeiras derivadas em em
termos de segundas derivadas, de onde temos que

1
< R >= 2 ((Ouhno) Ouh?” = 20eh") Dby + 2(0n) 0l = (0,50) 0,

+15(2hy T + 20T — 0 hT — Al T1). (6.0.13)

Contraindo essa expressdo e mais uma vez fazendo uso de e das equagdes de campo em

primeira ordem, temos

1
< R® >= — ok < T > (6.0.14)

Combinando as expressdes [6.0.9][6.0.12]e[6.0.14] e reescrevendo o resultado em termos do trago

reverso hy, = hy, — %mwh, encontramos que o tensor energia-momento do campo gravitacional

7z

€

1 - —po Tpo T Lo+
= 75 ((Oufope )OI — 20,1 )0y — 5 (D)0

—K(4Ru T + N Ty ). (6.0.15)

Através do uso desse tensor € possivel determinar a energia carregada pelas ondas gravitacionais

mas esse procedimento ndo faz parte desse trabalho.
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7 DETECCAO DE ONDAS GRAVITACIONALIS.

Existe um grande interesse em observar diretamente as ondas gravitacionais, a fim de testar a teoria
da relatividade geral de Einstein e observar alguns dos objetos mais exdticos da natureza, como o0s
buracos negros. O grande impacto do estudo das ondas gravitacionais vem principalmente do fato delas
nao se dispersarem devido a interacdo com a matéria como acontece com as ondas eletromagnéticas.
Isso significa que, mesmo elas sendo extremamente dificeis de dectar, essas ondas nos ajudam a estudar
regides do espaco que sdo invisiveis para nos.

Recentemente Rainer Weiss, Kip Thorne e Barry Barish foram agraciados com o premio Nobel de
Fisica de 2017 pelas contribui¢des na construgdo do detector LIGO, que pela primeira vez detectou
ondas gravitacionais de forma direta, sendo a primeira em 2015 [9]. Essa primeira onda detectada foi
proveniente da colisdo de dois buracos negros de aproximandamente 30 massas solares cada.

Pouco mais de um ano depois da primeira detec¢do, o observatério LIGO ja anunciava a terceira
detec¢do [10], todas vindas da colisdo de buracos negros. Uma dessas detec¢des também foi registrada
pelo observatério VIRGO, na Itélia.

7.1 LIGO: LASER INTERFEROMETER GRAVITATIONAL-WAVE OBSERVATORY

O LIGO (Observatoério de Ondas Gravitacionais por Interferometro Laser) [11] é o maior observa-
tério de ondas gravitacionais do mundo e um dos experimentos mais complexos e precisos j4 feitos.
Ele consiste em dois enormes interferdmetros a laser localizados a quildmetros de distancia um do
outro (Whashington e Louisiana). A imagem a seguir mostra a visdo aérea desses dois interferdmetros
que trabalham em conjunto. A importancia de serem dois experimentos separados por uma grande
distancia € que se de fato uma onda gravitacional passar por nés, os dois instrumentos devem captar
essa passagem. Se houvesse apenas um seria muito dificil distinguir se o dado coletado foi da passagem
de uma onda gravitacional ou se foi algum ruido proveniente da propria Terra, como abalos sismicos e,

portanto, seria insuficiente para confirmar a passagem de uma onda.

Figura 3 — Observatério LIGO.[11]

Vale notar que o LIGO nao € um observatério como qualquer outro observatdrio astrondémico
tradicional. Diferentemente dos telescopios Opticos ou radioelétricos, o LIGO ndo vé radiacao

eletromagnética (por exemplo, luz visivel, ondas de rddio, microondas). E isso nem € necessario ja que
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as ondas gravitacionais sdo fendmenos completamente diferentes e que ndo fazem parte do espectro
eletromagnético.

Para entendermos como o LIGO funciona, veja a imagem abaixo. Apesar de muito mais sofisticados,
os interferometros da LIGO sdo fundamentalmente baseados no interferometro de Michelson, inventado
na década de 1880.

Figura 4 — Interferdmetro de Michelson.[11]

Basic Michelson Interferometer
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As semelhancas existentes entre esse experimento € o LIGO sdo: ambos sdo em forma de L; ambos
tém espelhos nas extremidades dos bracos para refletir a luz, a fim de combinar feixes de luz e criar
um padrdo de interferéncia; ambos medem padrdes e intensidade de um feixe de luz resultante depois
que dois feixes foram sobrepostos ou for¢ados a ’interferir’. Entretanto, as semelhancgas acabam ai.

A primeira grande diferenca entre esse dois experimentos € que o LIGO € extremamente maior,
com bragos de 4 km de comprimento (cerca de 360 vezes maior que do que o usado no experimento de
Michelson-Morley que tinha bracos de 11 m de comprimento). O tamanho € um detalhe particularmente
importante quando se trata de deteccdo de ondas gravitacionas. Quanto mais longo for o braco
do experiemento, maior a distancia que o laser vai percorrer e, portanto, mais sensivel se torna o
instrumento.

Vimos anteriormente que quando uma onda gravitacional atinge um anel de particulas-testes ela
causa uma deformacao nesse anel, comprimindo-o e esticando-o. A mesma coisa acontece com 0S
bracos do LIGO. Quando seus bragos esticam e comprimem, a luz laser gasta um tempo diferente
para percorrer todo o braco do LIGO e voltar, mudando assim o padrao de interferéncia medido no
detector. A questdao é que mesmo os bragos do LIGO tendo 4 km de comprimento, essa distancia ainda
€ muito pequena para conseguirmos detectar uma variagdo no comprimento dos bracos 1.000 vezes
menor que um préton. Por isso esse experimento precisou de ajustes importantes, tornando-o muito
mais sofisticado do que usado por Michelson. Um desses ajustes foi a adi¢cdo das chamadas cavidades
Fabry Perot. A figura abaixo mostra como o experimento original fica com essas modificagdes.

Essa cavidade € criada adicionando espelhos perto do divisor de feixe que refletem continuamente

partes de cada feixe de laser para frente e para trds nos bracos cerca de 280 vezes antes de serem
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Figura 5 — Cavidades Fabry Perot.[11]

Basic Michelson
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mesclados novamente. Dessa maneira, o LIGO tem efetivamente 1120 km de comprimento. Essa
estratégia torna o experimento muito mais sensivel, capaz de detectar essa variacdo milhares de vezes
menor que um préton, sem de fato ocupar um espaco fisico maior do que os 4 km.

Outra questdao importante com relacdo a sensibilidade do LIGO esté na energia do laser. Para que o
experimento tenha sensibilidade maxima, o laser precisa ser emitido com 750 quilowatts, mas o laser
do LIGO s6 chega a 200 Watts. Para resolver esse problema foram adicionados mais espelhos, como

mostrado na figura a seguir.

Figura 6 — Power Recycling Mirror.[11]

Basic Michelson
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Esses Power Recycling Mirror ou espelhos de reciclagem de energia sdo colocados entre a fonte de
laser e o divisor de feixe. Dessa maneira, ap6s o feixe de luz passar pelo espelho divisor e percorrer os
bracos do LIGO, quase toda a luz refletida segue de volta em direcdo aos espelhos de reciclagem (ao
invés de irem para o detector). Com isso, os fétons se somam aos que estao entrando, e mais fétons
significa mais poténcia, resolvendo o problema de energia inicial.

Por fim, outras medidas necessarias para garantir a eficiéncia do LIGO sdo os isolamentos. Os
componentes opticos do LIGO sao colocados no vacuo para garantir que nao haja mudancas de
temperaturas ao longo dos bracos do experimento, impedindo consequentemente a formagao de ventos
no interior do mesmo. Além disso ha medidas de isolamento sismico constituido por pequenos imas

presos na parte traseira de cada espelho. Se os espelhos se moverem demais, um eletroima cria um
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campo magnético de contrapeso para empurrar ou puxar os imas e o espelho de volta a posi¢cdo. Esse
método também € importante para resolver o problema da for¢a das marés do Sol e da Lua, que puxam

os espelhos em direcdo a eles assim como fazem com o oceano.

7.2 VIRGO INTERFEROMETER

O interferdmetro VIRGO (cujo nome é uma homenagem ao Aglomerado de Virgem) também
€ baseado no experimento de Michelson e funciona exatamente como o LIGO. Desde 2007, Virgo
e LIGO concordaram em compartilhar e analisar conjuntamente os dados registrados pelos seus

detectores e publicar em conjunto seus resultados.

7.3 LISA: LASER INTERFEROMETER SPACE ANTENNA

O LISA (Antena Espacial para Interferometro a Laser) € um experimento desenvolvido pela NASA
com a colaboragdo da Agéncia Espacial Européia (ESA) com o mesmo obejteivo do LIGO e VIRGO,
mas dessa vez o experimento ndo estaria na superficie da Terra, mas em 6rbita. Essa mudanga de
localizacdo traz enormes vantagens, ja que no espaco o experimento pode ser realizado em uma escala
extremamente maior do que na Terra, aumentando signifiativamente a precisao dos dados coletados
[12].

De acordo com a NASA "O LISA consiste em trés naves espaciais, separadas por milhdes de
quilometros e seguindo dezenas de milhdes de quildometros, mais de cem vezes a distancia da Lua,
atras da Terra, enquanto orbitamos o Sol. Essas trés naves retransmitem raios laser entre as diferentes
naves espaciais e os sinais sao combinados para procurar assinaturas de ondas gravitacionais".

A figura a seguir ilustra o experimento que estd programado para ser langado no inicio da década
de 2030.

Figura 7 — LISA.[12]

7.4 DETECTOR MARIO SCHENBERG

O Detector Mario Schenberg, como j4 citado anteriormente, € fruto de uma parceria entre o INPE e

a USP e tem como principal objetivo a busca por ondas gravitacionais.
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Este € um detecor esférico que consiste de uma massa de ressonancia (esfera de cobre-alumino
de mais de uma tonelada) e um conjunto de transdutores paramétricos de maneira que seja possivel
monitorar os modos normais de vibracdo, ou seja, o sistema esfera-transdutor funciona como um
sistema massa-mola. Além disso a esfera € resfriada até muito préximo do zero absoluto, garantindo
que a agitacdo atdmica por causa da temperatura ndo interfira na observacdo. A imagem abaixo mostra

como esse detector € diferente dos demais.

Figura 8 — Detector Mario Schenberg.
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8 CONCLUSAO

Este trabalho trouxe uma visao geral do estudo de ondas gravitacionais, passando pelos estdgios de
formacao, propagacao e detec¢ao dessas ondas. Vimos que as ondas gravitacionais exigem grande
sensibilidade para serem dectadas mas que felizmente detectores como o LIGO j4 atigiram precisio
suficiente e estdo evoluindo para detecatrem ondas ainda mais fracas. Com isso € possivel concluirmos
que o estudo e detec¢do das ondas gravitacionais traz, entdo, grandes perspectivas para o futuro,
tanto na fisica quanto em outras dreas, como por exemplo na astronomia e na cosmologia. No artigo
"Primordial Black Holes - Perspectives in Gravitational Wave Astronomy "[13] os autores citam que
a deteccdo direta das ondas gravitacionais possibilita um método completamente novo no estudo de
buracos negros primordiais. Eles ressaltam que essa € a primeira vez que somos capazes de fazer uma
observacao direta desse tipo de objeto.

Além disso, Isac Artzi cita em seu artigo [14] que esse grande desenvolvimento na nossa capacidade
de detectar e avaliar fendmenos como esse nos levam a fazer novos questionamentos. Podemos ressaltar
também que a construcio de observatorios como o LIGO representam um grande avango tecnoldgico,
contribuindo para futuros observatdrios espaciais como o LISA.

E por fim, alguns artigos citam sobre a possibilidade de estudar a gera¢ao de ondas eletromagnéticas
devido a radiacdo gravitacional e alguns estudos sugerem que essas ondas podem nos fornecer
informacdes sobre o universo logo apds o Big Bang, algo que ndo podiamos fazer através de radiagdo
eletromagnética. Através das ondas gravitacionais os cientistas sdo capazes de enxergar regioes do
espacgo que antes eram invisiveis para nds e esse estudo traz, principalmente, grandes perspectivas no
estudo de buracos negros.

Conclui-se, portanto, que o estudo das ondas gravitacionais levam a grandes questionamentos
e desenvolvimentos em diversas dras da Ciéncia e nos da condi¢des de compreendermos eventos

astrofisicos pouco conhecidos além de podermos conhecer mais sobre a prépria evolugdo do universo.
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APENDICE A - EQUACOES DE CAMPO LINEARIZADAS.

A.l LINEARIZACAO DAS EQUACOES DE CAMPO E TRANSFORMACOES DE GAUGE.

A partir de uma transformacao geral de coordenadas podemos encontrar um expressao de como a

métrica e h,,, se transformam, sendo esta dada da seguinte forma

7t
LA (A.1.1)
oxv
onde o inverso é dado por
i
0w su_ ,en (A.1.2)
ox'v
Com isso temos:
, OxP 0x° - o
G = 3 3 Opr = (5], = D) (0T = 0,7 + i) = (A13)

= (600) — 000,87 = 070,E" + 0u0,E°7) Mo + hypo) =

= Nuw + h/uz - aufl/ - al/fu-

Consequentemente, como g/, também € da forma da equag@o (2.1.1), podemos escrever uma nova

funcdo para a perturbagcdo da métrica em relagdo a antiga da seguinte forma

h;w - hul/ - augu - aufu- (A14)

Posteriormente, para escrevermos as equagdes de Einstein

1
Ry = 59k = KT, (A.1.5)

na forma linealizada devemos, primeiramente, encontrar uma expressao para a conexao afim em fungao

da perturbagdo h,,,. Sabendo que a conexdo € dada por

' 1
Ff/)\ = §gup(an>\ﬂ + az\gup - 8pgu/\)a
temos que, por simples substitui¢cdes,

o 1 o 1 o g o
r L = 577 p(ayhrhou + 8;th1/ - aph,w/) = §<al/hu + 8;uhl/ -0 h/“/)’ (A16)

onde definimos que 0° = 7°70,. Agora, basta substituir essa expressdo diretamente na expressdo para

o tensor de Riemann,

R’,, =0, — 9,09, + 7 1%, — 7 T7

pvp pp™ TV pv TP
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de onde obtemos

1

1
p = 50O O = ) —

pp

0,(DhS + BuhG — 8 hy,) = (A.1.7)

1 g g g e
= i(ayﬁuhp + 0,0°hy, — 0,0%hy,, — 0,0,h).
Em seguida, o tensor de Ricci pode ser obtido tomando o trago do tensor de Riemann, onde encontramos

1
Ry = 5(0,0uh 4+ Ohyy = 0,0, = 8,0,17), (A.18)

onde h = hJ é o trago e ] = 0,07 € o operador D’ Alambertiano. Entdo, tomando o trago novamente

encontramos o escalar de Ricci dado por

R=R! =1 Ry, = Oh — 90, ht. (A.1.9)

Por fim, inserindo esses resultados na equagdo de Einstein temos

0,0, + Ohyy — 0,0,h8, — 0,01 — 1 (Oh — 0,0,h7) = =2k T, (A.1.10)

E possivel simplificar essa equagdo tomando o traco reverso de .. que é dado por

_ 1
By = s = 5 (A.1.11)

Contraindo os indices encontramos que: h=—h, EW = hyws Ny = EW - %nwﬁ. Substituindo essas

expressoes na equagdo de Einstein, temos

Oh + 0w 0, OB — 0,0, 1, — 0,0, ) = —2k T, (A.1.12)

Podemos simplificar essa equagdo ainda mais utilizando uma tranformacao de gauge de tipo

h;w = h/u/ - augu - aufu- (A113)

Portanto, as componentes do trago reverso se tranformam da seguinte maneira:

E/up _ Eup . augp . 8;)5# + nupaaé“”’ (A114)

€ com iSso temos que

a,n"" = o,n" — Oer, (A.1.15)

Entretanto, se escolhermos as fungdes () que satisfazem

Oer = 9,h™", (A.1.16)
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entdo nds temos que

a,n,, = 0. (A.1.17)

pp

A importancia desse resultado é que, nesse novo gauge, cada uma das utimas trés compornentes do

lado esquerdo desaparecem. Portanto, as equacdes de campo se reduzem a

O = —2kT™, (A.1.18)

que satisfaz a condi¢do de gauge
" = 0. (A.1.19)

A.2 DIFEOMORFISMOS.

A teoria de campo linearizada pode ser pensada como aquela que coordena o comportamento
dos campos tensoriais na métrica de fundo plana e pode ser descrita em termos de um espago tempo
de fundo M, um espaco tempo fisico M, e um difeomorfismo ¢ : M, — M,.Como existe um
difeomosfirmo, podemos dizer que as variedades M, e M, sdo iguais mas, apesar disso, vamos
considerar que elas possuem campos tensoriais diferentes. Dessa maneira, em M, estard definida
a métrica 7),,, do espago de Minkowski, enquanto em M, teremos uma métrica g,3 que respeita as
equacoes de Einsten. Uma outra maneira de enxergarmos isso € que podemos considerar que M,
contém as coordenadas x# e M, as coordenadas y*.

O difeomorfismo ¢ nos permite mover tensores de um lado a outro entre os espacos fisico e de
fundo. Como estamos interessados em construir nossa teoria linearizada no espago de fundo plano,

estaremos interessados, portanto, no pullback (¢ * g) ., ou seja, estamos saindo do espago curvo e

v
indo para o espaco de Minkowski, como mostra a|Figura 9

Figura 9 — Pullback.[18]

¢
"

M, Ny M P
@
W,

i -lﬁimesmwgﬁjh

(;b*

Podemos, portanto, definir a perturbacdo como a diferencga entre a métrica fisica pulled-back e a

métrica plana

hyw = (&% 9) i — M- (A.2.1)
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Através dessa defini¢do ndo hd nada que garanta que ), serd pequeno, entretanto o campo gravitacional
em M, € fraco e, por isso, para um certo difeomorfismo ¢ nds teremos | Py |< 1. Entéo, manteremos
nossa atencao apenas nos difeomorfismos em que isso é verdade.

Além disso, o fato de que g, respeita as equagdes de Einstein no espago-tempo fisico implica que
h,., vai obedecer as equagdes linearizadas no espago-tempo de fundo porque ¢, como um difeomor-
fismo, pode ser utilizado para trazer de volta (pullback) as equagdes de Einstein. Todo esse processo
¢é exatamente equivalente a fazer as transformagdes de coordenadas citadas anteriormente, mas essa
notacdo trard mais clareza para o que estamos interessados em estudar.

Considere agora um campo vetorial £#(x) no espago-tempo de fundo. Esse campo vai gerar uma

familia de difeomorfismos de 1-parametro dados por ). : M, — M, como mostra a|Figura 10

Figura 10 — Familia de difeomorfismos. [18]

Gova

Para € suficientemente pequeno, se ¢ ¢ um difeomorfismo que define a perturbacio em (A.2.1) for
pequeno, entdo (¢ o 1)) também serd, apesar da perturbacéo assumir diferentes valores. Podemos,

entdo, definir uma familia de perturba¢des parametrizadas por e:

W) = [(6 0 ) * gluw — Ny

= [WHé* 9w — N (A.2.2)

A equagdo (A.2.2) pode ser escrita dessa maneira pois um pullback sob uma composicdo é equivalente
a composi¢ao dos pullbacks na ordem oposta, ja que os pullbacks estdo movendo as coisas na direcao

oposta a0 mapa original. Com isso, podemos unir as expressdes (A.2.1) e (A.2.2):

hifg = 1/}:(}1 + n)uu - 77,uy

= w:(huu) + w: (nuu) — Nuw- (A23)

Nessa equacgdo utilizamos o fato de que o pullback da soma de dois tensores € igual a soma dos
pullbacks. Além disso, se considerarmos que € € muito pequeno, 0 primeiro termo se torna apenas /1,
para pequenas ordens, enquanto os outros dois termos nos ddo a derivada de Lie.

Para entendermos essa passagem, vamos relembrar que estamos considerando dois campos iguais
e ¢ pode ser utilizado para mover coisas pra frente ou para trds (pushforward e pullback). Se ¢ é
invertivel, entdo isso define um difeomorfismo entre os campos, como ja havimos considerado. Com

isso podemos explicar a relacio entre difeomorfismos e mudancas de coordenadas.
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Considere um campo n-dimensional M com fung¢ées coordenadas x* : M — R". Para fazermos
uma mudanga de coordenadas podemos simplesmente introduzir novas fungdes y* : M — R", ou seja,

manter o campo fixo e mudar apenas a maneira de mapea-lo.

Figura 11 — Mudanca de coordenadas.[18]

@ NN

Y
yn“
B

S, »_
($*x)+

Entretanto, também podemos introduzir um difeomorfismo ¢ : M — M no qual as coordenadas

serdo apenas os pullbacks (¢ * z)* : M — R", ou seja, estamos movendo pontos no campo e depois

avaliando como ficam as coordenadas nesses novos pontos, como mostram as [Figura 11|e|Figura 12}

Figura 12 — Movendo pontos no campo: pullbacks.[18]

Portanto, a equagdo (A.2.3) pode ser reescrita como

Be — (b)) + € (1/12‘(77;“/) - 77#!/)

€

= hy + € Le Ny, (A.2.4)

onde utilizamos o fato de que a derivada de Lie da métrica ao longo de um campo vetorial §, €
Le g = 2V €, Como no nosso contexto a métrica de fundo € plana, as derivadas covariantes se

tornam apenas derivadas parciais, o que nos d4, finalmente

) =y + 2€ 0,8, (A2.5)

A equagio (A.2.5) representa uma tranformacdo de gauge para a teoria linearizada, ou seja, ela mostra
como a perturbacao da métrica se modifica sob um difeomorfismo infinitesimal ao longo do campo
vetorial e£*.

Sabemos, portanto, que tipo de perturbacdo da métrica caracteriza espagos-tempo fisicos equivalen-
tes para um dado vetor £ (aqueles relacionados um ao outro por 2¢ 9,£,).Portanto, a equagio (@)

transformara o tensor de Riemman linearizado em

1
ORpo = 5(8,,@@5}, + 0,0,05&, + 050,0,6,+
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+050,0,80 — 050,0,uEp — 050,060 — 0p0u00 0 — 0,0,056,) = 0 (A.2.6)

Apesar dos célculos abstratos para encontrarmos uma transformacdo de gauge para a métrica,
vemos através da equacao que estdvamos procurando uma maneira de manter a curvatura
inalterada e, consequentemente, o espaco-tempo fisico. Portanto, a invariancia de gauge pode ser
interpretada como um caminho mais direto para uma tranformagdo de coordenadas infinitesimais,

enquanto que o difeomorfismo v} seria como a mudanga de coordenada de z* para x* — e£*.

A.3 GRAUS DE LIBERDADE.

Contraindo (2.2.3) com ¢ para tirar o trago de h;;, temos
§“hij = hyy + hog + hss

§9(=2W)§;; = —2W(5996,5) = —2W (6 161y + 67269 + 672653

§9hij = —20(1+1+1) = -6V (A.3.1)

Agora, para escrevermos a equagdo geodésica vamos adotar a seguinte notagao:
auga,b’ = au(ﬂa,@) = auha,é’ (A.3.2)
i L i
Lo; = 50" (Gohju + djhoy — Ouhoj) =
L opi
- 55 (8+Ohji8jh0i - @hoj)

1 1
= 580]%']‘ ‘I— 5(8jh02 - aih0j>, (A33)

de onde tiramos que

1

As demais notacdes presentes no texto seguem o mesmo raciocinio.
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APENDICE B - POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONALIS.

Todas as componentes C* podem ser expressas em termos de seis quantidades: C%, C1, C%2,

CH, 012’ 022

COO 001 002 COO
, COI Cll 012 COI
[C’N } - %2 12 (22 (02 (B.0.1)
COO 001 002 COO
Podemos simplificar ainda mais utilizando uma tranformacao de gauge. Para preservar a condicio de
Lorentz temos que garantir que [I¢# = 0. Uma transformacgao que satisfaz essa condi¢do € dada por

5# — Ee(ik,,m/’)’ (BOZ)

onde €* sdo constantes. Com 1SS0 encontramos

CM = CW — i e'k” — i e’k" +in"e’k,. (B.0.3)

Disso obtemos que

C'" = (C'01=C"02 =0

0/11 — _0122

Chamando A = h, e A'? = h,, temos finalmente

0 0 0 0
0 h hye 0O
cLr — + (B.0.4)
0 0 0 0
E por fim, lembrando que
o? 1., 0% r
@S“ = S @hw (B.0.5)
e que
Wl = C e, (B.0.6)
temos entdo, por substituicdo direta
0? 0? I
S —51 (Cpre) (B.0.7)

ot? ot?



56

0? 1, 0 -

@Slzéslﬁ(me’% ). (B.0.8)
Da mesma maneira, temos

9? 1, 0 -

@522552@(@@’% ). (B.0.9)

Seguindo o mesmo raciocinio para A = 0, temos

0? 1., 07 -
@Sl = ESlﬁ(Cme’k"x ) (B.0.10)
82 1 1 1 62 tkox?
€
2 2
g Lg (hy ™). (B.0.12)

PIE 27 o2



APENDICE C - TIPOS DE FONTES.

C.I APROXIMACAO DE FONTE COMPACTA.

As componentes do campo gravitacional sao dadas por

W, 7) = — 2 [ oo,

Cr

2 (et, T) =

64

/ T4y

B9 (et 7) = cr/T”af”?

Como P’ =0, temos que a segunda equagio é nula.A férmula de quadrupolo serd dada por:

R (et ) = 4G( » d‘i/ T Jd?’?)

2G az .
— " Tig /
= ()

onde

[ij(ct/) — /TOOyzy]d37

C.2 FONTES ESTACIONARIAS.

A solucio correspondente para 1" () é:

+00 4G/ ™ 4G/ pc? 5
D PG =-= d
A )17 -7 7= |7 -7 | v

onde
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(C.1.1)

(C.1.2)

(C.1.3)

(C.14)

(C.1.5)

(C.1.6)

(C.2.1)

(C.2.2)
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e
—0i 4G/ T 3 4G/ cpu’ 3
h™ =—— &’y = ——- d (C.2.3)
ct li—il7 ct IE—?!7
1| 4G pu’ 3 1.,
_— — _—— — _AZ
e [ e
onde
, 4G/ pu’
A= —— (C.2.4)
& )17 -7
E por fim,

—ij 4G T
I ——/ & =0 (C.2.5)
A )7 -7 v
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