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RESUMO

MACIEL, G. F. (2001). Roll waves evoluindo em canais de forte declividade — Uma
abordagem matematica com aproximagdo numérica. Ilha Solteira, 184p. Tese (Livre-
Docéncia) — Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista
“Julio de Mesquita Filho”.

Os escoamentos em superficie livre que se processam em rampas de declividades
moderadas podem, sob certas hipOteses classicas, serem descritos pelas equagdes
"shallow water" ou mais conhecidadas pelos engenheiros hidraulicos equagdes do tipo
Barré de Saint Venant. Entretanto para declividades elevadas, associado ao efeito de
atrito de parede tipo Chézy, Manning, Strickler, a natureza turbulenta dos
escoamentos em canais artificiais com superficie livre podera desenvolver, ao cabo de
tempo finito, instabilidades sob formas de ondas do tipo "hydraulic jumps" bem
espagados ou ainda "travelling waves" (ondas progressivas). Tais ondas sdo
denominadas de "roll waves". Trata-se de ondas longas periodicas, descontinuas para
o caso inviscido, continuas em problemas "shallow water" viscoso, e ainda que raras
em caudais naturais, parecem figurar tanto em escoamentos de fluidos newtonianos
(agua limpa) tais como aquelas que aparecem em vertedouros de barragens, como no
seio de escoamentos de fluidos ndo-newtonianos ou hiperconcentrados, tais como em
lavas torrenciais, avalanchas ou "debris flows". Sdo determinadas e discutidas nesta
Tese as condigdes de existéncia e estabilidade dessas ondas e, através de testes
numeéricos, pontuamos sobre propriedades e caracteristicas cinematicas dessas ondas
com compromissos de engenharia. No plano tedrico, a partir do sistema "shallow
water" (de natureza hiperbolica nao-linear), aplicamos ferramentas da teoria da
bifurcagdo, mais especificamente o teorema de Hopf, e no plano numérico, obtemos
perfis de "roll waves", seja através de codigo de calculo desenvolvido, utilizando-se
de esquemas numéricos de Godunov, seja através de rotinas em Matlab. As condi¢des
de existéncia e estabilidade apontam para os seguintes resultados: i) valores do
namero de Froude F = ¢ (k, o(F,&,0), Re, C', a ) onde F ¢ o nimero de Froude,
fungio de k: nimero de onda, o: fungdo de Froude, &: esbeltez da onda,
0: declividade do canal; Re: nimero de Reynolds, C": parimetro de Bingham (coesdo
do fluido) e o o coeficiente de distribuigdo de velocidade na vertical. ii)

3-2.C7 "
1<U< onde U é a velocidade de propagacao da "roll wave".
—(—)2. —C propagaca

A partir desta Tese deixamos como perspectiva futura imediata o estudo sobre uma
eventual analogia entre o problema das "roll waves" e o de Van der Pol. Uma
abordagem matematica e numérica nos ddo algumas pistas interessantes, ainda que
fique como sugestdo de todo o trabalho, a necessidade de gerar o fendmeno tratado
em laboratorio afim de, conjuntamente com a analise numérica, validarmos os




resultados apontados nesta Tese. Projetos sob coordenagido deste pesquisador tém
sido empreendidos nesta direcgao.

Palavras-chave: "roll waves"; equagdes "shallow water", analise numérica, fluidos
newtonianos; fluidos ndo-newtonianos, canais ingremes, fluido de Bingham.
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ABSTRACT

MACIEL, G. F. (2001). On the evolution of roll waves in high gradient channels — A
mathematical and numerical approaches. 1lha Solteira, 184p. Tese (Livre-Docéncia)
— Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista “Julio de

Mesquita Filho”.

Free surface flows that process in moderate slope channels can, on certain classical
hypothesis, be described by shallow water equations or better known for hydraulic
engineer, Barré de Saint Venant’s equations. Therefore for high slope, associated to
effect of friction of wall type Chézy, Manning, Stricker, the turbulent nature of flows
in artificial channel with free surface can develop, at the end of finite time, instability
under wave shapes type hydraulic jumps well spaced or traveling waves ( progressive
waves). Such waves are called roll waves. They are long periodic waves,
discontinuous for the inviscid fluids but continues in problems for shallow water
viscous flows , and even rarely in natural flows, these waves can be generated as in
flows of newtonian fluid (clean water) such as those that appear in dam spillway, like
non-newtonian or hyperconcentrated fluids, such as in torrent, avalanche or debris
flows. In this thesis are determined and discussed the conditions of existence and
stability of these waves and through the numeric tests we point up to the properties
and kinematics characteristics of these waves with settlement of engineering. From the
theoretical point of view and based on shallow water system (nonlinear hyperbolic
system), we use tools of bifurcation theory, specificly the theorem of Hopf, and in
numeric plan, we obtain profiles of roll waves, as through the code of calculation
developed, using the numeric schemes of Godunov-VanLeer, as through the routine
in Matlab software. The conditions of existence and stability show to the following
results: i) values of Froude number F = ¢ ( k, o(F,,0), Re, C', a ), where ¢ is a
function of k: wavenumber, o: function of Froude number, steepness of wave and
slope of the channel; Re: Reynolds number; C": Bingham parameter (fluid cohesion);
and a: distribuition coefficient of velocity in vertical.

5 C :
m)1<U< — where U is the velocity of roll wave propagation.
) 2{-C) y propag

From this thesis we let as future immediate perspective the study on an eventual
analogy between the problem of roll waves and the Van der Pol’s. A mathemathic
and numeric boarding give us some interesting clues, that they are suggesting in all
work, such as the necessity of generate the phenomenology treated, in laboratory,
together with numeric analysis, we validate the results showed in this thesis. Projects
under coordination this researcher has been undertaking in this direction.

Keywords : roll waves; shallow water equations, numerical analysis, newtonian and
non-newtonian flows, high gradient channels, Bingham’s fluids.




PREAMBULO

Esta Tese originou, num primeiro momento, de um trabalho de sistematizagdo
pontuada das atividades de pesquisa desenvolvida pelo docente-pesquisador a partir
de seu ingresso na carreia (07/01/94) no Departamento de Engenharia Civil da
Feis/Unesp, seguida de uma analise mais aprofundada, com abordagem matematica,
de um estudo de caso que consistiu na adequabilidade e aplicagao do grupo de
equagdes "shallow water" no diagndstico sobre condigdes de existéncia, unicidade e
controle de ondas tipo "roll waves" em canais - Analise teorico-numérica. Nao
obstante, outras atividades e linhas de pesquisa correlatas, ja implementadas € ou em

fase de implantagdo pelo pesquisador, sdo citadas ao longo deste trabalho.




Cap. I - Roll Waves — Consideragoes Gerais Tese de Livre Docéncia

| - "ROLL WAVES" - CONSIDERAGOES GERAIS

CONTEXTO ATUAL E CONTRIBUIGAO DO PESQUISADOR -

Os escoamentos com superficie livre que se processam sobre fortes declividades
podem desenvolver instabilidades. O aspecto cadtico presente na natureza desses
fendmenos instaveis, parece tender, ao cabo de tempo finito, para um escoamento
estacionario, mais estavel, com o aparecimento de ondas longas e periodicas em forma
de ressalto hidraulico movel ou “bore waves”. Tais perturbagdes sao denominadas de
“roll waves”. Se por um lado essas ondas sdo raras em escoamentos naturais, elas sdo
freqiientes em canais artificiais e vertedouros de barragens, por exemplo.

Jeffreys em 1925 foi o primeiro a estabelecer um critério sobre a formagdo de
“Roll Waves” a partir de uma analise de estabilidade linear. Deduziu que o escoamento
uniforme tornava-se instavel se o nimero de Froude fosse superior a 2. Dressler (1949)
tentou delinear o perfil da superficie livre e verificou a formagdo de “Roll Waves”. Ele
descreve o fendmeno como sendo uma série de ondas de comprimentos bem definidos,
separadas por descontinuidades da superficie livre. Na verdade a anlise realizada por
Dressler é baseada na formulagdo de Saint Venant ("shallow water equations") sem os
termos de difusdo. O 2° membro da equagdo da quantidade de movimento compreende
o efeito da gravidade adicionado ao termo que modela a turbuléncia (via coeficiente de
Chézy). Dressler mostra que se tang0 > 4g/C®, (® : declividade do canal;
C: coeficiente de Chézy), solugdes regulares, periodicas e separadas por
descontinuidades — picos da superficie livre - aparecem. Esta analise sintética e
eminentemente correta, ndao permite, entretanto, determinar o comprimento destas
ondas. Retomando o trabalho classico de Dressler, rededuzimos as condigdes de

existéncia de "roll-waves", o que nos permitiu aprofundar nas peculiaridades e

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidraulica & Saneamento Campus de Ilha Solteira




Cap. I - Roll Waves — Consideragoes Gerais Tese de Livre Docéncia

complexidades do fenomeno em questdo. Na ultima década, Needham (1984) e Merkin
(1986) incluem no equacionamento os termos de difusdo, o que permitiu obter
informagGes sobre o comprimento daquelas perturbagdes, ainda que o termo difusivo
naquele equacionamento n3o estivesse corretamente adaptado (problema de
consisténcia matematicaa) ao grupo "shallow water" (tratamento mais correto do termo
difusivo € apreciado no escopo desta Tese), isto sem levar em conta uma "certa
complexidade" na aplicagdo direta dos resultados daqueles autores a um problema de
engenharia. Também nesta época, no contexto de "roll-waves" em reologia nao-
newtoniana, Bakhvolog e Eglit (1983-1984), estudando avalanchas densas, efetuaram

analise analoga a de Dressler, quando introduzem um termo dissipativo suplementar

modelado por um atrito solido. Chegaram a relagdo (fang 6 - tang §) > 4g/C?, relagio

alias, semelhante a de Dressler (1949), mas que em pouco contribui; a ndo ser numa
mera modificagd@o da declividade. Hutter ¢ Savage (1988) também investem no estudo
dos critérios de formagdo de “Roll Waves”. A contribui¢ao desses autores reside no fato
de tentar substituir o atrito solido pela coesdo do fluido. Enfim, além das contribuigdes
de Needham (1984) e Merkin (1986) ja citadas, nio podemos esquecer de Hwang e
Chang (1987) que passam a estudar, sob um plano eminentemente tedrico, a formagao
de “Roll Waves” através da Teoria da Bifurcagao. Recentemente encontramos, no plano
numérico, os trabalhos de Kranenburg (1992) que também, utilizando-se do grupo
"shallow-water" comprovam a condigdo de existéncia ja estabelecida por Dressler
(1949).

Enfim, todas estas observagdes e estudos anteriores nos levam a crer que as
“Roll Waves” podem se desenvolver em fluidos newtonianos e também em fluidos néo-
newtonianos. A proposta dessa Tese €, do ponto de vista tedrico, rever as condigSes de

existéncia e unicidade dessas ondas, seja numa reologia newtoniana ou nio newtoniana,

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidraulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira
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sem perdas de vista dos compromissos de engenharia. Atengido especial sera dada ao
problema viscoso. Do ponto de vista numérico, a partir das equagdes das aguas rasas, €
de esquemas numéricos apropriados, validamos o codigo de calculo desenvolvido, em
situagdes permanentes e transientes, notadamente na gerag¢ao de “roll waves”.

Apresentamos em Perspectivas Futuras as atividades em desenvolvimento e a
serem desenvolvidas, notadamente a linha tedrico-numérica com a analogia das roll
waves e o problema classico do oscilador de Van Der Pol.

Por fim, por op¢do deliberada deste autor, restringimo-nos, nesta Tese, ao
tratamento e potencialidades do grupo “shallow water” e suas aplicagdes na hidraulica
de superficie livre, ndo obstante, este pesquisador vem trabalhando mais recentemente
com as equagdes da "classe Boussinesq" em ondas de submersio e tentando
diagnosticar, com mais rigor, a dinamica de escoamentos de fluidos hiperconcentrados
com superficie livre, que em circunstancias especificas podem gerar “roll waves”. Tais

projetos contam com financiamento e estao em andamento.

Esta Tese ¢ composta por 15 Capitulos, a saber :

Capitulo I:

Este Capitulo trata, ainda que breve, do fenomeno de “roll waves®, suas condigdes de

ocorréncia e nossa preocupagdo em controla-lo. A contribui¢do do pesquisador consiste
em retomar trabalhos classicos e coloca-los em discussio, reavaliagdo e avangar na
diregdo de um diagnostico mais apurado do fendmeno em meios hiperconcentrados ou

de reologia ndo-newtoniana (proposta de fluido de Bingham).

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidréaulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira
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Capitulo II:

Tenta fazer uma revisao condensada e nos prover de bases sobre leis de conservagio
escalares, solugdo do problema de Cauchy, curvas caracteristicas e forma conservativa,
introduzindo a nogdo de solugdo fraca ou solugdo no sentido de distribui¢do. Fechamos
o capitulo ressaltando a ndo unicidade de solugdes fracas, levando-nos a necessidade de
verificar o conceito de entropia convexa, além de explicitar a solugdo do problema de

Riemman associado a uma lei de conservagao hiperbolica.

Capitulo III:
O terceiro Capitulo, usando das bases teoricas anteriormente citadas, classifica o grupo
"shallow water" (equagdes de Saint Venant) como sistema estritamente hiperbolico.

Explicita curvas de choque e de "détente" para o sistema de equagdes de interesse.

Capitulo 1V :

Para uma geometria parametrizada ou geometria qualquer, langamos a possibilidade de
escrever os fluxos numéricos relativos ao grupo "shallow water", seja via o esquema
numérico de Godunov (1* ordem) que considera uma distribui¢dao constante de U(x, t)
por malha, seja 0 esquema de VanLeer (2* ordem), baseado na descentralizagdao de
fluxos e que considera uma distribuig¢@o linear de U(x, t) por malha.

O calculo numérico, a grosso modo, é desenvolvido em 05 etapas:

1" etapa: calculo das derivadas;

2" etapa: calculo das variaveis junto as interfaces;

3° etapa: calculo das variaveis junto as interfaces no tempo intermediario (n+12) U™,

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidrdulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira
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4 * etapa: calculo da solugdo sem segundo membro da equagdo da conservagdo da

quantidade de movimento,
5" etapa: calculo da solugdo com corre¢do do 2° membro da equagdo da conservagdo da

quantidade de movimento.

Capitulo V:

O cédigo de calculo desenvolvido em Fortran permite-nos calcular casos tipo tais como
ondas geradas por ruptura de barragens, por deslizamentos de terra em reservatorios de
barragens e mais recentemente implantamos a opg¢do de geragdo de "roll waves" (em
reologia newtoniana e nao-newtoniana). O codigo de calculo aceita 2 versdes: se¢do
geométrica parametrizada ou geometria largura x cota, o que nos permite utiliza-lo para
aplicagdo em engenharia.

O codigo de calculo € avaliado através de resultados numéricos, ora comparados com

solugdes analiticas conhecidas, ora com resultados experimentais.

Capitulo VI:
Neste Capitulo, uma revisdo condensada sobre fungdes e sistemas diferenciais nao-
lineares ¢ empreendida em via de utilizagdo no estudo de estabilidade e eventuais

pontos de bifurcagdo no contexto de "roll waves ".

Capitulo VII:
Retomamos o classico de Dressler e verificamos mais detalhadamente as condigdes de

existéncia de "roll waves" para fluidos nao-viscosos.

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidraulica & Saneamento Cémpus de Ilha Solteira
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Capitulo VIII:
Uma analise de estabilidade linear do sistema "shallow water" viscoso (newtoniano) €
pormenorizadamente efetuada. Uma reavaliagdo da proposta de Needham&Merkin €

empreendida, o que nos permitiu propor um sistema "shallow water" mais apropriado a

fenomenologia em questdo e com perspectivas mais interessantes € consistentes quando

de sua aplicagdo em problemas de engenharia.

Capitulo IX:

Tendo por objetivo analisar o fendmeno "roll waves" na reologia ndo-newtoniana,
fizemos uma breve revisio de modelos reologicos mais pertinentes, apontando, nesta 1°
etapa, para uma reologia de fluido de Bingham, conforme conclusdes dos estudos de

Jonhson (1970).

Capitulo X:

A partir do Capitulo VII, retomamos o grupo "shallow water" viscoso € ndo-newtoniano
e discutimos as novas condigdes de existéncia e estabilidade das "roll waves". Sdo
ilustrados, no decorrer deste Capitulo, resultados de experiéncias no laboratério e

também numeéricas sobre esse tipo de onda.

Capitulo XI:

Enfocamos neste breve Capitulo pontos cruciais no tratamento do fendmeno em
questdo: como trabalhamos em condigdes de escoamentos turbulentos e de dinamica
torrencial, associado ao fato que nosso modelo numérico apresenta uma viscosidade

implicita ordens de vezes superior a viscosidade fisica do fluido, nossa proposta de

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
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modelagem esta validada para Numeros de Bingham elevados ou efeitos de "plug"

dominantes.

Capitulo XII:

A partir dos resultados teodricos obtidos anteriormente e assentados nas hipoteses de
validade do modelo implementado, ilustramos varios estudos de caso que puderam nos
fornecer elementos norteadores sobre critérios de formagao e desenvolvimento de "roll
waves" em canais, em fungdo dos parametros fisicos, dindmicos e geométricos

envolvidos.

Capitulo XIII:

Em fungdo do efeito limitante do codigo de calculo (viscosidade numérica ordens de
vezes superior a viscosidade fisica), retomamos o sistema shallow water nao-
newtoniano viscoso e apos a dedugdo da equacgdo das "roll waves" pudemos, a partir do
software MATLAB, explorar e controlar (dificil tarefa), a evolugdo destas ondas, nos
seus diversos cenarios, quais sejam: variando o Numero de Froude, o Numero de

Reynolds, Coesao, Velocidade de Propagagao, etc.

Capitulo XIV:

Em Perspectivas Futuras, tentam-se arrolar as atividades em andamento na tematica de
“roll waves”, em particular, nossa tentativa de estabelecer uma analogia entre o
fendmeno e a dindmica do oscilador de Van der Pol e seu controle. Essas atividades ja
mereceram algumas publicagGes, onde tentativas de aproximagdo sdo realizadas, no
entanto, um tratamento matematico mais rigoroso e esclarecedor faz-se ainda

necessario.

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
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Capitulo XV:
Neste ultimo capitulo, ainda que breve, esbogamos de plano as conclusdes desta Tese e,

com compromissos de engenharia, um protocolo de agdo que poderia ser adotado

quando os engenheiros encontrarem-se eventualmente envolvidos com este tipo de

fenomeno.

Referéncias Bibliograficas

Referéncias que tratam de "roll waves" propriamente dita, de dindmica de fluidos
hiperconcentrados e embasamentos matematicos utilizados no transcorrer desse

trabalho.
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Il - LEIS DE CONSERVAGAO ESCALARES

I1.1. Nocoes de base sobre leis de conservacio escalares

O objetivo deste item € discorrer sobre a resolu¢do do problema de Cauchy para
uma lei de conservag¢ao modelo, a saber:

Determinar u(x) que verifique:

ou of(u) o
() —+522=0  V(x1)e Rx[0,7] i

@) u(x,0)=u,(x) para xefR

Admite-se para fins de simplificagio que a fun¢do f € regular e estritamente

“2

convexa. Esta equagdo para f :7 ¢ a equagdo de Burgers, cuja interpretacdo fisica

auxilia-nos bastante na compreensio de fendmenos que serdo tratados nesta Tese.

Vamos nos restringir nesta parte a tratar o caso escalar (#€ R), ndo obstante toda a

técnica aqui descrita sera também valida para o caso de sistemas (¥ € R™ ), m>1.

Il.1.1. Caracteristicas

Para o caso linear, podemos falar de solugdo regular de (1.1), e portanto de suas
curvas caracteristicas. Isto posto, definimos curvas caracteristicas X (7,x,,7,) de u

solug@o de (1.1) da seguinte maneira:
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{fu: (1, %0, 10) = /" (u(X (1, xo, 1)) (1.2)

X (r Sikg sl ):xo
A solugio em um ponto (x,7) depende apenas da condigdo inicial da curva

caracteristica passando por aquele ponto (comportamento local da solu¢ao). Na verdade,

o que fazemos € estudar a variagdo de u(x,l ), onde u € solugdo da equagao (1.1), ao
longo da caracteristica X (¢, x, , t,). Assim posto:
o(t)=u (X(f 5 ), r)
e considerando (1.1) , tem-se:

dp(1) _,
dt

O que resulta em :

u(X (15,1, ),1)=u(X(0;x,,1,),0) (1.3)

A solugdo u» ¢ constante ao longo da caracteristica. Assim sendo, a partir de
(1.2), podemos afirmar que as caracteristicas sdao retas. Se um segundo membro ¢
adicionado a equag@o (1.1), esta ultima propriedade sera falsa, contrariamente ao que
ocorre no caso linear.

As curvas caracteristicas permitem construir, explicitamente, a solugdao do
problema de Cauchy a partir da identidade (1.3). Exemplifiquemos, a titulo de
ilustragdo, o caso da equagao de Burgers.

Seja u, a condi¢ao inicial :

0 se
uy(x)=4x se
1 se
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A figura 1 mostra , no plano (x, r), as caracteristicas referentes a esta condigdo

inicial (1.4). A solugdo para # >0 ¢ dada por :
e parax<0:
u(x,l):O
e para0< x <1+¢

u(x, t)=u,(x,) com 220 = x ¢ portanto u x,r)=—)-c—
Sl t i 1+1

4

Figura 1.

e para x=>1+1

u(x,1)=1

Consideremos ainda, para a equagdo de Burgers, a condi¢@o inicial simétrica de

(1.4).

(1.5)

A figura 2 mostra as curvas caracteristicas correspondentes a esta nova condig¢do

inicial (1.5), a saber :
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Figura 2.

Para 7<1, as curvas caracteristicas originarias da condi¢ao inicial ndo se cruzam,
pode-se portanto, construir a solugio u (x,7) de (1.1), a saber :

Para 71 <1,

se€

n(x,! ): l];':— se

0 se

Para 7>1, as retas caracteristicas se cruzam, o que impossibilita construir, a
partir das caracteristicas da condi¢ao inicial (1.5), uma solugao de (1.1).

De uma maneira geral, se a condi¢do inicial € decrescente, as retas
caracteristicas originarias da condigdo inicial poderdao se cruzar para valores 7>0.
Dessa maneira, ndo seria mais possivel construir uma solugdo regular do problema de
Cauchy, tratando-se portanto, de uma especificidade do problema nio-linear, o que nos

leva a pretender determinar uma solug¢do descontinua de (1.1).
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1I.1.2. Estudo das descontinuidades

I1.1.2.1. Solugédo fraca e Relagdes de Rankine-Hugoniot
Definigdo 1.1:u(x,¢) é solugdo fraca de:
u, + f(u),=0 (1.7)
se somente se u(x,r) € solugao de (1.7) no sentido de distribuigdo, ou ainda de

maneira equivalente,

VgeCy(oxn) [(u(x,)+f(ulx,0)g.))dcdt=0 (1)

Da mesma maneira, u(x,r ) € solugdo fraca de (1.4) se u# é uma fungao limitada tal que :

Vel (Rx®) [ (u(x,0)g, + fulx, 1)4.))dxdt + [ uy(x)p(x0)dx=0 (1.9)
R«R* R+

Estas duas formulagdes “fracas” sdo obtidas a partir da equagao (1.7) através da

multiplicagdo desta por uma fungio teste ¢(x,7). Integrando por partes, obtemos as

formulagdes (1.8) e (1.9) , de acordo com a natureza da fung@o teste ¢(x,7) (nula ou

nio) em 7=0. E claro que uma solugio regular de (1.7) é também solugio fraca.

Teorema 1.1:
Seja ¥ uma curva regular no plano (x,¢):
ot —>x(t)
de declividade local no ponto (x (1),t ):

_dx(1)
T dt
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Se u € regular em ambos os lados de X, u € solugdo fraca de (1.7), se somente se
V(x,1)eX
o [u ]=[f(u)]
Onde [u] designa o salto de u ao longo de X .
Retomemos, a titulo de exemplo, o problema (1.4). Em #=1, a solugdo do
problema de Cauchy correspondente € descontinua em x = 1, ela vale 1 parax<1,e0
parax > 1.

A fungio u(x,t) definida para 7 >1 e dada por:

1
Para 1>1 u(x, )= : (1.11)

€ notadamente uma solugéo fraca de (1.7), uma vez que a relagdo de Rankine-Hugoniot

. 1+1 : ;
¢ verificada ao longo da reta x=7. Tem-se um choque de velocidade 1/2. Ja que

para f=1 a solugdo dada por (1.1) € igual aquela dada por continuidade em #=1 por
(1.6), demonstramos facilmente que » dada (1.6) e (1.11) para 7> 0 ¢ solugdo fraca de

(1.1), com a condigao inicial dada por (1.5).
A figura 3 mostra claramente as caracteristicas associadas a esta solugdo no

plano (x,7) e a figura 4 representa a solugdo para diferentes valores de 7.
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Figura 3.

Figura 4.
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I1.1.2.2. Forma conservativa e solugao fraca
A nogdo de solugdo fraca esta intimamente associada a forma conservativa das
equagdes. Nao sabemos dar sentido fraco as solugdes da equagdo u, + f'(u )ux =,
(1.12)
que por sua vez € equivalente a equagao :
u+f(u),=0 (1.13)
sendo u regular.

A equagdo (1.12) n3o esta na forma conservativa enquanto (1.13) apresenta-se
na sua forma conservativa. De maneira mais geral, a uma equagdo escalar ndo
conservativa da forma

u, +a(u)u_ =0 (1.14)
onde a ¢ uma fung¢do regular, pode-se sempre associar uma forma conservativa.

Consideremos como exemplo, uma fungdo A(u) primitiva de a dada por :

A(u ):] a(v)dv

Para u regular, tem-se :
A(u), =alu)u,
E portanto (1.14) possui uma forma conservativa (equivalente para solugdes
fortes) dada por
u,+A(u), =0 (1.16)
Este resultado mostra claramente que n3o existe unicidade da forma
conservativa associada a uma equagao escalar. Bastaria multiplicar a equagio (1.14) por
uma fungdo regular e estritamente positiva para construirmos uma outra forma
conservativa da equagao.

Tomemos, como exemplo, a equagdo de Burgers:
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(1.17)

Para # >0 multipliquemos esta equagao por 2u :
2uu, +2u’u_=0

Esta ultima equagdo pode ser rescrita na forma

(1.18)

Tanto a equagdo (1.17) quanto a (1.18) possuem a mesma solug@o regular para

u>0. Em contrapartida, elas possuem solugdes fracas distintas. Consideremos por

exemplo:

u(xt)— 2 se x<ot
Lt e sucie'sat

u (x,t ) ¢ solugdo fraca de (1.17) se somente se (7eorema 1.1)

o (2-1)=—(2*-1*) > o ==

1
2

Da mesma maneira, u(x, ! ) € solugdo fraca de (1.18), se somente se :

o (22-1?) %(23 P)oo :%

O que demonstra que as relagdes de Rankine-Hugoniot, associadas a cada uma
das formas conservativas, sio diferentes.

Nas situagdes fisicas, entretanto, ndo existem ambigiidades, pois as variaveis
conservativas sao bem definidas. Por exemplo para as equagdes de Euler isoentropicas,
as duas variaveis conservativas sao:

A massa especifica p associada a lei de conserva¢ao da massa :

p,+(pu).=0

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidraulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira




Cap. Il - Leis de Conservagdo Escalares 18 Tese de Livre Docéncia

A vazdao em massa pu associada a lei de conservagio da quantidade de

movimento € dada por
(pu), +(pu’ +p(p)), =0

Introduzindo (1.20) em (1.21) e dividindo por p, temos:
1
u, +uu_ +—p(p ))r =0
P

que admite por forma conservativa a equagao:

5 {gm(p)]x:o

com #(p)=—p'(p)
P

Enfim os dois sistemas de equag¢ao possuem a mesma solugdo regular. Podemos
definir as solugdes fracas do sistema (1.20-1.23), mas elas serdo diferentes daquelas de

(1.20-1.23) e nao terdao nenhuma significagao fisica.

I1.1.2.3. Nao unicidade de solugdes fracas.

A nog¢do de solugdo fraca associada a uma determinada forma conservativa nio
permite eliminar todas as dificuldades, ou seja, ndo € o suficiente bastante para
assegurar unicidade da solugao do problema (1.1). Consideremos entao o problema de

Cauchy quando do tratamento da equagio de Burgers.
V(x,t)eRx[0,7]

para x<0

para x>0
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Demonstraremos que este problema possui uma solugdo fraca descontinua em

x=0, assim como uma outra solugao fraca , mas continua em R para 7>0. Seja,

. (x) -1 para x<0
/] =
’ +1 para x>0

u,(x,0)=u(x,0), e u,(x) verifica a relagio de Rankine-Hugoniot ao longo da reta
x=0, sendo portanto uma solugao fraca de (1.24)

Consideremos ainda uma fungéo u , (x,7) definida para >0 por:

-1

u, (x,t): =

{
1

Para =0, u, (x,0)= u(x,0), para (>0 esta fungio é continua, derivavel
(salvo em x==* 7). Demonstra-se , sem grandes dificuldades, que u, (x,t) € solugdo

fraca de (1.24). As figuras que se seguem mostram as caracteristicas associadas

respectivamente a u,(x,?) e u, (x.2).

|4

Figura 5.
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h
t

\'%4

Figura 6.

Observamos com base na figura 5 que contrariamente ao que ocorre para o

] 1 sl
choque de velocidade o = 5 da figura 3, as caracteristicas em (1.5) se afastam da curva

de choque o =0

I.1.2.4. Condigdes de Lax — Inequagdes de Entropia

A observag¢ao anterior nos permite propor um critério para eliminar uma das
duas solugdes fraca do problema (1.24).

Rejeitaremos as descontinuidades cujas caracteristicas se afastam da curva de
choque . Isto traduz-se em considerar apenas as descontinuidades que possam
aparecer espontaneamente quando do encontro de duas caracteristicas como

exemplificado pelo problema de Cauchy de condigdo inicial (1.4). Fala-se, neste caso,
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de maneira mais precisa, de descontinuidade admissivel. Consideremos, entdo, uma

descontinuidade centrada em x=0, a saber :

(1.26)

.;. >0

Admite-se que tal descontinuidade € solugdo fraca de (1.1), o que equivale
dizer :

o uy-u,)=f(ug)-s(u,)

Tal descontinuidade sera considerada admissivel se as caracteristicas se
encontram na curva de choque, o que se traduz por :

f(ug)so<f'(u,)
o f'(u) éa declividade das caracteristicas no plano (, x).

Essas relagdes sdo denominadas de condi¢des de Lax.

Um outro ponto de vista € possivel, de maneira a justificar esta escolha. A idéia
geral baseia-se no conceito que as "boas solugdes fracas" de (1.1) sdo aquelas obtidas
como limite viscoso do problema.

Num sistema fisico, por exemplo, temos quase sempre um termo viscoso que

intervém no segundo membro da lei de conservagdo da equagdo (1.1) (i), dada por :

out of(u) o
ot ox ox’

(1.28)

& € um coeficiente de viscosidade positiva e pequeno. Chamamos #“ a solugao

do problema que depende do parimetro &. E portanto razoavel supor que a "boa
solug@o" de (1.1) € o limite de #° quando £—>0. Pode-se demonstrar que estas duas

concepgoes sao equivalentes.
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Teorema 1.2 : Se u*solugao de (1.28) com a condigdo inicial (1.1) (ii) tende

para u(x,t) (para quase todo ( Y § )), restando limitada em L” (ERXER § ) tem-se entdo

que :
e u ¢ solugdo fraca de (1.1)
e u é solugdo fraca da inequagdo de entropia :
n(u),+h(u) <0 (1.29)
onde 7(u) ¢ uma fungio convexa regular de w e h'(u)=7n'(u)f'(u), o que equivale

dizer V$>0eCe(RxR"), tem-se :

[(n(ulx,1)).) + h(u(x,0)8, ) di > 0

KRR’

A solugdo u € entao denominada de solugao fraca entropica de (1.1).

Teorema 1.3 : Seja 2. uma curva regular do plano (x,?) :
ot > x(1)

de declividade local no ponto (x(z),7) :

dx(r)

g=
dt
se u € solug@o regular de ambos os lados de Y. , u# € solugdo fraca entropica de (1.7),

se somente se :
V(x,1)eZ oful=[7(v)]
e para toda entropia 77 convexa de fluxo associado 4 tal que 4'=n' f’
o[n(u))= [A(u)]

[#] designa o salto de # de um lado e outro de X .
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se a fungdo f ¢€ estritamente convexa, as condigdes (1.32) sdo equivalentes as

condigdes de Lax (1.27).

11.1.3. O Problema de Riemann

A partir dos elementos de base explicitados anteriormente, passamos agora a

resolugdo do problema de Riemann associado a uma lei de conservagdo hiperbolica.

Definigao 1.2 : Denomina-se problema de Riemann associado a uma lei de conservagdo
hiperbdlica do tipo :
u,+f(u), =0 (1.33)

o problema de Cauchy para (1.33), com as seguintes condigdes iniciais :

uo(x)={ue para x <0 (134)

u,; para x>0

O problema corresponde a uma condigao inicial constante de um lado e de outro
de x=0 e descontinuo em x=0.

Dada a sua simplicidade e a possibilidade de sua resolu¢do de maneira exata,
este problema desempenha um papel fundamental na analise dos problemas
hiperbolicos e de sua resolugdo numérica.

Para tanto, efetuemos uma dilatagdo de escala de tempo e de espago de um
mesmo fator 4. A equagdo (1.33) fica invariante pela mudanga de variavel, o mesmo
ocorrendo com a condigdo inicial (1.34). A solugdo do problema de Riemann associado
a (1.33) e (1.34) é portanto igualmente invariavel por translagio.

Se designarmos a solugdo do problema de Riemann por w(x,f,u,,u,;) , teremos

VA eR’

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidraulica & Saneamento Campus de Ilha Solteira




Tese de Livre Docéncia

x -
@ depende apenas de — e adotaremos w[%,ue ,ud) como solu¢do do problema de
t

Riemann (1.33) (1.34).
A condig@o inicial sendo descontinua, s6 podemos tratar da solugdo fraca, sendo

facil de calcula-la no caso linear. A solugdo do problema de Riemann para a equagio de

transporte u,+cu, =0 onde ¢ € uma constante real nao nula é dada por :

u, para <

u(x.!)z

uy para

(1.35)
= .

x
£
x
'

O caso ndo-linear € mais complexo, as solugdes regulares podem existir

conforme sugerido no exemplo do paragrafo (1.2.3).

11.11.3.1. Ondas de "Détente"
Seja f uma fungdo regular e estritamente convexa.

Inicialmente buscamos solugdo de (1.33) - (1.34) regulares para 7 > 0.
Sendo ¢ = ; a solugdo @ depende apenas de £. Se w(& ) é solugdo regular

de (1.33), temos entdo :
@'(£) & +f(0)o'€)s, =0
ou ainda, se substituirmos &, e & pelos seus respectivos valores, obtemos :
' ' (2]
W (£)=1(0)0'€);
Para 7 > 0, ha duas possibilidades :

@'(&) =0, o que leva, por continuidade, em 7 =0 ; u, =u,
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ou &=f"(w(&)) onde f’ sendo uma fungdo estritamente crescente, se inverte

em (f’)" (também crescente) e assim obtemos explicitamente w(&)=(1')"(&).
Podemos entdo construir uma solugao fraca de (1.33), com @ dada por :
Fixam-se u, e &, > f'(u,) ,
Para ¢ < f'(u,)
u(x,t)=u,

Para f'(u,)< £<¢&, com &, > f'(u,)

u(x,t)=(r")"(£)

u(x,t)=(/)" ()
Uma solug@o desse tipo ¢ denominada de onda de "détente", ou seja, 6 a
solu¢@o do Problema de Riemann para (1.33) com a condigo inicial :

u, para x<0

(f’)'l(,) para x>0

uu(x):{

De maneira reciproca, se f'(u,)< f'(u,), existe uma onda de "détente",
solugdo do Problema de Riemann (1.33) - (1.34) definida por
u, para £ < f'(ug)

u(x,t)=0(&)=3(s)" ()  pa s(u)<E< s (wa)
u, para faf'(ud)

1.1.3.2. Resolugado do Problema de Riemann
Podemos, a partir de agora, resolver inteiramente o problema de Riemann (1.33)

(1.34). Resta-nos, apenas, tratar o caso f'(u,)> f'(u,). Com base no paragrafo
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anterior, nao dispomos de solugdo regular. Procuremos, entdio, uma solugdo

descontinua do tipo choque :

€

u
u (x,r)z
Uy para

Tal solugao € solugdo fraca se somente se a relagio de Rankine-Hugoniot ¢é
atendida, o que fixa o valorde o em:

__ S(a)- (w,)

Ug —u,
Tal solugdo verifica a condigdo de entropia, se somente se as condigdes de Lax
sdo verificadas, isto € :
S'(ug)s o< f'(u,)
Isto é efetivamente verificado uma vez que supusemos f'(u,)> /' (u;) e

f convexa.

Nota : Poderiamos ter tentado construir uma solugdo descontinua do mesmo tipo
apresentado no paragrafo anterior, mas a hipotese f’(u,) < f’(u,) entdo posta, teria
convergido a uma solugdo descontinua nio-admissivel (ou n3o entropica). Assim
exposto, pudemos construir de maneira geral, a solugao do problema de Riemann que
consiste em uma onda de "détente" ou de uma onda de choque segundo os valores
relativos de f'(u,) e f'(uy,).
Todos esses resultados podem ser resumidos em um tnico 7eorema.

Teorema 1.4: O problema de Riemann (1.33)-(1.34) com f regular e estritamente

convexa possui uma solugdo fraca (verificando a entropia), e Gnica na classe das

solugdes C' por partes.
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Tal solugdo € composta de uma "détente" ou de um choque e ¢ definida da
seguinte maneira :

e se f'(u,)> f'(uy) (caso do choque)

x_ S)-1(w)

t u

 Slu)-7()

Uy —u,

u(x,t):

u; para

e se f'(u )< f(uy) (caso de "détente")
Ue para g < f'(ue)
u(x,1)= 0(£)=3()" () pm f(w)sE <f(uy)
“a para &2 f(uy)

Por fim, vale lembrar que a velocidade das ondas na solugdo de um problema de

Riemann % (u,,u,) para f convexa é majorada por MAX {1f’(u,) ,|/"(ug)}. Esta

condigao sera util para a construgdo do esquema de Godunov.
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lll - ELEMENTOS DA TEORIA DE SISTEMAS HIPERBOLICOS

APLICADOS AS EQUAGOES "SHALLOW WATER"

Dentre as tentativas numéricas de simulagdo apresentadas nesta Tese, temos os
modelos matematicos baseados nas equagdes “shallow water” e fundamentados sobre os
ensinamentos oriundos da teoria dos sistemas hiperbolicos ndo-lineares.

Para a operacionalidade do modelo numérico desenvolvido, recorreu-se a técnica
numérica baseada na resolugdo de problemas hiperbélicos ndo-lineares via esquema
numérico Godunov-VanLeer. O modelo em questdo € testado sobre solugdes analiticas
conhecidas e que comportam choques, como no caso de ruptura instantinea de
barragem, caso de um bloco indeformavel penetrando num canal de ondas, além de

outros estudos de caso classicos da hidraulica de superficie livre.

Generalidades

Os escoamentos ndo permanentes gradualmente variados sdo regidos pelas
equagdes “shallow water” (sistema de Saint-Venant), formado de duas equagdes a
derivadas parciais, quasi-linear e do tipo hiperbdlico, que traduzem a aplicagdo dos
principios de conserva¢do de massa e quantidade de movimento ao escoamento com
superficie livre em rios e canais.

A eventual descontinuidade do perfil da superficie livre, provocando o fendmeno
que se convenciona denominar onda de choque pode caracterizar, por exemplo, ondas
do tipo ruptura de barragem. Nestes casos, na regido do choque, as equagdes de Saint-
Venant perdem a sua validade e devem ser utilizadas, em seu lugar, as relagdes
denominadas equagdes de Rankine-Hugoniot, resultantes da aplicagdo dos mesmos

principios de conservagdo na regido do choque.
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Uma das principais hipoteses implicitas nas equagdes de Saint-Venant, a da
distribuigdo hidrostatica de pressdes em uma segdo transversal do escoamento €
particularmente violada, de forma drastica, na zona de choque ou descontinuidade, pelo
aparecimento de aceleragdes verticais ndo despreziveis.

Existem métodos que asseguram o uso das equagdes de Saint-Venant através da
descontinuidade na superficie livre pela introdugdo de artificios matematicos e
numéricos na simulagdo dos processos fisicos existentes na onda de choque. Os dois
principais métodos de calculo encontrados na literatura sdao: Métodos Pseudoviscosos
(consiste em um incremento na viscosidade) e Solugdes Fracas das EquagGes de Saint-
Venant, este mais enfatizado no ambito desse trabalho.

Do ponto de vista numérico, a separagdo da descontinuidade e sua propagagédo
traduz-se em problemas de resolugdo, gerando instabilidades, chegando até mesmo a
uma “explosdo” do esquema numérico.

O estudo matematico das leis de conservagdo hiperbolicas teve nesses ultimos
dez anos um avango consideravel, tanto do ponto de vista analitico quanto numérico.
Entre todos os esquemas numéricos utilizados para simular o fendmeno em pauta, o
esquema tipo Godunov é bem conhecido. Aplicado as equagdes de Saint Venant,
escritas na sua forma conservativa, o esquema numérico permite uma boa representagao

da frente ingreme dos escoamentos sem perda de estabilidade do esquema.

Sobre o sistema Saint-Venant:

As equagGes de Barré de Saint-Venant, nas variaveis (h,u ) se apresentam, na

sua forma conservativa, como:
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Conservacio da Massa:

@_}.M:O
ot ox

Conservacio da Quantidade de Movimento:

o (hu)  8(a hu’)
ot Ox

oh , gu’
+ gh cos(6) e gh sin(0) - o

: profundidade do escoamento ;

: velocidade média na vertical ;

: coeficiente de Cheézy ;

- declividade do canal ;

: massa especifica do fluido ;

. coeficiente do perfil de velocidade ;

: variaveis independentes.

Sobre Sistemas Hiperboélicos
Definigoes : Para uma maior compreensdo desse estudo faz-se necessario dar algumas

defini¢des acerca do problema de Cauchy, a saber :

au af(U)_,
ot Ox
U(x,0)=U,(x)

Hiperbolicidade do Sistema

O sistema (1-1) € dito hiperbolico se para todo valor de U, os autovalores da

matriz jacobiana f' (U ) sdo reais e distintos:
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Temos entdo: 4, (U)< A, (U) < ... <A,(U) ;onde AJ.(U)representao

™ autovalor.

A celeridade das ondas e o Jacobiano de F sao respectivamente:

oF ( 0 1
C={gh; —=
&% o { J

C*-u’ 2u
A matriz Jacobiana de F admite dois autovalores reais e distintos, a saber:
A =u-C
A, =u+C
A partir desta propriedade o sistema de Saint Venant € classificado como sendo

estritamente hiperbdlico, tendo como autovetores associados a 4; € 4, , os seguintes

vetores:

Y 1 1 1 1
VE—— Vi
l J1+@-C) ["_C} 2 J1+@+C) ["'{“C)

Estes dois autovetores formam uma base do R*.

Invariantes de Riemann
Chamamos de j-invariante de Riemann toda fungao W(U) tal que :
YU grad(W)ArJ. (U)=0 onde r; (U) representa o autovetor (a direita) associado ao
autovalor 4, (V).
O sistema de Saint Venant admite 2 invariantes de Riemann: W, e W, a saber:
VW, .v,=0
VW, .v,=0

W,=u+2C
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Dadas as propriedades de W; e W,, o sistema de Saint Venant sem o

2° membro pode ser escrito como se segue:

Sebs e

Curvas Caracteristicas
Seja U (x,t) uma solugdo regular de (1-1). Definimos j-caracteristica X’
oriunda de (xo ,1,) como sendo:

Dot :
7; X (l‘:xn,to)=’1 J (U(&("xoato):’))
No plano (x,t), tem-se:

; 5
e W, é constante sobre a curva de tangente, - ,dita 2* caracteristica.
2

) 1 : ke
e W, é constante sobre a curva de tangente, — , dita 1? caracteristica.

Nas regides sem descontinuidades (U regular), estas duas propriedades permitem

resolver o sistema de Saint Venant. — E o classico “método das caracteristicas”.

.

>

X

Devido a ndo linearidade do sistema, as k-caracteristicas (k = 1,2) que partem de
pontos distintos em t = 0, podem se encontrar (cruzar), tornando impossivel a existéncia

de solugdes regulares (aparecimento de descontinuidades). Dai, surgir a necessidade de
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buscar uma solugdo fisica, de preferéncia, entre a familia de solugdes fracas do

problema.

Solugiio fraca do problema de Cauchy

Esta categoria de solugdo parte de um principio basico da teoria de equagdes
diferenciais parciais, segundo o qual uma onda de choque ou descontinuidade forte é
basicamente uma solugdo fraca genuina das equagdes hiperbolicas. Nesta abordagem, as
equagdes do movimento, continuidade e dindmica, sdo escritas sob a forma denominada
conservativa ou divergente, sendo que o seu estabelecimento teve origem na analise
matematica de sistemas fluidos baseada em leis de conservagdo. A partir do enfoque
efetuado por Lax (1975), Cunge, Holly e Verwey (1980) e Abbott (1975) que tomam
como partida as equagdes de Saint Venant escritas na forma matricial, tem-se:

U(x,0)=U,(x)

Denomina-se solugdo fraca deste problema, uma solu¢gio no sentido de

distribuigdes, definida da seguinte maneira:

VéeCy(R2x[0,7]) J (U¢_,+f(U).¢}x).dxdr+J‘ U.gy.dx=0
aex[o.7] Q
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onde ¢, € o valor inicial de ¢. Esta alternativa constitui uma “solu¢do adotada” por

alguns pesquisadores para a simulagdo de ondas provocadas por ruptura de barragens,

pelo fato de poder incluir eventuais descontinuidades na superficie livre, por exemplo.

Propriedades:
Uma solug@o fraca (ou solug@o no sentido de distribui¢ao) € dita regular fora do

choque e verifica a relagdo de Rankine-Hugoniot, a saber:
o[U)=[£(U)], onde [U] representa o salto de U (descontinuidade) que se desloca

com velocidade o

Demonstracdo: Seja o dominio D atravessado por uma fronteira p ao longo da qual U
apresenta uma descontinuidade. z(f) separa o dominio em dois subdominios D; e D,

Se U é solugdo fraca do problema de Cauchy (1.1), entdo, integrando por partes

no dominio D, tem-se :

![U% +f(U)%]dS=O

ax Ox

¢) , o(s W)g) ), (s (U)9)
b[( U U¢)ds I( Ug an¢J

[ Jpm ] [ Jpmes

H
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H2

Fazendo 1 e p; tender para u, tem-se que m, tende para — m,, 0 que resulta em :

U,-U, =d(u(t)) )
'![f(Uz)—f(Ul)}[ al’r }tﬁdt“o

W(U,U,kfwz)-f(lﬂ)

o[U]=[7(v)]
Esta relagdo é conhecida como relagdo de Rankine-Hugoniot. Ela demonstra que

a forma conservativa do Sistema de Saint Venant em questio é compativel com a

equagdo do ressalto hidraulico (“hydraulic jump”) tendo =0 como a

d(u(1))
di

velocidade de propagagdo da descontinuidade. Para se determinar quais sdo as “boas
solugdes fisicas”, utiliza-se o método das caracteristicas, levando-se em conta apenas os
choques provenientes do encontro de duas k-caracteristicas. Tal constatagdo é de
interesse pratico fundamental, pois ela certifica que as descontinuidades do escoamento
ndo sdo mais separadas de sua propagac¢do, mas tratadas como um ponto ordinario do

mesmo.
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Determinacio das varidveis associadas as equacdes de Saint Venant.

O sistema de Saint Venant pode ser reescrito nas novas variaveis S e Q, onde S é
a se¢dao molhada, v a velocidade média e Q a vazdo média na se¢do. Nao nos resta sendo
buscar aproximag¢des numéricas das solugdes exatas § (x,t) e Q(x,t) das equagdes

de Saint Venant conservativas 1-D, a saber :

88,30 _,

ot ox

50 a( QSZ + P(S)]

=0
ot Ox

P(S) representa a pressdo, fungdo crescente da area molhada:

() 2)

S: se¢do molhada :

S=K (x)h*®
h: tirante
a , K : fatores de forma (segdo transversal parametrizada).

A partir desse sistema de equagGes a duas variaveis S e (, escrito em forma

matricial, tem-se:

au ar(v)

= =0
ot dx

U(x,0)=U,
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U=(s,0)

1) 0. Zr(s)]

(x,1)e(@x[0,T]), U(x,0) representa o valor de U no instante # = 0.
Para § > 0, o sistema ¢ estritamente hiperbolico, pois os autovalores a direita

(A‘ e ﬂ.*) da matriz f’(U ) sdo reais e distintos.

f’(U)=M=[ ’ 1}

oU -u2+C 2u

A" =u=C A=u+C

A cada autovalor esta associado um autovetor (a direita), a saber:
A =u-C = r=(Lu-C)
A =u+C = r'=(L,u+CY
O sistema possui igualmente dois invariantes de Riemann W~ e W' associados

aos autovetoresr er Z .

1 s
W‘=u-e.h(S)=Q—2.s.[£§g]2“ onde h(s):jQ(S—)dS e &=+l
S k 7S

Se h(S,0) representa a entropia convexa do sistema de Saint Venant

associada ao fluxo F(S,Q), essas duas variaveis sdo dadas por:

Q" gSa (S): g 29 5=
h(S’Q)”sz'(aH)[k] F(s,0) 3S+gQ[k] (14)
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No caso das equagdes de Saint Venant, a entropia representa a energia mecanica
por unidade de comprimento e portanto (1.4) representa a dissipagdo de energia de

montante para jusante, dissipa¢do essa que ocorre ao nivel do choque.

Estudo do problema de Riemann — Uma solugio detalhada para Saint Venant

Analisaremos aqui a solugdo do problema de Riemann que é a base de
construgdo de um grande nimero de esquemas numéricos. No caso do sistema de Saint
Venant 1-D conservativo temos:

oU  OF(U)_,

- T
Y o com U=(S§,0)

F(U)=[Q.%—.+P(S)J

U(x,0)=U,, se %<0 g Uy,

.

A solugdo exata U(x,7) é conhecida. Ela ¢ isoentropica e constituida de duas

ondas que podem ser ou ondas de choque ou de “détente” separadas por um estado

intermediario constante U (conforme LAX, 1971) ligando U, a Uj.

O interesse maior reside essencialmente ao longo da caracteristica x = 0. Trata-se

da solugdo estacionaria Us que n3o depende sendo dos estados iniciais U, , Uy , assim

X
como de —.
1
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Definic¢éio de ondas de choque e de “détente”

Definicdo de uma onda de "détente” : Denominamos "j-détente" em um dominio

>
x

representagdo no plano (x,U) representagdo no plano (x,t)

Proposi¢do: os invariantes de Riemann sdo constantes ao longo de uma “détente”,
reciprocamente uma curva ao longo da qual os invariantes de Riemann s@o constantes €

uma “détente”.

Consequéncia: Existem entdo duas curvas de “détente” no plano (§,0) associadas aos
dois invariantes de Riemann W' =u+h e W =u-h definidas por:

A curva que passa por todos os estados podendo ser ligados a U. por uma
“] - détente” (W" = constante) é dada por:

1 (1+2a)

F_(Ug)={(S.Q).SE 0[ u+h=u, +h'3}:>Q:(“e +he)§«+2|:%:|2as =

A curva que passa por todos os estados podendo ser ligados a Uy por uma

“2-détente” (W™ = constante) € dada por:
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43} (142a)

F*‘(Ud): {(&Q).SZOl u-h=uy 'hd}3Q=(ud +hd)s_2[%1:|2<zs >

Definicio de uma onda de choque: Seja U € L2, existe pois uma curva local
partindo de U, e de diregdo r; e que verifica a relagio de Rankine-Hugoniot:

VUeC 3o talque o(U-Uy)=FU)-FU)

AU

e
X
representagdo no plano (x,) representagio no plano (x,f)

Definimos assim duas curvas S ~ (Up) (recip.S'(Ub))  que representam os

estados U podendo ser ligados por um I-choque (recip.2-choque); a saber:

a L " _ ’PrS)—P(S,) _ 0
S(U,)-{(S,Q),.520|u—u,_.—(S—S, W} .

. ’P(S)“P(S )
S ((}'d)={(S.Q).SZO| I.l=h‘d—(S—Sd m}
g e |

Resolugio do problema de Riemann

A solugdo do problema de Riemann é constituida, como vimos, por duas ondas
que podem ser ou “détente” ou choques, separadas por um estado intermediario U". Ha
entretanto a necessidade de se definir novas curvas X (U.) (respectivamente X' (Uy)
formadas a partir das curvas I"" (U.) e S (Uy) (respec. I' " (Us) e S (Uy)
que permitem representar a solu¢do completa do problema de Riemann, constituida da

associagdo dessas duas ondas, a saber:
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S W.)={(5<Q)S 20U eI (U,) se S<S,; UeS(U,) seS>S,}

S U.)={5<0)S20Uer(U,) se S<S, ; UeS(U,) seS>S,)

As curvas T (Ue) e " (Uy) sendo dificeis de obtengio do ponto de vista

analitico, elas sdo substituidas pelas curvas de “détentes” I~ (U.) e I * (Uy). Tal
problema chamado de problema de Riemann simplificado permite-nos explicitar

analiticamente a solugdo estacionaria conhecendo U, e Uy (Vila,1985).
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IV - ANALISE NUMERICA

ESQUEMAS NUMERICOS DE GODUNOV-VANLEER

NA GERAGAO DE ONDAS

No objetivo de facilitar a exposi¢do deste Capitulo, vamos tratar o problema
numa geometria parametrizada e independente, portanto, da abscissa curvilinea. Serdo
determinadas aproximagdes numeéricas das solugdes exatas das fungGes S (x,7) e Q (x,1),
variaveis das equagdes de Saint-Venant conservativas e unidimensionais e escritas na

forma matricial, conforme(1-3)- Cap. IIL

Método das Diferencas Finitas — Breve Revisdo -

Defini¢do: O Método das Diferengas Finitas consiste na aproximacgido das derivadas
parciais de uma equagdo diferencial através de formulas de diferengas, e conseqiiente
verificagdo da equagdo discretizada ao problema inicial, em determinados pontos do
dominio. Isto conduz a um sistema de equagdes algébricas, cuja solugdo fornece o valor
da fun¢@o desejada nos pontos pré-determinados.

Seja uma aproximagdo por diferengas finitas de incremento de tempo k e de
espago A, como se segue:
I; designa os pontos da malha de abscissa (j — ¥2).h <x < (j + %2 ).h , jh correspondendo

ao centro da malha e (j + }2).h suas interfaces.
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U;" designa a aproximag@o de U(x,!) no
instante f = nk em x = jh

U™ 12 (respectivamente

U" j+1/2) designa o valor aproximado de
U no instante n 4 direita
(respectivamente a esquerda) da
interface situada em (j + ).

Esquema de Godunov

O esquema numérico de Godunov € determinado a partir da forma conservativa
das equagdes de Cauchy e é baseado na resolugdo dos problemas de Riemman locais.
Tal esquema consiste na distribuicdo de U constante por malha. A solugio dada
pelo esquema sera, portanto, uma solug@o fraca. O calculo se desenvolve no esquema

tipo volumes finitos, em duas etapas, a saber:

Primeira etapa: prolonga-se U sobre cada malha /, x [7", 7"*"]:

‘v

Representagio no plano (x, U)
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u” (x,t)dx

Definimos assim, uma série de problemas de Riemann junto as interfaces de
cada malha que ndo devem interagir entre si, uma vez que as caracteristicas oriundas

das interfaces ndo devem ultrapassar o centro da malha vizinha.

Segunda etapa: determinamos a solugdo U' da equagio sem segundo membro,

integrando as equagdes sobre um volume de controle 2= It" ¢ "]

Demonstragdo: Consideremos um dominio £2 e uma fungdo teste ¢ = 1 dentro de 2 e
¢ = 0 fora de £2. Por defini¢dao, determinar / como uma solugio fraca de (1-3)- Cap. III)

equivale a:

[ vigacar [ @) r@).axar =o
ol 1] sl 11 ]

_[U_,+f(U)_dedt=0 = I ]{div[fg]))lxdxdro

o] o[

Aplicando a formula de Green podemos transformar uma integral de superficie

em um calculo de fluxo nas extremidades de cada malha.

P 1

=4 ! [ fz})]nds =0 -U" +U™ +j S0 (et )t )= [ £(U(x,00t )t )=0

"

Por intermédio da aplicagdo da formula da média, 3 7, em [t” J ] tal que:

f SO Cx, 00 it = 20 U(x,0001, ) j SO Cx,0t )t = £ U(x,,,0,))
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Escolhendo como primeira aproximagdo f,=t", obtemos o esquema numérico

conhecido como esquema de Godunov (1959):

U;JHI = U;I' _%(g(x}.‘_uz ,f)—g(xj_lfz ,t))

; - ; 1 =
onde g € o fluxo médio nas interfaces : g(U( y )) S j fWUg(x,n)dt e Ug a solugdo do
Jre—t
s | [!n’:nrl]

problema de Riemann.

Terceira etapa: Corrige-se a solugdo sem segundo membro a partir do valor do
segundo membro calculado no tempo n, a saber:
ot =0 3 a(o(0 )
A solugdo exata do problema € entdao obtida pela concordancia de uma série de
solugdes continuas por partes. Para que os diferentes problemas de Riemman nio
interajam entre si, faz-se necessario que as caracteristicas oriundas dos pontos de

abscissas X; ndo ultrapassem a meia malha. Essa condigdo de estabilidade é dita

condi¢gdo de COURANT-FRIEDRICHS-LEVY (CFL) que se traduz por:

max (’uj|+Cj. )%51

Esquema de Van Leer

Se por um lado o esquema de Godunov € o mais simples a se executar, por outro
lado a viscosidade numérica que ele introduz representa mal os choques, amortecendo-
os demasiadamente. E portanto possivel construir um esquema unidimensional
conservativo mais preciso, passando a 2* ordem. O esquema proposto € o de Van Leer.
Ele permite obter um esquema conservativo de segunda ordem no espago, através da

técnica de descentralizagdo de fluxo. Considerando uma aproximagdo da solugdo
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interpolada linearmente na vizinhanga da média, buscamos uma solugdo discretizada,

que a cada passo de tempo, € descrita pelos seus valores médios U] sobre um conjunto

de intervalos de passo constante Ax .

Por razdes de simplificagdo de apresentagdo, limitaremos a apresentar uma
malhagem uniforme de passo # (espago). A solugdo aproximada sendo conhecida no
tempo nk, a proposta € entdo, determinar as variaveis S € O (no centro da malha) no

tempo (n+1)k. A resolugéo se desenvolve em cinco etapas, a saber:

Primeira etapa: calculo das declividades (derivadas)

A distribuicdo de U nos intervalos /; € linear ao redor da média U]. A
declividade p7 desta distribui¢do € dada por uma estimativa centrada da derivada:

UL LUy

n__ 7 g+l

=" 5 Ax

Por razdes de estabilidade, acrescenta-se a esta definigdo de declividade, as
corregoes de monotonia eliminando assim os maximos locais. Para cada malha,

comparamos as declividades a esquerda, no centro e a direita, conforme se segue:

pr— U_;rn _U;-t Pd = U;n - U;
4 2Ax Ax

No caso da declividade mudar de sinal, retornamos a 1* ordem no espago,

anulando a declividade.

Segunda etapa: calculo das variaveis junto as interfaces.
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Calculamos assim as variaveis junto as interfaces das malhas no tempo nk a
partir das declividades calculadas anteriormente. Desse modo, para as variaveis situadas

emj + %, obtém-se:

n n Ax n+
U;mz _U + p; Ujv-uz =

Terceira etapa: calculo das variaveis junto as interfaces no tempo (1+1/2)U;"* "

A fim de aumentar a precisdo em tempo do esquema numérico, acrescentamos
uma etapa intermediaria cujo objetivo é determinar os fluxos nas interfaces. O esquema
numeérico € do tipo preditivo-corretor e permite calcular os fluxos nas interfaces no
tempo (1+1/2), o erro de arredondamento (em tempo) é da ordem de A7 invés de Ar. A

partir do desenvolvimento em série de Taylor (no tempo) € em 1* ordem, temos:

o : At 6U _Atof(U) At
Ui =Us o+ 2 o) =07, -2L2I) A G ) 1)

Quarta etapa: calculo da solu¢do sem segundo membro
A aplicagdo direta do esquema numérico tipo Godunov permite a determinagio

da solug¢do sem segundo membro:

4l n A4t (G( 1+1/2° )_ ( t+1/2* ))
U _U Ax U;+lf’2 G U} 1/2*

Quinta etapa: calculo das solu¢des com segundo membro
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Calculamos em seguida o segundo membro no tempo (7+1)G""' . A corregdo é
em seguida efetuada a partir da média dos segundos membros tomados no tempo (n) e

no tempo (n+1):

R G )

Estudo das condigdes iniciais e de contorno
Consideracdes Gerais

Dentro deste contexto algumas apreciagdes sobre condigdes limite, ainda que
resumidas, sdo feitas nesse item, a saber:

Sistema em questao:

{U., +f(U), =0, (xt)e[01]x[0]

U (x, 0 ) =U, (x) + condigdes de contornoem x=0 e x=1

O nimero de condigdes a serem impostas em x = 0 e x = 1 depende
evidentemente da solugdo ou mais exatamente do nimero de caracteristicas que entram
(a montante do dominio). Como o esquema de Godunov € construido a partir da
projegdo L? da solugdo exata, correspondendo a um dado inicial constante por malha,
fica relativamente facil implementar as condigdes de contorno, calcula-se apenas o valor

estacionario (isto € junto a fronteira) do %2 do problema de Riemann.

U,t +f(U),x=0
Ux0)=U,
U(O:I) s (Q-fs S’) = Uimpostu
0 dx 2dx

Condicdes de contorno de montante
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Buscamos uma solugdo U(x,) do problema dentro do espago de fungdes C' por

partes. O problema ¢ analogo ao problema de Riemann, sendo portanto definido no
quadrante (x > 0, # > 0), em seguida determina-se a solugd@o estacionaria pela intersec¢do
no plano (S,0Q) das curvas I" " e "~ com as curvas impostas pelo tipo de condigdo de
contorno. A teoria dos sistemas hiperbodlicos nos afirma que podemos impor duas

condicdes de contorno se o regime de escoamento ¢ torrencial ¢ apenas uma se o

regime ¢ fluvial. Sendo assim, temos:

U, +f(U),.=0
U(x0)=U,

0(0)=0,>0
S(0,t)=8,>0

Regime fluvial Regime torrencial

U.t +f(U),x =0
U(x0)=U,
0(0,1)=0, >0

Condigdes de contorno a jusante

A teoria dos sistemas hiperbolicos nos afirma que podemos impor uma
condi¢do quando o regime é fluvial e nenhuma quando o regime é torrencial. Neste
caso € a area molhada S que € imposta. Isto pode ser interpretado como uma condigdo

de regime uniforme a jusante.
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V - VALIDAGAO DO CODIGO DE CALCULO - ESTUDO DE

CASOS - TESTES COM O MODELO UNIDIMENSIONAL

Testes Realizados a partir de codigo de calculo com base nos esquemas numéricos

tipo Godunov- VanLeer

Testes Elementares em Regime Permanente

A proposta deste item € apresentar e comentar alguns dos primeiros resultados
de ordem numérica quando da geragdo de “roll waves” em fluidos newtonianos,
baseados nas equagdes ‘“shallow water”, e obtidos com o codigo de calculo
desenvolvido. O programa de simulagdo tem sua formulagdo tedrica assentada na teoria
de sistemas ndo-lineares hiperbdlicos e suas decorréncias, notadamente a resolugao dos
problemas de Riemman.

Afim de validar o esquema numérico adotado, faremos 02 tipos de testes: uma 1°
série de testes no regime permanente (casos de curvas de remanso - movimento
permanente gradualmente variado), canais com declividade constante e com mudanga
de declividade; uma 2* série de testes em regime transitorio (caso de ruptura de

barragem e ondas geradas por impacto localizado de massas solidas em meio liquido).

1* Série de Testes : Regime Permanente
e Curvas de remanso
Fixada uma vazio de 0.8 m’/s/m , um coeficiente de atrito Chézy (C=30) em
todo canal, variamos a declividade e as condigdes impostas a montante e a jusante.

Assim procedendo, obtivemos os resultados ilustrados como se segue:
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i) Curvas de Remanso tipo S ("'Steep Slope')

Para uma declividade do canal da ordem de 0.05 m/m, obtemos uma lamina
normal (h,) de 0.28m e uma lamina critica (h;) da ordem de 0.40 m. Impondo uma
altura (h) a montante de 0.39m (figura 1) e 0.10m (figura 2) pudemos verificar que, a

lamina d'agua tende para a lamina normal através de uma curva tipo S; no primeiro caso

e uma curva tipo S3 no segundo caso (curvas essas conhecidas da area de Hidraulica de

Superficie Livre) em regime permanente.

Figura I - Curva tipo S, - tang(6) = 0.05, h, = 0.28, h. = 0.40, h = 0.39.

Figura 2 - Curva tipo S; - tang(6) = 0.05, h, = 0.28, h. = 0.40, h = 0.10.

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidrdulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira




Cap. V- Validagdo do Codigo de Calculo 52 Tese de Livre Docéncia

A seguir, dentro do contexto de regime permanente, fixamos uma lamina igual a
1dmina normal da ordem de 1,50m. O canal ainda € do tipo retangular (largura = 1.0m),
mas agora com declividade nula, ou seja: um canal horizontal. Este exemplo foi
simulado através da fungdo "fundo" do tipo paraboldide entre 50 e 56 metros (conforme
figura 3). Comprovamos novamente a eficacia do codigo de calculo em regime
permanente através do surgimento da resposta esperada; ou seja, o aparecimento da
calota espelhada na superficie livre devido a um ganho de energia potencial com o

anteparo.

alessiddne |

Superficie livre com o aparecimento de uma

=
-
L

calota espelhada

Cota da superficie livre (m)
o
~

Fundo do canal com a presenca

de uma calota

e N

S0 55 &0
Distancia longitudinal (m)

Figura 3 - Presenga de um anteparo no fundo do canal.
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Canal com declividade constante

Em um canal retangular de 2000 m de comprimento, inicialmente vazio, de
largura constante (1metro) e de declividade de 0.3%, introduzimos uma vazdo constante
Q = 0.1 m%s. O atrito de parede é modelizado por um coeficiente de Strickler de 20. As
laminas d’agua de montante e jusante ndo sdo fixadas. O incremento espacial
Ax = 100 m e o incremento de tempo foi modulado de maneira a garantir um nimero de
Courant de 0.50.

O calculo através do codigo desenvolvido mostrou-se estabilizar rapidamente
(alguns segundos do computador) apos uma evolugdo regular das vazdes e laminas

d’agua sem oscilagdo — (figura 4). Na auséncia de condig@o-limite de jusante, a solugéo,

apos estabilizagdo, ¢ constituida de uma vazio de 0.1 m*/s e lamina d’agua de 0.285 m

(=0.10/0.35) ao longo de todo canal (valor idéntico aquela obtido pela resolugdo da
equagdao em regime permanente uniforme, ou seja, declividade de fundo igual a

declividade da linha de energia).
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Figura 4 — Evolugdo das vazdes para regimes de estabiliza¢do

Canal com mudanca de declividade do fundo.

Nas mesmas condigGes que os ensaios precedentes, apresentando, entretanto,
uma mudanga na declividade a meia distancia do canal (a montante = 4% e a jusante
2%), podemos observar, na figura 5, que existe um erro na previsdo das laminas d’agua
quando da mudanga de declividade do fundo. O incremento espacial de Ax =100 m
parece elevado para levar em conta a evolugdo da lamina na zona de mudanga de

declividade. E mostrado nesta figura um valor de referéncia obtido nas mesmas

condigdes por outro codigo de calculo mais preciso € com malha menor (Ax = 10m).

Unesp
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Abscissa (m)

Figura 5 — Evolugdo da profundidade em canal com mudanga de declividade

2% Série : Regime transiente
Problema de ruptura de barragem
e Problema de Riemann
O canal € retangular com fundo horizontal de largura 4.905 m e de 60 m de
comprimento. O atrito é desprezado, anulando o segundo membro da equagdo da
qauntidade de movimento. A condigdo inicial € constituida de velocidade nula, lamina
d'agua de 0.6086 m na metade de montante, de 0.0425 m na outra metade de jusante.
Consideramos uma vazdo nula a montante e fluxo de saida livre a jusante. Trata-se,
portanto, de um problema de Riemann simples para o qual conhecemos a solugdo
analitica constituida de um choque a jusante deslocando-se com uma velocidade o= 2.5
m/s, de uma zona intermediaria de ldmina 0.2124 m e velocidade de 2 m/s, terminando

por uma onda de "détente" a montante, de equagio
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h(x,t) = |(x/£)* -9.777x/t}/9g + 02707  para lamina  d’4gua
v(x,f) = 0.6667x/t +1.6295 para a velocidade.

O calculo foi efetuado com um At = 0.08 s (nimero de Courant < 0.50) e
Ax = 0.60 m.

Emt = 8 s, as figuras 6, 7, 8 permitem a comparagdo entre a solugio analitica € o
resultado do calculo computacional para a lamina d'agua, vazdes e velocidades
respectivamente. Os resultados obtidos sdo satisfatorios, em particular, quando se
observa que a frente do choque se "espraia" somente sobre 4 malhas, depois de 100 At
de calculo. Da mesma maneira, a montante, a "détente" esta deslocada de somente 3

malhas.

065 ~

060 f 3,
L

\
055 \\

=N

[-—— Numérico
- Solucgdo Analitica

\

A

R S SO R SO
Abscissa (m)

Figura 6 — Solugdo do problema de Riemann (ruptura de barragem)
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Figura 7 — Evolugdo da vazdo
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Figura 8 — Evolugdo da velocidade
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e Ondas gerada por impacto localizado de massa solida em meio liquido

Em toda a campanha de verificagdo de ondas gravitacionais geradas pela a¢do de um
bloco indeformavel em meio liquido (Projeto Fapesp 99/08197-9), estimativas dos
coeficientes de transferéncia de energia e diagnostico da complexa zona de geragao da
onda (figura 9), foram realizados. Ilustramos a seguir (figuras 10, 11, 12, 13, 14) o
protocolo experimental adotado que resultou, dentre os varios tipos de ondas geradas. O
ressalto hidraulico movel, solugdo de Saint Venant com choque, vem validar o codigo

de calculo empreendido.

Figura 9 - Esquema de langamento do corpo solido formando ondas de submersdo —
Zona de Geragdo -
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Ensaio experimental resultando em onda do tipo “Ressalto Hidraulico”

Tabela 1 — Caracteristica do bloco deslizante

Bloco 1(concreto)

L(cm) 33.1

I(cm) 297

E(cm) 12

BC)

Ps/Pw

Massa(Kg)

Tabela 2 - Dados do experimento

Lamina d’agua no canal

(d) (cm)

Distancia de langamento
do bloco sobre a rampa

(cm)

Coeficiente de atrito da

rampa (tg0)

Declividade da rampa (°)

Velocidade de impacto

(m/s)
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Froude

Distancia da sonda da

zona de impacto (m)

Tempo de simulagéo (s)

H3(exp) (cm)

H3(num) (cm)

Ps/Pw

Figura 11 - Esquema de filmagem no laboratorio (cdmera de video, iluminagdo, malha)
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Figura 12 - Aparelho de video utilizado para obtengdo do campo de velocidades

(pode-se notar no visor um dos experimentos realizados e o cronémetro, que passava os

quadros em 1/30 segundos).

I} EnmeRE
| DwANaent
iZpuRnEy

Figura 13 - Detalhe da imagem analisada no visor
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Comparagdo Numérico-Experimental de Ondas (e/d=0.80)

3 D
38 8

21,00 A

19,00 H3(num)

17,00 -

15,00 -

cota da superficie livre(cm)

13,00 r ' T T r T T 1
000 100 200 300 400 500 600 7,00 8,00

tempo(s)

Grdfico 14 — Apresenta os resultados obtidos da cota da superficie livre apos a

perturbagdo, utilizando o modelo numérico e o experimental. Podemos notar um perfil de

ressalto hidraulico para uma relagdo E/d=0.8
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VI - REVISAO SOBRE FUNGOES E SISTEMAS DIFERENCIAIS

NAO-LINEARES

V1.1 - Estabilidade e Plano de Fase
Uma equagao diferencial de segunda ordem autonoma € uma equagio da forma
x"=G (x,x') (1)
na qual, a variavel independente t ndo aparece explicitamente. Se introduzirmos a nova

variavel y=x', obtemos o sistema equivalente:

ox _

ot~

oy
=2 -G(x
= (xy)

ou seja, duas equagdes de primeira ordem, onde nenhuma delas envolve a variavel
independente t explicitamente. Este sistema € um caso especial do sistema autdonomo

geral das duas equagdes de primeira ordem, a saber:

ox
ol W o
= (xy)

oy _
3 =G(xy)

Novamente, a variavel independente t ndo aparece explicitamente. Assumimos
que as fungdes F' e G sdo continuamente diferenciaveis em alguma regido R no plano xy,
que € chamado Plano de Fase para o sistema em (3). Entdao, de acordo com os teoremas
de existéncia e unicidade, dado to e qualquer ponto (x,,y,) de R, existe uma Gnica
solugdo x = x(f), y = y(f) de (3) que esta definida em algum intervalo aberto (a,b)

contendo 7, e que satisfaz as condigdes iniciais.

x(to )=xos y(’u )=)’o- 4)
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As equagdes x(to ):xIJ . y( fu )= Y, descrevem entdo uma curva solugdo
parametrizada no plano de fase. Qualquer curva solugdo é chamada de Trajetoria do
sistema em (3), e precisamente uma trajetoria passa por cada ponto da regido R. Um
ponto critico do sistema em (4) é um ponto ( x*,y*) tal que

F(x*, y*)=G(x*,y*)=0
Se (x+,y+) é um ponto critico do sistema, entdo as fungGes constantes
x(t)=x*, y(t)=y* (6)
satisfazem as equagdes em (3). Uma tal solugdo constante é chamada de solugdo de
equilibrio do sistema. Note que a trajetoria da solugdo de equilibrio em (6) consiste no

ponto unico (Xxs,ys) .

Estabilidade

Um ponto critico (xs,y+) do sistema autonomo em (3) € dito estavel desde que, se

o ponto inicial (x,,y,) estd suficientemente proximo de (x*,y*) , entdo

(x(7), y(#)) permanece proximo de (x*,y*) paratodo # > 0. A figura I representa
um ponto critico (0,0) estavel.
O ponto critico (x*,y*) é chamado instavel se nio ¢ estavel. O ponto de sela

em (0,0) mostrado na figura 2 é um ponto critico instavel.
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Figura 1 — Um no improprio estavel

Figura 2 — Um ponto de Sela

Estabilidade Assintotica

O ponto critico (x*,y*) é chamado assintoticamente estavel se é estavel e,

mais ainda, toda trajetoria que comega suficientemente proxima de (x*,y*) também
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se aproxima de (x*, y*) quando 7 — +o. A figura 3 mostra um ponto critico

assintoticamente estavel. Este tipo de ponto critico € chamado de ponto de espiral.

4

N\
)

Figura 3 — Um ponto espiral assinfoticamente estivel

V1.2 —Sistemas Lineares e Quase Lineares

Discutamos agora o comportamento de solugdes do sistema auténomo (3), perto
de um ponto critico isolado (x,,y,) no qual F(x*,y*)=G(x*,y*)=0. Um ponto
critico € chamado isolado se alguma vizinhanga sua ndo contém outro ponto critico.
Assumimos todo tempo que as fungdes /' e G sdo continuamente diferenciaveis numa
vizinhanga de (x, ,,).

Podemos assumir sem perda de generalidade que x,=y,=0. Caso contrario,

faremos as substituigdes u=x-x, , v=y-y,. Entdo é-{:— e 6_y=Q de
ot ot Ot

modo que:
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% = F(rf+xo,v+yo)= Fl(“’v)

g=(}(u+xo,v+yo )=G,(u,v)

que tem (0,0) como um ponto critico isolado.
Portanto, assumimos daqui em diante que (0,0) é um ponto critico isolado do
sistema auténomo em (3). Segue-se entdo da formula de Taylor para fungdes de duas

variaveis que (3) pode ser escrito na forma

%f—:ax+by+f(x,y)

%:i=cx+cbz+g(x,y)

onde a=F,(0,0), b=F;(0,0), c=G,(0,0), e d=G, (0,0), e as fungdes
f(x,y) e g(x,y) tém a propriedade que

_Sfxy) " _g&(xy) -0 )

lim
(xy)>0,0) /x +y (x,v)—N‘OOJqfx .|.y

ou seja, quando (x,y) € proximo de (0,0), as quantidades f{x,y) e g(x,y) sdo pequenas em

comparagdo com r =4/x” + y* | o qual é pequeno. Dai, quando (x,y) é proximo de (0,0),
o sistema ndo linear em (8) €, em algum sentido, “proximo” do sistema linearizado.

ox
—_—= +b
ot Sl

dy

=cx+d)
ot Sl e

Assumindo que (0,0) é também um ponto critico isolado deste sistema linear, o
sistema autonomo em (8) € portanto chamado de quase linear desde que fe g
satisfacam as condi¢gbes em (9). Acontece que, na maioria dos casos (mas ndo em
todos), as trajetorias perto de (0,0) do sistema quase linear em (8) parecem-se muito —

qualitativamente — com aquelas de sua “lineariza¢do” em (10). Conseqiientemente, o
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primeiro passo com dire¢do a se compreender sistemas autonomos gerais € caracterizar

os pontos criticos de sistemas lineares.

Sistemas Lineares

O sistema em (10) é prontamente resolvido pelo método de eliminagdo ou pelo
método de autovalor. Usando o ultimo método, substituimos x = Ae* e y = Be* em (10).
Depois de dividir as equagdes resultantes por €, obtemos as duas equagdes lineares

homogéneas, a saber:

(@-2)4+ bB=0

cA+(d-2)B=0 e

que os coeficientes 4 e B devem satisfazer. Para que as equagdes tenham uma solugdo

nao-trivial, o determinante dos coeficientes deve anular-se:

A=(ai)(d-A)-bc=ad-a.A-d A+ -b.c

=A* —(a+d).7t+(a.d—b.c):0
A natureza da solugdo do sistema em (10) € determinada pela natureza das

raizes da equagdo caracteristica quadratica em (12). Notando que esta equagdo €

simplesmente a equagdo caracteristica da matriz de coeficientes
a b
¢

Assumimos que (0,0) € um ponto critico isolado em (10). Segue-se que

do sistema linear em (10).

ad— b.c # 0, de modo que A = 0 ndo pode ser raiz de (12). A razdo é que o termo

constante (a.d — b.c) em (12) é o determinante do sistema de operagdes lineares

ax+by=0
cx+dy=0
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Se (a.d - b.c) = 0, as equagdes em (13) sdo as equagdes da mesma reta que
passa por (0,0), de modo que o sistema tem toda uma reta de pontos criticos no lugar de
um ponto critico isolado em (0,0).

Conseqiientemente, a equagdo caracteristica em (12) recai em um destes casos a
saber:

1. Raizes reais desiguais de mesmo sinal;

2. Raizes reais desiguais de sinais contrarios;

3. Raizes reais iguais nao nulas;

4. Raizes complexas conjugadas; ou

5. Raizes imaginarias puras.

Teorema 1 Estabilidade de Sistemas Lineares
Sejam A, e A, as raizes da equagdo caracteristica

Z—(a+d)A+(ad-bc)=0
do sistema linear

a—x:ax+by

a2 cx +dy

com a.d — b.c #0. Entdo o ponto critico (0,0) é

(a) assintoticamente estavel, se as partes reais de A; e A, s3o ambas
negativas,

(b) estavel, mas ndo assintoticamente estavel, se as partes reais de 4, e 4,
sao ambas zero ( de modo que Aj,A; = £qi);

(c) instavel, se 4; ou 4, tem parte real positiva.

Para nos, € consideravel o efeito de perturbagdes pequenas nos coeficientes a, b,
¢ e d do sistema linear em (10), que resultam em pequenas perturbagdes das raizes
caracteristicas 4 e A;. Se essas perturbagdes sdo suficientemente pequenas, partes reais
positivas (de A; e Az) permanecem positivas, e parte reais negativas permanecem

negativas. Portanto, um ponto critico assintoticamente estavel permanece
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assintoticamente estavel, e um ponto critico instavel permanece instavel. A parte (b) do
Teorema 1 €, assim, o Unico caso no qual perturbagGes arbitrariamente pequenas podem

afetar a estabilidade de ponto critico (0,0).

Tipo de ponto critico

Raizes da equacio

Caracteristica

Tipo de

ponto critico

Reais, desiguais, mesmo sinal

N6 improprio (i)

Reais, desiguais, sinais contrarios

Ponto de sela (ii)

Reais e desiguais

NO proprio (iii) ou improéprio (iv)

Conjugadas complexas

Ponto espiral (v)

Imaginarias puras

Centro (vi)

Exemplos de Pontos Criticos

"4
7

Um N6 Impréprio (i)
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Um Ponto de Sela (ii)

%

Um Né Proprio (iii)
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Um N6 Improprio (iv)

Um Ponto Espiral (v)
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@\
\3)

Um Centro (vi)
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Vil - ROLL WAVES COMO SOLUGAO DO SISTEMA SHALLOW
WATER INVISCIDO (PROBLEMA DE DRESSLER)

Equacionamento matematico

Com base em uma quantidade finita de material isotropico, admitindo que a
massa especifica ndo varie, e supondo que a profundidade do escoamento é grande
quando comparada ao diametro das particulas constituintes, um modelo incompressivel
pode ser adotado a partir das equagGes da conservagdo da massa e quantidade de
movimento. As equagdes "shallow water" com choque (dada a natureza dos
escoamentos com frentes ingremes) sdo obtidas a partir das equagdes classicas da
mecanica dos fluidos. O sistema fica entdo constituido de uma equagdo da conservagio
da massa (1), uma equagédo representativa da conservagdo da quantidade de movimento
(2) e duas relativas ao ressalto hidraulico (3 e 4), conforme se segue

Cconservacdo da massa :

oh | 5(h.u)=0
ot ox

Conservac¢io da quantidade de movimento :

o(hu)  o(hu*) gRRve g
v + o +g.h.cos(9).5-;—g.h.sm(6')

U
CZ

oh  ou  o(hu) ou oh .
—+h—+u———~+hu—+g.hcod@)—=g.h. -
Su—+th—tu=—"L+hu—-+g cos( ) T sin(0)

g’

C2

- +h

:,u[@.,.M]+h_6_“+h_u_g—u+g.h.cos(0).—g—h~ = g.h‘sin(ﬁ')— g
X X

ul
ot ox ot c?

g.u’

= %—?+u.%+g.cos(0 )% =g.sin(0)- T
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ph(w—u)=p,h,w

Loy wu = ~;— p.g.h*.cos(6)

profundidade do escoamento

profundidade do escoamento uniforme

velocidade média na vertical

velocidade de propagagdo da frente do escoamento
coeficiente de Chézy

declividade do canal

massa especifica do fluido

O 2° membro da eq. (2) é composto de dois termos:
termo da gravidade
termo representativo dos efeitos dissipativos na interface entre o escoamento e

as paredes do canal.

Condigoes de existéncia de "roll waves"

A proposta deste paragrafo € elucidar as condigdes necessarias e suficientes para
a geragdo de "roll waves" como solugdo das equagdes "shallow water".
Considerando o escoamento de um fluido sobre um plano infinito, definimos a

principio, as variaveis de interesse e por conseguinte as escalas de trabalho; a saber:
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_x tan()

escala de comprimento: H = X

0
u

Jgh,. cos(@)

escala de velocidades: U =

4

, I
tan(9) Jg.h,.cos(6)

escala de tempo: T'=

onde /g h,. cos(6) a velocidade de propagacdo das ondas gravitacionais.

Se introduzirmos essas novas variaveis adimensionais nas equagdes (1) e (2), e
se desprezarmos as variagdes da massa especifica, temos:

Trabalhando com a equagdo (1):

@+M:O
ot ox

o(H .h,) +a(ﬂ.m.U.,/gnho.cc.se)=0

5 T.h, a[ X .h, ]
1g 6./ g.h, .cos6 1g6

rgﬁ.,/ g.h, .cosé.%%ﬂg&,/g.ho. cosﬂ.w =0

Como hp>0

OH | o(H.U) _ 5
o  oxX

Trabalhando com a equag@o (2), tem-se:

gu’
2

% + u.% +g. cos(@).% = g.sin(8) - o

a(U-Jg-hocosé’) on 5(U-Jg-hocost9) o(Hh,) _
s Th, ' a[ Xh, ) a[)(.h0 ]
126.\/g h, cosb g0 1g6
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gU? gh,.cosé
4
- gainle)- 2K

J&h, cos0.1g6.\/g.h, cos® dU i \g.h, cos8.1g0,[g.h, cos .80 W,
h, or h, Soar

2
;s g.cos(0)h,.1g0 oH & g_sin(t?)—g'U g.cosé

ho oX C*H

oUu ou o g’
01g0| —+U.—+— f)-————
g.cosb.ig [6T+ X 6X) &S m()

U U oH
OO o @) gl L e B
[af X aX] ﬂ iy 2

Trabalhando com a equag@o (3) e (4), tem-se:
ph(w—u)= py.hyw
p.H h, (W. g.hy.cosf -U. g.hu.0059)= Po-hy W .\ gh,.cos@

p = constante e iy = 0

HW-U)=w

Po-h, .W.Jg.ho . cos&U.Jg.ho .cos@ = %.p.g.H 2 h,”.cos(6)

wu=Lpge
2

temos assim:

oH  AHU) _,
or ox

[au ou 6H]:1_ﬁU_z
or oX oX '

wW=HW-U)

Unesp
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A determinagdo do critério de formagdo de "roll waves" requer, antes de tudo,
uma solugdo para a equacdo da superficie livre. Primeiramente reescrevemos as
equagdes em um sistema movel de coordenadas. Seja, por hipotese, {= X — W.T, onde
W representa a velocidade adimensional de propaga¢do da frente de escoamento
(celeridade). A partir dessas premissas, podemos estabelecer as relagdes para as fungdes
derivada, conforme se segue:

SHonoH 05,

, H'W
oT oc oT

U _U % _ iy
oT  oc oT

U _U 95 i
X 0O oX

oH _oH 95 _
0X 0Og 0X
ou seja:

% - wu g—f\f =U %: W H
Substituindo nas equagdes (5) e (6), temos:
-WH+H'U+U'H=0
H'({U-W)+U'H=0

UZ
= W.U'+U.U'+Hl= 1 - ﬂ—]_}"*

U2
'U-W)+H'=1-8.—
UU-Ww)+H=1-8 =

O que resulta no sistema:
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HUHU-W)H'=0

2
U-w)u+ H'=1 _'B'F

Obtemos, entdo, 2 equagdes lineares a 2 incognitas (U’ e H’). A resolug@o desse
sistema fornecera 2 equagdes diferencias com U’ e H’ e suas respectivas derivadas de

1* ordem,; a saber:

UZ
H|1-8—
oH [1 5 H]

% WU-WP-H

- W).[l =B Ui]

U':ﬂ= H
o~ WU-Wy-H

©)

A relagdo entre essas duas equagdes permite-nos verificar que a vazio especifica

€ uma constante, ou seja:

LR - [
U (w-0)

H (W -U)= K =constante

Se aplicarmos (10) na expressdo de H'(equagdo (8)), obteremos finalmente uma

equagdo nao linear de 1* ordem, conforme explicitado abaixo:

L et

¢ [

A resolugdo desta equag@o vai nos fornecer o perfil desejado da superficie livre.
Verificamos, entretanto, que para esta equag¢do ndo existe solugdo periddica. A proposta
seria entdao tentarmos “construir’ solugdes periodicas a partir de solugdes continuas

intercaladas por ressaltos hidraulicos, por exemplo. Para isso, precisamos encontrar
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solugdes continuas que apresentem a propriedade que em uma determinada se¢do o
escoamento seja supercritico € numa outra posterior seja subcritico. Por continuidade,
deve existir um ponto de abscissa ¢ , de profundidade H,, e velocidade Uy, onde o

numero de Froude seja igual a unidade ( escoamento critico ). Exposto isto, tem-se que
W -U, =,/H, . Para este ponto, em particular, o denominador da equagdo (11) € nulo,

o que significa uma descontinuidade, salvo para o caso em que o numerador também é
nulo. Por outro lado, a experiéncia mostra que na vizinhanga do ponto critico, o perfil
da superficie livre € praticamente horizontal e ndo vertical. Exposto isto, este ponto
critico € portanto necessariamente diferente daquele onde ocorre o ressalto hidraulico,
de maneira que sO € possivel “construir’ roll-waves quando o numerador e o
denominador se anulam concomitantemente. Essa condigdo nos fornece, pois, 2
parametros: U e Hyo como fungGes de variaveis de interesse (integrando as equagdes de

H e U'), conforme mostrados abaixo:

R —BW +pw? 1

0 1—8

w—pw?

.=
0 1_ﬁ

K= -U,)H, =(H,):

Por conseguinte, a relagdo (10) é entdo substituida na equagado (11). Assim:

(H‘W—K)J . [ i]z
H{1l-p~—*| H -B|/WH-H?
H ( B e B

ok [ B H -H:

Os polindmios do numerador e denominador tém como raiz Hp, podemos assim

rescrever a equagao na forma:
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oH (H-H)H?+H(H,-W?p)+pH?)
oc H-H)H2+HH,+H?)

(12)

A equagdo diferencial para a superficie livre no intervalo continuo € entdo dada

oH H?+H(H,-W*p)+pH,

¢ (H:+HH,+H?) U2

Enfim, para gerarmos "roll-waves", a partir da equagdo (13), é necessario que

[—Q}—g—] > 0, que implica em:
¢ J-n,

1-JB
A

Trabalhando no primeiro termo da inequagdo (14), temos:

[ﬁ ﬂ\/_] e-lB)-5-1p)_, [ ﬂz—ﬂﬁ+ﬂ’ﬁ+ﬁ’J

B+JB) Ca+BI-B-VB) T\ B +BVB-BVB-P

PB(-1+B)
B E

Entdo: (15) Z.J[‘)’c.l:ﬁ c%

_ g
p " C2.tan(6)

u’ _C*.tan(6)h _ C” .tan(6)
g

mas u” =C”.tan(6)h Fi=
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VIll - ANALISE DE ESTABILIDADE LINEAR DO SISTEMA
"SHALLOW WATER" VISCOSO

O objetivo desse Capitulo € analisar o escoamento em canal usando como
sistema principal as equagdes “shallow-water” apresentando, no segundo membro da
equagdo da quantidade de movimento, os termos de gravidade , efeito de parede tipo

Chézy e notadamente os efeitos difusivos devido a viscosidade do fluido.

Dressler (1949) em sua analise, ndo considera os efeitos difusivos (viscosidade).

Seu estudo tedrico sobre o fendmeno “roll waves” nos leva a:

i) A relagdo 4r* <m, onde r é o termo de resisténcia tipo Chézy (r = % = Cf] ema

declividade do canal (@ em nosso estudo). Essa relagdo € conhecida como
condi¢@o necessaria para a existéncia de "roll waves", mostrando que se o efeito
de resisténcia da parede € grande, ondas periddicas tipo "roll waves" ndo deverao

se formar, o mesmo acontecendo para efeitos muito pequenos.

Em todos os casos, o valor de m e r* poderiam ser fixados anteriormente, pois

conhecemos a natureza das paredes do canal e sua declividade. Se uma velocidade
de propagagdo for ainda prescrita, teremos segundo Dressler (1949), uma familia
de solugdes periodicas ( a 1-parametro ) com relagdo ao comprimento de onda. Se
somado a isto, fixarmos também o comprimento de onda, a solug@o € unica. A

figura 1 ilustra um trem de "roll waves", segundo Dressler.
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m=tg®=0.4

r*=g/C*=0.01

Figura 1 "roll wave" solugdo tipo.

Needham e Merkin (1983) introduzindo os efeitos viscosos estendem o estudo
de Dressler (1949) e verificam que a inclusdo deste termo ndo altera a condi¢ao de
estabilidade do escoamento uniforme, e mais, quando o escoamento torna-se instavel,
uma familia de solugGes ( a 1-parametro ) quase periodicas aparecem ( tendo como
parametro de controle a velocidade U da perturbagdo ). Isto € interpretado e deve
resultar de uma bifurcagdo de HOPF do escoamento uniforme para uma velocidade

critica da ordemde U.=1 + Il ,

ol

Em nossa analise, os passos a serem seguidos serdo aqueles usados por Needham
e Merkin (1983) levando ainda em consideragdo os termos viscosos modificados, aqui
adaptados ao grupo de equagdes de "shallow water", de maneira mais apropriada e por
conseguinte mais consistente. Para tanto, uma analise matematica mais afinada podera
nos esclarecer sobre o novo termo a ser considerado no modelo viscoso. Na verdade,
uma nova discussdo matematica do termo viscoso devera ser empreendida, conforme

apresentado no item subseqiiente.
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SELECAO DE CHOQUES - CONCEITO DE ENTROPIA E CONSIDERACOES
GERAIS

Atentando-nos para as solugdes do sistema conservativo do tipo
u,+f(u), =0
u(x,O)zuo (x)
no caso escalar, e em utilizando o método das caracteristicas, demonstra-se que as
solugdes C' sdo definidas apenas para curtos intervalos de tempo. Para se resolver o

problema do ponto de vista fisico, € preciso admitir a existéncia de choque ao cabo de

tempo finito. Passamos entdo a tratar ndo mais solugdo fortes ou regulares, mas solugoes

no sentido de distribuigao. Se x(t) ¢ o local da curva de choque; ue =u (X(t )_ >t ) -

valor a esquerda - ; ug=u (X (t )+ 31 ) - valor a direita - e o salto de u sendo da forma
[u ]= U, —ug4, a partir da formulagdo “fraca”, obtemos as condigdes de Rankine-
Hugoniot da dindmica dos gases; a saber:
[ | 2 (u ) ]:cr [u ] o: velocidade de propagagao do choque.
Para o problema, assim colocado, temos muitas solugdes e precisamos portanto

cercar ou determinar aquelas que atendam ao problema fisico. Dai o conceito de

entropia, ou seja, tentar buscar solugGes que verifiquem, ao menos, a seguinte

proposi¢do: Qual seria a solug@o, no limite, do problema viscoso u, + f (u )x =vu_ ?
Diz-se que uma solugdo verifica a condigdo de enfropia, se para todo bindmio

entropia-fluxo(U,F), sendo U convexa, tem-se Ug+Fy <O, no sentido de

distribui¢do. Isto posto, ao longo de uma descontinuidade, temos:
o[uw]-[F(u«)]<0

De maneira geral, as condigdes impostas acima sd3o consideradas como

verificando a entropia, que no caso escalar, da garantia de unicidade da solugao.
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SISTEMA SHALLOW WATER VISCOSO (v #0)

Needham e Merkin (1984, 1986) em seus trabalhos sobre “roll waves” adotam um

sistema shallow water viscoso da forma:

h,+ (hu), =0 (1)

xx

2 2
u,+(u7+gcosé’h] =gsend-C, u?_{_vo u 2)

Para uma discussdo mais direcionada desprezamos, nesse caso, os termos de atrito
e as constantes. Retomamos ent@o o sistema (1-2), na seguinte forma:

hy +(hu), =0 3)

2
u,+[-u2—+gcos (6 )h} =Ug Uy,

x

para o qual o bindmio entropia-fluxo (U, F ) é dado respectivamente por:

hu?

U(h,u)= 3

X
+gcos (0 )T

2
F(h,u)=hu?+ gcos (6 )hT

Além disso, neste caso, a viscosidade adotada ndo tem representatividade fisica no

L] n e} i s v
contexto do grupo "shallow water" (termo viscoso inadaptado), ou seja, ndo escrevemos
corretamente a equagdo da quantidade de movimento, ndo obtendo assim, as
“boas”’condi¢des de choque. De outra maneira podemos dizer que o sistema escrito nas

variaveis (/,u ), tal como em (3-4) ndo verifica a entropia convexa. De fato, a partir do

calculo do Hessiano D?(U )(h,u) temos que:

0 () (h,u)-{ €ere) .

h

Verificamos, pois, que o produto dos autovalores € positivo apenas na condi¢do de
Froude F'<1. Nesse caso, retomamos o sistema (1-2) reescrevendo-o e adaptando o

termo viscoso ali presente as condigGes "shallow water" (termo viscoso com maior

representatividade fisica), a saber:
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r

h+(hu),=0

2
(h“ ); +{ hu® + 8005(9) %J =ghsend-C, u® +U(h"x),

x

As condigdes de Rankine-Hugoniot sdo dadas nesse caso por:

h (c-u),=h_(c-u)_=K,

Ko[u]:gcos(e)[é]

A partir do sistema escrito na sua forma conservativa e fazendo g=Au, o novo

bindmio de entropia (U, F ) € dado por:

2 B2
U(h.q )=g—h+gcos © )T

3
F(h,q)=;’—2+g cos (0)hq

De maneira analoga ao procedimento anterior, podemos rapidamente verificar que
a entropia é convexa nas novas variaveis (h,q ) - matriz Hessiana é definida positiva
para uma fungdo convexa e toda forma quadrdtica tem os autovalores da matriz
simétrica positivos. O conceito de entropia convexa corresponde, na verdade, a energia
do sistema, que devera decrescer de montante para jusante. Neste caso especifico, as

condigGes de entropia sdo equivalentes as conclusdes de choque de Lax (1971) ou seja:

u,-c<.gh<u_-c ,;

resultado este conforme o artigo classico de Dressler (1949). Dessa maneira,

encerramos aqui a “boa selegdo” de choques.
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Para a analise de estabilidade linear propriamente dita, partimos do seguinte sistema
"shallow water" :

e equacdo de conservagdo da massa:

a_h.q..m:o
ot ox

e equagdo da conservagao da quantidade de movimento modificada:

o(hu) , dlam)
ot

sendo:
v : viscosidade do fluido
a : coeficiente de distribui¢do de velocidade

A fim de determinarmos os pardmetros que colocam em evidéncia o
desenvolvimento de instabilidades, torna-se necessario uma adimensionaliza¢do das
equagdes acima, a saber:

e escala de comprimento: x = Lx* ; L representa o comprimento de onda e

h=h,h* ,

escala de velocidades: w=u,.u*.

escala de tempo:  w=t,.t*= (L/ u,).t*

O indice n representa as condi¢gdes de escoamento uniforme e o asterisco (*) as
variaveis adimensionais.

Introduzindo essas variaveis e omitindo os asteriscos (*), obtém-se:

Qf:_+ o(hu) s
ot ox

Ou Ou uoh 1 0oh tan(@) , u® 1
—tau——(@-1)——+——= (A-—)+—.
il a i L
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A fim de analisar o estudo quase permanente do sistema "shallow-water",
fazendo z = x-Ut onde U € uma velocidade constante de propagagdo, tem-se:
z=x- Ut
Donde a equagdo da conservagdo da massa torna-se:
h(u-U)=1-U
e a equagdo da quantidade de movimento:

Oty 2 -y My O R B0
0z 0z

h 0z F?oz eF%
Substituindo a equagdo da conservagdo da massa em (12), podemos eliminar a

variavel # e obter uma equagdo diferencial de segunda ordem em A, a saber:

+L.{h3 —aF*(1-U)? +a[U2h2(1—l)]}@
F*(1-U) a || e
tan (0)(h—1)(h—h,)(h—h,) _

eF*U-1)h =

h =5 -D{[U+1]-/W+3)T-D)

h, =%(U—l){[U+l] +JU+3) (U-1)}

Verifica-se que para obtermos 4, e A, reais, € necessario que U > 1.

No objetivo de verificar a existéncia de solugdes periddicas para a equagdo (13),

a nossa proposi¢do € de verificar a existéncia de tais solu¢des no plano de fases. Para

tanto, tem-se:

gﬁz w=F (hw)
0z

ow 0*h
i LS -
oz 0z° 2 (4,W)
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w1, Re _{,,3_mvz(l_u)zm[whza_i)ﬂw tar(8) (h=1) (h=h,) (h—h)
& h (1-U)hF* a eF*(U-Dh

Estudo dos pontos de equilibrio:
Fr(hw)=0->w=0
Fa(hw)y=0->h=1
Donde verifica-se que o escoamento uniforme ( h =1 e w = 0 ) é um ponto de
equilibrio.
Podemos entdo pensar em verificar a existéncia ou ndo de orbitas fechadas ao
redor deste ponto de equilibrio. Assim sendo, deverdo existir solugdes periodicas para o
problema pesquisado.
Através de um processo de linearizagdo do sistema (14) na vizinhanga do ponto
de equilibrio (A,w) = (1,0), obtemos o sistema linear de equagdes, a saber:

h=1+nh e w=pw onde, p<<l e np<<l

(15)

tan(6) )
eF*(U-1) 200

B Re = 201 1732 2 _l —
g— —(I*U)f'ﬂ‘{l aF“(1-U)"+alU*(1 a)}w

Isto posto, passamos a determinar os autovalores A; (i=1,2) do sistema (15), a
saber:
O determinante A é dado por:

0 1

tan(@) _ Re
s F (U -1) ) A-U)VF*

{1 -aF*(1-U)? +aU2(1—l)}
a
O que resulta na equagdo quadratica em A, conforme se segue:

P Re
(1-U)F?

{1 —aF*(1-U)? +aU1(1-i)};J =
a

tan(@) il 0 _
P U-D f+20-)}r =0
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Para obtermos auto-valores reais e distintos e por conseguinte Orbitas fechadas
- YT y e . v e o .
(ou solugdes periodicas) torna-se necessario que o discriminante A = b“ — 4ac  seja

estritamente superior a zero. Assim sendo, tem-se:

_ Reuufi s caunael gl wtan8) o pysm o
( (l—U)‘Fz{l aF*(1-U)’ +aU%(1 a)}] 4_1.( S'FZ(U_D{I-&Z(I U)}]>0

tan(@) "
TP {l+20-U)})0
1+21-U)>0 = U<%

U-1>0 = U>1

O que resulta:
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IX - GERAGAO E PROPAGAGAO DE ROLL WAVES EM

ESCOAMENTOS DE FLUIDOS NAO-NEWTONIANOS -
PROPOSTA DE MODELO REOLOGICO DE FLUIDO DE
BINGHAM COM COMPROMISSOS DE ENGENHARIA

Tendo como objetivo determinar de maneira clara, concisa, € com vistas a
aplicagdo em problemas de engenharia um modelo matematico capaz de reproduzir “roll
waves” no seio de escoamentos de fluidos de Bingham (notadamente em "debris flow",
ou fluidos hiperconcentrados), este item tem como finalidade fazer uma revisdo
sintetizada dos principais modelos reologicos existentes para tal fim; colocando em

evidéncia suas vantagens e/ou limitagdes ou inconvenientes quando de sua aplicag@o.

1 - Principais classes de modelo para o diagnostico de “debris flow”

Na verdade, ndo ha um modelo que reduza um escoamento tipo "debris flow" ao
seu centro de massa. O modelo mais simplista ¢ devido a Takahashi (1981) que
determina a distancia de parada do escoamento (alcance) a partir da forma que adquire o
deposito de material. Fica, pois, descartado o modelo classico de dindmica de
avalanchas proposto por Voellmy (1955) que reduz o seu estudo a dindmica do seu
centro de massa, considera um problema plano (toda a propagagdo lateral da avalancha
€ desprezada) além de desprezar o movimento relativo de particulas no seio do
escoamento. Ainda que seja de grande utilizagdo pratica dos engenheiros, deve-se
interpretar tais resultados com bastante cautela haja visto as hipoteses restritivas na sua
formulagdo.

Podemos, de uma maneira geral, ¢ em 1° lugar, classificar os escoamentos a

partir dos trabalhos de Jonhson (1970,1984) que atribui uma estrutura argilosa aos
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“debris flow”, com forte concentragdo de material fino, tratando a coesdo como
parametro significativo. Em segundo plano temos os trabalhos de Bagnold (1954,1956)
ou modelo granular, que sdo utilizados para os escoamentos que apresentam blocos de
maiores dimensdes, onde o fendmeno da colisdo entre eles é parimetro determinante. O

quadro abaixo nos da uma boa aproximagdo destas duas classes de modelo.

Quadro 1 - Tipos de escoamento e Mecanismos de sustentagio

MECANISMO QUE
TIPO DE ESCOAMENTO i
sustenta os sedimentos

“grain flow” pressdo dispersiva

“debris flow” 7 coesdo e densidade
“mud flow

da estrutura argilosa

a) Modelo simplificado de Takahashi (1981)

Quando um escoamento tipo “debris flow” chega em um ponto onde a
declividade do canal diminui de maneira abrupta, sua velocidade diminui, sua frente
aumenta (altura cresce), e por fim para. A fim de modelar tal fendmeno, Takahashi
assimila o escoamento a um perfil de forma trapezoidal cujas dimensdes variam em
fungdo do tempo. As componentes da velocidade sdo uniformes e a concentragio de
material fino é a mesma em toda a massa - Figura 1. A partir das leis de conservagio da
massa e da quantidade de movimento aplicada ao bloco trapezoidal, pode-se determinar

o alcance X1, do escoamento. Esta distancia € definida pela relagao:

2 -
X, = % sendo Y =v, cos(d, - 9)[1 + (@ np) et +np).cos(0u) gh, J

206-p)Cd, +p) v

B (6 —np)g.Cd,.cos(b, ) tan(f) =L onde:
e G—[ G Vot J (6) onde:
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v, Cd,, e h, representam as velocidades, concentragdes e altura do escoamento a

montante; ¢ e p representam, respectivamente, a densidade dos graos e do fluido em

questdo; @ e ¢ a declividade e o angulo de atrito interno.

Figura 1 — Modelo simplificado de Takahashi.

b) Diferentes modelos reologicos

A modelagdo fisica de escoamento tipo "debris flow" necessita da escolha de um
modelo reologico representativo. Dentro desta proposta, diversos modelos foram
desenvolvidos - os modelos tipo “Bingham” com formula¢do mais ou menos complexa,
oriunda dos trabalhos de Jonhson (1970,1984) e utilizados, por exemplo, na China para
estudo de escoamentos com forte concentragdo em materiais finos. Por outro lado,
temos os chamados modelos granulares, oriundos dos trabalhos de Bagnold

(1954,1956).
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i) Modelo de Bingham

O principio de base destes modelos reside no fato que os “debris flow” tém um
comportamento intermediario entre um solo com mistura de argila e de blocos e aquele
de um fluido viscoso (tipo hiperconcentrado).

Por outro lado, diversas analises em sitios e depositos de “debris flow”
comprovam rapidamente as limitagdes do modelo classico da Mecénica dos Solos que

estabelece que 7 = 7. + MNfan(¢), e que incluindo um termo viscoso tem-se

T= 7. + N.itan(¢) + ;{E] onde 7. representa a tensdo critica de cisalhamento ou

s Shaielay oo i en ok Ay, du s :
rigidez inicial, p a viscosidade dindmica, e 5 o gradiente de velocidade.
Uma simplificag@o deste modelo, que consiste em desprezar os atritos internos,
. ) » du
permite-nos chegar ao modelo reologico de Bingham : 7= 7.+ u| — |.

Se por um lado, este modelo simplifica 0 processo de mistura entre a argila e a
agua, em contrapartida ele explica relativamente bem algumas das caracteristicas
essenciais da dinamica desses escoamentos, quais sejam: seu mecanismo de deslanche
(partida) a altura ndo nula; o alcance do “debris flow” e o fato de uma parte do

escoamento efetuar-se como bloco rigido.
ii) Modelos granulares

Uma vez que o modelo precedente ndao permite explicar as diversas interagdes
(choques) entre os diversos blocos no seio do escoamento tipo “debris flow” (haja visto
o barulho que se produz, quando da passagem destes escoamentos), um modelo tipo

granular se evidencia. Takahashi, por exemplo, aplica em seus trabalhos os resultados
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obtidos por Bagnold que admite o escoamento “granular” como um conjunto de esferas
idénticas, distribuidas uniformemente no fluido e em diferentes camadas, que deslizam
umas sobre as outras. A tensdo de cisalhamento seria entdo, resultante da transferéncia
de quantidade de movimento de camada em camada, quando da colisio ou choques
entre particulas. Dentro dessa mesma proposta, Savage e Jeffrey, com base na teoria
cinética dos gases, diferentemente de Bagnold, levam em consideragdo o movimento
aleatorio das particulas representadas por graos esféricos lisos (sem atrito).

Se por um lado tal modelo fornece o tensor de tensdes, seu dominio de aplicagio
€ restrito, uma vez que a concentragdo de particulas deve ser mais ou menos uniforme e
o fluido intersticial em questdo pouco viscoso. Ainda que esse modelo traduza a
interag@o entre os blocos, e fornega a expressao do tensor de tensdes, este ndo deve ser
muito dissociado de suas hipoteses de base, quais sejam, o modelo supde que as
particulas tém um didmetro uniforme (longe da realidade de um “debris flow”) e o
fluido intersticial ndo influencia na dindmica do escoamento. Posto isto, em linhas

gerais, o modelo granular seria pouco adaptado a modelagdo do “debris flow”.

iii) Modelo de Chen (1986,1988)

Chen propde uma formulagdo para a tensdo de cisalhamento mais geral e que de
certa maneira tenta contemplar os dois modelos precedentes. Trata-se de um modelo

visco-plastico geral e que se escreve da seguinte forma:

7 =C.cos(g)+ P.sen(g)+ p[%] sendo:

C : coesdo

¢ : angulo de atrito sélido
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pressao

gradiente de velocidade

P
o
dy

Esse modelo ndo esta baseado em nenhuma base experimental. Na verdade, ha
apenas uma jungdo dos dois fenomenos (coesdo e choque de particulas), sem levar em
conta o nivel de influéncia de um fendmeno em relagdo ao outro. De que adiantaria
introduzir novos pardmetros cujos valores experimentais precisos sdo cada vez mais

dificeis de obtengao?

2 - Adotando uma modelagio de fluido de " Bingham"

Ainda que um "debris flow" seja composto de uma mistura de agua e grdos de
dimensdes diversas, este pode ser modelado com base em 3 componentes, a saber :
agua, particulas finas (< 1 mm de didmetro) e grdos maiores (> 1 mm de didmetro).
Quando a concentragdo de grdos finos € significativa, as particulas finas se misturam
com a agua e formam uma pasta (“lama”), na qual os materiais mais grossos se
deslocam pouco no seio do escoamento. Isto € devido ao fato que as particulas de argila
se misturando as moléculas de agua, proporcionam ao “debris flow” uma estrutura e
uma coesdo onde as particulas fluidas perdem sua individualidade. A consisténcia da
mistura assemelha-se portanto a um "concreto ligiiefeito”. Assim sendo, os “debris
flow” podem entdo, ser considerados como homogéneos, viscosos e densos, com blocos
dispersados no seio do escoamento. A rugosidade do canal (leito) e a declividade sdo
parametros decisivos na dindmica desses escoamentos.

A fim de explicar os diferentes fenomenos associados aos “debris flow” como o
transporte de blocos em suspensdo ou a presenga de depdsitos laterais ao eixo principal

de escoamento, Jonhson (1970,1984) e Enos (1977) sugerem que o comportamento de
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um “debris flow” possa ser assimilado a de um fluido de Bingham com a presenga de
uma tensdo critica de cisalhamento aquém da qual o material apresenta um
comportamento de um solido e além da qual este devera se deformar proporcionalmente

conforme a lei que se segue:

t=rc+u[%}u—]

du

— =0 T< T

dy

Ainda que simplista, esta formulagdo apresenta propriedades importantes, a

o fluido pode modelar uma mudanga de estado que os fluidos newtonianos e

granulares ndo permitem: ele se comporta como um solido enquanto a tensdo de

cisalhamento ¢ inferior a 1., vindo escoar como um liquido se T > 7. Tal

propriedade € primordial para uma modelagido da fase de deslanche (partida do

“debris flow” - passagem de uma fase sélida a uma liquida) ou da parada

( passagem de uma fase liquida a uma fase solida).

no fluido de Bingham ha um compromisso entre a influéncia da topografia do

terreno e das propriedades do fluido, tais como a coesdo e sua densidade.

o modelo € coerente com os modelos estaticos: Takahashi (1981) também leva

em consideragdo a nog¢do ou critério de altura critica durante o processo de

deslanche (partida).

Tomemos como exemplo, para a fase de deslanche ou partida do material, o
modelo de Takahashi (1981) desprezando, a fins de simplificag@o, o atrito intergraos.

Temos, entdo:

hep-— % (=Ao-p)+@p)
: pgsen(0) A((1-2)o-p)+p)i-0)
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sendo:
altura critica;
espessura da camada superior,
porosidade;
declividade;

densidade do material e do fluido.

Verificamos que da mesma maneira que um fluido de Bingham, a altura critica

depende da topografia do terreno, assim como das propriedades mecanicas do fluido

(rigidez, densidade).

Do ponto de vista experimental, diversas observagdes comprovam as hipoteses
enunciadas acima. De uma maneira geral, a distribui¢do de velocidades de um fluido de
Bingham € caracterizado por um "plug" situado no centro do escoamento e que se
desloca a velocidade constante ligados a dois arcos de parabola que ligam essa
velocidade constante a uma velocidade nula junto as paredes do canal.

Poderiamos ainda citar os trabalhos de Jonhson e Hampton (1970) que utilizando
tragadores distribuidos na superficie do escoamento de “debris flow” e de aparelhos
fotograficos, comprovam que a distribuigdo de velocidades é semelhante as de um

fluido de Bingham, conforme ilustra a figura 2:
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Figura 2 — Perfil de velocidade caracteristico

Se as observagdes experimentais nos levam a validagdo das hipoteses de fluido
de Bingham, a maneira mais rapida e mais eficiente de verifica-la seria ainda realizar

experiéncias de reometria classica.

Phillips e Davis (1989) utilizando amostras da Nova Zelandia, conseguem, a

partir dos Reogramas obtidos, evidenciar a presenga de uma tensio critica (rigidez) e

um aumento da tensdo de cisalhamento com a taxa de deformagdo (gradiente de

velocidades). A figura 3 ilustra algumas dessas tentativas:
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Figura 13 — Reogramas.

NOTA : O autor desta Tese tem se envolvido com escoamentos de fluidos

hiperconcentrados com superficie livre e redefini¢do de leis de atrito na nova reologia

ndo-newtoniana — fluido de Bingham. Mais recentemente vem trabalhando com o

modelo reologico de Herschel-Bulkley (projeto Fapesp em andamento).

3. Condigoes de existéncia de "roll waves" na nova reologia

A proposta deste paragrafo € elucidar as condigGes necessarias e suficientes para

a geracdo de "roll waves" como solucdo das equacdes "shallow water" numa reologia de
g
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fluido de Bingham e sem o termo de difusdo. Para tanto, o calculo que nos leva ao
sistema "shallow water", de fluido binghamiano sobre plano infinito, € apresentado no

item a seguir, a partir das equagdes de Navier-Stokes.

Modelagem 3D de escoamento de fluido de bingham sobre

plano inclinado
Hipoéteses e equacgdes

A partir do modelo matematico 3-D, o objetivo desta parte € detalhar todo o
procedimento de calculo que nos leva ao sistema de equagdes de interesse, ou seja,

como podemos obter as novas equagdes de Saint Venant (" shallow water equations")

levando em conta a nova reologia de fluido de Bingham.

1. Introducio

O escoamento 3D de uma corridaa ou "debris flow" po exemplo pode ser
descrito perfeitamente a partir de 03 variaveis independentes. Para isto precisamos de
03 equagdes para descrever o escoamento ndo permanente. A lei da conservagdao da
massa ou da continuidade, da quantidade de movimento e da energia. Entretanto para o
caso de interesse, ou seja, escoamentos comportando descontinuidades, somente o
bindmio massa — quantidade de movimento responde a essa necessidade. Exposto isto,
consideremos também a massa especifica constante e que a profundidade do
escoamento seja pequena quando confrontada com o comprimento caracteristico, ou
ainda em relagdo ao proprio didmetro das particulas constituintes. Como exemplo,
podemos citar que a altura de onda € pequena em relagdo ao seu comprimento. Diante

dessas hipoteses, podemos conceber um modelo incompressivel de Navier-Stokes
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(hipotese de onda longa) estabelecido a partir da conservagdo da massa e da quantidade

de movimento.

(o, dv ow_
0x Oy Oz

0

ot ox dy 0z p

ou_ow” auv. oww 1 [T, adl, or.
et + = + +
0x Oy

Eaxayazpé‘x oy

¥
v duv v +avw:l[aT,y+aI;y+aT,,,

3)

\E+8x+6y 6z_gp

ox

0z

2 oT,, 0T,
ow JOuw 6vw+8w | +l[aTﬂ+ yE z:) )

As equagdes de Saint Venant sdo obtidas a partir da integragdo na vertical das

equagdes de Navier Stokes as quais sdo adicionadas uma lei reologica de

comportamento.

As equagdes de Saint Venant sdo adicionadas as equagdes do ressalto hidraulico

ou condigdes de Rankine-Hugoniot da dindmica dos gases que permitem a solugdo do

problema em nivel do choque. Ha, portanto, uma nitida separag¢@o entre o choque e sua

propagagdo no seio do escoamento, que se traduz freqiientemente em problemas

numeéricos. A fim de contornar esse problema, o principio de base € de reescrever tais

equagdes na sua forma conservativa, cuja propriedade € de verificar as equagdes do

ressalto hidraulico. Diz-se e comprova-se, matematicamente, que a solugdo fraca do

sistema assim constituido verifica as equagdes do ressalto.
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Notacdes

; tensdo aplicada ao fluido
componente da velocidade na diregdo OX
componente da velocidade na diregio OY
componente da velocidade na diregdo OZ

massa especifica do fluido em kg/m’

viscosidade dinamica do fluido em kg/m.s
viscosidade cinematica do fluido em m?%/s
rigidez inicial em Pa

cota do fundo em m

cota da superficie livre em m

deformagdes em s™

F :L numero de Froude, U e A velocidade e alturas caracteristicas do

s

escoamento

Re:ﬂ Numero de Reynolds
v
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e Condig¢des de contorno
¢ Condicdo de impermeabilidade no fundo e na superficie livre :

oh
il )_ﬂ_ﬂ u(h, ) +v(h1)a—' Y=k,
Yy

il =20e0 (5 )%4-\’(}12 )%2 , V¥ z=h,

Dt ot

Tensdes no fundo conforme Hutter e Savage (1988) :

(7] 7-(3 [1)7)- |_|[r pi] &

Esta relagdo exprime, na verdade, a igualdade das tensdes na interface entre o

fluido e o solo.

2. Determinaacio das diferentes componentes do tensor de tensdes
Faz-se necessario exprimir as tensdes 7; em fungdo dos gradientes de
velocidades e da rigidez inicial v _,. Dent (1982), O’Donovan e¢ Tanner (1983)

generalizaram a lei de comportamento de fluido de Bingham para os casos de
escoamentos 2-D e igualmente 3-D. Entretanto naquela formulagio tem-se o problema
da orientagdo da tensdo de cisalhamento em fungdo do referencial adotado. As

componentes do tensor devem portanto serem expressas de uma forma geral,
possibilitando a comparagdo das tensdes de cisalhamento a rigidez inicial 7,

independentemente da orientagdo dos eixos. O principio de base utilizado foi adotar os

invariantes dos tensores. Ou seja :

T xx= —P+2.p{a—uJ
ox

Tyy = —P+2.p.[ﬁ]
oy
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©)

(10)

(11)

(12)

Determinag@o do invariante do tensor /v (conforme Dent (1982). O’Donovan

e Tanner (1983)) ; a saber :

I v="Txx . Tyy + Txx. Tzz + Tyy . Tzz - Txy* —Txz* - Tyz?

2
=u’ “46_::_2_4.@_@__4._._ + T, +u @+-Q‘i +
Ox Oy 0y 0Oz 0y Ox

g o i 6_w+6v 2
i dy Oz
2 2
=4pz[[a_u] +[QJ Lou ov
ox

oy ax'r?y

Caracteriza-se grande deformag@o se : —}_3——,1 IIv>7, ou sea:
2 2 2 2
. (6::} [av] ou 0Ov [au 6v]J (61{ aw}
|| — | +|=— | +— — |+| 7. +u| —+— || H| v .ty —+—| | +
Ox dy) Ox 0Oy oy Ox 0z Ox
ow ov))
[rc+y[—w+—v]] >37
oy Oz
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3. Justificativa das hipéteses adotadas para o modelo fisico

O objetivo dessa parte €, a partir de grandezas adimensionais, justificar as
hipoteses adotadas no modelo Saaint Venant aplicado a uma nova reologia tipo
"binghamiana". Em particular, deve-se ressaltar e justificar o fato da adog¢do de uma
distribuigdo de pressdo hidrostatica : condi¢do esta obtida a partir da equagdo da
conservagdo da quantidade de movimento.

Se L representa um comprimento caracteristico, H sua alturae A sua largura,

tem-se conforme o croquis abaixo :

escalas de
comprimento

Ox - L
Oy - A
Oz - H

escalas de velocidades : (u,v,w):“ Jeg.Llux %,/g.f. v¥; %‘/g.L w*J

escala de tempo : a"f:E = d=JL.git*
u

As grandezas diferenciadas pelo asterisco sio adimensionais ao passo que

aquelas entre barras sdao as de base e de ordem da unidade. A adimensionalizagao da
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tensdo de cisalhamento assim como a da pressdo se faz a partir do peso da coluna
liquida, o que permite quantificar a influéncia das tensdes internas do fluido em relagdo
as externas ao fluido ; a saber :

r.=p.g.Hcos(8)r* e P=p.g.H.cos(#)P* :0 éadeclividade média

Introduzindo as variaveis adimensionais na equa¢do (4) e admitindo que a

viscosidade v ¢ independente de x, de y e de z, tem-se :

ow Ouw Ovw 0w’ [g.H Ow* Ou*w* Ov*w* Jw*?
o + +—= + + +
oy 0z L ot*  Ox* oy* o0z*

‘€

S ——— +_, N
ox*\ I} 9z* I? dx* dx* *F

e [H{au* 1 aw*J_[V_,WJ' o
"HL

"HL Jox*| HL \oz*x & dy*

() A e

"H.L

AFT)

. -e .
oy* ¢

Reagrupando membro a membro, e apds alguns desenvolvimentos matematicos,

tem-se :

(aw* Oou*w* ov*w* +6w*2

oP*
=—1- e +
B2 5 prdxses coidy® az*] sl

Utilizando-se da hipétese que g:%<< 1, ou seja que (

x '3 = ; ;
pequenos € que o parametro Re (razdo entre o numero de Froude e Reynolds) ¢
e
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também pequeno (pois Re é grande), a equagdo da conservagdo da quantidade de

movimento na diregdo vertical se reduz a:

oP
0=-1-cos(8).
@) Py

Retornando as variaveis dimensionais, deduzimos que a distribuigdo de pressdes

¢ hidrostatica, a saber :

P(z)=-p.g.(h-2) (15)

4. Estabelecimento das equagcées — Modelo matematico

a) Equagdo da conservagao da massa :

div (0)=0 = oF OV B
Ox Oy Oz

h2

Ju oh ohy ok oh dh
J'a_ :_.{” &z.—u(hy). a; ”(hl)_l:m_ (% ) —=4u M )=
hl

"8x Bx dx "ox

- o
~v(h, )—y+v(k, ).5—

A partir das condigdes de impermeabilidade do fundo e da superficie, tem-se :

()= P = Tl T, )

+u(h 2).%+v(}r 2 9}1—2—

Dh, 0h
b )=2 02
i) Ox dy

ot

O que resulta em :

@+a(h.ﬁ)+a(h.v)=0
ot ox oy
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onde h=hy—h

b) Equagdo da conservagdo da quantidade de movimento segundo a dire¢gdo OX :

_(321_+61J2+6.u.v+6.u.w aTxx 6Txv 0.1xz
ot oOx &y 0z ox 6y 0z

h2 2
— Calculo de _[ c'}u 8u +auv+c‘3uw dz
61 ox 0y Oz

h2

h2
ou . Oh, dh,
!a— -—j.udz u(hz) +(h)ar

2Ty ). 2 (). 2

ot

h2

2 ¢ a2 % 2 a_hl
P ;!:u .dz—u*(h,) ar+u(h,)ax

h2
I u‘v.dz-u(hz)%+ u(h, ).v (h, )2{{1—
: dy oy

ﬂg;:-“).u(kz ()2 v () (1, ) 2

Ta;;w'dz :“(kz ).w(hz )“(}’1 )-W(h; )

hl

donde I[aal: ou’ +a”'v+a'“‘w}dz o (n.w) 9 Q’(“ )) (5. (“ V)

ox Oy oz ot ( )

[a;: ruln )2 (hz)‘”" w(kz))m(m)[%wm%w(hl%—w(h)]

Utilizando as condi¢des de impermeabilidade do fundo e da superficie

chegamos a :
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o (i) ° (a1 ) La 2y -h.@.7))

ot ox oy

h2
2 oT: oT 0.7
—  Calculo de 'fl o % XZJ dz

wP 6x oy oy

h2
St ITxx dz ~Txx( h, )—+T ( )ak' oo ITxy. dz —Txy( )ah2
o

+Toy(h, )ah J'a;xz‘dz
y hl .

h2 h2
w _[Txx. . ITxy.dzw T xx(hy )22 y(y)- 222 _Trz(n,) |+
Ox A oy s Ox oy

oh oh
+ .(Txx(h, )8_xl+ Txy(h )a—‘: -Txz(h) ]

Mas sabendo que :

Ixx Txy
[T]E z=h2 = Txy Tyy
Ixz Tyz

xy- o ~Txz(h )
oy

5 ™ P
- J'Txx‘dz+a£i"xy +[T].n x=h2+[T].n RS
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o n) o nri)

A T By +[T]‘ﬁ|:=h2+[T]‘ﬁ|z:m

h2

h2

T xx ou h?
dz = -p+2u—|-dz=-pg.—
i dx L[[ P & axJ pE 2

h2 h2—-he

8
!1 f;fy-dz= J{(-W ruey)dz=r (h-hc)

[T]-ﬁ r=s2 =0
- dh oh
[7 )7, =T (y )-a—;+Txy(h1 )- a—}: ~T xz(hy)

——eh Py (1 )2 Tz (hy )
ox oy

O termo Txy(h,)g—h'— pd (h, ) representa as tensdes (efeito de atrito de parede
5

— fundo do canal). Esse termo é composto da tensdo de cisalhamento a qual €
adicionada uma perda de carga suplementar, modelada, por exemplo, por um
coeficiente de Chézy ou de Manning-Strikler, como na hidraulica classica. As
dissipagdes internas viscosas sdo desprezadas quando confrontadas ao efeito de parede.
Apos alguns desenvolvimentoss matematicos temos que :
hZ

0— [22 =2
dh u, du; Oh guyu”+v
=—pg.h—- -pg-—zuj__l[rchu J em z=h-7, —-————

dx ox a dx Cc?

ont ola ki) olanhi¥)_
at dx ay

229, a(m) alw !_r_c( W h J_ga71}172+§2

ox ox p m a c?

Analogamente, a expressdo para conservagdo da quantidade de movimento

segundo OY ¢ dada por :
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ok +6(an}n7,i)+5(a,),h )
ot dy oy

[f; ahJ goyi? +7

__gp2) alP) =
oy 0oy p

F’ﬂ ox C?

5. Observagées e Comentarios

E possivel a determinagio das expressdes analiticas dos coeficientes a . , a,, €

a,, dependentes do perfil de velocidades. Para o escoamento laminar permanente e

uniforme de um fluido tipo Bingham sobre um plano infinito, temps que :

, Tepresentando a altura ou profundidade do fluido n@o cisalhada ("parte em plug")
Para um fluido newtoniano, ou seja (hp:O), reencontramos o valor de a

igual a 1.2, enquanto que para um perfil de velocidades uniforme, ou seja, (hp =h ) a

éigualal.

Admitindo portanto :

— massa especifica constante e fluido homogéneo

— uma distribuigdo de press@o hidrostatica

62% << 1 (hipotese de onda longa)

J; R£ << 1 (Numero de Reynolds grande)
e

— desprezando os termos de 2* ordem e os efeitos viscosos :
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O sistema diferencial de Saint Venant se escreve da seguinte forma :

oh o(hiw ) ” o(hv)
ot ox oy
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X- CONDICOES DE EXISTENCIA E ESTABILIDADE DE ROLL
WAVES COMO SOLUCAO DO SISTEMA "SHALLOW WATER"
VISCOSO EM ESCOAMENTOS DE FLUIDOS NAO-
NEWTONIANOS (FLUIDO DE BINGHAM) EM LABORATORIO E

NA NATUREZA

Conforme demonstrado, e em se tratanto de fluidos ndo-newtonianos (fluidos de
Bingham), o sistema "shallow water" viscoso, pode ser escrito da seguinte forma :

e equacdo de conservagao da massa:

g_il+6_(f1_u):0
ot ox

e equacdo da conservagdo da quantidade de movimento modificada:

o(hu) , o(ahu®)
ot o

2
+g.cos(8 )h%? =ty ghsin(8)- £ 1.; + ] (h.v au]
P

C* o ox
sendo:
h : profundidade do escoamento

: velocidade média vertical

: coeficiente de Chézy

: declividade do canal

: massa especifica do fluido
: viscosidade do fluido

a : coeficiente de distribuigdo de velocidade na vertical

T oo ; .
—< : tensdo critica de cisalhamento reduzida.
Yo,
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0 2° membro da eq. (2) é, agora, composto de trés termos:

termo da gravidade

termo representativo dos efeitos dissipativos na interface entre o escoamento e o

fundo do canal

termo oriundo da reologia “binghamiana”.

termo viscoso.

De maneira analoga ao desenvolvimento apresentado no Capitulo VII,
chegamos a condigdo necessaria para a geragdo de “roll waves”, na nova reologia

binghamiana, a saber:

C* (1 B) i 7,
\/ﬂ it p.8h,.sen(8)

(P et

w? C? tan(p)

ou ainda escrevendo esta condi¢do de geragdo em fungdo do nimero de Froude

critico, tem-se :

) 5 -(a-1)| —a(a-1
ko

2(1- C*)+w—
Re

A relacio acima é dita condicio de existéncia para formacgio de “roll

waves” em fluidos binghamianos.

A inequagdo acima define um dominio para o qual pode-se formar “roll waves”.
Tais resultados sdo ilustrados na figura 1. Observa-se que para um acréscimo do termo
de Bingham (coesdo do material ou da tensdo critica 1c), "roll waves" podem se

desenvolver mais facilmente, ou seja, o aumento deste parametro favoreceria o
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desenvolvimento dessas perturbagdes. Essa conclusdo vem ao encontro, por exemplo,
das observagdes experimentais de Takahashi (1990), que gera “roll waves” no

laboratorio mesmo para numeros de Froude menores que dois (ver figuras 2,3 e 4). Se a

coesao do fluido C* for nula , a desigualdade é dada pelo pardmetro: f < % =

tang(6) > ;—f , 0 que esta de acordo com o resultado de Dressler (1949) - geragdo de

"roll-waves" em "fluido newtoniano" ou "agua limpa".

12 ——
() —
08
B 06
04
02

0

0 0,02 0,04 0,06

X =CH(1-ByWFW

Figura 1 - Dominio de existéncia de “roll waves”.

f=18°
Qe=0.62/=
Gu=1.61/3

=]
2,00 o
097096500 60 © 0000 2 ° 0 @ g0

- - | I I T — I. 1 e Fal S | l Il L : S S l I T ] I Ll
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
t (sec)

Figura 2 - Roll waves em um debris flow (Takahashi, 1990).

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidrdulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira




Cap. X - Condigdes de existéncia... Tese de Livre Docéncia

0 Ago=1.20m
® dsg=t mm

/(ggpcos8) !

)
Cr=Cy,

Figura 3 - Celeridade versus numero de Froude (Takahashi, 1990).
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Figura 4 - Periodo versus numero de Froude (Takahashi, 1990).

Para uma maior compreensao, faremos um breve comentario sobre geragido de
"roll waves" em fluidos ndo-Newtonianos, a saber:

"roll waves" em fluido ndo-Newtoniano tém sido objeto recente de pesquisa e
ndo ha teorias fechadas que tratem o fendmeno em questdo do ponto de vista de
engenharia. Existem inumeras experiéncias que tratam de propriedades reologicas de
fluidos, apontando o modelo de Bingham como bastante aceitavel na simulagdo de
fluidos tipo “debris flows”, “mudflows”, avalanchas, etc. Nossa proposta teodrico-

numérica foi usar as equagdes "shallow water" (tipo Saint-Venant) assumindo, do ponto
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de vista da reologia, que a tensdo critica fosse constante ao longo da profundidade do
escoamento, 0 que se mostrou aceitavel para a geragao de "roll waves". Como pudemos

constatar, verificamos a preseng¢a de "'roll waves" na proposta de Bingham, assim como
Takahashi (1990) que as obteve em laboratorio. Geragdo de tais instabilidades, na
reologia binghamiana, ndo se restringem apenas a estes exemplos, mas também foram
tratadas por Cheng (1983) em rios da China; Coussot (1994) em evolugdo de lavas
torrenciais; ou em deslizamento de avalanchas (na Optica numeérica) quando das
atividades de pos-doutorado (G. Freitas Maciel (1997)). Neste contexto, deixamos
registradas algumas simulagdes numéricas do deslanche de avalancha no corredor do
Boulangeard, a saber :

O aproveitamento hidrelétrico do VERNEY se encontra na Franga (Alpes
franceses) em uma regido exposta a avalanchas, fato esse marcado pelas sucessivas

avalanchas que uma vez deslanchadas vém submergir no vale de L’Eau d’Olle, na

regiao do rio Isere-Franga. O estudo dessas avalanchas foi confiado pelo Servigo de

Estudos da EDF - Elétricité de France — a Divisio de Nivologia do Cemagref de

Grenoble. Em fungdo dos dados disponiveis para aquele estudo de caso, achamos de
bom alvitre estudar mais em detalhes o deslanche e a evolugdo da avalancha anual a
fim de determinar os campos de velocidade e de altura e, mais precisamente, a
velocidade e altura da avalancha junto ao lago da barragem e por conseguinte, a
determinagdo de alturas de onda no lago geradas por impacto localizado da massa
animada de movimento no meio liquido. Ainda que esses ultimos resultados ndo fagam

parte dessa Tese, estes sdo encontrados na referéncia Charlier et al.
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A descrigdo abaixo é de ordem sumaria, pois o objetivo maior € ilustrar a
presencga de perturbagdes tipo " roll waves " quando de sua propagagdo em simulagdo
numérica bidimensional.

O caso do Boulangeard ndo tem nada de especifico. A determinagdo cartografica
do corredor € realizada a partir de cartas topograficas. Analise de fotos aéreas
permitiram-nos dividir o corredor em cinco zonas homogéneas, e as avalanchas se
deslancham mais comumente quando a declividade do terreno depassa os 30 graus. O
eixo principal do escoamento é determinado utilizando talwegues, e as curvas que a
avalancha podera desenvolver ao longo de sua trajetoria também € levado em

consideragao.

A avalancha anual :
Uma camada de neve de cerca de 50 cm deslancha nas zonas sem vegetagdo do
corredor. A neve estocada em outras zonas do corredor (floresta, por exemplo) ndo

participa na avalancha, ali permanecendo. Estima-se em 1* ordem, um volume de cerca

de 70.000 m* que desce o corredor, vindo parar a uma altitude entre 800 e 900 m.

No caso do Boulangeard (figura 5), o modelo numérico do terreno foi realizado
a partir dos mapas e manualmente. A discretizagdo do sitio foi realizada através de
elementos de malha de 25 metros de lado para os quais se determinavam as cotas no
centro de cada malha.

Cabe citar que naquela versdo, o modelo numérico de terreno € gerido por um
"sistema expert ELSA", que por sua vez interfaceia com o modelo numérico
bidimensional. A malha do dominio ensaiado foi feita com elementos quadrilateros
contando cerca de 7000 elementos (figura 6). Leva-se em conta que nas zonas de forte

declividade, o passo de discretizagdo é menor, reduzindo-se a 10 metros, ao passo que
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nas zonas de declividades mais suaves retornamos aos 25 metros. A malha final é do
tipo elementos finitos e € obtida através da divisdo do sitio de interesse em zonas ou
quadros elementares que por sua vez sdo discretizados por gerador de malha
automatizado e integrado a biblioteca de elementos finitos MODULEF desenvolvido
pelo INIRIA. Cada um desses subdominios s3o em seguida "recolados" para se obter
a malha do sitio final. Em seguida, a malha € projetada sobre o0 modelo numérico do
terreno, de maneira a se determinar a cota no centro de cada malha, por interpolagéo.

As simulagdes sdo inicializadas, assim como no codigo 1D, por uma altura
inicial de fluido em todo dominio. No caso do Boulangeard, supomos que s6 a parte de
montante do corredor estivesse coberta de neve. Os deslanches sobre cada elemento de

malha sdo gerados pelo proprio codigo, segundo a altura de fluido ultrapasse ou ndo

altura critica de deslanche A, que ¢ fungdo da declividade, da tensdo critica de

cisalhamento e da massa especifica. O volume € determinado a partir da estimativa da

area e da espessura da zona fraturada.

Resultados e Comentirios :

A partir de simulagGes mostradas nas figuras que se seguem, temos uma idéia
do processo de evolugdo da massa de avalancha de neve densa (material com
caracteristica de fluido de Bingham).

As figuras apresentadas a seguir mostram a configuragdo das isoalturas para a
avalancha anual tratada em diferentes fases de sua evolugdo. Nas figuras 7, 8, 9 e 10
podemos observar a fase de inicio do escoamento, fase de aceleragdo e desaceleragido
da avalancha ( isoalturas representadas pela cor amarela - alturas maximas). Na fase de

aceleragdio no corredor, o escoamento, com velocidades maximas propicia o
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aparecimento de "roll waves", fendmeno quase sempre relatado por pessoas da regido e

]

do meio técnico, caracteristico, alias, de terrenos de forte declividade. As "roll waves"
> ? ?

estdo representadas por isoalturas de cor amarela, regularmente espagadas.

Figura 5 — Topografia do sitio Boulangeard (Alpes Franceses).
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Simulagdo da Avalanche Al

L) )
732 1090 14064
Malhagem do Corredor do Boulangeard

Figura 6 — Malhagem usada nas simulagdes numéricas
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Figura 7 — Simulagdo de uma avalancha de 70.000 m’ descendo o corredor do

Boulangeard.

Figura 8 — T = 30s — Fase de aceleragdo.
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Figura 9 — Presenca nitida de “roll waves” no seio da avalancha.

Haut T=70s

Figura 10 — Fase de desaceleragdo.
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De maneira analoga ao Capitulo VIII e adimensionalizando o sistema
conservagdo da massa-quantidade de movimento com as escalas convenientes tem-se:
escala de comprimento x = L.x* | h = h,.h* | onde L representa o comprimento de onda,
escala de tempo 7 = #,1* e a escala de velocidades w=u,u*. O subindice (n) indica
condigdes de escoamentos em regime uniforme. Introduzindo essas variaveis
adimensionais e omitindo os asteriscos (*), obtém-se apos alguns desenvolvimentos

matematicos, o sistema (3-4), a saber:

?_h+ 0(hu) o
ot ox

@.Faug_(a_)_@ L@ tan(g) (1_£+_€.t)+_1_(@+
o ox h'ot F*ox ¢eF? h h’ Re ox* h

A fim de analisar o estudo "quase permanente" do sistema "shallow-water",
fazemos uma mudanga de variavel (referencial movel), a saber: z = x-UZ. Isso exposto, €
aplicando uma mudanga de variavel as equagdes (3) e (4) obtém-se:

e conservagdo da massa
h(u-U)=1-U
e conservagdo da quantidade de movimento

2 2
U saU S -@-pru s SR WO (L O, L

1 oh
oz 0z & F oz eF? h Re > h

& a
P

)

(6)
Substituindo (5) em (6) e eliminando a variavel », obtemos uma equagdo

diferencial de segunda ordem na variavel A, a saber:
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oh 1 dh, Re |.3 o o 2201 1\ ([ O
h'(az) +F’(1—U)‘{h aF*(1-U) +a{U h*(1 a)}}az_l-
tm(G)(h-l)(h-}a')(h—hz'):o
eF*(U-Vh

\
r ( C‘ 3 C. 5
[U+1)+ |O+D)+ [l+3+ J.(U+l)— (1+ T J

L 1-C 1-C

T

2 p.g.h.sen(6)

' / : -
3+C +C
[U+1]—J U+ + [1+1_C )J.[(UH)— [HI‘C.H

A fim de verificar a existéncia de solugbes periodicas para a equagdo (7), surge a
necessidade de estuda-la em seu plano de fases. Para tanto, impde-se:

& W =KW

ow 0’h
&

Re

= _tan@)(h-1)(h-h)(h-h,)
A-U)F*

eF*(U-Dh

{h’ -aF*(1-u)? +a]:U’h’ (1—l)]}w
a

Estudo dos pontos de equilibrio:
F(hw)=0 —->w=0
F,(h,w)=0 > h=1
Donde verifica-se que o escoamento uniforme ( /=1 e w = 0 ) é um ponto de

equilibrio.
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Podemos entdo pensar em verificar a existéncia ou ndo de orbitas fechadas ao
redor deste ponto de equilibrio. Assim sendo, deverdo existir solugdes periodicas para o
problema pesquisado.

Através de um processo de linearizagdo do sistema (8) na vizinhanga do ponto

de equilibrio (4,w) = (1,0), obtemos o sistema linear de equagdes, a saber:

h=1+nh e w=@w onde, ¢@<<l e <<l

MR -0 et i-He
P .{1 aF*(1-U)* +aU*(1 a)}w

tan(6)

_mﬁuh ~C*)a-v)kh

)
Exposto isto, passamos a determinar os autovalores A; (i=1,2) do sistema (9), a
partir do calculo do determinante A, dado por:

0

f+20-c’)a-v} £

(1-U)F?

tan(6)

e N = ~2 = 2 2 _i
U .{1 aF*(1-U)? +aU*(1 a)}

O que resulta na equagdo quadratica em A, conforme se segue:

2 Re

2 = 2 2 _l l_
_W{l—aﬁ“ (1-U)" +aU"( a)}/l

tan(@) . o _
m{n 2(1-C")a-vype =0

Para obtermos auto-valores reais e distintos e por conseguinte orbitas fechadas
(ou solugdes periodicas) torna-se necessario que o discriminante 4 = b*-4ac seja

estritamente superior a zero. Assim sendo, tem-se:

T (1-U).F? T EeFiU-1)

( ——-—-Fi-n-{l—aF’(l—U)=+aU2(l—£)H h4_1‘[ —M—“{HZ(I—C*)(I—U)}}>O
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tan(#)

.m{nz.(l—c Ja-)} » o

3—2("

13{1=e’)i=)=0 = U= =

U-1>0 = U1

O que resulta, para o fluido ndo-Newtoniano, a condigio sobre U:

1<U<2_(m (10)

Lembramos que, se a coesdo for nula, (C’ = 0), condi¢io de fluido Newtoniano,

a equagdo (10) é dada por 1{(U ( —;— .(como determinado anteriormente — Cap. VIII).
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XI - ESTIMATIVA DO NUMERO DE BINGHAM (B) E DA
DIFUSAO NUMERICA EM VIA DE APLICAGAO EM
PROBLEMAS DE ENGENHARIA

E sabido que o tnico tipo de fluido capaz de produzir um deslanche a partir de
uma altura critica é o de Bingham (presenga de tensdo critica, etc). Na literatura
concernente, o fluido de Bingham poderia bem caracterizar a reologia e a dinamica de
lavas torrenciais, ou fluidos hiperconcentradores. Os pesquisadores, de maneira geral,
comparam os perfis de velocidade teoricos com aqueles medidas em laboratério
referendando assim a proposta em tela.

Quando o fluido de Bingham pde-se em movimento, o perfil de velocidade
compreende duas partes : uma parte cisalhante proxima a parede (regido de intensa ag@o
viscosa) e uma parte em "plug". A partir desse perfil caracteristico, poder-se-ia definir
o nimero de Bingham, a saber :

e c ¢

B= dissipagdo devidoa I', T I L.

dissi o . ou ou ¥ U
issipago viscosa  ow oW U
oy dy H

v viscosidade cinematica
Para os fluidos do tipo lavas torrenciais ou avalanchas, obtivemos, a partir da

literatura, dados do terreno, que podem sustentar a validade da proposta, a saber :
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Tabela 1 : Parametro da literatura especifica

Avalanchas

Lavas torrenciais

2<T—‘48

P

005<22 <05
Yo,

102 2o =10

102 <v <10

0.5 <-(-]-<30
H

0‘4<g<5
H

6.5<B<10’

1.0<B<10*

Esses resultados nos demostram que em aplicagdes de engenharia e para as

escalas em que trabalhamos com os escoamentos que pretendemos estudar, o efeito da

dissipagdo viscosa € pequeno em relagdo ao efeito majoritario devido a agdo da tensdo

cisalhante 7,. No plano numérico, tal efeito estd associado ao fato que a viscosidade

numérica implicita do esquema € significativamente maior que a viscosidade do fluido

(conforme apresentado no item que se segue). Esta restricdo ainda que limitante, é

aceitavel no contexto em que trabalhamos (vide nimero de Bingham) — ou seja,

estamos em dominio de grandes escalas e regime tipicamente turbulento, o que, mais

uma vez, vem ao encontro das hipoteses adotadas no desenvolvimento do codigo de

calculo. Em suma, estamos desprezando o efeito da viscosidade do fluido e tratando o

escoamento em "plug".
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ESTIMATIVA DA DIFUSAO NUMERICA ORIUNDA DO MODELO -

COMPARACAO COM A DIFUSAO FiISICA

O objetivo dessa parte do trabalho é determinar, ainda que em 1° ordem, a
expressdo e quantificagdo da difusdo numérica afim de compara-la com a difuséo fisica
(viscosidade fisica). O efeito de difusdo numérica provavel, oriunda do esquema
numérico utilizado, dependera do incremento espacial Ax e do incremento de tempo A.

Seja entdo uma aproximagdo por diferengas finitas de incremento Ax constante
em todo dominio. Fazendo uma aproximag@o por diferengas finitas do sistema de Saint
Venant em questdo, podemos escrever como se segue :

U,+fU),=GU)

h hu
= ' U)= 2 |- -
U [h"], S ) i g; ; GU)=0

u +

onde, 7 designa a derivada em relagdo ao tempo / e ,x a derivada em relagdo a x.
Uma vez que o regime de escoamento € de natureza torrencial ou rapida, torna-
se possivel determinar o valor exato do fluxo numérico, a saber :

F=-2 >1; u-c>0

Teh

Uma vez que a caracteristica associada ao autovalor # —c¢ penetra no dominio
de calculo, tem-se que a solug@o estacionaria do problema de Riemann ¢ igual ao valor
a esquerda (esquema decentrado a montante ou progressivo). Sendo assim, o esquema

pode entdo ser escrito da seguinte forma :

up-u; AU -£(0.)
At Ax

=0
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U, +%U,,,+O(Arz)+f(U 1,,-% f(U). +O(Ax2 )=0
Em 2* ordem :
U, + W), ==51U, + 55 fU) L0 + ) =0
ora, sabemos que :
Uy ==fU)y=—U,), =SVl ;= U
=PrQ). U £ FOUT))., =(P ). ),
De onde se obtém a equacio equivalente do esquema numeérico :

U, + 1), =Z10d-L 7)1,

onde /d ¢é a matriz identidade. Dessa maneira, a viscosidade numeérica buscada é da

ordem de :

Oy =%x-[(1d~nf')f']

At
onde:r =—
No caso do sistema tratado (Saint Venant), tem-se uma matriz [M] dada por :

__‘_S_‘*r*_ _-ét_ ' {

M) =—- 0~ L))
& 0 1 -r
2| -+ || -HP+P) 1-2mu

2

Axl: A +cP) 1-2ru }

(-2ru)(u* +¢*) - +c*)+2u(l - 2ru)

O termo de difusdo da equagdo da conservagdao da quantidade de movimento

devido a viscosidade numérica é dada, no caso, pela seguinte expressao :
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:% [(1*211: )(_"z +c? )h,x+(—' "(‘ "z*"z)"' 2“(1_2"‘))(}’“ ) ],x

Admitindo que u seja da ordem de grandeza de c e utilizando a condi¢do de

Courant-Friedrichs-Lévy (CFL), demonstra-se que esse termo ¢ da ordem de:
Ax
T [“(h"),x],x

A equagdo de conservagdo da quantidade de movimento, nesse caso, € dada por :

! a(ua(uh)
6(hu)+6(hu +p) _Ax Ox
ot DXy tereedial podk

)

ou
Vnum axz

ou ou oh
i M 0)—— =
: +uax+gcos( )ax

A ultima equagdo mostra que implicitamente introduzimos no segundo membro
da equacdo da quantidade de movimento um termo dissipativo suplementar e que tende
a zero quando o incremento espacial Ax diminue . Exposto isto, a viscosidade numérica

¢, entdo, dada por :
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ANALISE COMPARATIVA ENTRE VISCOSIDADE

NUMERICA E VISCOSIDADE FiSICA

Para o fendmeno investigado, a velocidade u esteve na faixa compreendida entre

2 m/s e 10 m/s. Admitindo um incremento Ax = 1 m, chegamos a uma viscosidade

numérica minima da ordem de 1m?%s. Mas na pratica, o incremento Ax ¢ ligeiramente

superior, uma vez que queremos tratar problemas de engenharia em larga escala , com
dominios estendendo-se até dezenas de quilometros. Entretanto, no melhor dos casos, a
viscosidade fisica, nesses casos (numa lava torrencial por exemplo), ndo devera exceder

de 0.1 m%/s, o que nos fornece :

Vm.rméﬂm > 10

4 Sfisica

De maneira que podemos concluir que para as escalas que pretendemos trabalhar
a difusdo numeérica é ordens de vezes superior a difusdo fisica. A contribuigdo da
viscosidade fisica pode, pois, ser desprezada nas equagdes, o que justifica a posteriori, a
hipotese utilizada para a determinagdo do modelo matematico. No entanto cabe aqui
citar que para simulagdes em escalas menores, da ordem do centimetro, por exemplo,
seria conveniente elaborar um modelo matematico que levasse em conta o efeito
viscoso (analise de pequenas escalas), e por conseguinte um modelo numérico implicito
seria mais apropriado, pois possibilitaria um aumento do passo de tempo, por exemplo.

Os esquemas implicitos sdo incondicionalmente estaveis.
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Xl - DISCUSSAO DE RESULTADOS TEORICO-NUMERICOS DE
"ROLL WAVES" COM BASE NO CODIGO DE CALCULO

A partir dos resultados obtidos anteriormente, podemos comegar a ilustrar alguns
elementos norteadores de critérios de formagdo e desenvolvimento de "roll waves" em
fungdo dos parametros fisicos envolvidos. As figuras que se seguem mostram a
influéncia do nimero de Reynolds Re e do nimero de onda & em fungdo do niumero de
Froude critico F. para varios valores da coesdo C* (efeito de Bingham). A figura 1

mostra a influéncia do nimero de ondas (comprimento de ondas) sobre o Froude critico

para dois parametros fixos, quais sejam : ¢ =£—:0.0S e a=1.00. Pode-se deduzir a
e

partir figura 1 que "roll waves" tendem a se desenvolver mais facilmente ou mais
prematuramente para um cenario de pequenos numeros de onda e valores elevados da
tensdo critica de Bingham (efeito da coesdo). Afirmar-se-ia por um lado que um
aumento no valor da coesdo levaria ou favoreceria o aparecimento de instabilidades tipo
"roll waves", por outro lado, que ondas longas seriam as primeiras a se

desestabilizarem.

Numero de ondas K

Figura 1: Froude critico em fungdo do nimero de ondas k
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A figura 2 mostra a influéncia da rigidez adimensional C* (coesdo) sobre o
numero de Froude como fungdo do nimero de Reynolds Re. Pode-se observar que da
mesma maneira que no resultado ilustrado na figura 1, um aumento na coesdo do fluido
proporcionaria o aparecimento precoce de "roll waves", para Froude e Reynolds

fixados.

100 1000 10000 100000

Numero de Reynolds Re

Figura 2: Froude critico em fungdo do Nimero de Reynolds

Testes de Validacdo - Resultados numéricos utilizando o cédigo de

cdalculo desenvolvido

O objetivo desse paragrafo é apresentar alguns resultados de ordem numérica
obtidos na geragdo de "roll waves" em fluidos newtonianos e ndo-newtonianos. O
programa de simulagido desenvolvido teve sua formulagdo tedrica assentada na teoria de
sistemas ndo-lineares hiperbolicos e suas decorréncias, notadamente a resolugdo dos
problemas de Riemman (Vila, 1985). As simulagdes numéricas foram executadas a

partir de esquemas numéricos de VanLeer (2* ordem no tempo e no espago) e efetuadas
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em canal de segdo retangular de 1000 m de comprimento (com incremento de espago
Ax = 1.00 m) e declividade significativa, da ordem de 30%. Trabalhando com regimes
de escoamento preferencialmente turbulentos e supercriticos, duas condigdes-limite a

montante puderam ser fixadas, a saber : vazdo de 800 I/s/m e lamina d’agua de 0.15 m.

Sobre essa vazio, pequenas perturbagdes (da ordem do por cento) foram impostas, de

maneira a gerar "roll waves" estaveis a jusante do canal, como ilustram os diagramas
abaixo.

# Uma primeira série de testes foi realizada, o que nos permitiu uma apreciagao
mais global do fenomeno em questdo, sobretudo no que diz respeito as condigdes
iniciais da perturbagido imposta, conforme descrito a seguir :

- uma perturbagdo a montante sobre a vazdo, do tipo senoidal, mostrou-se capaz de

gerar "roll waves" bem definidos (Figura 3).

o
L8]

Cota da superf de livre (m)
=]
o

o
-

Figura 3: "Roll waves" gerados a partir de perturbagdo senoidal de T = 3.14 s (C*=0)

(1% da vazdo)
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b) uma perturbagdo aleatoria ndo conseguiu gerar "roll waves" bem definidas, ou seja,
com uma freqii€ncia preferencial marcada, entretanto gerou uma superficie livre

pulsante e com aspectos cadticos, como demonstra a figura 4.

S—

Cota da superficie livre (m)

250 300 350
Distancias longitudinais(m)

Figura 4: Superficie pulsante a partir de perturbagdo aleatéria

No que diz respeito a amplitude da perturbagdo imposta (caso senoidal), os
resultados mostram que :
a) para uma dada freqiiéncia, a amplitude da perturbagdo nao deve influenciar sobre a
amplitude da "roll wave", gerada ;
entretanto, uma maior ou menor amplitude da perturbagdo devera antecipar ou
retardar o aparecimento da "roll wave", como se perturbasse mais ou menos o
escoamento base sem, no entanto, alterar a amplitude da "roll wave" gerada. Ver

figuras 5 e 6.
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Il

400 500 800
Distincias longitudinals (m)

Figura 5: "Roll waves" geradas a partir de perturbagdo de 10% da vazdo (C*=()

o
i)

o
L]

Cota da superf de live (m)

o

£ -
n

B

I

400 500 600
Distancias longitudinais (m)

Figura 6: "Roll waves" geradas a partir de perturbagdo de 50% da vazdo (C*=0)

Quanto ao comprimento de onda da perturbagdo imposta, 0s ensaios numeéricos
mostram que a "roll wave" gerada possui o mesmo comprimento. Uma pequena
perturbagdo de T = 3,14 s gerou uma "roll wave" de mesmo periodo (com respectivo

comprimento de onda de 25 m). A figura 7 ilustra esse resultado.
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25 metros
4>

Figura 7: Detalhe da "roll wave" ilustrada na Figura 5.

# Uma segunda série de testes foi realizada, levando em conta a nova reologia e
sua implicagdo sobre a gera¢do e caracteristicas das ondas produzidas. Varios testes
foram executados, o que nos permitiu estabelecer uma fronteira ou dominio de
formagdo de "roll waves" em fungdo dos pardmetros em jogo, quais sejam : 3 que leva

em consideragdo a declividade do canal e sua resisténcia; tensdo de Bingham X (fungdo

g

o ; assim como da celeridade da onda W),
an

da coesdo C* do fluido e de g =

conforme ilustra a figura 8.

0,5

sem “roll waves”
0,4 ¢ roll waves

B 0,3 Zona de
02 transicio

Limite

0,1 teérico

® o
% 3

0,02

X = C*(1-By/W*W

Figura 8: Dominios de geragdo de "roll waves" em fungdo da declividade do canal e de Bingham.
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Para esse caso pudemos constatar que para f constante, o efeito da tensdo de
Bingham parece ndo influenciar de maneira significativa sobre o periodo ou
comprimento de onda, reconfirmando assim as mesmas concluses que para um fluido
newtoniano. Em contrapartida, quando levamos em consideragdo o efeito coesivo (C*),
para uma dada amplitude da perturbagdo, as "roll waves" aparecem mais cedo e
apresentam maiores alturas. As figuras 9 (quando comparada a fig. 3) e 10 ilustram

esses resultados.

Cotadasuperf cidivre jm)

)

400 S00 600
Distdnclas longitudinais (m)

Figura 9: "Roll waves" com T perturbagdo = 3.14 s (C* = 0.10) e perturbagdo de 1% da vazdo
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Figura 10: "Roll waves"” com T perturbagdo = 3.14 s — efeitos da coesdo antecipando e aumentando as

amplitudes das roll waves (10% da vazdo)
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# Uma terceira série de testes consistiu em verificar a sensibilidade de nosso
sistema n3o-linear quando submetido a pequenas perturbagdes simultaneas e de
freqiiéncias e amplitude distintas da forma h(x,f) = Ho(k) exp ( kx-w(t).t ), onde k é o
niumero de ondas e w(f) as freqiiéncias. Os diagramas abaixo ilustram alguns resultados

para diversas configura¢des: Figuras 11, 12 (para fluidos newtonianos) e Figuras 13, 14

(fluidos ndo-newtonianos).

020 4
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pry
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£
s
;g' 015
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— e

400 500 600
Distancias Longitudinais (m)

Figura 11: "Roll waves" com Tperturbagdo =1.00s,1.57s e 3.14s e ampl.variadas (C*=0)
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Figura 12: "Roll waves" com Tperturbagdo =1.00s,1.57s e 3.14s e ampl. constantes(C*=()
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Figura 13: "Roll waves" com Tperturbagdo = 1.00s, 1.57s e 3.14s; amplitudes distintas (C*=0.2)
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Figura 14: "Roll waves" com Tperturbagdo = 1.00s, 1.57s e 3.14s; amplitudes constantes (C*=0.2)

A partir desses resultados, cabe comentar :
a) aamplitude da perturbagdo ndo intervém sobre a amplitude da "roll wave" gerada ;
b) a "roll wave" gerada a jusante apresenta o periodo ou comprimento de onda
referente ao maior comprimento de onda das perturbagGes distintas impostas a
montante, depois de passar e capturar outras freqiiéncias (menores comprimentos

de onda). Os resultados da analise espectral mostrados a seguir corroboram essas

afirmativas. Outra analise aqui cabivel e que comprova tal resultado vem do fato

que ondas longas (grandes comprimentos de onda) sdo quase sempre as primeiras a
se desestabilizarem, conforme ilustrado pela figura 1.

para a nova reologia binghamiana, constatamos com base nas figuras 9, 10, que as
tendéncias sdo as mesmas apontadas para o fluido newtoniano, entretanto as "roll

waves" aparecem mais cedo e com alturas maiores, na nova reologia(ver fig. 3 € 9).
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Uma vez que as perturbagdes senoidais impunham o periodo das "roll waves"
geradas, achamos de interesse verificar esses resultados para as grandes e as pequenas

freqiiéncias, cujos resultados sdo apresentados no quadro a seguir :

Quadro 1 : Periodos da perturbagdo x Periodos da "roll wave"

Periodo da 12.56 s 3.14s 2.00s 1.57 s 1.05s 0.78 s
perturbagdo
Periodo da sem "roll | 3.14s | 2.00s 1.57s 1.05s sem "roll

"roll wave" wave" wave"

Pode-se observar que uma pequena perturbagio, ainda que infinitesimal, para
uma certa dinamica do escoamento no canal com declividade, resisténcia e freqiiéncia
bem definidas, gerava "roll waves", se a frequiéncia dessa perturbagdo (senoidal, no
caso) estivesse compreendida entre um valor minimo e um valor maximo, que dependia,
entre outros, da propria dinamica do sistema.

A partir dos resultados apontados anteriormente procedemos a determinag@o das
freqiiéncias preferenciais ou dominantes quando da interagdo de varias perturbagdes.
Para isso utilizamos o programa computacional “MatLab”, utilizando a Toolbox de
Sinais e Sistemas — Power Spectral Density Function — para o calculo de resposta de
freqiiéncia, sob a seguinte rotina:

» A2 = A(:, 2); % dados obtidos do programa de simulagdo
» Fs = 0.1; % freqiiéncia de alturas de onda da amostragem
» T =0: 1/Fs :1; % incremento de tempo

» [Pxx.f] = psd (A2,1001,Fs);

» plot (f, Pxx), xlabel ('(1/L),caracteristico’), ylabel ("Densidade Espectral, Db’)
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Figura 15 — Andlise Espectral, perturbagdo T = 3.14s e corresponde ao comprimento de onda L = 25m, onde
k = 2pi/L é o numero de onda da roll wave gerada
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Figura 16 — Andlise Espectral, perturbagdo T = 1.57s e corresponde ao comprimento de onda L = 12.5m
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Figura 17 — Andlise Espectral, perturbagdes superpostas T =3.14s e T = 1.57s  correspondente ao
comprimento de onda L =25m
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RESULTADOS COMPLEMENTARES VIS-A-VIS DA TEORIA - CALCULO

DA CELERIDADE -

Um outro ponto de interesse pratico seria a determinag¢do do valor da celeridade
das “roll-waves” geradas. Nessa diregdo, assumimos, em 1 ordem, a celeridade como

sendo ¢=U =1,50u ( Cap. VIII), onde u, € a velocidade do escoamento uniforme.

Esses indicadores sdo comparados com os resultados experimentais de Brauner

& Maron (1983) - figura 15. A partir desta figura, podemos despreender que £ - U
Uy, Uy

converge rapidamente para 1,50[ :%} para elevados numeros de Reynolds.

A partir de nossas experiéncias numéricas apresentamos, na tabela que se segue,

alguns resultados que confortam tal proposigao.

Tabela 1 — Comparagdo dos resultados da celeridade (fluido newtoniano)

Casos teste
U,-q/h =0.8/0.15 =5.33 m/s

T=3.14s T=2.00s I=157s

Comprimento de onda L=25m L=16m L=125m

Celeridade ~ 8 m/s 8 m/s 7.64 m/s

Celeridade
(Hwang & Chang)

8 m/s 8 m/s 8 m/s
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Figura 15: Resultados experimentais de Brauner & Maron (1983)
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Figura 16: Perfis da superficie livre paraT = 3.14se T = 2.00s
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Figura 17 : Perfis da superficie livre paraT = 2.00se T =1.57 s

Em contrapartida, no que diz respeito a celeridade ou velocidade de propagagao para o
caso de fluidos ndao-newtonianos (binghamianos, no caso), verificamos, do ponto de

vista numérico, que as ondas nido se deslocam necessariamente com as velocidades
el C U 3-2C

maximas, a saber : l<—=—< .

u, U, ZI}—C ’

U

Para C'=0,20, espera-se 1< -C- = — <1,63. Os resultados numéricos nos
u, u,

apontam para L2} = 4 =125.
u, u,
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Ademais, esses resultados pareceu-nos coerentes, uma vez que observamos

comprimentos de onda inferiores aqueles obtidos com a reologia newtoniana. Nessa

mesma diregd@o, a partir da figura 1, podemos observar que, a Froude fixo (F = 4,4) nos
casos simulados, quanto maior o efeito binghamiano C*, maior é o nimero de onda % e,
por conseguinte, menor o comprimento de onda L.

As figuras 18, 19 e 20 ilustram esses resultados.
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Figura 18: Perfil da superficie livre para T =2.00 s e Bingham C* = (0.20.
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Figura 19: Perfil da superficie livre para T = 3.14 s e Bingham C* = 0.20.
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Figura 20: Perfil da superficie livre para T = 6.28 s e Bingham C* = 0.20.
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ANALISE DA INFLUENCIA DO COEFICIENTE DE CHEZY
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Figura 21 — Detalhes de “roll waves” para coeficientes
de Chézy 30, 40 e 50, com perturbagdo de 1% da vazdo sobre o escoamento

Os resultados obtidos nos permitem fazer uma analise da influéncia do
coeficiente de Chézy no comprimento de onda gerada com perturbagdo de 1% da vazio
sobre o escoamento uniforme. Verificamos que em aumentando o coeficiente de Chézy
do canal e mantendo constante os demais dados do problema, nota-se um nitido
crescimento no valor estimado para o comprimento de onda, ou seja para um
incremento de dez unidades do coeficiente temos um aumento de cinco metros no
comprimento da “roll wave” gerada. Ademais, conforme esperado da teoria, um

aumento no coeficiente de Chézy (efeito resistivo), resultou em ondas de maiores

amplitudes. Notamos também que para um efeito quase inexistente de Chézy , as "roll
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waves" ndo aparecem assim como para valores elevados do mesmo. O Quadro 2 ilustra

esses resultados.

Quadro 2 : Influéncia do Coeficiente de Chézy

Chézy C (m'*/s) Comprimento L (m )

30 25

40 30

50 35
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XIll - RESULTADOS NUMERICOS A PARTIR DA EQUAGAO DE

"ROLL WAVES"

O objetivo deste item é, partindo do modelo global viscoso, na nova reologia
ndo-newtoniana, resolver a equagdo de "roll-waves" (equag@o (7) - Capitulo X). Os
resultados apontados na seqiiéncia mostram a evolugdo da amplitude dessas ondas em
fun¢do do numero de Reynolds, do nimero de Froude, da velocidade de propagagdo ou
celeridade deixando nitido o efeito marcante do efeito viscoso sob o perfil, ou seja, o
desaparecimento dos perfis descontinuos do problema n3o viscoso.

Os resultados apresentados na seqiiéncia foram obtidos com o desenvolvimento

de rotinas em MATLAB :

O L)) =X

, tan(0)(h- 1)(h=h; J(h-h; Lo
e F*(U-1)h

sendo :

=—(U 14 |U+1] J[ U+1)+ [1+ £25

=—(U 1) |U+l|—J[(U+1)+

L r
Ly
p.ghsen(6)

Dentre os testes realizados, podemos ilustrar :
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000

‘ |
4.05 4.1 4.15 4.2 4.25 4.3 4.35 4.4
X

a) variando Reynolds

Figura 1 - Resultado numérico h(z) : F=2.5, U=1.39,a=1.0, 6= 16, £=0.001 ¢ C*=0

Verifica-se que ao fixarmos os valores de U, Froude, o (coef. de distribui¢do de
velocidade), 0 (declividade do canal) e € (esbeltez da onda), e aumentando o nimero de
Reynolds, notamos um aumento da amplitude e uma diminui¢do do comprimento das

"roll waves".
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b) - variando Froude

Figura 2 - Resultado numérico h(z): Re=10,a =1.0, 0 =16°, £=0.001, C'=0

Ao fixarmos os valores de U, Reynolds, a (coef. de distribui¢do de velocidade),

@ (declividade do canal) e ¢ (esbeltez da onda), e aumentando o nimero de Froude,

observamos um aumento da amplitude e uma diminui¢do do comprimento das "roll

waves".

¢) — variando a velocidade de propagagdo (celeridade) das ondas (U)

165.5

Figura 3 - Resultado numérico h(z): Re=10, F=2.5, a =1.0, 0 =16° &=0.001.
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Ao fixarmos os valores de Reynolds, Froude, a (coef. de distribuigdo de
velocidade), @ (declividade do canal) e £ (esbeltez da onda); e aumentando a velocidade
de propagagdo (U), notamos uma diminui¢do da amplitude e do comprimento das "roll
waves".

Em considerando _a nova reologia ndo-newtoniana (C* # 0), a analise numérica
aponta para os seguintes resultados :

d) - variando a coesdo C*

1520 1540 1560 1580

Figura 4 - Resultado numérico h(z): Re=10, F=2.5, a =1.0, 8 =16° £=0.001.

Com base nas figura 4, pudemos observar que:
um aumento no parametro de Bingham (C*), causa um aumento na
amplitude e uma ligeira modificagd@o no comprimento das ondas geradas ;
um aumento no parametro de Bingham (C*) acarretava também uma
antecipagdo na formagdo das ondas geradas , o que vai ao encontro dos
estudos matematicos anteriores (que prediziam a antecipagdo da formagédo de

“roll waves” para a reologia "binghamiana").
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XIV - PERSPECTIVAS FUTURAS

Dando sequéncia a abordagem matematica de "roll waves" em canais de forte
declividade, o pesquisador desenvolve um estudo de Analogia que existiria entre o
problema "roll wave" e o de Van Der Pol. Uma analise preliminar foi empreendida,
cujos resultados sdo apontados em seguida. Em recente discussio com o grupo da
Matematica Aplicada do Departamento de "Génie Mathématique" do Insa de Toulouse,
valeria investir com maior consisténcia e rigor matematico, na discussdo da topologia
do problema. Nessa dire¢do, uma analise mais detalhada e afinada com base na teoria
da bifurcagdo, podera responder que parametros de Van Der Pol explicariam (com
compromissos de engenharia) os parametros fisicos das "roll waves".

Neste contexto, sdo apresentados a seguir os resultados preliminares desse

estudo, a saber :

Estudo do problema de VAN DER POL

O problema de Van Der Pol trata de oscilagdes ndo lineares e serve, de plano,
para tratar o problema de ciclo limite, assim como explicar alguns dos métodos
assintoticos. Nossa proposta € verificar uma "certa analogia" entre o problema de Van
Der Pol e o fendmeno de "roll waves" em superficie livre . Para tanto, numa primeira
analise, passaremos a tratar as propriedades do problema de Van Der Pol, que pode ser

escrito na forma:

g+p.(hz—l)%+a.h=0

Rescrevendo (1) na forma:
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oh

a—=y=f(h, y)

ey _
0z

(1 hz)y ha=g(h,y)

e fazendo uma linearizagdo em torno do ponto critico (0,0), temos:

f=2L22 (h-0)+ af(io)@ 0)

0g(0,0) 0g(0,0)
0T Pt b kot A (S PRt S e B (SN
g(hy) h ( )+ 3y (y-0)

of of . og og
=0, L=y Z8-pp = =u(1-K
= ayl'ah ﬂyaeay u(1-h")

Voltando ao sistema inicial, temos

oh
—=h0+yl
oz 4

oy
=h(0- +
3 (O-a)+yu

oh
—=0 +
o0z ¥

Oy
L =—ha+u
= u.y

Obtemos, assim, a matriz :

[o 1} [0—,1 1 }
- =0

-a u -a u-A4
~A(u-2)+a=0

~Apu+2 +a=0
A -Apu+a=0

cujo estudo das raizes nos fornece:
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g putu’-4a

2

Adotando a hipotese a = 1, temos:

()

Trabalhando com as duas raizes A4, e A, e através do aplicativo Microsoft Excel

obtemos o grafico a seguir:

Figura 1 - Estudo da equagado (2)

Com base em uma analise no grafico acima e na equagdo de A, dentro do
conceito de sistemas nao-lineares, podemos definir as seguintes situagdes:
M > 2 -raizes reais desiguais positivas

U < -2 - raizes reais desiguais negativas

U = 12 - raizes reais iguais de mesmo sinal

-2 < u < 0 - raizes complexas conjugadas
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0 < u < 2 - raizes complexas conjugadas

u = 0 - raizes imagindrias puras
Analisando o tipo de ponto critico temos :
u22 e u<-2 Nolmproprio
2<u<0 e 0<u<2 Ponto Espiral
u=0 Centro
A seguir ilustraremos os tipos de ponto critico, com seus devidos comentarios:
i) - né improprio

a) u22

Figura 2 - Plano de Fase do problema de VAN DER POLcom u=3 e a=1

Como podemos notar na figura 2, o sistema parte do ponto inicial (5,0) e tende

para o ponto de equilibrio (0,0) através de uma curva no plano de fases, esta condigio
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verifica o ponto critico tipo n6 improprio. O sistema ndo atinge o ponto de equilibrio,

pois 0 mesmo € capturado pelo possivel ciclo limite existente; o que ndo impede o

julgamento do tipo de ponto critico que nos € apresentado.

b) u<-2

Figura 3 - Plano de Fase do problema de VAN DER POL comu=-3 ea =1

No caso de p < -2, o sistema tende ao ponto de equilibrio (0,0) através de uma

curva, tratando-se também de um n6 improprio (conforme figura 3).

ii) - espiral

a -2<u<0
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Figura 4 - Plano de Fase do problema de VAN DER POL com y=-03ea=1

De acordo com a figura 4, podemos notar facilmente o sistema partindo do ponto

inicial (1,0) e buscando o ponto de equilibrio (0,0) através de uma trajetoria espiral,

estando totalmente de acordo com a teoria empregada.
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Figura 5 - Plano de Fase do problema de VAN DER POL com u=03e a =1

A figura 5 apresenta o sistema partindo do ponto inicial (0.4,0) e espiralando até

o provavel ciclo limite, se tratando obviamente de uma espiral.

Figura 06 - Plano de Fase do problema de VAN DER POLcom 1=0. e a=1
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O resultado ilustrado na figura 6, notadamente nos revela a ocorréncia de um

ponto critico do tipo centro, independentemente do ponto inicial; o que vai ao encontro

da teoria previamente analisada.

Analisando a estabilidade do sistema, temos:

u>0 Instavel
U< 0 Assintoticamente Estavel

u=0 Estavel

i) - sistema instavel (pn > 0).

2.5
Z
1.5
1

Figura 7 - Solugdo h(z) do problema de VAN DER POL, y=08 e a=1
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O resultado apresentado na figura 7 nos revela a instabilidade inicial do sistema

que no caso particular de Van Der Pol, tendera ao cabo de tempo finito para uma

estabilidade, devido a presenga de um ciclo limite que atrai as solugdes para si.

ii) - sistema assintoticamente estavel (u < 0).

0.5

0.4

0.3

0.2

Figura 8 - Solugdo h(z) do problema de VAN DER POL, u=-0.e a = 1.

Como podemos notar, o sistema parte do ponto inicial (0.5,0) e assintoticamente
estabiliza-se tendendo para a reta & = 0, o que evidencia a diferenga do sistema anterior

considerado por n6s como sendo instavel.

i) - sistema estavel (i = 0).
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] )

|1 ||

40 80

Figura 9 - Solugdo h(z) do problema de VAN DER POL, y=0 ea = 1.

Na figura 9, notamos a estabilidade total do sistema desde seu ponto inicial,
formando assim ondas do tipo senoidais ou co-senoidais em consonancia com a solugio
exata do sistema.

A partir dos resultados apresentados acima, € de nosso interesse a solugdo do
problema de Van Der Pol do tipo instavel (i > 0), isso devido a ocorréncia de uma
instabilidade inicial que ao cabo de tempo finito se torna estavel em torno de um ciclo
limite. Essa "instabilidade", que posteriormente se torna um padrdo estabilizado (a
propria "roll wave") vai ao encontro de nossa analogia com o fendmeno em estudo que,
através de uma perturbagdo inicial sobre o escoamento uniforme supercritico, parece
estabilizar-se depois de um certo tempo ou distancia de propagagdo. No item seguinte,
serao tratados mais especificamente os estudos de caso de nosso interesse, quais sejam:

u>0.
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50 100 150 200 250
X

Figura 10 - Solugdo h(x) do problema de VAN DER POL, para u = 0.2 e a=1, com pontos iniciais

distintos.

Figura 11 —Plano de fases da solugdo anterior.

DEC - Dep. Engenharia Civil De Freitas Maciel, G. Unesp
Hidradulica & Saneamento Cdmpus de Ilha Solteira

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Cap. XIV - Perspectivas Futuras 170 Tese de Livre Docéncia

Em se tratando da figura 10, pudemos observar que pontos iniciais distintos, ao
cabo de tempo finito, convergem para uma estabilidade (isso dada a existéncia de ciclo
limite), isto €; a solugdo que, inicialmente, tem menor amplitude, gradualmente aumenta
de amplitude, enquanto a solu¢do inicialmente com maior amplitude, gradualmente
diminui de amplitude, mas ambas solugdes se aproximam de um movimento periodico
estavel que corresponde ao ciclo-limite. Tal resultado é fundamentado do ponto de vista
teorico (existéncia do ciclo-limite de Van der Pol) e corroborado no modelo numérico
(Freitas Maciel, 1997, 1998) que, através de uma perturbagdo inicial (da ordem do por

cento) sobre o escoamento uniforme de montante, gera "roll waves" estaveis a jusante.

mi=4

T

_2-5 1 1 1 1
2000 2100 2200 2300 2400 2500
X

Figura 12 - Solugdo h(z) do problema de VAN DER POL, n=2, u=4 e a = 1.

Se u> 0 a segunda parcela do 1° membro da equagdo (1) representara o termo

e : o h ; e
resistivo, proporcional a T Quando /4 for grande, esse termo € positivo e reduz a
Z
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amplitude das respostas. No entanto, se # for pequeno, o termo resistivo € negativo e
provoca o crescimento da resposta. Isto sugere que, talvez, exista uma solugido de
dimensdes intermediarias, da qual se aproxima as outras solugdes, a medida que z
cresce. Em sumo, as observagdes experimentais numéricas indicam que a equagido de
Van Der Pol tem uma solugdo periodica estavel cujo periodo e amplitude depende do
parametro u.

No caso da figura 12, notamos um aumento do comprimento da onda com ,

permanecendo-se constante a amplitude da resposta.

2.5
2
1.5
1

v/

Figura 13 - Solugdo h(z) do problema de VAN DER POL, 1= 1 e variagdodea =0. 1 e a= 0.4

Nota-se através dos resultados da figura 13, que o aumento do parametro "a",
mantendo u constante; gera uma diminuigdo do comprimento de onda, mas ainda

continua constante a amplitude das mesmas.
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Controle da amplitude das ondas geradas.

Ainda no contexto do problema Van Der Pol, e com base no artigo de Needham
- Merkin ("On Infinite Periodical Bifurcations With an Application to Roll Waves",
198 77?), introduzimos uma pequena modificagdo na proposta do modelo Van Der Pol.
A fim de controlar mais de perto a amplitude das ondas geradas, seria necessaria a

introdug@o de um novo parametro como se segue:

2
2 }: + ,u.(hz - l)g—h +ah=0 (forma analisada por nos)
X X

2
g }: + ,u:.(h2 ~ b)g—i1 +ah=0 (forma proposta por Needham-Merkin)
X x

A partir de Needham-Merkin foram encontrados valores de amplitudes

obedecendo a seguinte fungao:

A~ 4b'? sendo A: amplitude das respostas, b: novo parametro (2)

Como em nosso modelo, & tinha o seu valor unitario, a amplitude das ondas
geradas no nosso exemplo sempre fornecia o valor 4; o que é verificado pelo modelo
proposto por Needham-Merkin. Mas com a introdugdo do novo parametro b, pudemos
controlar a amplitude das respostas e analogamente adequar a amplitude das "roll

waves". Ilustramos nas figuras 14 e 15 a variagdo de amplitude da onda gerada:
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Figura 14 - Solugdo h(z) do problema de VAN DER POL variando b, a=1e u=2.

Figura 15 —Plano de fases.

Como podemos notar, um aumento no parametro b provoca um aumento na

amplitude das respostas seguindo aproximadamente a expressdo (2). Ou seja, para um

valor de b=9 e b=16, a amplitude da resposta ¢ da ordem de 12 e 16 respectivamente

(conforme plano de fases — figura 15).
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Exemplos de Aplicacdo

Em se tratando da resolug@o da equagao de Van Der Pol (1), tentamos verificar ,
com maiores detalhes, a variagdo dos parametros p € @ juntamente com o comprimento
e/ou periodo das respostas. Isso feito, plotamos um grafico para poder observar
tendéncias, ainda que parcialmente, sobre novas pistas no processo de “analogia

funcional”.

Figura 16 — Variagdo do pardmetro “u” e "a" pelo comprimento L e/ou periodo de onda

A partir da figura 16, podemos encontrar facilmente os valores aproximados dos
parametros “4” e “a” para comprimentos de onda desejados, assim como os valores
aproximados do parametro “b”, para amplitudes de onda desejadas (equagdo (2)).
Exemplificando: para uma onda gerada com um comprimento e/ou periodo da ordem

de 7.60 e amplitude da ordem de 12; temos que, para a reprodugdo da mesma com a
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resolu¢do do problema Van Der Pol, necessitamos de valores para u, a e b da ordem de

2, 1 e 9 respectivamente.

Discussdao e Comentarios

No que tange o problema de Van Der Pol propriamente dito, pudemos apontar
para os seguintes resultados:

Um aumento do parametro resistivo u gera ondas de maior periodo ou
comprimento;

Em contrapartida, um aumento do parametro "a” , engendra menores valores de
periodo e/ou comprimento de onda;

Ainda nessa analise, pareceu-nos que (do ponto de vista numérico) um aumento
de u (provocando aumento do comprimento de onda) e simultaneamente um aumento
de "a” (provocando uma diminui¢do do comprimento) levaria-nos prever "roll waves"
de "comprimento estabilizado";

Em se tratando da amplitude das ondas geradas, observou-se que, mesmo

alterando a estrutura da equagéo inicialmente proposta, conseguimos controlar e prever

a amplitude das respostas quando da solugdo do problema Van Der Pol. Isso, nos
permite tratar, ndo s6 o novo parametro (b), mas adequa-lo aos parametros da equagio
das "roll waves" (Froude, Reynolds e velocidade de propagac¢do das ondas), controlando
assim, a amplitude das respostas. Ou seja, através de exemplos anteriores notamos que
uma variagao nos parametros Re, U e F, repercutia na amplitude das ondas geradas;
com isso, podemos ajustar valores do parametro b que fornegam a mesma amplitude das

ondas geradas, quando da variagdo de Re, U e F.
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No que tange os resultados da equagdo do fendmeno "roll waves" (oriundo do

sistema "shallow water"), chegamos as seguintes conclusdes:

Quando aumentavamos a velocidade de propagagdo (U), diminuiamos tanto o
comprimento quanto a amplitude das ondas. Quando aumentavamos o numero de
Reynolds (Re) e o Froude (F), aumentavamos a amplitude e diminuiamos o
comprimento das "roll waves"; o que vai ao encontro das conclusdes citadas

"o

anteriormente quando nos referiamos ao parametro u, ao pardmetro “a” e ao novo

parametro “b” do modelo Van Der Pol, respectivamente.
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XV - COMENTARIOS FINAIS

De uma maneira geral pudemos tratar ao longo desta Tese alguns aspectos

julgados importantes na geragdo, propaga¢do e tentativa de controle de "roll waves"

que, de forma resumida, poderiamos enunciar da seguinte forma :

No campo de Fluidos Newtonianos ...

partimos do classico de Dressler (1949) e apos alguns desenvolvimentos
matematicos, pudemos definir as condigdes de existéncia de "roll waves",
adquirimos conhecimentos na formulagao do problema "shallow water", suas
propriedades, decorréncias e sua larga aplicabilidade na hidraulica de
superficie livre. Ainda nesse contexto, avangamos na compreensdo clara e
sistematizada dos sistemas lineares e ndo lineares, problemas de
instabilidades de equagdes diferenciais, culminando com a teoria da
bifurcagdo. A partir dessa base, definimos as condigdes de existéncia,
unicidade e estabilidade do fendmeno; o que nos permitiu controla-lo;
apontamos para uma eventual analogia de "roll waves" com o problema de
Van Der Pol. Para tanto, utilizando-se do software "Matlab", pudemos
resolver, mais rapidamente, o problema do oscilador Van Der Pol e a
equagdo que regia as "roll waves". Conseguimos, pois, "ajustar" os
parametros de Van Der Pol aos parametros fisicos do fenomeno "roll waves"
(Froude, Reynolds, velocidade de propagagdo das ondas, amplitude e
comprimento e€/ou periodo das ondas geradas). A partir de uma base
experimentalista numérica, pudemos apontar para alguns resultados quando
da variagdo de parametros fisicos e suas respectivas respostas sobre as ondas

geradas.
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No campo de Fluidos ndo-Newtonianos ...

impusemo-nos a necessidade de analisar os principais modelos reolégicos
representativos da evolugio de fluidos hiperconcentrados, apresentando uma
breve validagao do modelo por nos adotado (fluido de Bingham);

seguindo o mesmo protocolo supracitado, agora dentro da nova reologia
binghamiana, conseguimos apontar para as condigdes de existéncia e
estabilidade do sistema; obtendo assim um novo critério de geragdo e
estabilidade das "roll waves".

em se tratando da utilizagdo do cddigo de calculo implementado, pudemos
apontar para novos horizontes quando da variagdo do parametro de
resisténcia do escoamento (coeficiente de Chézy) e variagdo do parametro de

Bingham (C*); resultados esses comentados no decorrer desse trabalho.

Por fim, ainda que de forma global, acreditamos que este estudo deva ser
continuado e sistematizado. No que diz respeito a critérios de engenharia, deixamos no

esquema que se segue algumas notas importantes, que poderdo ser uteis para

engenheiros eventualmente envolvidos com este fendmeno. De qualquer maneira, uma

vertente fisica (experiéncias em laboratério) devera ser empreendida em via de

validagdo das pistas apontadas ao longo deste trabalho.
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ROLL WAVES
Aproximagio tedrico-numérica

Newtoniano

Condigio de Existéncia

F>2

N#o-Newtoniano

C*- efeito de Bingham ; W - celeridade da onda

Condigdes de Estabilidade

3-2.¢°

TRy e

Propriedades
- o perfodo da “roll wave” é definido pelo periodo da
perturbacio Imposta,
- um sumento na amplitude da perturbacéo causa uma
antecipagiio na geracio da “roll wave”, mas nio altera
sua amplitude,
- um aumento no termo resistivo (Chézy) causa um
aumento na amplitude e uma diminui¢io no
comprimento da “roll wave” gerada,
- a perturbagio de malor perfodo caracteriza o
comprimento da “roll wave” gerada.

Propriedades
- o periodo da “roll wave” é definido pelo periodo da

perturbacio imposta,
-um sumento na amplitude da perturbacio causa uma

antecipagio na geracio da “roll wave”, mas nio altera sua
amplitude,

- um aumento no termo resistivo (Chézy) causa um aumento na
amplitude e uma diminuigio no comprimento da “roll wave”
gerada,

- a perturbagiio de maior periodo caracteriza o comprimento da
“roll wave” gerada.

- um sumento no termo de Bingham antecipa & formacio ¢ eleva
= amplitude da “roll wave”.

"comprimento estabilizado";

Der Pol, através da variagio do parimetro (b);

-ﬂml-mm“ m*k*nﬂnum

- em contrapartida, um aumento do parfimetro "a" , engendra menores valores de perfodo e/ou comprimento de onda;

- ainda nessa anilise, parecen-nos que, do ponto de vista numérico, um aumento de p (provocando aumento do comprimento de
onda) e simultaneamente um aumento de "a" (provocando uma diminuigio do comprimento) levaria-nos prever "roll waves" de

- em se tratando da amplitude das ondas geradas, conseguimos controlar e prever respostas quando da soluciio do problema Van

-thW‘M“MMUGIEMHWhﬂMHMM
[ Sguais. Sabibi 6 ettt | Qi for gk o misevan suapliinko dow iae goysen, qusnia it vaslaghe dé R, Yo

Necessidade de uma base experimentalista fisica em via de validacdo de resultados e/ou previsdes de cunho tedrico-numérico.
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