
[Cristina Zapata

Cldb
BRungeClKutta EM

[

EV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 :unesp * 12 13 14 15 16 17 18 19



1910000767 >

MANN

PV
AVAVAY

vAY1 2 3 4 5 6 7 Un SP 12 13 14 15 16 17 18 19cm
e



ós

idafeebes

Aemáti

EV
AVAVAY

vAY

1817161514131211unesp6 75cm



CRISTINA APARECIDA ZAPATA

ALGUMAS CLASSES DE MÉTODOS PSEUDO RUNGE ­

KUTTA

DISSERTAÇÃO DE MESTRADO APRESENTADA JUNTO AO DEPARTAMENTO DE
MATEMÁTICA APLICADA E COMPUTACIONAL DO INSTITUTO DE BIOCIÊNCIAS, LETRAS E

CIÊNCIAS EXATAS DO CÂMPUS DE SÃO JOSÉ DO RIO PRETO DA UNIVERSIDADE
ESTADUAL PAULISTA.

PROF. DR. ORIENTADOR: SEBASTIÃO PEREIRA MARTINS

São José do Rio Preto, outubro de 1997.



À minha família,
ao José Virgílio,

por todo o apoio,
dedico.

AA
AVAVAV

unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



AGRADECIMENTOS

Agradeço, sensibilizadamente, a professores, funcionários, colegas,

amigos, enfim, a todos aqueles que de alguma forma auxiliaram­me durante o

árduo período da elaboração deste trabalho.

Agradeço, de forma especial, ao professor orientador que possibilitou­me

a oportunidade de realizar este trabalho e que, com toda a paciência e dispo­

sição, conduziu­me pelas dificuldades características da elaboração de uma tese.

Agradeço também à minha amiga, Francislaine Basso, e ao meu

namorado, por todo apoio prestado, sem o qual a conclusão deste trabalho não

seria possível.

Agradeço à CAPES pelo auxílio financeiro, indispensável para a

dedicação exclusiva ao trabalho.

Agradeço a Deus, por tudo.

Arh
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17 18



O objetivo deste trabalho é estudar algumas classes de métodos Pseudo Runge Kutta,
voltados para a resolução númerica de um problema de valor inicial para Equações

a»

Diferenciais Ordinárias.

Para tais classes de métodos, desenvolveremos os passos necessários para a obtenção

das condições de ordem, procurando estabelecer uma relação entre a ordem máxima
alcançável e o número de estágios considerado. Em seguida, a partir das condições de ordem,
construíremos famílias de métodos e, para cada uma delas, apresentaremos alguns métodos

particulares, que serão utilizados em avaliações computacionais.
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ABSTRACT

The objective of this paper is to study some classes of Pseudo Runge­Kutta

methods, pointing to the numeric solution of a initial value problems for Ordinary Differential

Equations.
'

|

For such classes of methods, we shall develop the necessary steps to obtain the

order conditions, trying to establish a relation between the Maximum reachable order and the
considered number stages. Afterwards, taking from the order conditions, we shall build
families of methods and, for each one of them, we shall present some particular methods,

which will be used for computational avaliations.
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INTRODUÇÃO

As Equações Diferencias Ordinárias (E.D.O.) aparecem naturalmente como um

modelo matemático em muitas áreas da ciências e do mundo real, principalmente em

problemas que descrevem quantitativamente fenômenos físicos, químicos ou biológicos. Estas
equações quando associadas a uma condição inicial, formam o que se denomina “problema de

valor inicial” (P. V.I.).
|

A necessidade de se obter aproximações para a solução de um P.V.I., cuja solução

exata não é determinável analiticamente, tem estimulado a busca de métodos que permitam

gerar, com o menor esforço computacional possível, aproximações com a precisão desejada.

Dentre as classes de métodos numéricos voltados para a resolução de uma E.D.O.,

uma das mais utilizadas é a classe dos métodos de Runge­Kutta, que permite determinar com

um esforço computacional razoável, aproximações com a precisão desejada. O objetivo

principal deste trabalho é apresentar uma outra classe de métodos denominados métodos

Pseudo Runge­Kutta.

Tais métodos foram originariamente propostos por Byrne [6], e estudados por

Rosen [21]. Uma formalização interessante de classes desses métodos foi dada por Byrne e

Lambert [7].

Os métodos Pseudo Runge­Kutta não são de passo um, como os métodos de

Runge­Kutta, e embora sendo de passo dois não pertencem à classe dos métodos lineares de

passo múltiplo, mas apresentam algumas das características de métodos de cada uma dessas
duas classes.

São métodos de passo dois, que consideram combinações das derivadas em pontos

internos ao passo de integração, estando aí a grande semelhança entre eles e os métodos de

Runge­Kutta.

Este trabalho está organizado em capítulos, sendo que no capítulo 1, apresentamos

de forma resumida, os principais conceitos qualitativos e resultados, relacionados com a
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classe dos métodos de Runge­Kutta, conforme proposto por Lambert [13], tomando tais

conceitos e resultados como base para o desenvolvimento dos próximos capítulos.

Procuramos, então, desenvolver, nos capítulos 2, 3 e 4, os passos necessários para

a obtenção das condições de ordem para algumas classes de métodos Pseudo Runge­Kutta e

estabelecer uma relação entre o número de estágios dos métodos e a ordem máxima
alcançável. Em seguida, a partir das condições de ordem, construímos algumas famílias de

métodos e, para cada uma delas, apresentamos alguns métodos particulares, que serão

utilizados nas avaliações computacionais.

No capítulo 5 construímos, a partir dos métodos Pseudo Runge­Kutta propostos

no capítulo 3, métodos Pseudo Runge­Kutta que permitam gerar aproximações para a solução

exata em qualquer ponto interno ao intervalo de integração que se acabou de considerar. Tais

aproximações podem ser obtidas sem qualquer necessidade de se avaliar novamente a

derivadaf(x,y), o que computacionalmente se torna interessante.
|

Finalmente, no capítulo 6, apresentamos algumas avaliações computacionais
comparando o desempenho dos métodos estudados ao longo deste trabalho.

. 5 . . » 2.A fim de tornarmos mais simples o entendimento da matéria exposta, procuramos

desenvolver nosso trabalho da forma mais organizada e detalhada possível, com uma

linguagem única para os diversos métodos estudados. Nosso objetivo é tornar mais claras e
*

acessíveis as classes de métodos apresentadas aos que pretendam melhor conhecê­la ou

utilizá­las, e também oferecer um ponto de partida àqueles que, porventura, pretendam

aprofundar os estudos sobre os métodos Pseudo Runge­Kutta.
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CAPÍTULO 1

MÉTODOS DE RUNGE­KUTTA

1.1 Introdução

Neste capítulo, introduziremos a classe dos métodos de Runge­Kutta, utilizados

para a resolução numérica de problemas de valor inicial. Para essa classe de métodos,

definiremos alguns conceitos básicos qualitativos, que, ajustados convenientemente, serão

utilizados nos capítulos posteriores. Apresentaremos também para tais métodos, o processo

utilizado para obtenção das condições de ordem para r = 2, 3 estágios utilizando algumas

notações e convenções que permitirão simplificar a busca de resultados.
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1.2 Métodos de Runge­Kutta

Consideremos uma equação diferencial ordinária de primeira ordem com uma

condição inicial, definindo o que denominamos problema de valor inicial (p.v.1.), dado por :

y'=f(x,y),

Y(X9)=X9 (1.1)

para o qual , por hipótese, admitimos que a solução exata y(x) existe de maneira única num

intervalo [a,b/.

Vamos considerar uma discretização de /a,b] numa malha de pontos x, e passo

h, isto é, x, =x, +nh para n =1,2,..., onde x, =a , e o parâmetro h é um número positivo

identificado como o comprimento do passo de integração. Nos pontos dessa malha podemos

calcular aproximações para y(x) através de métodos numéricos, por exemplo, dos métodos

de Runge­Kutta, que definiremos a seguir. Anotaremos por y,,, à aproximação para a solução

exata y(x) de (1.])em x=x,,,­

Definição 1.1: Dado o p.v.i. (1.1), denominamos método de Runge­Kutta com r

estágios e denotaremos por RK (r) ao método de passo um dado por :

Yni7Xn+t hXb;k, ,
i=]

k=Sf(x,+c,h y,+hXa,k,),
j=el

r

com c,= Da, , i=1(I)r, onde a,, c,, b, são valores constantes.
je!

1 ,

Podemos representar os coeficientes que caracterizam um método de Runge­Kutta

com r estágios numa forma matricial, denominada matriz de Butcher, que apresentamos a

seguir:
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Se definirmos as matrizes c=(c,,e7,...e,)', b=(b, by ..b, e A=[aj la

representação de Butcher para os coeficientes do método RK (r) será dada por:

cjA

b'

Em função da forma da matriz A, podemos dividir a classe dos métodos de

Runge­Kutta em 3 subclasses de métodos: explícitos, semi­explícitos e implícitos.

Dizemos que um método de Runge­Kutta é : *
­ Explícito se a matriz A é estritamente triangular inferior.

­ Semi­explícito se a matriz A é triangular inferior com algum a, *­0O.

­ Implícito se a matriz A é não triangular inferior, isto é, a, O para algum j >i.

Observe que neste caso devemos, para determinar os k,'s, resolver um ou mais sistemas de

equações (dependendo da estrutura da matriz A) que poderão ser não lineares.

Neste trabalho vamos considerar somente a classe dos métodos de Runge­Kutta

explícitos.

1.3 Conceitos qualitativos

Definição 1.2: Denominamos Erro de truncamento local de um Método de Runge­

Kutta com r estágios no ponto x = x, e denotaremos por T,,,, ao valor dado por:

TP YXu4)­(Y(x,)+h Zbk), (14)

onde os valores k,'s são definidos por (7.2b), mas considerando­se a solução exata y(x) em

lugar de y,.
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Admitindo que, para x=x, se verifica a hipótese local y, =X( XxX, ), Vamos
denotar então, a aproximação gerada através de (7.2a) por 3 ,,, Istoé:

Jni7 X(x,)+ h Ebk,­

Logo, sob essa hipótese local, temos que:

Ti= Xu) Yu . (1.5)

Portanto, quando por hipótese admitimos que y, = y(x,),o Erro de truncamento

local nada mais é do que a diferença entre a solução exata e a solução numérica no ponto

Xp) ­ Neste caso, denominaremos o Erro de truncamento local simplesmente de Erro local.

Considerando em (7.5) o desenvolvimento das funções em série de Taylor na

vizinhança de x = x,, podemos expressar 7,,, em potências de h como:

Tu=2 U,h+U, + Uh +... + UU, h+. (1.6)p+l

»

Definição 1.3: Dizemos que um Método de Runge­Kutta tem ordem de

consistência p se este for o maior inteiro positivo tal que:

—

+]T = O(h""),

ou seja, Uyj =U, =U,=.. =U,=O0.
É importante registrar que os U,'s de (1.6) são constituídos por expressões que

envolvem os coeficientes do método multiplicadas por derivadas parciais da função f(x,y).

Logo, para que tenhamos U, =0O para i=/(I)p, é preciso que as expressões que envolvem os

coeficientes do método sejam nulas. Essa imposição vai gerar equações, denominadas

“Condições de Ordem”, as quais os coeficientes de um método de Runge­Kutta com r estágios

devem satisfazer para que este tenha ordem de consistência p. No que segue, diremos

simplesmente que o método tem ordem p.

A obtenção das condições de ordem tem uma complexidade que cresce com a

ordem desejada para o método, em função das derivadas parciais da f(x,y) envolvidas nas

expressões U,,i=!I(1)p.
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1.4 As condições de ordem

A seguir, procurando ilustrar esse procedimento, vamos introduzir as convenções

utilizadas por Lambert [13] para representar as derivadas parciais e algumas expressões que as
envolvem.

Sejam:
e

,

f =f&y), £, = 22»,
f(x,y) f(x,y)

fo Ímrao
SP S(x,D) f(x,y)

Ím = ax9iy folP SÍ) 3xay etc.

Usando repetidas vezes a “regra da cadeia” e utilizando (7.8), podemos expressar

as derivadas de y(x) a partir da equação diferencial (7.1) obtendo:

Y=f(x)),

Y(x)=f(x,y)+f,(xy))/(x)=S,+f,,

YO) =E fa FIT FI FINS, HIS TSSO

= ft2H, HIS SHIS,

A fim de simplificar as expressões para as derivadas obtidas em (7.9), vamos

considerar as seguintes convenções:

F=S, +, (1.10a)

SE, +Íyo (1.10b)

G=fs, +2f, + Ly (1.10c)

Q= 5º S7+20S, + Sis (1.10d)

Ie fa t3o H3SSoy FISu (1.10e)

s,=6fy +65Ly, +3S.S, +2M1 (1.10f)
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Considerando (7.70), podemos expressar (1.9) agora como:

Y(x)=f,

Y(x)=F,

Y(x)=G+FHf,,

Yº(x)= 1 +Gf,+ Ef; +3E,, +3Ffx
Yº(x)= R+Gf; +4GS +7FSf, +If, + Ef; +6FS, +30f,,.
Considerando que o desenvolvimento de »(x,,,) em série de Taylor numa

vizinhança de x =x, , nos fornece:
2 3h h

NX)X + hY(x,) + 77 YO + TI(x,)
4 5h
Fx) + TO) + o),

usando (7.11) ele pode ser escrito como:
2 3hY(X141)=X(X, IFrhf + F+77, (E, +G)

4h

+oj(1+ GS, +Ef7 +3EM,+3Ff,) (1.12)

5h

+T7(R+Gf7 +4GS +7 FSF, + If, + Ef; +6FS, +30f,, )+ O(hº ).
Por outro lado, podemos através dessa notação considerar também o

desenvolvimento em série de Taylor de 3,,,. Daí, substituindo­o juntamente com (7.72) em

(1.5) e considerando (1.6), geramos então as condições para que um RK(r) tenha ordem p, isto

é, suas condições de ordem.

1.5 Algumas família de RK(r)

Ilustrando, para que um método de Runge­Kutta explícito com 2 estágios tenha

ordem 2, devemos impor nulas as equações que multiplicam as potências de h e hº que
aparecem em (71.7), logo as seguintes condições devem ser satisfeitas:

b+b,=1,
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(1.13b)

Uma família de métodos RK(2) com ordem p=2, é obtida resolvendo­se o sistema

formado pelas condições de ordem (7.13). Nesse caso, um dos coeficientes pode ser
º

considerado como um parâmetro livre, pois temos duas equações e três incógnitas.
Considerando c, como tal parâmetro obtemos a família:

o

Cc,

20,1 1]
20, 20,

com c, *0O.

Assim em (1.14) obtivemos uma família de métodos RK(2) com ordem 2 onde,
para cada escolha de c,, geramos um particular método.

1

Se tomarmos c, = 2 obtemos:

É importante registrar, e facilmente observável do desenvolvimento acima, que
não é possível obter métodos com ordem p = 2 se considerarmos r < 2.

Considerando agora r = 3, para que o método tenha ordem 3 devernos impor nulas

as equações que multiplicam as potências de h, hº e hº, logo as seguintes condições devem
ser satisfeitas: J
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(1.13b)

Uma família de métodos RK(2) com ordem p=2, é obtida resolvendo­se o sistema

formado pelas condições de ordem (7.13). Nesse caso, um dos coeficientes pode ser

considerado como um parâmetro livre, pois temos duas equações e três incógnitas.

Considerando c, como tal parâmetro obtemos a família:

com c, £ 0,

»

Assim em (1.14) obtivemos uma família de métodos RK(2) com ordem 2 onde,

para cada escolha de c,, geramos um particular método.

Se tomarmos c, = 7 , obtemos:

É importante registrar, e facilmente observável do desenvolvimento acima, que
não é possível obter métodos com ordem p = 2 se considerarmos r < 2:

Considerando agora r = 3, para que o método tenha ordem 3 devemos impor nulas

as equações que multiplicam as potências de h, hº e hº, logo as seguintes condições devem
ser satisfeitas:
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1

bre, +b,0;=7, (1.156)

1

b,ce7+b,ei3=7Z, (1.15c)

1

b,c,av==. (1.15d)

Analogamente, podemos construir uma família de métodos para RK(3), com c, e
c, como parâmetros livres, dada por:

(c, =c, o,
c(­2+3c,)

2— 30, — 30, +60,C, 2— 30; —2+3c,
6c,C; 6c,(c,­c,) Óó(c,­c)o,

;
1 2

pSe fizermos 0, == e 0, = 3 encontramos o método:3

Como no caso anterior, podemos também observar que o número mínimo de

estágios para ordem p = 3 serár= 3.

No caso p = 4, o número mínimo de estágios será r = 4, quando teríamos que

resolver um sistema de 8 equações, obtendo­se então a família dos métodos de Runge­Kutta

comr=p=4.
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Um particular método dessa família, e que é bastante utilizado, tem como matriz
de Butcher:

No caso p = 5, o número mínimo de estágios será r = 6 e teremos um sistema com
ao

17 equações. Como ilustração, vamos considerar o seguinte caso particular, que será utilizado
no capítulo 6 em avaliações computacionais:

O
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Dos desenvolvimentos até aqui apresentados, podemos observar que existe uma

relação entre o número de estágios e ordem máxima alcançável, dada por p =r parar =1,2,3

e 4. Para r > 4, essa identificação não se verifica, conforme constatamos em [13] Lambert,

apresenta:

ordem máxima

alcançável

número — mínimo 1
de estágios
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CAPÍTULO 2

MÉTODOS PSEUDO RUNGE­KUTTA DE

PASSO 2

2.1 Introdução

Neste capítulo introduziremos uma classe de métodos, propostos por Byrne e

Lambert em [7], que, por considerarem uma combinação linear de aproximações para a
derivada do problema, semelhante à classe dos métodos de Runge­Kutta, mas utilizando não

apenas a aproximação para a solução obtida no último ponto de integração, mas também a do

ponto anterior são denominados métodos Pseudo Runge­Kutta de passo 2.

Para essa classe de métodos, desenvolveremos os passos necessários para a

obtenção das condições de ordem, considerando r = 2, 3, 4 estágios e analisaremos qual a

ordem máxima alcançável em função do número de estágios considerado. Finalmente,
apresentaremos algumas famílias de tais métodos, por nós obtidas.
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2.2 Métodos Pseudo Runge­Kutta de passo 2

Conforme Byrne e Lambert [7], consideremos a classe de métodos, denominados

métodos Pseudo Runge­Kutta de passo 2 com r estágios, que vamos denotar por PRK2(r),
definidos por:

YnZ J,+h Db jk jt hXbk,,jel

k = f(x2pYnid
jo

k=Sf(x,7,+tejh,y, ,+h 29 ka)
k=S(x1p),1

jimm
­

[2

k =f(x,+cjh y,+h Yak,), j=201)r,
m=l

il

onde, para i=1(I)r c=X/a, e —1I<c,<l. (2.1c)
j=l

b,,b..Métodos dessa classe são caracterizados através dos coeficientes cjts b,, b,

Assim, de maneira semelhante à matriz de Butcher dos métodos de Runge­Kutta, vamos

considerar uma representação para os coeficientes que definem um método de (2.7), através de

uma tabela matricial, dada por:
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2.3 As condições de ordem para métodos PRK2(2)

De maneira análoga à considerada para a classe dos métodos RK(r), vamos

determinar as condições para que um método definido por (2.7) tenha ordem p e analisar qual

o maior valor assumível porp em função do número de estágios do método.

De (1.5) e (1.6), temos que se o método tem ordem p, então

Tu =X(X141)­Ynu= O(h""!), agora sob a hipótese local y( x,,;)=X,,; paraj= ­1,0. Assim,
considerando os desenvolvimentos em série de Taylor de y(x,,,) € XY,,,, numa vizinhança de

x =x,, podemos construir as condições de ordem para essa classe de métodos através de
Tas

Vamos inicialmente construir as condições de ordem para os métodos da classe

definida em (2.1) quando consideramos r=2 eque podem ser escritos como:

YniZ Y + h(b,kA+b,k,)+ h(b er+b,k,),
k = fXxappYannDo

ki= f(x,+ e.h, y +hak,),

xp),

fix,+ c.h, y + ho k)).
kE=­

k =

Nesse caso, como a,, = c,, sua representação na forma (2.2) será:

Desenvolvendo y(x,,), k, k, e k, em série de potência, na vizinhança de
x =x, e utilizando as notações apresentadas em (1.10) e (1.11) encontramos :
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hº hº hº
2Hxg­) EH )=Mf + E" (ES, +G) + (I+Gf, + Ef, +3FS)

h
—aoR+GS, +4GS +7FSÍ, +1f, + Ef; +6F5, +3Qf,, )+ O(hÔ ),

h? nº
k = f­hE+T(ES, +G)—(I+Gf, + FfJ +3FS)

nº
+TZ(R+ GF) +4GS+7FSf, +1f, + Ef] +6FS2 +30f,, )+O(R ),

2k,=f+ hle,=NF + [(1­20,+e3)G +(1­ 20,)Ff, ]
3

+E­—1+ 3c0,­3c3+03)| +(—1+30,­203)3FS +(3c,­1)(Ff +Gf, ")
4

to [(1­40,+603­4ei+e3)R + (1­4e,NGf; +If, + Ef; +3FSS, )
+(1—4c,+303)(4GS+4FSf, )+ (1—­4c0,+4c]) 3QÍ,,
+(1—4c,+5c3­20])6FS, J+O(h' ),

2 3 4
­ h h h
k=Sf+ he, F +—(e7)G+—(c7)1 + (0) JR+O(R).

Considerando que: 3, ,=y, +h(b,k+b,k,)+h(b,k+b,k,), isto é, (2.3) sob as
hipóteses locais y,, =X(x,,)&e yY/=>X(x,), e substituindo Y(x,,) € XY. EM

TZ )(X141)­Sni= O(h"*!), encontramos:
EE =

TF h[((b,+b,+b r+b 2) Df +hºNANAE
+hº [(b,+b,—2b,c,+b,c3+c2b TG +(b,+b,—­2c,b, ZH, ]
+ hº [(—b,­b,+3c,b,­3cib,+cib,+c3b E)

]+(­b,­b3+3b,0,= NFS; +Gf, )
1

+(—b,­b,+3c,b,­207b,­7 IBFS)] + O(I ).
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De (2.5) podemos concluir que o PRK2 (2) definido por (2.3) terá ordem p = 2
se estiverem satisfeitas as condições:

b,+b,+b+b, =], (2.6a)

= 1

—b ,—b,+b,c, +b,c, =>" (2.6b)

Ainda por (2.5), concluímos que o método terá ordem 3 se, além de (2.6)

estiverem satisfeitas as seguintes condições:

­” 1

b +b,—­2b,c,+b,c3+b ,c? => (2.7a)

1

b,+b,­2b,0,=Z, (2.7b)

Portanto, temos em (2.6) e (2.7) um sistema com 4 equações a 5 incógnitas, que

devem ser satisfeitas para que o método tenha ordem 3. Isto é, são as “condições de ordem”

para os PRK?2 (2) definidos por (2.1) e com ordem 3...

Resolvendo o sistema, podemos determinar uma família a um parâmetro de tais
métodos.

Considerando as equações de (2.7), obtemos que (b, +, )ei =0. Logo:

b, = —b,, (2.8a)

c=0. — (28)

Primeiro Caso: Considerando a hipótese (2.814) e substituindo no sistema (2.6) e

(2.7) temos:

(2.9a)

b, +b, == (2.9b)

1

b, +b, ­2b0, ==. (2.9c)

De (2.9b) e (2.9c) obtemos:
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5
S/Ab, c,tO,

5—­6c,
bh = 120, '

De (2.9a) obtemos:

Portanto, encontramos uma família de métodos PRK2(2) com ordem 3, tendo

c, * O como um parâmetro livre que na representação (2.2), é dada por:

ou, na forma (2.3):

Ynui=Xn+t [(5­6c,)k —5k +I8c, — 5 )k+5k,].
12c,

Segundo caso: Considerando a hipótese (2.8b), isto é, cx = O , concluímos que o

método (2.3) terá apenas | estágio, logo descartamos esta possibilidade, pois estamos

interessados em determinar a ordem máxima alcançável para métodos com r = 2.

Vamos agora analisar se é possível alcançar uma ordem a mais para métodos

definidos por (2.3), ou seja, analisar a existência ou não de tais métodos com ordem p = 4.
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Para que isso aconteça, além (2.6) e (2.7), por (2.5), temos que também devem ser

satisfeitas as condições:

1

b,­b,+3b6,=XZ (2.11a)

1
—b,­b, +3b,e,­3bje3=7> (2.11b)

1

—b,—b,+3b,0,—­2b,c3 = É (2.11c)

Subtraindo (2.116) de (2.11c) obtemos :

b,ci =0. (2.12)

Logo, devemos ter b, =O0 ou c,=0.

Considerando tanto b, =0 como c, =0, o sistema formado pelas equações de

(2.6), (2.7) e (2.11) não terá solução. Portanto, concluímos não existir nenhum PRK2 (2) com

ordem quatro, confirmando um resultado apresentado por Nakashima (1987) em [17].

2.4 As condições de ordem para métodos PRK2(3)

Considerando agora a classe de métodos definidos por (2.1) com r = 3 temos:

Ynsi=Z D+ h(byk +b,ky+b,k,)+ h(b k +b kk+byky),
k = f(X7ppYndo

ky= S(x,,+t e4xh, y, + ha k,),

kz = f(x, +oh,y,, +hazk,+hazk,),

k =S(x1X1),

k = S(x,+ ch, y +haky),

k, = ÍS(x, + ch, y, +ha, k, +hazk, ).
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Como no parágrafo anterior, para investigarmos qual a maior ordem alcançável
para métodos definidos por (2.73), estabeleceremos as condições de ordem necessárias.

Para isso, além dos desenvolvimentos de &,, k,, k,, já apresentados ajustados

para r = 3, devemos também considerar os de k, e k,. Expandindo k, e k, em série de
potência na vizinhança de x, obtemos:

hº
k=f +h(e,1)F + [(1­2c,;+c3)G +(1—2c0,+2a,,0,)FS,]

3h

+— [(—] + 3c,­3c] +c;)H +(—1+3c,­6a,3,0,)Ff;
1

+(—1+3c,­2c? +20 20,0, 7090, 5FS +(—1+3c;­6a, 0, +3a,, cs ICS, 1
4+ [0140/1460 —4ei +c1 IR+(I1—4c,+12a,,0,­12apc +4aci Nf,

+(1—­4e,+12a,0, NCf; + Ef; )+(1—40,+12a,,0,­8azc? NSFSÍ, )
+(1—4c,+4ei — 8a, 0 ,0,+4a 0, +4azcs BOf,
+(1—­4c,+3c] —6a,c,c,­3a,,c? +3a,cie,+6a, c,)46GS
+(1—4c,+5c] — 20] +2a,,0,4a,,0,0,;+2a,0,3 )6FS,
+(1—4c,+3c] +6a,,0,­6a,0,0; HFSF, + O(h),

2 3
­ h h

k.= f +e,hF +—(c; G+2a, cc, Ff, + le I+3a,c) Of, +(2a,,0,0, SFS]
hº

E[e R+(4daze] Nf, +(3a cio, MGS +(4azc? )3QF,, +(2a,,0,c3 I6FS, ] + O(K ).
Através de um procedimento análogo ao considerado anteriormente, vamos obter

as condições de ordem, a partir do desenvolvimento em série de potência na vizinhança do

ponto x, da expressão de 7,,,, considerando­se nulas as expressões envolvendo os

coeficientes do método e que multiplicam potências de h até hº. Tendo, então, que

T.,,=O(h*), obtemos as seguintes condições de ordem, para que os métodos definidos porn+l

(2.13) tenham ordem 3.

b +b,+b,+b+b,+b,=], (2.14a)

mo 1

(by +by+b, )+(byex+b,c, )+(byc, +b,0,)=Z, (2.14b)
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(b, +b,+b,) — 2(b,c,+b;c,) +(b,ci+b,ci)+(b,c] +b;ci) == (2.14c)

1
(b,+b,+b,) —2(b,c, +bjc,) +2(a, bc, +a,b;c,) => (2.14d)

Para que o método (2.73) tenha ordem 4, além de (2.714), devem ser satisfeitas

também as seguintes condições:

1
—(b,+b,+b,)+3(b,c,+b;0;)­6a,,b;o,=7 (2.15a)

­ 1
—(b,+b,+b,)+3(b,c,+b,c,)+3(a,b,ci +a b 07 )­6a,b,c;=7 , (2.15b)

—(b,+b,+b,)+3(byc,+b;c,)— 3(bci+bjei )+(b,ci+b,ci)
(2.15c)— — 1

+(b,cj +b;c; Ez
—(b,+b,+b,)+3(b,c,+b;c,)—20b,ci +b;ci )­2a,b;co,

—
» (2.15d)

+2(a,,b;c,0,+a,,b;0,0;)= É
Considerando o sistema (2.14) e (2.15), vamos procurar determinar uma família de

métodos (2.73) com ordem quatro.

Das equações (2.15a) e (2.15b), obtemos que a,,c3(b, +b, )=0O, logo devemos
considerar :

(2.16a)

anci= 0. (2.16b)

Primeiro Caso: Considerando (2./6a) com a,,c? * O, e substituindo em (2.140) e
(2. 14d) obtemos:

ci(b, +b,)=0,
logo, devemos considerar:

(2.17a)

(2.17b)
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Tomando c, =0, concluímos que as equações (2.14b), (2.14c) e (2.15a) não se

verificam para nenhum valor de b;e c3. Portanto, não devemos considerar a hipótese
c, =0O.

Agora, considerando (2.76a) e (2.17a) e substituindo nas equações de (2.14) e
(2.15) obtemos o seguinte sistema:

(2.18a)

b,+b,+b, = =, (2.18b)

1

(br+by+b,)­20b,c7tbje,)=Z3, (2.18c)

1

—(by+by+b,) + 3(b,c,+b,c,)­6anbse=Z , (2.18d)

1
—(b,+b,+b,)+3(byc,+b;c,)— 3(b,ci+b;ci )= 7 (2.182)

1
—(by+by+b,) + 3(b,cy+b,c,)­20(b,c] fb,c )­2a,b,e;=7, (2.18)

Se substituirmos (2.78b) em (2.18c) obtemos,
—s

bc, +b,ec, ==.2C€2 TDy3C; TT

Daí, substituindo (2.78b) e (2.19) em (2.18d) e (2.18e) obtemos,

a,,b;c, = vo (2.20a)

b,c? +b,c? = =. (2.20b)

Ainda, observamos que (2.18f) pode ser escrita como uma combinação linear das

equações (2.18b), (2.19) e (2.20). Resumindo, para gerarmos métodos dessa classe com ordem

p = 4 devemos considerar as equações: (2.18a), (2.18b), (2.19), (2.20a), (2.20b). Isto é,

ficamos com um sistema constituído por 5 equações a 7 incógnitas. Resolvendo ao novo
sistema determinamos uma família de métodos a dois parâmetros livres, com as restrições

4

C203%O, az2%0, cotoz eo, É oo dada por:
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5 = 4—5c, — Sc, + l8c,yc, — —4+5c0, +50, ­60,C,
À =

12c,c,;12c,c;

= — —4+5c, . 450;
*  I2o,)(=e,+c,)' º Pole +c,)'

—— —4+5o, — 4­5o,
* I2e;(e,=c;) ? I20;(c,=c,)'

a, = 20,(—c, +c,;)
” doe, — Sc)

Segundo Caso: Considerando agora a possibilidade de (2.76b) acontecer, com

a,,=0O, pois c, =O0 reduz um estágio no método, o sistema formado pelas equações de

(2.14) e (2.15), se reduz a:

(b,+b,+b,)+b +b,+b,=1,
7 = 1

—(b,+b,+b, )J+(b,c,+b;c, )+(b,co, +by0,)=7,
— 1

(b, +b, +b, )— 2(b,c, +byc, J+(b,c] +b;c3 )+(b,c] +byci =
1

(by+by+b,)­2(b,c, +b,e, )=Z,

—(b +b,+b,) + 3(b,c,+b,c,) = ã
—(b, +b,+b,)+3(c,b,+c,b,)— 3(b,c+b,c? )+(b,ci+b,cl!)1 2 3 2”2 373 272 373 272 373

— — 1
+(b,cj +b,ci )= 7

—(b,+b,+b,) + 3(b,c,+b;c,)— 2(b,c] +b,ci) =

Das equações (2.22d) e (2.22€) temos que:
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b,+b,+b, => ; (2.23a)

b,c,+b;c, = : (2.23b)

Substituindo (2.23a) e (2.23b) em (2.22b) e (2.228) obtemos:
= 17

b,c, +b;c,; "To (2.24a)

b,ci +b;cj =0. (2.24b)

Por fim, tomando as equações (2.23) e (2.24) e substituindo em (2.22c) e (2.227),
ficamos com:

bc; +b,ci =0, (2.25a)

b,cj +bi;ci +b,c] +b,;ci =0O. (2.25b)

Logo, o sistema resultante é formado pelas seguintes equações (2.22a), (2.23),
(2.24) e (2.25).

Das equações (2.23b) e (2.24a) obtemos os valores de b, e b,, e das equações

(2.24b) e (2.25a) determinamos os valores de b, e b,, obtendo:

7C, 7C,b, =— E, tee,* 2o(c­o) * I2e(6­c)

E = 17c, FP = 17c,
* I26(t6­0) * * T20(60­0)

com c, £=0, c, =0 ec;to,.

Substituindo então Db, ,b, b;e b, ; Já determinados, em (2.25b) chegamos que:
0,0, =0.

o

O que contraria à hipótese c, x O e c, *=0O. Portanto, concluímos que aj, não

pode assumir o valor zero.
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2.5 As condições de ordem para o método PRK 2(4)

Construiremos, por fim, as condições de ordem e analisaremos qual a ordem

máxima alcançável para a classe de métodos definidos por (2.1), para r = 4, isto é, definidos

por:

Yni= X,th Zb/kjt h 2b Ejo (2.264)

k= S(Xx,pYndo

k=Sf(x7tejh y, + h Sazk,m (2.26b)

k = f(xp)1)

k=S(x,+cjh,y,+h ak)a), j=201)4.

Para determinarmos as condições de ordent de (2.26), precisamos considerar as

expansões em série de potência de k, e k, na vizinhança do ponto x,.

Então, com um procedimento análogo ao desenvolvido no parágrafo anterior,
determinamos as condições de ordem para que o método (2.26) tenha ordem 4, dadas por:

(2.27a)

4 4

—YXb +Xc(b,+b)=1/2, (2.27)
i=] i=2

>» 23 be +23 Laje (b +b, )=1/3, (2.27c)
i=3 j=2

Yo +2(­2br, +c?(b, +b, ))=1/3, (2.27d)
i=l

Db +$(3be, — 3b,c? +c'(b, +b,))=1/4, (2.27e)
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4 ilDb +3X bo, —62, LD ajbrc, +6a,a,50,(b, +b,)=1/4, (2.27P)
i=3 j=2

4 ilDb, + (3h — 2b,c; )'+ 2, 2. (—2a,b;c, +2a,c,c,(b,+b, ))=1/4, (2.278)
= i=3 ja2

4 i­lDo +3X bo,+2 (­6ajbc;, +3a,ci(b, +b, ))=1/4, (2.27h)
i=3 j=2

Para que o método de (2.26) alcance ordem cinco, além das equações acima

devem também estar satisfeitas as seguintes condições:

4 il> ­4Xb, +12YX 2ajb;e,c, — 24a,,a,,bj0, = 1/5,
i=3 j=2

4 il

b, ­ 4X bc,+ 12a,b;c, — 8a,b;c> Db 2,2, (126, aber) (2.28)— 8a,a,,0,(b, +c,(b, +b, ))=s.
4 ilSb +2(4br + 3b,c? )+X X(6a.bc, ­6a,bc.c.)

i=l i=3 je2 vim) ijíiTjoi

+6aza,e,(b,­ c4(b, +, = 1/5,

4 il

b,+ (Abc, + 5b,c? — 2b,c? )+ 2 —4a,b;> > e, +5bci abc?)+ 2, D(2a,bjo, ­4azboye,
(2.28d)

+ 2azc,c/(b, +b; ))+2ab,c3 =1/5,

4 il
—>» 4Lbe, +12), D ajbjc, + 120, ,a,,03(b, +b, )­24a,a,5b,e,=1/5,

i=3 j=2

4 ilDo, + Sb, + 3b,c? )+>2 2 (6ajb;c,c, — 3azb,c?—6ab.c;c;)jo joi
i=3 j=2

4 il

+32 Zac)cic,(b, +b, )=1/5,
i=3 j=2

4 ilbh ­4Lbo+É L(I2abre, = I2a,boj +4ajci(b, +b;))=1/5
i=3 j=2
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4 4 4 il

b,+ 2.(A4b,c, +4b,c? )+ 4a,b,c, + 4aici(b, +b, )­ Sajb;cyc,> i Z ii ii ) 2 q; i7j a; j i ; ) Ad; ;CjC; ) (2.28h)

+ Savage,(b,+b,)=1/5,
4 4

> bh +X (Abc, +6b,c? —4b,c; +b.et +bet )=1/5. (2.28i)
i=! i=2

Portanto, as equações do sistema composto por (2.27) e (2.28) constituem as

condições de ordem, necessárias para que o método de (2.26) tenha ordem cinco. Resolven­

do­se o sistema, podemos obter uma família de tais métodos, como veremos a seguir.

Das equações (2.28a) e (2.28e) obtemos:

az5a430) (b, +b,) =0O,
Para a mesma classe de métodos com 2 e 3 estágios, constatamos que sempre que

partimos da hipótese b, +b, = O, foi possível determinar uma família de tais métodos. Então,
por analogia tomemos:

b, =­b,.
* (2.29)

Considerando (2.29) as equações (2.27f) e (2.27h), fornecem:

a,,c3(b, +b,)=0O.
Daí, por raciocínio análogo ao anterior, consideremos:

b, ; (2.30)

Por fim, considerando (2.29) e (2.30), nas equações de (2.27c) e (2.27d) e o

mesmo raciocínio, tomemos:

b, =­—b,. (2.31)

Considerando (2.29), (2.30) e (2.31) o sistema inicialmente formado pelas 17
equações, agora se reduz a um com 14 equações, pois podemos excluir as equações (2.28e),
(2.27h) e (2.27d). Logo o sistema resultante será dado por:

(2.32a)

(2.32b)

(2.32c)
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­S», +$(3h —3bc? )= (2.32d)
i=]

4 il 1­Eo +3% bo, 6X Lajbe,=7, (2.32)
i=3 j=2

Do +X(bx, — 2b,c? )­ 23 Sabe, ==! (2.32f)
i=3 j=2 4º

4 il>» 4Xbe, +12 XL ajbc, ­24a,a, bjo,=1/5, (2.328)
=! i=3 j=2

4 il>b ­4X be + L(12a,bee, — 8a,brci )—8aza,b,o, = Hd

i=3 j=2 5 (2.32h)

4 il 1 :o + 2h, + 3b;c; ) +, 2 (6ajbjc, ­6azb;e,0)­ 6a aghb(o;, ==" (2.321)
i=3 j=2 5

4 il4 4

Db, + (­4b.c,+ 5b,c? —2b.c? )+ XD (2a,b.c, —4a,bc.c, )+
i=] i=2

ii Goi i

i=3 j=2
j ó j

1 *

4 il 1Yo + (br, + 3b,c? )+X (6a,jb;e je, ——3abc? ­6a.bcc =5 (2.321)
“4. “a. i

&s ss
TR o Oi

4 il>» ­4Xbe + Lí12a,bc, —12a,jb;oi )= S (2.32m)GOT)
i=3 j=2

4 il> +$ (br, +4b,c? )+ 2 2 (4dajbjc, ­ 8ajb.e;c; )= Ss (2.32n)
ijoi i

i=3 j=2
: :

4 4 1

2h; + 2.(4br, +6b,c? —4b.c? )= 7 (2.320)

Considerando agora no sistema (2.32) e o mesmo procedimento do parágrafo

anterior, vamos procurar simplificá­lo.

Se substituirmos (2.32b) em (2.32c), obtemos:
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Substituindo (2.32b) e (2.33) em (2.32d) e (2.32e) obtemos:

beicc =— (2.340)

=| —!ZaúbiejE= (2.34b)

Substituindo agora (2.32b), (2.33) e (2.34a) em (2.320) e (2.32b), (2.33) e (2.34b)

em (2.32g), obtemos respectivamente:

— 31
|

—31

a3,0,,b,C, = 720 (2.35b)

Em seguida, se substituirmos (2.32D), (2,33), (2.34), e (2.35b) em (2.321) e
(2.32b), (2.33), (2.34b) e (2.35a) em (2.32h), obtemos respectivamente:

:

— 31

azbie,c; 2340" (2.36a)

4 i­l 3!2 Lazbei =
3 je2 360 (2.56b)

i=3 j=

Por fim, substituindo (2.32b), (2.33), (2.34), (2.35a) e (2.36a) em (2.32j) tiramos

que c, =­/.

Portanto, o sistema (2.32) pode ser substituído pelas seguintes equações:

(2.37a)

(2.37b)

(2.37c)

AAA
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(2.37d)

(2.37e)

(2.378)

(2.378)

4 il —3]

2 2a bre, 240 * (2.37h)

—S1
:a,,0,,b,e, = 720 ' (2.37i)

onde c, =|],

Portanto, de um sistema com 14 equações ficamos agora com 9 equações, já que
as equações (2.327), (2.321), (2.32m) e (2.32n) podem ser escritas como combinação linear das

equações de (2.37), e da equação (2.32j) determinamos c,.
|

Daremos, a seguir os passos utilizados para a resolução do sistema acima, obtendo

assim os coeficientes de um método PRK2(4) com ordem 5.

Das equações (2.37b),(2.37a), (2.37c), (2.37d) e (2.37e) determinamos b,, b,, b,,

b, e b,, em função de c, e c,.

Seguindo, consideremos as equações (2.37f) (2.357g) e (2.37h), para
determinarmos a,, a,, e a,, em função de c, e c,.

Substituindo então a,,, a,, e b, em (2.37i), obtemos:

c, (620, ­85)=O0,

: 62 . ; oque nos leva a considerar c, =——, já que temos que considerar as restrições c, *—1, O,
“85 ?

62 31 71
o

­

85º 60 º qo PUAºoS coeficientes de b,, b,, by, b; , bi, A32, AH E Az.
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Portanto, construímos a seguinte família de métodos PRK2(4) com ordem 5.

—(91—166c,) 91 31­60c, 122825(71­90c,)
1488c,

91+1322c,
1488c,

3Il+o,)
An, EF—————— a, =* 620,­120c? ?

240, (62 230, ­85cl) 3528(I+c;)  218736(­62+85c,)

—b2 —b; —b,

31(­562526 +761595c, + 13175c3)
614125c, (­71+ 190, +90c])

— 3038(—1922 + 6355c, — 5100c])
a, =

a 6I4125(—71+ 190, +90c2)

Considerando então, a classe de métodos PRK2(r), com r = 2, 3 e 4, obtemos à

seguinte relação entre número de estágios e ordem máxima alcançável p = r + /, ou seja,

considerando tais métodos com 2 estágios, a ordem máxima alcançada é 3, com 3 estágios , a

ordem máxima é 4 e com 4 estágios, a ordem máxima é 5. Este último resultado nós não

provamos, mas em [17] Nakashima afirma que para r = 4 a ordem máxima alcançada é 5.

1 2 3 4 5
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2.6 Alguns casos particulares de métodos PRK2(r)

Vamos aqui apresentar alguns particulares métodos PRK2(r), que serão utilizados

para avaliações computacionais.

Considerando a família de métodos PRK2 com r = 2ep=3dada.em/(2.1I0), e

atribuindo particulares valores ao parâmetro livre c, * O, obtemos os seguintes métodos:

—4

1) Sec, =70 temos:
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11

iii) Para c, = 50000 * obtemos o método:

)

11

30000

124967 — 62500

66 33

— 1249017 62500

66 33

Sabendo­se que na expressão do erro de truncamento local para PRK2(2) com

ordem 3 a parte principal do erro apresenta três parcelas envolvendo os coeficientes do

método e considerando que temos apenas o coeficiente c, como parâmetro livre, podemos

escolhê­lo, a fim de eliminar uma dessas parcelas, buscando assim minimizar os efeitos do

erro de truncamento e, consegiientemente, refinando a aproximação gerada.

Dos três exemplos construídos essa idéia foi explorada no caso (ii), isto é,

Cc, =
1

; torna nula a expressão (—b,­—b,+3b,c, — 3b,c? 7» que aparece na parte10

principal do erro de truncamento.

A partir da família determinada em (2.21), obtivemos alguns casos particulares

para os métodos PRK2(3) com p = 4.

— 1 1

7o É 9 P7TO encontramos o método:i) Tomando c, = TO
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He60 “Bsii) Se o, =

11) Para oc, =

3 4 5

31

6 12 4

­191 175 75
(9) 12 4

, encontramos o método:

40 º E T65

6

— 157 1800 — 122825

23064 6727 161448

23221  —1800 122825

23064 6727 161448

124
, temos:

Arh
AVAVAY

7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17 18



911 — 3200 9075

46128 2883 15376

45217 3200 — 9075

46128 2883 15376

Nos casos (ii) e (iii), os parâmetros c, e c, são escolhidos de forma a eliminar

duas parcelas da parte principal do erro de truncamento local.

Finalmente, para a família de métodos PRK2(4) com ordem 5, obtidas em (2.38),
EA

apresentamos alguns particulares métodos:
1

1) Para 0, = To” temos:

341
50 50

— 145743 1944939 5243

49130 540430 54043

—] 2275 125 — 122825

2 3531 19404 188748

3

—2275 —125 122825
2 3531 19404 188748
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"

1
ii) Para co, = 2 obtemos:

93

2

325531 567331 1519

1228250 1228250 614/25

=! 1 — 122825

93 164052

94 122825

93 164052
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CAPÍTULO 3

UMA OUTRA CLASSE DE PSEUDO RUNGE­KUTTA

3.1 Introdução

Neste capítulo apresentaremos uma outra classe de métodos Pseudo Runge­Kutta

proposta por Byrne e Lambert, e estudada por Nakashima em [15] e [16]. Assim como os

métodos apresentados no capítulo 2, tais métodos também consideram uma combinação linear

de aproximações para a derivada do problema, obtidas no passo corrente e no passo anterior,

Para tais métodos vamos determinar as condições de ordem e analisar a ordem

máxima atingível em função do número de estágios considerado, seguindo um procedimento

análogo ao considerado no capítulo anterior. Finalizando, através das condições de ordem,

vamos construir algumas famílias de métodos com r = 2, 3 e 4 estágios.
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3.2 Métodos Pseudo Runge­Kutta

Essa classe de métodos Pseudo Runge­Kutta com (r­1) estágios, que apresentare­
mos por PRK(r), é definida por:

Yni= ViDn+t VI, +Fh Dbk,,
i=1

il

k = Slx,+ ch, y + a (Y,1­Y,21) +h Lajk,)
j=1

il

com c; =a, + X' a,, O<c, <1 parai =3(1)r.
j=l

Isto é: k= f(Xxa­pYn),

k=SOx,yY,):

Vamos representar os coeficientes que definem um método de (3.1) através de

uma tabela matricial, inspirada na tabela de Butcher ,dada por :

b, b, bb,

Queremos determinar as condições de ordem para que um método definido por
(3.1) tenha ordem p e analisar qual o maior valor assumível por p, em função do número de

estágios.
|

Procedendo como anteriormente e considerando a hipótese local y(x,;)=>YXn;

para i =­] e O, temos ilustrados k,, k, e k,, para essa classe de métodos até 3 estágios:
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2 3h h

k,=f­ hF+ (G+Ff)­(I+fG+Ff/4+3ES)
4h

+ Z(R+Gf7 +4GS+7FSF, +1f, + Ef; +6FS,+30f,)+O(K' ),

kh, =,

1 1
k, = f+ ho,F+ W(3e3)G (at 20,,)FÍ,]

1, 1 1
+hº [Tel +=(a,+ 3a,NGf +Ef 2 )­=c,(a,+ 2a, 3FS]6º 6 6

1 1 1

+ hº[373R+> 70,(a,+ 3a,(AGS+4FSf, )­­ c3(a,+ 2a, )(6FS,)
1 1

+o2(9:+ 20,,)º(30f, )­> (a;+ 4a, NGf] +If, + EF] +3FSS, )I+O(K).

Substituindo &,, k, e k; em >3X,,, e considerando (7.72), podemos obter a

seguinte expressão para o erro local T,, definido em (1.5):

2h

Tu =(vy+v,)—1l+h[v,(b,+b,+b,)+ Il + [—v,­2b,c,+2b,+1]
3h

+ [(v/­3(b,cs )+1­3b,) G+(v+3(2a,+a,)b,­3b,+1) Ef,]

4h+= [(v+4b,c] — 4b,11 +(4b,­4b(a +3a,)+1­vGFFfy)
+( 4b,+4b,c,(a,,+2a,,)+ 1—v )3FS] + O(hó ).

A partir desse desenvolvimento podemos encontrar as condições de ordem dessa

classe de métodos, quando consideramos p <4.

3.3 As condições de ordem para PRK(2)

A classe de métodos Pseudo Runge­Kutta definidos por (3.1) com r = 2 é dada
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In4+17 Vit V2Xn +h( b,k+b,k,), (3.4a)

k = fXxipYa)o (3.4b)
k= flx,X,): (3.4c)

Considerando em (3.3) que T.,, = O(h* ) concluímos que o método (3.4) terán+l

ordem p = 3, se forem satisfeitas as seguintes condições:

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)

(3.5d)

A partir de (3.5) determinamos o seguinte PRK(2) definido por (3.1) com ordem 3.
>

3.4 As condições de ordem para PRK(3)

Considerando a classe de métodos Pseudo Runge­Kutta definidos por (3.1) com

r=3,ou seja, 2 estágios temos:

Yns1P Vinst Va, Hh (bky+ ba k+b;k3),

k = S(XxpInd

k = S(xpY1.))

k=S(x,+ exhy,+t ay =>, 1) + la kt azk,)),
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De (3.3) podemos concluir que o método (3.6) terá ordem p = 3 se estiverem
satisfeitas as condições:

v,+v,=d1, (3.7a)

—v,Hb,+b,+b,)=1, (3.7b)

v,+2b;c,­2b,=], (3.7c)

—v,+3b,ci+3bj=], (3.7d)

—v,—­3b, (2a, +a,)+ 3b,=]. (3.7e€)

Podemos então, determinar, a partir de (3.7), uma família de métodos. a três

parâmetros e com ordem 3, dada por:

—!

o

2—(2a3,+c3) 43, 932

2—­2bjc;­3b;e] 4­b;­4bje;­3b;ei b; S5­6b;ey­6bje3 —4+6bzc;+6byc?

com a, =C;­ a, dy.

Para que o método (3.6) alcance ordem p = 4, além de (3.7) devem ser satisfeitas

também as seguintes condições:

v,4b, +4b,ci =], : (3.9a)

v,­4b , +4b,(a,+3a,, )=1, (3.9b)

v,4b,­4b,c,(a,+2a,,) =].
|

(3.9c)

Logo de (3.7) e (3.9) determinamos uma família de métodos PRK(3), com 2

estágios, a um parâmetro , definidos por (3.6) e com ordem p= 4.

Se considerarmos c, como parâmetro livre e as restrições c, = —Z, 3 0,
obtemos a seguinte família:
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—

2 3 21,3 — 2,3a, =­(3c; +2c3)), az,=c7+C3, az=c,+203+03 ,

2(­1+2ci) 2 8ci — 20, —2
17 ; D3;= ; byA, (3.10)(2c, +I)(c, +1) c,(2c0,+I)(c,+1) c,(2c0, +!)

vv,
—7 + 1Oc, —S8(I­c,)

20,41 *' 2420, '

Observe, que do sistema constituído por (3.7) e (3.9), determinamos os coeficien­

tes a um parâmetro livre, pois a equação (3.9c) foi automaticamente satisfeita para os coefi­

cientes de (3.70).

O mesmo sistema pode ser reescrito em uma forma simplificada. Isso facilitará

para obtenção das condições de ordem quando considerarmos um número maior de estágios.
Considerando os coeficientes:

a, =­(3ci +2ci), (3.11a)

a,= c3+C3, (3.11D)

obtemos:

ci =­(a, +2a,,), (3.12a)
ci =a, +3a,,. (3.12b)

Daí, considerando (3.12a) a equação (3.7e) se reduz a (3.7d) e a equação (3.9c)'se

reduz a (3.90).

Analogamente, se considerarmos (3.12b), a equação (3.9b) se reduz a (3.940).

Portanto, obtemos um novo sistema, equivalente ao anterior, que garante ao

método ordem p = 4, dado por:

v,+v,=1, : (3.13a)

—v, Hb, +b,+b,)=1, (3.13b)

v,­2b, +2b,c;=]1, (3.13c)

—v,+3b, + 3b,ci=], (3.13d)

v,4b, +4b,ci =], (3.130)
cº =­(a,+2a,), (3.13f)
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c; =a, +3a,, (3.13g)

Esse novo sistema, formado pelas equações de (3.13), pode ser descrito através de

uma lei de formação, isto é, para que o método tenha ordem p = 4 devemos considerar as
condições de ordem:

v+v,=!, (3.14a)

3

(Nivr+jYci'b=1,(j=12,34), (3.14b)
i=] "

ci=(­I)(astia,), (i=23) (3.14c)

Se desejarmos obter métodos apenas com ordem p=3 basta considerarmos

j=12,3em(3.14b)ei=2

3.5 As condições de ordem para PRK (4)

Como desejamos considerar métodos dessa classe com r = 4, isto é, 3 estágios

devemos considerar a expansão de k, em série de potência, na vizinhança de x,, obtendo:

k, SESI ZA Glee tee, ]
+hº [Teir+(&A a 1+3a,,)+a vei GS, +(—(a,+3a,,)­ aula,+2a DES,

1
6º3,

1 1 —+.1(a,+20a,,)+ F940 0 BBFS] +hº [77eiR+(T7º1+ 4a, )+
1 1

2
1+(—200,+2a4,,)+Tas +(=(a1H a, )+240,+3a, )NGF; + Ef; )

1 1+ (27(2.+20,+2a,0,)'30, +(>sea,+3a,,)+24030, MOS
1 1 1+(ea,+3a,,)­294040,+2a,,)­294030,+2a,,)­2(a,+4a, DES, JH+O(R').

Dai, construímos a expansão de 7,, em potências de h , a partir do que, geramos

as condições de ordem.
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Desenvolvendo raciocínio análogo ao considerado no parágrafo anterior,

encontramos que o método Pseudo Runge­Kutta terá ordem 4 se as seguintes condições de
ordem se verificarem :

vytv,=1,

—v,H(b,+b, +b,+b, )=1,

v,2b , +2b,c,+3b,c,=1,

—v,+3b, +3b,ci+3b,ci =],

v,4b,+4b,ci +4b,ci =],

—v,+3b,—3b, (a, +2a,,) — 3b,(a,+20a,,­2a,,0,)=],
v,—4b+4b (a ,+3a,,)+4b,(a,+3a,+3acc? )=],
v,4b—4b,c,(a,+2a,,)—4b,0, (a +20,,­20,,0,) =,
v, 4b,+4b,(a,+3a,,)+4b, (a +3a,,­3a,;(a,+2a,,)))= 1.

+

(3.15a)

(3.15b)

(3.15c)

(3.15d)

(3.15e)

(3.15P

(3.158)
(3.15)
(3.15)

Observe que temos em (3.75) 9 equações a 13 incógnitas, o que nos permitiu

determinar uma família de métodos com ordem 4, dada por:

— 2+4c] — 3b,c,c, — 4Mb,0ic, + 3b,ci —6b,cici +4b,cj +6b,c;ci
,o (1+3c, +2c])

— 2—b,c,­3b,c? —2b,cjb, =1­(b, +b, +b, )+v,, b; c, +3ci +2c]
3 F 3

,

——7+10c, —1I2b,c,c, +12b,ci — 12b,c,ci +12b,c;
“”º I+26, !

— 42­20, +3b,c,c,­3b,c1 +2b,c,ct —3b,cs)
2 1+2c,

V

a = 4a,, — 40? — 40; +b,(6a,,c] +24a,,c; + 30a,,ci + 1I2a,,0; +2c0,0;3 )J+N
fo b,c,(1+3c, +20) H
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2 3 2 3 5——2a, +20; +20; +b,(­2a,,0; —9ac; — 13a,,0] —6a,,0; +3a,c; )+M
? b,e,(1+30, +2c]) '

a

a, =c,­(a,+a, tag),
2onde M =b,(a,c, cc; co; +c;ei —ciced +c,ei +cioi +2a, ci),

2 3N =b,(—2a,,0, ­6a,,0; — 4aoi + 20,03) — 3e,ci — 3ejoi — 20,0 —2c3ci ),

com c, TOS , ­—1ledeO,tendo c,, c,, a,;, a,,e b, como parâmetros livres,já que para os

coeficientes determinados em (3.16) a equação de (3.15i) é satisfeita.

Para que o método PRK(4) alcance ordem p = 5, terão que ser satisfeitas, além de

(3.16) as seguintes equações:

—v,+5b,+5b,ei+5b,ei=1, (3.17a)

—v,+5b,­5b,(a,+4a,)­ 5b,(a,+4a,­4a,,(a,+3a,))=],
|

(3.17b)

—v,+5b,+5b,c,(a,+3a,,)+ 5b,c,(a,+3a +3ayci)=1, (3.174)
— v,+5b,—5b (a, +4a,,)— 5b, (a, +40, Aage; =, (3.17e)

—v,+5b,+5b,(a,+2a,,)º + 5b,(a,+2a,+2a,0,)º =], (3.170
—v,+5b , —5b,(a,+4a ,,)— 5b,(a,+4a ,, +4a ,;0,(a;+2a,,))=1, (3.17g)
—v,+5b,+5b,c,(a,+3a,,)+ 5b,c,(a,+3a,,­3a,,(a, +2a,, ))=. (3.17h)

Das equações (3.I5a) a (3.15h), determinamos em função de c; e c, OS

coeficientes v,, v,, bi, br, by, a, a;, a,. Das equações (3.17a), (3.17d), (3.178)

determinamos respectivamente os coeficientes b,, a,, a,, em função de c, e c,.

Considerando os coeficientes determinados e substituindo­os nas demais
equações, que são (3.15i), (3.17b), (3.17c), (3.17e), (3.17f), constatamos que tais equações são
automaticamente satisfeitas.

Portanto, do sistema formado por (3.15) e (3.17), podemos determinar uma família

de métodos PRK(4) a 2 parâmetros com ordem 5, dada por:

Arh
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17 18



. 2(3— Sci +c,c, Sci +1I0cic?
 (I+c,1I+20,NW3+5c, +5c, +10cj;c,)*

—2(2+c,­5ci +c,+4e,c, ­Scic,­ Sei Seed +20cici)
c;0,(3+5c, +5c, +IOcy;c,) 'b,

b, =
2(­2­c,+5ci)

* e(I+c,)(—3c, — Sci +3c, = I0ctce, +5c2 +1I0c,c2) *

.

4 +2c, — 1IO0c
—efeç­eNI+c,N3+1IO0c;e, +5(c,+c,))'4

—27­—35c,—35c,+5Ocyc,
— 3+5c,+5c,+1O0cyc, , va=1=vp,

a

2 3 2 3 2 3a, =­(3c; +20;7 ), — a=03+037, a,=c0,+20;+G,

—
2 2 3

—

2 2 3a, =6a,,(c, +c; )­3cy­ 207, a,=­a,(20,+3c; )+cs+ce,,

a, =c,­(a,+a,+a,),

c(I+c,)(c, +c—­c,+3cice, ci 3cyci
"

— 20, —7c3 — 203 + 13cf +10cj '43

22,722 18H 3­5com ni? 5º DS , ,S 2 10 * 5(I+2c,) ecÉc,.

Temos que os coeficientes a, e a,,, de (3.18) são os mesmos determinados em

(3.10), logo podemos considerar (3.72). E de (3.18) se considerarmos os coeficientes a,, a,,

obtemos as seguintes expressões para c,:

2 = —Cc, =­a, 20, +2a,;6;,

54
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ci =a, + 3a, +3agci. (3.19b)

Considerando (3.172) e (3.19) no sistema formado por (3.15) e (3.17), podemos
reescrevê­lo como:

v+v,=1, (3.20a)

—v,Hby+b,+b,+b,)=], " (3.20b)

v,­2b , +2b,c,+3b,c, =], (3.20c)

—v,+3b,+3b,c3+3b,ci =], (3.20d)

v,­4b,+4b,ci +4b,c? =], (3.20e)
—v,+5b,+5b,ci+5b,ci =], (3.20P)
—v,+5b,­5b,;(a;+4a,,)— 5b,(a,+4a,,­4a,50i =.

|

(3.208)

Podemos reescrever as equações de (3.20) numa forma mais geral, isto é:

vr+v,=1, (3.21a)
a

(Divr+jY ci'b=1, (r=4,j=1234,5), (3.21)
i=l

—v,+5b,­5b,(a,+4a,,)—5b, (a, 4a, 4aze;)=L, (3.21c)

c; =(­1)*“(a;tia,), (i=2,3), (3.21d)

ci =(­I) a, +i((­1) a, +agci!), (i=2,3). (3.21e)

O método PRK(2) definido por (3.1) terá ordem p = 4 se forem satisfeitas as

condições de ordem encontradas em (3.74).

Considerando de (3.14) as equações (3.14b) para j = 2, 3,4, constatamos que

as mesmas não se verificam para nenhum valor de v, e b, . Logo, não conseguimos alcançar
ordem 4.

Por sua vez, o método PRK(3), terá ordem p = 5 se forem satisfeitas as condiçõês
de ordem encontradas em (3.21), o que conforme mostramos não é possível.

Considerando de (3.21) as equações (3.21b) para j=/], 2, 3, 4, determinamos v,,

b,, b, e b, em função de c,, e das equações (3.2/d), determinamos a, e a,, em função de

C;.
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Finalmente, substituindo v,, b,, b, , b;, a; e a,,, nas equações (3.21c) e (3.21b)

com j = 5, concluímos que não existe c, que satisfaça às duas equações. Logo, o método

PRK(3) tem ordem máxima 4.

Para a classe de métodos PRK(4), conforme Nakashima [17] não é possível

alcançar ordem p= 6.

Logo, para a classe de métodos PRK(r), com r = 2, 3 e 4, e considerando queo
número de estágios é sempre igual a (r­!), podemos estabelecer entre a ordem pera relação
p = r+1, quando p é a ordem máxima alcançável para aquele número de estágios. Isto é, para

os três valores de r teremos que a ordem máxima será igual aonúmero de estágios mais 2.

3.6 Alguns casos particulares de métodos PRK(r)

Apresentaremos, a seguir, alguns — particulares métodos PRK(r), que serão
a

utilizados para testes computacionais.

Considerando a família de métodos PRK comr=93 ep = 4 dada em (3.10), tendo
—!1

f
oo ;

c, É —l, = O como parâmetro livre, obtemos os seguintes casos particulares:

99

i) Se tomarmos c; = 700 temos:

— 2440449 1950399 3920499

500000 — 1000000 1000000

19304 1000000 145 4

14751 2935449 149 149
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otemos o seguinte método:

—377­37/41 4a(17+21/41I) 133+23)/4]
250 125 125

4q­4+)41) 2029­447) 250 st­6+441) 49­41)
107+17/41 4747/41 201+314h 644/41 6 +14]

111) Para c, = 1, obtemos o método:

4
3

A parte do erro de truncamento local para PRK(3) com ordem 4 apresenta quatro

parcelas envolvendo os coeficientes do método e considerando que temos apenas c; como

parâmetro livre, podemos escolhê­lo a fim de eliminar pelo menos uma dessas parcelas,
buscando, assim, minimizar os efeitos do erro de truncamento.

1441
TO conseguimos anular trêsNo caso (ii), se escolhermos o parâmetro c; =

das quatro parcelas da parte principal do erro de truncamento local. São elas :

—v, +5b, + 5bjei = 1, —v, + 5b, + 5byo,(a, +3a,,)=1,—v, + 5b, + 5b,(a, +2a,,)º E.

Para a família determinada em (3.78), apresentaremos particulares métodos

PRK(4) com p = 5, a partir de escolhas de c; e c,.
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1) Tomando c, ==—

— 8!

10

117

ec=TO , encontramos o método:

507

250 1000 1000

14119 —106267 —145537 31297

37000 962000 222000 28860

1544 — 1250 9250 25

L
10

ii) Se c, = ec,

2121

— 76 28

3939 12019 101

8
= — , encontramos o método:

10

125. 125

106 —256

125 875

3 4 5

86 19
3843 61

6

Arh
AVAVAY

7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17 18



Ss
10

e c, =1,temos:

5 6
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CAPÍTULO 4

UMA CLASSE PARTICULAR DE MÉTODOS PSEUDO

RUNGE­KUTTA

4.1 Introdução

Ainda em [17] Nakashima apresenta uma classe particular dos “Métodos Pseudo

Runge­Kutta”, definidos no capítulo 3.

A partir das condições de ordem e das famílias de métodos determinadas no
capitulo anterior, vamos, a seguir, considerar essa particular classe de Pseudo Runge­Kutta,
obter as condições de ordem, analisar a ordem máxima alcançável em função do número de

estágios, e construir algumas famílias de tais métodos.
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4.2 A nova classe de métodos PRK (r)

Se considerarmos em (3.1):

v,=O,v,=1]e a,=0 parai =(!1)r,

obtemos uma classe particular de tais métodos, proposta em [17] e definidos como:

YniZ X, +h 2bik, (4.20)

k= fOxazpYn) (4.2b)

k2= Six) (4.2c)

VAR

i­]
|

je! o .

il

com: c, = da; e O<c, <1 para i =3(1)r.
j=!

Observe que as derivadas de (4.2c) e (4.2d) são as mesmas que se considera

quando trabalhamos com um método de Runge­Kutta explícitos com r estágios e tendo os

mesmos coeficientes c, e a,.

Isto é, os métodos PRK(r) desta nova classe devem ter um comportamento muito

semelhante a correspondentes métodos RK(r) que apresentam valores iguais para os

respectivos coeficientes c; , a, e b,.

Para tais métodos a tabela representativa dos coeficientes será:

­1
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4.3 Um método PRK(2)

Utilizando (3.3) e considerando (4.1), obtemos as condições de ordem para que o

método (4.2) tenha ordem 2, que são dadas por:

b,+b,=1

—2b, =]

De (4.4) obtemos um único método PRK(2), dado por:

E A

Para que o mesmo método tenha ordem 3, as seguintes condições terão que ser

satisfeitas, considerando­se (3.5) e levando em conta (4.1):

b,+b,=1 (4.5a)

—2b,=] (4.5b)

De (4.5), concluímos que não existe valor de b, que satisfaça o sistema, logo a : '

ordem máxima alcançada será p= 2.

4.4 A família de PRK(3)

Tomando (3.7) e considerando (4.1), podemos também obter as condições de

ordem para que o método definido em (4.2) com r = 3 tenha ordem p = 3, que serão:
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b,+b,+b, =] : (4.6a)

—2b,+2b,c,=] (4.6b)

3b,+3b,c? =] (4.6c)
3b,­6a,,b, =] (4.6d)

Logo, temos 4 equações e 5 incógnitas, o que nos permite determinar uma família

de métodos a um parâmetro definidos por (4.2).

Resolvendo ao sistema obtemos a seguinte família de métodos definidos por

(4.2), comr= 3e ordemp= 3:

—ci 20; +c3
2 2

2— 30, 90,5 5

6(I+c,) 6c; 6c,(l+c,)

com c, £= 0,1.
Observamos que essa mesma família pode ser obtida a partir de (3.8),

considerando­se as restrições de (4.1).

A partir da família de métodos PRK (3) com ordem 4 dados por (3.10), vamos

analisar se a classe de métodos (4.2) com r = 3 alcança ordem 4.

De (3.10) temos que c, 0 e

a, =(3ci +2ci). (4.8)

Considerando então (4.8) e sabendo­se que por (4.1) para essa classe particular de

métodos a, = O, obtemos então c, = O, o que contraria a hipótese de que c;, *xO. Logo para

tal classe de métodos com r = 3 a ordem máxima alcançável é 3.
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4.5 A família de PRK(4)

Considerando (4.1) em (3.15), obtemos as condições de ordem, para que o método

tenha ordem 4, que são:

b,+b,+b,+b, =] (4.9a)

— 2b,+2b,c,+3b,c,=] (4.9b)

3b+3b,ci+3b,ci =] (4.9c)

—4b,+4b,c; +4b,c! =] (4.9d)

3b,­6b,a,­6b,a, +6b,a,,c,=] (4.9e)

— 4b+12b,a,,+12b,a,,+l12b,a vei =1 (4:99)

—4b,­8b,c,a,­8b,c.a, +8b,c,avo,=] (4.98)

—4b +12b,a,, +12b,a,,­24b,a,,a, =] (4.9h)

»

Resolvendo o sistema (4.9), obtemos a seguinte família de métodos, definida por
(4.2) com r = 4 e ordem 4, dada por:

——>3+4c,+4c,­6cyc,pb —7>—10c,—10c, +I8cyc,
O RI+c,)(l+c,)

"

12c,c,
b,

=

=74+10c, 74106,
—I2e,(I1+c,)(­e,+c,)' Reese N1+c0,)'

— es(21c, +I4ecj +12c,c, ­15c3c, ­30cjc, — I4c? —24c,cf
"

6(I+c,(­7+10c,)[22 ,

(c,=c, )e(21+14o, + Ide, +24c0,c,)
6c,(I+c,(­7+10c,) ,a; =

:

7
com as restrições, ce, = ­1, 0, —, c,*­1,0 e c,*tco,.10

Para que o método definido por (4.2) com r = 4 tenha ordem 5, terão que ser

satisfazer além de (4.9), também (3.17) considerando­se as restrições de (4.1).

64
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Logo, levando em conta (4.1), podemos, através de (3.18), verificar se é possível
determinarmos uma família de métodos definida por (4.2) com p=5.

Como no caso anterior, de (3.18) temos que c, =0 e

a, =­(3ci +2ci). (4.11)

Sabendo que, para essa classe particular de métodos a, =O e considerando (4.11),

obtemos então c, =O, o que contraria a hipótese de que c; *=O. Logo para tal classe de

métodos com r = 4 a ordem máxima alcançável é 4.

Logo, para essa classe particular de métodos PRK(r), com r = 2, 3 e 4, e

considerando que o número de estágios é sempre igual a (r­!), podemos estabelecer entre a

ordem p e r a relação p = r, quando p é a ordem máxima alcançável para aquele número de

estágios. Isto é, para os três valores de r teremos que a ordem máxima será igual ao número de

estágios mais 1.

Apresentaremos a seguir, alguns casos particulares para essa nova classe de

métodos PRKT(r), para utilizarmos nas avaliações computacionais.

Consideremos a família de métodos PRK(3) que determinamos em (4.7), e as

restrições c, £—­1, O.

Se tomarmos c; =, , Obtemos respectivamente os métodos:10º10
—!

o
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81 261
200 200

7 31 2%
1M 54 513

2.
7

É importante observar que, ao considerarmos c, = 70 eliminamos duas das três
parcelas que constituem a parte principal do erro.

Considerando por fim a família de métodos PRK(4), dada em (4.10), temos.
4

i) Para os pares de valores Cc; ==, —,c,=1], obtemos
3 2 5 4ci=1]l e c;=

respectivamente:
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8 2
25 25

—95 217 —545

81 72 648

=! 17 15
72 48 144

li) Se tomarmos c, ==­ e c, =, obtemos:10

—!

261
200

1885 —1730

9747

250
171 6

Neste último exemplo, escolhemos c, e c, de modo a obtermos uma

minimização das parcelas que constituem a parte principal do erro de truncamento local.

Sendo que, a principal característica dessas 3 classes de métodos Pseudo Runge ­

Kutta estudadas, é o reaproveitamento da função por passo, construímos a seguir, uma tabela

fazendo uma análise, quanto ao esforço computacional despendido para avaliar as derivadas

do problema a cada passo, comparando as 3 classes de métodos Pseudo Runge­Kutta

estudadas, entre si e com a classe de métodos de Runge­Kutta.
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Tabela 4.1

PRK2 PRK Part. PRK RK

Número de avaliação da função por passo

2 2 3

Da tabela 4.1, concluímos que as duas classes de métodos PRK2 e part. PRK,

possuem um gasto de avaliações da função por passo equivalente, quando comparados na

mesma ordem, mais essas duas classes requerem menos avaliações da função por passo,

quando comparados com a classe de métodos de Runge­Kutta, na mesma ordem.

Considerando, a classe de métodos PRK, observamos ainda, que tais classes,

quando comparadas com as 2 classes, PRK? e part. PRK, requer menos avaliação da função

por passo, numa mesma ordem, e mais ainda, superam com vantagem a classe de métodos de

Runge­Kutta, em se tratando da economia do número de avaliações da função, gasta por

Passo, na mesma ordem.
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CAPÍTULO 5

MÉTODOS PSEUDO RUNGE KUTTA PARA INTEGRAÇÃO A

PASSO VARIÁVEL

5.1 Introdução

A possibilidade de mudança do tamanho do passo durante o processo de

integração é hoje algo fundamental ao se trabalhar com métodos numéricos. Neste capítulo

vamos analisar uma formulação para a classe dos métodos Pseudo Runge­Kutta que permita

efetuar mudanças do tamanho do passo, utilizando os &,'s já determinados. A vantagem maior

desses métodos está em permitir gerar novas aproximações para a solução do p.v.i. sem

qualquer avaliação adicional da derivada f (x,y).

Vamos determinar as condições de ordem para essa classe de métodos e analisar
qual a ordem alcançável ao considerarmos r = 2, 3 e 4. Em seguida, apresentaremos algumas
famílias de métodos, por nós construídas.
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5.2 À formulação do método a passo variável

A partir da classe de métodos Pseudo Runge­Kutta com (r­!1) estágios, definidos

em (3.1!), construiremos um método que permita determinar aproximações entre os pontos

Xe & Xu) à Partir das aproximações Y,.., & Yu) já determinadas (k=0,1,2...),

reaproveitando­se os &,'s obtidos durante esse passo de integração.

Esse método especial com (r­!) estágios será denotado por PRK(o,r) e definido de

forma análoga a (3.1), denotando por y,,, a aproximação por ele gerada no ponto x, +oh.

Logo, tal método será escrito como:

Xn+o = ViYn +V,3Y, +hXbk, . (5.1)
i=1

Assim, através de (5./) podemos determinar aproximações %»>,,, SEM a

necessidade de efetuarmos novas avaliações das derivadas k,'s, pois os coeficientes c,, a, e
a

a,, são independentes do fator o.

A obtenção dos condições de ordem para métodos definidos por (5.1) será feita de

maneira análoga ao desenvolvido nos capítulos anteriores, ou seja, determinaremos o errode
truncamento local de (5.1), expandindo em série de Taylor o seu lado direito em potências de

h numa vizinhança de x=x,.

5.3 A classe de métodos PRK (06,2)

Considerando para a classe dos PRK (0,2), as devidas expansões em série de

Taylor, determinamos as condições de ordem para que o método alcance ordem 3, que são:

v,+v,=l, (5.20)

—v,+by+b,=O, (5.2b)

v, —2b, =0o, (5.2c)

—v,+3by=0. (5.2d)
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A partir de (5.2) determinamos a seguinte família definida por (5.1) comr=2 e
ordem 3.

—

0

|0º(o+1) o(l+20+0º) 0º(20+3) 1­20º­30'

5.4 A classe de métodos PRK (0,3)

De maneira análoga, determinamos as condições de ordem para que os métodos

PRK(0,3) alcancem ordem 4, dadas a seguir:
 d

vy+v,=d1, (5.4a)

—v,H(b,+b,+b,)=o, (5.4b)

v,+2b,c,­2b,=0", (5.4c)

—v,+3b,ci+3b,=0", (5.4d)

—v,­3b, (2a, +a,) + 3b,= O", (5.4)
vr­4b, +4b,c! =0", (541)
v,—4b +4b,(a,+3a,, )=0, (5.48)
v,4b,­4b,c,(a,+2a,,)=0". (5.4h)

Considerando as condições de (5.4), encontramos a seguinte família de métodos

PRK(0,3) com ordem 4, com as restrições c, = —], > , O:
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2 3a; =—(3c; +2c03), 43, =c,; (a, +az ),

—oº(I+0)(3c, +40) ­20­30,0)
"

2+6c, +4eci
NS

AA

a, =cC;+C3, b,

o*(I+o) —o(lI+0)/(2c,+4ci 030,0)
37 20, +60! +4ci * b 20, +4c? ' (5.5)

—0*(6c, ­40+4c0,0­30?) (I+o6)(I+20,­20­4c0,0+30º)
1? 1+2c, > no 1+2c, !v

5.5 A classe de métodos PRK (0,4)

Finalmente, as condições de ordem para que os métodos PRK (0,4) tenham ordem
+

4, são dadas por:

v,y+v,=1,
|

(5.6a)

(iv +jX cb =00,( r=4,j=1,2,3,4), (5.6b)
i=] .

Cs = (1) (a,+ ia), (i=2,3). (5.6c)

ci =(—­I)/ a, +i((­1)a, +agei'), (i=2,3). (5.6d)

Resolvendo ao sistema constituído pelas equações de (5.6), obtivemos algumas

famílias de PRK(0,4) com orde 4, em função de diferentes escolhas dos coeficientes tomados
como parâmetros livres

Se considerarmos c, e c, como parâmetros livres, obtemos:

—oº(I+0)(3c, +40] ­20­30,0) b —o(I+0)/(2c,+40; ­0­3c0,0)
1 2+6c, +4c! 2 ao 20, +4c? ,
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— o(l+o) — o *(6c,­40+4c,5­30?)
“20, +6c2 +40? Mo 1+2c, ,

—(I+06)/(I+2c,­20­4c,0+30?)
v, 1126, a, =­(3ci +2ci),,

= er? 3
—

—,? 3
—

2 3a,=c+c, a,=0, a,=c;+CG, a, =­(3c; +2c;),

=

2 3 — A? 2 3a, =c0, +20] +Cz, a,, =C, +20] +O).

Para que o método PRK (0,4) alcance ordem 5, além de satisfazer às condições

de ordem determinadas em (5.6), terão que ser satisfeitas também as seguintes condições :

;
r

: ;
"

(NDivrjXcilb=0', (r=4,j=5), (5.7a)
i=] »

— vr+5b­5b3(a3+4a3,) — Sb4(a4+4a,, ­4ag303)=0", (5.7b)
ci =(­IPa,+i((­I)a, +agci!), (i=2,3). (5.7c)

Considerando as equações de (5.6) e as de (5.7a) e (5.7c) encontramos uma outra

família de métodos PRK (0,4) com ordem 4 tendo agora a,;, c;, c, como parâmetros livres,

dada por:

a, =6a,,(c, +ci3 )|­3ci 20], a, =­a,,(20, +3ci )+cit+eoi,

a, =C,­(a,+a,+ay),

— —6bjc3c, = &b,c3c, + 6bi,ci — 12cica + 8b,cj + I2b4c3c3 + 30;0º +4030 — 207 + 4030” — 20º — 3cj0o*
2+6c; +4ck

. 6º (o+1) —2(2ci +c,)(c, +1)b,
"

20,(2c, +I)(c, +1)
,b;



­ 0º(o+1)(c,(5c, +3)—­20(2c0,+1)
— 2e,(c, +I)(c,­c,)I0c,c, +5(c; +c, )+3)"

— I2b,c,c, + 12b,ci — 12b,cão, + 12b,cj +60, +40 +40,0* — 30º
1+2c,;v,= ,

1+2c, +12b,c;c, = 12b,ci + 12b,e,cj — 12b,c] —6c0,0º +40 —4e,6* + 30º
v, = 1+2c,

,

onde a,,a,, e a,, são os mesmos determinados em (5.5) e c, £ —I, O ,ceÉceO

c,*­1,0.

Observe que essa família de PRK(04) tem apenas ordem 4 pois não

consideramos a condição (5.7b). Para que ela fosse de ordem 5, teríamos que também

considerar (5.7b) e através dela determinar um dos coeficientes deixados com parâmetros

livres a, c;, c,. Mas isto equivale a expressarmos a,,, c, ou c, em função do parâmetro

o, pois (5.7b) depende de o. Isto não nos convém, já que nosso objetivo é manter todos os

coeficientes c,, a, e a,, independentes de O para que possamos reaproveitar os k,'s já

determinados para a obtenção de y,,,,não acarretando avaliações adicionais da derivada

f(x,y). Portanto, concluímos que para o nosso interesse atual a ordem máxima alcançável será
4.

Podemos também obter alguns casos particulares para essa especial classe .de

métodos PRK (0,3), com ordem 4, se atribuirmos valores para c, em (5.5).

1

Para c, =781, encontramos os métodos:
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—
3 2
8 8

0º (5­20­70?) (4­5o0)o(1+o)? oº(l+o)  0º(3­20­30º) 2­306*º +20 +36*
12

=5

4 3 2

4

0º (7+20­50º) (3­20)o(1+o)? oº*(I1+o)? 2 4

12
20 ­o

3 12
(­1+0º )?

2

Da mesma maneira, para a família de métodos PRK(0,4), podemos determinar

alguns métodos particulares, a

Se tomarmos c, =

— 539

250

— 250 +357a,
50

partir de (5.8).

TO e c, =1, obtemos:

2023833

10001000

200 — 287a,,
100

400 — 5274,
1090

43,

6º (1+6)721 = 12356 + 5600? ) o(1+0/)(259­4020+1720º)  2000(4­30)3º(1+0) 0º(1+06)(­91+90)
2516

1 2 3 4 5 6

259 13209
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0º (42­406­210*º +240º) (1+0)º(37­740+690 — 240)
nº 37 > n”? 37
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Capítulo 6

AVALIAÇÕES COMPUTACIONAIS

6.1 Introdução

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados numéricos considerando a

integração através de métodos Pseudo Runge­Kutta pertencentes às famílias apresentadas nos
capítulos anteriores.

Consideramos problemas testes encontrados na literatura, cuja solução exata é
conhecida, para que além de compararmos os métodos entre si pudéssemos também analisar o
erro absoluto.
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6.2 Problemas testes

Para a avaliação de desempenho de alguns particulares métodos Pseudo Runge ­

Kutta, representativos de cada uma das classes de métodos apresentados nos capítulos

anteriores, consideremos os problemas teste relacionados a seguir, com a respectiva solução
exata:

23x

.y'= " , /2)=4e y(x)=x 2x.

. "=—2 2, O)=1 =
.y xy, Y(0)=1ex(x) TE

= —2yº, Y(0)=0 e y(x)=1+xº? +xº

=?
y'=22­,(0)=1eX(x)=1+x” I+In(lI+x)

. y =sen(x)—­y, 10)=> e Y(x)=2(sen(x)­cos(x))+e*.
2| ay (0)=1 e y(x)=/2x1[.

3

.y'=xº­1,y(0)=0e Wx)= Tx.

20y'=2(2­1), (0)=1e Y(x)=
4 20 (1+190/9)

.Y=4x)y, (0)=1eY(x)=(I+xº).
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10.)/”+y=x,3X(0)=0 e yY(x)=x+sen(x),

Y(0)=2 e y(x)=I+cos(x).

11.)/”Xº +x)' +y=log(x), y(1)=0O e y(x)=log(x)+ sen(log(x)),
1 1

y(I)=2:e yY'(x) =" +cos(log(x))—.

12.4)" +y=­2,)(0)=0 e Y(x)=­2+2cos(7)+sen(Z),
noj=elLevir)==sen*i+leos*Y(0)=75 e y(x)= sen) +—cos(7).

13.)”+y=0, y(0)=0 e y(x)=2sen(x),

y(0)=2 e y'(x)=2cos(x).

Visando avaliar o desempenho computacional dos métodos PRK, comparando­os

entre si e com os métodos RK, para cada uma das classes de métodos Pseudo Runge­Kutta,
estudadas neste trabalho, consideramos um particular método, bem como também

consideramos dois métodos de Runge­Kutta.

Os métodos considerados são:

Método (Ia) ­ na classe dos PRK2(3) o método (2.42), com p = 4.
Método (Ib) ­ na classe dos PRK2(4) o método (2.46), com p = 5.

Método (2a) ­ na classe dos PRK(3) o método (3.24), com p = 4.

Método (2b) ­ na classe dos PRK(4) o método (3.25), com p = 5.

Método (3) ­ na classe do método apresentado no capitulo 4, o método (4.16), com

Método(4a) ­ na classe dos RK(4) o método (1.17), comp = 4.
Método(4b) ­ na classe dos RK(6) o método (1.18), com p = 5.
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6.3 Os resultados

Visando observar também seu desempenho frente a muitos passos de integração,

cada um dos problemas anteriormente relacionados foram resolvidos numericamente

considerando­se intervalos de integração com amplitudes razoáveis. Para cada problema e

todos os métodos a integração foi realizada no intervalo /a,100]. Considerando tal intervalo,

pudemos observar o desempenho de cada método em diferentes subintervalos. É importante
registrar que em nossa avaliação consideramos a integração a passo fixo de tamanho A durante

todo o intervalo, mas avaliando para diferentes tamanhos de Ah.

Entre todos os resultados obtidos selecionamos alguns, que ao nosso ver traduzem

o desempenho dos métodos avaliados.

As tabelas a seguir apresentam o erro absoluto em alguns pontos do intervalo e
considerando h=10" para i = 1,2,3.
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Tabela 6.1: Erro absoluto para o problema 1.

107.
107
107
107

10º

107
107
107

0.1527 x10 =

107

108.

7 041X 107 é

(la)
10º
10º
10º
10º

107
º

10º

0.1919 x 10º
0.2692 x 10
0.4116 x 10

0.583x 108

10º ­

10º
10º

(3)

0.159 x 107
0.164 x 107

0.3 x 10º
0.23x 10º
0.410 x 107
0.615 x 107
0.1201 x 10

3)
0.2 x 10º

0.29 x 10º
0.534x 107
0.134x 107
0.1173 x 10
0.2119 x 10

5 6

2375X10+
12661 x 105

Mtv

; unesp”. . 13 14 15 16 17 18



Tabela 6.2: Erro absoluto para o problema 1

(1b) (4b)
0.145 x
0.154 x
0.146 x
0.57 x
0.22 x

0.8 x

0.26x
0.19 x

0.382 x
0.689 x
0.1099 x 10
0.1565 x 10

10º
10º
10º
10º
10º
10º

0.0 x
0.0 x
0.0 x
01x
0.3 x
0.4 x
0.31x 10º
0.28x 10º
0.396x 107
0.596 x 107
0.1090 x 10
0.1602 x 10

(1b)

20.0

"100.0.

10.0

35.0

50.0
260.0
80.0

10º
10º
10º
10º

0.2 x
0.3 x
0.4 x
0.3 x
024x 10º
0.41x 10º
0.148x 107
0.1187 x 10
0.2193 x 10
0.2643 x 10
0.4619 x 10

—0.6296x 10º

(4b)

0.2179:x10e
0.3027x10.

1 0.4545xX10".

10º
10º
10º
10º

0.2 x
0.3 x
0.4 x
0.3 x
018x 10º
0.42x 10º
0.148 x 107
0.1169 x 10
0.2184 x 10º
0.2962 x 10º
0.4452 x 10
0.6221 x 10

(Ib)
02x

0.3 x
0.4 x
0.126x 107
0.479x 107
0.81x 10º
0.2341x 10º O.

> 0.12745Xx10? O
: 0.24973xX10* O.

0.14920 x 10
O  0.103721x10*

— Q0165571xX10* * O.

(4b)
03x

0.3 x
0.4 x

10º
10º
10º

0.126x 107
0.479x 107
07x 10º
0.2373x 10
0.12680 x 10º
0.24997 x 10º
0.2757x 10º
0.114134 x10*

Dt 0.161938x10*

4 5 6
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Tabela 6.3: Erro absoluto para o problema 2

(2a (3)
 0.981712x10*

0.562104x10*
nº

*  0.169610x10*
* 0,118563x10*
*  0705X 107

0.134x 107
0.57 x = 10º
0.4 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0:0 x 10º

— 0.176237x10*

o d.0x 10º

(Ia)
0.1x 107
0.45 x 10º
0.18 x 10º
0.0x 10º?
0.0 x 10º
0.0x 10º?
0.0x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º?
0.0 x 10º?
0.0 x 10º

10º
10º
10º
10º
10º
10º?
10º
10º
10º
10º

(Ia)
0.0 x 10º
0.1 x10º
0.1x10º?
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º?
0.0 x 10º
0.0 x10º

1 2 3 4 5 6
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Tabela 6.4: Erro absoluto para o problema 2

(4b)

0.696x 107

q ETIETIIs|
0.1875x 10%í

0.118x 107

10º
o,

10º 00x
10º 40.0.

0.106 x 107
0.117 x 107
0.106 x 107
0.3 x
0.0 x
0.0 x
0.0 x
0.0x
0.0 x
0.0 x
0.0 x
0.0 x

10º
10º
10º
10º
10º
10º
10º
10º
10º

(4b)
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º

(4b)

0.0 x10º
0.0 x10

0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º

1 2 3 4 5 6
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Tabela 6.5: Erro absoluto para o problema 5
—h=0.1

1 0.205x 10? "0.4048X 10º. 0.18698x10*
—0.3008x 10º 0.7220x 10º 0.26651x10”*
0.5502x 10º0.8930 0.29675 x 10º

: > 0.17664x 10
0.20357 x 10º |

0.1

0.16742x10”
—0.24473x 10º /0.3822 0.22013 x 10” |
0.13227x10* 0.12802 > 0.14676x10” =
| 107

:

:
—0.945XA |

0.3366x 10ºo,15351 x10E — 0.6861x 10%—0,4552 x10º
h=0.01

0.0 x 10º 0x: 1 02x10º
0.0 x 10º 0.3x 10º
0.1 x 10º 0.1XI 0.3x 10º
0.3 x 10º > 1 0.1 x10º
0.3 x 10º 0.0x1 0.1x 10º
0.0 x 10º 0.1x10? 0.4x 10º
0.7 x 10º 0.5 xI( 0.2x 10º
0.4 x 10º 0.3x107 0.1 x10”
0.1 x 10º 0x107 0.1 x10”
0.3 x 10º 3x 10” 0.0x 10º
0.7 x 10º 0.4x1C0 0.2x 10º
0.1xX10º — 023Xx1I 0.1x 10º

00x 10º ox : 00x 10º
0.0 x 10º 0: 0.0 x 10º
00x 10 0. ' 00x 10
0.12x 10º x 10º  012x 10º
017x 10º O017x 1 0.17x 10º
0.16x 10º | 015x 10 0.15x 10º
0.49x 10º 49x 10 0.49x 10º
0.22x 10º 23X

1

0.23x 10º

0.14 x 10º 14X 0.14 x 10º
0.16x 10 17X 0.16x 10

0.235x107 / 0236xX107 — 0.236x107
0.9x 10º 09x 10º? | 0.9x 10º

AAA
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Tabela 6.6: Erro absoluto para o problema 5

(ID)
0.459 x 107
0.644 x 107
0.710 x 107
0.383 x 107
0.118 x 107
0.452 x 107
0.510 x 107
0.363 x 107
0.49 x10*
0.312 x 107
0.495 x 107
0.191 x 107

­ 0.137x 10
0.190x 107

0.24 x 10º
0.28 x 10º
0.28 x 10º
0.4 x10º
0.0 x10º
0.11 x 10º
0.7 x10º
0.11 x 10º
0.11 x10º
0.11 x 10º
0.2 x10º
0.12 x 10º

h=0.01

(ID)
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.1x 10º
0.2x 10º
0.4x 10º
0.2x 10º
01x 10º
0.2x 10º
0.4x 10º
0.0x 10º

(4D)
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.1 x10º
0.2x 10º
0.4x 10º
0.2x 10º
0.1x10º
0.2 x10º
0.5x10º
0.0x 10º

0.0 x10º
0.0 x10º
0.0 x10º
0.12 x10*
0.17 x10º
0.15 x10º*
0.49 x10*
0.23 x10*
0.14 x10º
0.17 x10º
0.236 x 107
0.9 x10º

(4b)
0.0 x10º
0.0 x10º
0.0 x10º
0.12 x10º
0.17 x10º
0.15 x10*
0.49 x10*
0.23 x10*
0.14 x10º
0.17 x10*
0.236 x 107
0.10 x 10º
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Tabela 6.6: Erro absoluto para o problema 11

(Ia)
0.88301x 10” |
0.22311x 10º"
0.39935x 10º.
0.733651 x10*
0.933397x 10 |
0.95933x 10º |
0.74475x 10º
0.310185 x 10º
0.26273xX 10” =
0.199698 x10º |
0.457697x10*
0.632906 x 10º
0.866196 x 10º

3)
0.4398 x
0.1517 x
0.1305 x
0.3355 x
0.43091 x
0.44447 x
0.34953 x
0.15037 x
0.517 x
0.8569 x
0.20594 x
0.28803 x
0.39824 x

10
10
10
105
10º
10º
10º
10
107
10
10º
10º
10

(Ia)
07x 10º
01x 10º
0.8 x 10º
0.77 x10*
0.95 x 10º
0.97 x 10º
0.73 x 10*
0.28 x 10º
0.8 x 10º
0.26 x 10º
0.55 x 10*
0.73 x 10º
0.98 x 10º

(Ia)
0.1x 10º
0.0x 10º
0.0x 10º
0.12 x 10º
0.13 x 10º
02x 10º
0.13 x 10º
0.9x 10º
0.25 x 10º
0.13 x 10º
0.41x 10º
0.73x 10º
0.128 x 107

5 6

AAA

| unesp”*.

GS)
0.0 x10º
0.0x 10º
0.1x10º
0.4x 10º
0.6x 10º
0.5x10º
0.5x10º
0:3x 10º
0.2 x10º
0.2 x10º
0.2 x10º?
0.4x 10º?
0.5x10?

(3)
01x 10º
01x 10º
0.1x “10º
0.11x 10º
0.12x 10º
01x 10º
0:16x 10º
0.12x 10º
03x 10º
0.9x. 10º
0.42x 10º
0.81x. 10º
0:127x107

12 13 14 15 16 17 18



Tabela 6.7: Etro absoluto para o problema12

107 0.169
107

10º
10º
10

0.100937 x 10º
0.89330 x: 10º
0.169459 X10* | O.8'
0.234394 x 10º
0.209206 x 10º
0.340025 x 10º

(3)
0.237 x 107
0.189 x 10º
0.47 x 10º
0.9869 x — 10º
0.5690 x 10º
0.21100x 10º
0.2251 x 10
0.73038 x 10º
0.66730 x 10º
0.122422 x 10º
0.171317 x. 10º
0.155307 x. 10º
0.261781 x 10º

(la)
0.0 x 10º
00x 10º
0.0 x 10º
02x 10º
04x 10º
0.5 x 10º
0.6 x 10º
0.164 x 107
017 x. 107.
0.420 x 107
0.617 x 107
0.546 x 107
0.1023 x 10

GS)
0.0 x 10º
0.0 x 10º
00x 10º
00x 10º
0.2 x 10º
04x 10º
01x 10º
0:159 x 107
0.181 x 107
0.409 x 107
0.617 x 107
0.566 x 107
0.1047 x 10

(Ia)
00x 10º
00x 10º
0.0 x 10º
029x 10º
055x 10º
058x 10º
0.28x 10º
0.1744 x 10
0.2029 x 10
0.1141 x 10
0.6573x 10º
0.7066x 10º
0.11702 x 10º

3)
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.0 x 10º
0.27x 10º
0.52x 10º
056x 10º
0.23 x “10?
0.1743 x 10º
0.2027 x 10º

0.114 x 210%
0.6578 x 10º
0.7075x 10º
0.11698 x 10

1 unesp“. 12 13 14 15 16

O117IIx 100
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nos capítulos anteriores desta dissertação, procuramos introduzir algumas classes

de métodos Pseudo Runge­Kutta, tendo como objetivo principal, apresentar para cada uma
das classes, as respectivas condições de ordem e, a partir daí, construímos famílias de tais
métodos.

Conforme pode ser constatado através dos resultados apresentados no capítulo 2,
para a classe dos métodos PRK2(r) explícitos, a ordem máxima alcançável será p = r+1, para
r=2,3,4.

Os métodos estudados são denominados, por Nakashima [17], métodos de Rungeê ­

Kutta de passo 2, porém julgamos mais adequado denominá­los métodos Pseudo Runge­Kutta

de passo 2, seguindo a definição dos métodos apresentados nos capítulo 3, 4, 5.

A característica mais importante desses métodos é a economia de avaliações da

funçãof (x,y), pois a cada passo, efetuamos r avaliações para gerarmos uma aproximação com

ordem p = r+1]. Comparando­os com os métodos de Runge­Kutta, observamos que, para

estes, devemos efetuar pelo menos seis avaliações por passo se desejamos uma aproximação

com ordem 5, enquanto que, através dos Pseudo Runge­Kutta, necessitamos de quatro

avaliações para que alcancemos a ordem 5. Essa economia de duas avaliações por passo torna­

se considerável se necessitamos integrar em um intervalo grande e/ou trabalhamos com um

passo de integração pequeno.
|

Essa mesma característica pode ser identificada nas classes de métodos Pseudo

Runge­Kutta, apresentadas no capítulo 3, pois também é válida a relação p = r+!, parar = 2,3

e 4, mas considerando que essa classe de métodos tem (r­!]) estágios, tal classe para gerar uma

aproximação de ordem 5, necessita de 3 avaliações da função por passo, ou seja, é mais

89
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econômico que a classe do capítulo 2, e bem mais econômico que a classe de métodos de
Runge­Kutta.

No capítulo quatro apresentamos uma classe particular dos métodos Pseudo

Runge­Kutta introduzidos no capítulo três, considerando nulos alguns dos coeficientes do

método. Para tais métodos, observamos que a ordem máxima alcançada será p = r,e não

mais p = r+1. Porém, mesmo tendo sua ordem alcançável p = r, e considerando que o número
de estágios é sempre igual a (r­!), esses métodos se equivalem a classe de métodos do

capítulo 2, quando ao esforço computacional despendido para avaliar as derivadas do

problema de valor inicial.

Uma característica desfavorável desses métodos é a necessidade de dependermos

de duas condições iniciais para o início da integração, por serem de passo 2, o que não

acontece com os métodos de Runge­Kutta, que são auto­iniciáveis.

Para cada classe de métodos Pseudo Runge­Kutta, apresentamos, como ilustração,
alguns exemplos particulares. Sempre que possível, procuramos, na construção dos exemplos,

minimizar o erro de truncamento local, utilizando os parâmetros livres para eliminar parcelas
do erro.

Por exemplo, para os PRK2(3) com ordem p = 4, apresentados em (2.43) e (2.44),
duas parcelas da expressão do erro que acompanham h” foram eliminadas.

Para as classes de métodos PRK(r) com ordem p = r+1 encontramos um único
método se r = 2. Portanto, para a classe dos PRK(2) com ordem p = 3, o único método

existente é apresentado em 3.3, à página 48.

Essa mesma situação ocorre quando consideramos, no capítulo 4, a classe
particular de PRK(2) com ordem p = 2, cujo único método existente é o apresentado à página
62.

No capítulo 5, construímos, a partir dos métodos apresentados no capítulo 3, uma
classe de métodos Pseudo Runge­Kutta que podem se constituir em uma ferramenta

extremamente útil para a integração de problemas com saída densa, isto é, quando durante o

intervalo de integração necessitamos encontrar aproximações para a solução em pontos muito

próximos. Essas avaliações podem ser feitas através dos métodos do capítulo 5, sem a
necessidade de novas avaliações da derivada e de uma redução drástica do tamanho do passo

h de integração.
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Finalmente, os resultados do capítulo seis nos dão uma pequena avaliação
qualitativa de todas as classes de métodos Pseudo Runge­Kutta analisados, comparando­os

entre si e com alguns métodos de Runge­Kutta de mesma ordem.

A avaliação computacional por nós realizada não teve como objetivo efetuar um

estudo comparativo com outras classes de métodos, no sentido de tirarmos conclusões que

possam ser consideradas como padrões de comportamento desses métodos, mas apenas no

sentido de ilustrar o desempenho dos mesmos.

Apresentamos no trabalho apenas alguns exemplos, entre os que consideramos e

podemos concluir que, para um passo h < 0,5, todos eles fomecem aproximações
equivalentes.

A experiência adquirida no desenvolvimento deste trabalho nos permite
considerar a classe dos métodos Pseudo Runge­Kutta como uma opção competitiva para a

integração de problemas de valor inicial não­stiff.

Uma continuação deste trabalho poderá ser o estudo dos métodos Pseudo Runge­

Kutta implícitos, analisando­os como ferramenta para problemas stiff. Alguns resultados

relacionados com a classe desses métodos implícitos, são dados por, Jackiewicz, Renaut e
Feldstein [10].

Aplicações de métodos Pseudo Runge­Kutta explícitos na discretização de

equações diferenciais parciais parábolas ou hiperbólicas podem ser encontradas em Renaut

[20] e Verwer [23], [24] e [25].

Uma outra linha de pesquisa, também interessante, porém que imaginamos com
maiores dificuldades, é a busca de métodos Pseudo Runge­Kutta embutidos, ferramenta útil

para a integração a passo variável. A maior dificuldade dessa investigação não estará na

construção de métodos embutidos, mas sim da utilização a passo variável, considerando que
estamos trabalhando com métodos de passo dois.

As primeiras investigações relacionadas com a aplicação de métodos Pseudo
Runge­Kutta na integração a passo variável são encontradas em Jackiewicz e Zennaro [11].

Um particular par de métodos embutidos com ordem 4 e 5 pode ser encontrado em Nakashima
[18].
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