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O objetivo deste trabalho € estudar algumas classes de métodos Pseudo Runge Kutta,

voltados para a resolugdo nimerica de um problema de valor inicial para Equagdes

Diferenciais Ordindrias.

Para tais classes de métodos, desenvolveremos 0s passos necessarios para a obteng@o
das condi¢des de ordem, procurando estabelecer uma relagdo entre a ordem méxima
alcangével e o nimero de estdgios considerado. Em seguida, a partir das condig¢des de ordem,
construiremos familias de métodos e, para cada uma delas, apresentaremos alguns métodos

particulares, que serdo utilizados em avaliagdes computacionais.
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ABSTRACT

The objective of this paper is to study some classes of Pseudo Runge-Kutta
methods, pointing to the numeric solution of a initial value problems for Ordinary Differential
Equations. ' '

For such classes of methods, we shall develop the necessary steps to obtain the
order conditions, trying to establish a relation between the Maximum reachable order and the
considered number stages. Afterwards, taking from the order conditions, we shall build
families of methods and, for each one of them, we shall present some particular methods,

which will be used for computational avaliations.
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INTRODUCAO

As Equagdes Diferencias Ordindrias (E.D.O.) aparecem naturalmente como um
modelo matemético em muitas 4reas da ciéncias € do mundo real, principalmente em
problemas que descrevem quantitativamente fendmenos fisicos, quimicos ou biolégicos. Estas
equagdes quando associadas a uma condig@o inicial, formam o que se denomina “problema de
valor inicial” (P.V.1.).

A necessidade de se obter aproximagdes para a solugdo de um P.V.I, cuja solugio
exata ndo € determindvel analiticamente, tem estimulado a busca de métodos que permitam
gerar, com o menor esforgo computacional possivel, aproximagdes com a precisao desejada.

Dentre as classes de métodos numéricos voltados para a resolu¢dao de uma E.D.O.,
uma das mais utilizadas € a classe dos métodos de Runge-Kutta, que permite determinar com
um esfor¢o computacional razodvel, aproximagdes com a precisdo desejada. O objetivo
principal deste trabalho é apresentar uma outra classe de métodos denominados métodos
Pseudo Runge-Kutta.

Tais métodos foram originariamente propostos por Byrne [6], e estudados por
Rosen [21]. Uma formalizagdo interessante de classes desses métodos foi dada por Byrne e
Lambert [7].

Os métodos Pseudo Runge-Kutta ndo sdo de passo um, como os métodos de
Runge-Kutta, e embora sendo de passo dois ndo pertencem 2 classe dos métodos lineares de
passo multiplo, mas apresentam algumas das caracteristicas de métodos de cada uma dessas
duas classes.

Sdo métodos de passo dois, que consideram combinagdes das derivadas em pontos
internos ao passo de integragdo, estando ai a grande semelhanga entre eles e os métodos de
Runge-Kutta.

Este trabalho estd organizado em capitulos, sendo que no capitulo 1, apresentamos

de forma resumida, os principais conceitos qualitativos e resultados, relacionados com a
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classe dos métodos de Runge-Kutta, conforme proposto por Lambert [13], tomando tais
conceitos e resultados como base para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

Procuramos, entdo, desenvolver, nos capitulos 2, 3 e 4, os passos necessarios para
a obtengdo das condigdes de ordem para algumas classes de métodos Pseudo Runge-Kutta e
estabelecer uma relagdo entre o nimero de estigios dos métodos e a ordem méxima
alcangével. Em seguida, a partir das condi¢des de ordem, construimos algumas familias de
métodos e, para cada uma delas, apresentamos alguns métodos particulares, que serdo
utilizados nas avaliagdes computacionais.

No capitulo 5 construimos, a partir dos métodos Pseudo Runge-Kutta propostos
no capitulo 3, métodos Pseudo Runge-Kutta que permitam gerar aproximagdes para a solugdo
exata em qualquer ponto interno ao intervalo de integracdo que se acabou de considerar. Tais
aproximagdes podem ser obtidas sem qualquer necessidade de se avaliar novamente a
derivada f{x,y), 0 que computacionalmente se torna interessante. ‘

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos algumas avaliagdes computacionais

comparando o desempenho dos métodos estudados ao longo deste trabalho.

A fim de tornarmos mais simples o entendimento da matéria exposta, procuramos

desenvolver nosso trabalho da forma mais organizada e detalhada possivel, com uma
linguagem unica para os diversos métodos estudados. Nosso objetivo € tornar mais claras e
acessiveis as classes de métodos apresentadas aos que pretendam melhor ‘conhecé-la ou
utilizé-las, e também oferecer um ponto de partida aqueles que, porventi;.ra, pretendam

aprofundar os estudos sobre os métodos Pseudo Runge-Kutta.
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CAPITULO 1

METODOS DE RUNGE-KUTTA

1.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos a classe dos métodos de Runge-Kutta, utilizados
para a resolu¢do numérica de problemas de valor inicial. Para essa classe de métodos,
definiremos alguns conceitos bdsicos qualitativos, que, ajustados convenientemente, serao
utilizados nos capitulos posteriores. Apresentaremos também para tais métodos, 0 processo
utilizado para obtengdo das condi¢gGes de ordem para r = 2, 3 estdgios utilizando algumas

notagdes e convengdes que permitirdo simplificar a busca de resultados.
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1.2 Métodos de Runge-Kutta

Consideremos uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem com uma

condigdo inicial, definindo o que denominamos problema de valor inicial (p.v.i.), dado por :

y'=f(x,y),
Yx,)=Y, (1.1)

para o qual , por hip6tese, admitimos que a solug@o exata y(x) existe de maneira inica num
intervalo [a,b].

Vamos considerar uma discretizagdo de [a,b] numa malha de pontos x, € passo
h, isto é, x, = x, +nh paran =12,..., onde x, =a, e o parimetro # € um nimero positivo
identificado como o comprimento do passo de integragdo. Nos pontos dessa malha podemos
calcular aproximagdes para y(x) através de métodos numéricos, por exemplo, dos métodos
de Runge-Kutta, que definiremos a seguir. Anotaremos por y,,, a aproximagao para a solugao

exatay(x)de (l.l)em x=x,,,.

Definigd@o 1.1: Dado o p.v.i. (1.1), denominamos método de Runge-Kutta com r

estdgios e denotaremos por RK (r) ao método de passo um dado por :

yn+a‘=yrx+ hzblka ’
i=l

ki=f(x,+¢c hy,+ hzag k;),
j=1

-, i=1(1)r,onde a

r
com ¢, =Y.a
j=l1

j» Ci» b, s@o valores constantes.

Podemos representar os coeficientes que caracterizam um método de Runge-Kutta

com r estagios numa forma matricial, denominada matriz de Butcher, que apresentamos a

seguir:
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Se definirmos as matrizes ¢ =(c,,c,,...,c, ), b=(b,b,...b,) ¢ A= [aq Loy

representacdo de Butcher para os coeficientes do método RK (r) serd dada por:

Em fungdo da forma da matriz A, podemos dividir a classe dos métodos de
Runge-Kutta em 3 subclasses de métodos: explicitos, semi-explicitos e implicitos.

Dizemos que um método de Runge-Kutta é :~

- Explicito se a matriz A € estritamente triangular inferior.

Semi-explicito se a matriz A € triangular inferior com algum a; #0.

Implicito se a matriz A € ndo triangular inferior, isto €, a; # 0 para algum j >i.
Observe que neste caso devemos, para determinar os k;'s, resolver um ou mais sistemas de

equagdes (dependendo da estrutura da matriz A) que poderdo ser nao lineares.
Neste trabalho vamos considerar somente a classe dos métodos de Runge-Kutta

explicitos.

1.3 Conceitos qualitativos

Definigao 1.2: Denominamos Erro de truncamento local de um Método de Runge-

Kutta com r estdgios no ponto x = x, e denotaremos por T ,,,, ao valor dado por:

Tﬂ+f= y{‘an)_(y(xu)-'-hibjkj)! (14}

i=]

onde os valores k,’s sdo definidos por (1.2b), mas considerando-se a solugdo exata y(x) em

lugarde y,.
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Admitindo que, para x=x, se verifica a hiptese local y, = y(x, ), vamos

denotar entdo, a aproximagao gerada através de (/.2a) por ¥ ,,, Isto é :

Vou= Wx,)+ h Dbk, .
i=I

Logo, sob essa hipétese local, temos que:

Tn+.i'= y(xw)- ‘y-m-.f' (15)

Portanto, quando por hipétese admitimos que y, = y(x, ), o Erro de truncamento
local nada mais € do que a diferenga entre a solugdo exata e a solugdo numérica no ponto

x,,, - Neste caso, denominaremos o Erro de truncamento local simplesmente de Erro local.
Considerando em (1.5) o desenvolvimento das fun¢des em série de Taylor na
vizinhanga de x = x,, podemos expressar T, em poténcias de # como:

Tor= Uphid U o+ U % o+ U B, (1.6)

p+l

¥

Definigao 1.3: Dizemos que um Método de Runge-Kutta tem ordem de

consisténcia p se este for o maior inteiro positivo tal que:
— p+l
Tﬂ-l-l'_ O(h )’

ouseja, U, =U,=U; = ... =U,=0.

E importante registrar que os U,’s de (1.6) sio constituidos por expressdes que
envolvem os coeficientes do método multiplicadas por derivadas parciais da fungdo f(x,y).
Logo, para que tenhamos U; =0 para i=I(1)p, é preciso que as expressdes que envolvem os
coeficientes do método sejam nulas. Essa imposi¢do vai gerar equagdes, denominadas
“Condig¢des de Ordem”, as quais os coeficientes de um método de Runge-Kutta com r estagios
devem satisfazer para que este tenha ordem de consisténcia p. No que segue, diremos
simplesmente que o método tem ordem p.

A obteng@o das condi¢des de ordem tem uma complexidade que cresce com a

ordem desejada para o método, em fungdo das derivadas parciais da f(x,y) envolvidas nas

expressdes U,, i =I(1)p.
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1.4 As condicoes de ordem

A seguir, procurando ilustrar esse procedimento, vamos introduzir as convengdes
utilizadas por Lambert [13] para representar as derivadas parciais e algumas expressdes que as
envolvem.

Sejam:

F(xy)
F = flel, go=HE2

_9f(xy) _9'f(xy)
fy— ay ’ fxxx_ axj ’

_9’f(xy) _ o 9 f(xy)
fX_\'j‘ - axazy ? f;y("—_ f'\vx )_ axay »

elc.

Usando repetidas vezes a “regra da cadeia” e utilizando (1.8), podemos expressar

as derivadas de y(x) a partir da equagio diferencial (/./) obtendo:
y'=f(xy),
Y(x)=f(x,y)+ f(xy)y(x)=f, + [,
YAxX)=fot Y ot B+ YT+ f+ £, 1Y

=fxx +2.ﬁ:y+f2fyy+fyfx+ﬁ‘y2‘

A fim de simplificar as expressdes para as derivadas obtidas em (1.9), vamos

considerar as seguintes convengoes:

F=f, +ff, (1.10a)
S=f, +f (1.10b)
G=f, +2f, +ff,, (1.10c)
Q=1f] 2. f; + [l (1.10d)
I=f o +3ff 0 +3F foy + F Fus (1.10e)
8, =6f., +6F%f +3f.0, v2f s (1.10f)

R=f4fym‘ +4f3fxx>',\:\' +6f2fun' 4y * Froe (1.10g)
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Considerando (1.10), podemos expressar (1.9) agora como:

y(x)=f,
yi(x)=F,
Y"(x)=G+Ff ,

Y¥(x)=1+Gf , +Ff 2 +3Fff  +3Ff

xy?
y?(x)= R+Gf} +4GS +7FSf, +If, + Ff] +6FS, + 30f .
Considerando que o desenvolvimento de y(x,,,) em série de Taylor numa

vizinhanga de x =x,, nos fornece:

2 3
173

r h ”n h
x,,)=y(x,)+ hy(x,) + 57 Y (x. )+ 377 (x,)

4 5

h_. (4) h (5) 6
¥ g, # P ) )

usando (1.11) ele pode ser escrito como:

2 3

h .
Wx,,)=yx)+hf Y F+-§-}~ (Ff,+G)

4

h
+( 1+ Gf, +Ff; +3Fff, +3Ff ) (1.12)
h5
+57(R+Gf} +4GS+7FSf, +If, + Ff +6FS, +30f,, )+ O(h° )
Por outro lado, podemos através dessa notagdo considerar também o
desenvolvimento em série de Taylor de ¥,,,. Dai, substituindo-o juntamente com (/./2) em
(1.5) e considerando (1.6), geramos entdo as condi¢des para que um RK(r) tenha ordem p, isto

¢, suas condi¢des de ordem.

1.5 Algumas familia de RK(r)

Ilustrando, para que um método de Runge-Kutta explicito com 2 estdgios tenha
ordem 2, devemos impor nulas as equagdes que multiplicam as poténcias de & e W que

aparecem em (/.7), logo as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

b+b,=1,
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(1.13b)

Uma familia de métodos RK(2) com ordem p=2, € obtida resolvendo-se o sistema
formado pelas condi¢des de ordem (1.13). Nesse caso, um dos coeficientes pode ser
considerado como um parimetro livre, pois temos duas equagdes e trés incégnitas.

Considerando ¢, como tal pardmetro obtemos a familia:

com ¢, #0.

Assim em (1.14) obtivemos uma familia de' métodos RK(2) com ordem 2 onde,

para cada escolha de c,, geramos um particular método.

1
Se tomarmos c, = 2 obtemos:

E importante registrar, e facilmente observvel do desenvolvimento acima, que
ndo € possivel obter métodos com ordem p = 2 se considerarmos r < 2.

Considerando agora r = 3, para que o método tenha ordem 3 devemos impor nulas
as equagdes que multiplicam as poténcias de h, b’ e h’, logo as seguintes condigdes devem

ser satisfeitas: o
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(1.13b)

Uma familia de métodos RK(2) com ordem p=2, é obtida resolvendo-se o sistema
formado pelas condi¢cdes de ordem (1.13). Nesse caso, um dos coeficientes pode ser
considerado como um pardmetro livre, pois temos duas equagdes e trés incOgnitas.

Considerando ¢, como tal pardmetro obtemos a familia:

com ¢, #0.

Assim em (1.14) obtivemos uma familia de. métodos RK(2) com ordem 2 onde,

para cada escolha de c,, geramos um particular método.

1
Se tomarmos ¢, = 2 obtemos:

E importante registrar, e facilmente observvel do desenvolvimento acima, que
ndo € possivel obter métodos com ordem p = 2 se considerarmos r < 2.

Considerando agora r = 3, para que o método tenha ordem 3 devemos impor nulas
as equagdes que multiplicam as poténcias de h, h’ e h’, logo as seguintes condigdes devem

ser satisfeitas:

b+b,+b,=1,
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1
bzc2+b,c3=5, (1.15b)

1
bzc§+bjc§=§, (1.15¢c)

1
b3c2a32=g. (1.15d)

Analogamente, podemos construir uma familia de métodos para RK(3), com c, e

c¢; como parametros livres, dada por:

2=3¢,~ 3¢, ¥6cjc, 2—3¢;
6¢,c, 6¢c,(c, —c, )
1 2

Se fizermos c, i Tk encontramos o método:

Como no caso anterior, podemos também observar que o niimero minimo de

estdgios para ordem p = 3 serd r = 3.
No caso p = 4, o nimero minimo de estégios serd r = 4, quando teriamos que

resolver um sistema de 8 equagdes, obtendo-se entdo a familia dos métodos de Runge-Kutta

comr=p=4.
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Um particular método dessa familia, e que € bastante utilizado, tem como matriz

de Butcher:

No caso p = 5, o nimero minimo de estdgios serd r = 6 e teremos um sistema com

17 equagdes. Como ilustragdo, vamos considerar o seguinte caso particular, que serd utilizado

no capitulo 6 em avaliagdes computacionais:

0
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Dos desenvolvimentos até aqui apresentados, podemos observar que existe uma

relagdo entre o nimero de estdgios e ordem méxima alcangdvel, dada porp=rparar=1,2,3

e 4. Para r > 4, essa identificagdo ndo se verifica, conforme constatamos em [13] Lambert,

apresenta:

ordem médxima

alcangdvel

nimero minimo 1

de estdgios
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CAPITULO 2

METODOS PSEUDO RUNGE-KUTTA DE
PASSO 2

2.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos uma classe de métodos, propostos por Byrne e
Lambert em [7], que, por considerarem uma combinagdo linear de aproximagdes para a
derivada do problema, semelhante a classe dos métodos de Runge-Kutta, mas utilizando nido
apenas a aproximagdo para a solug@o obtida no tltimo ponto de integragdo, mas também a do
ponto anterior sdo denominados métodos Pseudo Runge-Kutta de passo 2.

Para essa classe de métodos, desenvolveremos o0s passos necessarios para a
obtengdo das condi¢gdes de ordem, considerando r = 2, 3, 4 estigios e analisaremos qual a
ordem méxima alcangdvel em fungdo do nimero de estdgios considerado. Finalmente,

apresentaremos algumas familias de tais métodos, por nés obtidas.
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2.2 Métodos Pseudo Runge-Kutta de passo 2

Conforme Byrne e Lambert [7], consideremos a classe de métodos, denominados
métodos Pseudo Runge-Kutta de passo 2 com r estdgios, que vamos denotar por PRK2(r),

definidos por:

Yuer= Yo+ h z;bjkﬁ h Zl;jl;j .
j=

j=1

k.i'= f(xn-f’yn—.")’
j-1

k!: f(x, _,+ c;h, y, +h Zamkn).
m=]

B=if (v

= J:1 —
ka f(xn+ th’ yn+h£aﬁﬂkm}’ j=2(1)r'

i-l
onde, para i=I(I)r ¢,;=Xa, e —1<c,s1. (2.1c)

j=1

by by

Métodos dessa classe sdo caracterizados através dos coeficientes ¢ i 2 @jm» b, b;
Assim, de maneira semelhante & matriz de Butcher dos métodos de Runge-Kutta, vamos
considerar uma representacao para os coeficientes que definem um método de (2.1), através de

uma tabela matricial, dada por:
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2.3 As condic¢oes de ordem para métodos PRK2(2)

De maneira andloga a considerada para a classe dos métodos RK(r), vamos
determinar as condi¢des para que um método definido por (2.7) tenha ordem p e analisar qual
o maior valor assumivel por p em fung¢@o do nimero de estagios do método.

De (1.5) e (1.6), temos que se o método tem ordem p, entdo

T,.=¥X,.,)=Y,.,= O(h™"), agora sob a hipétese local y(x,, )=y, paraj=-1,0. Assim,

n+j

considerando os desenvolvimentos em série de Taylor de y(x,,,) € ¥,,,, numa vizinhanga de

x =x,, podemos construir as condi¢des de ordem para essa classe de métodos através de

T

n+l*

Vamos inicialmente construir as condigdes de ordem para os métodos da classe

definida em (2.1) quando consideramos r = 2 e que podem ser escritos como:

Your= Yo+ b (b,k b,k )+ h(b kb k),

k= f(x,Ynit)s
k= fix,.,+c,h y, thayk,),

k= fx,5,).,
k,=fix,+ c,h y,+hc,k,).

Nesse caso, como a,, = ¢, , sua representagdo na forma (2.2) sera:

Desenvolvendo y(x,_,), k, k, € k, em série de poténcia, na vizinhanga de

x =x, e utilizando as notagdes apresentadas em (1.10) e (1.11) encontramos :
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hZ 3 hd 2
¥%no1) = Yx,) = B + = F =—(Ff,, + G)+ (I +Gf, + Ff +3FS)
5

h
- %(R +Gf, +4GS +7FSf, +If, + Ff] +6FS, +30f,, )+ O(h° ),

h? w3
ki=f =hF +—(Ffy +G)=——(I +Gf, + Ff} + 3FS)

h4
+27(R+Gf{ +4GS +7FSfy +Ify +Ff] +6FS; +30f,, )+ O(h° ),

2

h
k=1 h(cz—nF+7[(1—2c2+c§)G+(1—2c2)Ff,,]

3

h
enll-1% 3c,=3ci+c;) I +(—1+3c,—2c])3FS +(3c,~I)NFf %Gf, )]

4

h
i [(1-4c,+6c5—4cy+cy) R + (1-4c,)(Gf] +If, + Ff] +3FSf, )

+(1—4c,+3c;)(4GS +4FSf, )+ (1—4c,+4c; ) 30f,,
+(1—4c,+5¢c;-2c;)6FS, ]+ O(h’ ),

2 3 4

- h h h
k=1f+ hCzF+7(Cf)G+?(C;)I+§(C; JR+O(h’ ).

Considerando que: §,,,=y,+h(b,k +b,k,)+h(b ,k +b ,k,), isto &, (2.3) sob as
hipéteses locais y, ,=y(x,.,) e y,=y(x,), e substituindo y(x,,) e ¥y,, em

Tnh': y(xn-h')_‘y' n+.*= O(h S )! encontramos:

- = 1
T,.=hl((b,+b,+b ,+b,)—1)f] + W’ [(=b,~b,+b,c,+b ZCZ—E)F]

| 1
+h’[(b,+b,~2b,c,+b,ci+c’b 2_3)6 +(!:»,+1F;-2—2c2b2—§)1‘?)"_r ]

_ 1

+ W [(=b,=by+3¢,b,=3c]b,vesbye;b =) 1
I

+(=b,=b,+3b,c,~ 7 NFf] +Gf,)

i
+(=b,~b,+3c,b,~2¢]b,~— N3FS)] + O(h’ )
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De (2.5) podemos concluir que o PRK2 (2) definido por (2.3) terd ordem p = 2

se estiverem satisfeitas as condigdes:

b,+b,+b ,+b,=1, (2.6a)

- 1
-b,-b,+b,c, +b,c, =g (2.6b)

Ainda por (2.5), concluimos que o método terd ordem 3 se, além de (2.6)

estiverem satisfeitas as seguintes condigdes:

- 1
b,+b,-2b,c,+b,c3+b ,c? =Y (2.7a)

I
b+b,~2byc,= 7, (2.7b)

Portanto, temos em (2.6) e (2.7) um sistema com 4 equagdes a 5 incégnitas, que
devem ser satisfeitas para que o método tenha ordem 3. Isto €, sdo as “condi¢des de ordem”
para os PRK?2 (2) definidos por (2.1) e com ordem 3.

Resolvendo o sistema, podemos determinar uma familia a um parametro de tais

métodos.

Considerando as equagdes de (2.7), obtemos que (b, +b,)cZ =0 . Logo:

b, = -b,, | (2.8a)
¢, = 0. " (2.8b)

Primeiro Caso: Considerando a hipétese (2.8a) e substituindo no sistema (2.6) e

(2.7) temos:
(2.9a)
b, +b, =—,

2.9b
> (2.9b)

1
b, +b, - 2b,c, =3 (2.9c)

De (2.9b) e (2.9c) obtemos:
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=
‘" 12¢,

c, #0,

5-6c,
= 12¢, °

De (2.9a) obtemos:

I 18c, —5'
12c,

Portanto, encontramos uma familia de métodos PRK2(2) com ordem 3, tendo

¢, # 0como um parametro livre que na representagdo (2.2), é dada por:

ou, na forma (2.3):

Vour=Yat—o—I(5—6¢,)k ~5k,+(18¢c, =5 )k +5k,].

12¢,

Segundo caso: Considerando a hipétese (2.8b), isto é, ¢, = 0, concluimos que o
método (2.3) terd apenas | estdgio, logo descartamos esta possibilidade, pois estamos
interessados em determinar a ordem médxima alcangdvel para métodos com r = 2.

Vamos agora analisar se é possivel alcangar uma ordem a mais para métodos

definidos por (2.3), ou seja, analisar a existéncia ou ndo de tais métodos com ordem p = 4.
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Para que isso acontega, além (2.6) e (2.7), por (2.5), temos que também devem ser

satisfeitas as condigdes:

i
~by=b,+3b,c,= 7 (2.11a)

i
~by=b,+3b,c,~3b,ci= 7, (2.11b)

1
—b,~b,+3b,c,~2b,c; =" (2.11c)

Subtraindo (2.11b) de (2.11¢c) obtemos :

bje; =0. (2.12)
Logo, devemos ter b, =0 ou c, =0.
Considerando tanto b, =0 como ¢, =0, o sistema formado pelas equagdes de

(2.6), (2.7) e (2.11) ndo terd solugdo. Portanto, concluimos nao existir nenhum PRK2 (2) com

ordem quatro, confirmando um resultado apresentado por Nakashima (1987) em [17].

2.4 As condicoes de ordem para métodos PRK2(3)

Considerando agora a classe de métodos definidos por (2.7) com r = 3 temos:

Ypur= Yo+ h(b,k +b,k +b,k, )+ h(b ,k +b k bk, ),
ki=f(x0ppYn1)>
k=f(x,_,+c,h, y, ,+ha,k,),
ky = f(x,, +c;h,y,., +hayk, +hay,k,),
k= f(x,3.),
k,=f(x,+c,h y,+ha,k,),

Ej = f(x, +c;hy, +ha,,fc., +ha32}’?2 )
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Como no parégrafo anterior, para investigarmos qual a maior ordem alcangével

para métodos definidos por (2.13), estabeleceremos as condi¢des de ordem necessérias.

Para isso, além dos desenvolvimentos de k,, k,, k,, ji apresentados ajustados
para r = 3, devemos também considerar os de k, e k,. Expandindo k, e k, em série de

poténcia na vizinhanga de x, obtemos:

2

h
k,=f +h(c,~I)F +7[(1—2c3+c§)G+(I—2c3+2a32c2)Ff_‘_]
h.i
+?[(—! +3c,-3c +c; )l +(—1+3c,~6ac, )Ff;}
1
+(=1+3c,-2¢? +2a,,¢,¢,-3,,)3FS +(-1+3c,—6a,c,+3a;,¢; )Gf, ]

4

+g—4[(1—4c346c§ —4c; +¢; )R+ (1-4c,+12a,c,-12a ,¢; +4ay,c; )If,
+(1-4c,+12a,,.c,)(Gf; +Ffj.’ )+(1-4c,+12a,,c,-8a,,c} J3FSf, )
+(1—4c,+4c] —8a,,c,c,+4a ¢, +4aj,c; )30f,,

+(1-4c,+3ci —6a,,c,c,~3a,,c +3a,,cic,+6a,,c,) 4GS
+(1—4c;+5¢; — 2¢; +2a,,c,—4a ,c,c,+2a,,c,cl )6FS,

+(1=4c,+3c] +6a,,c,—6a,c,c,4FSf, + O (h’),

2 3

~ h h
k=1 +c3hF+7(c_f G+2ajc,Ff, )+?[cj I+3aﬂc§ Gf, +(2a;c,c;)3FS]
h4
+52[C§R+(4032C§ )If, +(3a;,c;¢, 4GS +(4aj,c; BOf,, +(2a,,c,c? )6FS, ]+ O(h’ ).
Através de um procedimento andlogo ao considerado anteriormente, vamos obter
as condigdes de ordem, a partir do desenvolvimento em série de poténcia na vizinhanga do

ponto x, da expressiao de T, considerando-se nulas as expressdes envolvendo os

n+l*
coeficientes do método e que multiplicam poténcias de h até h’. Tendo, entdo, que

/

n+l

= O(h" ), obtemos as seguintes condi¢des de ordem, para que os métodos definidos por

(2.13) tenham ordem 3.

b,+b,+b,+b +b ,+b =1, (2.14a)

- . 1
—(b,+b,+b, )+(b,c,+b,c; )+ (b ,c, +b3c3)=5, (2.14b)
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(b,+b,+b;) —2(b,c,+b,c,) + (byci+b,c2) + (b ¢l +b ,c2) =§, (2.14c)

(b,+b,+b,) = 2(b,c, +b,c,) +2(a ,b,c, +a b ,c,) =é. (2.14d)

Para que o método (2./3) tenha ordem 4, além de (2.14), devem ser satisfeitas

também as seguintes condigoes:

1
—(b,+b,+b,)+3(b,c,+b;c;)-6a,b,c,= 7 (2.15a)

0 1
—(b,+b,+b;)+3(b,c,+b,c,)+3(a,,b,c; +a,,b ;c; )-—6aﬂb3c2=z . (2.15b)

—(b,+b,+b,)+ 3(byc,+b,c; )= 3(b,ci+b,cl )+ (byci+b,c])
(2.15¢)

— — 1
+(b,c; +b3cj)=z,

—(b,+b,+b,;)+3(b,c,+b,c,)—2(b,c; +b,ci )-2a,,b,c,
B ] . (2.15d)
+2(a,b,c,c;va,,b jc,0,)= 7
Considerando o sistema (2./4) e (2.15), vamos procurar determinar uma familia de
métodos (2.1/3) com ordem quatro.
Das equagdes (2.15a) e (2.15b), obtemos que asch(b_, +I:_v3 )=0, logo devemos
considerar :

(2.16a)
a,c; =10, (2.16b)

Primeiro Caso: Considerando (2.16a) com a,,c: # 0, e substituindo em (2.14c) e
(2.14d) obtemos:
ci(b, +b,)=0,
logo, devemos considerar:

.= —b,, (2.17a)

¢, = 0. (2.17b)
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Tomando ¢, =0, concluimos que as equagdes (2.14b), (2.14c) € (2.15a) ndo se
verificam para nenhum valor de b; e c¢;. Portanto, ndio devemos considerar a hipétese
c, =0.

Agora, considerando (2./6a) e (2.17a) e substituindo nas equagée.s de (2.14) e

(2.15) obtemos o seguinte sistema:

(2.18a)
byl = ‘?’ (2.18b)

1
(bf+b2+b3)—2(bzcz+bjcj)=3 ; (2.18¢)

1
~(bytby+b,)+3(byc 4b,c,)=6a,b,c,= 7 (2.18d)

1
—(b,+b,+b,)+3(b,c,+b,c,)—3(b,ci+b,ci )= "k (2.18e)

: I
—(b,+b,+b,)+3(b,c,+b,c,)—2(b,c +b,¢2 )= 2a ,b,c,= (2.18f)

Z y
Se substituirmos (2./8b) em (2.18¢) obtemos,

b,c, +byc, = ;—2 !

Dai, substituindo (2.18b) e (2.19) em (2.18d) e (2.18e) obtemos,

a;b;c, = _?] ) (2.20a)

b,c +b,c? = "?” (2.20b)

Ainda, observamos que (2./8f) pode ser escrita como uma combinagio linear das
equacoes (2.18b), (2.19) e (2.20). Resumindo, para gerarmos métodos dessa classe com ordem
p = 4 devemos considerar as equagdes: (2.18a), (2.18b), (2.19), (2.20a), (2.20b). Isto €,
ficamos com um sistema constituido por 5 equagdes a 7 incégnitas. Resolvendo a0 novo

sistema determinamos uma familia de métodos a dois parametros livres, com as restri¢des

4
cc3#0,a3»#0, c2#c3 € c, :x:g,dada por:
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5 =4—5c2—5c3+18c2c3 b = —4+5¢, + 5¢; —60¢,¢,
’ 12¢,c, y :

3

12¢,c,

— - —A%56  4-5c,
27 12¢)(=c, +c,)’ 27 12¢,(—c, +¢,)’

e oL 1
37 12¢4(c, —cy) 37 12¢4(c, —c,)

L

2e,{=c;, +¢5)

IR s B S
32 2
4c, = 5c,

Segundo Caso: Considerando agora a possibilidade de (2./6b) acontecer, com

a, =0, pois ¢, =0 reduz um estigio no método, o sistema formado pelas equagdes de

(2.14) e (2.15), se reduz a:
(b,+b,+b,) +b +b ,+b ,= 1, (2.22a)
o - 1
—(b,+b,+b, )+ (b,c,+b,c, )+ (b,c, +b3c3)=5 ; (2.22b)

= 1
(b, +b, +b; )—2(b,c, +b,c; )+(b,cl +b,cl )+(b,c] +b,cl )=—

3’ (2.22¢)

i
(bytbytb,)=2(byc, +hyc,) =7, (2.22d)

—(b,+b,+b;) + 3(b,c,+b,c,) =£, (2.22¢)

—(b,+b,+b,)+3(c,b,+c,b, )= 3(b,ci+b,cl )+ (b,ci+b,c])

e iy 1 (2.22
+(b,c] +b3cj)=z, /)

—(b,+b,+b,) +3(b,c,+b,c,) - 2(b,ci +b,c}) =§ (2.22g)

Das equagdes (2.22d) e (2.22¢) temos que:
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3
bytbythy ==, (2.23a)

b,c,+b,c, = % . (2.23b)

Substituindo (2.23a) e (2.23b) em (2.22b) e (2.22g) obtemos:

I

,Cs 'f'b_;C_; —E,

(2.24a)

bycl +b,cl =0. (2.24b)
Por fim, tomando as equagdes (2.23) e (2.24) e substituindo em (2.22c¢) e (2.22f),
ficamos com:
b,cl +b,c? =0, (2.25a)
b,c] +b,c] +b,c] +b,cl =0. (2.25b)
Logo, o sistema resultante é formado pelas seguintes equagdes (2.22a), (2.23),
(2.24) e (2.25).
Das equagdes (2.23b) e (2.24a) obtemos os valores de b, e b,, e das equagdes

(2.24b) e (2.25a) determinamos os valores de !;2 e 53 s di:)tendoz

7¢, 7c;

bh,=————2 5 b =
‘ BRcle,-¢;) 7 12ey(e, =)

5 l7¢; 5 17e,

4 12¢,(c; —¢,) 5 12¢,(c, —c,)

3 3

comc, #0,c¢; #0 ec; #c,.

Substituindo entdo b, , b, ,b, e b,, j& determinados, em (2.25b) chegamos que:

c,c; =0.

-

O que contraria a hipétese ¢, #0 € c, #0. Portanto, concluimos que a;, ndo

pode assumir o valor zero.
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2.5 As condicoes de ordem para o método PRK 2(4)

Construiremos, por fim, as condi¢des de ordem e analisaremos qual a ordem
méxima alcangdvel para a classe de métodos definidos por (2.1), para r = 4, isto €, definidos

por:

Ynsei™ Ya #.h Zb +h ZEJEJ-’ (2.266‘)
j=1 .

k= f(X0pYnt)s
k flx, e h,y,,+h Zam 2
E=FUEY )

k=f(x,+c;hy,+h Za k), j=2(1)4.

jm™ m

Para determinarmos as condi¢des de ordemi de (2.26), precisamos considerar as
expansdes em série de poténcia de k, e k, na vizinhanga do ponto x, .

Entdo, com um procedimento andlogo ao desenvolvido no paragrafo anterior,

determinamos as condigdes de ordem para que o método (2.26) tenha ordem 4, dadas por:

Y(b+b )=1, " (2.27a)
i=l

-ib.- +2.¢(b,+b)=1/2, (2.27b)

4 i<l

Zb ZZb,c,+2ZZach(b +b,)=1/3, (2.27¢c)

i=3 j=2

Zb +2(-2bc +cl(b, +b,))=1/3, (2.27d)

i=1

4 4 S
—3b +2(3bc, —3bc! +c](b,+b))=1/4, (2.27e)

i=l i=2

AVA
AVAVAY

] 2 3 4 5 6 7 unespwll 128 18 34 215 Ib

17

18



4 i=l

—Zb +3Zbc -62., Y.a,bc; +6ay,a,c,(b,+b,)=1/4, (2.27f)

i=3 j=2

4 i-1
-Zb +Z(3bc =2b,c! )+ 2 X(-2a,b,c; +2a,c,c,(b, +b, ) = 1/4, (2.27g)

Uhd)
i=3 j=2

4 il

—Zb +3Zbc +2 X (-6abc, +3a,ci(b +b,))=1/4, (2.27h)

i
i=l i=2 i=3 j=2 i~

Para que o método de (2.26) alcance ordem cinco, além das equagdes acima

devem também estar satisfeitas as seguintes condigdes:

Zb 4Zblcf +]222a,} .c; —24a,a,b,.c, =1/5,

i=3 j=2

4 i=1

4 4
B dS e N, P
2.b ~42bc 23,22( abic; = 8a,bic;) (2.28b)

-8aga,c,(b, +c,(b, +b,))=1/5,

4 i=l

Zb +Z(—4bc +3b,c} )+ZZ(6aub,cJ —-6a;b,c;c; )

i i
i=l i=2 i=3 j=2 J J

+6a,,a,,c,(b, - c,(b, +b,))=1/5,

4 i-1
Zb +Z(—4bc +5b,c} - 2b,c] )+ Zz 2a,b,c, —4a,b.c,c,
i i=3 j=2

e v (2.28d)

=2

+2a,c,cl (b, +b;))+2a,b,cl =1/5,

4 il %]
Zb 42b,c, +123, X a;bc; +12a,a,c; (b, +b, )-24a,a,b,.c, = 1[5 ,

i=3 j=2

4 i=l

Zb +Z(—4bc +3b,c? )+ Y, Y.(6ab.c, —3a,b.c’ —6ab.cc, )

yritj jrivj [/l Rl |
i=] i=2 i=3 j=2

4 i-1

+3Y Ya,clc(b, +b)=1/5,

i=3 j=2

4 i=l

Zb 4Zbc +2, 2.(12a;bc; - 12a;bc] +4ayc(b,+b,)=1[5 ,

i=3 j=2
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4 4 s
be +Z(—4bl.c‘. +4b£cf )+Z z,(‘ff.ci:ij!:»j(,:f +4a;ci{bl. +b, )—Saﬁbf.cjcf. )
i=1 i=2 i=3 j=2 (2.28h)

+8a,a,c,c,(b, +b,)=1/5,

4 4
>b +Y,(—4bc, +6bct —4bc +bc’ +bc! )=1/5. (2.28i)

i=] i=2

Portanto, as equagdes do sistema composto por (2.27) e (2.28) constituem as
condi¢des de ordem, necessdrias para que o método de (2.26) tenha ordem cinco. Resolven-
do-se o sistema, podemos obter uma familia de tais métodos, como veremos a seguir.

Das equagdes (2.28a) e (2.28e) obtemos:

a,zaﬁcj (b, +b,)=0.
Para a mesma classe de métodos com 2 e 3 estdgios, constatamos que sempre que

partimos da hipétese b, +b, =0, foi possivel determinar uma familia de tais métodos. Entéo,

por analogia tomemos:

b, =—b,. o (229)
Considerando (2.29) as equagdes (2.27f) e (2.27h), fornecem:
a,cl(b,+b,)=0.
Dai, por raciocinio anélogo ao anterior, consideremos:
b, =-b,. (2.30)
Por fim, considerando (2.29) e (2.30), nas equagdes de (2.27c) e (2.27d) e o

mesmo raciocinio, tomemos:

(2.31)

Considerando (2.29), (2.30) e (2.31) o sistema inicialmente formado pelas 17

equagdes, agora se reduz a um com 14 equagdes, pois podemos excluir as equagdes (2.28e),

(2.27h) e (2.27d). Logo o sistema resultante serd dado por:

(2.32a)

(2.32b)

(2.32¢)
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4 4 }
-2b +2.(3bc, - 3bcl )= 7
i=] i=2

(2.32d)
4 i-1 ]

4 4
—;b;. +3§;,b,.c,. -6, Y a;bc, ==, (2.32¢)

i=3 j=2 4

4 i-l

4 4
_Sb+ 3 (3he,—~2bet V=23, Sagbe, ==,
i=l =2 i=3 j=2 y ] 4

(2.32f)

4 4 4 il
};b,, —4§b,.c,, +123, Y a;bc, —24a,a,;b,c, = 1/5, (2.32g)

i=3 j=2

4 4 4 i-1 1
éb,. —4§b,.c,. +> X (12a,bc; -8a,bcl )-8aya,b,c, = 5 (2.32h)

i=3 j=2

x ? 4 i-1 I
E’bi +§(_4be.‘ +3bcl )+ 22(6%5,-0} -6a,b,cic)-6a,a,b,c, =<’

i=3 j=2 5

(2.32i)

4 0=/

2b, + 2 (—4bc, +5bc] -2bc] )+ X X (2a,bc, —4abicic; )+

1 1 )
i=1 i=2 i=3 j=2 v

1
+2(a,b,cl + a,,3b4cjcf )= 3
4 -l ]

4 4
2.b, + X (—4b,c, +3bc? )+ X, X (6a,b.c.c, - 3a;bc? —6a,bcc, )=

ii“i i ij~i Ui i T
i=l i=2 g me 4 et e 5

(2.321)

4 il 1
L)

4 4
b —4X b, +2 3 (12a,b,c; - 12a;b,c} )= s (2.32m)
f=l i=2 i=3 j=2

4. I=l

4 4 1
Db+ 2 (—4bc, +4bcl )+ X, X (4abc; - 8abcc = (2.32n)

[} 1) i
i=l i=2 i=3 j=2 i 4

4 4
Sb, +3(~4he, +6bc] ~he! )=+, (2.320)
i=l i=2

Considerando agora no sistema (2.32) e o mesmo procedimento do pardgrafo
anterior, vamos procurar simplifica-lo.
Se substituirmos (2.32b) em (2.32¢), obtemos:
: -5
2he=—

S g
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Substituindo (2.32b) € (2.33) em (2.32d) e (2.32¢) obtemos:

(2.34a)

(2.34b)

Substituindo agora (2.32b), (2.33) € (2.34a) em (2.320) e (2.32b), (2.33) € (2.34b)

em (2.32g), obtemos respectivamente:

ib 3 g | (2.35a)
S5 = ap weg

-31
azab,c, = 520" (2.35b)

Em seguida, se substituirmos (2.32b), (2:33), (2.34), e (2.35b) em (2.32i) e
(2.32b), (2.33), (2.34b) e (2.35a) em (2.32h), obtemos respectivamente:

(2.36a)

(2.36b)

Por fim, substituindo (2.32b), (2.33), (2.34), (2.35a) e (2.36a) em (2.32j) tiramos

que ¢; =-1.

Portanto, o sistema (2.32) pode ser substituido pelas seguintes equagdes:

(2.37a)

(2.37b)

(2.37¢c)
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(2.37d)

(2.37e)
(2.37f)

Z%a.,b,c, —%- ; (2.37g)

a.bc.c = (2.37h)

'/ b G B

Q8,5b,0; =— . (2.37i)

onde ¢, =-1.

Portanto, de um sistema com 14 equagdes ﬁ'camos agora com 9 equagdes, ja que
as equagdes (2.32f), (2.321), (2.32m) e (2.32n) podem ser escritas como combinagdo linear das
equagdes de (2.37), e da equagio (2.32j) determinamos c, . '

Daremos, a seguir os passos utilizados para a resolugdo do sistema acima, obtendo

assim os coeficientes de um método PRK2(4) com ordem 5.

Das equagdes (2.37b),(2.37a), (2.37c), (2.37d) e (2.37e) determinamos b,, 5, by
b, e b,,em fungdode c, e c,.

Seguindo, consideremos as equagdes (2.37f), (2.37g) e (2.37h), para
determinarmos a,,, a,, € a,; em fungdode c, € c,.

Substituindo entdo a;,, a,, € b, em (2.37i), obtemos:

c,(62¢c,-85)=0

. 62 ., , e
que nos leva a considerar ¢, =—, jad que temos que considerar as restri¢goes c, # -1, 0,
85

62 31 71
35" 6o © gp paraos coeficientes de b,, b,, b,, b, , b, ,a,,, a, € a,,.

AVA
AVAVAY

] 2 3 4 5 6 7 unespwll 128 18 34 215 Ib

17

18



Portanto, construimos a seguinte familia de métodos PRK2(4) com ordem 5.

—(91-166¢,) 91 31-60c, 122825(71-90c,)
1488c, 24c, (62 ~23c, - 85¢2 ) 3528(1+c,)  218736(~62+85c,)

91+1322c,

-b -b -b
1488c, 2 2 ¢

31(1+c,) 31(-562526 +761595c, + 13175¢;)
a,, =—————— B =
27 62¢, — 120c? ® 614125¢c, (-71+19c, +90c3)

o 3038(-1922+6355c, - 5100c?)
2 614125(=71+ 19¢, +90c?)

Considerando entdo, a classe de métodos PRK2(r), com r = 2, 3 e 4, obtemos a
seguinte relagdo entre nimero de estigios e ordem méxima alcangdvel p = r + 1, ou seja,
considerando tais métodos com 2 est4gios, a ordem méaxima alcangada € 3, com 3 estagios , a
ordem maxima € 4 e com 4 estdgios, a ordem mdxima € 5. Este tltimo resultado nés ndo

provamos, mas em [17] Nakashima afirma que para r = 4 a ordem méxima alcangada € 5.

AVA
AVAVAY

] 2 3 4 5 6 7 unespwll 128 18 34 215 Ib

17

18



2.6 Alguns casos particulares de métodos PRK2(r)

Vamos aqui apresentar alguns particulares métodos PRK2(r), que serdo utilizados
para avaliagdes computacionais.
Considerando a familia de métodos PRK2 com r = 2 e p = 3 dada em (2.10), e

atribuindo particulares valores ao pardmetro livre ¢, # 0, obtemos os seguintes métodos:

1) See =;—0 temos:

AV
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11
iii) Para c, = 50000 obtemos o método:

0

11
50000

124967 -62500
66 33

- 1249017 62500
66 33

Sabendo-se que na expressido do erro de truncamento local para PRK2(2) com
ordem 3 a parte principal do erro apresenta trés parcelas envolvendo os coeficientes do
método e considerando que temos apenas o coeficiente ¢,como pardmetro livre, podemos
escolhé-lo, a fim de eliminar uma dessas parcelas, buscando assim minimizar os efeitos do
erro de truncamento €, conseqiientemente, refinando a aproximagao gerada.

Dos trés exemplos construidos essa idéia foi explorada no caso (ii), isto &,

1
, torna nula a expressdo (—b, —b, +3b,c, — 3b,c: —;), que aparece na parte

principal do erro de truncamento.

A partir da familia determinada em (2.27), obtivemos alguns casos particulares

para os métodos PRK2(3) com p = 4.

-1 1
i) Tomando c, = 70 €9 =70 encontramos o método:
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=175 =75
6 12 4

- 191 175 75

6 F73 4

Pl B2
60 ° 785

ii) Se ¢, = , encontramos o método:

— 122825
161448

122825
161448

31 124
iii) Para c, =20 €% =765 temos:
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911 - 3200 9075
46128 2883 15376

45217 3200 - 9075
46128 2883 15376

Nos casos (ii) e (iii), os pardmetros c, € c, sdo escolhidos de forma a eliminar

duas parcelas da parte principal do erro de truncamento local.

Finalmente, para a familia de métodos PRK2(4) com ordem 5, obtidas em (2.38),

apresentamos alguns particulares métodos:

1
i) Para c, = E, temos:

341
50 50

— 145743 1944939 5243
49130 540430 54043

-1 2275 125 - 122825

2 3531 19404 188748

3 —2275  -125 122825
2 3531 19404 188748
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7
ii) Para ¢, = E' obtemos:

93

2

325531 567331 1519
1228250 1228250 614125

=l 1 - 122825
93 164052

94 122825
93 164052

AV
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CAPITULO 3

UMA OUTRA CLASSE DE PSEUDO RUNGE-KUTTA

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos uma outra classe de métodos Pseudo Runge-Kutta
proposta por Byrne e Lambert, e estudada por Nakashima em [15] e [16]. Assim como os
métodos apresentados no capitulo 2, tais métodos também consideram uma combinagéo linear
de aproximagdes para a derivada do problema, obtidas no passo corrente e no passo anterior.,

Para tais métodos vamos determinar as condi¢des de ordem e analisar a ordem
maéxima atingivel em fungdo do nimero de estdgios considerado, seguindo um procedimento
andlogo ao considerado no capitulo anterior. Finalizando, através das condig¢des de ordem,

vamos construir algumas familias de métodos com r = 2, 3 e 4 estagios.
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3.2 Métodos Pseudo Runge-Kutta

Essa classe de métodos Pseudo Runge-Kutta com (r-1) estagios, que apresentare-

mos por PRK(r), é definida por:

ynﬂ': vfyn-1+ v;’yn +h zbiki’
i=1

i-1
k= fix,+ ch, y,+a,(y,~y,,) +h Xak,)
=1

i-1

com ¢, =a, +Za,}. ,0<c, <1 parai=3I)r.
j=1

Isto é: k= flx,_ny.1) ,
k= Afx,y.).

Vamos representar os coeficientes que definem um método de (3./) através de

uma tabela matricial, inspirada na tabela de Butcher ,dada por :

b, b, b,

Queremos determinar as condigdes de ordem para que um método definido por
(3.1) tenha ordem p e analisar qual o maior valor assumivel por p, em fungdo do nimero de
estagios.

Procedendo como anteriormente e considerando a hipétese local y(x, ;) =y,

parai = -/ e 0, temos ilustrados k,, k, e k,, para essa classe de métodos até 3 estigios:
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2 3

h h
k, =f- hF+7(G+Ff_)—?(!+f>G+Ff,."'+3FS)

4

h
+Z(R+Gf_f +4GS+7FSf, +If, + Ff] +6FS, +30f, )+ O(h’),
k. =,

1 1
k, =f+hc,F+ h’[(ch)G—E(aﬁ 2a,,)Ff ]

1 1
+h’ [—c]l to(a 3a, )(Gf #Ff )’ )=geslast 2a,,)3FS ]

d
6

I i 1
+ W [7¢/R+~zc,(ayt 3a, (4GS +4FSf, )= c}(a,+ 2a,,)(6FS,)

I I
+o a5+ 20, ) (30F,, )= 5 (a+ 4, M(Gf} +If, +Ff,) + 3FSf, )]+ O(h’ ).

Substituindo k,, k, e k; em Y, , e considerando (/./2), podemos obter a

seguinte expressao para o erro local 7, definido em (1.5):

2

h
T,,=(v,+v,)=1+h[v,~(b,+b,+b,)+ I]+7[—v,—2bjc3+2b‘,+1]

3

h
+~g[(v,—3(b3632 )+1-3b,) G+(v,+3(2a,+a,;)b,-3b,+1) Ff ]

4

h
+ 57 [(v,+4b,c; —4b,~1)I +(4b,~4b (a,+3a,,)+1-v,)(Gf +Ff ) (3.3)
+(4b,+4b,c,(a,;+2a,,)+ 1-v,)3FS] + O(h’ ).

A partir desse desenvolvimento podemos encontrar as condi¢des de ordem dessa

classe de métodos, quando consideramos p < 4.

3.3 As condicoes de ordem para PRK(2)

A classe de métodos Pseudo Runge-Kutta definidos por (3.1) com r = 2 € dada
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yn-h": v.fyn—f+ v2yn +h(b!k.f+b2k2)' (3.4(1)

k= Axn1sYnt)s (3.4b)
k2= f(xn’yn)' (3°4C)

Considerando em (3.3) que 7,,, = O(h*) concluimos que o método (3.4) ter4
ordem p = 3, se forem satisfeitas as seguintes condigdes:
+v,=1, (3.5a)
-v, +b,+b, =1, (3.5b)
v,—-2b, =1, (3.5¢)
-v,+3b, =1. (3.5d)

v,

A partir de (3.5) determinamos o seguinte PRK(2) definido por (3./) com ordem. 3.

3.4 As condi¢oes de ordem para PRK(3)

Considerando a classe de métodos Pseudo Runge-Kutta definidos por (3.1) com

r = 3, ou seja, 2 estidgios temos:

Yoir= Vi¥noyt Voy, +h(bk+ bk, +bik;),
k= fXppYn1)s
k= f(x,.),
k= f(x,+ c;hy,+ a;(y,—y,.;) + h(a;k+ a;k,)),
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De (3.3) podemos concluir que o método (3.6) terd ordem p = 3 se estiverem

satisfeitas as condigoes:

v,+v,=1, (3.7a)
—v,+(b,+b,+b,)=1 , (3.7b)
v,+2b;c;-2b,=1, (3.7¢)
—v,+3b,c34+3b,=1, (3.7d)
-v,—3b,(2a,,+a;)+3b,=1. (3.7e)

Podemos entdo, determinar, a partir de (3.7), uma familia de métodos a trés

pardmetros e com ordem 3, dada por:

—d
0

2
=(2a;3 +c3) az as;

2-2byc; —3bsc:  4—b;—4byc; —3b;el by 5—6byc; —6b;c:  —4+6bsc; +6b;c?

com a;, =c, —a; —ay,.

Para que o método (3.6) alcance ordem p = 4, além de (3.7) devem ser satisfeitas

também as seguintes condigdes:

v,—4b, +4b3c§ =1, (3.9a)
v,—4b,+4b,(a,+3a,,)=1, (3.9b)
v,—4b,—4b,c,(a,+2a,,)=1. _ (3.9¢)

Logo de (3.7) e (3.9) determinamos uma familia de métodos PRK(3), com 2

estagios, a um parametro , definidos por (3.6) e com ordem p= 4.

Se considerarmos ¢, como pardmetro livre € as restrigdes ¢; # —1, EiL 0,

obtemos a seguinte familia:
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_ 2 3 o 3t 4
a; =—(3c; +2c; ), a;=cj+c;, a,=c;+2c3+c; ,

= 2(-1+2c?) b - 2 8¢5 =2c;-2
"2+ 1) ey +1) 7 T e (2c,+1)c,+1)” T cy(2¢,+1)

~7+10c, 8(1-c,)
2¢,+1 T

vV,=
Observe, que do sistema constituido por (3.7) e (3.9), determinamos os coeficien-
tes a um parametro livre, pois a equagao (3.9c) foi automaticamente satisfeita para os coefi-
cientes de (3.10).
O mesmo sistema pode ser reescrito em uma forma simplificada. Isso facilitard
para obten¢do das condi¢des de ordem quando considerarmos um niimero maior de estdgios.

Considerando os coeficientes:

a, =—(3c? +2c} ), . (3.11a)

a,= ci+c;, (3.11b)
obtemos:
c‘f=—(a3+2a3,}, (3.12a)
c; =a, +3a,,. (3.12b)
Dai, considerando (3./2a) a equagdo (3.7¢) se reduz a (3.7d) e a equagao (3.96“)'58
reduz a (3.9a).
Analogamente, se considerarmos (3.12b), a equagdo (3.9b) se reduz a (3.9a).
Portanto, obtemos um novo sistema, equivalente ao anterior, que garante ao

método ordem p = 4, dado por:

v,+v,=1, (3.13a)
v, Hb,+b,+b,)=1, (3.13b)
v,~2b, +2b,c,=1 , (3.13c)
—v,+3b, +3b,c3=1, (3.13d)
v,~4b, +4b,c; =1, (3.13¢)
c; =—(a; +2a,,), - (3.13f)




¢l =a,+3a,; (3.13g)

Esse novo sistema, formado pelas equagdes de (3.13), pode ser descrito através de

uma lei de formagdo, isto €, para que o método tenha ordem p = 4 devemos considerar as

condi¢Ges de ordem:

v,+v,=1, (3.14a)

3
(-1)v+jd.cl7b=1, (j=1234), (3.14b)
i=I

e ¢ =(-1)\"(a,+ia,), (i=23). (3.14¢)

Se desejarmos obter métodos apenas com ordem p = 3 basta considerarmos

j=123em(3.14b)ei=2

3.5 As condic¢oOes de ordem para PRK (4)

Como desejamos considerar métodos dessa classe com r = 4, isto é, 3 estdgios

devemos considerar a expansdo de k, em série de poténcia, na vizinhanga de x,, obtendo:

1 1
k, =f +hc3F+h2[( —cf)G—(_{a,—Za”)-i-aacj)Ff‘.]
1 1 1 1
+h’ [—c‘,l +{—(a +3a,)+ a,,cj )Gf +(—(a +3a,)- a43(a +2a3,))Ff

1 =1 1
304€5¢,)3FS] + h‘fgc:R +( o (at4a,)+ caucllf,

1
+Ec4(a‘,+2a“)+ 3

1 1
T544C;3C, XSFSZ +( __(a4'+‘4a41)+ga43(aq+3a41))(Gf}'z +Ff.j)

f
+ (- 4(a +2a, )+ T,

24

1 1
& (Z(a4+2a4,+2a“c ) 30f,, +( c,,(a,,+3a4,)+ a4jcjc4)46S

1 1 1
+ ( c4(a4+3a4,) a43c4{a +2a,,)- 2:14303(a3+2a3;)—§(a4+4a“))FSf), )+O(h’ ).

Dai, construimos a expansdo de T,,, em poténcias de h, a partir do que, geramos

as condigdes de ordem.
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Desenvolvendo raciocinio andlogo ao considerado no paragrafo anterior,

encontramos que o método Pseudo Runge-Kutta tera ordem 4 se as seguintes condigdes de

ordem se verificarem :

v,+v,=1,

—v,Hb,+b,+b,+b, )= 1,

v;=2b,+2b,c,+3b,c,=1,

—v,+3b,+3b,ci+3b,cl =1,

v,~4b,+4b,c] +4b,c] =1,
—v,+3b,-3b, (a,+2a,,)- 3b(a ,+2a,-2a,c,;)=1,
v,—4b,+4b,(a,+3a,, )+ 4b (a ,+3a,+3a ,c; )=1,
v,—4b,—4b,c,(a,+2a;,)—-4b,c,(a +2a,-2a,c;)=1,
v,—4b,+4b,(a,+3a;)+4b (a +3a,-3a ,(a,+2a,))=1.

(3.15a)
(3.15b)
(3.15¢)
(3.15d)
(3.15¢)
(3.150)
(3.15g)
(3.15h)
(3.150)

Observe que temos em (3.15) 9 equagdes a 13 incégnitas, 0 que nos permitiu

determinar uma familia de métodos com ordem 4, dada por:

—2+4cl-3b,c,c,—4b,cic, +3b,cl —6b,cicl +4b,c; +6b,c,c;
(1+3c, + 2c§ )

1

2-b,c,—3b,c: -2b,c]
- c; +3ci +2c;

b,=1-(b;+b, +b, )+v,, b,

_ =7+10c¢; = 12b,cyc, + 12b,c} —12b,c,c: +12bc;
it I+2c, :

_ 4(2~2¢y+3b,es6, —3bic; +2b,esc; —3bic; )

V2 1+2c,

3

da, —4cl —4cl +b,(6a,,c} +24a,,c] +30a,c; +12a,c; +2c,c; )+ N

a

. b,c,(1+3c, +2c;)
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_—2ay +2¢} +2¢] +b,(-2a,,c; —9a,,c] —13a,,c; —6a,c; +3a,cl )+ M
¥ b,c,(1+3c,+2cl) ’

a

a,=c,—(a,+a, +a,),
— 2 3 2 3.2 3 2.3 3
onde M =b,(a,;,c, —c,c; —c,c; +c;¢5 — 3¢5 +¢5¢, +¢;¢, +2a,,.c, ),

. 2 3 3 2 2.2 3 2 3
N =b,(-2a;,c,—6a;.cq —4a;c; +2c,c; —3c,0i —3c5¢5 —2¢;5¢, — 2¢5¢; )

-1
com ¢; # ", —1 ede 0,tendo c,, c,, a,, a; e b, como pardmetros livres, jd que para os

coeficientes determinados em (3.16) a equagdo de (3.15i) é satisfeita.
Para que o método PRK(4) alcance ordem p = 5, terdo que ser satisfeitas, além de

(3.16) as seguintes equagdes:

—v,+5b,+5b,c3+5b,c; =1 , (3.17a)
—v,+5b,~5b,(a,+4a,,)- 5b,(a,+4a,~4a ,(a,+3a,))= I, (3.17b)
—v,+5b,+5b,c,(a,+3a,,)+ 5b,c (a,+3a ,+3a ¢ )=1, (3.17d)
-v,+5b,~5b,(a,+4a,,)- 5b (a ,+4a,~4a ] )=1, (3.17e)
—v,+5b,+5b,(a,+2a,, )’ +5b,(a,+2a,+2a,c,) =1, (3.17f)
—v,+5b,-5b,(a,+4a,,)- 5b,(a +4a ,+4a ,c,(a,+2a,,)) =1, (3.17g)
—-v,+5b,+5b,c,(a;+3a;, )+ 5b,c (a ,+3a ,~3a ,(a; + 2a; )= 1. {3.1;7h)

Das equagdes (3.15a) a (3.15h), determinamos em fungdo de c; e ¢, os
coeficientes v,, v,, b,, b,, b;, a,,, a;, a,. Das equagdes (3.17a), (3.17d), (3.17g)
determinamos respectivamente os coeficientes b,, a,, a,; em fungdo de c; € c,.

Considerando os coeficientes determinados e substituindo-os nas demais
equagdes, que sdo (3.15i), (3.17b), (3.17c), (3.17e), (3.17f), constatamos que tais equagdes s3o
automaticamente satisfeitas.

Portanto, do sistema formado por (3.15) e (3.17), podemos determinar uma familia

de métodos PRK(4) a 2 parametros com ordem 5, dada por:
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2(3-5¢c; +c,c, — 5c +10cic?

' (I+c, (1+2¢c, (3 +5c, +5¢, +10c,c, )’

5 o 2(2+c¢, - 5¢; +c, +4c,c, - 5cic, — 5ck = 5c,c2 +20cic?)
, =

€;¢,(3+5¢, +5¢c, +10c,c, ) ’

i 2(-2-c,+5¢c%)
Tey(1+4¢; (=3¢, =5¢3 + 3¢, —10cic, +5¢2 +10c,c?)

B 4+2c, - 10c?
cle,—c; (1+c, )(3+10c,c,+5(c, +c, )’

4

27 —35¢,—35¢, +50¢,¢;
VvV, =
: I+de,+ 3¢, +10¢c;c,

N VZ=!'—'V!,

_ 2 3 2,3 _ 2 3
a,=—(3¢; +2c; ), a,=ci+c;, a, =c,+2c; +c¢;,

2 2 3 2 2 3
a,=6a,(c,+c; )—3c, —2c,, a,=-a,(2c;+3c;)+c; +c,,
a,=c,—(a,+a, +a,;),

Lo c,(1+c,)c,+cl—c,+3cic,—c2—3c,c?
i —2¢c,-7¢; =2c} +13ci +10c; ’

=1 _ I+d4] =3-5¢,
comc,# -1,—,0, ,
2 10 5(1+2¢,)

T P

Temos que os coeficientes a; e a,,, de (3.18) sdo os mesmos determinados em
(3.10), logo podemos considerar (3.12). E de (3.18) se considerarmos os coeficientes a,, a,,

obtemos as seguintes expressoes para ¢, :

2
c; ==—a,-2a, +2a,c,,
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AVA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwll 128 18 34 45 T &7 L8



¢; =a,+3a, +3a,c’. (3.19b)
Considerando (3.12) e (3.19) no sistema formado por (3.15) e (3.17), podemos
reescrevé-lo como:
v,+tv,=1, (3.20a)
v, Hb,+b,+b,+b,)= 1, : (3.20b)
v,=2b,+2b,c,+3b,c,=1, (3.20c)
—v,+3b,+3b,c3+3b,cl =1, (3.20d)

v,~4b,+4b,c} +4b,c} =1, (3.20¢)

—v,+5b,+5b,c3+5b,ci =1, (3.200)

—v,+5b,~5b,(a,+4a,,)-5b,(a,+4a,~4a cl )=1. (3.20g)
Podemos reescrever as equagdes de (3.20) numa forma mais geral, isto é:

(3.21a)
(=1)v,+jY.clb=1, (r=4,j=1234,5), (3.21b)

i=]
—v,+5b,~5b,(a,+4a,,)- 5b (a,+4a,~4a ] )= 1, (3.21¢)
¢y =(=1)"(a,+ia,), (i=23), (3.21d)

co=(=1)"a, +i((-1)" a, +a,ci' ), (i=2,3). (3.21e)

O método PRK(2) definido por (3.1) terd ordem p = 4 se forem satisfeitas as
condi¢des de ordem encontradas em (3.74).

Considerando de (3.14) as equagbes (3.14b) para j = 2, 3, 4, constatamos que
as mesmas ndo se verificam para nenhum valor de v, e b, . Logo, ndo conseguimos alcangar
ordem 4.

Por sua vez, o método PRK(3), terd ordem p = 5 se forem satisfeitas as condi¢oés
de ordem encontradas em (3.27), o que conforme mostramos nao € possivel.

Considerando de (3.21) as equagdes (3.21b) para j=1, 2, 3, 4, determinamos v, ,

b,, b, e b, em fungdo de c,, e das equagdes (3.2/d), determinamos a, e a;, em fungdo de

€
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Finalmente, substituindo v,, b,, b, , b,, a, € a,,, nas equagdes (3.21c) e (3.21b)
com j = 5, concluimos que ndo existe ¢, que satisfaga as duas equagdes. Logo, o método
PRK(3) tem ordem maxima 4.

Para a classe de métodos PRK(4), conforme Nakashima [17] ndo € possivel
alcangar ordem p= 6.

Logo, para a classe de métodos PRK(r), com r = 2, 3 e 4, e considerando que 0
nimero de estdgios é sempre igual a (r-1), podemos estabelecer entre a ordemp e ra relag‘ﬁo
p = r+l, quando p é a ordem maxima alcangével para aquele nimero de estégios. Isto €, para

os trés valores de r teremos que a ordem méaxima serd igual ao niimero de estagios mais 2.

3.6 Alguns casos particulares de métodos PRK(r)

Apresentaremos, a seguir, alguns particulares métodos PRK(r), que serdo

utilizados para testes computacionais.

Considerando a familia de métodos PRK com r = 3 e p = 4 dada em (3.10), tendo

il : o ;
¢; & —1, > 0 como parametro livre, obtemos os seguintes casos particulares:

1) Se tomarmos c; = 700 temos:

— 2440449 1950399 3920499
500000 1000000 1000000

9602 19304 1000000 145 4
29651 14751 2935449 149 149
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I+Jﬁ

0 temos o seguinte método:

~377-3741 417+21N41) 133+23J41
250 125 125

4—4+41)  2(29-+4r) 250 S(-6+41) 49-+41)
107+1741  47+741  201+31N41  6+q1 6+41

ii1) Para c¢; = 1, obtemos o método:

A parte do erro de truncamento local para PRK(3) com ordem 4 apresenta quatro
parcelas envolvendo os coeficientes do método e considerando que temos apenas ¢, como
pardmetro livre, podemos escolhé-lo a fim de eliminar pelo menos uma dessas parcelas,

buscando, assim, minimizar os efeitos do erro de truncamento.

1++41
10

No caso (ii), se escolhermos o pardmetro ¢, = , conseguimos anular trés

das quatro parcelas da parte principal do erro de truncamento local. Sao elas :

—v, +5b, + 5b,c! — 1, —v, +5b, + 5b,c,(a, +3a, )— 1, —v, +5b, + 5b,(a, +2a,, )} — 1.

Para a familia determinada em (3./8), apresentaremos particulares métodos

PRK(4) com p = 5, a partir de escolhas de c; e c,.
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3 7
70570 encontramos o método:

i) Tomando ¢, = 10

-81 117 507
250 1000 1000

14119 —-106267 —145537 31297
37000 962000 222000 28860

1502 1544 - 1250 9250 25 76
22321 2121 3939 12019 101 101

8
€c =75 encontramos o método:

bl
10

ii) Se ¢, =
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5

6
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CAPITULO 4

UMA CLASSE PARTICULAR DE METODOS PSEUDO

RUNGE-KUTTA

4.1 Introducao

Ainda em [17] Nakashima apresenta uma classe particular dos “Métodos Pseudo
Runge-Kutta”, definidos no capitulo 3.

A partir das condi¢des de ordem e das familias de métodos determinadas no
capitulo anterior, vamos, a seguir, considerar essa particular classe de Pseudo Rﬁnge-Kutia.
obter as condi¢des de ordem, analisar a ordem méxima alcangdvel em fungdo do nimero de

estdgios, e construir algumas familias de tais métodos.
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4.2 A nova classe de métodos PRK (r)

Se considerarmos em (3.1):
vi=0,v,=1¢ a=0parai=(I)r,

obtemos uma classe particular de tais métodos, proposta em [17] e definidos como:

yn+."= yn 7 h Zfbikx (42“)

k= f(xp1¥n-1) (4.2b)
k= flx,.y,) (4.2¢)

i-1
k= fix,+ ey, +h ak)) (4:2d)
j=1 o

i=l
com: ¢; = Za,.j e0<c;, <1 para i =3(1)r.
j=1

Observe que as derivadas de (4.2¢) e (4.2d) s@ao as mesmas que se considera

quando trabalhamos com um método de Runge-Kutta explicitos com r estagios e tendo os

mesmos coeficientes ¢, € a;.

Isto é, os métodos PRK(r) desta nova classe devem ter um comportamento muito
semelhante a correspondentes métodos RK(r) que apresentam valores iguais para os

respectivos coeficientes ¢, , a; € b;.

Para tais métodos a tabela representativa dos coeficientes seré:

-1
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4.3 Um método PRK(2)

Utilizando (3.3) e considerando (4./), obtemos as condig¢des de ordem para que o

método (4.2) tenha ordem 2, que sdo dadas por:

b,+b, =1
-2b, =1
De (4.4) obtemos um tnico método PRK(2), dado por:

s
2 2

Para que o mesmo método tenha ordem 3, as seguintes condig¢des terdo que ser

satisfeitas, considerando-se (3.5) e levando em conta (4.1):

b, +b, =1 (4.5a)

-2b, =1
3, =1

(4.5b)
(4.5¢)

De (4.5), concluimos que ndo existe valor de b, que satisfaca o sistema, logo a : -

ordem maxima alcangada serd p= 2.

4.4 A familia de PRK(3)

Tomando (3.7) e considerando (4.1), podemos também obter as condigoes de

ordem para que o método definido em (4.2) com r = 3 tenha ordem p = 3, que serao:
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b,+b,+b, =1 : (4.6a)
~2b,+2b,c,=1 (4.6b)

3b,43b,c2 =1 (4.6¢)

3b,~6a,,b, = I (4.6d)

Logo, temos 4 equagdes e 5 incognitas, o que nos permite determinar uma familia

de métodos a um parametro definidos por (4.2).

Resolvendo ao sistema obtemos a seguinte familia de métodos definidos por

(4.2),comr= 3e ordemp = 3:

2 2
=e5 2045
2 2

2=3c, 9¢c,-5 5
6(1+c;) 6c, 6¢,(1+c,)

com c; #0,~1.
Observamos que essa mesma familia pode ser obtida a partir de (3.8),

considerando-se as restri¢oes de (4.1).

A partir da familia de métodos PRK (3) com ordem 4 dados por (3.10), vamos
analisar se a classe de métodos (4.2) com r = 3 alcanga ordem 4.

De (3.10) temos que ¢, #0 e
a, =—(3ci +2c} ). (4.8)
Considerando entao (4.8) e sabendo-se que por (4.1) para essa classe particular de

métodos a; =0, obtemos entdo ¢, =0, o que contraria a hipétese de que c; # 0. Logo para

tal classe de métodos com r = 3 a ordem maxima alcangavel € 3.
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4.5 A familia de PRK(4)

Considerando (4.1) em (3.15), obtemos as condi¢Ges de ordem, para que o método

tenha ordem 4, que sdo:

b,+b,+b,+b, =1 (4.9a)
—2b,+2b,c,+3b,c,=1 (4.9b)
3b,+3b,ci+3b,cl =1 (4.9¢c)
—4b,+4b,c;] +4b,c] =1 (4.9d)
3b,~6b,a,~6b,a,+6b,a ,c,= I (4.9)
—4b,+12b,a,+12b,a,,+12b,a,,c} =] (4:90)
—4b,—8b303a3‘,—8b4c4a,,,+8b4c4a4_ic3¥1 (4.9g)
—4b,+12b,a,,+12b,a,,~24b,a 0= 1 (4.9h)

Resolvendo o sistema (4.9), obtemos a seguinte familia de métodos, definida por

(4.2) com r = 4 e ordem 4, dada por:

b _ =3+4c, +4c,—6c¢,c, b
121+, )(1+c,) -

_7=10¢; = 10c, +18¢;c,
- 12¢c,

3

_ —7+10c, , __ ~7+10c,
" 12¢,(1+c¢, )(-c, +¢,)’ ‘T 12¢,(c;-c, N1+c,)’

-c? ey c,(2Ic, +14c +12¢,c, — 15¢ic, — 30c]c, — 14c: —24c,c:
2 6(1+c; )(-7+10cy)

as =

(c;—c,)c,(21+14c, +14c, +24c,c, )
6c,(1+¢; ) (-7 +10c, ) ’

a; =

: 7
com as restri¢des, ¢, #—1, 0, 70" c,#2-1,0 e c, #¢,.

Para que o método definido por (4.2) com r = 4 tenha ordem 5, terdo que ser

satisfazer além de (4.9), também (3.17) considerando-se as restri¢oes de (4.1).

64
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Logo, levando em conta (4.]), podemos, através de (3.18), verificar se é possivel
determinarmos uma familia de métodos definida por (4.2) com p=5.

Como no caso anterior, de (3.1/8) temos que ¢, #0 e

a, =—(3c +2c}). (4.11)

Sabendo que, para essa classe particular de métodos a, =0 e considerando (4.1]),
obtemos entdo ¢; =0, o que contraria a hipétese de que c; # 0. Logo para tal classe de

métodos com r = 4 a ordem maxima alcangdvel é 4.

Logo, para essa classe particular de métodos PRK(r), com r = 2, 3 e 4, ¢
considerando que o nimero de estdgios € sempre igual a (r-/), podemos estabelecer entre a
ordem p e r a relagdo p = r, quando p € a ordem méxima alcangédvel para aquele nimero de
estagios. Isto €, para os trés valores de r teremos que a ordem méaxima serd igual ao niimero de

estadgios mais 1.

Apresentaremos a seguir, alguns casos partjculares para essa nova classe de
métodos PRK(r), para utilizarmos nas avaliagdes computacionais.
Consideremos a familia de métodos PRK(3) que determinamos em (4.7), e as

restri¢des ¢; #—1, 0.

7 9 ; ;
Se tomarmos c; = 1, 70 ¢ 70" obtemos respectivamente os métodos:

-1
0
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~81 261
200 200

21, 3k, el
114 54 513

i , 7 o
E importante observar que, ao considerarmos c¢; =——, eliminamos duas das trés

parcelas que constituem a parte principal do erro.

Considerando por fim a familia de métodos PRK(4), dada em (4.10), temos.

i) Para os pares de valores ;=7 c,=1 e c3=g,c4=1, obtemos

respectivamente:
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-4 28
25 25
-95 217 =545

81 72 648

-1 17125
72 48 144

i1) Se tomarmos ¢, =—— e ¢; = I, obtemos:

10

-1

261
200

1885 —1730
1026 9747

250 -5

171 6

Neste ultimo exemplo, escolhemos ¢, e c¢; de modo a obtermos uma

minimizagdo das parcelas que constituem a parte principal do erro de truncamento local.

Sendo que, a principal caracteristica dessas 3 classes de métodos Pseudo Runge -
Kutta estudadas, € o reaproveitamento da fung@o por passo, construimos a seguir, uma tabela
fazendo uma andlise, quanto ao esfor¢o computacional despendido para avaliar as derivadas
do problema a cada passo, comparando as 3 classes de métodos Pseudo Runge-Kutta

estudadas, entre si e com a classe de métodos de Runge-Kutta.
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Tabela 4.1

PRK2

PRK

Part. PRK

RK

Niumero de avaliacao da funcio por passo

2

2

3

Da tabela 4.1, concluimos que as duas classes de métodos PRK2 e part. PRK,

possuem um gasto de avaliagdes da fung¢do por passo equivalente, quando comparados na

mesma ordem, mais essas duas classes requerem menos avaliagdes da fungdo por passo,

quando comparados com a classe de métodos de Runge-Kutta, na mesma ordem.

Considerando, a classe de métodos PRK, observamos ainda, que tais classes,

quando comparadas com as 2 classes, PRK2 e part. PRK, requer menos avaliagdo da fung¢do

por passo, numa mesma ordem, e mais ainda, superam com vantagem a classe de métodos de

Runge-Kutta, em se tratando da economia do nimero de avaliagdes da func¢do, gasta por

passo, na mesma ordem.

6
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CAPITULO 5

METODOS PSEUDO RUNGE KUTTA PARA INTEGRACAO A
PASSO VARIAVEL

5.1 Introducgao

A possibilidade de mudangca do tamanho do passo durante o processo de
integrac@o € hoje algo fundamental ao se trabalhar com métodos numéricos. Neste capitulo
vamos analisar uma formulagdo para a classe dos métodos Pseudo Runge-Kutta que permita

efetuar mudangas do tamanho do passo, utilizando os k;’s j4 determinados. A vantagem maior

desses métodos estd em permitir gerar novas aproximagdes para a solugdo do p.v.i. serh
qualquer avaliagao adicional da derivada f(x,y).

Vamos determinar as condi¢des de ordem para essa classe de métodos e analisar
qual a ordem alcangével ao considerarmos r = 2, 3 e 4. Em seguida, apresentaremos algumas

familias de métodos, por nés construidas.
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5.2 A formulacido do método a passo variavel

A partir da classe de métodos Pseudo Runge-Kutta com (r-1) estégios, definidos
em (3.1), construiremos um método que permita determinar aproximagdes entre 0s pontos

Xpok € X, ks, @ partir das aproximagdes y,., € Y, J4 determinadas (k=0,1,2...),

n+k
reaproveitando-se os k;’s obtidos durante esse passo de integragao.
Esse método especial com (r-1) estagios serd denotado por PRK(c,r) e definido de

forma andloga a (3.1), denotando por y,,, a aproximagdo por ele gerada no pontox, +ch.

Logo, tal método sera escrito como:

yu+cr = v:'yn—.' +V2yﬂ '*'hzb,-k,- . (51)
i=l

Assim, através de (5./), podemos determinar aproximagdes y,,, sem a
necessidade de efetuarmos novas avaliagdes das derivadas k;’s, pois os coeficientes c;, a; €

a,; sao independentes do fator C.

A obteng¢do dos condigdes de ordem para métodos definidos por (5.7) sera feita de
maneira andloga ao desenvolvido nos capitulos anteriores, ou seja, determinaremos o erro de
truncamento local de (5.1), expandindo em série de Taylor o seu lado direito em poténcias de

h numa vizinhangade x = x,,.

5.3 A classe de métodos PRK (6,2)

Considerando para a classe dos PRK (0,2), as devidas expansdes em série de

Taylor, determinamos as condi¢des de ordem para que o método alcance ordem 3, que sdo:

v,+v, =1, (5.2a)
-v,+b, +b, =0, (5.2b)
v,=2b, =07, (5.2c)
-v,+3b,=0". (5.2d)
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A partir de (5.2) determinamos a seguinte familia definida por (5.7)comr =2 e

ordem 3.

-1
0

|o?(c+1) o(1+20+07) o0%(20+3) 1-20° -30°

5.4 A classe de métodos PRK (0,3)

De maneira andloga, determinamos as condi¢des de ordem para que os métodos

PRK(0,3) alcancem ordem 4, dadas a seguir:

v,+v,=1, (5.4a)
—v,Hb,+b,+b,)=0, (5.4b)
v,+2b,c,-2b,= o7, (5.4c)
—v,+3b,c3+3b,=¢c”, (5.4d)

-v,-3b,(2a,+a,)+3b,=c’, (5.4e)

v,—~4b, +4b,c; =c’, (5.4f)

v,~4b,+4b (a,+3a, )= ", (5.4g)
v,~4b,~4b,c,(a,+2a,,)=0c". (5.4h)

Considerando as condigdes de (5.4), encontramos a seguinte familia de métodos

PRK(0,3) com ordem 4, com as restrigdes ¢; # —/, _7 , 0:
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2 3
a; =—(3c; +2c¢; ), a,, =c;—(a; +a,, ),

_o’(1+0)(3¢; +4c; —26-3¢,0)
2+6¢c, +4c}

L

- 3
a, =c¢; +c¢; , b,

__o'(l+ro) 3 _0(1+6)°(2¢, +4c; —6-3¢,0)
P 2¢,+6¢ +4c]’ 4 2¢, +4c]

, (3.5)

_6°(6¢; =40 +4c,6-35°) _(1+6)’(1+2¢c,-20-4c,0+30°) .
Vi = 1+2c, g o 1+ 2, '

5.5 A classe de métodos PRK (0,4)

Finalmente, as condi¢des de ordem para que os métodos PRK (0,4) tenham ordem

4, sdao dadas por:

v+v,=1, ' (5.6a)

(-1)v+jdcl'b=0', (r=4,j=1234), (5.6b)
i=l

& =t=1" (G 4iag) o n(i=23). (5.6¢)
ch=(=1)"a, +i((-1)"a, +a,cl' ), (i=23). (5.6d)

Resolvendo ao sistema constituido pelas equagdes de (5.6), obtivemos algumas
familias de PRK(0,4) com orde 4, em fungdo de diferentes escolhas dos coeficientes tomados

como parametros livres

Se considerarmos c¢; e ¢, como pardmetros livres, obtemos:

_o’(1+0)(3c, +4c; —26-3¢,0) B o(1+6)(2c, +4c} —6-3¢,0)

b )
i 2+6¢c,+4c] ¢ 2¢c, +4cl

3
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o’(1+0o) o’(6¢c, —46 +4c,6-367)
— " VvV, =
Y 2¢c,+6¢c +4c] ! 1+ 2c,

L]

_(1+0)’(1+2c,-20-4c,6+30°)
a I+ 2c,

v, . a,=—(3c; +2c]),

— 2 3 - il 3 — 2 3
By =y ¥y B =0, =0 +c, a, =—(3c; +2c;),

- 2 3 _ .2 2 3
a,, =c¢; +2c; +cj, a,, =c¢; +2c; +c;.

Para que o método PRK (0,4) alcance ordem 5, além de satisfazer as condicdes

de ordem determinadas em (5.6), terdo que ser satisfeitas também as seguintes condigdes :

(~-1Yvi+jYc/bi=c', (r=4,j=5), (5.7a)
i=1 . '

— v +5b,—Sbs(az+day;) - Shy(a +da~dac]) = o, (5.7b)

cy=(-1)"a,+i((-1)" a, +a,c)'), (i=23). (5.7¢)

Considerando as equagdes de (5.6) e as de (5.7a) e (5.7c) encontramos uma outra

familia de métodos PRK (0,4) com ordem 4 tendo agora a;, c,, ¢, como parametros livres,

dada por:

a,=6a,(c,+ci)-3ci -2, , a, =-a,(2c,+3c’ )+c. +c] ,

a,=c,—(a,+a, +a,),

_ =6b,cyc, = 8bycic, +6b,cl — 12¢3ck + 8byc + 12b,c;c] + 3¢;06° +4cio’ - 267 +4cj0’ - 267 - 3¢50°

b, =
: 2+6cj+4c§

B oy B _o’(c+1)=2(2c} +¢, Nc, +1)b,
S o O R G = 2¢,(2¢, +1)(c, +1)
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o (6+1)(c,(5¢; +3)-20(2¢, +1)
‘T 2c,(c,+1)c,—c; (10c,c, +5(c, +c,)+3)’

_ =12b,cic, +12b,c; = 12b,cic, +12b,c; +6¢, +40° +4c,0° - 30”
T 1+2c,

?

1+2c¢, +12b,c,c, — 12b,c2 + 12b,c,cl - 12b,c] - 6¢,6° +40” —4c,0” + 30’
Yo =
3 1+2c,

onde a;,a,;, e a,;, sdo os mesmos determinados em (5.5) e ¢; # —1, 0 ,c#c, ¢

""2"'a

c,+#—1 0 .

Observe que essa familia de PRK(c,4) tem apenas ordem 4 pois ndo
consideramos a condigdo (5.7b). Para que ela fosse de ordem 5, terifamos que também
considerar (5.7b) e através dela determinar um dos coeficientes deixados com parametros

livres a,;, c;, ¢,. Mas isto equivale a expressarmos a,;, ¢, ou ¢, em fun¢do do parametro

o, pois (5.7b) depende de o. Isto ndo nos convém, ja que nosso objetivo € manter todos os

coeficientes ¢;, a;, e a,, independentes de ¢ para que possamos reaproveitar os k;’s ja

i ij
determinados para a obtengdo de y,,,, ndo acarretando avaliagdes adicionais da derivada
f (x,y). Portanto, concluimos que para o nosso interesse atual a ordem méxima alcangével serd
4.

Podemos também obter alguns casos particulares para essa especial classe.de

métodos PRK (0,3), com ordem 4, se atribuirmos valores para ¢; em (35.5).

1
Para ¢; =~ e ¢; =1, encontramos os métodos:

2
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cm

-1

3
8

4
8

o2(5-20-76?)

(4-50)o(1+0)?

c’(1+0)?

o’(3-26-302)

2-30° +20° +30*

12

—5

4

3

2

2

6?(7+206-506?)

(3-20)0(1+0)?

12

3

Da mesma maneira, para a familia de métodos PRK(c;4), podemos determinar

alguns métodos particulares, a partir de (5.8).

Se tomarmos ¢, =

- 339

250

50

- 250 + 357a,,

10

833
1000

e ¢, =1, obtemos:

200 - 287a,,

2023
1000

400 - 527a,,

100

asz

o’(1+0)(721 - 12350 + 5600° )

o(1+06)P(259-4020+1726°)

2000(4 - 30 )5’ (1+0 )

o’(1+6 ) (=91 +960)

2516

5 6

13209
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vV,

02(42-400 - 21’ +24c’ )

37

2 3 4 5 6

?

V,

1 (1+06)*(37 -740 +69c6° — 2407 )
e — )
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Capitulo 6

AVALIACOES COMPUTACIONAIS

6.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados numéricos considerando a
integracdo através de métodos Pseudo Runge-Kutta pertencentes as familias apresentadas nos
capitulos anteriores.

Consideramos problemas testes encontrados na literatura, cuja solugdo exata €

conhecida, para que além de compararmos os métodos entre si pudéssemos também analisar o

erro absoluto.
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6.2 Problemas testes

Para a avaliagdo de desempenho de alguns particulares métodos Pseudo Runge -
Kutta, representativos de cada uma das classes de métodos apresentados nos capitulos
anteriores, consideremos os problemas teste relacionados a seguir, com a respectiva solugdao

exata:

2

3
, ¥= . ,y(2):4ey(x)=x\/§.

. ’:—2 2, 0)=1 = z
y xy“, y(0) e y(x) FRe

1
-2y2, 9(0)=0¢ = .
) ¥(0) y(x) ot

_yz 1
¢ ¥ =gt Whislegx)=orr e

.y =sen(x)-y, y(O):é e y(x)=é(sen(x)—-cos(x))+e_x.

2
6. y’=y—7x, y0)=1e y(x}=\/2x+f.

3

7. y'=x*-1, y(0)=0¢ y{x)=x7—x.

20
1), )(0)=1 ¢ HE)=

. yrE=
20 (1+19

9. y':4x\/;, y0)=1¢e y(x)=(1+x*).
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10.y"+y=x, y0)=0 e y(x)=x+sen(x),
y(0)=2¢e y'(x)=1+cos(x).

”n_.2

11.y"x* +xy"+y=log(x), y(1)=0 e y(x)=log(x)+ sen(log(x)),

1
y(l)=2e y’(x)=—+cos(log(x))-{.
X X

12.4y" +y=—2, y(0)=0 e y(x)=—2+200s(%)+sen(§),

’ _i ’ i £ i i
y(t’))—2 e y(ix)= sen(2)+zcos(2).

13.y”"+y=0, y(0)=0e y(x)=2sen(x),
y(0)=2¢e y'(x)=2cos(x).

Visando avaliar o desempenho computacional dos métodos PRK, comparando-os
entre si € com os métodos RK, para cada uma das classes de métodos Pseudo Runge-Kutta,
estudadas neste trabalho, consideramos um particular método, bem como também
consideramos dois métodos de Runge-Kutta.

Os métodos considerados sao:

Método (1a) - na classe dos PRK2(3) o método (2.42), com p = 4.

Método (1b) - na classe dos PRK2(4) o método (2.46), com p = 5.

Meétodo (2a) - na classe dos PRK(3) o método (3.24),com p = 4.

Meétodo (2b) - na classe dos PRK(4) o método (3.25), com p = 5.

Método (3) - na classe do método apresentado no capitulo 4, o método (4.16), com

Método(4a) - na classe dos RK(4) o método (1.17), com p = 4.
Método(4b) - na classe dos RK(6) o método (1.18),com p = 5.
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6.3 Os resultados

Visando observar também seu desempenho frente a muitos passos de integragdo,
cada um dos problemas anteriormente relacionados foram resolvidos numericamente
considerando-se intervalos de integragdo com amplitudes razodveis. Para cada problema e
todos os métodos a integragdo foi realizada no intervalo [a,/00]. Considerando tal intervalo,
pudemos observar o desempenho de cada método em diferentes subintervalos. E importante
registrar que em nossa avaliagdo consideramos a integragdo a passo fixo de tamanho h durante

todo o intervalo, mas avaliando para diferentes tamanhos de h.

Entre todos os resultados obtidos selecionamos alguns, que ao nosso ver traduzem

o desempenho dos métodos avaliados.
As tabelas a seguir apresentam o erro absoluto em alguns pontos do intervalo e

considerando h=10" parai=1,2,3.
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Tabela 6.1: Erro absoluto para o problema 1.

(1a)

0.190 x 107
0.243x 107
0.259 x 107
0.252x 107
0.119 x 107
0.7x 10°*
0.23x 10°
0.130 x 107
0.596 x 107
0.941 x 107
0.1527 x 10°°
0.2105 x 10°°

3)

0.111 x 107

0.147 x 107
0.159 x 107
0.164 x 107
092x 10°
0.44x 10°

Qose  ig?

0.23x 10°%
0.410 x 107
0.615x 107
0.1201 x 10°°
0.1658 x 10°°

0.649 x 107

0.781 x 107
0.821 x 107
0.798 x 107
0.416 x 107
0.240 x 107
0.94x 10°
0.88x 10°
0.428 x 107
0.633x 107

- 0.1108x10°°
_0.1621 x10°

(1a)

3)

T

04x 10° §

0.5 x 107
0.6 x 10°
0.11x 10°
0.15x 10°%
0.122 x 107
0.88x 10°
0.1029 x 10°°
0.1919 x 10°°
0.2692 x 10°°

0.4116 x 10°

0.1197 x 10°
0.2221 x 10°®
0.3101 x. 10‘

0.583x 10° |

= 0.2 X% 10”

0.3 x 10°
0.4x 107
0% 107
0.29x 10°

0.94x 10 - 0.534x 107
0. 2311><10°

0.134 x 107
0.1173 x 10°¢
0.2119 x 10°°
0.2682 x 10°°
0.4182 x 10°°
0.6258 x 10"

I TR

0.3 X 107
04x 107
0.7x 10°
024x 10°
0.101 x 107
0.148 x 107
0.1164 x 10°°
0.2184 x 10°°

0.2971 x 10°
0.4442 x 10°°

0.6221 x 10°°

(1a)

3)

(4a)

03 10° 0AZ 0

0.2 X 10°
0.4 x 10°

0.7 x 10”7 | _j-

0.483x 107
0.515 x 107
0.2448 x 10°°
0.12713 x 10°
0.25784 x 10°°
0.15646 x 10°°
0.10033 x 10™*
0.15815 x 10™*

0.2 % 107

0.4 x 107
0.6 X 107
0.7 x 107

Y? 0.478x 107

0.2311x 10°
0.12745 x 10°°
0.24876 x 10
0.2459 x 10°°
0.11330x10°*
0.16270 x 10°*

© 0.533x 107

0.2395x 10°°
0.13020 x 10
0.25728 x 107
0.14883 x 10
0.10238 x 10™*
0.15987 x 10™*

03x 107

0.3x 107

05x  10°

09x 10°
048x 107
0.531x 107
0.2375x 10°°
0.12661 x 10°°
0.24987 x 10°®
0.2757 x 10°*

0.11414 x 10°*
0.16201 x 10**

5 6

AVA
AVAVAY

7 unesp 12 13

14 15 16

17

18



Tabela 6.2: Erro absoluto para o problema 1

h=0.1

(1b)

0.145x 107
0.154 x 107
0.146 x 107
0.57x 10°
0.22x 10°
0.8x 10°
0.26x 10°
0.19x 10°
0.382x 107
0.689 x 107
0.1099 x 10°°
0.1565 x 10°°

(4b)

0.14 x 10°
04x 10°
077:5 30 51075
0. 12 X 10 i

0.0x 10°
0.0 x 10°
0.0x 10°
0.1x 107
0.3 x 107
04x 10°
0.31x 10°%
0.28x 10°
0.396 x 107
0.596 x 107
0.1090 x 10°°
0.1602 x 10°°

(1b)

(4b)

02x 107
03x 107?
0.4 X 10°
0.3 x 10°
024x 10°
0.41x 10°
0.148 x 107
0.1187 x 10°°
0.2193 x 10°°
0.2643 x 10°°
0.4619 x 10°°
0.6296 x 10°°

025x 10°%

041x 10°
0.151 x 107

0. 11_55 -x 10 Fig "‘_3

02x 107
03x 107
04x 107?
0.3 x 10°
0.18x 10°
042x 10°
0.148 x 107
0.1169 x 10°°
0.2184 x 10°°
0.2962 x 10°
0.4452 x 10°°
0.6221 x 10°°

(1b)

(4b)

0.2 X 10°
0.3 x 107
0.4 X 10°
0.126 x 107
0.479x 107
0.81x 10°
0.2341x 10°¢
0.12745 x 10°°
0.24973 x 10°*
0.14920 x 10°°
0.103721x10™*
0.165571x10™

0.3 x 10°

0.3 X 10°
0.4 x 10°
0.126 x 107

07 0.479x 107

0.2367x 10°
0.12717 x 10°°
0.25048 x 10*’ ;

0.7 x 10
0.2373x 10°°
0.12680 x 107
0.24997 x 107
0.2757 x 10°®

0  0.114134 x10™

0.161938 x10™*

6
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Tabela 6.3: Erro absoluto para o problema 2

h=0.1
Xn (la) (2a) (3) : (4a)
0.5 0.981712x10"* = 0.118438x10™* 0.176237x10"*  0.7910 x 10°°
0.8 0.562104x10°* = 0.188088x10°* 0.169610x10* = 0.216 x 107
1.0  0.223560%x10™* 0_1637s9x10_‘ 0.118563x10™* ,_o.ﬁozzx 10°°
50  0.999x 107 0. = 0. 107 0.42!
sf'o_ B 0.233x 107 = 0. 107 0.
- 0.104x 107 0. 10°  0.31

0.7 x 10° ' 0. 0. 10° 0.

0.1 x 10° 0. | 0. 10° £ 0.0x

0.0 x 10? 0. 10° 0.0 x

0.0 x 107 0. 10°

0.0 x 107° : :

0.0 x 107 | 0.

(1a)
0.1x 107
0.45 x 10
0.18 x 10
0.0x 10’
0.0x 10°
0.0x 10°
0.0x 107
0.0x 10°
0.0x 10°
0.0x 107
0.0x 10°
0.0x 10°

(la)
0.0 x 107
0.1 x 107
0.1 x 107
0.0 x 107
0.0 x 107
0.0 x 107
0.0 x 107
0.0 x 10”?
0.0 x 107
0.0 x 107
0.0 x 10”?
0.0 x 10”

AV
AVAYAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw 12 18 34 15 Te @7 18



Tabela 6.4: Erro absoluto para o problema 2

h=0.1

Xn (1b) ___(2b) (4b)
0.5 0.3302x 10° ~ 0.6969 x 10°  0.106 x 107
0.8 0.1052 x 10°  0.1875x10°  0.117 x 107
0.3077 x 10° = 0.1904 x10°  0.106 x 10~
0.696x 107  03x 10° 03x 10”
0.118x 107 | 0.0 2 00x 10”
049x 10° - )* 0.0x 10°
{ 0.3x 10”7 EHEOS ” 0.0x 10°
00x 10° 0.0x 10° 0.0x 10°
0.0x  10° 0.0x 10° 0.0x 10°
0.0x 10° " 0.0x 10° 0.0x 10°
0.0 x ¥ BOOSERENIDEE  0.0x 107
0.0 x P SOSSENIORS 0.0 x 107

(4b)
0.0 x 10°
0.0 x 10~
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.0 x 10°
0.0 x 10”
0.0 x 10°
0.0 x 10°
0.0 x 10°
0.0 x 10°

(4b)
0.0 x 10
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.0 x 107
0.0 x 10
0.0 x 10
0.0 x 107
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.0 x 10”°
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Tabela 6.5: Erro absoluto para o problema 5

h=0.1

Xn

(1a)

_(4a)

0.5
0.8
1.0
5.0
8.0

0.205x 107

0.3008 x 10° ©
0.5502x 10 ' 0.89
0.25526 x 10° 0.
0.2493 x 10° 0.501°
0.16069 x 10° ' 0.115(

0.24473x 10  0.38:
0.13227 x 10° | 0.128
0.4372x 10° =
0.10176x 10° ' 0.

0.25819 x 10°°
0.3366 x 10°°

¢ 0.18698 x 10°
~ 0.26651 x 10°
' 0.29675 % 10°

0.17664x 10°°

)* 0.20357 x 10°°
S 0.16742 x 107

0.22013 x 10°°
0.14676 x 10°°
0.284x 107
0.12336 x 10°°
0.21928 x 107
0.6861 x 10°°

£ 0.3293 X 10-6

0.3345 x 10

10.2894 x 10°
10.2985 x 10°¢

0.2097 x 10°°
0.3064 x 10°°
0.542x 107
0.3536 x 10°
0.4829 x 10°°
0.3941 x 10°°
0.945 x 107
0.4552 x 10°

(1a)

3)

(4a)

0.0 x 107
0.0 x 10°
0.1 x 107
0.3 x 107
0.3x10°
0.0 x 107
0.7 x 107
0.4 x10°
0.1x10°
0.3 x 10?
0.7 x 10°
0.1 x 107

0.2 x10”°
0.3 x10?
0.3x10”
0.1 x 107
0.1 x10?
0.4 x 107
0.2x 107
0.1x10°
0.1x10°
0.0 x 10
0.2x10°
0.1 x10°

~ 0.0x10”

0.0 x10°
0.0x10”°
0.1x10°
0.1x10?

- 02x10°

0.4 x10”

0.2x10”°
0.1x10°
0.5 x 107
0.0 x 107

(1a)

[€))

_(4a)

10°
10°
10°
10°®
10°®
10°®
10°®
10°®

0.0 x

0.0 x

0.0 x

0.12 x
0.17 x
0.16 X
0.49 x
0.22 x
0.14x 10°
0.16 x 10°
0.235 x 107
09x 10°

017x 10
0.236 x 107

09x 107

10°
10°
10”°
10°®
10°®
10°®
10°®
10°®

0.0 x
0.0 x

0.0 X

0.12 x
0.17 x
0.15 x
0.49 x
0.23 x
0.14x 10°
0.16 x 10°®
0.236 x 107
09x 10°

049 x
- 023x10°
0.14x 107

0.17x 10°

10°
10°
10°
10°®
10°®
10°®
10°

0.0 x
0.0 x
0.0 x
0.12x
0.17 x
0.15 x

0.236 x 107
0.1x 10°
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Tabela 6.6: Erro absoluto para o problema 5

h=0.1

Xn

(1b)

e

(4b)

0.5

0.459 x 1077
0.644 x 10”7
0.710 x 1077
0.383 x 10”7
0.118 x 10”7
0.452 x 107
0.510 x 107
0.363 x 107
049 x10°
0.312 x 107
0.495 x 10”7
0.191 x 107

0. 85 x 10"
0.219 \xlo;

0.213 xlo"

0.137 x 107
0.190 x 107

0.24 x 10°®
0.28 x 107
0.28 x 10°®
0.4 x10°
0.0 x107°
0.11 x 10®
0.7 x10°
0.11 x 10®
0.11 x 10
0.11 x10°®
0.2 x10%
0.12 x10°®

h=0.01

(Ib)

(4b)

0.0x 10°
0.0x 10°
0.0x 10°
0.0x 10°
0.1x 107
0.2x 107
0.4x 10°
0.2x 10°
0.1x 10°
02x 107
0.4x 10°
0.0x 107

0.0 x 10~
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.0 x 10°
0.1 x107?
0.2 x 107
0.4 x10°
0.2%10°
0.1 x10°
0.2 x10°
0.5x10°
0.0 x 10°

(1b)

(4b)

0.0 x10°
0.0 x10°
0.0 x10°
0.12 x10%
0.17 x10°%
0.15 x10°
0.49 x10°
0.23 x10°
0.14 x10*
0.17 x10*
0.236 x 107
0.9 x10’°

0.236 x 10° &
0.10 x 10’

0.0 x10”
0.0 x10°
0.0 x10°
0.12 x10°
0.17 x10°®
0.15 x10*
0.49 x10°
0.23 x10°
0.14 x10°
0.17 x10°®
0.236 x 10”7
0.10 x10°
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Tabela 6.6: Erro absoluto para o problema 11

(la)

3)

(4a)

0.88301 x 10°

0.22311x 10° 0

0.39935 x 10°
0.733651 x 10°*
0.933397 x 10°*
0.95933 x 10**
0.74475 x 10

_o 40754 x 107
0. 111541 X 10 3

0.310185 x 10 = 0.1

0.26273 x 10
0.199698 x 10™*
0.457697 x 10°**
0.632906 x 10°*
0.866196 x 10™*

0.15665 x 10’ |

0.4398 x
0.1517 x
0.1305 x
0.3355 x
0.43091 x
0.44447 x
0.34953 x
0.15037 x
0.517 x
0.8569 x
0.20594 x
0.28803 x
0.39824 x

10°¢
10°¢
10°¢
10°°
10°
10°%
10°
10°
107
10°¢
10°°
10°°
10°°

0.3344 x 10°°
1 0.4637 x 10°°
0.5360 x 10°®
0.9198 x 10°°
0.8516 x-10°
0.7526 x 10°°
0.2394 x 10°°
0.2693 x 10°°
0.5613 x 10°°
0.6832 x 10°°
0.8303 x 10°°
0.8878 x 10°°
0.9059 x 10’

(Ia)

3)

(4a)

0.7x 10°
0.1x 10°
0.8x 10
0.77 x 10°®
0.95 x 10°®
0.97 x 10°*
0.73 x 10
0.28 x 10°®
0.8x10°
0.26 x 10°*
0.55x 10°*
0.73 x 10°*
0.98 x 10°*

0.0 x 107
0.0 x 107
0.1x10°
0.4 x 10?
0.6 x 107
0.5 x10°
0.5 x 107
0.3%x 107
0.2 x 107
0.2 x10°
0.2 x10°
0.4 x 10°
0.5 x 10°

0.0 x 10°
0.0x10°
0.0x10°
0.1x10°
0.0 x 10°*
0.0 x 10°,
0.1 x 107
0.3x107°

- 0.4x10°
- 0.5%x 107
~ 0.7x107
- 0.9x10”
DEac10?

(1a)

3)

)

0.1x 10°
0.0x 107°
0.0x 10°
0.12x 10°
0.13x 10
0.2x 107
0.13x 10°®
09x%x 10°
0.25x 10
0.13x 10°
0.41x 10°
0.73x 10°
0.128 x 10”7

0.1x
0.1x
0.1 x
0.11 x
0.12 x
0.1 x
0.16 x
0.12 x
0.3x
0.9 x
0.42 x
0.81 x
0.127 x

107
107
107
10
10

107

10°®
108
10°®
10”°
10°®
10°®
107

01x 107
0.1x 107
. 01x10?
- 08x 107
09x 107
0.3x 10°

- 0.19 x10°
0.1x 107°
0.6 x 107
0.6x 10’
0.63 x 10°®

- 0.8x 10°
0.72x10°
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Tabela 6.7: Erro absoluto para o problemal2

h=0.1

Xn

(1a)

(2a)

3)

(4a)

0.5
0.8
1.0
5.0
8.0

0.310 x 107
0.226 x 107
0.18 x 10
0.13444 x 10°
0.8251x 10°¢
0.29119 x 10°°
0.4264x 10°

0.89330 x 10°
0.169459 x 10™*
0.234394 x 10**

. 0.209206 x 10°*

0.340025 x 10**

0.169 x

0.156 x

10.41 X
0.7142 x

- 0.4052 x

- 0.15092 x

- 0.1522 %

0.100937 x 10°* |

0.51916 x
0 47656 x

' 50.195952 :10"". :

0.237 x 107
0.189 x 107
0.47 x 10°®
0.9869 x 10°¢
0.5690x  10°°
0.21100x 10
0.2251 x 10°¢
0.73038x 10°
0.66730 x 10
0.122422x 10*
0.171317 x 10"
0.155307 x 10
0.261781 x 10

0.74 x
0.49 x
0.3 x

10
10°®
107

0.2653 x 10°°
0.1611 x 10°°
0.5686 x 10°

0.814 x

107

0.1957 x 10°°
0.17323x10°®
0.32758%x10°°
0.45305x10°°
0.4046 % 10°°

h=0.01

0.65862x10°°

(1a)

_(2a)

3)

(44}

0.0 x 10°
0.0 x 107
0.0 x 10°
0.2 x 10°
0.4 x 107
0.5 x 10°
0.6 x 10°
0.164 x 107
0.17x 107
0.420 x 107
0.617 x 107
0.546 x 107
0.1023 x 10°°

107
10 rd

0.0 x
0.0 x
0.0 X
0.0 x -10
_'0 3 el

oumxlo‘"

0.0 x 10°
0.0 x 10°
0.0 X 10°
0.0 X 10°
0.2 x 10°
0.4 X 107
0.1x 10°
0.159 x 107
0.181 x 107
0.409 x 107
0.617 x 107
0.566 x 107
0.1047 x 10°°

0.0 x
0.0 x
0.0 x
0.0 x
0.2 X

~10”

10°
10°
10°
10°

107

a0
107

10°

107
107
107

o 1032 x 10°°

h=0.001

(la)

3)

0.0x 10°
0.0x 10°
0.0 x 107
029x 10°
0.55x 10
0.58x 10°
0.28x 10°
0.1744 x 10°°
0.2029 x 10°°
0.1141x 10°°
0.6573x 10°°
0.7066 x 10°°
0.11702 x 107

10°
107
10°
10°®
10°®

6’581x 10‘
_.o.7071>< 10°¢
 0.11693 x 107

0.0 x 107
0.0 x 107
0.0 X 10°
027x 10°
0.52 x 10°®
0.56x 10°
0.23x 10°
0.1743 x 10°¢
0.2027 x 10°°
0.114x 10°
0.6578 x 10°°
0.7075 x 10°°
0.11698 x 10°°

0.0 X
0.0 x
0.0 x
0.27 x
0.54 x
0.58 x
0.29 x
0.1739 x
0.2026 X
0.1136 x
0.6577 x
0.7064 x

(4a) -

.1.0-9
10”°
10°
10°®
10°®
10°®
10°
10°°

10

10°¢
10°¢
10°°

0.11711 x'10°*
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CONSIDERACOES FINAIS

Nos capitulos anteriores desta dissertag@o, procuramos introduzir algumas classes
de métodos Pseudo Runge-Kutta, tendo como objetivo principal, apresentar para cada uma
das classes, as respectivas condigdes de ordem e, a partir dai, construimos familias de tais
métodos.

Conforme pode ser constatado através dos resultados apresentados no capitulo 2,
para a classe dos métodos PRK2(r) explicitos, a ordem maxima alcangével serd p = r+1, para
r=234.

Os métodos estudados sdo denominados, por Nakashima [17], métodos de Rungé -
Kutta de passo 2, porém julgamos mais adequado denomina-los métodos Pseudo Runge-Kutta
de passo 2, seguindo a defini¢do dos métodos apresentados nos capitulo 3, 4, 5.

A caracteristica mais importante desses métodos € a economia de avaliagdes da
funcdo f(x,y), pois a cada passo, efetuamos r avaliagdes para gerarmos uma aproximagao com
ordem p = r+I. Comparando-os com os métodos de Runge-Kutta, observamos que, para
estes, devemos efetuar pelo menos seis avaliagdes por passo se desejamos uma aproximagio
com ordem 5, enquanto que, através dos Pseudo Runge-Kutta, necessitamos de quatro
avaliagOes para que alcancemos a ordem 5. Essa economia de duas avaliagdes por passo torna-
se considerdvel se necessitamos integrar em um intervalo grande e/ou trabalhamos com um
passo de integragdo pequeno.

Essa mesma caracteristica pode ser identificada nas classes de métodos Pseudo
Runge-Kutta, apresentadas no capitulo 3, pois também € valida a relagdo p = r+1/, parar = 2,3
e 4, mas considerando que essa classe de métodos tem (r-1) estédgios, tal classe para gerar uma

aproximagdo de ordem 5, necessita de 3 avaliagcdes da fung@o por passo, ou seja, € mais
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econdmico que a classe do capitulo 2, e bem mais econdmico que a classe de métodos de

Runge-Kutta.

No capitulo quatro apresentamos uma classe particular dos métodos Pseudo
Runge-Kutta introduzidos no capitulo trés, considerando nulos alguns dos coeficientes do
método. Para tais métodos, observamos que a ordem maxima alcangada serd p = r, e ndo
mais p = r+1. Porém, mesmo tendo sua ordem alcangdvel p = r, e considerando que o nimero
de estigios € sempre igual a (r-1), esses métodos se equivalem a classe de métodos do
capitulo 2, quando ao esfor¢o computacional despendido para avaliar as derivadas do
problema de valor inicial.

Uma caracteristica desfavordvel desses métodos é a necessidade de dependermos

de duas condigdes iniciais para o inicio da integragdo, por serem de passo 2, o que nao

acontece com os métodos de Runge-Kutta, que sdo auto-inicidveis.

Para cada classe de métodos Pseudo Runge-Kutta, apresentamos, como ilustragio,

alguns exemplos particulares. Sempre que possivel, procuramos, na constru¢do dos exemplos,
minimizar o erro de truncamento local, utilizando os parametros livres para eliminar parcelas
do erro.

Por exemplo, para os PRK2(3) com ordem p = 4, apresentados em (2.43) e (2.44),
duas parcelas da expressio do erro que acompanham A’ foram eliminadas.

Para as classes de métodos PRK(r) com ordem p = r+/ encontramos um ﬁn_ico
método se r = 2. Portanto, para a classe dos PRK(2) com ordem p = 3, o tnico método
existente € apresentado em 3.3, a pagina 48.

Essa mesma situagdo ocorre quando consideramos, no capitulo 4, a classe
particular de PRK(2) com ordem p = 2, cujo tinico método existente € o apresentado a pégina
62.

No capitulo 5, construimos, a partir dos métodos apresentados no capitulo 3, uma
classe de métodos Pseudo Runge-Kutta que podem se constituir em uma ferramenta
extremamente Gtil para a integragdo de problemas com saida densa, isto é, quando durante o
intervalo de integrag@o necessitamos encontrar aproximagdes para a solugdo em pontos muito
préximos. Essas avaliagdes podem ser feitas através dos métodos do capitulo 5, sem a
necessidade de novas avaliagdes da derivada e de uma redugdo dréastica do tamanho do passo

h de integracao.
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Finalmente, os resultados do capitulo seis nos dio uma pequena avaliagdo
qualitativa de todas as classes de métodos Pseudo Runge-Kutta analisados, comparando-os
entre si e com alguns métodos de Runge-Kutta de mesma ordem.

A avaliagdo computacional por nés realizada nao teve como objetivo efetuar um
estudo comparativo com outras classes de métodos, no sentido de tirarmos conclusdes que
possam ser consideradas como padrées de comportamento desses métodos, mas apenas no
sentido de ilustrar o desempenho dos mesmos.

Apresentamos no trabalho apenas alguns exemplos, entre 0os que consideramos e
podemos concluir que, para um passo h < 0,5, todos eles fornecem aproximagé;es
equivalentes.

A experiéncia adquirida no desenvolvimento deste trabalho nos permite
considerar a classe dos métodos Pseudo Runge-Kutta como uma opg¢ao competitiva para a
integracdo de problemas de valor inicial ndo-stiff.

Uma continuagdo deste trabalho poderé ser o estudo dos métodos Pseudo Runge-
Kutta implicitos, analisando-os como ferramenta para problemas stiff. Alguns resultados
relacionados com a classe desses métodos implicitos, sdo dados por, Jackiewicz, Renaut e
Feldstein [10].

Aplicagdes de métodos Pseudo Runge-Kutta explicitos na discretizagdo de
equagdes diferenciais parciais pardbolas ou hiperbélicas podem ser encontradas em Renaut
[20] e Verwer [23], [24] e [25].

Uma outra linha de pesquisa, também interessante, porém que imaginamos com
maiores dificuldades, é a busca de métodos Pseudo Runge-Kutta embutidos, ferramenta util
para a integragdo a passo varidvel. A maior dificuldade dessa investigagdo ndo estard na
constru¢do de métodos embutidos, mas sim da utilizagdo a passo varidvel, considerando que
estamos trabalhando com métodos de passo dois.

As primeiras investigagdes relacionadas com a aplicagdo de métodos Pseudo

Runge-Kutta na integragdo a passo varidvel sdo encontradas em Jackiewicz e Zennaro [11].

Um particular par de métodos embutidos com ordem 4 ¢ 5 pode ser encontrado em Nakashima
[18].
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