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RESUMO

De acordo com as atuais diretrizes pertinentes ao ensino de matematica
(Parametros Curriculares Nacionais : Matematica e Proposta Curricular do Estado de
Sao Paulo: Matematica), este trabalho baseia-se na Teoria de Van Hiele, visando a
aprendizagem de conceitos geométricos, em particular a aprendizagem de poliedros
regulares, através da confeccdo de dobraduras (origami). Iniciando com uma
abordagem histérica sobre poliedro, apresenta orientagdes para o uso de origami em
sala de aula, delineia as principais caracteristicas da Teoria de Van Hiele, além de
retomar 0s principais conceitos matematicos associados aos poliedros. Utilizando
este arcabouco é proposta uma sequéncia de atividades de sondagem e aplicacéo
de conceitos geométricos respeitando as fases de aprendizagem de Van Hiele,
visando a conclusdo por parte do aluno, da existéncia de apenas cinco poliedros
regulares. ApOos a execucdo das atividades propostas, as demonstracbes dos
teoremas relacionados aos poliedros apresentados neste trabalho servirdo para a
sistematizacdo das conclus@es feitas pelos alunos, sempre respeitando o nivel de
Van Hiele em que se encontrem. Apresenta, ainda, atividades de exploracdo das

caracteristicas dos poliedros através do Teorema de Euler para poliedros convexos.

Palavras-chave: Aprendizagem; Poliedros de Platdo; Teoria de Van Hiele; Origami;

Teorema de Euler.



ABSTRACT

According to the current guidelines relevant to teaching mathematics (National
Curriculum: Mathematics, and Curricular Proposal of the State of Sao Paulo:
Mathematics) this work is based on Van Hiele, and aimed at learning of geometric
concepts, particularly learning regular polyhedra, by paperfolding (origami). Starting
with a historical approach of polyhedron, this work presents guidelines for the use of
origami in the classroom, outlines the main features of the Van Hiele theory, and
resume the main mathematical concepts associated with polyhedra. Using this
framework, a sequence of activities is proposed and the applying of geometric
concepts respecting the learning phases of Van Hiele, which aims deduction by the
student, of the existence of only five regular polyhedra. After execution of the
proposed activities, the proof of theorems related to polyhedra presented in this
paper will serve to systematize the conclusions made by the students, always
respecting the level of Van Hiele who are. It presents further exploration of the

characteristics of polyhedra by Euler's theorem for convex polyhedra

Keywords: Learning; Plato Polyhedra; Van Hiele Theory; Origami; Euler's Theorem.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é favorecer a aprendizagem dos
poliedros regulares, levando o aluno a concluir que existem apenas cinco tipos de
tais poliedros. Como objetivo secundario do trabalho, ha a exploracédo dos elementos
dos poliedros, como o numero de faces, arestas, vértices e angulos poliédricos, além
da utilizacdo do Teorema de Euler para fixacdo de certas propriedades dos mesmos.
Para isto, a utilizacdo da Teoria de Van Hiele para aprendizagem de conceitos
geométricos € indicada, porque propicia uma compreensdo progressiva dos
conceitos por parte dos alunos e por, até o presente momento, estar mais
fundamentada em trabalhos envolvendo a Geometria Plana e ndo a Geometria
Espacial (NASSER & SANT’ANNA, 2010), mostrando assim, o carater inovador do
mesmo.

Apesar dos conceitos relacionados a Geometria Espacial estarem mais
elencados nas séries do Ensino Médio, restando ao Ensino Fundamental apenas os
contetdos mais elementares (SAO PAULO, 2008), a Teoria de Van Hiele afirma que
a aprendizagem dos conceitos geomeétricos deve-se mais a boa elaboracdo de uma
sequéncia de atividades por parte do professor, do que a faixa etaria do aluno
(CROWLEY, 1994). Portanto, o presente trabalho destina-se a auxiliar os
professores do anos finais do Ensino Fundamental com o intuito de auxiliar seus
alunos na melhor compreensdo dos conceitos geomeétricos espaciais durante o
Ensino Médio.

Para que o trabalho tenha o efeito desejado pressupfe-se que o0s alunos
tenham uma formacéo satisfatéria envolvendo conceitos da Geometria Plana sobre
poligonos e seus elementos, diferenciando poligonos regulares e determinando o
valor de cada angulo interno dos mesmos. Tais conceitos serdo fundamentais para a
obtencao dos angulos poliédricos que resultardo, posteriormente, na confeccdo dos
poliedros por parte dos alunos. Na auséncia de tais pré-requisitos, as atividades de
sondagem presentes no trabalho auxiliardo o professor na construcdo dos mesmos
pelos alunos.

Durante a confeccéo dos poliedros via utilizacdo de dobraduras, origamis
e kirigamis configuram o principal recurso metodolégico utilizado na elaboracdo do
trabalho, pois além de serem um material de f4cil acesso pela maioria absoluta das

escolas, a construcdo dos modulos individuais torna-se facilmente executavel por
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parte dos alunos, propiciando uma variedade de conexfes e ampliando o nimero de
poliedros que podem ser obtidos. Em algumas atividades serdo utilizadas folhas de
papel cartdo com o intuito de preparar o aluno para confec¢cbes mais elaboradas,
além de enfocar caracteristicas, como as faces e arestas, dos poliedros.

A maioria das atividades destina-se ao acompanhamento individual do
aluno, indicando, inclusive, a qual nivel de aprendizagem o mesmo se encontra na
Teoria de Van Hiele referente aos conceitos geométricos. Contudo, conforme prevé
a prépria teoria utilizada, em determinados momentos sera necessaria a
socializagdo das conclusdes obtidas individualmente. Logo, ao se tratar do nivel
referido, serd indicada a organizacdo da sala em grupos, restando ao professor o
papel de catalizador e fundamentador dos conceitos adquiridos por parte dos alunos.

Um dos maiores desafios encontrados pelos professores, ao abordarem a
Geometria Espacial, trata-se da dificuldade por parte dos alunos de desenvolverem
uma visdo tridimensional do mundo que os rodeia (BRASIL, 1997). Atividades de
construcdo de sélidos sao indicadas neste contexto, pois amenizam tais defasagens
através da analise dos elementos que constituem cada figura espacial. Da mesma
forma, planificacdes de figuras tridimensionais séo importantes para que os alunos
diferenciem certas caracteristicas imperceptiveis no poliedro em sua forma final,
principalmente por parte daqueles que se encontram em niveis menos avancados,
segundo a Teoria de Van Hiele.

Existem duas leituras possiveis do trabalho: o leitor que assim desejar
pode aprofundar-se em cada capitulo embasando-se das principais ideias que
envolvem as atividades propostas no sexto capitulo, pelo fato de serem capitulos
compartimentados. Porém, o leitor que ler sequencialmente 0s mesmos
compreendera as inter-relacdes existentes entre os capitulos tendo uma percepc¢ao
maior das atividades propostas no sexto capitulo.

No segundo capitulo, encontra-se uma abordagem histérica sobre o
surgimento dos poliedros de Platdo, suas interpretacées e a concepcao da féormula
de Descartes-Euler para poliedros convexos. O conhecimento da génese destes
conceitos por parte do professor pressupde uma compreensdo mais geral da
matematica e de como a mesma € apresentada atualmente ao aluno. A néao-
linearidade das descobertas matematicas ao longo do tempo e as contribuicdes de
diversos matematicos em épocas e culturas diferentes refletem a diversidade do
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pensamento matematico, contrastando com o sequenciamento e compartimentacao
gue atualmente se presencia na matematica.

Dando sequéncia ao trabalho, encontram-se delineadas, no terceiro
capitulo, as implicacdes metodoldgicas que explicitam a importancia da utilizagdo do
trabalho com dobraduras no ensino de geometria, além de evidenciarem-se algumas
escolhas metodologicas como, por exemplo, o publico-alvo a quem se destina esta
proposta didatica. Compreendendo o surgimento do origami na histéria da
humanidade, e através de indicacdes pontuais sobre o trabalho de origami na sala
de aula, o professor se informa como deve orientar antes, durante e ap0s as
atividades que serdo desenvolvidas ao longo do texto.

Um dos principais momentos do trabalho encontra-se no quarto capitulo,
por abrigar os principios da Teoria de Van Hiele para a aprendizagem de conceitos
geomeétricos. Justificativas sobre a escolha desta metodologia para a compreensao
dos poliedros regulares serdo explicitadas, além da descricdo detalhada de cada
nivel e de cada fase de aprendizagem da referida teoria, acompanhadas,
respectivamente, de exemplos envolvendo a aprendizagem de tais solidos.

O quinto capitulo compreende as principais definicbes matematicas
relacionadas ao trabalho, sendo de suma importancia a prova rigorosa da existéncia
de apenas cinco tipos de poliedros regulares. Um caso notério a ser citado é a
propria definicdo de poliedro que de acordo com cada autor, € crucial para a
compreensao do aluno e que pode gerar exemplos pertinentes ou ndo para sua
aprendizagem. Definicbes importantes, como a de &angulo poliédrico, s&o
fundamentais para a confeccdo dos poliedros regulares, além da apresentacdo de
uma demonstracdo do Teorema de Euler para poliedros convexos. Caso se verifique
gue os alunos se situem no nivel 3 (deducéo formal) de Van Hiele, sugere-se que
tais demonstracfes sejam exploradas em sala de aula.

A sequéncia de atividades a qual se refere o cerne do trabalho encontra-
se no sexto capitulo. Iniciando-se com atividades de sondagens sobre os
conhecimentos prévios dos alunos, seguidas de constru¢des detalhadas dos
modulos individuais com origami e culminando nas atividades para a obtencao dos
poliedros regulares, a sequéncia proposta mostra-se totalmente integrada com o
desenvolvimento tedrico feito anteriormente.

Este trabalho se configura como uma proposta da Modalidade 1 do Banco

Indutor de Trabalhos de Conclusdo de Curso (B.I.T.) fornecido pela Sociedade
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Brasileira de Matematica (S.B.M.) ao Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (ProfMat). Para trabalho futuro, esta prevista a real aplicacdo das
atividades sugeridas em sala de aula, seguida da andlise dos resultados obtidos

verificando a eficacia da sequéncia elaborada.
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2 A GENESE HISTORICA DOS POLIEDROS

“A matematica sempre existiu, estava meramente aguardando ser descoberta’.

Platdo, séc. IV a.C.

2.1 CONTRIBUICOES DE PLATAO RELACIONADAS AOS POLIEDROS

Apesar de atualmente Platdo (427 a.C. a 347 a.C.) ser lembrado por suas
contribuicdes filosoficas, seu pensamento continua compativel com a moderna
concepcao dos entes matematicos. A ideia de “forma” que Platdo expds em seus
didlogos pode ser adaptada a diversos conceitos, fato que com que sua filosofia
tenha permanecido imutavel por mais de dois milénios. Pode-se citar a ideia de
namero como exemplo de como o mundo das ideias platdnico se assemelha ao
mundo abstrato da matematica contemporanea.

Platdo nasceu sob a égide de Aristocles, em Atenas ou na ilha de Egina,
em 427 a.C., mas devido a suas caracteristicas fisicas, recebeu a alcunha de Platéo,
provavelmente por ter ombros largos ou grande testa (STRATHERN, 1997)
(Figura 1). Filho de um casal rico e importante (seu pai Aristo era descendente do
altimo rei de Atenas e sua mée tinha como ascendente um grande legislador
ateniense), tentou, sem éxito, tornar-se um grande atleta ou literato. Com o
insucesso em tais areas, Platdo adotou e aprofundou a filosofia de Sodcrates,

tornando-se um dos mais influentes pensadores do século IV a.C.

Figura 1: Busto de Platéo.

Fonte: University of St Andrews
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Durante suas viagens ao sul da Italia, Platdo entrou em contato com 0s
ideais pitagoricos, os quais influenciaram sua principal corrente filoséfica durante
toda sua vida (EVES, 2005). Em sua obra Timaeus, Platdo narra um possivel
encontro com o pitagérico Timeu de Locri para expressar suas ideias relacionadas
aos solidos que atualmente conhecemos como solidos platbnicos e que outrora
eram conhecidos por “figuras cdésmicas”. Tudo isso ocorrera pois Platdo associara
cada um dos solidos aos elementos naturais de Empédocles: o tetraedro

representava o fogo (Figura 2a), o hexaedro a terra (Figura 2b), o octaedro o ar

como representagao do Universo (Figura 2d).

(Figura 2c) e o icosaedro a agua (Figura 2e), enquanto que o dodecaedro servia
a) b) c) d) e)

Figura 2: Figuras Césmicas.

Uma possivel explicacdo para a associacdo feita por Platdo foi exposta
pelo matemético Johannes Kepler (1571 a 1630). Ele verificou que o tetraedro
abarca o menor volume para sua superficie, enquanto que o0 icosaedro possui o
maior. Tais relagbes entre volume e superficie foram identificadas de acordo com
sua secura ou umidade e, a partir dai, foram atribuidos os respectivos elementos.
Como o fogo é o elemento mais seco, a ele foi associado o tetraedro, enquanto que
a agua, como elemento mais Umido, relacionava-se ao icosaedro. A explicacdo
segundo a qual o hexaedro assenta-se mais facilmente sobre qualquer uma de suas
faces relacionou-o a terra, enquanto que o octaedro, ao ser segurado por suas
extremidades, possui mais instabilidade e associou-o ao ar. O dodecaedro foi
associado ao Universo de acordo com as doze estacbes zodiacais. O esquema a
seguir (Figura 3) relaciona quatro sélidos regulares aos elementos empedoclianos:
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Figura 3: Elementos empedoclianos.

No livro Xlll de Os Elementos de Euclides, esta dito que os pitagoricos
conheciam apenas o tetraedro, o hexaedro e o octaedro. Porém, com a descoberta
de um antigo artefato etrusco em forma de dodecaedro, datado do século V a.C.,
além da observacdo dos cristais presentes na pirita (dissulfeto de ferro), ha fortes
evidéncias de que os pitagéricos conheciam os demais sélidos (BOYER, 1999).

Como o dultimo livro de Os Elementos é inteiramente dedicado as
propriedades dos cinco soélidos regulares, muitos historiadores foram levados
erroneamente a conclusdo de que Euclides usara toda sistematizacéo légica da sua
mais importante obra para culminar na concepg¢do de tais sélidos. Levando-se em
conta que a maior parte do contetdo de Os Elementos ndo possui relacéo direta
com os solidos, afirmar que o propoésito da obra é concluir a existéncia de apenas
cinco tipos destes soélidos ndo condiz com a realidade. Contudo, isto ndo tira o
brilhantismo dos resultados da referida obra.

Na busca das ideias perfeitas, Platdo destacou a importancia da reta e do
circulo, reservando um destaque especial para o triangulo, ao referir-se aos
poliedros regulares. Para Platdo as faces dos poliedros ndo eram meros triangulos,
quadrados e pentagonos regulares, mas sim combinacdes de triangulos retangulos
menores. Exemplificando, cada uma das faces do tetraedro podia ser decomposta
em seis triangulos retangulos formados por suas respectivas alturas. Na figura 4 se

observa um destes triangulos retangulos destacado.
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Figura 4: Triangulos retangulos no tetraedro planificado.

Segundo Platdo, os demais sélidos formados por faces triangulares
podem ser decompostos de maneira semelhante: o octaedro regular contém 8 x 6 =
48 triangulos retangulos e o icosaedro 20 x 6 = 120 triangulos retangulos. No caso
do hexaedro, cada face quadrada pode ser dividida em quatro triangulos retangulos
ao tracar suas diagonais perfazendo 6 x 4 = 24 triangulos retangulos (um destes
tridangulos estd destacado na figura 5). Em relacdo ao dodecaedro, cada face
pentagonal pode ser decomposta em trinta triangulos retangulos. Para isso traca-se
as diagonais do pentagono e, em seguida, sao tracadas as cinco medianas relativas
aos lados do pentagono tendo assim 12 x 30 = 360 triangulos retangulos (na figura 6

tem-se um destes triangulos destacado).

Figura 5: Tridngulos retangulos Figura 6: Triangulos retangulos

no quadrado. no pentagono.
Parece provavel que Teaetetus (417 a.C. a 369 a.C.) tenha feito um
estudo mais aprofundado dos cinco poliedros regulares, sendo de sua autoria 0
teorema que afirma haver apenas cinco poliedros regulares. Teaetetus era um jovem
nascido em Atenas que morrera em decorréncia de uma sucessao de desgracas.
Platdo homenageia o amigo num diédlogo intitulado com seu nome, onde narra um
encontro entre SoOcrates e Teodoro, durante uma discussdo sobre as grandezas

incomensuraveis.
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Depois dos gregos, assuntos relacionados aos poliedros platénicos
cairam em ostracismo, ou seja, nenhuma outra grande contribuicdo ocorreu por
longo periodo. Para se ter uma ideia foi apenas no século XIX que o mateméatico
suico Ludwig Schlafli (1814 a 1895) concebeu a notacdo {p,q} para poliedros
regulares, onde p indica o nimero de lados de cada poligono e g 0 nimero de
poligonos que incidem em cada vértice do poliedro (KLAASEN, 1994).

Provavelmente o nome de Platdo é recordado mais como fildsofo do que
como matematico, pois nenhum grande teorema ou descoberta fundamental fora
realizada pelo mesmo: séo registradas apenas uma férmula para ternos pitagéricos
e a utilizacdo do chamado método analitico para demonstracdes. Contudo, Platédo
sempre sera lembrado como um grande criador de matematicos, uma vez que em
386 a.C. fundou sua Academia, considerada a primeira universidade do mundo. Na
entrada da Academia, lia-se, em destaque, seu lema:

“Que aqui ndo adentrem aqueles ndo-versados em geometria”
(EVES, 2005, p. 132).

Predominava na época a tradicdo oral de Socrates e dos pitagoricos,

sendo que a partir da fundacao desta Academia, iniciou-se a tradicéo literal:

“Praticamente n&o existem documentos matematicos ou
cientificos até os dias de Platdo no quarto século a.C.” (BOYER,
1999, p. 43)

Depois de uma vida conturbada envolvendo diversas fugas relacionadas
aos aspectos politicos da época, aos oitenta e um anos (fato incomum), Platao
morre e é sepultado na Academia, que continuou a existir até 529 d.C., quando foi
destruida pelo imperador Justiniano, com o intuito de abolir a cultura helenistica a
favor do cristianismo. Porém, o ideal de Platdo, de um mundo imaterial, onde as

ideias sao perfeitas, continuaria com seu principal seguidor, Aristoteles.
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2.2 AFORMULA DE DESCARTES-EULER PARA POLIEDROS CONVEXOS

Abordar a formula de Descartes-Euler para poliedros convexos é
imprescindivel para qualquer trabalho relacionado aos sélidos geométricos, devido a
sua relevancia e utilizacdo. Arquimedes de Siracusa (287 a.C. a 212 a.C.) foi
provavelmente o primeiro matematico a ter contato com a formula, que relaciona o
namero de vértices, arestas e faces de um poliedro convexo, mas foi somente nos
séculos XVII e XVIII que os trabalhos de Descartes e Euler, respectivamente,
fundamentaram a conhecida expressao (EVES, 2005).

Elucubragbes a parte, era comum, durante a Antiguidade, dedicar a
célebres matematicos a autoria de obras apdcrifas, fato este que influenciou
inclusive edi¢gbes de Os Elementos de Euclides, atribuindo a famosa obra um décimo
guarto e um décimo quinto livro. Em tais apdcrifos da-se continuidade as
comparacdes entre os sélidos geométricos inscritos numa esfera, como no caso do
livro XIV, onde consta o resultado indicando que a razdo entre a superficie do
dodecaedro e do icosaedro inscritos na esfera € igual a razdo entre seus volumes. O
controverso livro XV continua abrangendo a inscricdo de solidos regulares sendo
alguns dentro de outros sendo, para isso, necessario contar o nimero de arestas e
angulos nos solidos e determinando os angulos diedros de faces que se encontram
numa aresta. Apesar de todo esforco, os antigos gregos nao conseguiram
determinar a férmula poliedral citada (BOYER, 1996).

Um matematico que esteve prestes a generalizar a formula sobre os
elementos de um poliedro foi Rene Descartes (1596 a 1650) (Figura 7). Educado
num mosteiro jesuita na Franca, Descartes influenciou ndo somente o pensamento
filosé6fico moderno, com seu racionalismo, como foi precursor de uma revolucdo no
pensamento matematico que se iniciava na Europa no inicio do século XVIl. Em seu
Discours de la Méthode pour Bien Conduire sa Raison et Chercher la Vérité dans les
Sciences (Discurso do Método para Bem Conduzir a Razdo e Procurar a Verdade
nas Ciéncias), publicado em 1637, Descartes lanca as bases daquilo que atualmente
consideramos como sendo a Geometria Analitica, numa tentativa de unificar
algebristas e gebmetras que por séculos haviam tratado a matematica com
perspectivas dispares (WAGNER, 1991).
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Figura 7: Rene Descartes. Figura 8: Leonard Euler.

Fonte: University of St Andrews Fonte: University of St Andrews

Porém, foi a publicacdo, em 1752, de um artigo de Leonard Euler (1707 a

1783) (Figura 8) que demonstrou com primazia a relacéo

V—-—A+F=2

relacionando os numeros V de vértices, A de arestas e F de faces de um poliedro
convexo. Euler foi o mais proficuo matematico de todos os tempos e escreveu nada
mais do que 800 trabalhos ao longo de sua vida, nas mais diversas areas. Nascido
na Basiléia (atual Alemanha), teve a oportunidade de cair nas gracas da influente
familia Bernoulli e, a partir de entéo, alternou seus trabalhos entre a Russia e sua
terra natal. Muitas das notacdes atuais empregadas devem a autoria a Euler, porém
sua contribuicdo extrapola em muito a de diversos matematicos. Por muito tempo,
ele foi considerado a Analise em pessoa. Atualmente conhecida por formula de Euler
para poliedros convexos, tal relagdo configura uma das mais antigas descobertas
topolégicas conhecidas (LA PENHA, 1983), sendo que uma demonstracdo da
mesma encontra-se sec¢ao 5.2 deste trabalho.

Um evento relatado em LIMA (2000) conta que houve um manuscrito
produzido por Descartes, por volta de 1639, e que posteriormente foi encontrado
pelo matematico alemao Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 a 1716), em 1675, que
continha resultados com o0s quais se poderia obter a férmula de Euler como
consequéncia imediata. Porém Descartes ndo percebeu tal fato e, apds sua morte
em Estocolmo, 0 navio que trazia seus pertences naufragou no rio Sena. Contudo, o

bal que continha o manuscrito flutuou e foi encontrado no dia seguinte. Mais uma
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vez o destino atrapalhara o curso da Matematica, pois 0 manuscrito feito por Leibniz
também perdeu-se, sendo reencontrado apenas em 1860.

Inicialmente Euler supds que o teorema que atualmente leva seu nome
era valido para todos poliedros, fato que é falso e deve ser explorado pelo professor
conforme mostra os exemplos apresentados na secéo 5.2 e as atividades da secao
6.4.2. Uma saida 6bvia para validar tal situacéo € restringir a classe de poliedros tal
gue a relacao seja verdadeira (poliedros convexos). Existem muitas demonstragbes
elegantes e validas sobre o Teorema de Euler para poliedros convexos, e a primeira
foi noticiada pelo mateméatico francés Adrien-Marie Legendre (1752 a 1833).
Contudo, a demonstragdo mais divulgada do Teorema de Euler para poliedros
homeomorfos a esfera € devida ao matematico francés Augustin Louis Cauchy
(1789 a 1857).

A controvérsia sobre se o Teorema de Euler era vélido apenas para
poliedros convexos perdurou durante mais de um século, sendo que a solucdo
definitiva deve-se ao matematico francés Jules Henri Poincaré (1854 a 1912), que foi
0 primeiro a compreender que o Teorema de Euler € um teorema de Topologia, e
ndo de Geometria, ao notar que o numero V — A+ F € o invariante topolégico do

poliedro P.

Figura 9: A. M. Legendre. Figura 10: A. L. Cauchy. Figura 11: J. H. Poincaré.

Fonte: University of St Andrews  Fonte: University of St Andrews  Fonte: University of St Andrews
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3 A UTILIZACAO DO ORIGAMI COMO METODO DE APRENDIZAGEM

“(...) Ha uma grande diferenca entre compreender alguma coisa através da mente
e conhecer a mesma coisa através do tato.”

Tomoko Fuse, origamista japonés

3.1 A IMPORTANCIA DA UTILIZACAO DO ORIGAMI NA APRENDIZAGEM DE
CONCEITOS GEOMETRICOS

Desde a mais tenra idade, a crianga comega a construir as noc¢des de
espaco através dos sentidos, fazendo com que este espaco perceptivo a auxilie na
construcdo do espaco representativo, onde fard suas construcbes no campo da
matematica. Através da experimentacdo do espaco sensivel, a crianca tera a
possibilidade de despreender-se dos objetos materiais para raciocinar sobre
representagces mentais.

Em relacdo as formas, observa-se que muitas criancas identificam
determinados entes geométricos como um todo, sem considerar suas partes
tampouco suas propriedades. Desenvolvendo um trabalho de construcao das formas
o aluno reconhecerd com maior propriedade tanto figuras bidimensionais, quanto as
tridimensionais. Nesse contexto o trabalho com dobraduras, recortes e encaixes é
fundamental para efetivar tais constru¢des (BRASIL, 1997).

Recomenda-se, nas séries iniciais do Ensino Fundamental Il (5% e 62
séries) que o ensino de geometria deva estar atrelado a representacao, classificacéo
de formas planas e espaciais, preferencialmente em contextos concretos, deixando
a estruturacdo l6gico-dedutiva para as séries finais (72 e 82 séries) (SAO PAULO,
2008). Ressalta-se, ainda, que nao deve existir a distincdo entre Geometria Plana
para o Ensino Fundamental e Geometria Espacial para o Ensino Médio, tratando
ambos os assuntos simultaneamente, sempre que houver necessidade.

O trabalho envolvendo origami representa um recurso importante para a
aprendizagem de diversos conceitos matematicos, pois serve como ligacao entre o
mundo dos objetos manipulaveis e as formas ideais pretendidas. Ao realizarem as
dobraduras, os alunos vao se familiarizando com as formas geométricas, realizam
movimentos que as transformam e exploram propriedades através das simetrias

realizadas. Conceitos como retas perpendiculares e paralelas, angulos e bissetrizes,
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figuras planas e figuras espaciais, entre outros, sao introduzidos de maneira
espontanea e eficaz (REGO, 2003).

3.2 UMA BREVE HISTORIA DO ORIGAMI

A histéria do origami confunde-se com a propria origem do papel, no
século Il a.C., pelos chineses, através da maceragédo de cascas de arvores e restos
de tecidos. Oneroso e raro, 0 papel era destinado as camadas mais abastadas da
populacdo e era utilizado pela nobreza e para festas religiosas. Durante os séculos
IV ao X, no Japéo, foram os monges budistas chineses 0s responsaveis por inserir o
papel, onde a arte de dobré-lo tomou grande proporcéo (SA, 1987).

Inicialmente as instrucdes sobre as dobraduras eram passadas
oralmente, conforme a tradi¢gdo oriental. As primeiras reminiscéncias sobre origami
datam de 1797 com a publicacdo de Hiden Senbazuru Orikata (Como dobrar mil
garcas) (Figura 12), porém foi somente com a producédo de papel em larga escala
gue o origami veio a se popularizar, tornando-se uma arte secular. No ano de 1876,
0 Japao insere o0 origami como parte integrante do curriculo escolar, com o intuito de
contribuir para o desenvolvimento intelectual de seus alunos. A principal funcéo do
origami seria desenvolver as habilidades criativas do aluno assim como sua
psicomotricidade (CHEMELLO, 1987).

Figura 12: Pagina de Hiden Senbazuro Orikata.

Fonte: Wikimedia Commons

Em 1880 surge o termo origami como sendo a unido de duas palavras ori
(do verbo dobrar) e kami (papel) (Figuras 13a e 13b), pois na forma tradicional, o
origami ndo envolve cortes, encaixes ou colagens. Paralelamente ao

desenvolvimento no Oriente, no século VIII, os arabes trazem para o norte da Africa
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0 segredo da fabricacdo do papel, o aperfeicoam e levam-no para a Espanha.
Porém, como a religido mugculmana impede a representacao simbdlica de animais e

pessoas, 0S mouros atém-se apenas ao estudo das formas geométricas obtidas

(REGO, 2003).

a) b)
Figura 13: Ideogramas ori e kami.

Mesmo com a criacdo da imprensa, foi somente a partir de 1950 que o
origami comegou a popularizar-se no Ocidente. Atualmente encontram-se centenas
de publicacdes japonesas sobre a arte de dobrar papéis, algumas em inglés,

espanhol e portugués.
3.3 NOCOES BASICAS PARA A UTILIZACAO DO ORIGAMI

Para a realizacdo de um bom trabalho envolvendo origami, algumas

recomendacdes sdo pertinentes (REGO, 2003):

a) verificar se o formato do papel estd adequado ao solicitado pela atividade;

b) efetuar os vincos com firmeza e precisdo para criar 0s eixos de simetria
corretamente;

C) realizar tentativas antes de executar a verséo final do origami para auxiliar na
compreensao dos passos;

d) escolher um papel com espessura e textura adequadas para a realizacdo das
dobraduras;

e) determinar as dimensdes iniciais do papel para facilitar a execucdo das
dobras pelos alunos.

Na utilizacdo do origami em sala de aula € recomendavel que o professor
esteja atento a algumas circunstancias que podem ocorrer durante a execucdo dos
procedimentos (REGO, 2003):

1) as construcoes realizadas pelos alunos devem ser acompanhadas, passo-a-
passo, por um instrutor, que pode ser o proprio professor ou algum aluno-

monitor que possua maior facilidade e treinamento prévio;



28

2) o instrutor deve utilizar um papel com dimensdo maior do que os alunos para
gue todos visualizem os detalhes dos procedimentos;

3) a escolha da dobradura deve obedecer uma graduacdo de dificuldade
progressiva, pois mesmo as dobraduras mais simples podem conter diversos
conceitos matematicos a serem explorados;

4) durante a confecg¢do do origami, o instrutor deve sempre utilizar a linguagem
matematica adequada para favorecer a compreensdo correta dos conceitos
geométricos por parte dos alunos;

5) a organizacao da sala é importante e deve valorizar o trabalho em grupo para
gue os alunos comparem os trabalhos executados e elaborem diagramas
detalhados sobre suas préprias construcoes;

6) deve-se respeitar os diferentes niveis de aprendizagem durante a execucao
das dobraduras, sendo frequente que determinados alunos necessitem de
maior pratica para realizar os origamis do modo desejado;

7 sempre ter em mente 0s objetivos pretendidos com a execucdo do origami:
guais conteudos matematicos serdo abrangidos, que tipo de estrutura sera
utilizada (diagramas, orientacdes dirigidas, etc), como a sala sera organizada,
etc.

Muitas outras circunstancias poderdo surgir durante as aulas, sendo que
em algumas atividades serdo necessarias recortes, encaixes e colagens, fato que
configura uma variagcdo do origami tradicional, denominado kirigami. Recomenda-se
ao professor que confeccione 0s origamis previamente antes das aulas para
compreender todos os conceitos envolvidos na execu¢cdo do mesmo. As dobraduras
existentes neste trabalho sdo acompanhadas de videos de orientacdo que podem
ser acessados pelos professores antes da execucdo das mesmas. Vale lembrar que
a utilizacdo do origami no auxilio da aprendizagem de conceitos geométricos € de
baixo custo, favorecendo sua adocdo mesmo em escolas que ndo possuam muitos

recursos materiais.
3.4 OS AXIOMAS DA GEOMETRIA DO ORIGAMI
O origami, como instrumento pedagogico, tem se mostrado eficaz na

aprendizagem da geometria, devido ao seu carater ludico e também pelo fator de
descoberta propiciado ao aluno (CARNEIRO & SPIRA, 2010, p. iii). Aléem disso, a
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aplicacado do origami no ensino de geometria motiva o estudo da mesma, podendo
inclusive auxiliar no desenvolvimento cognitivo do aluno e, consequentemente,
trazendo melhor aprendizagem e compreensdo da Matemética através da
manipulacéo de entes concretos (CAVACAMI & FURUYA, 2010, p. 1).

Embora haja técnicas de origami dobrando linhas curvas, a maioria dos
trabalhos destina-se as dobras em linhas retas. Dada uma folha de papel, ao efetuar
uma dobra, a mesma gera uma linha reta que divide o plano em dois semiplanos,
sendo que os pontos de um deste sao refletidos no outro, ou seja, seja considerando
r a linha de dobra e P um ponto da folha no semiplano S (Figura 14); ao efetuar a
dobra P é levado no seu simétrico P’ em relacdo a r no semiplano S’. Em outras
palavras, a linha de dobra r é a mediatriz de cada par P,P’, em que P’ é o refletido
de P.

Figura 14: Dobra em origami

Note ainda que a linha de dobra r da figura 14 é bissetriz de cada angulo
PVP' formado por um lado VP com origem em V e seu lado refletido VP'. Desta
forma verifica-se que as mediatrizes e as bissetrizes sdo construgdes elementares
do origami, assim como a construcéo de paralelas e de perpendiculares.

Da mesma forma que os postulados de Euclides servem de base para as
construcbes realizadas na Geometria Euclidiana, no origami encontram-se 0s
chamados Axiomas da Geometria do Origami, conhecidos por Axiomas de Huzita

(ou Huzita—Hatori, ou Huzita—Justin), cujos enunciados traz-se a seguir:
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Axioma 3.4.1
“‘Dados dois pontos distintos P, e P,, existe apenas uma dobra que passa por eles.”
(Figura 15)

L

Figura 15: Configuracgao referente ao Axioma 3.4.1

Axioma 3.4.2
“‘Dados dois pontos distintos P, e P,, existe apenas uma dobra que coloca P; sobre
P,.” (Figura 16)

o

Figura 16: Configuragao referente ao Axioma 3.4.2

Axioma 3.4.3

‘Dadas as retas r; e r,, existe uma dobra que coloca r;sobre r,.” (Figura 17)

Figura 17: Configuragao referente ao Axioma 3.4.3

Axioma 3.4.4
“‘Dados um ponto P e uma reta r, existe uma Unica dobra que é perpendicular a r e

que passa por P.” (Figura 18)

[

Figura 18: Configuracéo referente ao Axioma 3.4.4
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Axioma 3.4.5
“‘Dados dois pontos P; e P, e uma reta r, existe uma dobra que coloca P; sobre r e

que passa por P,.” (Figura 19)

Figura 19: Configuragao referente ao Axioma 3.4.5

Axioma 3.4.6
simultaneamente P; sobre r; e P, sobre r,.” (Figura 20)

‘Dados dois pontos P, e P, e duas retas r;, e r,, existe uma dobra que leva

Figura 20: Configuracéo referente ao Axioma 3.4.6

Axioma 3.4.7
‘Dados um ponto P e duas retas r; e r,, existe uma dobra que coloca P sobre r; e

gue é perpendicular a r,.” (Figura 21)

Figura 21: Configuragao referente ao Axioma 3.4.7
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Fica evidente a relacdo entre os axiomas de Huzita aos postulados de
Euclides como, por exemplo, o fato do Axioma 3.4.1 ser o correspondente do
Postulado da existéncia de retas na Geometria Euclidiana, que afirma que, “dados
dois pontos distintos do espaco, existe uma unica reta que os intercepta”.

Deve-se deixar claro que nos axiomas destinados ao origami, o tamanho
do papel é suficientemente grande para efetuar as constru¢des e que ao se ler que
“existe uma dobra”, deve-se entender que, caso a solucdo geométrica exista, entdo
ela pode ser realizada através de uma dobra.

Enquanto os cinco primeiros axiomas podem ser construidos utilizando
régua e compasso, verifica-se que 0 sexto axioma nao é construtivel com tais
instrumentos. Outro fato notavel deve-se ao sétimo axioma, acrescentado por
Koshiro Hatori em 2001 e que supostamente independe dos cinco primeiros. Para

um estudo mais avangado recomenda-se a leitura de LANG (2004).
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4 A TEORIA DE VAN HIELE PARA APRENDIZAGEM DE CONCEITOS
GEOMETRICOS

“As flores de um jardim ndo desabrocham num mesmo dia.”

Autor desconhecido

4.1 PRINCIPIOS BASICOS DA TEORIA DE VAN HIELE

Cada individuo revela peculiaridades na aprendizagem de conceitos,
sejam estes aritméticos, algébricos ou geométricos. A teoria de Van Hiele para
aprendizagem de conceitos geométricos surge com o intuito de favorecer ao
professor a identificacdo destas especificidades apresentadas pelos alunos e
fornece uma alternativa de intervencdo para efetivar a compreensao de tais
assuntos. Outro fator importante da teoria envolve a participacdo ativa do aluno na
construcdo do proprio conhecimento, extinguindo o antigo modelo de aula expositiva
presente em nossas escolas ha décadas.

A publicacdo, em 1957, das dissertacbes de doutorado de Dina Van
Hiele-Geldof e Pierre Van Hiele, na Universidade de Utrecht, nos Paises Baixos,
intitulada Structure and Insight: A theory of mathematics education (Estrutura e
Conhecimento: Uma teoria da educacdo matematica) € o ponto de partida da teoria
de Van Hiele, que abrange a didatica da matematica e, mais especificamente, a
didatica da geometria. Pouco apos a publicacdo da tese, Dina vem a falecer e fica a
cargo de Pierre o aperfeicoamento e a divulgacao da teoria. Os primeiros trabalhos
baseados na Teoria de Van Hiele eram quase desconhecidos no Ocidente e ficaram
mais conhecidos na década de 1980, com suas traducdes para o inglés (CROWLEY,
1994).

A ideia central da teoria € que os alunos progridem segundo uma
sequéncia de niveis de compreensdo de conceitos, enquanto eles aprendem
geometria (NASSER & SANT'ANNA, 2010). Para que o aluno progrida de um nivel
para outro, o professor devera selecionar uma sequéncia de atividades que favoreca
a aprendizagem dos conceitos. Desta forma, fica implicito na teoria de Van Hiele que
a evolucédo do aluno depende mais da escolha adequada de atividades, do que da

idade do aluno ou sua maturacéo, o que a diferencia de outras didaticas existentes.
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Outros aspectos importantes da teoria enfatizam que:
assuntos implicitos num nivel tornam-se explicitos no proximo;
cada nivel possui linguajar proprio, sendo que cada simbolo possui um
respectivo significado;
caso haja uma combinacdo inadequada entre o professor, o material e 0
aluno, a aprendizagem nao sera efetivada; ou seja, ndo ha compreenséao

entre individuos de diferentes niveis.

O MODELO PROPOSTO POR VAN HIELE

A teoria de Van Hiele estabelece cinco niveis hierarquicos para

aprendizagem de conceitos, no sentido que o aluno s6 atinge o nivel de raciocinio

seguinte apés dominar 0s niveis anteriores. Talvez esteja neste fato o cerne da

guestdo do porqué alguns alunos apresentarem maiores dificuldades na

aprendizagem num curso de geometria embasado em demonstracfes logico-

dedutivas, sem terem vivenciado os niveis anteriores. Segue uma breve descri¢do
de cada nivel (CROWLEY, 1994):

)

i)

Nivel O (visualizagdo ou reconhecimento): neste estagio, o aluno reconhece
as figuras como entes globais, ou seja, sem considerar seus atributos
tampouco lhe atribui propriedades. Um aluno neste nivel, por exemplo,
reconhece o cubo por seu formato, porém néo lhe atribui o nome de hexaedro
pois ndo compreende a relagdo da quantidade de faces com o poliedro em
guestao;

Nivel 1 (analise): neste estdgio, o aluno inicia suas experimentacdes
utilizando as caracteristicas das figuras geométricas. Contudo, um aluno
neste nivel ainda esta impossibilitado de realizar inter-relacdes com outras
figuras semelhantes ou entender defini¢cdes. Utilizando novamente o exemplo
do cubo, um aluno neste nivel consegue compreender que o cubo é um
hexaedro por possuir seis faces, mas nao consegue identificar que existe uma
classe de solidos (os poliedros) em que cada um recebe denominacéo propria
de acordo com seu numero de faces;

Nivel 2 (deducado informal ou abstracdo): neste estagio o aluno consegue
estabelecer inter-relacdes usando a prépria figura ou entre figuras. Desta

forma, tais alunos conseguem deduzir propriedades ou classificar grupos de
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figuras, fazendo com que as definices tenham significado, mesmo que, para
isso, utilizem uma linguagem informal. Porém, os alunos deste nivel ainda néo
conseguem deduzir uma sequéncia logica entre proposi¢cdes ou o significado
de axiomas. Neste nivel os alunos conseguem, por exemplo, agrupar 0S
poliedros de acordo com o tipo de face que o compde (tetraedro, octaedro e
icosaedro possuem faces triangulares);

Nivel 3 (deducéo): neste estagio o aluno compreende sistemas axiomaticos e
utiliza estruturas l6gico-dedutivas para realizar demonstracdes. Alunos neste
nivel entendem a diferenciagdo entre axiomas, teoremas, postulados e
definicdes, conseguindo verificar condigbes de suficiéncia e necessidade,
além de distinguir uma afirmacéo de sua reciproca. Continuando no exemplo
do cubo, os alunos neste nivel compreendem e estdo aptos a demonstrar
porqué duas arestas paralelas (distintas) de um cubo estdo contidas em
planos paralelos ou num mesmo plano;

Nivel 4 (rigor): neste estadgio o aluno entende a diferenciacdo entre os
diversos sistemas axiomaticos podendo compreender geometrias nao-
euclidianas. Os entes geométricos séo vistos como construgcdes abstratas que
satisfazem determinadas propriedades.

Em seus trabalhos, o casal Van Hiele concentrou seus esforgos nos trés

primeiros niveis, pois destinavam-se a aplicacbes em escolas secundarias com

énfase na Geometria Plana. H4 uma escassez de pesquisas referentes tanto aos

niveis avancados, desde que a maioria dos cursos ministrados demandam apenas a

compreensao da geometria euclidiana através de uma estrutura demonstrativa;

guanto com énfase na Geometria Espacial.

O esquema seguinte (Figura 22) representa os niveis de aprendizagem

de Van Hiele de acordo com a sequéncia proposta pelo casal.

Nivel 4 - Rigor

Nivel 3 - Dedugéo
(formal)

Nivel 2 - Dedugéo
(informal)

| Nivel 1 - Analise

Nivel O - Visualizacdo

Figura 22: Niveis da teoria de Van Hiele.
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4.3 O PAPEL DO PROFESSOR NA TEORIA DE VAN HIELE

Elaborar cuidadosamente uma sequéncia de atividades que vislumbre o
progresso do aluno de um nivel para outro na aprendizagem de certo conceito
geométrico é o papel principal do professor na teoria de Van Hiele. Para tal, o casal
de estudiosos propds cinco fases sequenciais de aprendizagem onde, através da
realizacdo correta de cada, propicia ao aluno a passagem para o nivel seguinte.
Uma breve descricdo de cada fase é exposta a seguir (CROWLEY, 1994):

1) Fase 1 (interrogacao / informacéo): nesta etapa o professor dialoga junto aos
alunos questionando sobre os objetos de estudo do nivel em que se
encontram. O principal objetivo nesta fase € realizar uma sondagem prévia
dos conhecimentos dos alunos e suscitar nos mesmos 0S conceitos a serem
desenvolvidos. Questbes como: “alguém conhece algum poliedro?”, “quantas
faces sdo necessarias no minimo para termos um poliedro?” e “quais sao as
caracteristicas de um poliedro regular?” sdo pertinentes nesta fase;

2) Fase 2 (orientacdo dirigida): nesta etapa os alunos realizam uma sequéncia
de atividades elaborada cuidadosamente pelo professor sobre o conceito a
ser desenvolvido neste nivel. Tal sequéncia deve possuir um nivel gradual de
dificuldade e, geralmente, € composta por pequenas tarefas a serem
executadas para responder questdes especificas sobre o tépico. Por exemplo,
o professor pode solicitar aos alunos que relinam quadrados congruentes ao
redor de um Uunico vértice para verificar a quantidade maxima de figuras
necessarias para construir um angulo poliédrico;

3) Fase 3 (explicacéo): nesta etapa o papel do professor é reduzido ao minimo e
os alunos socializam os resultados obtidos pela execucdo das atividades
anteriormente desenvolvidas. Através da comparacdo das respostas 0s
alunos comecam a reelaborar as estruturas prévias e, consequentemente,
aprimoram seus conceitos sobre o assunto. Um exemplo de atividade
proposta nesta fase consiste em elaborar cartazes em conjunto sobre quantos
poligonos sdo necessarios para confeccionar determinado poliedro regular;

4) Fase 4 (orientacédo livre): nesta etapa os alunos se deparam com desafios que
exigem diversas etapas para serem concluidos. As tarefas devem ser

complexas, possuirem diversas formas de serem executadas ou até mesmo
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terem final aberto. Um bom exemplo nesta fase seria questionar aos alunos
sobre quantos poliedros regulares podem ser obtidos;
5) Fase 5 (integracdo): nesta etapa os alunos sintetizam, junto ao professor, 0s
resultados obtidos no nivel e constroem uma nova rede de objetos e relacdes.
O professor deve ter cuidado nesta fase para n&o introduzir nenhum
conhecimento novo alheio a descoberta dos préoprios alunos. Solicitar aos
alunos que redijam as conclusdes obtidas e generalizadas anteriormente sob
a forma de relatério € um exemplo de procedimento adotado nesta fase.
Van Hiele afirma que, realizando adequadamente a sequéncia de fases, o
aluno ter4 desenvolvido um novo conhecimento, substituindo o antigo e
prosseguindo de nivel, fazendo, desta forma, que o professor recomece o trabalho
no novo nivel (NASSER & SANT’ANNA, 2010).
Desta forma a sequéncia de fases de aprendizagem da teoria de Van
Hiele pode ser representada de acordo com a figura 23:

Figura 23: Fases de aprendizagem da teoria de Van Hiele.
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5 A MATEMATICA DOS POLIEDROS

“Deus sempre geometriza.”

Platdo, Timeu

5.1 A DEFINICAO DE POLIEDRO

Muitos matematicos apresentaram dificuldades para demonstrar teoremas
sobre poliedros, devido a falta ou imprecisdo das definicbes utilizadas. Dizer que
poliedros sdo uma reunido de figuras planas convexas (poligonos) pode auxiliar na
construcdo de sua ideia, porém tal afirmacdo ndo possui relevancia no momento de
efetuar demonstragoes.

A definicho de poliedro a qual se refere este trabalho provém de
CARVALHO (1999), que considera um poliedro como sendo toda regido do espaco
delimitada por um conjunto de poligonos planos (regido poligonal) que satisfazem as
seguintes condicoes:

)] a intersecdo de dois poligonos € vazia ou é um vértice comum aos dois
poligonos ou € um lado comum aos dois poligonos;
i) cada lado de um poligono é lado de exatamente mais um outro poligono.

Conforme DOLCE (1993) dado um numero finito n de poligonos planos

convexos (n = 4) tais que:

) dois poligonos néo estejam contidos num mesmo plano;

i) cada lado de um poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

i) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo semiespaco
determinam n semiespacos, sendo que cada um destes tem origem no poligono que
0 origina e contém os restantes. A intersec¢do destes semiespacos é chamada
poliedro convexo. A énfase deste trabalho sera dada aos poliedros convexos. A
seguir observa-se um poliedro convexo (Figura 24) e um poliedro ndo convexo
(Figura 25):
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Figura 24: Um poliedro convexo. Figura 25: Um poliedro ndo convexo.

DOLCE (1993) diferencia poliedro convexo de superficie poliédrica
limitada convexa considerando esta ultima como sendo a reunido de um namero
finito de poligonos planos convexos (regides poligonais convexas) tais que:

1) dois poligonos ndo estdo num mesmo plano;

2) cada lado de um poligono nao esta em mais que dois poligonos;

3) havendo lados de poligonos que estdo em um so poligono, eles devem formar
uma unica linha poligonal fechada, plana ou ndo, chamada contorno;

4) o plano de cada poligono deixa os demais num mesmo semiespaco.

Uma superficie poliédrica limitada convexa ndo é uma regido convexa, o
gue a diferencia do poliedro convexo.

Chamam-se superficies poliédricas limitadas convexas abertas
aquelas que possuem contorno, enquanto que as que ndo O possuem S&o

chamadas superficies poliédricas limitadas convexas fechadas (Figura 26).

contanma

Figura 26: Uma superficie poliédrica limitada convexa aberta.
Um poliedro convexo possui faces (que sdo os poligonos convexos),
arestas (que sdo os lados dos poligonos) e vértices (que sdo os vértices dos
poligonos), sendo a reunido das faces do poliedro denominada superficie do

poliedro.
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5.2 O TEOREMA DE EULER PARA POLIEDROS CONVEXOS

Uma das relagcdes mais importantes e utilizadas envolvendo poliedros é
dada pelo Teorema de Euler. Tal relacdo possui caracteristicas que podem ser
exploradas pelo professor desde as séries iniciais do Ensino Fundamental Il e
aprofundadas no Ensino Médio. Algumas propostas de atividades para os anos

finais do Ensino Fundamental que utilizam tal relagcdo encontram-se na sec¢éo 6.4.

5.2.1 Teorema (de Euler)
Para todo poliedro convexo, vale a relagcdo V—-A+F =2em que V é o

namero de vértices, A 0 nimero de arestas e F o numero de faces do poliedro.

Tal relagdo € comumente conhecida como “Férmula de Euler’. A
demonstracao desta teorema se dara em duas partes: a primeira parte refere-se as
superficies poliédricas limitadas convexas abertas, enquanto que a segunda €
relativa as superficies poliédricas limitadas convexas fechadas (DOLCE, 1993).

(@) Pelo principio da inducao finita referente ao numero de faces prova-se, em
carater preliminar, que, para uma superficie poliédrica convexa aberta, vale a
relacéo

V,—A,+E =1 (1)

onde V, é o numero de vértices, A, € 0 niumero de arestas e F, € o numero de faces

da superficie poliédrica limitada aberta.

Para F, = 1 a superficie se reduz a um poligono plano convexo de n lados
e, entdo, V, =n e A, = n. Tem-se que:

V,-A,+F,=n—m+1=1.

Logo, a relacéo esta verificada para F, = 1.

Admitindo que a relacdo (1) vale para uma superficie de F' faces
(consequentemente V' vértices e A’ arestas), isto €,

V' —A +F =1,

prova-se que a relagdo também é valida para uma superficie de F’' + 1 faces (F, =

F' + 1 faces, V, vértices e A, arestas), ou seja, que possua F, = F' + 1 faces, V,

vértices e A, arestas. De fato, acrescentando a essa superficie poliédrica limitada

aberta uma face de p arestas (lados) e considerando que q dessas arestas (lados do
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poligono) coincidem com as arestas existentes no poliedro, obtém-se uma nova

superficie com F, faces, A, arestas e V, vértices, de tal forma que F, = F' + 1 (pois

acrescentou-se uma face ao poliedro); A, = A" +p —q (pois existem q arestas

coincidentes); e V, =V'+p — (g + 1) (pois existem g arestas coincidentes e g + 1

vértices também coincidem). Com isso,

Vy—Ag+E =V +p—(Q+1)-A+p—q@Q)+F +1=V' —A +F =1.
Logo, a relagdo V,—A,+F,=1 é valida se acrescentarmos (ou
retirarmos) uma face da superficie, ou seja, é valida para toda superficie poliédrica
convexa aberta.
Como a relacao obtida trata-se da propria hipotese de inducédo verificou-

se, pelo principio da inducéo finita, que o resultado preliminar V, —A, +F, =1 é

valido para toda superficie poliédrica convexa aberta.

(b)  Seja agora a superficie de qualquer poliedro convexo ou qualquer superficie
poliédrica limitada convexa fechada com V vértices, A arestas e F faces.
Desta superficie retira-se uma face. Desta forma tem-se uma nova superficie
aberta com V, vértices, A, arestas para a qual é valida (pelo item anterior) a
relagéo:

V,—A, +F, =1.
Como V, =V, A, = A (com a retirada da face o numero de vértices da
superficie e de suas arestas nao se altera) e F, = F — 1, tem-se que:
V-A+(F-1)=1eV—-A+F=2.
Desta forma fica provado a relagéo de Euler para poliedros convexos com

IV vértices, A aresta e F faces. Um papel importante a ser desenvolvido pelo

professor € explorar diversos poliedros para instigar a validade do Teorema de

Euler. Pode-se inclusive ser verificado pelos alunos que para poliedros néao

convexos a férmula de Euler pode nao ser verdadeira. A figura 27(i) mostra um

poliedro com 14 vértices, 21 arestas e 9 faces, ou seja, 14 — 21 + 9 = 2; enquanto
gue a figura 27(ii) mostra um poliedro com 16 vértices, 32 arestas e 16 faces,

perfazendo 16 — 32 + 16 = 0 # 2.
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(i) (i)

Figura 27: Exemplos de poliedros ndo convexos para verificagdo da férmula de Euler.

Os poliedros para os quais é valida a formula de Euler sdo conhecidos por
poliedros eulerianos. Como consequéncia do Teorema de Euler e dos exemplos,
(Figura 27) todo poliedro convexo € euleriano, porém nem todo poliedro euleriano é

convexo.

5.3 POLIEDROS DE PLATAO

7

Primeiramente é necessario definir angulo poliédrico para as préximas

demonstracoes.

Definicdo: Dado um namero finito n (com n > 3) de semirretas Va,,Va,, Vas, -, Va,
de mesma origem V, tais que o plano de duas semirretas consecutivas
(Va,eVa,Va,eVas,-+,Va, eVa;) deixa as demais num mesmo semiespaco;
considere n semiespacos E;, E,, E3, -+, E,, cada um deles com origem no plano de
duas semirretas consecutivas e contendo as restantes. Chama-se angulo
poliédrico convexo (DOLCE, 1993) determinado por Va,,Va,Vas -, Va, a
intersecao dos semiespacos E,, E,, Es, -+, E,,, OU S€ja,
V(ay,ay,,a,) =E;NE,N---NE,.
A figura 28 representa um angulo poliédrico de vértice V, de semirretas

Vay,Va,Vas,--,Va, e n faces (angulos, a;a,, a,az, -, a,a;).
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Figura 28: Um angulo poliédrico.

Dentre os poliedros eulerianos existe uma classe importante de poliedros

conforme a definicdo a segquir:

Definicdo: Chama-se poliedro de Platdo todo poliedro que satisfaz as seguintes
condicdes:

)] todas suas faces tem o0 mesmo nimero (n) de arestas;

i) todos os angulos poliédricos possuem 0 mesmo numero (m) de arestas;

iii) satisfaz a Formula de Euler.

Observa-se, como exemplo, que uma piramide pentagonal satisfaz a
Foérmula de Euler (pois € um poliedro convexo), porém néo pode ser considerada um

poliedro de Platédo pois nédo satisfaz as condi¢des i) e ii) da definicéo.

Teorema 5.3.1: Existem apenas cinco tipos de poliedros de Platao.

Seja um poliedro convexo P com V vértices, A arestas e F faces. Para
provar o teorema basta verificar as condi¢coes da definicdo para P ser um poliedro de
Platao.

) cada uma das F faces do poliedro possui n arestas (n = 3) e, pelo fato de

cada aresta ser concomitante a duas faces, n- F = 24. Assim:

2A
F=—. (O
n
i) cada um dos vértices V dos angulos poliédricos possuem m arestas (m = 3).

Como cada aresta contém dois veértices, m -V = 2A4. Logo:

24
v="20 A
m



44

Iii) para o poliedro P ser classificado como Poliedro de Platdo deve satisfazer
também a Férmula de Euler. Desta forma, substituindo (I) e (Il) em
V—-—A+F =2, tem-se:

1 1 1 1

E_E-i_;:Z. (”')

O numero de lados de cada poligono (n) e o nimero de arestas de um
angulo poliédrico (m) a principio sdo maiores ou iguais a 3 (satisfazem (1) e (11)). No

entanto, o caso m > 3 e n > 3 nao satisfaz (lll). De fato:

1 1
m>3=>mz=>24=—<-
m- 4 1 1 1 1 1 1
>—+—-<-=>——-+-<0
1 1 m n 2 m 2 n
n>3=>n24=>—$—)
n 4

0 que contraria o resultado (lll), pois 0 nimero A de arestas deve ser um valor
inteiro positivo. Desta forma, existem duas situagdes a serem consideradas: m = 3
(e o poliedro de Platédo possui apenas triedros) ou n = 3 (as faces do poliedro de
Platdo sao triangulares).

1°)  supondo que o poliedro de Platdo possua apenas triedros (m = 3), de (lll):

11,11 1.1 1 11 e
—_— — —_—m—, ey ———_ = — ) — —_— .
3 2" n AT nT6 4 ne "

Logo, tem-se que 3 <n < 6, sendo n 0 numero de lados dos poligonos
que compde o poliedro de Platdo. Em outras palavras, caso o poliedro de Platdo
possua apenas triedros ele devera apresentar faces triangulares, quadrangulares ou
pentagonais.
2°)  supondo que o poliedro de Platdo tenha faces triangulares (n = 3),

novamente de (lI):
1 1 1 1 1 1 1 1 1

—,— e s =S —>—_>=m<6.
m 2'6 A " m 6 A m e "

Desta forma tem-se que 3 < m < 6, sendo m 0 nimero de arestas de um
angulo poliédrico que compde o poliedro de Platdo. Em outras palavras, caso o
poliedro de Platdo possua faces triangulares entdo seus angulos serdo triédricos,
tetraédricos ou pentaédricos (respectivamente com 3, 4 ou 5 arestas).

Reunindo as informacdes obtidas pode-se classificar os poliedros de
Platdo através do par {m,n} determinando as caracteristicas pertinentes a cada
classe. Por exemplo, o poliedro de Platdo {3,3} apresenta todas suas faces

triangulares e triedros como sendo seus angulos poliédricos. Substituindo em (llI):
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1 1+1 1 1 1 A=
—_—— e = 0.
3 2 3 A A 6

De (1) e (II) tem-se respectivamente que:

F=f®_4ey=2°_,4
3 3

Realizando os calculos para os demais poliedros de Platdo chega-se as

seguintes classes, denominadas de acordo com o numero de faces:

Tabela 1: Classe de poliedros de Platédo

3 3 6 4 4 Tetraedro
3 4 12 8 6 Hexaedro
4 3 12 6 8 Octaedro
3 5 30 20 12 Dodecaedro
5 3 30 12 20 Icosaedro

5.4 POLIEDROS REGULARES

A definicdo de poliedro regular a qual se refere este trabalho é:
“‘Um poliedro convexo é regular quando todas as faces
sdo poligonos regulares iguais (congruentes) e em todos
0S Vértices concorrem 0 mesmo numero de arestas”.
(LIMA, 2006, p. 241)

Propriedade: Existem apenas cinco poliedros regulares, a menos da medida das

arestas.

Considere um poliedro P regular com V vértices, A arestas e F faces de
tal forma que o numero de lados de cada face do poliedro seja representado por n
(comn = 3) e 0 nUmero de arestas que concorrem em cada vértice do poliedro seja
dado por m (com m > 3). Por defini¢cdo, todo poliedro regular é de Platdo. De (I) e
an,
2A=n-F=m-V.
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Assim,
nF v nkF
2 m’

———+F=2,

ou seja,

4m

~2m+2n—mn
Como o numero de faces de um poliedro € um valor inteiro positivo:
2Zm+2n—mn >0
0 que resulta em:

2n
n—2

> m.

Pelo fato de m > 3:

>3=2n>3n—-6=>n<6.

n—2
Listando as possibilidades para 3 < n < 6, verifica—se que:
a) para n = 3 (faces triangulares) resulta:

m = 3,F = 4 (tetraedro)
.De { m = 4,F = 8 (octaedro)
m = 5,F = 20 (icosaedro)

P 4m _ 4m
" 2m+2-3—-3m 6-—m

b) para n = 4 (faces quadrangulares) resulta:
= 4m _ 2m

2m+2-4—4m 4-—m

C) paran = 5 (faces pentagonais) resulta:

.Dem = 3,F = 6(hexaedro)

Fe 4m _ 4m
" 2m+2-5—-5m 10-3m

.Dem = 3,F = 12 (dodecaedro)

Esta propriedade também pode ser considerada como um corolario do
Teorema 5.3.1. De fato, com as condi¢cbes da definicdo de poliedro convexo todo
poliedro regular € de Platdo. Logo, tal poliedro tem as caracteristicas de acordo com
a Tabela 1, ou seja, existem apenas cinco tipo de poliedros. Levando-se em conta a
condicdo que as faces sd@o poligonos congruentes, em cada tipo, ha apenas um

poliedro, a menos da medida dos lados.
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Os poliedros regulares sdo nomeados de acordo com a tabela 1
acrescentando-se a palavra regular na terminacao, sendo que no caso especifico do
hexaedro regular, também é chamado de cubo.

No sexto capitulo sdo propostas atividades baseadas na teoria de Van
Hiele com o auxilio de origami, de forma que o aluno faca a conjectura dada pelo
corolario, sem que o professor apresente a mesma diretamente. Desta forma o aluno
passa de ser passivo do recebimento de informagdes a ser ativo na construcao de
seu conhecimento. Contudo o professor ndo deixa de ter sua importancia, uma vez
gue dependera da boa organizacdo das atividades propostas por ele e de sua
correta atuacdo durante o desenvolvimento das atividades para o0 sucesso da
aprendizagem. Ressalta-se que as demonstracfes apresentadas neste capitulo
podem ser exploradas para a validacdo dos resultados informais, obtidos pelos
alunos, apés a execucdo das atividades propostas no sexto capitulo, respeitando
sempre o nivel de Van Hiele que este se encontre (no caso, apenas para alunos do
nivel 3 — deducdao).

Reunindo as informacdes apresentadas até 0 momento pode-se agrupar

os poliedros da seguinte forma (Figura 29):

Poliedros

Poliedros
Eulerianos

Poliedros
de Platéo

Poliedros
Regulares

Figura 29: Diagrama para a classificacdo de poliedros.
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6 UMA PROPOSTA DE APRENDIZAGEM DE POLIEDROS REGULARES

“A sabedoria ndo se transmite, é preciso que nos a descubramos

”

fazendo uma caminhada que ninguém pode fazer em nosso lugar (...).

Marcel Proust in A Procura do Tempo Perdido

6.1 ATIVIDADES DE SONDAGEM PARA APRENDIZAGEM DE POLIEDROS
REGULARES

Existem vérias abordagens que o professor pode utilizar para introduzir o
estudo de poliedros no Ensino Fundamental e no Ensino Médio. O professor pode
lancar mao da histéria da matemética para instigar a curiosidade do aluno através de
uma selecdo criteriosa de textos mateméaticos que abordam o assunto; outra
possibilidade é utilizar a metodologia de resolucdo de problemas para despertar o
interesse no aluno, solicitando que o mesmo utilize diversos poligonos para obter um
poliedro, seja este regular ou ndo; ou até mesmo explorar a etimologia da palavra,
através de uma simples pesquisa ao dicionario.

Visando a Fase 1 (interrogacéo / informacéao) da teoria de Van Hiele
para aprendizagem dos poliedros regulares, sdo propostos modelos de atividades
previamente concebidas para aferir a compreensao dos alunos sobre determinados
conteudos matematicos pertinentes a aprendizagem de poliedros convexos. Tais
atividades sdo meros exemplos para que o professor, assim preferindo, elabore
testes ou avaliagbes para situar seus alunos de acordo com o nivel de
aprendizagem (de 0 a 3) a qual pertencem. De acordo com NASSER e SANT'ANNA
(2010) o progresso dos alunos ndo ocorre num periodo curto de tempo e, no caso
dos testes, tais autores afirmam que o aluno alcancou determinado nivel quando
acerta pelo menos 60% das questdes propostas a ele.

Os niveis de Van Hiele aos quais se refere cada subsecéo de atividades
sdo, respectivamente, atividade | (nivel 0 — visualizacdo ou reconhecimento),
atividade Il (nivel 1 — interrogacéo / informacéo), atividade IIl (nivel 2 — deducéo
informal ou abstracdo) e atividade IV (nivel 3 — deducéo). Os pré—requisitos a serem
analisados previamente compreendem em:

1) distinguir figuras planas e espaciais;
2) reconhecer determinadas propriedades dos poligonos;

3) diferenciar poligonos regulares e poligonos irregulares;
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4) determinar o valor de cada angulo interno de um poligono regular.

6.1.1 Atividades de reconhecimento entre figuras planas e espaciais

Tais atividades tem o propdsito de verificar se 0 aluno possui uma visao
tridimensional das figuras apresentadas a ele, se 0 mesmo pode relacionar
representacfes bidimensionais a sua respectiva forma espacial, conhecer a
nomenclatura das figuras geométricas mais comuns e diferenciar corretamente a

definicdo de figuras planas e espaciais.

) (Nivel 0) Ap6s a manipulacdo das figuras a seguir, classifique-as em PLANAS
ou ESPACIAIS:

1)) (Nivel 1) Complete os espacos abaixo corretamente com as palavras PLANA
ou ESPACIAL de acordo com a figura citada:

a) Uma circunferéncia € uma figura

b) O cubo trata-se de uma figura

C) Um exemplo de figura € uma esfera.

d) Outro exemplo de figura € um triangulo.
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1)} (Nivel 2) Agrupe as figuras abaixo em PLANAS ou ESPACIAIS:

CIRCULO - PIRAMIDE - PENTAGONO - PARALELEPIPEDO -
PRISMA - TRIANGULO - QUADRADO - CUBO

PLANAS ESPACIAIS

IV)  (Nivel 3) Classifique corretamente as afirmacdes abaixo em Verdadeiras (V)
ou Falsas (F);

a) () Caso todos os pontos de uma figura pertencam a um mesmo plano
entdo esta figura € considerada plana.

b) () Se um ponto de uma figura pertence a um plano diferente dos demais
entdo esta figura € considerada espacial.

C) () Uma figura é plana quando estiver totalmente contida num unico plano.

d) () Chama-se figura espacial aquela que contém pontos em mais de um

plano.

6.1.2 Atividades de reconhecimento de propriedades dos poligonos

As atividades desta subsecdo tém como objetivo verificar se os alunos
possuem bem definido o conceito de poligono, assim como verificar propriedades
como o numero minimo de lados necessario para se obter um poligono, realizar a
triangularizacdo de poligonos a partir de um dnico vértice e conceituar

empiricamente a soma de angulos internos de um poligono.

) (Nivel 0) Nas figuras abaixo, identifique aquelas que podem ser consideradas
como POLIGONOS marcando um X:

x"rf_\.
< > / 'l

!
I
L=

¢ ) ¢ ) ¢ ) ¢ )
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1)) (Nivel 1) Assinale a alternativa INCORRETA marcando um X:
a) Um poligono é formado apenas por segmentos de retas.

b) Todo poligono é uma figura plana fechada.

C) O numero minimo de lados de um poligono é trés.

d) Existe um poligono com dois lados.

1)} (Nivel 2) Divida corretamente os poligonos abaixo em triangulos, a partir de

um Unico vértice e, em seguida, escreva a quantidade de triangulos obtidos.

IV)  (Nivel 3) De acordo com o resultado da atividade anterior, responda
corretamente cada item a seguir:

a) gual a soma dos angulos internos de um triangulo?

b) gual a soma dos angulos internos de um quadrilatero?

C) qgual a soma dos angulos internos de um pentagono?

d) quantos triangulos se pode obter, a partir de um Unico vértice, num poligono

de n lados?

e) escreva uma expressao que determine a soma dos angulos internos de um

poligono de n lados.
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6.1.3 Atividades de diferenciacdo entre poligonos regulares e poligonos

irregulares

Nesta subsecéo, as atividades propostas tém como intuito verificar se o

aluno compreende a definicdo de poligono regular, diferencia um poligono regular de

outro irregular, conhece as propriedades de tais figuras, assim como determinar

condic¢des de suficiéncia para que um poligono possa ser classificado como regular.

) (Nivel 0) Nos poligonos abaixo identifique aqueles que sdo POLIGONOS
REGULARES daqueles que sdo POLIGONOS IRREGULARES:

[

'—] B B

) (Nivel 1) Complete corretamente as lacunas abaixo com as palavras do
retangulo:

CONGRUENTES - REGULAR - ANGULOS - LADOS

a) Nos poligonos regulares todos os e 0s angulos séo
congruentes.

b) Se um poligono possui todos os e os lados
congruentes entédo ele é regular.

C) Caso um poligono possua todos o0s éangulos e o0s lados

entdo ele € regular.
d) Para um poligono ser considerado seus lados e

seus angulos devem ser congruentes.
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1)} (Nivel 2) Agrupe corretamente os poligonos a seguir em POLIGONOS
REGULARES ou POLIGONOS IRREGULARES:

n]

1.5 1.5

2.24

POLIGONOS
REGULARES

POLIGONOS
IRREGULARES

IV)  (Nivel 3) Classifique as afirmacfes abaixo em Verdadeiras (V) ou Falsas (F):

a) Todo poligono equiangulo é equilatero. ( )
b) Se um poligono é equilatero entéo ele é equiangulo. ( )
C) Os poligonos regulares sao equilateros e equiangulos. ( )
d) Para ser um poligono regular € condicao suficiente ser equiangulo. ( )

6.1.4 Atividades sobre angulos internos de poligonos regulares

As atividades propostas nesta subsecdo tém como propésito verificar se
os alunos identificam os angulos internos e externos de poligonos regulares, assim
como verificar propriedades importantes, como o caso destes serem suplementares
guando adjacentes num mesmo Vértice, além da correta determinacdo do valor de

cada um dos angulos em tais poligonos.
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) (Nivel 0) Nos poligonos abaixo pinte os angulos internos de AZUL e os
angulos externos de VERMELHO:

JAREE AN

1)) (Nivel 1) Utilizando uma Unica cor destaque cada angulo interno e o angulo

externo adjacente ao mesmo nos poligonos a seguir.

: ri 1Y
/ "
_ .{J_. Y )
Y \:‘ r
& I _Ir\-.
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£ L ey
A L A
S [ S

) (Nivel 2) Analisando cada angulo interno e seu angulo externo adjacente na
atividade anterior a qual conclusao vocé pode chegar? Dé uma propriedade

matematica que relaciona esses angulos.

IV)  (Nivel 3) De acordo com a atividade 6.1.2.1V, calcule corretamente o valor de

cada angulo interno dos poligonos regulares abaixo.

Soma dos angulos Calculo de cada
TRIANGULO internos angulo interno
EQUILATERO
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L] L] Soma dos angulos Calculo de cada
internos angulo interno
QUADRADO
Soma dos angulos Calculo de cada
internos angulo interno
PENTAGONO
Soma dos angulos Calculo de cada
internos angulo interno
HEXAGONO

Apoés a aplicacao das atividades de sondagem o professor deve corrigir as
mesmas observando atentamente a qual nivel de aprendizagem cada aluno se
encontra. Desta forma o professor pode fazer as intervengdes necessarias para que
o aluno progrida para o nivel subsequente, de acordo com as duvidas que forem

surgindo em cada atividade.

6.2 ATIVIDADES UTILIZANDO ORIGAMI PARA APRENDIZAGEM DE
POLIEDROS REGULARES

Nesta secdo sdo abordadas as técnicas necessarias para a confeccao
dos modulos individuais dos origamis que servirdo como faces dos poliedros
regulares, sempre respeitando as sugestdes propostas no terceiro capitulo para
obter um melhor aproveitamento dos alunos. As construcfes apresentadas foram
adaptadas de REGO (2003) e IMENES (1988). Os interessados, em particular o
professor, podem acessar os enderecos indicados para terem acesso a videos
explicativos sobre cada construcdo. E interessante que o professor tenha clareza de
cada construcdo antes de efetuar as mesmas perante os alunos, para que ele possa

questiona-los de forma adequada e contribua ainda mais com o aprendizado dos
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mesmos podendo, inclusive, explorar os Axiomas de Huzita para alunos que situem-
se no nivel 3 (deducéo formal) da teoria de Van Hiele, conforme indica a se¢éo 4.2

item iv).

6.2.1 Confeccao do modulo quadrangular

Com um papel em formato quadrangular, sugere-se 15 cm de lado, efetue
0S seguintes passos:
1) Dobre o papel ao meio fazendo um vinco (Axioma 3.4.2) que una 0S pontos

médios de dois lados opostos (Figura 30a);

Figura 30a: Passo 1 da construgcdo do médulo quadrangular.

2) Dobre o papel de forma com que um dos lados do quadrado fique sobre o
vinco obtido (Figura 30b). Note que as dobras representam retas paralelas a

dobra inicial;

A

Figura 30b: Passo 2 da construcao do médulo quadrangular.
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3) Coloque um vértice do retangulo por dentro da fenda obtida até que o vértice
toque a dobra interna; repita o procedimento com o outro veértice (nao

adjacente) do lado oposto (Figura 30c);

Figura 30c: Passo 3 da construgcdo do médulo quadrangular.

4) Vire as abas obtidas no sentido contrario para travar o moédulo quadrangular
(Figura 30d).

Figura 30d: Passo 4 da construgdo do médulo quadrangular.

A figura 30e mostra a aparéncia final do modulo quadrangular. Note que a
figura obtida trata-se de um paralelogramo que ao ser dobrado nas linhas tracejadas
decompde-se num quadrado e dois triangulos retangulos.

p.

Figura 30e: Médulo quadrangular.

Os modulos quadrangulares n&@o necessitam de pecas-encaixe,
possuindo fendas para encaixe entre si como mostra a figura 30f. Contudo o encaixe

ocorre apenas entre modulos iguais, ndo havendo encaixe de médulos simétricos.
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Figura 30f; Encaixe dos médulos quadrangulares.

Para acompanhar a confeccdo do médulo quadrangular acesse

http://migre.me/cRUia.

6.2.2 Confeccdo do triangulo equilatero

Com um papel em formato quadrangular com 15 cm de lado efetue os
seguintes passos:
1) Dobre o papel ao meio fazendo um vinco (Axioma 3.4.2). Observe que a
mediatriz une os pontos médios de dois lados opostos (Figura 31a);

T
I
I
I
I
I
I
I
I

Figura 31a: Passo 1 da construcdo do tridangulo equiléatero.

2) Leve um dos vértices do quadrado até a mediatriz marcando um ponto com o
auxilio de um lapis (Figura 31b). Observe que este ponto é Unico pois o lado
do quadrado deve estar alinhado com o outro vértice do quadrado adjacente

ao vértice escolhido (Axioma 3.4.2);
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Figura 31b: Passo 2 da construcédo do tridngulo equilétero.

3) Note que a dobra efetuada condiz a bissetriz formada pelo ponto marcado
com o lapis, o vértice do quadrado adjacente ao vértice escolhido inicialmente
e o préprio vértice (Figura 31c), faca a dobra sobre a bissetriz determinando

um dos lados do triangulo solicitado;

Figura 31c: Passo 3 da construcdo do triangulo equilatero.

4) Repita o procedimento para o outro vértice (adjacente ao primeiro escolhido)

para determinar o outro lado do tridngulo equilatero (Figura 31d).

Figura 31d: Passo 4 da construcéo do triangulo equilatero.
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O triangulo obtido com a construcdo € equilatero. De fato, executando o
passo 2, obtém-se um ponto P sobre a mediatriz relativa ao lado €D do quadrado
ABCD (Figura 31e). Tal ponto possui em relacdo ao veértice C distancia igual a
medida do lado do quadrado, isto &€, PC = CD. Como o ponto E é ponto médio do
lado €D, tem-se que CE = ED. Logo, os tridngulos CEP e DEP sdo congruentes pelo
caso LAL (lado—angulo—-lado), pois o segmento PE é perpendicular ao lado CD.
Ainda, a distancia do ponto P ao ponto D é igual a distancia do ponto P ao ponto C

com PD = PC = CD

Figura 31e: Triangulo equiléatero.

6.2.3 Confeccdo do modulo triangular

A confeccdo do modulo triangular baseia-se na construgdo de um
triangulo equilatero. Desta forma, apds obter um triangulo equilatero de acordo com
as instrucdes anteriores execute 0s seguintes passos:

1) Dobrando os lados do quadrado para obter o triangulo equilatero obtém-se
uma configuracdo conforme mostra a figura 32a; a seguir una o vértice oposto

a base do triangulo observado até o pé da mediatriz;

\

Figura 32a: Passo 1 da construcdo do modulo triangular.
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2) Observe que surgirdo trés triangulos equilateros menores; vire o0 papel ao

contrario e dobre tais triangulos um sobre o outro (Figura 32b);

Figura 32b: Passo 2 da construgcdo do maédulo triangular.

3) Ainda com o papel virado ao contrario guarde um dos triangulos obtidos

inserindo-o dentro do outro (Figura 32c);

Figura 32c: Passo 3 da constru¢cdo do mddulo triangular.

4) Vire o papel novamente para obter o médulo triangular com trés “bolsos” para

!
/N N\

Figura 32d: Mdédulo triangular.

encaixes (Figura 32d).

Diferente do moddulo quadrangular (que possui encaixes proprios) €
necessario para a utilizacdo dos modulos triangulares a confeccdo dos médulos-
encaixe. Para acompanhar a confeccdo do modulo triangular acesse

http://migre.me/cRVOe.

6.2.4 Confeccdo do modulo-encaixe

Para a confeccdo do médulo-encaixe € necessario utilizar um papel com

1/4 da area do papel utilizado no médulo triangular. Segue-se 0s passos:
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1) Corte o papel original (15 X 15 cm) em quatro quadrados iguais (figura 33a);

QL2
/\

Figura 33a: Passo 1 da construcdo do modulo-encaixe.

2) Dobre um dos pedacos obtidos ao meio fazendo um vinco (mediatriz); repita a
operacdo com o0s outros lados do quadrado; em seguida una os vértices no

ponto de intersecdo obtido (figura 33b).

Figura 33b: Passo 2 da construgdo do médulo-encaixe.

A construcéo do modulo—encaixe esta disponivel em
http://migre.me/cRVYD.

6.2.5 Confeccdo do mdédulo pentagonal

Para a confeccdo do modulo pentagonal ndo é necessario a utilizacdo de
uma folha de papel no formato quadrangular. Por isso basta utilizar uma folha de
papel retangular (por exemplo, nas dimensdes A4) e executar 0s seguintes passos:
1) Dobre o papel ao meio fazendo um vinco (mediatriz) (Axioma 3.4.2) que una

0s pontos médios de dois lados opostos (figura 34a);
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Figura 34a: Passo 1 da construgcdo do médulo pentagonal.

2) Dobre o papel novamente ao meio fazendo um outro vinco (mediatriz)

(Axioma 3.4.2) agora utilizando os outros dois lados opostos (figura 34b);

Figura 34b: Passo 2 da construcdo do moédulo pentagonal.

3) Una um vértice do retangulo ao ponto de intersecdo das duas mediatrizes
obtidas (figura 34c);

Figura 34c: Passo 3 da constru¢cdo do médulo pentagonal.
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4) Una o vértice oposto ao primeiro (ndo adjacente ao escolhido inicialmente) ao

ponto de intersecdo das mediatrizes (figura 34d);

Figura 34d: Passo 4 da construgcdo do médulo pentagonal.

5) Una o vértice adjacente ao primeiro escolhido ao ponto de intersecdo das

mediatrizes (figura 34e);

Figura 34e: Passo 5 da construcdo do modulo pentagonal.

6) Una o dltimo vértice ao ponto de interse¢do das mediatrizes (figura 34f);

Figura 34f: Passo 6 da construcdo do moédulo pentagonal.
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7 Dobre a figura obtida ao meio através do primeiro vinco efetuado (figura 349);

Figura 34g: Passo 7 da constru¢cdo do médulo pentagonal.

8) Traga um dos lados (maior) do pentadgono obtido junto ao vinco inicial (figura
34h), destacando o segmento maior encontrado com o auxilio de um lapis;

Figura 34h: Passo 8 da construgcdo do médulo pentagonal.

9) Desdobre o papel e repita a operagéo agora usando o outro lado (maior) junto

ao vinco inicial (figura 34i), destaque o segmento maior encontrado;

Figura 34i: Passo 9 da construcdo do médulo pentagonal.
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10) Desdobre o papel e verifiqgue o pentagono encontrado, assim como 0S

encaixes e os “bolsos” obtidos (Figura 34j).

Figura 34j: Passo 10 da construcdo do modulo pentagonal.
A construcdo do moédulo pentagonal estd disponivel em

http://migre.me/cCRW75.

6.3 ATIVIDADES PARA O ENSINO E APRENDIZAGEM DE POLIEDROS
REGULARES

Esta secao inicia-se com orientacdes que o professor deve desenvolver
na Fase 2 (orientacdo dirigida) da teoria de Van Hiele para aprendizagem de
conceitos geométricos referente ao estudo de poliedros regulares. Pretende-se que
tais atividades quando efetuadas com atencéo e precisdo gerem um conhecimento
pertinente ao aluno sobre tais poliedros sendo, para isto, indicadas a alunos que se
situem no nivel 2 (deducao informal) de Van Hiele. Apos a execucédo das atividades
das secdes 6.3.1 e 6.3.2, sugere-se que o professor inicie a Fase 3 (explicacao)
socializando na lousa os resultados obtidos pelos alunos. A atividade proposta na
secdo 6.3.3 enfatiza o carater da Fase 4 (orientacao livre) estando intrinsecamente
associada ao objetivo maior do trabalho que € induzir o aluno a concluir a existéncia
de apenas cinco tipos de poliedros regulares. Feitas as conclusées pelos alunos o
professor finaliza a Fase 5 (integracdo) sistematizando os resultados obtidos e
redigindo junto aos alunos o novo conhecimento advindo. Caso seja detectado que
os alunos se encontrem no nivel 3 (deducdo) sugere-se a apresentacdo das
demonstracdes apresentadas nas secbes 5.3 (existem apenas cinco tipos de
poliedros de Platdo) e 5.4 (existem cinco poliedros regulares a menos da medida

das arestas).
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6.3.1 Explorando angulos poliédricos utilizando poligonos regulares diversos

Proposta inicialmente por MACHADO (2000) esta atividade foi adaptada,
revista e ampliada com o objetivo de propiciar ao aluno a no¢ao de angulo poliédrico
através da manipulacéo de poligonos regulares com diferentes numeros de lados.

) Para realizar esta atividade confeccione previamente a seguinte quantidade
de poligonos regulares utilizando os moldes do anexo A: 9 triangulos
equilateros, 10 quadrados, 4 pentagonos regulares, 6 hexagonos regulares, 1
heptagono;

1)) Calcule corretamente o valor da soma dos éangulos de cada poligono
confeccionado registrando em seu caderno;

[l)  Calcule corretamente o valor de cada angulo interno dos poligonos
confeccionados e indique no proprio poligono tais valores

Nesta atividade espera-se obter dos alunos os resultados de acordo com

a figura 35.

a)

d) e)
Figura 35: Resultado esperado do calculo realizado pelos alunos.
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IV)  Reuna ao redor de um ponto os poligonos em cada situac&o a seguir unindo
seus lados com fita adesiva:

a) dois tridngulos equilateros e dois quadrados (Figura 36a);

b) um triangulo equilatero e trés quadrados (Figura 36b);

C) dois pentagonos regulares e um hexagono regular (Figura 36c¢);

d) um pentagono regular e dois hexagonos regulares (Figura 36d);

e) um guadrado, um pentagono regular e um heptagono regular (Figura 36e);

f) dois quadrados e trés triangulos equilateros (Figura 36f);

0) um tridngulo equilatero, dois quadrados e um hexagono regular (Figura 369);

h) dois triangulos equilateros e dois hexagonos regulares (Figura 36h).

L
a0 =
a) b)
P
A
A
Iy
. _‘l‘:‘ ~ - .‘\
Jk N,
7 ™, | .
™, o
) “,
™,
“,
L
c) d)
F
i
XA, /

e) f)



69

9) h)
Figura 36: Construcdes esperadas pelos alunos usando poligonos diversos.

V) Quais dessas situacdes formam angulos poliédricos? Por qué?

Com esta atividade espera-se que os alunos concluam que a soma dos
angulos internos ao redor do ponto escolhido deve ser sempre inferior a 360° para
formar o angulo poliédrico pois, caso contrario, os poligonos estariam contidos num
mesmo plano. Nos casos possiveis, o ponto escolhido € o vértice do angulo
poliédrico.

6.3.2 Explorando angulos poliédricos utilizando poligonos regulares do

mesmo tipo

Inicialmente proposta por MACHADO (2000) esta atividade foi adaptada,
revista e ampliada com o intuito de propiciar ao aluno a verificagdo das
possibilidades de obtencéo de angulos poliédricos através da utilizacdo de poligonos
regulares do mesmo tipo.

) Para realizar esta atividade confeccione previamente a seguinte quantidade
de poligonos regulares utilizando os moldes do anexo A: 13 triangulos
equilateros, 4 quadrados, 4 pentagonos regulares, 4 hexagonos regulares;

1)) Marque o valor de cada angulo interno em cada poligono;

1)} Utilizando apenas triangulos equilateros retna ao redor de um Unico ponto 0s
poligonos unindo seus lados com o auxilio de fita adesiva (lembre-se que o
namero minimo de arestas coincidentes num angulo poliédrico é trés).

Espera-se que neste passo 0s alunos apresentem as construcoes

expostas na figura 37.
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a) b) c)
Figura 37: Construcdes esperadas pelos alunos usando tridangulos.

IV)  Redija em seu caderno quantos tipos de angulos poliédricos vocé conseguiu
obter mostrando quantos triangulos foram utilizados em cada situacéo;

V) Justifique matematicamente em seu caderno se vocé conseguiria construir um
angulo poliédrico utilizando seis triangulos equilateros.

Espera-se que o aluno conclua que isto ndo é possivel pois a soma dos
angulos internos ao redor do vértice escolhido seria igual a 360°, implicando que
todos estivessem contidos num mesmo plano e impossibilitando a formagéo do
angulo poliédrico.

VI)  Agora utilizando apenas quadrados, relina os mesmos ao redor de um unico
ponto unindo seus lados com fita adesiva e tentando formar um &angulo
poliédrico.

Espera-se que neste passo 0s alunos apresentem a construgdo exposta

na figura 38.

Figura 38: Construgdo esperada pelos alunos usando quadrados.

VIl) Redija em seu caderno quantos tipos de angulos poliédricos vocé conseguiu

obter mostrando quantos quadrados foram utilizados em cada um,;
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VIII) Justifique matematicamente em seu caderno se vocé conseguiria construir um
angulo poliédrico utilizando quatro quadrados.

Espera-se que o aluno conclua que isto ndo é possivel pois a soma dos
angulos internos ao redor do vértice escolhido seria igual a 360°, implicando que
todos estivessem contidos num mesmo plano e impossibilitando a formacdo do
angulo poliédrico.

IX)  Utilizando apenas pentdgonos regulares, reina os mesmos ao redor de um
anico ponto unindo seus lados com fita adesiva e tentando formar um angulo
poliédrico.

Espera-se que neste passo os alunos apresentem a construgdo exposta

na figura 39.

Figura 39: Construcao esperada pelos alunos usando pentagonos.
X) Redija em seu caderno quantos tipos de angulos poliédricos vocé conseguiu
obter mostrando quantos pentagonos foram utilizados em cada um;
Xl)  Justifigue matematicamente em seu caderno se vocé conseguiria construir um
angulo poliédrico utilizando quatro pentagonos
Espera-se que o aluno conclua que isto ndo é possivel pois a soma dos
angulos internos ao redor do vértice escolhido seria maior que 360°, impossibilitando
a formacédo do angulo poliédrico.
X1l)  Utilizando apenas hexagonos, reina os mesmos ao redor de um Unico veértice
unindo seus lados com fita adesiva e tentando formar um angulo poliédrico.
Vocé conseguiu formar algum angulo poliédrico? Em caso negativo justifique
matematicamente o porqué desta impossibilidade.
Espera-se que o aluno conclua que isto ndo é possivel pois a soma dos
angulos internos ao redor do veértice escolhido utilizando no minimo trés hexagonos
seria igual a 360°, implicando que todos estivessem contidos num mesmo plano e

impossibilitando a formag&o do angulo poliédrico.
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XIIl) De acordo com seus resultados anteriores, vocé acha que conseguiria formar
um angulo poliédrico utilizando heptagonos regulares, octégonos regulares,
eneagonos regulares e assim sucessivamente? Quais tipos de angulos
poliédricos pode-se obter utilizando poligonos regulares de mesmo tipo?

Espera-se que o aluno conclua que as unicas configuracdes possiveis de
angulos poliédricos utilizando poligonos regulares de mesmo tipo utilizam triangulos
equilateros, quadrados ou pentagonos regulares. Como é necessario no minimo

guatro poligonos para obter um poliedro, a concluséo final esperada pelos alunos é

de que deve haver somente poliedros regulares formados exclusivamente por

tridngulos equilateros, quadrados ou pentagonos regulares.

6.3.3 Obtendo poliedros através de angulos poliédricos

Inicialmente proposta por MACHADO (2000) esta atividade foi adaptada,
revista e ampliada com o intuito de propiciar ao aluno a obtencdo de poliedros
através da juncdo de angulos poliédricos.

) Para realizar esta atividade confeccione previamente a seguinte quantidade
de poligonos regulares utilizando os moldes do anexo A: 8 triangulos
equilateros e 6 quadrados;

1)) Confeccione um angulo poliédrico utilizando 2 quadrados e 2 triangulos
equilateros ao redor de um mesmo vértice, da mesma forma construida
anteriormente na secdo 6.3.1, item IV, subitem a (Figura 36a);

) Repita o padrdo ao redor dos outros vértices da figura obtida utilizando todos
os poligonos da atividade.

IV)  Conte quantas faces, arestas e vértices possui a figura obtida. Pesquise sobre
0 nome dado a esta figura.

Espera-se que o aluno obtenha uma figura conforme a mostrada em 40a.
A figura obtida € um exemplo de poliedro convexo, chamado cuboctaedro. O
cuboctaedro é um poliedro arquimediano pois trata-se de um poliedro convexo
formado apenas por poligonos regulares de mais de um tipo, onde todos os angulos
poliédricos sdo congruentes.

A préxima atividade € uma variacdo da anterior com o intuito de fixar os

conceitos de poliedros formados através da juncéo de angulos poliédricos.
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) Para realizar esta atividade confeccione previamente a seguinte quantidade
de poligonos regulares utilizando os moldes do anexo A: 8 triangulos
equilateros e 18 quadrados;

1)} Confeccione um angulo poliédrico utilizando 3 quadrados e 1 tridngulo
equilatero ao redor de um mesmo vértice, da mesma forma construida
anteriormente na secdo 6.3.1, item IV, subitem b (Figura 36b);

1)} Repita o padrdo ao redor dos outros vértices da figura obtida utilizando todos
os poligonos da atividade.

IV)  Conte quantas faces, arestas e vértices possui a figura obtida. Pesquise sobre
0 nome dado a esta figura.

Espera-se que o aluno obtenha um rombicuboctaedro conforme mostra a

figura 40b, que também é um poliedro arquimediano pois satisfaz tais condicdes.

a) b)
Figura 40: Poliedros formados pela juncédo de angulos poliédricos.

6.3.4 Descobrindo os poliedros regulares utilizando origami

Caréater principal do trabalho esta atividade encontra-se integrada a Fase
4 (orientacao livre) da Teoria de Van Hiele e possui como objetivo principal propiciar
ao aluno condi¢cdes necesséarias para que o0 mesmo conclua que existem apenas
cinco tipos de poliedros regulares utilizando os médulos da se¢édo 6.2. Sugere-se
gue o professor agrupe a sala em grupos, preferencialmente de no maximo quatro
alunos, para facilitar a confeccdo dos mdédulos e auxiliar na socializacdo dos
resultados obtidos pelos mesmos.
) Para realizar esta atividade confeccione previamente a seguinte quantidade
de mobdulos wusando origami: 32 modulos triangulares, 6 modulos

quadrangulares, 12 modulos pentagonais e 48 mddulos—encaixe;
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Utilize médulos do mesmo tipo (e quando necessario os moédulos-encaixe)
para obter poliedros. Registre em seu caderno o tipo e a quantidade de faces
utilizada na confec¢ao de cada poliedro.

De acordo com as atividades desenvolvidas anteriormente espera-se que

os alunos obtenham:

a)

b)
c)

d)

1)

V)

um tetraedro formado por 4 médulos triangulares e 6 modulos encaixe (Figura
41a);

um hexaedro formado por 6 médulos quadrangulares (Figura 41b);

um octaedro formado por 8 modulos triangulares e 12 moddulos encaixe
(Figura 41c);

um dodecaedro formado por 12 médulos pentagonais (Figura 41d);

um icosaedro formado por 20 modulos triangulares e 30 modulos encaixe
(Figura 41e).

d) e)
Figura 41: Poliedros regulares.
Escreva em seu caderno quantas arestas, faces e vértices cada poliedro
obtido possui.
Verifigue o ndmero de arestas que concorrem em cada vértice de cada
poliedro. O que vocé percebeu?

Tais construcfes estdo disponiveis em http://migre.me/cSObB (Tetraedro

Regular), http://migre.me/cS0dq (Hexaedro Regular), http://migre.me/cS0f9
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(Octaedro Regular), http://migre.me/cS0gg (Dodecaedro Regular) e
http://migre.me/cSOhE (Icosaedro Regular).

6.3.5 Explorando as faces e as arestas dos poliedros regulares utilizando

planificacdes

A atividade proposta a seguir tem como intuito principal levar o aluno a
realizar a contagem de elementos dos poliedros como faces e arestas que talvez
sejam imperceptiveis a alguns alunos na observacao do poliedro em sua forma final.
Esta atividade pode inclusive auxiliar no desenvolvimento destes conceitos aos
alunos que se situarem em niveis menos avancados da Teoria de Van Hiele e
fornecer subsidios posteriores para a utilizacao de tais contagens em atividades que
envolvam a férmula de Euler:

) Para realizar esta atividade utilize como modelo as planificacdes do anexo B,
em papel cartdo. Pinte cada aresta do poliedro com caneta hidrocor para
realca-las;

1)) Em cada planificacdo dobre cada aresta pontilhada e fixe as demais arestas
utilizando fita adesiva,

) Conte o numero de faces e o numero de arestas de cada poliedro obtido
registrando em seu caderno.

Caso o professor ndo queira utilizar os moldes anexos 0 mesmo pode
construi-los com seus alunos utilizando régua e compasso ou indica-se a utilizagédo
de softwares de geometria dindmica como o Poly, disponivel em

www.peda.com/poly/ ou o0 Geogebra encontrado em www.geogebra.org/cms/pr_BR.
6.4 ATIVIDADES DE FIXACAO PARA O ESTUDO DE POLIEDROS

Apoés as atividades de aprendizagem terem sido aplicadas aos alunos e
0s mesmos terem concluido sobre a existéncia de apenas cinco poliedros regulares
€ dado o momento de reiniciar as fases da teoria de Van Hiele com um novo
conceito geométrico. Sugere-se dar continuidade ao trabalho desenvolvendo o
Teorema de Euler para poliedros convexos, desde que os alunos em tal momento

estejam familiarizados com os elementos dos poliedros e conhecerem as principais
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caracteristicas de cada sdlido. Lembra-se que tais atividades se enquadram na Fase

1 (interrogacao / informacao) da Teoria de Van Hiele.
6.4.1 Classificando os tipos de poliedros

As atividades desta secdo tém como objetivo fixar 0s conceitos
desenvolvidos anteriormente durante as construcfes dos angulos poliédricos e
poliedros, além de verificar se os alunos compreenderam corretamente as definicdes
relativas a cada classe de poliedros.

) (Nivel 0) Identifiqgue as figuras a seguir em POLIEDROS CONVEXOS ou
POLIEDROS NAO CONVEXOS:

1)) (Nivel 0) Nas planificacbes a seguir identifique aquelas que correspondem
aos POLIEDROS DE PLATAO ou aos POLIEDROS REGULARES:

\ ﬁ,—fﬁ‘\ w7 S : \\{f \“x\}//
“‘—/\A N >_S ~
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1)} (Nivel 1) Assinale a(s) alternativa(s) INCORRETA(S):
a) A piramide é um poliedro ndo convexo.

b) O cubo nédo é um poliedro regular.

C) Todo paralelepipedo é poliedro de Platdo.

d) Um prisma pode ser um poliedro de Platéo.

IV)  (Nivel 2) Associe corretamente as colunas abaixo, sabendo que ha apenas

um item para cada propriedade da coluna da direita:

(A) Polied formado por poligonos do mesmo tipo
oliedro
cujas arestas sao congruentes ()

_ formado por poligonos do mesmo tipo
(B) Poliedro convexo _ o
cujas arestas ndo séo congruentes ()

) . formado por uma reunido de poligonos sendo que cada um
(C) Poliedro de Platao . ) .
deles deixa os demais no mesmo semiespaco ()

(D) Poliedro regular formado por uma reunido de poligonos ()

V) (Nivel 2) Um cuboctaedro que é um poliedro formado por seis faces
guadradas e oito faces triangulares.
De acordo com esta definicdo o cuboctaedro pode ser considerado:
um poliedro um poliedro um poliedro um poliedro

convexo nao convexo de Platao regular

¢ ) ¢ ) ¢ ) ¢ )

VI)  (Nivel 3) Classifique corretamente as afirmacfes abaixo em Verdadeiras (V)
ou Falsas (F):

a) Todo poliedro de Platdo € um poliedro regular. ( )

b) Se um poliedro é regular entdo ele é convexo. ( )

C) Caso um poliedro seja ndo convexo entdo ele ndo é um poliedro de Platéo.

()

d) Existe poliedro de Platdo que € ndo convexo. ( )
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6.4.2 Verificando a formula de Euler

As atividades contidas nesta secao devem-se a exploracdo de elementos
dos poliedros como faces e arestas, objetivo secundario do trabalho que auxiliam na

execucao de atividades envolvendo a formula de Euler.

) (Nivel 0) Nos poliedros abaixo determine corretamente o numero de
VERTICES, ARESTAS e FACES:

. 8

VERTICES = VERTICES = VERTICES = VERTICES =
ARESTAS = ARESTAS = ARESTAS = ARESTAS =
FACES = FACES = FACES = FACES =

1)) (Nivel 1) Sendo V o nimero de vértices, A o numero de arestas e F 0 nUmero

de faces dos poliedros do exercicio anterior, calcule corretamente a sentenca

V—-—A+F.
PIRAMIDE QUADRANGULAR V—A+F=
TETRAEDRO V—-A+F=
HEXAEDRO V—-A+F=
OCTAEDRO V—-—A+F=

V) (Nivel 2) De acordo com os resultados obtidos no exercicio anterior qual

concluséo vocé pode obter em relacdo a expressédo V — A + F nos poliedros

estudados ?
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IV)  (Nivel 2) Supondo que a expressédo V — A + F = 2 seja valida para todos os
poliedros convexos, determine:
a) 0 numero de arestas de um b) 0 numero de vertices de um

dodecaedro icosaedro

.’ W’

V) (Nivel 2) A figura a seguir representa um paralelepipedo de cujo centro foi

retirado um outro paralelepipedo:

a) Determine o numero de faces, arestas e vértices desta figura.

b) A formula de Euler é valida para esta figura? Comente o resultado.
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VI)  (Nivel 2). A figura a seguir representa um cubo onde em um dos vértices foi
retirado um paralelepipedo.

a) Determine o ndmero de faces, arestas e veértices desta figura.

b) A formula de Euler é valida para esta figura? Comente o resultado.

C) Compare os resultados obtidos em (V) e (VI) e registre a propriedade obtida.

VIl)  (Nivel 3) Os poliedros para os quais é valida a formula de Euler sao

conhecidos por poliedros eulerianos. Elabore um diagrama relacionando as
palavras do retangulo a seguir, de forma que se verifique essa definicdo e as

caracteristicas obtidas nas atividades anteriores em relacéo aos poliedros.

POLIEDROS - POLIEDROS REGULARES -
POLIEDROS EULERIANOS — POLIEDROS DE PLATAO
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7 CONCLUSAO

Particularmente, o embasamento tedrico apresentado no trabalho deu ao
seu autor propriedade suficiente para distinguir similitudes que outrora a linguagem
cotidiana abusa como, por exemplo, diferenciacdes entre poliedro, poliedro convexo
e superficie poliédrica. O trabalho também propiciou ao autor a real fixacdo das
classes de poliedros de uma forma axiomatica e, portanto, conclusiva como a
Geometria deve ser.

Novas formas de ensinar geometria sempre foram bem vindas. Como a
teoria de Van Hiele para aprendizagem de conceitos geométricos tem mostrado
bons resultados quando destinada aos conteldos da Geometria Plana (NASSER &
SANT'ANNA, 2010), nada mais natural do que expandir tais melhorias aos
conteudos de Geometria Espacial, mais especificamente, a aprendizagem de
poliedros regulares.

Contudo existe a resisténcia por uma parcela dos professores em
modificar o ensino tradicional de aulas calcado em aulas expositivas e onde o
professor é o detentor do saber, por aulas mais dindmicas onde o aluno passa de
ser passivo de recebimento de informacfes a ser ativo de produtor de seu proprio
conhecimento. Outro fator agravante € que utilizando a teoria de Van Hiele o
professor deve preparar a sequéncia de atividades detalhadamente, reiniciando o
processo toda vez que o ciclo das fases de aprendizagem termina para determinado
conteudo. Isto ocorre pois a referida teoria propicia um respeito ao nivel de
desenvolvimento que o aluno se encontra, demandando ao professor uma melhor
elaboracéo de suas aulas.

O trabalho utilizando dobraduras e origami também deve ser levado em
conta pois o0 mesmo auxilia a diminuir a resisténcia que muitos alunos apresentam
para determinados conteldos matematicos. Os videos disponiveis também
diminuirdo a resisténcia dos professores pois auxiliardo na compreensao das
dobraduras além de otimizar o tempo que, de modo geral, € escasso para 0S
mesmos.

Em suma, todos os elementos elencados mostram que o trabalho
apresenta relevancia na aprendizagem de poliedros regulares e, portanto, deve ser
bem aceito pelos professores pois além de possuir boa fundamentacdo historica,

pedagogica, tedrica e conceitual, apresenta atividades pontuais que facilitardo a
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aplicacdo em sala de aula pelos mesmos. O trabalho também deixa claro que néao
existe um unico modo de ensinar um conteudo, da mesma forma que ndo existe
uma Unica maneira de compreender um determinado assunto.

Um trabalho futuro compreendera da andlise dos resultados apés a
aplicacdo pelos professores e possiveis adaptacbes devidas as realidades
especificas de cada turma de alunos respeitando o nivel de Van Hiele em que se

situem.
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ANEXO A: Moldes para atividades das secfes 6.3.1, 6.3.2 € 6.3.3

Tridngulo equilatero

Quadrado
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Pentagono Regular
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Hexagono Regular
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Heptagono Regular
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ANEXO B: Moldes para a atividade da secéo 6.3.5

Planificagéo do Tetreadro

90



91

Planificagdo do Hexaedro



Planificacdo do Octaedro
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Planificacdo do Dodecaedro
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Planificacdo do Icosaedro
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