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ResumoNeste trabalho são apresentados alguns 
on
eitos bási
os da Teoria de ConjuntosFuzzy 
omo: operações 
om 
onjuntos fuzzy, Prin
ípio de Extensão de Zadeh, númerosfuzzy e noções de lógi
a fuzzy. As relações fuzzy são apresentadas 
om o objetivo detratarmos de sistemas baseados em regras fuzzy e algumas apli
ações.Palavras-
have: Lógi
a simbóli
a e matemáti
a, Fun
ão de Pertinên
ia, Lógi
a Fuzzy,Regras Fuzzy.





Abstra
tIn this paper are presented some basi
 
on
epts of Fuzzy Sets Theory: operationswith fuzzy sets, Zadeh extension prin
iple, fuzzy numbers and fuzzy logi
. The fuzzyrelations are presented for the purpose of treating systems based on fuzzy rules andsome appli
ations.Keywords: Symboli
 logi
 and mathemati
s, Membership Fun
tion, Fuzzy Logi
,Fuzzy Rules.
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1 IntroduçãoA teoria de 
onjuntos fuzzy foi introduzida pelo professor L. A. Zadeh (1965) quepro
urava uma teoria alternativa que pudesse formalizar termos impre
isos 
omo "emtorno de", "próximo de", et
. Em muitos problemas em Físi
a e em Matemáti
a nãotemos di�
uldade em 
lassi�
ar elementos 
omo perten
entes ou não a um dado 
on-junto 
lássi
o. Dessa forma, dado um 
onjunto A e um elemento x do 
onjunto universo
U 
onseguimos muitas vezes a�rmar x ∈ A ou x 6∈ A. Por exemplo, a�rmamos semre
eio que o número 5 perten
e ao 
onjunto dos números naturais e que o número -5não perten
e a este mesmo 
onjunto. Este é um 
aso sobre o qual não temos dúvi-das, sendo a lógi
a booleana devidamente apli
ada. No entanto, poderemos dis
ordarquanto ao fato de o número 4,5 perten
er ou não ao 
onjunto dos números próximosde 5. Neste 
aso a resposta não é úni
a e objetiva, perten
er ou não poderá dependerdo tipo de problema que estamos analisando.Zadeh baseou-se no fato de que qualquer 
onjunto 
lássi
o é 
ara
terizado poruma função, a função 
ara
terísti
a. A partir dela, através de um �relaxamento� no
ontradomínio da função 
ara
terísti
a, passando do 
onjunto {0, 1} para o intervalo[0,1℄, Zadeh de�niu a pertinên
ia de um elemento a um 
onjunto de forma gradual,através da 
hamada função de pertinên
ia.A partir do 
on
eito de função de pertinên
ia foi desenvolvido um estudo em quefoi possível 
aminhar teori
amente 
om a interpretação de termos impre
isos, podendoanalisar fen�menos qualitativos, 
om 
erta 
on�abilidade.A pesquisa na teoria de 
onjuntos fuzzy tem 
res
ido 
onsideravelmente desde a sua
riação. Além disso, as apli
ações o
orrem nas mais diversas áreas e têm apresentadoresultados expressivos.A teoria da lógi
a fuzzy enfrentou forte resistên
ia por parte da 
omunidade
ientí�
a no seu iní
io, prin
ipalmente por parte de estatísti
os norte ameri
anos. En-tretanto, a despeito de todo pre
on
eito muitos pesquisadores vislumbraram as possi-bilidades de avanço e trabalhos surgiram em todo o mundo, parti
ularmente no Japão,onde a lógi
a fuzzy en
ontrou um solo fértil para desenvolver-se rapidamente.Já na primeira dé
ada (1965-1975) os pesquisadores se esforçaram por estenderos fundamentos da lógi
a fuzzy, introduzindo 
on
eitos novos e desenvolvendo outrasabordagens da teoria, bem 
omo as relações fuzzy, as variáveis linguísti
as, os pro
essos15



16 Introduçãode de
isão fuzzy, a medida fuzzy, sistemas topológi
os, álgebra 
om números fuzzy, et
..Em 1972 formou-se no Japão o primeiro grupo de pesquisas em sistemas fuzzy, 
oor-denado pelo professor Toshiro Terano, e em 1974 ini
iou-se um importante 
apítulo nodesenvolvimento desta teoria, 
om a apresentação do primeiro 
ontrolador fuzzy 
riadopor E. Mamdani, no Reino Unido. A partir de então vários foram os pesquisadores quebus
aram apli
ar a teoria de lógi
a fuzzy para 
ontrolar sistemas em engenharia. Em1976 temos a primeira apli
ação industrial da lógi
a fuzzy, desenvolvido pelo Cir
leCement e SIRA, na Dinamar
a, que 
onsistiu de um 
ontrolador fuzzy que in
orporavao 
onhe
imento e a experiên
ia dos operários para 
ontrolar os fornos das fábri
as. Em1977, Didie Dubois apli
ou os 
onjuntos fuzzy em um estudo sobre 
ondições de tráfegoe neste mesmo ano surgiu o primeiro sistema espe
ialista fuzzy.Em 1985 foi desenvolvido o primeiro 
hip fuzzy por Masaki Togai e Hiroyuke-Watanabe, no laboratório Bell (EUA). Em 1987 foi inaugurado 
om su
esso o primeirotrem 
ontrolado 
om lógi
a fuzzy, no sistema do metr� de Sendai, no Japão. Foitambém neste ano que a Yamaha desenvolveu seu heli
óptero não-tripulado, Yamaha-50, totalmente 
ontrolado por um 
ontrolador fuzzy, dando origem a era do desen-volvimento te
nológi
o propor
ionado por esta teoria. Em 1988 
omeçou a operar noYamai
hi Fuzzy Fund o primeiro sistema de 
omér
io �nan
eiro fuzzy. Mas, foi em1990 que esta teoria atingiu a popularidade 
om o lançamento no mer
ado da primeiramáquina de lavar roupas fuzzy, da Matsushita Ele
tri
 Industrial Co., mar
ando oiní
io do desenvolvimento de produtos de 
onsumo. Hoje é possível en
ontrar, prin
i-palmente no Japão, vários tipos de eletrodomésti
os 
ujo sistema é baseado em 
on-troles fuzzy (televisão, 
âmera fotográ�
a, panela para 
ozimento de arroz, vídeos, et
.)e existem, atualmente, várias empresas (Siemens, Daimler-Benz, Klo
kner-Moeller,SGS-Thomson, General Motors, Motorola, Hewlett-Pa
kard, et
.) 
om laboratórios depesquisa na área para desenvolvimento de produtos.Nesse breve históri
o é possível per
eber quão rápido se deu o desenvolvimentoda teoria fuzzy e quão abrangente tem sido suas apli
ações.Os objetivos 
entrais deste trabalho são:
• o estudo de 
on
eitos bási
os da Teoria de Conjuntos Fuzzy, 
omparando-os 
oma Teoria de Conjuntos Clássi
a;
• apresentação de exemplos, que ilustram os 
on
eitos, visando um texto quepoderá ser utilizado numa dis
iplina (optativa) de graduação;
• estudo de apli
ações, envolvendo essa teoria, em algumas áreas do 
onhe
imento,prin
ipalmente no que se refere a sistemas baseados em regras fuzzy.Este trabalho está organizado da seguinte forma: no 
apítulo 2 apresentamos os
on
eitos bási
os de 
onjuntos fuzzy e as operações 
om sub
onjuntos fuzzy; no 
apí-tulo 3 introduzimos o prin
ípio de extensão de Zadeh e os números fuzzy. Para um bom



17entendimento do texto, noções bási
as da lógi
a fuzzy são apresentadas no 
apítulo 4e as relações fuzzy no 
apítulo 5. Finalmente, no 
apítulo 6 apresentamos o sistemabaseado em regras fuzzy e apli
ações.





2 Con
eitos bási
os da Teoria dosConjuntos Fuzzy
2.1 IntroduçãoÉ muito 
omum passarmos informações ou 
on
eitos de uma maneira in
erta, ouseja, 
om 
erto grau de impre
isão. Isso o
orre prin
ipalmente quando,� para des
rever 
ertos fen�menos rela
ionados ao mundo sensível, temosutilizado graus que representam qualidades ou verdades par
iais... Esse éo 
aso, por exemplo, dos 
on
eitos de alto, fumante, infe

ioso, presa et
 �[1℄.Estes 
on
eitos são fuzzy no sentido de que não podem ser rigorosamente de�nidos.Neste 
apítulo, iremos apresentar o 
on
eito de sub
onjuntos fuzzy, algumas ope-rações e apli
ações.2.2 Conjuntos FuzzyPara formalizar a de�nição de um 
onjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de quequalquer 
onjunto 
lássi
o pode ser 
ara
terizado por uma função, 
hamada função
ara
terísti
a, que é dada a seguir.De�nição 2.1. Seja U um 
onjunto e A um sub
onjunto de U . A função 
ara
terísti
ade A é dada por

XA(x) =

{

1, se x ∈ A
0, se x 6∈ AAssim, o domínio de XA é U e a imagem é o 
onjunto {0, 1}. Existem 
onjuntosque não estão bem de�nidos, ou seja, 
onjuntos onde não podemos usar esta função
ara
terísti
a para dizer se um elemento perten
e ou não ao 
onjunto. Vejamos umexemplo. 19



20 Con
eitos bási
os da Teoria dos Conjuntos FuzzyExemplo 2.1. [3℄ Em Geologia, os termos argila, lama, areia e pedregulho são utiliza-dos para des
rever o tamanho de partí
ulas sedimentares do solo. Do ponto de vista�
lássi
o�, um grão pode perten
er somente a uma destas 
lasses de tamanho. Assim,um grão 
om diâmetro 1,999 mm seria areia e um grão 
om 2,001 mm de diâmetroseria pedregulho.
Figura 2.1: Classi�
ação segundo diâmetro das partí
ulas do exemplo 2.1.Uma representação alternativa para des
rever o 
onjunto �areia� seria atribuir ovalor 1 para os grãos 
om diâmetro no intervalo [0,0625,2℄ mm e valor 0 para grãos
ujo diâmetro estão fora desse intervalo.Na representação de 
onjuntos fuzzy, a função utilizada para des
rever �areia�poderá assumir qualquer valor no intervalo [0,1℄ e não somente os valores 0 ou 1.Assim, esses grãos 
om diâmetros 1,99 mm e 2,001 mm são membros de dois
onjuntos (simultaneamente), areia e pedregulho, 
om graus de pertinên
ia próximo de0,5. A seguir vamos de�nir e apresentar alguns exemplos de 
onjuntos fuzzy e umapossibilidade de representação para os 
onjuntos do exemplo 2.1.De�nição 2.2. Seja U um 
onjunto 
lássi
o. Um sub
onjunto fuzzy A de U é 
ara
-terizado por uma função de pertinên
ia ϕA onde

ϕA : U → [0, 1].O valor ϕA(x) em [0, 1] indi
a o grau 
om que o elemento x de U perten
e ao
onjunto fuzzy A, 
om ϕA(x) = 0 e ϕA(x) = 1 indi
ando, respe
tivamente, a nãopertinên
ia e a pertinên
ia 
ompleta de x ao 
onjunto fuzzy A.Observamos que a de�nição de 
onjunto fuzzy foi obtida simplesmente ampliando-se o 
ontra domínio da função 
ara
terísti
a, isto é, do 
onjunto {0, 1} para o intervalo[0,1℄. Dessa forma, podemos notar que todo 
onjunto 
lássi
o é um 
aso parti
ularde 
onjunto fuzzy, onde a função de pertinên
ia que o 
ara
teriza é a sua função
ara
terísti
a.Observação 2.1. 1. Um sub
onjunto 
lássi
o, na linguagem fuzzy, 
ostuma serdenominado por sub
onjunto 
risp.2. Para tornar a leitura do texto mais simples, iremos nos referir a sub
onjuntofuzzy por 
onjunto fuzzy.



Conjuntos Fuzzy 21Exemplo 2.2. Retomando o exemplo 2.1 , se usarmos 
onjuntos fuzzy, uma possibili-dade de representação dos termos que des
revem o tamanho dos sedimentos, pode serobservada na Figura 2.2, sugerido por [3℄.
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Figura 2.2: Função de pertinên
ia para o 
onjunto do exemplo 2.2.A imagem da função de pertinên
ia não está restrita a valores 0 e 1, mas podeassumir qualquer valor no intervalo [0,1℄. Assim, grãos de 1,999 e 2,001 mm perten
emaos 
onjuntos �areia� e �pedregulho� 
om grau próximo de 0,5.Exemplo 2.3. Consideramos o 
onjunto dos números naturais ímpares:
P = {n ∈ N : n é ímpar}.O 
onjunto P tem 
omo função 
ara
terísti
a XP (n) = 1 se n é ímpar e XP (n) = 0se n é par. Portanto, o 
onjunto dos números ímpares é um parti
ular 
onjunto fuzzyjá que XP (n) ∈ [0, 1].Exemplo 2.4. [5℄ Seja U o 
onjunto de todos os números reais que podem indi
araltura de uma pessoa. Vamos de�nir o 
onjunto A 
omo sendo o 
onjunto das pessoasaltas. Uma função de pertinên
ia que 
ara
teriza A pode ser dada por

ϕA(x) =







0, se x ≤ 1, 60

5(x− 1, 60), se 1, 60 < x < 1, 80

1, se x ≥ 1, 80

,
ujo grá�
o é dado pela Figura 2.3.Exemplo 2.5. [6℄ Consideramos o sub
onjunto F dos números reais próximo de 2:
F = {x ∈ R : x é próximo de 2}.Podemos 
ara
terizar a função de pertinên
ia ϕF : R → [0, 1], que asso
ia 
ada x realao valor de proximidade ao ponto 2, de diferentes maneiras. Vejamos gra�
amente,algumas delas na Figura 2.4.
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Figura 2.3: Função de pertinên
ia para o 
onjunto do exemplo 2.4.
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onjuntos fuzzy 23As funções de pertinên
ia dos itens (a) e (
) da �gura 2.4 são pare
idas no sentidoque os números perten
entes ao intervalo ]1, 3[ tem grau de pertinên
ia estritamentepositivo, enquanto que fora desse intervalo o grau de pertinên
ia é nulo. Já para afunção do item (d) elementos no intervalo [3
2
, 5
2
] tem pertinên
ia não-nula. A seguirapresentamos as expressões analíti
as das funções de pertinên
ia ϕ1, ϕ2, ϕ3 e ϕ4 paraos itens (a), (b), (
) e (d), respe
tivamente, da �gura 2.4.

ϕ1(x) =







(x− 2) + 1, se x ∈ [1, 2]

(2− x) + 1, se x ∈ (2, 3]

0, se x 6∈ (1, 3)

ϕ2(x) =
1

1 + 10(x− 2)2

ϕ3(x) = e−|5(x−2)|

ϕ4(x) =

{
(1+cos(2π(x−2)))

2
, se x ∈ [3

2
, 5
2
]

0, se x 6∈ (3
2
, 5
2
)A es
olha da função que deve ser adotada para o 
onjunto em questão dependedo problema a ser estudado.Do ponto de vista da teoria dos 
onjuntos fuzzy, qualquer uma das funções depertinên
ia dadas anteriormente pode ser uma representante do 
onjunto F . Porém, oque deve ser notado é que 
ada uma dessas funções produz 
onjuntos fuzzy distintose assim, a es
olha da função de pertinên
ia a ser utilizada depende do problema e doespe
ialista.2.3 Operações 
om sub
onjuntos fuzzyApresentaremos a seguir as de�nições de 
onjunto união, interseção e 
omplemen-tar de 
onjuntos fuzzy, 
omparandos-as 
om o 
aso 
lássi
o.Um 
onjunto fuzzy é dito vazio se e somente se a função de pertinên
ia foridenti
amente nula em U .Consideraremos agora A e B dois 
onjuntos fuzzy de U .De�nição 2.3. Dizemos que os 
onjuntos A e B são iguais e es
revemos A = B , see somente se, ϕA(x) = ϕB(x) para todo x em U . Dizemos que A é um sub
onjunto de

B, e es
revemos A ⊂ B, se ϕA(x) ≤ ϕB(x) para todo x ∈ U .Da de�nição anterior, observamos que só há igualdade de dois 
onjuntos fuzzy sepossuem as mesmas funções de pertinên
ia.
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os da Teoria dos Conjuntos FuzzyDe�nição 2.4. A união de dois 
onjuntos fuzzy A e B é um 
onjunto fuzzy C, e es-
revemos C = A ∪ B, 
uja função de pertinên
ia é dada por
ϕC(x) = max[ϕA(x), ϕB(x)], x ∈ U . (2.1)Esta função está bem de�nida pois o máximo sempre existe.Segundo [7℄, a união de A e B é, intuitivamente, o menor 
onjunto fuzzy que
ontém A e B. Mais pre
isamente, se D é um 
onjunto fuzzy qualquer que 
ontémambos A e B, então D 
ontém a união de A e B.Para mostrar esta a�rmação, observe primeiramente que C, 
omo de�nido em(2.1), 
ontém A e B, pois

max[ϕA(x), ϕB(x)] ≥ ϕA(x) e max[ϕA(x), ϕB(x)] ≥ ϕB(x), ∀x ∈ UAlém disso, se D é um 
onjunto fuzzy qualquer que 
ontém A e B, então
ϕD(x) ≥ ϕA(x) e ϕD(x) ≥ ϕB(x), ∀x ∈ Ue portanto,

ϕD(x) ≥ max[ϕA(x), ϕB(x)] = ϕC(x), ∀x ∈ Uque impli
a C ⊂ D.De�nição 2.5. A interseção de dois 
onjuntos fuzzy A e B é um 
onjunto fuzzy C, ees
revemos C = A∩ B, 
uja função de pertinên
ia é dada por
ϕC(x) = min[ϕA(x), ϕB(x)], x ∈ U . (2.2)De modo análogo, a interseção de A e B é omaior 
onjunto fuzzy que está 
ontidoem A e B. Mais pre
isamente, se D é um 
onjunto fuzzy qualquer que está 
ontidotanto em A quanto em B, então D está 
ontido na interse
ção de A e B.Para mostrar esta a�rmação, observe primeiramente que C, 
omo de�nido em(2.2), 
ontém A e B, pois

min[ϕA(x), ϕB(x)] ≤ ϕA(x) e min[ϕA(x), ϕB(x)] ≤ ϕB(x), ∀x ∈ U .Além disso, se D é um 
onjunto fuzzy qualquer que está 
ontido em A e B, então
ϕD(x) ≤ ϕA(x) e ϕD(x) ≤ ϕB(x), ∀x ∈ Ue portanto,

ϕD(x) ≤ min[ϕA(x), ϕB(x)] = ϕC(x), ∀x ∈ Uque impli
a C ⊃ D.
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om sub
onjuntos fuzzy 25De�nição 2.6. O 
omplementar de um 
onjunto fuzzy A é o sub
onjunto fuzzy A′ de
U 
uja função de pertinên
ia é dada por

ϕA′(x) = 1− ϕA(x), ∀x ∈ U .Note que, ao 
ontrário do 
onjunto 
lássi
o, para 
onjuntos fuzzy podemos ter:
• ϕA∩A′(x) 6= 0 = ϕ∅(x), ∀x ∈ U , ou seja, A ∩A′ 6= ∅.

• ϕA∪A′(x) 6= 1 = ϕU(x), ∀x ∈ U , ou seja, A ∪ A′ 6= U.Como ϕA∩A′(x) = min[ϕA(x), 1−ϕA(x)], x ∈ U, ϕA∩A′(x) 6= 0 sempre que ϕA(x) ∈
(0, 1), ou seja, A ∩ A′ 6= ∅. Além disso, ϕA∩A′(x) = 0 ⇔ ϕA(x) ∈ {0, 1}, ou seja, oprin
ípio do ter
eiro ex
luído é válido somente para 
onjuntos 
lássi
os.Vejamos alguns exemplos envolvendo os 
on
eitos apresentados nesta seção.Exemplo 2.6. Sejam U = R, A e B 
onjuntos fuzzy de U de�nidos por

ϕA(x) =







0, se 0 ≤ x < 1

x− 1, se 1 ≤ x < 2

1, se 2 ≤ x < 3

4− x, se 3 ≤ x ≤ 4

0, se x > 4

ϕB(x) =







ex−3, se 0 ≤ x < 3

1, se 3 ≤ x < 5

1− x−5
2
, se 5 ≤ x ≤ 7

0, se x > 7

Figura 2.5: Função de pertinên
ia para os 
onjuntos A e B, respe
tivamente, do ex-emplo 2.6.Assim,
ϕA∪B(x) =







ex−3, se 0 ≤ x < 1.16

x− 1, se 1.16 ≤ x < 2

1, se 2 ≤ x < 3

ϕB(x), se x ≥ 3

ϕA∩B(x) =







0, se 0 ≤ x < 1

x− 1, se 1 < x < 1.16

ex−3, se 1.16 ≤ x < 3

ϕA(x), se x ≥ 3
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Figura 2.6: Função de pertinên
ia para o 
onjunto A∪B e A∩B, respe
tivamente, doexemplo 2.6.
ϕA′(x) =







1, se 0 ≤ x < 1

2− x, se 1 ≤ x < 2

0, se 2 ≤ x < 3

x− 3, se 3 ≤ x ≤ 4

1, se x > 4

Figura 2.7: Função de pertinên
ia para o 
onjunto A′ do exemplo 2.6.Exemplo 2.7. [1℄ Consideramos que o 
onjunto fuzzy que de�ne os jovens seja dadopor
ϕJ(x) =

{

(40−x
40

)2, se 0 ≤ x ≤ 40

0, se 40 < x ≤ 120
(2.3)onde U = [0, 120] e as idades dos indivíduos são dadas em anos.Uma possibilidade para a função de pertinên
ia do 
onjunto fuzzy dos idosos é

ϕI(x) = 1− ϕJ(x),
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om sub
onjuntos fuzzy 27onde o 
onjunto fuzzy dos idosos é o 
omplementar do 
onjunto fuzzy dos jovens.No entanto, embora os termos linguísti
os jovens e idosos tenham signi�
adosaparentemente opostos, eles podem ser de�nidos por 
onjuntos fuzzy que não sejam
omplementares. Por exemplo, ϕI pode ser tomado 
omo em [1℄ (veja Figura 2.8)
ϕI(x) =

{

(x−40
80

)2, se 40 < x ≤ 120

0, se x ≤ 40
(2.4).

Figura 2.8: Função de pertinên
ia para o 
onjunto dos jovens e dos idosos, respe
tiva-mente, do exemplo 2.7, dados por (2.3) e (2.4).Segundo [1℄, esta operação de 
omplemento permuta os graus de pertinên
ia dossub
onjuntos fuzzy J e I. Esta é a propriedade que 
ara
teriza o 
omplementar fuzzy,isto é, enquanto ϕA indi
a o grau de 
ompatibilidade de x 
om o 
on
eito em questão,
ϕA′ expressa a in
ompatibilidade de x 
om tal 
on
eito.No exemplo anterior, um indivíduo que perten
e ao 
onjunto fuzzy dos jovens J
om grau 0,8, perten
e também ao seu 
omplementar I 
om grau 0,2. Um elementopode perten
er a um 
onjunto e ao seu 
omplementar 
om o mesmo grau de pertinên-
ia indi
ando que, quanto mais dúvida se tem da pertinên
ia de um elemento a um
onjunto, mais próximo de 0,5 é seu grau de pertinên
ia a este 
onjunto.A seguir apresentaremos algumas propriedades das operações entre sub
onjuntosfuzzy.Proposição 2.1. Sejam A, B e C 
onjuntos fuzzy de U. As operações de união, inter-seção e 
omplementar satisfazem as seguintes propriedades:(a) A∪ B = B ∪ A(b) A ∩ B = B ∩A
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os da Teoria dos Conjuntos Fuzzy(
) A∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C(d) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C(e) A ∪A = A(f) A ∩A = A(g) A ∪ (B ∩ C) = (A∪ B) ∩ (A ∪ C)(h) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)(i) A ∩ ∅ = ∅ e A∪ ∅ = A(j) A ∩ U = A e A ∪ U = U(k) (A ∪ B)′ = A′ ∩ B′ e (A ∩ B)′ = A′ ∪ B′(leis de De Morgan)Faremos as demonstrações dos items (a), (b), (g) e (k). As demais são imediatasou semelhantes às que apresentaremos.Demonstração. Sejam ϕA e ϕB funções de pertinên
ia dos 
onjuntos fuzzy A e B, res-pe
tivamente.(a) A ∪ B = max{ϕA(x), ϕB(x)} = max{ϕB(x), ϕA(x)} = B ∪ A, ∀x ∈ U .(b) A ∩ B = min{ϕA(x), ϕB(x)} = min{ϕB(x), ϕA(x)} = B ∩ A, ∀x ∈ U .A propriedade a seguir pode ser demonstrada 
onsiderando os possíveis 
asos.(g) A ∪ (B ∩ C) = (A∪ B) ∩ (A ∪ C)Essa propriedade, em termos das funções de pertinên
ia para A, B e C é es
rita
omo
max[ϕA(x),min[ϕB(x), ϕC(x)]] = min[max{ϕA(x), ϕB(x)},max{ϕA(x), ϕC(x)}].(2.5)A veri�
ação da validade de (2.5) é realizada 
onsiderando 6 possíveis 
asos,

∀x ∈ U :1. ϕA(x) > ϕB(x) > ϕC(x)2. ϕA(x) > ϕC(x) > ϕB(x)3. ϕB(x) > ϕA(x) > ϕC(x)4. ϕB(x) > ϕC(x) > ϕA(x)5. ϕC(x) > ϕA(x) > ϕB(x)
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om sub
onjuntos fuzzy 296. ϕC(x) > ϕB(x) > ϕA(x)Provemos o primeiro 
aso e, a partir deste, os outros 
asos podem ser veri�
ados demodo análogo.Se ϕA(x) > ϕB(x) > ϕC(x), ∀x ∈ U temos:
max[ϕA(x),min[ϕB(x), ϕC(x)]] = max[ϕA(x), ϕC(x)] = ϕA(x)

min[max{ϕA(x), ϕB(x)},max{ϕA(x), ϕC(x)}] = min[ϕA(x), ϕA(x)] = ϕA(x)Logo,
max[ϕA(x),min[ϕB(x), ϕC(x)]] = ϕA(x) =

= min[max{ϕA(x), ϕB(x)},max{ϕA(x), ϕC(x)}].A demonstração de algumas propriedades 
omo as lei de De Morgan, é uma apli-
ação imediata das propriedades de máximo e mínimo entre funções, isto é,
max[ϕ(x), ψ(x)] =

1

2
[ϕ(x) + ψ(x) + |ϕ(x)− ψ(x)|]

min[ϕ(x), ψ(x)] =
1

2
[ϕ(x) + ψ(x)− |ϕ(x)− ψ(x)|]onde, ϕ e ψ são funções 
om imagens em [0, 1].Vejamos:(k) (A ∪ B)′ = A′ ∩ B′

ϕA′∩B′(x) = min[1− ϕA(x), 1− ϕB(x)]

= 1
2
[(1− ϕA(x)) + (1− ϕB(x))− |(1− ϕA(x))− (1− ϕB(x))|]

= 1
2
[(1− ϕA(x)) + (1− ϕB(x))− | − (ϕA(x)− ϕB(x))|]

= 1
2
[2− (ϕA(x) + ϕB(x) + |ϕA(x)− ϕB(x)|)]

= 1− 1
2
[ϕA(x) + ϕB(x) + |ϕA(x)− ϕB(x)|]

= 1−max[ϕA(x), ϕB(x)]

= 1− ϕA∪B(x) = ϕ(A∪B)′(x),para todo x ∈ U .

(A ∩ B)′ = A′ ∪ B′

ϕA′∪B′(x) = max[1− ϕA(x), 1− ϕB(x)]

= 1
2
[(1− ϕA(x)) + (1− ϕB(x)) + |1− ϕA(x)− 1 + ϕB(x)]

= 1
2
[2− (ϕA(x) + ϕB(x)) + |ϕB(x)− ϕA(x)|]

= 1− 1
2
[ϕA(x) + ϕB(x)− |ϕA(x)− ϕB(x)|]

= 1−min[ϕA(x), ϕB(x)]

= 1− ϕA∩B(x) = ϕ(A∩B)′(x),para todo x ∈ U .
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eitos bási
os da Teoria dos Conjuntos FuzzyExemplo 2.8 (Exer
í
io 1.3 /[1℄). Consideramos o sub
onjunto fuzzy das pessoas altas(em metros) do Brasil, de�nido por
ϕA(x) =







0, se x ≤ 1, 4
1
0,4

(x− 1, 4), se 1, 4 < x ≤ 1, 8

1, se x > 1, 8e das pessoas de estatura mediana por
ϕB(x) =







0, se x ≤ 1, 4
1
0,2

(x− 1, 4), se 1, 4 < x ≤ 1, 6

1, se 1, 6 < x ≤ 1, 7
1
0,1

(1, 8− x), se 1, 7 < x ≤ 1, 8

0, se x > 1, 8onde x é a altura em metros.Consequentemente, temos:
ϕA′(x) =







1, se x ≤ 1, 4
1
0,4

(1, 8− x), se 1, 4 < x ≤ 1, 8

0, se x > 1, 8

ϕB′(x) =







1, se x ≤ 1, 4
1
0,2

(1, 6− x), se 1, 4 < x ≤ 1, 6

0, se 1, 6 < x ≤ 1, 7
1
0,1

(x− 1, 7), se 1, 7 < x ≤ 1, 8

1, se x > 1, 8Dadas as duas funções de pertinên
ia ϕA e ϕB obteremos (A ∪ B)′, A′ ∪ B′.Através das expressões de ϕA e ϕB obtemos
ϕA∪B(x) =







0, se x ≤ 1, 4
1
0,2

(x− 1, 4), se 1, 4 < x ≤ 1, 6

1, se 1, 6 < x ≤ 1, 7
1
0,1

(1, 8− x), se 1, 7 < x ≤ 1, 72
1
0,4

(x− 1, 4), se 1, 72 < x ≤ 1, 8

1, se x > 1, 8

.

Cal
ulando a função de pertinên
ia ϕ(A∪B)′ , onde
ϕ(A∪B)′(x) = 1− ϕA∪B(x)obtemos

ϕ(A∪B)′(x) =







1, se x ≤ 1, 4
1
0,2

(−x+ 1, 6), se 1, 4 < x ≤ 1, 6

0, se 1, 6 < x ≤ 1, 7
1
0,1

(x− 1, 7), se 1, 7 < x ≤ 1, 72
1
0,4

(1, 8− x), se 1, 72 < x ≤ 1, 8

0, se x > 1, 8

.
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onjunto α-nível 31Das expressões de ϕA′ e ϕB′ obtemos
ϕA′∪B′(x) =







1, se x ≤ 1, 4
1
0,4

(−x+ 1, 8), se 1, 4 < x ≤ 1, 6
1
0,4

(−x+ 1, 8), se 1, 6 < x ≤ 1, 7
1
0,4

(1, 8− x), se 1, 7 < x ≤ 1, 72
1
0,1

(x− 1, 7), se 1, 72 < x ≤ 1, 8

1, se x > 1, 8

.

Observe que, 
omo era esperado, ϕ(A∪B)′ 6= ϕA′∪B′ . Veja na Figura 2.9.

Figura 2.9: Função de pertinên
ia para o 
onjunto ϕ(A∪B)′ e ϕA′∪B′, respe
tivamente,do exemplo 2.8.Nesta última seção, trataremos um pou
o de uma 
lasse espe
ial de 
onjuntos
lássi
os que está estritamente rela
ionada 
om 
ada sub
onjunto fuzzy.2.4 O 
onjunto α-nívelUm dos 
on
eitos mais importantes envolvendo 
onjuntos fuzzy é o 
on
eito de
α-nível, dado a seguir.De�nição 2.7. Seja A um sub
onjunto fuzzy de U e α ∈ [0, 1]. O α-nível de A é osub
onjunto 
lássi
o de U de�nido por

[A]α = {x ∈ U : ϕA(x) ≥ α} para 0 < α ≤ 1.De�nição 2.8. O sub
onjunto 
lássi
o de U de�nido porsuppA = {x ∈ U : ϕA(x) > 0}é denominado suporte de A.
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eitos bási
os da Teoria dos Conjuntos FuzzyVisto isso, o nível zero de um sub
onjunto fuzzy A é de�nido 
omo sendo o menorsub
onjunto (
lássi
o) fe
hado de U que 
ontém o 
onjunto suporte de A, ou seja, [A]0é o fe
ho do suporte de A e é indi
ado por suppA. Vejamos alguns exemplos.Exemplo 2.9. Consideramos U = [0, 10] e o 
onjunto fuzzy A de números reaisde�nido pela função de pertinên
ia ϕA(x) = x
x+2

que é um ramo de hipérbole (verFigura 2.10).Neste 
aso temos: [A]α = [ 2α
1−α

, 10] para 0 < α < 1 e [A]0 = ]0, 10] = [0, 10] = U .

Figura 2.10: Função de pertinên
ia para o 
onjunto A do exemplo 2.9.Exemplo 2.10. Sejam U = R e A o sub
onjunto fuzzy de U 
uja função de pertinên
iaé dada por ϕA(x) = 2x− x2 (ver �gura 2.11). Então,
[A]α = [1−

√
1− α, 1 +

√
1− α] para todo α ∈ ]0, 1]

e

[A]0 = [0, 2] 6= U .

Figura 2.11: Função de pertinên
ia para o 
onjunto A do exemplo 2.10.



O 
onjunto α-nível 33Observação 2.2. 1. Para 
al
ularmos o α-nível de um sub
onjunto fuzzy A qual-quer, 
omo no exemplo anterior, basta igualarmos a função de pertinên
ia a α e
al
ularmos o valor de x.2. Se x é um elemento de [A]α, então x perten
e ao 
onjunto fuzzy A 
om, no mí-nimo, grau α. Temos também quese α ≤ β então [A]β ⊂ [A]α.Vejamos:Sejam [A]α = {x ∈ U : ϕA(x) ≥ α} e [A]β = {x ∈ U : ϕA(x) ≥ β}.Se α ≤ β então se ϕA(x) ≥ β, x ∈ [A]β ⇒ ϕA(x) ≥ α, ou seja, se x ∈ [A]β, então
x ∈ [A]α e portanto [A]β ⊂ [A]α.O teorema seguinte nos permite determinar o 
onjunto fuzzy A, 
onhe
endo os
onjuntos 
lássi
os [A]α.Teorema 2.1. Sejam A e B sub
onjuntos fuzzy de U . Uma 
ondição ne
essária esu�
iente para que A = B é que [A]α = [B]α, para todo α ∈ [0, 1].Demonstração. [1℄ É 
laro que A = B ⇒ [A]α = [B]α para todo α ∈ [0, 1].Suponhamos agora que [A]α = [B]α para todo α ∈ [0, 1]. Se A 6= B então existe x ∈ Utal que ϕA(x) 6= ϕB(x). Logo, temos que ϕA(x) < ϕB(x) ou ϕA(x) > ϕB(x). Supondo

ϕA(x) > ϕB(x). Seja α = ϕA(x0), ou seja, x0 ∈ [A]α. Daí podemos 
on
luir que
x ∈ [A]ϕA(x) e x 6∈ [B]ϕA(x) e, portanto, [A]ϕA(x) 6= [B]ϕA(x), o que 
ontradiz a hipótese
[A]α = [B]α para todo α ∈ [0, 1]. De maneira análoga 
hegamos a uma 
ontradição seadmitirmos que ϕA(x) < ϕB(x).Teorema 2.2. Sejam A e B sub
onjuntos fuzzy de U . Então, para todo α ∈ [0, 1],

A ⊆ B se e somente se [A]α ⊆ [B]α.Demonstração. [6℄ Suponhamos que existe α0 ∈ [0, 1] tal que [A]α0 * [B]α0 , isto é,existe x0 ∈ U tal que x0 ∈ [A]α0 e x0 6∈ [B]α0 . Então, ϕA(x0) ≥ α0 e ϕB(x0) < α0.Assim, ϕB(x0) < ϕA(x0), que 
ontradiz A ⊆ B. Agora assumimos que A * B, isto é,existe x0 ∈ U tal que ϕA(x0) > ϕB(x0). Seja α = ϕA(x0) então x0 ∈ [A]α e x0 6∈ [B]α.Daí, [B]α ⊂ [A]α que é o mesmo que [A]α * [B]α. Absurdo, pois [A]α ⊆ [B]α.Note que no teorema que veremos a seguir usamos somente a de�nição de α-nível.Teorema 2.3. Sejam A e B sub
onjuntos fuzzy de U . Então, as seguintes propriedadesse mantém para todo α, β ∈ [0, 1] :(a)
[A ∩ B]α = [A]α ∩ [B]α



34 Con
eitos bási
os da Teoria dos Conjuntos Fuzzy(b)
[A ∪ B]α = [A]α ∪ [B]αDemonstração. [6℄(a) Para qualquer x ∈ [A ∩ B]α, temos ϕA∩B(x) ≥ α e, min[ϕA(x), ϕB(x)] ≥ α. Istosigni�
a que ϕA(x) ≥ α e ϕB(x) ≥ α e assim, x ∈ [A]α∩[B]α. Consequentemente,

[A ∩ B]α ⊆ [A]α ∩ [B]α. Re
ipro
amente, para qualquer x ∈ [A]α ∩ [B]α, temos
x ∈ [A]α e x ∈ [B]α, isto é, ϕA(x) ≥ α e ϕB(x) ≥ α. Logo, min[ϕA(x), ϕB(x)] ≥ α,que signi�
a ϕA∩B(x) ≥ α. Assim x ∈ [A∩B]α e, 
onsequentemente, [A]α∩[B]α ⊆
[A ∩ B]α. Onde se 
on
lui a prova que [A ∩ B]α = [A]α ∩ [B]α.(b) Para qualquer x ∈ [A ∪ B]α, temos max[ϕA(x), ϕB(x)] ≥ α e, ϕA(x) ≥ α ou
ϕB(x) ≥ α. Isto impli
a que x ∈ [A]α ∪ [B]α e, 
onsequentemente, [A ∪ B]α ⊆
[A]α ∪ [B]α. Re
ipro
amente, para qualquer x ∈ [A]α ∪ [B]α, temos x ∈ [A]α ou
x ∈ [B]α, isto é, ϕA(x) ≥ α ou ϕB(x) ≥ α. Logo, max[ϕA(x), ϕB(x)] ≥ α, quesigni�
a que ϕA∪B ≥ α. E isto impli
a que x ∈ [A ∪ B]α e, 
onsequentemente,
[A]α ∪ [B]α ⊆ [A ∪ B]α. Onde se 
on
lui a prova que [A ∪ B]α = [A]α ∪ [B]α.Para 
on
luir esta seção, vamos introduzir uma notação espe
ial que é frequente-mente usada na de�nição de 
onjuntos fuzzy e depois �nalizamos 
om um exemplodesta notação.Dado um sub
onjunto fuzzy A de�nido em um 
onjunto U qualquer. É 
omumdes
revermos A 
omo:

A =
ϕA(x1)

x1
+
ϕA(x2)

x2
+ ... =

∞∑

i=1

ϕA(xi)

xi
,quando A tem suporte enumerável, e

A =
ϕA(x1)

x1
+
ϕA(x2)

x2
+ ...+

ϕA(xn)

xn
=

n∑

i=1

ϕA(xi)

xi
,se A tem suporte �nito, ou seja, A = {x1, x2, ..., xn}.Note que ϕA(xi)

xi
não é uma divisão e sim uma forma de visualizar o elemento xie o seu respe
tivo grau de pertinên
ia ϕA(xi). O �somatório� também é somente umanotação para exibir todos os elementos de A e seus respe
tivos graus de pertinên
ia.Exemplo 2.11. Seja A um sub
onjunto fuzzy �nito de U = R representado por

A =
6∑

i=1

ϕA(xi)

xi
=

1

20
+

0, 86

22
+

0, 66

25
+

0, 4

29
+

0, 2

32
+

0, 06

34
.
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onjunto α-nível 35Seu 
omplementar é
A′ =

6∑

i=1

1− ϕA(xi)

xi
=

0

20
+

0, 14

22
+

0, 34

25
+

0, 6

29
+

0, 8

32
+

0, 94

34
.Sendo assim, por exemplo,

[A]0,20 = {20, 22, 25, 29, 32}e o 0, 20-nível de A′ é
[A′]0,20 = {25, 29, 32, 34}.No próximo 
apítulo apresentaremos o Prin
ípio da Extensão de Zadeh e tratare-mos do 
on
eito de número fuzzy, 
om alguns exemplos.





3 Prin
ípio de Extensão e NúmerosFuzzyNeste 
apítulo apresentaremos o prin
ípio de extensão para 
onjuntos fuzzy que éum método utilizado para estender operações dos 
onjuntos 
lássi
os. Veremos tambémos números fuzzy que nos permitem quanti�
ar termos linguísti
os e dar um tratamentomatemáti
o aos mesmos.3.1 O Prin
ípio de ExtensãoO prin
ípio de extensão proposto por Zadeh é um método utilizado para estender
on
eitos matemáti
os não fuzzy em fuzzy [1℄. O prin
ípio a�rma que se apli
armos
f : X −→ Z em um sub
onjunto fuzzy A de X , o 
onjunto imagem também será fuzzye 
ara
teriza a sua função de pertinên
ia.De�nição 3.1. [Prin
ípio de Extensão de Zadeh℄ Sejam f uma função tal que
f : X −→ Z e A um sub
onjunto fuzzy de X. A extensão de Zadeh de f é a função f̂que apli
ada a A, forne
e o sub
onjunto fuzzy f̂(A) de Z, 
uja função de pertinên
ia édada por

ϕf̂(A)(z) =







sup
f−1(z)

ϕA(x), se f−1(z) 6= ∅

0, se f−1(z) = ∅onde f−1(z) = {x : f(x) = z} denomina-se a pré-imagem de z. A �gura 3.1 ilustra talprin
ípio.Observação 3.1. 1. Se A é um sub
onjunto fuzzy de X , 
om função de pertinên
ia
ϕA, e se f é bijetora então, a função de pertinên
ia de f̂(A) é

ϕf̂(A)(z) = sup
{x:f(x)=z}

ϕA(x) = sup
{x∈f−1(z)}

ϕA(x) = ϕA(f
−1(z)).Observamos que z = f(x) perten
e ao sub
onjunto fuzzy f̂(A), 
om o mesmograu α 
om que x perten
e a A. Isto pode não o
orrer se f não for injetora.37
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Figura 3.1: Ilustração do Prin
ípio de extensão.2. Seja f : X −→ Z uma função injetora e A um sub
onjunto fuzzy de X , enu-merável (ou �nito), dado por
A =

∞∑

i=1

ϕA(xi)

xi
.Então, o Prin
ípio de Extensão garante que f̂(A) é um sub
onjunto fuzzy de Z,dado por

f̂(A) = f̂(
∞∑

i=1

ϕA(xi)

xi
) =

∞∑

i=1

ϕA(xi)

f(xi)
.Portanto, a imagem de A por f pode ser deduzida do 
onhe
imento das imagensde xi por f . O grau de pertinên
ia de zi = f(xi) em f̂(A) é o mesmo de xi em

A.Exemplo 3.1. Seja A um sub
onjunto fuzzy de�nido em X = {0, 1, 2, 3, ..., 10} 
omfunção de pertinên
ia ϕA(x) =
1

1+10x
. Tomando f(x) = x2 para todo x ∈ X, 
al
ulemos

f̂(A) e o grau de pertinên
ia para z = 4.Como f é uma função injetora em X e A é um sub
onjunto fuzzy �nito dado por
A =

∑11
i=1

ϕA(xi)
xi

, temos
f̂(A) = f̂(

11∑

i=1

ϕA(xi)

xi
) =

11∑

i=1

ϕA(xi)

f(xi)
=

11∑

i=1

ϕA(xi)

x2i
=

=
1

0
+

1
11

1
+

1
21

4
+

1
31

9
+

1
41

16
+

1
51

25
+

1
61

36
+

1
71

49
+

1
81

64
+

1
91

81
+

1
101

100
=

=
1

0
+
0, 09

1
+
0, 05

4
+
0, 03

9
+
0, 02

16
+
0, 01

25
+
0, 0163

36
+
0, 0140

49
+
0, 0123

64
+
0, 0109

81
+
0, 0099

100
.Como f : X −→ [0,∞) é bijetora, então

ϕf̂(A)(4) = sup
{x:f(x)=4}

ϕA(x) = ϕA(f
−1(4)) = ϕA(2) =

1

21
.
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ípio de Extensão 39Assim, o grau de pertinên
ia para z = 4 é 1
21
.Exemplo 3.2. [8℄ Seja A o 
onjunto fuzzy dos números reais `próximo de 2' 
ujafunção de pertinên
ia é dada por

ϕA(x) =







x− 1, se 1 ≤ x ≤ 2

3− x, se 2 ≤ x ≤ 3

0, se x 6∈ (1, 3)Então a extensão de Zadeh da f : R −→ R, x 7→ x2 é dada por
f̂(A) : A −→ [0, 1],

ϕf̂(A)(y) = sup{ϕ(x)|x ∈ R e x2 = y}

=







√
y − 1, se 1 ≤ y ≤ 4

3−√
y, se 4 ≤ x ≤ 9

0, se x 6∈ (1, 9)

Figura 3.2: Grá�
o de ϕf̂(A) do exemplo 3.2.Teorema 3.1. Sejam f : X −→ Y uma função e A um sub
onjunto fuzzy de X.Então,a) ∀ α ∈ (0, 1] [f̂(A)]α = f([A]α),b) ∀ α ∈ [0, 1] [f̂(A)]α ⊇ f([A]α).Demonstração. a)Por de�nição, y ∈ [f̂(A)]α, y ∈ Y, se e somente, se ϕf̂(A)(y) ≥ α.Assim, y ∈ [f̂(A)]α ⇔ sup
{x:y=f(x)}

ϕA(x) ≥ α

⇔ (∃x0 ∈ X)(y = f(x0) e ϕA(x0) ≥ α)

⇔ (∃x0 ∈ X)(y = f(x0) e x0 ∈ [A]α)
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⇔ y ∈ f([A]α)Portanto, [f̂(A)]α = f([A]α).b) Se y ∈ f([A]α), então ∃ x0 ∈ [A]α tal que f(x0) = y. Logo,

ϕf̂(A)(y) = sup{x:f(x)=y} ϕA(x) ≥ ϕA(x0) ≥ α e 
onsequentemente,
y ∈ [f̂(A)]α. Portanto, f([A]α) ⊆ [f̂(A)]α.Note que o teorema anterior nos mostra que os α-níveis do 
onjunto fuzzy, obtidospelo Prin
ípio de Extensão de Zadeh, 
oin
idem (pelo item (a)) para α ∈ (0, 1] ou
ontém (pelo item (b)) para α ∈ [0, 1] 
om as imagens dos α-níveis pela função 
risp.Agora veremos quais são as exigên
ias para que a igualdade o
orra no item (b).Teorema 3.2. Sejam f : X −→ Z uma função 
ontínua e A um sub
onjunto fuzzy de

X. Então, para todo α ∈ [0, 1] vale
[f̂(A)]α = f([A]α).Este último resultado indi
a que os α-níveis do 
onjunto fuzzy, obtidos pelo Prin
í-pio de Extensão de Zadeh, 
oin
idem 
om as imagens dos α-níveis pela função 
risp,quando a função é 
ontínua e α ∈ [0, 1].Observação 3.2. 1. Temos, pelo Prin
ípio de Extensão que a função de pertinên
iado 
onjunto fuzzy f̂(A), onde A é um sub
onjunto 
lássi
o, 
oin
ide 
om a função
ara
terísti
a do 
onjunto 
risp f(A), isto é, o 
onjunto fuzzy f̂(A) 
oin
ide 
omo 
onjunto 
lássi
o f(A) :

f̂(A) = f(A) = {f(a) : a ∈ A}.2. Se A for um 
onjunto 
lássi
o então, [A]α = A para todo α ∈ (0, 1]. Consequente-mente,
[f̂(A)]α = [f(A)]α = f(A) = f([A]α).3. [6℄ Vejamos que a igualdade [f̂(A)]α = f([A]α) para todo α ∈ [0, 1], nem sempreé verdadeira, onde A é um sub
onjunto fuzzy de X.Seja X = N, Y = {a, b}

f(n) =

{

a, se n ≤ 10

b, se n > 10
,e

ϕA(n) = 1− 1

n
,
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ípio de Extensão 41para todo n ∈ N∗. Então,
ϕf̂(A)(a) = sup

n|a=f(n)

ϕA(n) =
9

10
(n ≤ 10),

ϕf̂(A)(b) = sup
n|b=f(n)

ϕA(n) = 1.Tomando α = 1, podemos ver que [f̂(A)]1 = {b} enquanto f([A]1) = ∅ (desde
[A]1 = ∅). Portanto, [f̂(A)]α 6= f([A]α) para este 
aso.Exemplo 3.3. Considere o sub
onjunto fuzzy A de números reais 
uja função depertinên
ia é dada por

ϕA(x) =

{

2x− x2, se x ∈ [0, 2]

0, se x 6∈ (0, 2)
.Os α-níveis de A são os intervalos

[A]α = [1−
√
1− α, 1 +

√
1− α].Consideremos a função real f(x) = x3 para x ≥ 0. Como f é 
res
ente (
ontínua),temos

f([A]α) = [f(1−
√
1− α), f(1 +

√
1− α)]

= [(1−
√
1− α)3, (1 +

√
1− α)3]

= [f̂(A)]αCal
ulando [f̂(A)]α para α = 0, α = 1 e para α = 0.5, teremos [f̂(A)]0 = [0, 2],
[f̂(A)]1 = {1} e [f̂(A)]0.5 = [0.29, 1.71].Agora veremos o Prin
ípio de Extensão para funções 
om duas variáveis.De�nição 3.2. Sejam f : X × Y −→ Z e, A e B sub
onjuntos fuzzy de X e Y ,respe
tivamente. A extensão f̂ de f , apli
ada a A e B, é o sub
onjunto fuzzy f̂(A,B)de Z, 
uja função de pertinên
ia é dada por:

ϕf̂(A,B)(z) =







sup min
f−1(z)

[ϕA(x), ϕB(y)], se f−1(z) 6= ∅

0, se f−1(z) = ∅
,onde f−1(z) = {(x, y) : f(x, y) = z}.Exemplo 3.4. Seja f : R × R −→ R a função dada por f(x, y) = 2x + y. Considereos sub
onjuntos fuzzy �nitos de R

A =
0, 4

3
+

0, 5

4
+

1

5
+

0, 5

6
+

0, 2

7

B =
0, 2

6
+

0, 5

7
+

1

8
+

0, 5

9
+

0, 2

10



42 Prin
ípio de Extensão e Números FuzzyVamos determinar o grau de pertinên
ia de z = 18 em f̂(A,B) :

ϕf̂(A,B)(18) = sup min
{2x+y=18}

[ϕA(x), ϕB(y)] =

= max{min[ϕA(4), ϕB(10)],min[ϕA(5), ϕB(8)],min[ϕA(6), ϕB(6)]} =

max{0, 2; 1; 0, 2} = 1.Nesta próxima seção veremos a de�nição de número fuzzy.3.2 Números FuzzyEntre os vários tipos de 
onjuntos fuzzy, em espe
ial trataremos nesta seçãode 
onjuntos fuzzy que estão de�nidos em R, ou seja, as funções de pertinên
ia sãode�nidas da seguinte forma:
ϕA(x) : R −→ [0, 1].De�nição 3.3 (Número Fuzzy). Um sub
onjunto fuzzy A é 
hamado de número fuzzyquando o 
onjunto universo no qual ϕA está de�nida, é o 
onjunto dos números reais

R e satisfaz às 
ondições:1. [A]α 6= ∅, ∀α ∈ [0, 1]2. [A]α é um intervalo fe
hado, ∀α ∈ [0, 1]3. O suporte de A, supp A = {x ∈ R : ϕA(x) > 0}, é limitado.Exemplo 3.5. Observe que o 
onjunto fuzzy A 
uja função de pertinên
ia ϕA(x) :

R −→ [0, 1] que é dada na �gura 3.3 é um exemplo de um N�O número fuzzy pois,
omo é possível observar, o suporte não é limitado, ou seja, não satisfaz o ter
eiro itemda de�nição de número fuzzy.

Figura 3.3: Função de pertinên
ia ϕA para o 
onjunto do exemplo 3.5.



Números Fuzzy 43Observação 3.3. 1. Vamos denotar os α-níveis do número fuzzy A por
[A]α = [aα1 , a

α
2 ].2. Todo número real r é um número fuzzy parti
ular 
uja função de pertinên
ia é asua função 
ara
terísti
a:

Xr(x) =

{

1, se x = r

0, se x 6= r
.3. Notemos que o suporte limitado de um número fuzzy e todos os seus α-níveisdevem ser intervalos fe
hados para podermos de�nir operações aritméti
as 
omnúmeros fuzzy em termos de operações aritméti
as em intervalos fe
hados.Exemplo 3.6. Neste exemplo veremos 
asos espe
iais de números fuzzy in
luindonúmeros reais e intervalos de números reais que são ilustrados na Figura 3.4: (a) Onúmero real 2,2 e (b) O intervalo 
lássi
o fe
hado [2,15; 2,35℄. Na Figura 3.5 podemosver um número fuzzy expressando �próximo de 2,2� na forma triangular e um númerofuzzy �próximo de 2,2� na forma trapezoidal.

x

y

(2.2, 1)

x

y

2.15 2.35

1

Figura 3.4: O número real 2,2 e o intervalo fe
hado [2,15; 2,35℄, respe
tivamente, doexemplo 3.6.Os números fuzzy mais 
omuns são os triangulares, os trapezoidais e os em formade sino. Apesar dessas três formas serem as mais usadas para representar númerosfuzzy, outras formas podem ser preferen
ialmente usadas em algumas apli
ações. VejaFigura 3.6.
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Figura 3.5: O número fuzzy �próximo de 2,2� na forma triangular e na forma trape-zoidal, respe
tivamente, do exemplo 3.6.
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Figura 3.6: Exemplos de números fuzzy.De�nição 3.4. Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinên
ia éda forma
ϕA(x) =







0, se x < a
x−a
u−a

, se a ≤ x < u
x−b
u−b

, se u ≤ x < b

0, se x ≥ b

.O grá�
o de uma função de pertinên
ia de um número fuzzy triangular tem aforma de um triângulo, tendo 
omo base o intervalo [a, b] e 
omo úni
o vérti
e foradesta base o ponto (u, 1), 
omo mostra a �gura 3.7.Deste modo, os números reais a, u e b de�nem o número fuzzy triangular A queaqui será denotado pela terna ordenada (a, u, b).Observação 3.4. 1. Os α-níveis desses números fuzzy podem ser es
ritos na forma
[aα1 , a

α
2 ] = [(u− a)α + a, (u− b)α + b],para todo α ∈ [0, 1], ou seja, usando as expressões de ϕA(x), obtém-se os extremos

aα1 e aα2 . Resolvendo a equação, os α-níveis desses números fuzzy são 
al
ulados
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Figura 3.7: Número fuzzy triangular da de�nição 3.4.de forma que aα1 é obtido fazendo x−a
u−a

= α. Isolando x, teremos x = α(u−a)+a.E o outro extremo do intervalo é obtido fazendo x−b
u−b

= α.2. Notemos que o 
onjunto fuzzy da de�nição 3.4 não é ne
essariamente simétri
o,uma vez que u − a pode ser diferente de b − u, mas ϕA(u) = 1 sempre. Paraa expressão �em torno de u� espera-se uma simetria. A imposição da simetriaa
arreta uma simpli�
ação na de�nição de número fuzzy triangular.Exemplo 3.7. O número fuzzy triangular A �por volta dos 9 metros� pode ser des
ritopela função de pertinên
ia dada por:
ϕA(x) =







0, se x < 7
x−7
2
, se 7 ≤ x < 9

11−x
2
, se 9 ≤ x < 11

0, se x ≥ 11que está representado na Figura 3.8.

Figura 3.8: Função de pertinên
ia ϕA para o 
onjunto do exemplo 3.7.Notemos que neste exemplo o número fuzzy A �por volta dos 9 metros� é umnúmero fuzzy simétri
o. E os α-níveis desse sub
onjunto fuzzy triangular são os inter-valos
[aα1 , a

α
2 ] = [2α + 7,−2α+ 11].
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ípio de Extensão e Números FuzzyDe�nição 3.5. Um número fuzzy A é dito trapezoidal se sua função de pertinên
iatem a forma de um trapézio e é dada por
ϕA(x) =







x−a
b−a

, se a ≤ x < b

1, se b ≤ x ≤ c
d−x
d−c

, se c < x ≤ d

0, 
aso 
ontráriopara a<b<
<d.Notemos que os números reais a, b, c, d de�nem o número fuzzy trapezoidal A 
omomostra a Figura 3.9.
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Figura 3.9: Número fuzzy trapezoidal da de�nição 3.5.Deste modo, o número fuzzy trapezoidal A será denotado pela quadra ordenada
(a, b, c, d).Observação 3.5. Os α-níveis de números fuzzy trapezoidais podem ser es
ritos naforma

[aα1 , a
α
2 ] = [(b− a)α + a, (c− d)α+ d]para todo α ∈ [0, 1], que são 
al
ulados da mesma forma que os triangulares, ou seja,igualamos x−a

b−a
= α e, isolando x, obtemos (b − a)α + a = aα1 . De maneira análogafazemos para o outro extremo do intervalo.Exemplo 3.8. Seja A o 
onjunto fuzzy que des
reve quão jovem é uma pessoa, emfunção da sua idade. Será representado por um número fuzzy trapezoidal, 
uja funçãode pertinên
ia é dada por
ϕA(x) =







x−18
3
, se 18 ≤ x < 21

1, se 21 ≤ x ≤ 24
27−x
3
, se 24 < x ≤ 27

0, 
aso 
ontrário ,que está representado na Figura 3.10.
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Figura 3.10: Função de pertinên
ia ϕA para o 
onjunto do exemplo 3.8.Os α-níveis para este exemplo são
[A]α = [3α + 18,−3α+ 27], para α ∈ [0, 1].De�nição 3.6. [1℄ Um número fuzzy tem forma de sino se a função de pertinên
iafor suave e simétri
a em relação a um número real u. A seguinte função de pertinên
iatem estas propriedades para u, a e δ dados.

ϕA(x) =

{

exp(−(x−u
a
)2), se u− δ ≤ x ≤ u+ δ

0, 
aso 
ontrário .A Figura 3.11 ilustra este 
aso.

Figura 3.11: Número fuzzy �em forma de sino� da de�nição 3.6.Os α-níveis dos números fuzzy em forma de sino são os intervalos:
[aα1 , a

α
2 ] =

{ [

u−
√

ln ( 1

αa2
), u+

√

ln 1

αa2

]

, se α ≥ α = e−( δ
a
)2

(u− δ, u+ δ), se α < α = e−( δ
a
)2

,que são 
al
ulados da mesma forma que os anteriores, ou seja, igualamos ϕA(x) =

exp(−(x−u
a
)2) = α, apli
amos ln em ambos os lados, assim teremos lnα = − (x−u)2

α2 e,isolando x obtemos x = u±
√
lnα−α2 = u±

√

ln ( 1

αa2
).
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ípio de Extensão e Números FuzzyÉ imediato que ϕA(x) > α se α < −( δ
a
)2.Após a apresentação de alguns 
on
eitos preliminares, trataremos a seguir dealgumas noções de lógi
a fuzzy aliadas ao estudo de relações fuzzy.



4 Noções bási
as da Lógi
a FuzzyLógi
a é o estudo dos métodos e prin
ípios de ra
io
ínio em todas as formaspossíveis. A lógi
a 
lássi
a trata de proposições que são verdadeiras ou falsas. Cadaproposição tem o seu oposto que é, em geral, 
hamado de negação. Uma proposição esua negação assumem valores opostos.A prin
ipal diferença entre a proposição 
lássi
a e a proposição fuzzy é a va-riedade dos seus valores verdades. Enquanto a proposição 
lássi
a só assume os valoresverdadeiro ou falso (lógi
a bivalente), a proposição fuzzy é uma questão de grau. Nalógi
a 
lássi
a a verdade e a falsidade assumem os valores 1 e 0, respe
tivamente. Noentanto, a lógi
a fuzzy atribui valores no intervalo [0, 1].A lógi
a fuzzy é utilizada na literatura de duas formas: a primeira para representare manipular informações inexatas 
om o propósito de tomar de
isões, lançando mãoda teoria dos 
onjuntos fuzzy, suas funções de pertinên
ia e sua álgebra em geral. Asegunda refere-se à extensão da lógi
a 
lássi
a.Antes de tratarmos da lógi
a fuzzy, veremos alguns 
on
eitos da lógi
a tradi
ionalque servirá 
omo base para um bom entendimento da lógi
a fuzzy.4.1 Cone
tivos bási
os da Lógi
a Clássi
aObserve a seguinte sentença:Se x está em A e y está em B então z está em C ou w não está em D. (4.1)Para traduzirmos matemati
amente esta sentença, será ne
essário o uso dos 
one
-tivos �e�, �ou�, �se...então�. Cada 
one
tivo assume um valor lógi
o que é representadopor meio das tabelas verdades. O valor lógi
o de 
ada sentença é formado por duas oumais proposições e é obtido por meio de 
omposição das tabelas verdades dos 
one
tivospresentes nesta sentença.Se p e q são duas proposições, as tabelas verdades para os 
one
tivos lógi
ospossuem somente os valores 0 e 1 e é por isso que a lógi
a 
lássi
a é também 
hamadade lógi
a a dois valores.Temos que os 
one
tivos lógi
os 
itados anteriormente podem ser vistos 
omooperadores matemáti
os. Vejamos então os 
one
tivos �e�, �ou� e �se...então�, que são49
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as da Lógi
a Fuzzyoperações binárias, 
om ex
eção da negação.
• Cone
tivo e: ∧

∧ : {0, 1} × {0, 1} −→ {0, 1}

(p, q) −→ ∧(p, q) = p ∧ q = min{p, q}.Assim,
∧(1, 1) = 1 ∧ 1 = 1;

∧(1, 0) = 1 ∧ 0 = 0;

∧(0, 1) = 0 ∧ 1 = 0;

∧(0, 0) = 0 ∧ 0 = 0.

• Cone
tivo ou: ∨
∨ : {0, 1} × {0, 1} −→ {0, 1}

(p, q) −→ ∨(p, q) = p ∨ q = max{p, q}.Portanto,
∨(1, 1) = 1 ∨ 1 = 1;

∨(1, 0) = 1 ∨ 0 = 1;

∨(0, 1) = 0 ∨ 1 = 1;

∨(0, 0) = 0 ∨ 0 = 0.

• Impli
ação: =⇒
=⇒: {0, 1} × {0, 1} −→ {0, 1}

(p, q) −→=⇒ (p, q) = (p =⇒ q).Portanto,
=⇒ (1, 1) = (1 =⇒ 1) = 1;

=⇒ (1, 0) = (1 =⇒ 0) = 0;

=⇒ (0, 1) = (0 =⇒ 1) = 1;

=⇒ (0, 0) = (0 =⇒ 0) = 1.

• A negação pode ser 
onsiderada 
omo uma operação unária: ¬
¬ : {0, 1} −→ {0, 1}

p −→ ¬p,onde, ¬1 = 0 e ¬0 = 1. É interessante notar que ¬p = 1− p.
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tivos bási
os da Lógi
a Fuzzy 51Vamos agora obter o valor lógi
o da sentença (4.1) por meio dos valores lógi
osdos 
one
tivos.Exemplo 4.1. Voltemos a sentença:Se x está em A
︸ ︷︷ ︸

p

e y está em B
︸ ︷︷ ︸

q

então z está em C
︸ ︷︷ ︸

r

ou w não está em D
︸ ︷︷ ︸

s

.Os valores de 
ada uma das expressões p, q, r e s podem ser apenas 0 ou 1,dependendo da pertinên
ia ou não ao 
onjunto indi
ado.Por exemplo, p = 1 se x está em A e p = 0 se x não está em A. Analogamente,temos os valores de q, r e s.Então, avaliemos a sentença (4.1) para 
ada situação:
x ∈ A (p=1); y ∈ B (q=1); z ∈ C (r=1); w 6∈ D (s=0).Logo, o valor lógi
o dessa sentença será
(1 ∧ 1) =⇒ (1 ∨ 0) = (1 =⇒ 1) = 1.Portanto, o valor lógi
o da sentença (4.1) é 1.Os valores lógi
os 0 e 1 
oin
idem 
om o valor obtido da função 
ara
terísti
a. Nalógi
a fuzzy esses valores serão os graus de pertinên
ia que 
ada proposição tem emseu determinado 
onjunto fuzzy e, para realizar a avaliação lógi
a dos 
one
tivos nosentido fuzzy é ne
essário estender os 
one
tivos da lógi
a 
lássi
a através dos 
on
eitosde t-normas, t-
onormas e outros que serão apresentados a seguir.4.2 Cone
tivos bási
os da Lógi
a FuzzyConsidere a seguinte a�rmação:�Se o mamão está alaranjado então ele está maduro�. (4.2)Nesta a�rmação, entre outras situações do dia-dia, usamos termos subjetivos
omo uma tentativa de transmitir uma determinada informação. Em nosso exemplo,�alaranjado� e �maduro� são termos subjetivos que podem ser modelados por 
onjuntosfuzzy.Vejamos então os 
one
tivos lógi
os fuzzy que nada mais são do que extensões dalógi
a 
lássi
a. As de�nições aqui apresentadas são baseadas em [1℄.4.2.1 T-NormaSejam A e B dois 
onjuntos 
lássi
os. A expressão �x está em A e x está em

B� nos diz que x está na interseção de A 
om B. Logo, o 
one
tivo �e�, na teoria de
onjuntos 
lássi
a, é a interseção de 
onjuntos. Sendo assim, se estendermos para ateoria fuzzy, o 
one
tivo �e� será a interse
ção de dois 
onjuntos fuzzy, que na lógi
afuzzy será de�nida pela operação t-norma.
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as da Lógi
a FuzzyDe�nição 4.1. (t-norma). O operador △ : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1], △(x, y) = x△ y,é uma t-norma, se satisfazer as seguintes 
ondições:
t1) Elemento Neutro: △(1, x) = 1△ x = x;

t2) Comutativa: △(x, y) = x△ y = y△ x = △(y, x);

t3) Asso
iativa: x△ (y△ z) = (x△ y)△ z;

t4) Monotoni
idade: Se x ≤ u e y ≤ v, então x△ y ≤ u△ v.A operação t-norma estende o operador ∧ que de�ne o 
one
tivo �e�.Exemplo 4.2. O operador △(x, y) = xy é uma t-norma pois
t1) Elemento Neutro: △(1, x) = 1 · x = x;

t2) Comutativa: △(x, y) = x · y = y · x = △(y, x);

t3) Asso
iativa: x△(y△z) = x△(y ·z) = x·(y ·z) = (x·y)·z = (x·y)△z = (x△y)△z;

t4) Monotoni
idade: Se x ≤ u e y ≤ v então, xy ≤ uy e uy ≤ uv. Assim, xy ≤ uy ≤ uventão, x△ y ≤ u△ v.4.2.2 T-ConormaSejam A e B dois 
onjuntos 
lássi
os. A expressão �x está em A ou x está em B�nos diz que x está na união de A 
om B. Logo, o 
one
tivo �ou�, na teoria de 
onjuntos
lássi
a, é a união de 
onjuntos. Sendo assim, se estendermos para a teoria fuzzy, o
one
tivo �ou� será a união de dois 
onjuntos fuzzy que na lógi
a fuzzy será de�nidopela operação t-
onorma.De�nição 4.2. (t-
onorma). O operador ▽(x, y) = x ▽ y é uma t-
onorma sesatisfazer as seguintes 
ondições:
c1) Elemento Neutro: ▽(0, x) = 0▽ x = x;

c2) Comutativa: ▽(x, y) = x▽ y = y▽ x = ▽(y, x);

c3) Asso
iativa: x▽ (y▽ z) = (x▽ y)▽ z;

c4) Monotoni
idade: Se x ≤ u e y ≤ v, então x▽ y ≤ u▽ v.A operação t-
onorma estende o operador ∨ que modela o 
one
tivo �ou�.Exemplo 4.3. O operador ▽(x, y) = max{x, y} é uma t-
onorma pois
c1) Elemento Neutro: ▽(0, x) = max{0, x} = x;
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c2) Comutativa: ▽(x, y) = max{x, y} = max{y, x} = ▽(y, x);

c3) Asso
iativa: x▽ (y▽ z) = max{x,max{y, z}} =

=







max{x, y}, se y ≥ z =







x, se x ≥ y ≥ z;

y, se x < y e y ≥ z;

max{x, z}, se y < z =







x, se x ≥ z > y;

z, se x < z e z > y.Assim,
x▽ (y▽ z) =







z, se x < z e z > y

x, se x ≥ y ≥ z ou x ≥ z > y

y, se x < y e y ≥ z

.Por outro lado,
(x▽ y)▽ z = max{max{x, y}, z} =

=







max{x, z}, se x ≥ y =







x, se x ≥ z e x ≥ y;

z, se z > x ≥ y;

max{y, z}, se x < y =







y, se y ≥ z e x < y;

z, se z > y > x;

(x▽ y)▽ z =







z, se z > x ≥ y ou z > y ≥ x

x, se x ≥ z e x ≥ y

y, se x < y e y ≥ zLogo, x▽ (y▽ z) = (x▽ y)▽ z.

c4) Monotoni
idade: Se x ≤ u e y ≤ v, então x▽ y ≤ u▽ v.

x▽ y =

{

x, se x ≥ y

y, se x < y
=

{

x ≤ u ≤ max{u, v}, se x ≥ y

y ≤ v ≤ max{u, v}, se x < y

x▽ y ≤ max{u, v}

x▽ y ≤ u▽ vAgora veremos o modi�
ador �não�, ou seja, �negação�.
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as da Lógi
a Fuzzy4.2.3 NegaçãoSeja A um sub
onjunto 
lássi
o. A expressão �x não está em A� nos diz que xestá no 
omplementar de A. Logo, estenderemos a noção de 
omplementar para o 
asofuzzy.De�nição 4.3. (negação). Uma apli
ação η : [0, 1] −→ [0, 1] é uma negação se satisfazas seguintes 
ondições:
n1) Fronteira: η(0) = 1 e η(1) = 0;

n2) Involução: η(η(x)) = x;

n3) Monotoni
idade: η é de
res
ente.Exemplo 4.4. A apli
ação η(x) = 1− x é uma negação, pois:
• η(0) = 1− 0 = 1, η(1) = 1− 1 = 0 (fronteira);
• η(η(x)) = η(1− x) = 1− (1− x) = 1− 1 + x = x (involução);
• η(x) = 1− x é de
res
ente,e reproduz a tabela verdade da negação da lógi
a 
lássi
a.Observação 4.1. 1. As operações △ = ∧, ▽ = ∨ e η = 1 − x, satisfazem as leisde De Morgan, isto é, para todo par (x, y) de [0, 1]× [0, 1] valem

η(x△ y) = η(x)▽ η(y)

η(x▽ y) = η(x)△ η(y)2. Dizemos que a t-norma △ e a t-
onorma ▽ são duais em relação a uma negação
η se satisfazem a uma das duas leis de De Morgan.Exemplo 4.5. Considere as operações abaixo:

{

x△ y = xy

x▽ y = x+ y − xyTemos que a t-norma e a t-
onorma a
ima são duais em relação à negação η(x) =
1− x, pois:

• η(x△ y) = η(xy) = 1− xy (4.3)
• η(x)▽ η(y) = (1− x)▽ (1− y)

= (1− x) + (1− y)− (1− x)(1− y)

= 1− x+ 1− y − (1− y − x+ xy)
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= 1− x+ 1− y − 1 + y + x− xy

= 1− xy (4.4)De (4.3) e (4.4), temos
η(x△ y) = η(x)▽ η(y).A seguir, será de�nido o 
one
tivo �se...então�, ou seja, a impli
ação fuzzy.De�nição 4.4 (Impli
ação Fuzzy). Um operador ⇒: [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] é umaimpli
ação fuzzy se satisfaz as seguintes 
ondições:1. Reproduz a tabela da impli
ação 
lássi
a;2. É de
res
ente na primeira variável, ou seja, para 
ada x ∈ [0, 1], tem-se
(a⇒ x) ≤ (b⇒ x) se a ≥ b;3. É 
res
ente na segunda variável, ou seja, para 
ada x ∈ [0, 1], tem-se
(x⇒ a) ≥ (x⇒ b) se a ≥ b.O exemplo que veremos mostrará duas impli
ações que são obtidas a partir de
ombinações de t-normas e t-
onormas. Outras impli
ações podem ser en
ontradas em[1℄.Exemplo 4.6. Impli
ação de Goguen:

(x =⇒ y) = gn(x, y) =

{

1, se x ≤ y
y

x
, se x > y

.para todo x, y ∈ [0, 1].Veri�
ando as 
ondições:1) 0 ⇒ 1 = gn(0, 1) = 1 pois x < y

1 ⇒ 0 = gn(1, 0) =
0
1
= 0 pois x > y

0 ⇒ 0 = gn(0, 0) = 1 pois x = y

1 ⇒ 1 = gn(1, 1) = 1 pois x = y.Logo, esta impli
ação reproduz a tabela da impli
ação 
lássi
a.2) Mostrar que é de
res
ente na primeira variável, ou seja, ∀x ∈ [0, 1] tem-se
(a⇒ x) ≤ (b⇒ x) se a ≥ b.Seja x ∈ [0, 1] e a ≥ b

(a⇒ x) = gn(a, x) =

{

1, se a ≤ x
x
a
, se a > x

.
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as da Lógi
a FuzzyComo a ≥ b e x ∈ [0, 1], temos x ≥ a, x ≤ b ou b < x < a.Assim,
(a⇒ x) =







1, se a ≤ x⇒ x ≥ b⇒ gn(b, x) = 1 = gn(a, x)

x
a
, se a > x⇒

{

x < b ⇒ gn(b, x) =
x
b
> gn(a, x)

b < x < a ⇒ gn(b, x) = 1 > x
a

.Assim, se a ≥ b então (a⇒ x) ≤ (b⇒ x).3) É 
res
ente na segunda variável, ou seja, ∀x ∈ [0, 1] tem-se
(x⇒ a) ≥ (x⇒ b) se a ≥ b.

(x⇒ a) = gn(x, a) =

{

1, se x ≤ a
a
x
, se x > a

(x⇒ b) = gn(x, b) =

{

1, se x ≤ b
b
x
, se x > b

.Assim,
(x⇒ a) = gn(x, a) =







1, se x ≤ a⇒
{

x ≤ b ⇒ gn(x, b) = 1 = gn(x, a)

b < x < a ⇒ gn(x, b) =
b
x
< a

x
a
x
, se x > a⇒ x > b⇒ gn(x, b) =

b
x
< a

x

.Logo, (x⇒ a) > (x⇒ b).Assim, se a ≥ b, temos (x⇒ a) ≥ (x⇒ b).Um outro exemplo de impli
ação fuzzy é a de Zadeh que é dada por:
(x =⇒ y) = z(x, y) = max{(1− x),min(x, y)}.para todo x, y ∈ [0, 1].Exemplo 4.7. Vamos voltar à expressão (4.1) e obter seu valor lógi
o quando 
on-siderarmos △ = ∧, ▽ = ∨, η(x) = 1− x e a impli
ação de Goguen.Ini
ialmente, para 
ada 
élula p, q, r e s, da expressão (4.1), tomamos seu valorlógi
o 
omo o grau de pertinên
ia de 
ada elemento ao 
onjunto rela
ionado.Consideremos, por exemplo, que tais valores sejam:

ϕA(x) = 0, 8;ϕB(y) = 0, 4;ϕC(z) = 0, 6;ϕD(w) = 0, 7.Então,
p△ q = min(0, 8; 0, 4) = 0, 4;

s = 1− ϕD(w) = 1− 0, 7 = 0, 3;
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r▽ s = max(0, 6; 0, 3) = 0, 6.Logo, o valor lógi
o de (4.1) é o resultado da apli
ação

(p△ q) =⇒ (r▽ s).Supondo que a impli
ação seja a de Goguen, então
(p△ q) =⇒ (r▽ s) =

{

1, se (p△ q) ≤ (r▽ s)
(r▽s)
(p△q)

, se (p△ q) > (r▽ s)
= 1;pois (p△ q) = 0, 4 e (r▽ s) = 0, 6.Assim, para as pertinên
ias a
ima, a expressão (4.1) assume valor lógi
o 1.Agora, veremos o valor lógi
o desta expressão supondo que a impli
ação seja a deZadeh:

(p△ q) =⇒ (r▽ s) = max{(1− p△ q);min(p△ q, r▽ s)}

= max{0, 6; 0, 4}

= 0, 6.Assim, para as pertinên
ias dadas a
ima e usando a impli
ação de Zadeh, aexpressão (4.1) assume valor lógi
o 0,6.4.3 Ra
io
ínio aproximado e variáveis linguísti
asRa
io
ínio aproximado refere-se ao pro
esso onde obtém-se 
on
lusões a partirde premissas in
ertas. Em nossa vida diária é muito 
omum nos depararmos 
om taispremissas e, a partir delas, tirarmos nossas próprias 
on
lusões. Vejamos então doisexemplos.�Se a pessoa está 
om muita fome então ela 
omerá muito.�ou�Se a pessoa está 
om pou
a fome então ela 
omerá pou
o.�Esta é uma generalização do 
onhe
ido método dedutivo �modus ponens�([1℄). Adiferença para o modus ponens 
lássi
o está na subjetividade dos predi
ados envolvidos.Nosso objetivo é tomar sentenças 
omo a que foi dada a
ima que estão expressas emuma linguagem �natural� e modelá-las usando a lógi
a fuzzy.Para modelar estas sentenças é pre
iso rees
reve-lás, mas antes disso será ne
essárioo 
on
eito de variável linguísti
a.De�nição 4.5. Uma variável linguísti
a X no universo U é uma variável 
ujos valoresassumidos são sub
onjuntos fuzzy de U.
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as da Lógi
a FuzzyDe modo geral, uma variável linguísti
a é um substantivo, enquanto seus valoressão adjetivos, representados por 
onjuntos fuzzy. Por exemplo, �dor de dente� é umavariável linguísti
a que pode assumir os atributos de �fra
a�, �média� e �forte�, que sãomodelados por 
onjuntos fuzzy.Uma sentença é 
hamada de proposição fuzzy quando apare
em variáveis linguís-ti
as juntamente 
om seus valores subjetivos (atributos).No 
apítulo seguinte trataremos de relações fuzzy para posteriormente abordarmosbase de regras fuzzy.



5 Relações Fuzzy
5.1 Relações Clássi
as e FuzzyUma relação 
lássi
a representa uma asso
iação ou interação entre os elementosde dois ou mais 
onjuntos. Este 
on
eito pode ser estendido observando o grau deinteração entre os elementos onde, em uma relação 
lássi
a, o grau é representadopela sua função 
ara
terísti
a e numa relação fuzzy é representado por uma função depertinên
ia. Na verdade, uma relação fuzzy nada mais é que uma generalização naturaldas relações matemáti
as 
lássi
as, ou seja, indi
a, 
omo na relação 
lássi
a, se há ounão alguma relação e além do mais, indi
a o grau desta relação.Neste 
apítulo, os 
on
eitos e propriedades de relação serão dis
utidas, primeira-mente para relações 
lássi
as e depois estendidas para relações fuzzy.De�nição 5.1. Uma relação (
lássi
a) R sobre U1×U2× ...×Un, é qualquer sub
on-junto (
lássi
o) do produto 
artesiano U1 × U2 × ... × Un. Se o produto 
artesiano forformado por apenas dois 
onjuntos U1 ×U2, a relação é denominada relação bináriasobre U1 ×U2. Se U1 = U2 = ... = Un = U , diz que R é uma relação n-ária sobre U .Como a relação R é um sub
onjunto do produto 
artesiano, então ela pode serrepresentada por sua função 
ara
terísti
a

XR : U1 × U2 × ...× Un −→ {0, 1},
om
XR(x1, x2, ..., xn) =

{

1, se (x1, x2, ..., xn) ∈ R
0, se (x1, x2, ..., xn) 6∈ R .A de�nição de relação fuzzy é formulada a partir da de�nição de produto 
artesiano
lássi
o e estendendo a função 
ara
terísti
a de uma relação 
lássi
a para uma funçãode pertinên
ia.De�nição 5.2. Uma relação fuzzy R sobre U1×U2× ...×Un é qualquer sub
onjuntofuzzy de U1 ×U2 × ...×Un. Assim, uma relação fuzzy R é de�nida por uma função depertinên
ia

ϕR : U1 × U2 × ...× Un −→ [0, 1].59



60 Relações FuzzySe o produto 
artesiano for formado por apenas dois 
onjuntos U1 ×U2, a relaçãoé 
hamada de fuzzy binária sobre U1 × U2.Se os 
onjuntos Ui, i = 1, 2, ..., n, forem todos iguais a U , dizemos que R é umarelação fuzzy n-ária sobre U .Observação 5.1. Se a função de pertinên
ia da relação fuzzy R for indi
ada por ϕR,então o número
ϕR(x1, x2, ..., xn) ∈ [0, 1]indi
a o grau 
om que os elementos xi, que 
ompõem a n-upla (x1, x2, ..., xn), estãorela
ionados segundo a relação R.De�nição 5.3. O produto 
artesiano fuzzy dos sub
onjuntos fuzzy A1, A2, ..., Ande U1 × U2 × ...× Un, respe
tivamente, é a relação fuzzy A1, A2, ..., An, 
uja função depertinên
ia é dada por

ϕA1×A2×...×An
(x1, x2, ..., xn) = ϕA1

(x1) ∧ ϕA2
(x2) ∧ ... ∧ ϕAn

(xn),onde ∧ representa o mínimo.Observação 5.2. 1. O produto 
artesiano é pare
ido 
om a interseção, vista noCapítulo 1. A prin
ipal diferença é que os sub
onjuntos fuzzy, na interseção,são de um mesmo 
onjunto universo, já no produto 
artesiano, eles podem serdiferentes.2. Se A1, A2, ..., An forem 
onjuntos 
lássi
os, então o produto 
artesiano 
lássi
o
A1 × A2 × ... × An pode ser obtido substituindo as funções de pertinên
ia pelasrespe
tivas funções 
ara
terísti
a dos 
onjuntos A1, A2, ..., An.Exemplo 5.1. Seja R uma relação fuzzy de�nida nos 
onjuntos

X1 = {a, b, c}, X2 = {s, t}, X3 = {x, y}, X4 = {i, j}.Esta relação pode ser es
rita 
omo
R(X1, X2, X3, X4) = 0.4/(b, t, y, i) + 0.6/(a, s, x, i) + 0.9/(b, s, y, i) + 1/(b, s, y, j)

+0.6/(a, t, y, j) + 0.2/(c, s, y, i).Vimos neste exemplo uma forma de representar uma relação 
om seus respe
tivosgraus de pertinên
ia.Exemplo 5.2. [1℄ Suponha que o 
onjunto universo U seja 
omposto pelos pa
ientes deuma 
líni
a, identi�
ados pelos números 1, 2, 3, 4, 5. Sejam A, B e C os sub
onjuntosfuzzy que representam os pa
ientes 
om febre, mialgia e 
oriza, respe
tivamente. Atabela a seguir ilustra os 5 pa
ientes 
om os três sintomas e 
om seus respe
tivos grausde pertinên
ia:
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as e Fuzzy 61Pa
iente F: Febre M: Mialgia C: Coriza1 0,7 0,8 0,72 0 0,6 0,43 0,3 0,7 0,64 0,5 0,5 0,55 1,0 1,0 1,0Tabela 5.1: Diagnósti
o de pa
iente.Para diagnosti
armos um pa
iente, o médi
o parte de 
ertas avaliações de sintomas(ou sinais) que são 
ara
terísti
as de 
ada doença. Algumas doenças podem apresentarsintomas 
omo febre, mialgia e 
oriza 
om intensidade e medições diversas. Para o 
asoda gripe, por exemplo, o pa
iente apresenta sintomas de �febre�, �mialgia� e �
oriza�
om intensidades que, se representadas por sub
onjuntos fuzzy, devem ter universosdistintos. O universo indi
ador de febre pode ser dado pelas temperaturas possíveisde um indivíduo, enquanto que a mialgia pode der avaliada pelo número de regiõesdoloridas e a 
oriza pela intensidade.Para indi
armos o quanto um pa
iente tem gripe poderia ter tomado, por exemplo,a interse
ção dos três sintomas es
olhidos: febre, mialgia e 
oriza. O pa
iente 1 databela a
ima, por exemplo, tem uma temperatura x 
uja pertinên
ia ao 
onjunto febreF é ϕF (x) = 0, 7, tem um valor y de mialgia que faz 
om que ϕM(y) = 0, 8 e tem zde 
oriza que faz 
om que ϕC(z) = 0, 7. O diagnósti
o do pa
iente 1 para saber se eleestá gripado é dado por:Pa
iente 1 : ϕGripe(x, y, z) = ϕF (x) ∧ ϕM(y) ∧ ϕC(z) = 0, 7 ∧ 0, 8 ∧ 0, 7 = 0, 7.Isso signi�
a que o pa
iente 1 está no sub
onjunto fuzzy dos febris, 
om mialgiae 
om 
oriza, tendo grau de pertinên
ia 0,7; que 
oin
ide 
om o grau de seu diag-nósti
o para a gripe. Vendo isso, o médi
o tomará as providen
ias ne
essárias para otratamento da gripe deste pa
iente. Vejamos outro pa
iente. Para o pa
iente 4, porexemplo, o seu diagnósti
o é:Pa
iente 4 : ϕGripe(x, y) = ϕF (x) ∧ ϕM(y) ∧ ϕC(z) = 0, 5 ∧ 0, 5 ∧ 0, 5 = 0, 5,ou seja, este pa
iente tem grau de pertinên
ia 0,5 ao 
onjunto das pessoas gripadas e
onsequentemente o mesmo grau de pertinên
ia ao 
onjunto das pessoas que não estãogripadas, o que leva o médi
o a analisar se há outros sintomas para que possa realizaro tratamento adequado.Se observarmos do ponto de vista da teoria de 
onjuntos 
lássi
a, para o exemploque foi dado anteriormente, o úni
o pa
iente que seria indi
ado gripe seria o pa
iente5, pois ele tem grau 1 para febre, para mialgia e para 
oriza que impli
a ter grau 1para gripe, ou seja, somente os pa
ientes que tem grau 1 estariam gripados.



62 Relações Fuzzy5.2 Relações Fuzzy bináriasNesta seção, desta
aremos as formas de representação e algumas propriedades dasrelações fuzzy binárias. A forma mais 
omum de representar as relações fuzzy bináriasem X × Y , quando X e Y são �nitos, é a matri
ial.Sejam X = {x1, x2, ..., xm}, Y = {y1, y2, ..., yn} e a relação fuzzy R sobre X × Y ,
om função de pertinên
ia dada por ϕR(xi, yj) = rij , para 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n. Arepresentação de R na forma de matriz é dada a seguir.
M =









r11 r12 · · · r1n

r21 r22 · · · r2n... ... . . . ...
rm1 rm2 · · · rmn







Uma outra forma de representar relações fuzzy binárias é a de diagrama de �e
has,onde 
ada elemento de X é 
one
tado ao de Y por uma linha e 
om seu respe
tivograu de pertinên
ia, desde que seja não nulo. Vejamos na �gura 5.1 :

Figura 5.1: Exemplo de representação de uma relação fuzzy binária: diagrama de�e
has.Exemplo 5.3. Sejam X = {a, b, c}, Y = {α, β, γ} e R uma relação sobre X × Y .Então a representação da relação fuzzy binária R na forma matri
ial é dada a seguir:
M =






0.1 0 0.4

0 0.2 0.6

1 0.7 0




No diagrama de �e
has, essa relação pode ser representada pela �gura 5.2:
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Figura 5.2: Diagrama de �e
has do exemplo 5.3.Vejamos agora a de�nição de uma relação fuzzy binária inversa.De�nição 5.4. Seja R uma relação fuzzy binária de�nida em X×Y . A relação fuzzybinária inversa, R−1, de�nida em Y ×X, tem função de pertinên
ia
ϕR−1 : Y ×X −→ [0, 1] dada por ϕR−1(y, x) = ϕR(x, y).Observação 5.3. 1. Observe que a matriz de R−1 
oin
ide 
om a transposta de R,já que ϕR−1(y, x) = ϕR(x, y).2. Note também que se 
al
ularmos a inversa de uma dada matriz que representauma relação fuzzy binária e depois 
al
ularmos novamente a sua inversa obtere-mos a matriz original, ou seja,

(R−1)−1 = R.Exemplo 5.4. Se R é a relação do exemplo anterior, então a representação matri
ialde sua inversa R−1 é dada pela sua transposta:
M−1 =






0.1 0 1

0 0.2 0.7

0.4 0.6 0




5.3 Composição e Junção entre Relações Fuzzy Biná-riasNesta seção trataremos da 
omposição e junção entre relações fuzzy binárias. Em-bora existam vários tipos de 
omposição, nesta seção abordaremos a forma tradi
ional.De�nição 5.5. Considere R e S duas relações fuzzy binárias em U × V e V ×W ,respe
tivamente. A 
omposição R ◦ S é uma relação fuzzy binária em U ×W 
ujafunção de pertinên
ia é dada por

ϕR◦S(x, z) = sup
y∈V

[min(ϕR(x, y), ϕS(y, z))].



64 Relações FuzzyObservação 5.4. 1. Composição de relação fuzzy binária pode ser realizada 
on-venientemente em termos de matrizes de pertinên
ia da relação. Sejam P = [pik],
Q = [qkj ] e R = [rij ] matrizes de pertinên
ia da relação binária tal que R = P ◦Q.Então podemos es
rever, usando a notação de matriz, [rij ] = [pik] ◦ [qkj], onde
rij = max

k
[min(pik, qkj)].2. Quando os 
onjuntos U , V e W são �nitos, então a forma matri
ial da relação

R ◦ S, dada pela 
omposição [max−min], é obtida 
omo uma multipli
ação dematrizes, substituindo-se o produto pelo mínimo e a soma pelo máximo.O exemplo a seguir ilustra a de�nição de 
omposição de duas relações fuzzybinárias.Exemplo 5.5. Sejam R e S duas relações fuzzy binárias em X × Y e Y × Z, respe
-tivamente, onde X = {x1, x2, x3}, Y = {y1, y2, y3} e Z = {z1, z2, z3}. Considere M1 amatriz de pertinên
ia da relação fuzzy binária de R e M2 a matriz de pertinên
ia darelação fuzzy binária S que são dadas a seguir:
M1 =






1 0 0.7

0.3 0.2 0

0 0.5 1




M2 =






0.6 0.6 0

0 0.6 0.1

0 0.1 0




 .Usando a de�nição de 
omposição entre relações fuzzy binárias, temos que T =

R ◦ S é
T = R ◦ S =M1 ◦M2 =






0.6 0.6 0

0.3 0.3 0.1

0 0.5 0.1




 .Por exemplo, para 
al
ular t11 = 0.6 da 
omposição R ◦ S temos que:

t11 = max[min(1, 0.6),min(0, 0),min(0.7, 0)]

= max[min(p11, q11),min(p12, q21),min(p13, q31)] = 0.6,e para 
al
ular t32 = 0.5 temos que:
t32 = max[min(0, 0.6),min(0.5, 0.6),min(1, 0.1)]

= max[min(p31, q12),min(p32, q22),min(p33, q32)] = 0.5.A seguir veremos a de�nição de junção entre relações fuzzy binárias.De�nição 5.6. Sejam P e Q duas relações fuzzy binárias sobre X × Y e Y × Z, res-pe
tivamente. A junção da relação, P ∗Q, é uma relação ternária R(X, Y, Z) de�nidapor
ϕP∗Q(x, y, z) = min

y∈Y
[ϕP (x, y), ϕQ(y, z)]para 
ada x ∈ X, y ∈ Y e z ∈ Z.
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omposição pode ser obtida pela tro
a do min pela junção, ouseja,
ϕP◦Q(x, z) = max

y∈Y
[ϕP∗Q(x, y, z)]para 
ada x ∈ X e z ∈ Z.Exemplo 5.6. [6℄ A junção S = P ∗Q da relação P e Q dada na �gura 5.3 tem a funçãode pertinên
ia dada na tabela de junção a seguir. Para 
onvertermos esta junção na
orrespondente 
omposição R = P ◦Q, os valores de ϕS(x, y, z) indi
ados na tabela dejunção são agregados pelo operador max que se en
ontra na tabela 
omposição.Por exemplo,

ϕR(1, β) = max[S(1, a, β), S(1, b, β)]

= max[0.7, 0.5] = 0.7.

Figura 5.3: Diagrama de �e
has do Exemplo 5.6.Junção: S = P ∗Qx y z ϕS(x, y, z)1 a α 0.61 a β 0.71 b β 0.52 a α 0.62 a β 0.83 b β 14 b β 0.44 
 β 0.3
Composição: R = P ◦Qx z ϕR(x, z)1 α 0.61 β 0.72 α 0.62 β 0.83 β 14 β 0.4

De�nição 5.7. (Regra de 
omposição de inferên
ia). Sejam U e V dois 
onjun-tos, F(U) e F(V ) as 
lasses dos sub
onjuntos fuzzy de U e V respe
tivamente, e Ruma relação binária sobre U × V .



66 Relações Fuzzy(i) A relação R de�ne um fun
ional de F(U) em F(V ) que, a 
ada elemento A ∈
F(U), faz 
orresponder o elemento B ∈ F(V ) 
uja função de pertinên
ia é dadapor

ϕB(y) = ϕR(A)(y) = sup
x∈U

[min(ϕR(x, y), ϕA(x))].Essa 
omposição é 
onhe
ida 
omo regra de 
omposição de inferên
ia, a qualdará origem a outras regras, 
omo veremos no próximo 
apítulo.(ii) A relação R também de�ne um fun
ional de F(V ) em F(U) da seguinte forma: a
ada B ∈ F(V ) faz 
orresponder o elemento A ∈ F(U) 
uja função de pertinên
iaé
ϕA(x) = ϕR−1(B)(x) = sup

y∈V
[min(ϕR−1(y, x), ϕB(y))].

A é denominado imagem inversa de B por R.5.4 Relações binárias sobre UAs relações binárias 
lássi
as ou fuzzy sobre U são semelhantes às relações binárias
lássi
as ou fuzzy sobre U ×V . A seguir enun
iaremos algumas de�nições importantesque serão primeiramente para relações binárias 
lássi
as e depois para relações fuzzybinárias onde teremos um bom entendimento de relações fuzzy binárias sobre U .Seja XR : U × U −→ {0, 1} a função 
ara
terísti
a da relação binária 
lássi
a R.De�nição 5.8. Seja R uma relação binária 
lássi
a sobre U . Então, para quaisquerx, y, z de U , a relação R é(i) re�exiva: se XR(x, x) = 1, ou seja,todo elemento de U está rela
ionado 
om ele mesmo. Caso 
ontrário, R é
hamada de irre�exiva. Mas se (x, x) 6∈ R então, a relação é 
hamada de anti-re�exiva.(ii) simétri
a: se XR(x, y) = 1 impli
a XR(y, x) = 1, ou seja,se x está rela
ionado 
om y então y está rela
ionado 
om x. Caso isso nãoo
orra, a relação é 
hamada de assimétri
a.(iii) transitiva: se XR(x, y) = XR(y, z) = 1 impli
a XR(x, z) = 1, ou seja,se x está rela
ionado 
om y e y está rela
ionado 
om z então x está rela
ionado
om z. A relação que não satisfazer esta propriedade é 
hamada de não transitiva.Se XR(x, y) = XR(y, z) = 1 e XR(x, z) 6= 1 então, a relação é 
hamada de anti-transitiva.(iv) anti-simétri
a: se XR(x, y) = XR(y, x) = 1 impli
a x = y.



Relações binárias sobre U 67Observação 5.6. As de�nições anteriores são usadas na teoria 
lássi
a de 
onjuntos,porém o uso da função 
ara
terísti
a foi para tornar mais 
laro o entendimento derelações fuzzy binárias.Essas propriedades podem ser estendidas para relações fuzzy, em termos de funçõesde pertinên
ia, porém 
om algumas diferenças nas extensões dos 
on
eitos.De�nição 5.9. Seja R uma relação fuzzy binária sobre U , 
uja função de pertinên
iaé ϕR. Então, para quaisquer x, y e z de U , a relação fuzzy R é(i) re�exiva: se ϕR(x, x) = 1;(ii) simétri
a: se ϕR(x, y) = ϕR(y, x);(iii) transitiva: se ϕR(x, z) ≥ miny{ϕR(x, y), ϕR(y, z)};(iv) antissimétri
a: se ϕR(x, y) > 0 e ϕR(y, x) > 0 impli
a x = y.Observação 5.7. 1. Re�exiva: É aquela em que todo indivíduo tem relação má-xima 
onsigo próprio;2. Simétri
a: É 
ara
terizada pela re
ipro
idade, 
om mesma intensidade, entre osindivíduos;3. Transitiva: Indi
a que a relação entre dois indivíduos quaisquer não deve ser,simultaneamente, inferior a relação de 
ada um destes dois 
om os demais;4. Antissimétri
a: É aquela que não admite qualquer re
ipro
idade entre os indiví-duos distintos;5. Uma relação que é re�exiva, simétri
a e transitiva é 
hamada de relação de equiva-lên
ia. E quando for re�exiva e simétri
a é 
hamada de relação de 
ompatibilidadeou de tolerân
ia.Para 
on
luirmos este 
apítulo, iremos apresentar um exemplo onde será veri�
adaas de�nições que foram vistas anteriormente.Exemplo 5.7. SejaR uma relação binária sobre U = {x, y, z}. A matriz de pertinên
iada relação R é dada por:
M =






1 0 0.7

0 1 0

0.7 0 1




 .Analisando a matriz M , temos que R é re�exiva, pois ϕR(x, x) = ϕR(y, y) =

ϕR(z, z) = 1; R é simétri
a, pois ϕR(x, y) = ϕR(y, x) = 0, ϕR(x, z) = ϕR(z, x) = 0.7 e
ϕR(y, z) = ϕR(z, y) = 0; R é transitiva, pois ϕR(x, z) ≥ ϕR(x, y)∧ϕR(y, z) =⇒ 0.7 ≥
0 ∧ 0 =⇒ 0.7 ≥ 0; R não é antissimétri
a, pois ϕR(x, y) = 0 e ϕR(y, x) = 0.



68 Relações FuzzyLogo, R é re�exiva, simétri
a e transitiva. Portanto, R é uma relação de equiva-lên
ia.Após tratarmos de algumas de�nições sobre relações fuzzy, no 
apítulo seguintefalaremos de base de regras fuzzy e algumas apli
ações.



6 Sistemas Baseados em RegrasFuzzy e apli
açõesEm nosso dia-dia, ações humanas 
ontrolam os mais diversos sistemas do mundoreal por meio de informações impre
isas. Em geral, o 
ontrole e a exe
ução de tarefasdevem seguir uma sequên
ia de �ordens� linguísti
as, traduzidas por um 
onjunto deregras 
apazes de serem de
odi�
adas pelo 
ontrolador.A partir dessas regras obtém-se um sistema que se utiliza da lógi
a fuzzy paraproduzir saídas para 
ada entrada fuzzy, 
onhe
ido 
omo sistema baseado em regrasfuzzy.6.1 Controladores FuzzyUma tentativa de reproduzir a estratégia de um 
ontrolador humano, na exe
uçãode suas tarefas, é dada pelos "
ontroladores fuzzy"[1℄.Em 
ontroladores fuzzy, as tarefas são 
omandadas por meio de termos da lin-guagem usual, rela
ionando 
om alguma variável de interesse onde as variáveis linguís-ti
a, neste 
ontexto, desempenham papel fundamental.Os termos linguísti
os, traduzidos por 
onjuntos fuzzy, são utilizados para trans-
rever a base de 
onhe
imentos por espe
ialistas 
om o intuito de 
ontrolarem suastarefas por meio de um 
onjunto de regras fuzzy. Por meio dessas regras fuzzy obtém-se a relação fuzzy, a qual produzirá a saída (ação) para 
ada entrada (
ondição, estado).Nas próximas seções apresentaremos a metodologia de 
ontroladores fuzzy.6.2 Base de Regras FuzzyUma base de regras fuzzy, tem a forma apresentada na Figura 6.1, e 
onsiste num
onjunto de proposições fuzzy es
ritas na forma:Se �
ondição� Então �ação�.Cada �
ondição� e �ação� serão valores assumidos por variáveis linguísti
as, e essas69
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Figura 6.1: Forma geral de uma base de regras fuzzy [1℄.por sua vez, serão modelados por 
onjuntos fuzzy. Os 
onjuntos fuzzy que 
ompõem a
ondição e a ação são 
hamados de ante
edentes e 
onsequentes, respe
tivamente.Cada uma das 
lassi�
ações das variáveis que 
onstam na base de regras é mo-delada por um 
onjunto fuzzy. A lógi
a fuzzy é a outra parte utilizada na obtenção darelação fuzzy que sintetiza as informações matemáti
as 
ontidas na base de regras.A base de regras 
umpre o papel de �traduzir� matemati
amente as informaçõesque formam a base de 
onhe
imentos do sistema fuzzy. Intuitivamente, quanto maioro número de regras, melhor a representação da base regras. Numa situação ideal, talrelação pode mesmo ser uma função no sentido 
lássi
o.6.3 Fun
ionamento de um Controlador FuzzyNum sistema de base de regras fuzzy, a 
ada entrada fuzzy faz se responder umasaída fuzzy e se a entrada for 
risp (ponto de Rn), espera-se que a saída também seja
risp (ponto de Rm). Sendo assim, um sistema fuzzy é uma função de Rn em Rm
onstruída de alguma maneira. A forma de se obter essa função será apresentadas emmódulos.6.3.1 Módulo de Fuzzi�
açãoEste é o estágio onde as entradas do sistema são modeladas por 
onjuntos fuzzy
om seus respe
tivos domínios. É nele que justi�
a-se a grande importân
ia de espe-
ialista do fen�meno a ser modelado. Juntamente 
om os espe
ialistas, as funções depertinên
ia são formuladas para 
ada 
onjunto fuzzy envolvido no pro
esso. Mesmoque a entrada seja 
risp, essa será fuzzi�
ada por meio de sua função 
ara
terísti
a.
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ionamento de um Controlador Fuzzy 716.3.2 Módulo da Base de RegrasO módulo da base de regras pode ser 
onsiderado 
omo um módulo que faz partedo �nú
leo� do 
ontrolador fuzzy. Ele é 
omposto pelas proposições fuzzy e 
ada umadestas proposições é des
rita na forma linguísti
aSe x1 é A1 e/ou x2 é A2 e/ou ... e/ou xn é AnEntão u1 é B1 e/ou u2 é B2 e/ou ... e/ou um é Bmde a
ordo 
om as informações de um espe
ialista. É neste ponto que as variáveis esuas 
lassi�
ações linguísti
as são 
atalogadas e, em seguida, modeladas por 
onjuntosfuzzy, isto é, funções de pertinên
ia.6.3.3 Módulo de Inferên
ia FuzzyÉ no módulo de inferên
ia fuzzy que 
ada proposição fuzzy é �traduzida� matem-ati
amente por meio das té
ni
as da lógi
a fuzzy. É onde se de�ne quais t-normas,t-
onormas e regras de inferên
ia (que podem ser impli
ações fuzzy) serão utilizadaspara se obter a relação fuzzy que modela a base de regras. Este módulo tem tantaimportân
ia quanto o módulo da base de regras. É basi
amente dele que depende osu
esso do 
ontrolador fuzzy, já que ele forne
erá a saída (
ontrole) fuzzy a ser adotadopelo 
ontrolador, a partir de 
ada entrada fuzzy.Em nosso trabalho dentre a possibilidades usaremos o Método de Inferên
ia deMamdani que será introduzido a seguir.O Método de Inferên
ia de MamdaniO método de Mamdani é baseado na regra de 
omposição de inferên
ia max-minsegundo o pro
edimento:1. Em 
ada regra Rj , da base de regras fuzzy, a 
ondi
ional �se x é Aj então ué Bj� é modelada pela apli
ação ∧ (mínimo) que, erroneamente, 
ostuma serdenominada impli
ação de Mamdani (∧ não é uma impli
ação fuzzy pois nãopreserva a tabela de uma impli
ação 
lássi
a);2. Adota-se a t-norma ∧ (mínimo) para o 
one
tivo lógi
o �e�;3. Para o 
one
tivo lógi
o �ou� adota-se a t-
onorma ∨ (máximo) que 
one
ta asregras fuzzy da base de regras.Formalmente, a relação fuzzy M é o sub
onjunto fuzzy de X × U 
uja função depertinên
ia é dada por
ϕM(x, u) = max

1≤j≤r
(ϕRj

(x, u)) = max
1≤j≤r

[ϕAj
(x) ∧ ϕBj

(u)],
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açõesonde r é o número de regras que 
ompõem a base de regras e, Aj e Bj são os sub
on-juntos fuzzy da regra j. Cada um dos valores ϕAj
(x) e ϕBj

(u) são interpretados 
omoos graus 
om que x e u estão nos sub
onjuntos fuzzy Aj e Bj , respe
tivamente.6.3.4 Módulo de Defuzzi�
açãoNa teoria dos 
onjuntos fuzzy, a defuzzi�
ação é um pro
esso que permite re-presentar um 
onjunto fuzzy por um valor 
risp (número real). A seguir veremos ummétodo de defuzzi�
ação.Método de Defuzzi�
açãoPara um sistema fuzzy, a 
ada entrada fuzzy o módulo de inferên
ia produz umasaída fuzzy, que indi
a o 
ontrole a ser adotado. Dessa forma, se a entrada for umnúmero real, espera-se que a saída 
orrespondente seja, também, um número real. Emgeral, mesmo se a entrada for 
risp, a saída será fuzzy. Portanto, usando o método dedefuzzi�
ação tal 
omo o de �Centro de Massa� (que veremos a seguir, para defuzzi�
ara saída), obteremos um número real que indi
ará o 
ontrole a ser adotado.Defuzzi�
ador Centro de Massa (Centro de Gravidade, Centróide ou Centrode Área)Este método de defuzzi�
ação é semelhante à média aritméti
a para uma dis-tribuição de frequên
ias de uma dada variável, 
om a diferença que os pesos aqui sãoos valores ϕB(ui), que indi
am o grau de 
ompatibilidade do valor ui 
om o 
on
eitomodelado pelo 
onjunto fuzzy B.O 
entro de gravidade dá a média das áreas de todas as �guras que representam osgraus de pertinên
ia de um sub
onjunto fuzzy. Entre todos os métodos de defuzzi�
açãoele é o mais pre
iso e preferido, mesmo sendo o mais 
ompli
ado.Para o domínio dis
reto tem-se:
G(B) =

∑n

i=0 uiϕB(ui)
∑n

i=0 ϕB(ui)
.Para o domínio 
ontínuo tem-se:

G(B) =

∫

R uϕB(u)d(u)
∫

R ϕB(u)d(u)
.6.4 Apli
açõesA utilização de sistemas baseados em regras fuzzy está presente em diversas áreasdo 
onhe
imento. Em [9℄ apresentam sistemas baseados em regras fuzzy para o estudode alguns modelos 
lássi
os de dinâmi
a popula
ional. Em [10℄ apresentam apli
ações
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ações 73envolvendo diagnósti
o médi
o, eliminação de fárma
os, qualidade de água e dentreoutros.Apresentaremos aqui algumas apli
ações que não estão presentes nessas referên
ias
itadas.6.4.1 Sistema de avaliação dos forne
edores [2℄Uma empresa possui um sistema de avaliação somente na matéria prima re
ebida(pedras pre
iosas e ouro), porém não possui um sistema de avaliação e 
lassi�
açãodos forne
edores. O sistema fuzzy proposto para avaliação dos forne
edores, além deavaliar a matéria prima, irá avaliar a qualidade e assistên
ia no rela
ionamento.Este sistema de avaliação possui 3 blo
os: blo
os fuzzy I, II e III. O blo
o I éresponsável pela avaliação do produto 
omo sendo: qualidade, quantidade, preço e pon-tualidade. O blo
o fuzzy II é responsável pela avaliação do pro
esso, sendo de�nido
omo: qualidade no rela
ionamento e assistên
ia. Já o blo
o III é responsável pelaavaliação �nal dos forne
edores, ou seja, os resultados obtidos nas avaliações do blo
oI e blo
o II.

Figura 6.2: Esquema ilustrativo do sistema fuzzy.Vejamos então a estrutura de 
ada blo
o fuzzy:Blo
o fuzzy I: O blo
o fuzzy I é estruturado em duas 
amadas onde a primeira
amada 
ontém fatores referentes aos indi
adores de produto, e a saída desta 
amadaserve 
omo entrada para a segunda 
amada que resultará na avaliação �nal do forne
e-dor quanto aos indi
adores de produto.A primeira 
amada do blo
o I é 
onstituída de quatro fatores, 
ada qual 
om suasvariáveis, 
onforme indi
ado a seguir:a) Fatores que de�nem a qualidade do produto: aprovada, 
ondi
ional (aprovado 
omrestrição) e reprovada;b) Fatores que de�nem a quantidade do pedido: 
ompleta e in
ompleta;
) Fatores que de�nem a pontualidade de entrega: sem atraso, até 7 dias e a
ima de7 dias;
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açõesd) Fatores que de�nem o preço do produto: maior que x, até x e menor ou igual aopreço alvo.O valor x indi
a um per
entual de�nido pela empresa, a
ima do preço alvo parao produto. Todos os fatores possuem três variáveis linguísti
as, 
onforme espe
i�
adopelos 
onjuntos fuzzy: vermelho, amarelo e verde.O universo do dis
urso de�nido para todos os 
onjuntos, dos fatores da primeira
amada, está representado entre 0 e 100 em que para o 
onjunto fuzzy qualidadeaprovada, �gura 6.3(a), quanto mais próximo do extremo direito (100), mais próximode um valor ótimo, ao 
ontrário do 
onjunto fuzzy qualidade reprovada, �gura 6.3(b),quanto mais próximo do extremo direito indi
a um per
entual ruim dos produtos quenão 
umprem os requisitos de qualidade estabele
idos.
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Figura 6.3: Conjuntos fuzzy para a variável de entrada qualidade aprovada (a) e re-provada (b), respe
tivamente.A segunda 
amada do blo
o I é 
onstituída pelas variáveis que de�nem a avaliação�nal referente ao produto.As saídas da primeira entrada são as variáveis de entrada da segunda 
amada.Estas saídas possuem 3 variáveis linguísti
as, ruim, média e boa, �gura 6.4(a). Porexemplo, os 
onjuntos fuzzy para a variável de entrada (segunda 
amada) qualidade epontualidade são os mesmos 
onjuntos das variáveis de saída qualidade e pontualidadeda primeira 
amada. Os valores linguísti
os para a saída da segunda 
amada do blo
oI são de�nidos pelos 
onjuntos fuzzy: ruim, regular, bom e ótimo, �gura 6.4(b).Para variável preço foi de�nido os 
onjuntos: ruim, médio e bom. Para variávelquantidade foi de�nido 
omo não-
onforme, 
ondi
ional e 
onforme.Para avaliar o forne
edor quanto aos indi
adores de produtos foi estabele
ida aseguinte ordem de avaliação: qualidade seguida de quantidade, pontualidade e preço.Vejamos algumas regras para avaliação do forne
edor:Se 〈Pontualidade〉 e 〈Quantidade〉 e 〈Qualidade〉 e 〈Valor〉 então 〈Avaliação〉;
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Figura 6.4: Conjuntos fuzzy para a variável de saída avaliação do forne
edor (a) e paraa variável de entrada qualidade e pontualidade (b), respe
tivamente.Pontualidade Quantidade Qualidade Valor AvaliaçãoSem Atraso Completa Aprovada > x RuimAtraso ≤ 7 In
ompleta Reprovada < x RegularAtraso > 7 Conforme Condi
ional = x BomÓtimoSe Pontualidade é Boa e Quantidade é Conforme e Qualidade é Boa e Valor éMédio então Avaliação é Ótimo;Se Pontualidade é Boa e Quantidade é Conforme e Qualidade é Ruim e Valor éRuim então Avaliação é Ruim;Se Pontualidade é Médio e Quantidade é Conforme e Qualidade é Média e Valoré Ruim então Avaliação é Regular.No total, foram de�nidas 81 regras para a variável de saída avaliação do forne
edorquanto a indi
adores de produto.Blo
o fuzzy II: O blo
o fuzzy II 
ontém duas variáveis para avaliar o forne
edorquanto ao seu pro
esso: qualidade no rela
ionamento e assistên
ia. A variável qualidadeno rela
ionamento é avaliada por nota onde esta nota é dada pelo indivíduo en
arregadono rela
ionamento 
om o forne
edor (empresa e forne
edor). A variável assistên
ia éavaliada pelo té
ni
o de inspeção da matéria prima. Estes dados são obtidos pelasassistên
ias efetuadas pelo forne
edor.Os 
onjuntos do blo
o fuzzy II são de�nidos 
onforme estabele
idos para os 
on-juntos do blo
o fuzzy I.Para ambas as variáveis do blo
o fuzzy II, o formato e suporte dos valores lin-guísti
os são os mesmos apresentados na �gura 6.4(b). Para a saída do blo
o II sãode�nidas as mesmas espe
i�
ações da �gura 6.4(a). No total foram utilizadas 9 regras.Se 〈Qualidade Rela
ionamento〉 e 〈Assistên
ia〉 então 〈Avaliação Forne
edor〉.
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açõesQualidade Rela
ionamento Assistên
ia Avaliação Forne
edorRuim Ruim RuimMédio Médio RegularBom Bom BomÓtimoBlo
o fuzzy III: O blo
o fuzzy III é responsável pela avaliação �nal do forne
edor.As entradas para este blo
o são as saídas dos blo
os I e II , e o 
onjunto de saída éapresentado na �gura 6.5. Para a base de regras do blo
o III foram 
onsideradas 16regras.
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Figura 6.5: Conjuntos fuzzy para a variável de saída avaliação �nal do forne
edor.Se 〈Avaliação Produto〉 e 〈Avaliação Pro
esso〉 então 〈Avaliação Final〉.Avaliação Produto Avaliação Pro
esso Avaliação FinalRuim Ruim PéssimoRegular Regular Fra
oBom Bom RegularÓtimo Ótimo BomÓtimoInferên
ia e defuzzi�
açãoO método utiliza a impli
ação de Mandani e o valor real para a avaliação doforne
edor é obtido através do método de defuzzi�
ação do Centro de Massa. O in-tervalo de [0,100℄ para o universo do dis
urso da variável de saída indi
a a nota doforne
edor.Testando o sistema 
om dados reaisA empresa de fabri
ação de jóias forne
eu valores de um forne
edor de pedraspre
iosas no período de novembro de 2004 a fevereiro de 2005. Vejamos os dadosforne
idos do forne
edor A na tabela 6.6.O forne
edor A foi avaliado 
om um desempenho �ótimo� para ambos os indi-
adores de produto (91,53) e pro
esso (91,99), obtendo avaliação �nal de 92,48 
lassi�-
ando 
omo um forne
edor �ótimo�. De a
ordo 
om espe
ialista do setor, todos os resul-tados situaram-se dentro das expe
tativas para os dados amostrados, o que mostra que
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FORNECEDOR A

Quantidade de lotes no período amostrado 19

INDICADORES DE PRODUTO QUANTIDADE DE LOTES %

QUALIDADE

Aprovada 13 68,43

Condicional 0 0,0

Reprovada 06 31,57

QUANTIDADE

Completa 19 100,0

Incompleta 0 0,0

Conforme 0 0,0

PREÇO

Menor ou igual ao preço alvo 15 78,95

Até 10% acima 03 15,79

Maior que 10% 01 5,26

PONTUALIDADE

Sem atraso 19 100,0

Até 7 dias de atraso 0 0,0

Mais de 7 dias de atraso 0 0,0

INDICADORES DE PROCESSO

Relacionamento - 90,0

Assistência - 100,0Figura 6.6: Dados referentes a um forne
edor de pedras pre
iosas [2℄.o sistema é su�
ientemente 
onsistente para ser empregado. Caso ne
essário, ajustespodem ser feitos nos 
onjuntos fuzzy e na base de regras.O prin
ipal objetivo deste trabalho foi forne
er a industria joalheira, meios simplese de baixo 
usto para avaliação e 
lassi�
ação dos forne
edores. A lógi
a fuzzy foiutilizada para atender esse objetivo.6.4.2 Apli
ação da Teoria Fuzzy para o Cres
imento de Re
ifede Coral [3℄Os re
ifes de 
orais são formados 
om o a
úmulo de 
orais. Com o tempo, em
ondições favoráveis, um re
ife de 
orais pode transformar-se numa ilha. São e
ossis-temas 
om grande produtividade e grande biodiversidade e são 
apazes de uma �xaçãorápida do 
arbonato de 
ál
io. A produção de 
arbonato de 
ál
io nestes animais estáligada à penetração da luz no o
eano raso.Demi

o e Klir [3℄ 
omparam os modelos baseados em regras fuzzy por eles pro-postos 
om os modelos determinísti
os de Boss
her e S
hlager, que utilizam a seguinteequação:
G(z) = G(0)tanh(

I0e
−kz

Ik
), (6.1)para ajustar dados de taxas de 
res
imento do prin
ipal re
ife de 
orais do Caribe(Figura 6.7).Sejam z a profundidade da água, G(z) a taxa de 
res
imento a uma dada profun-didade (z), G(0) a taxa de 
res
imento máxima (G em z = 0), I0 a intensidade da luzna superfí
ie, Ik a saturação da intensidade da luz e k o 
oe�
iente de extinção dado
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Figura 6.7: Taxa de 
res
imento do prin
ipal re
ife de 
orais, Montastrea annularis, daregião do Caribe [3℄.por Beer-Lambert Law,
Iz = Ioe

−kz.Pode-se observar que na Figura 6.7 as 
urvas pontilhadas são solução da equação(6.1), porém 
om valores diferentes para os parâmetros 
itados anteriormente (G(0),
I0, Ik, k). A 
urva não pontilhada é solução, porém usando o sistema lógi
o fuzzy.Boss
her e S
hlager estenderam esta equação e desenvolveram ummodelo numéri
odo 
res
imento de re
ife de 
oral, segundo a equação diferen
ial:

dh

dt
(t) = Gmtanh(

I0 exp{−k[h0 + h(t)]− [s0 + s(t)]}
Ik

), (6.2)onde dh
dt
(t) é a variação da altura da superfí
ie de 
oral 
om o tempo, h0 a altura ini
ialda superfí
ie no iní
io do passo de tempo, h(t) é o in
remento no 
res
imento do 
oralno passo de tempo, s0 é a posição ini
ial do nível do mar para um passo de tempo e

s(t) é a variação do nível do mar para o passo de tempo.A Figura 6.8a mostra uma simulação do 
res
imento de re
ife de 
oral baseado naequação (6.2) 
om valores ini
iais para Gm (taxa de 
res
imento máxima), I0 (intensi-dade ini
ial da luz na superfí
ie), k (
oe�
iente de extinção) e 
om a altura do nível domar dado pela Figura 6.8
. Já a Figura 6.8b mostra a solução da taxa de 
res
imentode re
ife de 
oral, baseando-se nas mesmas variáveis da equação (6.2), porém usandoo sistema lógi
o fuzzy que é proposto pelos autores.Demi

o e Klir usaram o sistema lógi
o fuzzy para modelar a taxa de 
res
imentode Montastrea annularis baseado em uma linguagem simples de a
ordo 
om os dados:
• Se a profundidade da água é rasa, então a taxa de 
res
imento de 
oral é rápida.
• Se a profundidade da água é profunda, então a taxa de 
res
imento de 
oral élenta.
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Figura 6.8: Comparação das soluções: equação diferen
ial e fuzzy [3℄.A variável de entrada profundidade (profundo e raso), mostrado na Figura 6.9, éum 
onjunto fuzzy e sua função de pertinên
ia tem domínio entre 0 e −50 metros. Jána Figura 6.10 mostra a variável de saída, taxa de 
res
imento (lento e rápido), e suafunção de pertinên
ia tem domínio entre 0 e 10 mm/ano.
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Figura 6.9: Profundidade da água.Na �gura 6.11 mostra o método de inferên
ia de Mamdani das regras se-então
om a variável de entrada (profundidade) −10 metros. Esta entrada a
iona a base deregras, ou seja, para 
ada entrada (profundo e raso) é 
al
ulado o grau de pertinên
ia.Com isso a variável de saída para 
ada entrada é o 
onjunto de todas as entradas 
omgrau de pertinên
ia menor que o da entrada −10 metros. Feito isso, o 
onjunto fuzzyde saída �nal é tomado 
omo a união de 
ada 
onjunto de saída (lento e rápido) eusando o método de defuzzi�
ador 
entro de massa obtém-se 
omo saída 6.4 mm/ano.Demi

o e Klir desenvolveram um modelo do 
res
imento de re
ife baseado nosistema de inferên
ia fuzzy (Figuras 6.9, 6.10 e 6.11) e o resultado (Figura 6.8b) é
omparado 
om a solução da equação diferen
ial (6.2) (Figura 6.8a).
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Figura 6.10: Taxa de 
res
imento dos 
orais.
Se a profundidade é rasa então a taxa de crescimento é rapida

Se a profundidade é profunda a taxa de crescimento é lentaentão

Figura 6.11: Base de regras.6.4.3 Condição 
líni
a de obesidade e indi
ação de 
irurgia ba-riátri
a [4℄A obesidade é um dos problemas mais importantes que a saúde públi
a enfrentahoje no Brasil e em outros países do mundo. A Organização Mundial da Saúde (OMS)
onsidera que, atualmente, nos países desenvolvidos e até em países em desenvolvi-mento, ela seja o prin
ipal problema de saúde a enfrentar. O ex
esso de peso estáasso
iado a uma série de doenças que 
omprometem a qualidade e a duração da vida.Por esse motivo, muitas pessoas que se en
ontram muito a
ima do peso desejamfazer a 
irurgia bariátri
a. Um dos 
ritérios para veri�
ar se uma pessoa está a
ima dopeso é o 
ál
ulo do IMC (índi
e de massa 
orporal) que é uma relação matemáti
a depropor
ionalidade entre o peso 
orporal do indivíduo em quilogramas (P) e o quadradoda sua altura expressa em metros (A): IMC = P
A2 .O IMC é 
onsensualmente utilizado na orientação da abordagem terapêuti
a daobesidade, in
lusive na indi
ação de 
irurgia bariátri
a (ICB). Os valores de 
orte doIMC apresentam boa espe
i�
idade em diagnosti
ar obesidade, porém demonstram
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ações 81baixa sensibilidade em identi�
ar adiposidade, sendo que indivíduos 
om grau altode gordura 
orporal (GC) deixam de ser 
onsiderados obesos e o fator prejudi
ial naobesidade é o a
úmulo de gordura no 
orpo.Considerando-se que a obesidade espe
i�
amente refere-se ao ex
esso de gordura
orporal, o ideal seria basear-se também na %GC para dar uma real ideia ao pa
ientee até uma indi
ação para fazer a 
irurgia bariátri
a. As medições na %GC são dadasde a
ordo 
om as variações: idade, sexo e grupo étni
o.Sobrepeso e Obesidade IMCSobrepeso 25 a 29,9Obesidade Grau I 30 a 34,9Obesidade Grau II 35 a 39,9Obesidade Morbida Grau III >40Tabela 6.1: Classi�
ação do IMC%GC Mulheres HomensAdequada <25% <15%Leve 25 - 30% 15 - 20%Moderada 30 - 35% 20 - 25%Elevada 35 - 40% 25 - 30%Mórbida >40% >30%Tabela 6.2: Classi�
ação da %GCAvaliação da obesidade usando a teoria fuzzyConsidere um pa
iente 
om o IMC=39 e outro pa
iente 
om IMC=40. Segundoa 
lassi�
ação booleana, estes pa
ientes são 
lassi�
ados, de a
ordo 
om a OMS, emdistintas 
ategorias de obesidade e re
ebem tratamentos diferentes. Mesmo que adiferença entre os IMC dos dois pa
ientes seja pequena, o pa
iente 
om IMC=39 nãoestá indi
ado a fazer a 
irurgia bariátri
a, a menos que seja portador de doenças rela-
ionadas a obesidade (
omorbidades), já o pa
iente 
om o IMC=40 está indi
ado afazer a 
irurgia. É importante observar que estes dois pa
ientes podem não apresentardiferenças relevantes às suas 
ondições 
líni
as e biológi
as que expli
am essa enormediferença nos tratamentos.Visto que esses limites fazem 
om que 
ertos pa
ientes tenham tratamentos ina-dequados, a lógi
a fuzzy é usada a �m de minimizar esses erros. A lógi
a fuzzy seráusada por ser uma ferramenta poderosa para lidar 
om valores impre
isos, in
ertos,apontando soluções 
onsistentes e de baixo 
usto.
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açõesIMC>35 e <40 IMC>40Sem 
omorbidades Sem indi
ação Com indi
açãoCom 
omorbidades Com indi
ação Com indi
açãoTabela 6.3: Indi
ação ao tratamento 
irúrgi
oNa lógi
a fuzzy, o pa
iente 
om o IMC=39 estaria no 
onjunto 
om indi
açãoao tratamento 
irúrgi
o 
om um 
erto grau de pertinên
ia e também no 
onjunto semindi
ação ao tratamento 
irúrgi
o 
om um determinado grau de pertinên
ia.Para indi
ar o melhor tratamento da obesidade in
luindo a ICB, é proposto em [4℄um modelo baseado em regras fuzzy no qual foram tomadas 
omo variáveis de entradao IMC (índi
e de massa 
orporal) e a %GC (por
entagem de gordura 
orporal), tendo
omo variável de saída o índi
e MAFOI (Miyahira Araujo Fuzzy Obesity Index). Esteíndi
e foi 
onstruído a partir da junção do IMC e %GC onde este terá a 
apa
idade deavaliar 
om mais propriedade a real 
omposição e quais pa
ientes devem ser en
amin-hados à 
irurgia bariátri
a.MétodosPara avaliação do desempenho de diagnósti
o de obesidade através do IMC foiutilizado o padrão de referên
ia da OMS e para a avaliação do desempenho de diag-nósti
o de obesidade através da %GC foram 
onsiderados os valores %GC>35% paramulheres e %GC>25% para homens.Ini
ialmente, as variáveis de entrada IMC e %GC, que eram 
onjuntos 
lássi
os,foram fuzzi�
adas (Figura 6.12 e Figura 6.13).
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Figura 6.12: Índi
e de massa 
orporal (IMC) fuzzy.
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Figura 6.13: Por
entagem de gordura 
orporal (%GC) fuzzy.A partir disso, o IMC e %GC foram rela
ionadas num sistema de inferên
ia fuzzy
onstituído de 22 regras e teve 
omo variável de saída o índi
e MAFOI (Figura 6.14).Esta relação está asso
iada à estimativa da obesidade (entrada) e à 
lassi�
ação daobesidade e ICB (saída).
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Figura 6.14: Miyahira Araujo fuzzy obesity index (MAFOI).As regras �
aram restritas somente àquelas 
onsideradas 
ompatíveis 
om a exis-tên
ia humana e a base de regras será apresentada na tabela 6.15:
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Figura 6.15: Matriz difusa para 
lassi�
ação da obesidade.Legenda:AD - AdequadaLEV - LeveMOD - ModeradaELEV - ElevadaMOR - MórbidaMA - MagroSP - SobrepesoOI - Obesidade grau IOII - Obesidade grau IIOIII - Obesidade grau IIIM - Magro fuzzyHM - Hipertro�a mus
ularEGC - Ex
esso de gordura 
orporalSUT - SumotoriOFZ - Obesidade fuzzyOBE - Obesidade mórbidaEste índi
e (MAFOI) admitiu a 
lassi�
ação de obesidade nas 
ategorias EGC,OFZ, SUT e OBE e a indi
ação à 
irurgia nas 
ategorias OFZ 
om 
omorbidades,OFZ sem 
omorbidades e 
om grau de pertinên
ia em OBE e OBE independente dapresença de 
omorbidades.Para tomada de de
isão foi utilizado o método de Mamdani e para a defuzzi�
açãoo 
entro de massa. O esquema do sistema de inferên
ia utilizado é apresentado naFigura 6.16.A superfí
ie de mapeamento para 
lassi�
ação da obesidade está gra�
amenterepresentada na Figura 6.17.Con
lusão
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Figura 6.16: Sistema Miyahira Araujo Fuzzy Obesity Index (MAFOI). Duas entradas:IMC e %GC. Uma saída: MAFOI. Número de regras: 22 [4℄.

Figura 6.17: Superfí
ie de mapeamento do Miyahira Araujo Fuzzy Obesity Index(MAFOI) [4℄.
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açõesSegundo [4℄ �
ou demonstrado em seu trabalho que o índi
e MAFOI está maispróximo da real 
ondição 
líni
a obesidade do indivíduo do que o IMC e %GC 
on-siderados isoladamente. Além disso, sua utilização demonstrou ser uma alternativaadequada para 
lassi�
ação da obesidade, bem 
omo para ICB. Maiores detalhes po-dem ser en
ontrados em [4℄.6.5 Considerações FinaisApresentamos nesse trabalho 
on
eitos bási
os da Teoria de Conjuntos Fuzzy,pro
urando in
luir exemplos e, quando possível, fazer 
onexões 
om a Teoria Clássi
a.O estudo de sistemas baseados em regras fuzzy permitiu 
onhe
er várias áreas onde alógi
a fuzzy tem sido utilizada. Espera-se que esse material apresentado possa ser útilpara alguma dis
iplina de introdução à teoria, à nível de graduação.
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