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Resumo

Neste trabalho sao apresentados alguns conceitos basicos da Teoria de Conjuntos
Fuzzy como: operacoes com conjuntos fuzzy, Principio de Extensao de Zadeh, ntimeros
fuzzy e nogoes de logica fuzzy. As relagoes fuzzy sao apresentadas com o objetivo de

tratarmos de sistemas baseados em regras fuzzy e algumas aplicacoes.

Palavras-chave: Logica simbolica e matematica, Funcao de Pertinéncia, Logica Fuzzy,

Regras Fuzzy.






Abstract

In this paper are presented some basic concepts of Fuzzy Sets Theory: operations
with fuzzy sets, Zadeh extension principle, fuzzy numbers and fuzzy logic. The fuzzy
relations are presented for the purpose of treating systems based on fuzzy rules and

some applications.

Keywords: Symbolic logic and mathematics, Membership Function, Fuzzy Logic,

Fuzzy Rules.
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1 Introducao

A teoria de conjuntos fuzzy foi introduzida pelo professor L. A. Zadeh (1965) que
procurava uma teoria alternativa que pudesse formalizar termos imprecisos como "em
torno de", "proximo de", etc. Em muitos problemas em Fisica e em Matemética nao
temos dificuldade em classificar elementos como pertencentes ou nao a um dado con-
junto classico. Dessa forma, dado um conjunto A e um elemento = do conjunto universo
U conseguimos muitas vezes afirmar x € A ou x ¢ A. Por exemplo, afirmamos sem
receio que o nimero 5 pertence ao conjunto dos nimeros naturais e que o nimero -5
nao pertence a este mesmo conjunto. Este é um caso sobre o qual nao temos duavi-
das, sendo a logica booleana devidamente aplicada. No entanto, poderemos discordar
quanto ao fato de o niimero 4,5 pertencer ou nao ao conjunto dos niimeros proximos
de 5. Neste caso a resposta nao é tnica e objetiva, pertencer ou nao poderé depender
do tipo de problema que estamos analisando.

Zadeh baseou-se no fato de que qualquer conjunto classico é caracterizado por
uma funcao, a funcdao caracteristica. A partir dela, através de um “relaxamento” no
contradominio da fungao caracteristica, passando do conjunto {0, 1} para o intervalo
[0,1], Zadeh definiu a pertinéncia de um elemento a um conjunto de forma gradual,
através da chamada funcao de pertinéncia.

A partir do conceito de funcao de pertinéncia foi desenvolvido um estudo em que
foi possivel caminhar teoricamente com a interpretacao de termos imprecisos, podendo
analisar fendmenos qualitativos, com certa confiabilidade.

A pesquisa na teoria de conjuntos fuzzy tem crescido consideravelmente desde a sua
criacao. Além disso, as aplicacbes ocorrem nas mais diversas areas e tém apresentado
resultados expressivos.

A teoria da logica fuzzy enfrentou forte resisténcia por parte da comunidade
cientifica no seu inicio, principalmente por parte de estatisticos norte americanos. En-
tretanto, a despeito de todo preconceito muitos pesquisadores vislumbraram as possi-
bilidades de avanco e trabalhos surgiram em todo o mundo, particularmente no Japao,
onde a logica fuzzy encontrou um solo fértil para desenvolver-se rapidamente.

Ja na primeira década (1965-1975) os pesquisadores se esforgaram por estender
os fundamentos da logica fuzzy, introduzindo conceitos novos e desenvolvendo outras

abordagens da teoria, bem como as relacoes fuzzy, as variaveis linguisticas, os processos

15
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de decisao fuzzy, a medida fuzzy, sistemas topologicos, adlgebra com nimeros fuzzy, etc..
Em 1972 formou-se no Japao o primeiro grupo de pesquisas em sistemas fuzzy, coor-
denado pelo professor Toshiro Terano, e em 1974 iniciou-se um importante capitulo no
desenvolvimento desta teoria, com a apresentacao do primeiro controlador fuzzy criado
por E. Mamdani, no Reino Unido. A partir de entao varios foram os pesquisadores que
buscaram aplicar a teoria de logica fuzzy para controlar sistemas em engenharia. Em
1976 temos a primeira aplicagao industrial da logica fuzzy, desenvolvido pelo Circle
Cement e SIRA, na Dinamarca, que consistiu de um controlador fuzzy que incorporava
o conhecimento e a experiéncia dos operarios para controlar os fornos das fabricas. Em
1977, Didie Dubois aplicou os conjuntos fuzzy em um estudo sobre condigoes de trafego
e neste mesmo ano surgiu o primeiro sistema especialista fuzzy.

Em 1985 foi desenvolvido o primeiro chip fuzzy por Masaki Togai e Hiroyuke-
Watanabe, no laboratorio Bell (EUA). Em 1987 foi inaugurado com sucesso o primeiro
trem controlado com logica fuzzy, no sistema do metr6 de Sendai, no Japao. Foi
também neste ano que a Yamaha desenvolveu seu helicoptero nao-tripulado, Yamaha-
50, totalmente controlado por um controlador fuzzy, dando origem a era do desen-
volvimento tecnolégico proporcionado por esta teoria. Em 1988 comecgou a operar no
Yamaichi Fuzzy Fund o primeiro sistema de comércio financeiro fuzzy. Mas, foi em
1990 que esta teoria atingiu a popularidade com o lancamento no mercado da primeira
méquina de lavar roupas fuzzy, da Matsushita Electric Industrial Co., marcando o
inicio do desenvolvimento de produtos de consumo. Hoje é possivel encontrar, princi-
palmente no Japao, varios tipos de eletrodomésticos cujo sistema é baseado em con-
troles fuzzy (televisdo, camera fotografica, panela para cozimento de arroz, videos, etc.)
e existem, atualmente, varias empresas (Siemens, Daimler-Benz, Klockner-Moeller,
SGS-Thomson, General Motors, Motorola, Hewlett-Packard, etc.) com laboratorios de
pesquisa na area para desenvolvimento de produtos.

Nesse breve historico é possivel perceber quao rapido se deu o desenvolvimento
da teoria fuzzy e quao abrangente tem sido suas aplicacoes.

Os objetivos centrais deste trabalho sao:

e 0 estudo de conceitos basicos da Teoria de Conjuntos Fuzzy, comparando-os com

a Teoria de Conjuntos Classica;

e apresentacao de exemplos, que ilustram os conceitos, visando um texto que

podera ser utilizado numa disciplina (optativa) de graduagao;

e estudo de aplicagoes, envolvendo essa teoria, em algumas areas do conhecimento,

principalmente no que se refere a sistemas baseados em regras fuzzy.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos os
conceitos basicos de conjuntos fuzzy e as operacoes com subconjuntos fuzzy; no capi-

tulo 3 introduzimos o principio de extensao de Zadeh e os nimeros fuzzy. Para um bom



17

entendimento do texto, nocoes bésicas da logica fuzzy sao apresentadas no capitulo 4
e as relagoes fuzzy no capitulo 5. Finalmente, no capitulo 6 apresentamos o sistema

baseado em regras fuzzy e aplicacoes.






2 Conceltos basicos da Teoria dos

Conjuntos Fuzzy

2.1 Introducao

E muito comum passarmos informagoes ou conceitos de uma maneira incerta, ou

seja, com certo grau de imprecisao. Isso ocorre principalmente quando,

“ para descrever certos fendmenos relacionados ao mundo sensivel, temos
utilizado graus que representam qualidades ou verdades parciais... Esse ¢é

o caso, por exemplo, dos conceitos de alto, fumante, infeccioso, presa etc ”

[1].

Estes conceitos sao fuzzy no sentido de que nao podem ser rigorosamente definidos.
Neste capitulo, iremos apresentar o conceito de subconjuntos fuzzy, algumas ope-

racoes e aplicagoes.

2.2 Conjuntos Fuzzy

Para formalizar a definicao de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de que
qualquer conjunto classico pode ser caracterizado por uma funcao, chamada funcao

caracteristica, que é dada a seguir.

Definigao 2.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto del . A funcao caracteristica
de A € dada por

1, se z€ A
X _ )
Al) { 0, se ¢ A

Assim, o dominio de X 4 é U e a imagem é o conjunto {0, 1}. Existem conjuntos
que nao estao bem definidos, ou seja, conjuntos onde nao podemos usar esta fungao
caracteristica para dizer se um elemento pertence ou nao ao conjunto. Vejamos um

exemplo.

19
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Exemplo 2.1. [3] Em Geologia, os termos argila, lama, areia e pedregulho sio utiliza-
dos para descrever o tamanho de particulas sedimentares do solo. Do ponto de vista
“classico”, um grao pode pertencer somente a uma destas classes de tamanho. Assim,
um grao com diametro 1,999 mm seria areia e um grao com 2,001 mm de diametro
seria pedregulho.

,  aga | lama | areia ]{pedregulho)
Moo s 16 )

Figura 2.1: Classificagao segundo diametro das particulas do exemplo 2.1.

Uma representacao alternativa para descrever o conjunto “areia” seria atribuir o
valor 1 para os graos com diametro no intervalo [0,0625,2] mm e valor 0 para graos
cujo diametro estao fora desse intervalo.

Na representacao de conjuntos fuzzy, a funcao utilizada para descrever “areia”
podera assumir qualquer valor no intervalo [0,1| e ndo somente os valores 0 ou 1.

Assim, esses graos com diametros 1,99 mm e 2,001 mm sao membros de dois
conjuntos (simultaneamente), areia e pedregulho, com graus de pertinéncia proximo de
0,5.

A seguir vamos definir e apresentar alguns exemplos de conjuntos fuzzy e uma

possibilidade de representacao para os conjuntos do exemplo 2.1.

Definigao 2.2. Seja U um conjunto cldassico. Um subconjunto fuzzy A de U € carac-

terizado por uma funcao de pertinéncia g4 onde
©vA U — [0, 1]

O valor w4(z) em [0, 1] indica o grau com que o elemento = de U pertence ao
conjunto fuzzy A, com ps(z) = 0e pa(r) = 1 indicando, respectivamente, a nao
pertinéncia e a pertinéncia completa de x ao conjunto fuzzy A.

Observamos que a definicao de conjunto fuzzy foi obtida simplesmente ampliando-
se o contra dominio da fungao caracteristica, isto é, do conjunto {0, 1} para o intervalo
[0,1]. Dessa forma, podemos notar que todo conjunto classico é um caso particular
de conjunto fuzzy, onde a funcao de pertinéncia que o caracteriza é a sua funcao

caracteristica.

Observacao 2.1. 1. Um subconjunto classico, na linguagem fuzzy, costuma ser

denominado por subconjunto crisp.

2. Para tornar a leitura do texto mais simples, iremos nos referir a subconjunto

fuzzy por conjunto fuzzy.
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Exemplo 2.2. Retomando o exemplo 2.1 , se usarmos conjuntos fuzzy, uma possibili-
dade de representacao dos termos que descrevem o tamanho dos sedimentos, pode ser

observada na Figura 2.2, sugerido por [3].

T T T T T
argila lama areia pedregulho

I o© ©
IS o ®
T T T

Grau de pertinéncia

©
N
T

0] 1/256 1/16 2
Diametro do grdo em mm

Figura 2.2: Funcao de pertinéncia para o conjunto do exemplo 2.2.

A imagem da func¢ao de pertinéncia nao esta restrita a valores 0 e 1, mas pode
assumir qualquer valor no intervalo [0,1]. Assim, graos de 1,999 e 2,001 mm pertencem

aos conjuntos “areia” e “pedregulho” com grau proximo de 0,5.
Exemplo 2.3. Consideramos o conjunto dos niimeros naturais impares:
P ={n € N:n éimpar}.

O conjunto P tem como fungao caracteristica Xp(n) =1 se n é impar e Xp(n) =0
se n é par. Portanto, o conjunto dos nimeros impares é um particular conjunto fuzzy
ja que Xp(n) €0, 1].

Exemplo 2.4. [5] Seja U o conjunto de todos os nimeros reais que podem indicar
altura de uma pessoa. Vamos definir o conjunto A como sendo o conjunto das pessoas

altas. Uma funcao de pertinéncia que caracteriza A pode ser dada por

0, se z<1,60
walr) =4 5(x—1,60), se 1,60 <z <1,80 ,
1, se z2>1,80
cujo grafico é dado pela Figura 2.3.

Exemplo 2.5. [6] Consideramos o subconjunto F dos niimeros reais proximo de 2:
F ={xz € R:z é proximo de 2}.

Podemos caracterizar a fun¢ao de pertinéncia ¢ : R — [0, 1], que associa cada z real
ao valor de proximidade ao ponto 2, de diferentes maneiras. Vejamos graficamente,

algumas delas na Figura 2.4.
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Grau de pertinéncia

[

o
©

o
>

o
~

0.2r

Grau de pertinéncia
I o ©
B o o [
T T T

o
N

=)

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
altura (m)

Figura 2.3: Funcao de pertinéncia para o conjunto do exemplo 2.4.

(a) (b)
' //“\
| \\
// |
1 : ; , — :
(c) (d)

Figura 2.4: Funcoes de pertinéncia para o conjunto do exemplo 2.5.
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As fungoes de pertinéncia dos itens (a) e (c) da figura 2.4 sdo parecidas no sentido
que os nimeros pertencentes ao intervalo |1,3[ tem grau de pertinéncia estritamente
positivo, enquanto que fora desse intervalo o grau de pertinéncia é nulo. Ja para a
funcio do item (d) elementos no intervalo [2, 2] tem pertinéncia ndo-nula. A seguir
apresentamos as expressoes analiticas das fungoes de pertinéncia @1, @9, w3 € @4 para

os itens (a), (b), (c) e (d), respectivamente, da figura 2.4.

(x—2)+1, se z€]l,2]

pi(x)=4¢ 2—2)+1, se x€ (2,3
0, se x¢(1,3)
1
220 = T 950 o

, se 1€
0, se & (

]
)

A escolha da funcao que deve ser adotada para o conjunto em questao depende

)

2

(14-cos(2m(z—2)))
pa(r) =

oo Nl
oot Nt

Y

do problema a ser estudado.

Do ponto de vista da teoria dos conjuntos fuzzy, qualquer uma das funcoes de
pertinéncia dadas anteriormente pode ser uma representante do conjunto F. Porém, o
que deve ser notado é que cada uma dessas funcoes produz conjuntos fuzzy distintos
e assim, a escolha da funcao de pertinéncia a ser utilizada depende do problema e do
especialista.

2.3 Operacoes com subconjuntos fuzzy

Apresentaremos a seguir as defini¢oes de conjunto uniao, intersecao e complemen-
tar de conjuntos fuzzy, comparandos-as com o caso classico.
Um conjunto fuzzy é dito vazio se e somente se a funcao de pertinéncia for
identicamente nula em .

Consideraremos agora A e B dois conjuntos fuzzy de U.

Definigao 2.3. Dizemos que os conjuntos A e B sao iguais e escrevemos A = B | se
e somente se, pa(x) = pp(x) para todo © em U. Dizemos que A € um subconjunto de

B, e escrevemos A C B, se pa(z) < pp(x) para todo x € U.

Da definicao anterior, observamos que s6 héa igualdade de dois conjuntos fuzzy se

possuem as mesmas funcoes de pertinéncia.



24

Conceitos basicos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Definigao 2.4. A uniao de dois conjuntos fuzzy A e B € um conjunto fuzzy C, e es-

crevemos C = AU B, cuja func¢ao de pertinéncia é dada por

vo(r) = max|pa(z), vp(z)],z € U. (2.1)

Esta funcao esta bem definida pois o maximo sempre existe.

Segundo [7], a uniao de A e B é, intuitivamente, o menor conjunto fuzzy que
contém A e B. Mais precisamente, se D é um conjunto fuzzy qualquer que contém
ambos A e B, entdao D contém a uniao de A e B.

Para mostrar esta afirmacao, observe primeiramente que C, como definido em
(2.1), contém A e B, pois

max[pa(z), pp()] = pa(r) e max{pa(x), pp(2)] = p(z), Yrel

Além disso, se D é um conjunto fuzzy qualquer que contém A e B, entao

op(x) > pa(x) e pp(x) > pp(x), Vo el

e portanto,

ep(x) > max[pa(x), op(x)] = po(x), Ve el
que implica C C D.

Definicao 2.5. A intersecao de dois conjuntos fuzzy A e B € um conjunto fuzzy C, e

escrevemos C = AN B, cuja funcao de pertinéncia é dada por

vo(r) = minjpa(z), pp(z)],z € U. (2.2)

De modo analogo, a intersecao de A e B é o maior conjunto fuzzy que esta contido
em A e B. Mais precisamente, se D é um conjunto fuzzy qualquer que esta contido
tanto em A quanto em B, entao D esté contido na interseccao de A e B.

Para mostrar esta afirmacao, observe primeiramente que C, como definido em
(2.2), contém A e B, pois

minf[pa(z), ()] < pa(z) e minfpa(z), op(z)] < pp(z), Yz el.

Além disso, se D é um conjunto fuzzy qualquer que esta contido em A e B, entao

ep(x) < pa(z) e pp(z) < pp(z), Yeel
e portanto,
¢p(z) <minfpa(z), pp(z)] = po(z), Ve el

que implica C D D.
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Definicao 2.6. O complementar de um conjunto fuzzy A € o subconjunto fuzzy A’ de

U cuja funcao de pertinéncia € dada por

pa(r)=1—paz), Vo elU.
Note que, ao contrario do conjunto classico, para conjuntos fuzzy podemos ter:

o Vana(x) #0=y(x), Vo €U, ouseja, AN A # 0.
o paua(z)#1=py(zr), Vx €U, ouseja, AUA # U.

Como an () = min[pa(z), 1 —pa(x)],z € U, pana(z) # 0 sempre que p4(z) €
(0,1), ou seja, AN A" # (). Alem disso, pana(z) = 0 & @a(x) € {0,1}, ou seja, o
principio do terceiro excluido é valido somente para conjuntos classicos.

Vejamos alguns exemplos envolvendo os conceitos apresentados nesta segao.

Exemplo 2.6. Sejam Y = R, A e B conjuntos fuzzy de U definidos por

(
0, se 0<z<1 5
e’ se 0<zr<3
r—1, se 1<x<?2
(z) | 5 < y<3 (z) 1, se 3<x<5b
r)= , se <z r) =
w4 vE 1—’”—;5, se Hh<ax <7
4—z, se 3<xr<4
0, se x>7
0, se z>4

Figura 2.5: Funcao de pertinéncia para os conjuntos A e B, respectivamente, do ex-

emplo 2.6.
Assim,
e* 3, se 0<z<1.16 0, se 0<z<1
(z) r—1, se 1.16 <z <2 () r—1, se 1<z<1.16
xr) = xT) =
pAUE 1 se 2<az<3 A 3 se 116<z <3

ep(z), se >3 valx), se >3
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-

' ' '
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4

Figura 2.6: Funcao de pertinéncia para o conjunto AU B e AN B, respectivamente, do

exemplo 2.6.

1, se 0<z<1
2—x, se 1<x<?2
oa(z) = 0, se 2<z<3
r—3, se 3<zr<A4

1, se x>14

AVA

Figura 2.7: Funcao de pertinéncia para o conjunto A’ do exemplo 2.6.

Exemplo 2.7. [1| Consideramos que o conjunto fuzzy que define os jovens seja dado

por

(B52)%, se 0<a <40
#ale) { 0, se 40 <z < 120 (2:3)

onde U = [0, 120] e as idades dos individuos sdo dadas em anos.

Uma possibilidade para a funcao de pertinéncia do conjunto fuzzy dos idosos é

p1(z) =1 — (),
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onde o conjunto fuzzy dos idosos é o complementar do conjunto fuzzy dos jovens.
No entanto, embora os termos linguisticos jovens e idosos tenham significados
aparentemente opostos, eles podem ser definidos por conjuntos fuzzy que nao sejam

complementares. Por exemplo, ¢; pode ser tomado como em [1]| (veja Figura 2.8)

(559)%, se 40 <z <120
= 2.4
er() { 0, se = <40 (2.4)

Figura 2.8: Funcao de pertinéncia para o conjunto dos jovens e dos idosos, respectiva-

mente, do exemplo 2.7, dados por (2.3) e (2.4).

Segundo [1], esta operagdo de complemento permuta os graus de pertinéncia dos
subconjuntos fuzzy Je I. Esta é a propriedade que caracteriza o complementar fuzzy,
isto é, enquanto ¢4 indica o grau de compatibilidade de z com o conceito em questao,
par expressa a incompatibilidade de x com tal conceito.

No exemplo anterior, um individuo que pertence ao conjunto fuzzy dos jovens .J
com grau 0,8, pertence também ao seu complementar [ com grau 0,2. Um elemento
pode pertencer a um conjunto e ao seu complementar com o mesmo grau de pertinén-
cia indicando que, quanto mais divida se tem da pertinéncia de um elemento a um
conjunto, mais proximo de 0,5 é seu grau de pertinéncia a este conjunto.

A seguir apresentaremos algumas propriedades das operagoes entre subconjuntos

fuzzy.

Proposigao 2.1. Sejam A, B e C conjuntos fuzzy de U. As operagoes de uniao, inter-

secao e complementar satisfazem as sequintes propriedades:
(a) AUB=BUA

(b) ANB=BnNnA
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(c) Au(BUC)=(AUB)UC

(d) AN(BNC)=(ANB)NC

(e) AUA=A

(f) AN A=A

(g) AuBNC)=(AUB)N(AUC)

(h) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

i) Anb=0eAUD=A

G) ANU=Ae AUU=U

(k) (AUB) = A'NB e (ANB) = A'UB (leis de De Morgan)

Faremos as demonstragoes dos items (a), (b), (g) e (k). As demais sdo imediatas

ou semelhantes as que apresentaremos.

Demonstracao. Sejam ¢4 e pp funcoes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy A e B, res-

pectivamente.
(a) AUB =max{pa(z), pp(z)} = max{pp(z),pa(x)} =BUA, Vzel.
(b) ANB =min{pa(z), pp(x)} = min{pp(z), pa(z)} =BNA, Vel
A propriedade a seguir pode ser demonstrada considerando os possiveis casos.

(g) AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Essa propriedade, em termos das funcoes de pertinéncia para A, B e C é escrita

como

max[p (), min[pp (), po(@)]] = min[max{pa(z), ()}, max{ea(z), oc(z)}].
(2.5)

A verificacdo da validade de (2.5) é realizada considerando 6 possiveis casos,
Vo € U:

L. palz) > ¢p(z) > pc(z)
2. pa(z) > pc(x) > pp()
3. wp(x) > pa(z) > pc(z)
4. pp(z) > po(x) > pa(z)

5. wo(r) > pa(x) > op(r)
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6. wo(r) > pp(r) > pa()

Provemos o primeiro caso e, a partir deste, os outros casos podem ser verificados de
modo analogo.
Se pa(x) > pp(x) > pc(r), Vo €U temos:

max[p (), min[pp(2), po(2)]] = maxjpa (@), po(@)] = pa(z)

min[max{¢(z), pp(x)}, max{pa(z), c(x)}] = minfpa(r), pa(2)] = pa(z)
Logo,
max[pa(z), minfpp (), po(r)]] = a(e) =
— minfmax{p. (), pp(2)}, max{pa(@), po(r)}]

A demonstracao de algumas propriedades como as lei de De Morgan, é uma apli-

cacao imediata das propriedades de méximo e minimo entre funcoes, isto é,

[p(x) + (@) + [p(z) — ()]

max(ip(e), ¥(2)] = 5

min[p(z), P(r)] = %[@(x) + () — [o(z) — ¥(z)]]

onde, ¢ e 1) sdo fungdes com imagens em [0, 1].

Vejamos:

(k) (AuB) =A'np

panp () = min[l —pa(z), 1 - @p(z)]
(1= @alx) + (1 = wp(z)) = [(1 = palx)) = (1 = ¢p(@))[]
[(1 = @a(2)) + (1 = wp(@)) — [ = (valz) = ¢5(2))]]

=1—3[pa(®) + vp(@) + [palz) — pp(z)|]
=1 —max[p4(z), pp(z)]

=1—-paup(r) = @(AuB)/(ﬁU)a

para todo x € U.

(ANB)Y =AUB
paup (z) = max[l —pa(z), 1 — pp(z)]
=3[0 = pa(@) + (1 = pp(2) + [1 — pa(z) = 1+ pp(z)]
=312 = (pa(@) + vp(2) + [¢p(2) — Palz)]]
=1 3lpa(@) + ¢p(@) = lpa(r) — pp(@)|]
= 1 —min[pa(z), pp(z)]
=1—vans(x) = Yanpy (),
para todo z € U.
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Exemplo 2.8 (Exercicio 1.3 /[1]). Consideramos o subconjunto fuzzy das pessoas altas
(em metros) do Brasil, definido por

pa(r)

e das pessoas de estatura mediana por

;

¢B(z)

onde x é a altura em metros.

Consequentemente, temos:

(

pa(z)

pp(r) =

\

0,
oz —1,4),
L,
0,
oz —1,4),
L,
o1(1,8 — ),
0,
L,
(1,8 — 1),
0,
L,
o2(1,6 —x),
0,
0%@—1,7),
L,

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

se

r<1,4
Ld<ax<1,8
z>1,8

r<1,4
Ld<x<1,6
1,6 <z < 1,7
1,7<z<1,8
z>1,8

r<14
1,4<2<1,8
r>1,8

r<14
1,L4<x<1,6
Le<ax<1,7
1, 7<2<1,8
z>1,8

Dadas as duas fungoes de pertinéncia ¢4 e pp obteremos (AU B)', A'UB'.
Através das expressoes de ¢4 e pp obtemos

(

paus(r) =

\

0,
oz(z—1,4),
L,
oq(1,8 =),
i(w—l,él),

se

se

se

se

se

se

r<14
1,L4<x<1,6
1,6 <x<1,7
1,7<xz<1,72
1,72<x<1,8
z>1,8

Calculando a funcao de pertinéncia ¢p(4upy, onde

sy () =1 — paus(r)

obtemos

Pausy () =

se

se

se

se

se

se

<14
1,4<x<1,6
1,6 <x<1,7
1,7<x<1,72 °
1,72<2<1,8
z>1,8
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Das expressoes de ¢4 e ¢p obtemos

;

1, se 2<1,4
ﬁ(—$+1,8), se 1,4<xz<1,6
1
0,4\ <
oaup(x) = 0,4( r+1,8), se 1,6<z<1,7
+(1,8—1x), se 1,7<x<1,72
ﬁ(ft—l,?), se 1,72<{L‘§178
1, se z>1,8

\

Observe que, como era esperado, Qaupy 7 Yaup - Veja na Figura 2.9.

Figura 2.9: Fungao de pertinéncia para o conjunto ¢ausy € @aups, respectivamente,
do exemplo 2.8.

Nesta ultima secao, trataremos um pouco de uma classe especial de conjuntos

classicos que estéd estritamente relacionada com cada subconjunto fuzzy.

2.4 O conjunto a-nivel

Um dos conceitos mais importantes envolvendo conjuntos fuzzy é o conceito de

a-nivel, dado a seguir.

Defini¢ao 2.7. Seja A um subconjunto fuzzy de U e o € [0,1]. O a-nivel de A € o

subcongunto classico de U definido por

Al*={z el :palz) >a} para 0 <a<1.

Definicao 2.8. O subconjunto classico de U definido por

suppA ={z €U : pa(z) >0}

¢ denominado suporte de A.
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Visto isso, o nivel zero de um subconjunto fuzzy A é definido como sendo o menor
subconjunto (classico) fechado de U que contém o conjunto suporte de A, ou seja, [A]°

é o fecho do suporte de A e é indicado por supp.A. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.9. Consideramos U = [0,10] e o conjunto fuzzy A de nameros reais
definido pela fungao de pertinéncia p4(z) = ;75 que ¢ um ramo de hipérbole (ver
Figura 2.10).

Neste caso temos: [A]* = [-2%,10] para 0 < a < 1 e [A]° =]0,10] = [0,10] = U.

1—a’

Figura 2.10: Funcao de pertinéncia para o conjunto A do exemplo 2.9.

Exemplo 2.10. Sejam U/ = R e A o subconjunto fuzzy de U cuja fungao de pertinéncia
¢ dada por p4(z) = 2x — 22 (ver figura 2.11). Entao,

Al =[1—-+v1—a,1++1—aqa] para todo a € 0, 1]
e

AP = [0,2] AU,

Figura 2.11: Funcgao de pertinéncia para o conjunto A do exemplo 2.10.
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Observagao 2.2. 1. Para calcularmos o a-nivel de um subconjunto fuzzy A qual-
quer, como no exemplo anterior, basta igualarmos a fungao de pertinéncia a « e

calcularmos o valor de z.

2. Se x é um elemento de [A]%, entdao = pertence ao conjunto fuzzy A com, no mi-

nimo, grau «. Temos também que

se a < f3 entdo [A]® C [A]"

Vejamos:

Sejam [A]* ={z €U : pa(z) > a} e [AP ={x €U : ps(z) > B}

Se a < B entdo se pa(z) > B,7 € [A]P = pa(x) > a, ou seja, se x € [A]?, entdo
x € [A]® e portanto [A)? C [A].

O teorema seguinte nos permite determinar o conjunto fuzzy A, conhecendo os

conjuntos classicos [A]*.

Teorema 2.1. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Uma condi¢ao necessdria e

suficiente para que A =B € que [A]* = [B]*, para todo o € [0, 1].

Demonstragio. [1] E claro que A = B = [A]® = [B]® para todo a € [0, 1].

Suponhamos agora que [A]* = [B]* para todo « € [0, 1]. Se A # B entdo existe x € U
tal que 4(z) # pp(z). Logo, temos que pa(x) < ¢p(x) ou wa(x) > ¢p(x). Supondo
valz) > pp(r). Seja o = pa(xy), ou seja, xy € [A]*. Dai podemos concluir que
z € [A]P2®) e x & [B]?4®@) e, portanto, [A]?4®) £ [B]#4(®) o que contradiz a hipotese
[A]* = [B]* para todo « € [0, 1]. De maneira analoga chegamos a uma contradigao se
admitirmos que p4(z) < pp(z). O

Teorema 2.2. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Entao, para todo « € [0, 1],
A C B se e somente se [A]* C [B]°.

Demonstragao. [6] Suponhamos que existe ag € [0, 1] tal que [A]* & [B]*, isto é,
existe g € U tal que zg € [A]* e xo € [B]*. Entdo, pa(z) > ap e pp(rg) < ap.
Assim, pp(z9) < walxo), que contradiz A C B. Agora assumimos que A ¢ B, isto &,
existe rg € U tal que pa(xg) > @p(x0). Seja a = pa(xg) entdao zg € [A]* e zo & [B]°.
Dai, [B]* C [A]* que é o mesmo que [A]* € [B]*. Absurdo, pois [A]* C [B]°. O

Note que no teorema que veremos a seguir usamos somente a definicao de a-nivel.

Teorema 2.3. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Entao, as sequintes propriedades

se mantém para todo o, B € [0,1] :

(a)
[ANB]* = [A]* N [B]*
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(b)
[AUB]* = [A]* U [B]*

Demonstragao. [6]

(a) Para qualquer z € [A N B]*, temos p4np(z) > a e, min[pa(z), ¢p(x)] > a. Isto
significa que pa(x) > a e pp(r) > a e assim, z € [A]*N[B]*. Consequentemente,
[ANB]* C [A]* N [B]*. Reciprocamente, para qualquer z € [A]* N [B]*, temos
x € [A]*ex € [B]?,isto &, pa(x) > aepp(r) > a. Logo, min[pa(x), pp(r)] > «,
que significa g 4np(x) > a. Assim z € [ANB]* e, consequentemente, [A]*N[B]* C
AN B]*. Onde se conclui a prova que [A N B]* = [A]* N [B]°.

(b) Para qualquer = € [A U B]% temos max[pa(x),pp(x)] > a e, pa(x) > a ou
wp(x) > a. Isto implica que = € [A]* U [B]* e, consequentemente, [A U B]* C
[A]* U [B]*. Reciprocamente, para qualquer x € [A]* U [B]%, temos = € [A]* ou
x € [B]*, isto &, pa(x) > a ou pp(r) > a. Logo, max[pa(z), pp(z)] > «, que
significa que @45 > «. E isto implica que = € [A U B]* e, consequentemente,

[A]* U [B]* C [AU B]*. Onde se conclui a prova que [AU B]* = [A]* U [B]*.
U

Para concluir esta secao, vamos introduzir uma notagao especial que é frequente-
mente usada na definicao de conjuntos fuzzy e depois finalizamos com um exemplo
desta notacao.

Dado um subconjunto fuzzy A definido em um conjunto U qualquer. E comum

descrevermos A como:

A= palmy) | palzs) i pa(@:)

+..=
X1 X2

quando A tem suporte enumeravel, e

A= pa(z1) n pa(r2) T oa(zy) _ Z walx;)

I ) Tn

se A tem suporte finito, ou seja, A = {1, 29, ..., T, }.
Note que %@) nao é uma divisao e sim uma forma de visualizar o elemento x;

7
e o seu respectivo grau de pertinéncia p4(x;). O “somatério” também é somente uma

notacao para exibir todos os elementos de A e seus respectivos graus de pertinéncia.

Exemplo 2.11. Seja A um subconjunto fuzzy finito de & = R representado por

6
B pa(z:) 1 0,86 0,66 04 0,2 0,06
A—; T _20+22+25+29+32+34‘
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Seu complementar é

6

1—az;) 0 0,14 0,34 0,6 0,8 0,94
/_ - A\ 7 ) b) b) b b .
“4_; T 20+22+25+29+32+34

Sendo assim, por exemplo,
[A]*20 = {20, 22, 25,29, 32}

e 0 0,20-nivel de A’ &
[A]%20 = {2529, 32, 34}.

No proximo capitulo apresentaremos o Principio da Extensao de Zadeh e tratare-

mos do conceito de niimero fuzzy, com alguns exemplos.






3 Principio de Extensao e Ntimeros

Fuzzy

Neste capitulo apresentaremos o principio de extensao para conjuntos fuzzy que é
um método utilizado para estender operacoes dos conjuntos classicos. Veremos também
os niimeros fuzzy que nos permitem quantificar termos linguisticos e dar um tratamento

matematico aos mesmos.

3.1 O Principio de Extensao

O principio de extensao proposto por Zadeh é um método utilizado para estender
conceitos mateméaticos nao fuzzy em fuzzy [1]. O principio afirma que se aplicarmos
f: X — Z em um subconjunto fuzzy A de X, o conjunto imagem também seré fuzzy

e caracteriza a sua funcao de pertinéncia.

Definig¢ao 3.1. [Principio de Extensao de Zadeh] Sejam f uma fun¢ao tal que
f: X — Z e A um subconjunto fuzzy de X. A extensao de Zadeh de [ € a funcao f
que aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de Z, cuja funcao de pertinéncia €

dada por

sup pa(z), se f7(z) #0
Pia(z) = G
0, se f[7Hz) =10

onde f~1(z) = {x: f(x) = 2z} denomina-se a pré-imagem de z. A figura 3.1 ilustra tal

PrincipLo.

Observacao 3.1. 1. Se A é um subconjunto fuzzy de X, com funcao de pertinéncia

©a, € se f é bijetora entao, a funcao de pertinéncia de f(A) é

Piay(2) = sup a() = sup a(x)=pa(f (2))
i/ (@)=2} {vef1(2)}

Observamos que z = f(z) pertence ao subconjunto fuzzy f(A), com o mesmo

grau o com que x pertence a A. Isto pode nao ocorrer se f nao for injetora.

37
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B ]
A

Figura 3.1: Tlustracao do Principio de extensao.

2. Seja f : X — Z uma funcao injetora e A um subconjunto fuzzy de X, enu-

meravel (ou finito), dado por

N~ pale

Entao, o Principio de Extensao garante que f(A) é um subconjunto fuzzy de Z,

dado por

QDA :L‘z (;DA :L‘z
A5 S
Portanto, a imagem de A por f pode ser deduzida do conhecimento das imagens
de z; por f. O grau de pertinéncia de z; = f(z;) em f(A) é 0 mesmo de z; em
A.

Exemplo 3.1. Seja A um subconjunto fuzzy definido em X = {0,1,2,3,...,10} com

funcao de pertinéncia p4(z) = Tomando f(x) = x? para todo z € X, calculemos

N 1+10$
f(A) e o grau de pertinéncia para z = 4.
Como f é uma funcao injetora em X e A é um subconjunto fuzzy finito dado por

11 @A zz
A=, B, temos

11

f(A) = Ja(z @Aﬂf;’%% _ Z SDfA(ng) _ pa(ei)

2
€T4
i=1 i=1 ¢

;1 L 1 o1 111 1 1 1
_ 1,11, 21, 31 51 | 61 71 81 , 91 | 101 _
_OjL 1 T 4 + 9 +16+25+36+49+64+81+100

1 0,09 0,056 0,03 0,02 0,01 0,0163+0,0140+0,0123+0,0109+0,0099

0+ 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Como f: X — [0,00) é bijetora, entao

) 1
Piat) = s eale)=ealf (4) = pa@) = 5.
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. N . o , 1
Assim, o grau de pertinéncia para z =4 é 5;.

Exemplo 3.2. [8] Seja A o conjunto fuzzy dos ntimeros reais ‘proximo de 2’ cuja

funcao de pertinéncia é dada por

z—1, se 1<x<2
oalr) =< 3—x, se 2<x<3
0, se z¢(1,3)
Entdo a extensdo de Zadeh da f : R — R, 2+ 22 & dada por

A~

f(A): A —[0,1],

Piuy) =sup{p(z)|lr € R e 2? =y}
Vy—1, se 1<y<A4
= 3=y, se 4<x<9
0, se z¢(1,9)

Figura 3.2: Grafico de P i) do exemplo 3.2.

Teorema 3.1. Sejam f : X — Y wuma funcio e A um subconjunto fuzzy de X.
Entao,

a) ¥ a € (0,1] [f(A)* = f([A]"),

b)¥V acl0,1] [f(A))* 2 f([A]7).

U

Demonstragao. a)

Por definicao, y € [f(A)]*,y € Y, se e somente, se Pra(y) > a.

~

Assim, y € [f(A)]* &  sup pa(z) =2
{zy=F()}
& (Frg € X)(y = f(wo) e pa(zo) > a)

& (Fzo € X)(y = f(20) € mo € [A]Y)



40

Principio de Extensao e Niimeros Fuzzy

sy e f([A%)
Portanto, [f(A)]* = f([A]*).

b) Se y € f([A]?), entdo 3 xy € [A]* tal que f(z¢) = y. Logo,

@iy (Y) = SUP 4. (a)=y} Pa(T) = ©a(20) > a e consequentemente,

y € [f(A)]". Portanto, F([A]") C [f(A)]"" 0

Note que o teorema anterior nos mostra que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos
pelo Principio de Extensdo de Zadeh, coincidem (pelo item (a)) para a € (0, 1] ou
contém (pelo item (b)) para a € [0, 1] com as imagens dos a-niveis pela fungao crisp.

Agora veremos quais sdo as exigéncias para que a igualdade ocorra no item (b).

Teorema 3.2. Sejam f: X — Z uma funcgao continua e A um subconjunto fuzzy de
X. Entao, para todo o € [0,1] vale

(A = FA]).

Este ultimo resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Princi-
pio de Extensao de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela funcao crisp,

quando a funcdo é continua e o € [0, 1].

Observacao 3.2. 1. Temos, pelo Principio de Extensao que a funcao de pertinéncia
do conjunto fuzzy f(A), onde A é um subconjunto classico, coincide com a funcao
caracteristica do conjunto crisp f(A), isto é, o conjunto fuzzy f(A) coincide com

o conjunto classico f(A) :
f(A) = f(A)={f(a) : ac A}

2. Se A for um conjunto classico entao, [A]* = A para todo « € (0, 1]. Consequente-

mente,

3. [6] Vejamos que a igualdade [f(A)]* = f([A]*) para todo « € [0, 1], nem sempre
é verdadeira, onde A é um subconjunto fuzzy de X.

Seja X =N, Y = {a,b}

a, se n <10
n) = ,
J(n) { b, se n>10
¢ 1
—1-=
@A(n) n’
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para todo n € N*. Entao,

winla) = sup pa(n)=-— (n <10),
o nla=f(n) 10

@f(A)(b) = sup a(n) =
n|b=f(n)

Tomando o = 1, podemos ver que [f(A)]! = {b} enquanto f([A]') = @ (desde
[A]* = (). Portanto, [f(A)]* # f([A]*) para este caso.

Exemplo 3.3. Considere o subconjunto fuzzy A de ntmeros reais cuja funcao de
pertinéncia é dada por

pa(r) =

2z — 2%, se x €]0,2]
0, se z¢(0,2)

Os a-niveis de A sio os intervalos

AP =[1—vVI—a,1+vVI—al

Consideremos a fungao real f(z) = z3 para z > 0. Como f é crescente (continua),
temos

A =[f1=VI=a), f(1+V1-a)
=[1-v1-0a),(1+V1-0a)]
= [f(A)"
Calculando [f(A)]* para a = 0, & = 1 e para o = 0.5, teremos [f(A4)]° = [0, 2],
[F(A)]" = {1} e [f(A)°° = [0.29, 1.71].

Agora veremos o Principio de Extensao para funcoes com duas variaveis.

Definicao 3.2. Sejam f : X xY — Z e, A e B subconjuntos fuzzy de X e Y,
respectivamente. A extensao f de f, aplicada a A e B, ¢ o subconjunto fuzzy f(A, B)
de Z, cuja funcao de pertinéncia € dada por:

Crap(z) = Supfrﬂig)[@A(x),sDB(y)], se fY(z) #0
o 0, se [z2)=0

onde [71(z) ={(x,y) : f(z,y) = 2}.

Exemplo 3.4. Seja f : R x R — R a funcdo dada por f(z,y) = 2x 4+ y. Considere
os subconjuntos fuzzy finitos de R

A_Q4+Q5+1+Q5+Q2
3 4 5 6 7
B_Q2+Q5+1+Q5+Q2
6 7 8 9 10
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Vamos determinar o grau de pertinéncia de z = 18 em f(A, B) :

2 18 == i =
Piap)(18) =sup {Mrf;glg}[@fx(x),w(y)]

= max{min[p4(4), ¢5(10)], min[p(5), ¢5(8)], min[p4(6), ¢5(6)]} =
max{0,2;1;0,2} = 1.

Nesta proxima secao veremos a definicao de ntimero fuzzy.

3.2 Numeros Fuzzy

Entre os varios tipos de conjuntos fuzzy, em especial trataremos nesta se¢ao
de conjuntos fuzzy que estao definidos em R, ou seja, as funcoes de pertinéncia sao
definidas da seguinte forma:

walz) : R —[0,1].

Defini¢ao 3.3 (Numero Fuzzy). Um subconjunto fuzzy A é chamado de nimero fuzzy
quando o conjunto universo no qual @4 estd definida, € o conjunto dos numeros reais

R e satisfaz as condicoes:
1. [A]* # 0, Ya € ]0,1]
2. [A]* € um intervalo fechado, Yo € [0, 1]
3. O suporte de A, supp A ={x € R:@u(x) > 0}, é limitado.

Exemplo 3.5. Observe que o conjunto fuzzy A cuja funcdo de pertinéncia p(z) :
R — [0,1] que é dada na figura 3.3 é um exemplo de um NAO ntimero fuzzy pois,
como é possivel observar, o suporte nao é limitado, ou seja, nao satisfaz o terceiro item

da definicao de ntimero fuzzy.

Figura 3.3: Funcao de pertinéncia ¢4 para o conjunto do exemplo 3.5.
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Observacao 3.3. 1. Vamos denotar os a-niveis do nimero fuzzy A por

[A]* = a7, a3].

2. Todo ntimero real r ¢ um nimero fuzzy particular cuja funcao de pertinéncia é a

sua funcao caracteristica:

X, (2) 1, se z=7r
() = )
0, se x#r

3. Notemos que o suporte limitado de um ntmero fuzzy e todos os seus a-niveis
devem ser intervalos fechados para podermos definir operacoes aritméticas com

ntmeros fuzzy em termos de operacoes aritméticas em intervalos fechados.

Exemplo 3.6. Neste exemplo veremos casos especiais de niimeros fuzzy incluindo
nameros reais e intervalos de niimeros reais que sao ilustrados na Figura 3.4: (a) O
nimero real 2,2 e (b) O intervalo classico fechado [2,15; 2,35]. Na Figura 3.5 podemos
ver um numero fuzzy expressando “proximo de 2,2” na forma triangular e um nimero

fuzzy “proximo de 2,2” na forma trapezoidal.

y y

| | N | | N

2.15 235 X

Figura 3.4: O namero real 2,2 e o intervalo fechado [2,15; 2,35|, respectivamente, do

exemplo 3.6.

Os numeros fuzzy mais comuns sao os triangulares, os trapezoidais e os em forma
de sino. Apesar dessas trés formas serem as mais usadas para representar nimeros
fuzzy, outras formas podem ser preferencialmente usadas em algumas aplicagoes. Veja
Figura 3.6.
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Figura 3.5: O numero fuzzy “proximo de 2,2” na forma triangular e na forma trape-

zoidal, respectivamente, do exemplo 3.6.
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0.2r 0.2r

Figura 3.6: Exemplos de nimeros fuzzy.

Definicao 3.4. Um nidmero fuzzy A € dito triangular se sua funcao de pertinéncia é

da forma
0, se z<a
oa(x) = =, se a<r<u
a(x) =
%ﬁ, se u<zxT<b
0, se >0

O gréafico de uma fungao de pertinéncia de um nimero fuzzy triangular tem a
forma de um triangulo, tendo como base o intervalo [a,b] e como tnico vértice fora
desta base o ponto (u, 1), como mostra a figura 3.7.

Deste modo, os nimeros reais a, u e b definem o nimero fuzzy triangular A que

aqui serd denotado pela terna ordenada (a,u,b).
Observacao 3.4. 1. Os a-niveis desses niimeros fuzzy podem ser escritos na forma
[af, a5] = [(u — a)a + a, (u — b)a + b],

para todo « € [0, 1], ou seja, usando as expressoes de p 4 (), obtém-se os extremos

a$ e aj. Resolvendo a equagao, os a-niveis desses nimeros fuzzy sao calculados
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Grau de pertinéncia
I o ©
B o o] [
T T

o
N

=)

Figura 3.7: Numero fuzzy triangular da defini¢ao 3.4.

de forma que af é obtido fazendo =% = a. Isolando z, teremos v = a(u —a) +a.

E o outro extremo do intervalo é obtido fazendo

z—=b __
w—b .

2. Notemos que o conjunto fuzzy da definicao 3.4 nao é necessariamente simétrico,

uma vez que u — a pode ser diferente de b — u, mas p4(u) = 1 sempre. Para

a expressao “em torno de u” espera-se uma simetria. A imposicao da simetria

acarreta uma simplificacdo na definicao de nimero fuzzy triangular.

Exemplo 3.7. O nimero fuzzy triangular A “por volta dos 9 metros” pode ser descrito

pela funcao de pertinéncia dada por:

0, se
z—7
B 5, se
pa(r) = 11—z
5, Se
0, se

que esta representado na Figura 3.8.

x <7
T<zr<9
9< <1l
r>11

Figura 3.8: Funcao de pertinéncia ¢4 para o conjunto do exemplo 3.7.

Notemos que neste exemplo o nimero fuzzy A “por volta dos 9 metros” é um

nimero fuzzy simétrico. E os a-niveis desse subconjunto fuzzy triangular sao os inter-

valos

[af, a3] = 20 + 7, —2a + 11].
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Definicao 3.5. Um niumero fuzzy A € dito trapezoidal se sua funcao de pertinéncia

tem a forma de um trapézio e € dada por

o se a<x<b
—a
1, se b<z<c
@A(x> = d—z
y se c<zx<
—C
0, caso contrdrio

para a<<b<c<d.

Notemos que os niimeros reais a, b, ¢, d definem o nimero fuzzy trapezoidal A como

mostra a Figura 3.9.

o o o
» @ ® B
T

Grau de pertinéncia

o©
N

o

Figura 3.9: Numero fuzzy trapezoidal da definicao 3.5.

Deste modo, o numero fuzzy trapezoidal A serd denotado pela quadra ordenada
(a,b,c,d).

Observacao 3.5. Os a-niveis de niimeros fuzzy trapezoidais podem ser escritos na
forma
[af,a5] = [(b—a)a+ a,(c — d)a + d]

para todo « € [0, 1], que sao calculados da mesma forma que os triangulares, ou seja,

igualamos =% = « e, isolando x, obtemos (b — a)a + a = af. De maneira analoga

fazemos para o outro extremo do intervalo.

Exemplo 3.8. Seja A o conjunto fuzzy que descreve quao jovem é uma pessoa, em
funcao da sua idade. Sera representado por um nimero fuzzy trapezoidal, cuja fungao

de pertinéncia é dada por

%, se 18 <x <21

1, se 21 <z <24

Pale) = 273_“”, se 24 <x <27
0, caso contrario

que esta representado na Figura 3.10.
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Figura 3.10: Funcao de pertinéncia ¢4 para o conjunto do exemplo 3.8.

Os a-niveis para este exemplo sao
[A] = [3a+ 18, —3a + 27], para « € [0, 1].

Defini¢ao 3.6. [1] Um nimero fuzzy tem forma de sino se a fun¢ao de pertinéncia
for suave e simétrica em relacao a um niumero real u. A sequinte funcao de pertinéncia

tem estas propriedades para u, a e d dados.

oalz) = exp(—(£4)?), se u—d0<z<u+d
0, caso contrdrio

A Figura 3.11 ilustra este caso.

Figura 3.11: Namero fuzzy “em forma de sino” da definicao 3.6.

Os a-niveis dos niimeros fuzzy em forma de sino sao os intervalos:

0 o [u— JIn (L), u+ ln%], se a>a=e @)
[af, a3] = “ “ s
(u—0,u+d), se a<a=e (e

que sdo calculados da mesma forma que os anteriores, ou seja, igualamos @(r) =

. . N2
exp(—(%=%)2) = @, aplicamos In em ambos os lados, assim teremos Ino = — @9 ¢
a (0%

isolando x obtemos z = v+ VIna=** = u 4+, /In (a%)
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E imediato que @4(z) > a se a < —(£)2
Apo6s a apresentacao de alguns conceitos preliminares, trataremos a seguir de

algumas nocoes de logica fuzzy aliadas ao estudo de relagoes fuzzy.



4 Nocoes basicas da Logica Fuzzy

Logica é o estudo dos métodos e principios de raciocinio em todas as formas
possiveis. A logica classica trata de proposicoes que sao verdadeiras ou falsas. Cada
proposi¢ao tem o seu oposto que ¢, em geral, chamado de negacao. Uma proposicao e
sua negacao assumem valores opostos.

A principal diferenca entre a proposicao classica e a proposicao fuzzy é a va-
riedade dos seus valores verdades. Enquanto a proposicao classica s6 assume os valores
verdadeiro ou falso (l6gica bivalente), a proposi¢ao fuzzy é uma questdo de grau. Na
logica classica a verdade e a falsidade assumem os valores 1 e 0, respectivamente. No
entanto, a logica fuzzy atribui valores no intervalo [0, 1].

A légica fuzzy é utilizada na literatura de duas formas: a primeira para representar
e manipular informagoes inexatas com o propoésito de tomar decisoes, lancando mao
da teoria dos conjuntos fuzzy, suas fungoes de pertinéncia e sua algebra em geral. A
segunda refere-se a extensao da logica classica.

Antes de tratarmos da logica fuzzy, veremos alguns conceitos da logica tradicional

que servird como base para um bom entendimento da logica fuzzy.

4.1 Conectivos basicos da Loégica Classica

Observe a seguinte sentenca:
Se z estd em A e y estd em B entao z esta em C ou w nao estd em D. (4.1)

Para traduzirmos matematicamente esta sentenca, sera necessério o uso dos conec-
tivos “e”, “ou”, “se...entao”’. Cada conectivo assume um valor logico que é representado
por meio das tabelas verdades. O valor l6gico de cada sentenca é formado por duas ou
mais proposicoes e é obtido por meio de composicao das tabelas verdades dos conectivos
presentes nesta sentenca.

Se p e q sao duas proposicoes, as tabelas verdades para os conectivos logicos
possuem somente os valores 0 e 1 e é por isso que a logica classica é também chamada
de logica a dois valores.

Temos que os conectivos logicos citados anteriormente podem ser vistos como

operadores matemaéticos. Vejamos entao os conectivos “e”, “ou” e “se...entao”, que sao

49
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operacoes binarias, com exce¢ao da negagao.
e Conectivo e: A

A: {01} x {0,1} — {0,1}

(p,q) — A(p,q) = p A q =min{p, ¢}.

Assim,
AL =1A1=1;
A(1,0) =1A0=0;
A0,1)=0A1=0;
A0,0) =0A0=

e Conectivo ou: V
v: {0,1} x {0,1} — {0,1}

(p,q) — V(p,q) = pV q = max{p,q}.

Portanto,

e Implicacao: —
—: {0,1} x {0,1} — {0,1}

(p,q) —= (p.q) = (p = q).

Portanto,
= (L)=1=1) =1
= (1,0) = (1=0) =0;
— (0,1) = (0=1) =1;
— (0,0) = (0= 0) = 1.

e A negacao pode ser considerada como uma operac¢ao unaria: —
- {07 1} — {07 1}

p—>p,

onde, =1 =0 ¢ =0 = 1. E interessante notar que —p = 1 — p.
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Vamos agora obter o valor logico da sentenga (4.1) por meio dos valores logicos

dos conectivos.

Exemplo 4.1. Voltemos a sentenca:

Se v esti em A e y estd em B entao g estd em C ou w nao estd em D.
P q s S

Os valores de cada uma das expressoes p, ¢, 7 e s podem ser apenas 0 ou 1,
dependendo da pertinéncia ou nao ao conjunto indicado.

Por exemplo, p = 1 se z estd em A e p =0 se x nao estd em A. Analogamente,
temos os valores de ¢, r e s.

Entdo, avaliemos a sentenca (4.1) para cada situacao:

re€A(p=1);ye B (¢=1); z€ C (r=1); w & D (s=0).

Logo, o valor l6gico dessa sentenca sera

(IN]) = (1Vv0)=(1=1)=1.

Portanto, o valor 16gico da sentenca (4.1) é 1.

Os valores logicos 0 e 1 coincidem com o valor obtido da fungao caracteristica. Na
logica fuzzy esses valores serao os graus de pertinéncia que cada proposicao tem em
seu determinado conjunto fuzzy e, para realizar a avaliagao logica dos conectivos no
sentido fuzzy é necessario estender os conectivos da logica classica através dos conceitos

de t-normas, t-conormas e outros que serao apresentados a seguir.

4.2 Conectivos basicos da Légica Fuzzy

Considere a seguinte afirmacao:
“Se 0 mamao estd alaranjado entao ele estd maduro”. (4.2)

Nesta afirmacao, entre outras situacoes do dia-dia, usamos termos subjetivos
como uma tentativa de transmitir uma determinada informagao. Em nosso exemplo,
“alaranjado” e “maduro” sao termos subjetivos que podem ser modelados por conjuntos
fuzzy.

Vejamos entao os conectivos logicos fuzzy que nada mais sao do que extensoes da
logica classica. As defini¢des aqui apresentadas sdo baseadas em [1].

4.2.1 T-Norma

Sejam A e B dois conjuntos classicos. A expressao “x estd em A e x estd em

B” nos diz que z esta na intersecao de A com B. Logo, o conectivo “e”, na teoria de

conjuntos classica, é a intersecao de conjuntos. Sendo assim, se estendermos para a
(19

teoria fuzzy, o conectivo “e” seré a interseccao de dois conjuntos fuzzy, que na logica

fuzzy sera definida pela operacao t-norma.
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Definigao 4.1. (t-norma). O operador A : [0,1] x [0,1] — [0,1], A(z,y) =z Ay,

¢ uma t-norma, se satisfazer as sequintes condigoes:
t1) Elemento Neutro: A(1,x) =1 A x = x;
ty) Comutativa: Nz, y) =x ANy=y ANz = Ay, z);
t3) Associativa: x N\ (y A z) = (x Ay) A z;
ty) Monotonicidade: Se x <wu ey <wv, entio x Ny < uwv.
A operacao t-norma estende o operador N\ que define o conectivo “e”.
Exemplo 4.2. O operador A(z,y) = xy é uma t-norma pois
t1) Elemento Neutro: A(l,z) =12 = z;
ty) Comutativa: A(z,y) =z -y =y -z = Ay, z);
t3) Associativa: s A (yAz) =z A(y-2) =x-(y-2) = (v-y)-z2 = (x-y) Dz = (xAy) A z;
t4) Monotonicidade: Se x < uey < wventdo, zy < uyeuy < uwv. Assim, zy < uy < uw

entao, t Ay < uw.

4.2.2 T-Conorma

Sejam A e B dois conjuntos classicos. A expressao “x estd em A ou x estd em B”
nos diz que x esta na uniao de A com B. Logo, o conectivo “ou”, na teoria de conjuntos
classica, é a uniao de conjuntos. Sendo assim, se estendermos para a teoria fuzzy, o
conectivo “ou” serd a uniao de dois conjuntos fuzzy que na logica fuzzy sera definido

pela operagao t-conorma.

Definicao 4.2. (t-conorma). O operador <7(z,y) = =V y € uma t-conorma se

satisfazer as sequintes condi¢oes:
c1) Elemento Neutro: \7(0,2) =05/ © = x;
c2) Comutativa: 7 (z,y) =z y=yvVz=yv{y,x);
c3) Associativa: x7 (Y 2) = (2 V Y) V 2;
c4) Monotonicidade: Se x <wu ey <w, entao r7y < uv/ 0.
A operagao t-conorma estende o operador V que modela o conectivo “ou”.
Exemplo 4.3. O operador v/(z,y) = max{z,y} é uma t-conorma pois

¢1) Elemento Neutro: v7(0,x) = max{0,z} = x;
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¢2) Comutativa: /(z,y) = max{z,y} = max{y,z} = v (y, v);
c3) Associativa: z v/ (y 7 2) = max{z, max{y, z}} =

)
T, sex >y =z
max{z,y}, sey>z=
y, sex <yey=>z;

T, sex >z >vy;
max{z,z}, sey<z=

\ z, sex<zez>y.

Assim,
Z, se x<zez>y
v (yvz) =4 x, se z>y>zoux>z>y .
Yy, se z<yey >z

Por outro lado,
(x v y) vV 2 = max{max{z,y}, 2} =

(
T, sexr>zex>Y;
max{z,z}, sex>y=
Z, sez>x>vy;

y, sey>zex <y;
max{y, z}, sex <y=

\ zZ, sez>y>ux;

Z, S¢ z>TZYouz>y=>zx
(xVYyY)VvVz=1 x, se x>zex>y
Yy, se r<yey>z

Logo, 2 (y vV 2)=(xVy) V=

c4) Monotonicidade: Se x <uey <wv,entdo x 7y < u s/ v.

x, se T >y r <u<max{u,v}, se x>y
€T —= —=
VY Yy, se x <y y <v<max{u,v}, se x<y
r vy < max{u,v}
Ty uyo

Agora veremos o modificador “nao”, ou seja, “negacao”.
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4.2.3 Negacao

Seja A um subconjunto classico. A expressao “z nao estd em A” nos diz que x
estd no complementar de A. Logo, estenderemos a no¢ao de complementar para o caso

fuzzy.

Definicao 4.3. (negac¢ao). Uma aplicagao n : [0,1] — [0, 1] € uma negagao se satisfaz

as sequintes condigoes:

ny) Fronteira: n(0) =1 en(1l) =0;

ny) Involugao: n(n(z)) = x;

n3) Monotonicidade: n € decrescente.

Exemplo 4.4. A aplica¢do n(x) =1 — x é uma negagao, pois:
e n(0)=1-0=1,7n(1)=1—-1=0 (fronteira);
o n(n(x))=nl—2)=1—(1—2)=1-1+2 =2z (involucdo);
e 7(x) =1 — x é decrescente,

e reproduz a tabela verdade da negacao da logica cléssica.

Observacao 4.1. 1. As operagoes A = A, v = V e n = 1 — z, satisfazem as leis
de De Morgan, isto é, para todo par (z,y) de [0, 1] x [0, 1] valem

n(r A y) =n(r) 7 ny)

n(x 7 y) =n(x) Anly)

2. Dizemos que a t-norma A e a t-conorma v/ sao duais em relagdo a uma negacao

7 se satisfazem a uma das duas leis de De Morgan.

Exemplo 4.5. Considere as operacoes abaixo:
r Ay = xy
TNy = rv+y—ay

Temos que a t-norma e a t-conorma acima sao duais em rela¢ao a negagao n(z) =
1 — 2, pois:
o n(xAy) = nlry) = 1-wy (4.3)

e nN(x)vnly) = 1-—2)v(1-y)
= (l-2)+(1-y)—1-2)1~-y)

=l-z4+1—-y—(1—y—z+uzy)
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=l—-a+1—-y—14+y+z—2ay
= 1—uay (4.4)
De (4.3) e (4.4), temos
n(x Ay) =nlz) 7 ny).
A seguir, serd definido o conectivo “se...entao”, ou seja, a implicacao fuzzy.

Definigao 4.4 (Implicacdo Fuzzy). Um operador =: [0,1] x [0,1] — [0,1] é uma

implicacao fuzzy se satisfaz as sequintes condicoes:
1. Reproduz a tabela da tmplicacao cldssica;

2. F decrescente na primeira varidvel, ou seja, para cada x € [0, 1], tem-se

(a=2z)<(b=2x) se a>1

3. E crescente na sequnda varidvel, ou seja, para cada x € [0, 1], tem-se

(x=a)>(x=10) se a>0b.

O exemplo que veremos mostrara duas implicacoes que sao obtidas a partir de

combinacgoes de t-normas e t-conormas. Outras implicacoes podem ser encontradas em
[1].
Exemplo 4.6. Implicacao de Goguen:

1, se z<y

(r=19) = gulr,y) :{

8 ke

. se x>y

para todo z,y € [0, 1].
Verificando as condigoes:

1) 0=1=g,(0,1)=1poisz <y
1=0=yg,(1,00=%=0poisz >y
0=0=g,(0,0)=1poisz =y
1=1=g¢,(1,1) =1 pois x = y.

Logo, esta implicagao reproduz a tabela da implicacao cléssica.

2) Mostrar que é decrescente na primeira variavel, ou seja, Vx € [0, 1] tem-se
(a=x)<(b=x)sea>b.

Sejaz € [0,1]ea>b

1, se a<cz
z

(a = 1) = gala,z) = {

Z, 8¢ a>uw
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Comoa>bexecl0,1],temosz >a,x <boub<z<a.

Assim,

1, se a<z=2>b= g,(bx)=1=g,(a,x)
r<b = gu(bz)=7%>gnla )
b<z<a = gubr)=1>2

(a=x)=19 .

z, se a>x:>{

Assim, se a > b entdo (a = z) < (b= ).

3) E crescente na segunda variavel, ou seja, Vo € [0,1] tem-se
(x=a)> (x=10b)sea>b.

1, se z<a

(x = a) :gn(x,a):{ .

%, se x>a
1, se z<b

x=b) = gp(x,b) = ’ -
(2= 1) = gul, 1) {g’sewb

Assim,

r<b = gy(z,b)=1=g,
b<z<a = gy(z,b)=2L<2
¢ose r>a=>x>b=gy(v,h)=2L<2

(z,a)
(x:>a):gn(x,a): 1, se :L'ga:>{

Logo, (x = a) > (z = b).

Assim, se a > b, temos (z = a) > (x = b).

Um outro exemplo de implicacao fuzzy é a de Zadeh que é dada por:

(r=y) = 2(z,y) = max{(1 - ), min(z,)}.
para todo z,y € [0,1].
Exemplo 4.7. Vamos voltar a expressao (4.1) e obter seu valor logico quando con-
siderarmos A = A, 7 =V, n(z) = 1 — x e a implicacao de Goguen.
Inicialmente, para cada célula p, ¢, r e s, da expressao (4.1), tomamos seu valor

logico como o grau de pertinéncia de cada elemento ao conjunto relacionado.

Consideremos, por exemplo, que tais valores sejam:

wa(z) = 0,8 05(y) =0,4;0c(2) = 0,6; pp(w) = 0,7.

Entao,
p A g =min(0,8;0,4) = 0,4;

s=1—¢ppw)=1-0,7=0,3;
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rv s =max(0,6;0,3) =0,6.
Logo, o valor logico de (4.1) é o resultado da aplicacao
(P& g) = (rs)
Supondo que a implicacao seja a de Goguen, entao

L, se (pAq)<(rvs)
(PAq) = (rvs)=19 (s =1
Equﬂ, se (pAq)>(rvs)

pois (p Aq)=0,4e (rvs)=0,6.
Assim, para as pertinéncias acima, a expressao (4.1) assume valor logico 1.
Agora, veremos o valor logico desta expressao supondo que a implicacao seja a de
Zadeh:
(pAq) = (rvs)=max{(l-pAq)min(pAqrvs)}
= max{0,6;0,4}
=0,6.

Assim, para as pertinéncias dadas acima e usando a implicagao de Zadeh, a

expressao (4.1) assume valor logico 0,6.

4.3 Raciocinio aproximado e variaveis linguisticas

Raciocinio aproximado refere-se ao processo onde obtém-se conclusoes a partir
de premissas incertas. Em nossa vida didria é muito comum nos depararmos com tais
premissas e, a partir delas, tirarmos nossas proprias conclusoes. Vejamos entao dois

exemplos.

“Se a pessoa estd com muita fome entao ela comera muito.”
ou

“Se a pessoa estd com pouca fome entao ela comera pouco.”

Esta ¢ uma generaliza¢do do conhecido método dedutivo “modus ponens™([1]). A
diferenca para o modus ponens cléssico esta na subjetividade dos predicados envolvidos.
Nosso objetivo é tomar sentencas como a que foi dada acima que estao expressas em
uma linguagem “natural” e modelé-las usando a logica fuzzy.

Para modelar estas sentencas é preciso reescreve-las, mas antes disso sera necessario

o conceito de varidvel linguistica.

Definicao 4.5. Uma varidvel linguistica X no universo U é uma varidvel cujos valores

assumidos sao subconjuntos fuzzy de U.
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De modo geral, uma variavel linguistica ¢ um substantivo, enquanto seus valores
sao adjetivos, representados por conjuntos fuzzy. Por exemplo, “dor de dente” é uma
variavel linguistica que pode assumir os atributos de “fraca”, “média” e “forte”, que sao
modelados por conjuntos fuzzy.

Uma sentenca é chamada de proposicao fuzzy quando aparecem variaveis lingufs-
ticas juntamente com seus valores subjetivos (atributos).

No capitulo seguinte trataremos de relagoes fuzzy para posteriormente abordarmos

base de regras fuzzy.
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5.1 Relacgoes Classicas e Fuzzy

Uma relacao cléssica representa uma associacao ou interacao entre os elementos
de dois ou mais conjuntos. Este conceito pode ser estendido observando o grau de
interacao entre os elementos onde, em uma relagao classica, o grau ¢é representado
pela sua funcao caracteristica e numa relacao fuzzy é representado por uma funcao de
pertinéncia. Na verdade, uma relagao fuzzy nada mais é que uma generalizacao natural
das relacoes matematicas classicas, ou seja, indica, como na relacao classica, se h& ou
nao alguma relacao e além do mais, indica o grau desta relacao.

Neste capitulo, os conceitos e propriedades de relacao serao discutidas, primeira-

mente para relacoes classicas e depois estendidas para relacoes fuzzy.

Definic¢ao 5.1. Uma relagédo (clissica) R sobre Uy x Uy X ... X Uy, € qualquer subcon-
junto (cldssico) do produto cartesiano Uy x Uy X ... x U,. Se o produto cartesiano for
formado por apenas dois conjuntos Uy X Us, a relagcao é denominada relagao bindria

sobre Uy x Uy. Se Uy =Uy = ... =U, = U, diz que R € uma relagao n-dria sobre U.

Como a relacao R é um subconjunto do produto cartesiano, entao ela pode ser

representada por sua funcao caracteristica
Xr:U xU; x ... X Un—>{0,1},

com

1’ ) yeeey Iy GR

] 0, se (21,29, ...,2,) € R

A definicao de relacao fuzzy é formulada a partir da definicao de produto cartesiano
classico e estendendo a funcao caracteristica de uma relagao classica para uma funcgao

de pertinéncia.

Definicao 5.2. Uma relacao fuzzy R sobre U; x Uy x ... x U,, € qualquer subconjunto
fuzzy de Uy x Uy X ... x U,. Assim, uma relacao fuzzy R € definida por uma funcao de
pertinéncia

or Uy x Uy X ... x U, — [0,1].

59
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Se o produto cartesiano for formado por apenas dois conjuntos Uy x Us, a relagao
é chamada de fuzzy bindria sobre Uy X Us,.
Se os conjuntos U;, i = 1,2,...,n, forem todos iguais a U, dizemos que R € uma

relacao fuzzy n-dria sobre U.

Observacao 5.1. Se a funcao de pertinéncia da relagao fuzzy R for indicada por g,
entao o nimero

or(x1, T, ..oy 2,) €10, 1]
indica o grau com que os elementos z;, que compdem a n-upla (x, xs, ..., z,), estdo

relacionados segundo a relagao R.

Definicao 5.3. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy Ay, Ag, ..., A,
de Uy x Uy X ... x U,, respectivamente, € a relacio fuzzy Ay, As, ..., A,, cuja funcao de

pertinéncia € dada por

()OAIXAQX---XAn(x17 L2y «ees xn) = Yu (.%'1) A @Az(x?) ARTRVA SOAn(xn>7
onde N\ representa o minimo.

Observacao 5.2. 1. O produto cartesiano é parecido com a intersecao, vista no
Capitulo 1. A principal diferenca é que os subconjuntos fuzzy, na intersecao,
sao de um mesmo conjunto universo, ja no produto cartesiano, eles podem ser

diferentes.

2. Se Ay, As, ..., A, forem conjuntos classicos, entao o produto cartesiano cléssico
Ap X Ay X ... X A, pode ser obtido substituindo as fun¢oes de pertinéncia pelas

respectivas funcgoes caracteristica dos conjuntos A;, A,, ..., A,,.

Exemplo 5.1. Seja R uma relacao fuzzy definida nos conjuntos
X1 ={a,b,c}, Xo={s,t}, X3={x,y}, Xa={i,j}.
Esta relacao pode ser escrita como
R(X1, Xo, X3, X4) =04/(b,t,y,i) +0.6/(a,s,z,i)+0.9/(b,s,y,i) + 1/(b, s,9, J)
+0.6/(a,t,y,j) +0.2/(c,s,y,1).

Vimos neste exemplo uma forma de representar uma relacao com seus respectivos

graus de pertinéncia.

Exemplo 5.2. [1| Suponha que o conjunto universo U seja composto pelos pacientes de
uma clinica, identificados pelos nimeros 1, 2, 3, 4, 5. Sejam A, B e C' os subconjuntos
fuzzy que representam os pacientes com febre, mialgia e coriza, respectivamente. A
tabela a seguir ilustra os 5 pacientes com os trés sintomas e com seus respectivos graus

de pertinéncia:
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Paciente | F: Febre | M: Mialgia | C: Coriza
1 0,7 0,8 0,7
2 0 0,6 0,4
3 0,3 0,7 0,6
4 0,5 0,5 0,5
5 1,0 1,0 1,0

Tabela 5.1: Diagnostico de paciente.

Para diagnosticarmos um paciente, o médico parte de certas avaliagoes de sintomas
(ou sinais) que sao caracteristicas de cada doenga. Algumas doengas podem apresentar
sintomas como febre, mialgia e coriza com intensidade e medicoes diversas. Para o caso
da gripe, por exemplo, o paciente apresenta sintomas de “febre”, “mialgia” e “coriza”
com intensidades que, se representadas por subconjuntos fuzzy, devem ter universos
distintos. O universo indicador de febre pode ser dado pelas temperaturas possiveis
de um individuo, enquanto que a mialgia pode der avaliada pelo niimero de regioes
doloridas e a coriza pela intensidade.

Para indicarmos o quanto um paciente tem gripe poderia ter tomado, por exemplo,
a interseccao dos trés sintomas escolhidos: febre, mialgia e coriza. O paciente 1 da
tabela acima, por exemplo, tem uma temperatura x cuja pertinéncia ao conjunto febre
F é pp(z) = 0,7, tem um valor y de mialgia que faz com que ¢y (y) = 0,8 e tem z
de coriza que faz com que ¢pc(z) = 0,7. O diagnostico do paciente 1 para saber se ele

esta gripado é dado por:
Paciente 1 : @Gripe(xa Y, Z) = QOF(Z.) A @M(y) N ()DC(Z) = 07 A 07 8N 07 7= O, 7.

Isso significa que o paciente 1 estd no subconjunto fuzzy dos febris, com mialgia
e com coriza, tendo grau de pertinéncia 0,7; que coincide com o grau de seu diag-
nostico para a gripe. Vendo isso, o médico tomaré as providencias necessarias para o
tratamento da gripe deste paciente. Vejamos outro paciente. Para o paciente 4, por

exemplo, o seu diagnostico é:
Paciente 4 : @Gr’ipe(xa y) = SOF(’I) N QDM(y) N QDC(Z) = 0’ A 0’ A Oa 5= Oa 57

ou seja, este paciente tem grau de pertinéncia 0,5 ao conjunto das pessoas gripadas e
consequentemente o mesmo grau de pertinéncia ao conjunto das pessoas que nao estao
gripadas, o que leva o médico a analisar se ha outros sintomas para que possa realizar

o tratamento adequado.

Se observarmos do ponto de vista da teoria de conjuntos classica, para o exemplo
que foi dado anteriormente, o tinico paciente que seria indicado gripe seria o paciente
5, pois ele tem grau 1 para febre, para mialgia e para coriza que implica ter grau 1

para gripe, ou seja, somente os pacientes que tem grau 1 estariam gripados.
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5.2 Relacoes Fuzzy binarias

Nesta secao, destacaremos as formas de representacao e algumas propriedades das
relacoes fuzzy binarias. A forma mais comum de representar as relacoes fuzzy binarias
em X x Y, quando X e Y sao finitos, é a matricial.

Sejam X = {1,209, ..., xm}, Y = {y1, Y2, ..., yn} € a relacao fuzzy R sobre X x Y,
com funcdo de pertinéncia dada por ¢r(z;,y;) =ry;, paral <i<mel <j<n. A

representacao de R na forma de matriz é dada a seguir.

M Ti2 - Tin

o1 To2 - Top
M =

"m1 Tm2 - T"mn

Uma outra forma de representar relagoes fuzzy binérias é a de diagrama de flechas,
onde cada elemento de X é conectado ao de Y por uma linha e com seu respectivo

grau de pertinéncia, desde que seja nao nulo. Vejamos na figura 5.1 :

it
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Figura 5.1: Exemplo de representacao de uma relacao fuzzy binaria: diagrama de
flechas.

Exemplo 5.3. Sejam X = {a,b,c}, Y = {«a, 5,7} e R uma relagdo sobre X x Y.
Entao a representacao da relagao fuzzy binaria R na forma matricial é dada a seguir:

01 0 04
M = 0 0.2 06
1 07 0

No diagrama de flechas, essa relacao pode ser representada pela figura 5.2:
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T
s /,®

«F o

Figura 5.2: Diagrama de flechas do exemplo 5.3.

Vejamos agora a definicao de uma relacao fuzzy binéria inversa.

Definicao 5.4. Seja R uma relacao fuzzy bindria definida em X XY . A relacao fuzzy
bindria inversa, R, definida em'Y x X, tem funcdo de pertinéncia
or-1:Y x X — [0,1] dada por or-1(y,z) = or(z,y).

Observacao 5.3. 1. Observe que a matriz de R™! coincide com a transposta de R,

j& que pr-1(y, ) = pr(z,y).

2. Note também que se calcularmos a inversa de uma dada matriz que representa
uma relacao fuzzy binéria e depois calcularmos novamente a sua inversa obtere-

mos a matriz original, ou seja,
(R°H ' =R.

Exemplo 5.4. Se R é a relacao do exemplo anterior, entao a representacao matricial
de sua inversa R~! é dada pela sua transposta:

0.1 0 1
M7= 0 02 07
0.4 06 0

5.3 Composicao e Juncao entre Relagoes Fuzzy Bina-
rias
Nesta secao trataremos da composicao e jungao entre relacoes fuzzy binarias. Em-

bora existam varios tipos de composicao, nesta secao abordaremos a forma tradicional.

Definicao 5.5. Considere R e S duas relagoes fuzzy bindrias em U x V e V x W,
respectivamente. A composi¢cao R oS € uma relacao fuzzy bindria em U x W cuja
funcao de pertinéncia € dada por

Pros(T,2) = zgg[min(wn(x, ), ps(y, 2))]-
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Observacao 5.4. 1. Composicao de relagao fuzzy binaria pode ser realizada con-
venientemente em termos de matrizes de pertinéncia da relagdo. Sejam P = [pj],
Q = [qx;] € R = [r;;] matrizes de pertinéncia da relacao binaria tal que R = Po(Q).
Entao podemos escrever, usando a notacao de matriz, [r;;] = [pir] © [qx;], onde

2. Quando os conjuntos U, V e W sao finitos, entao a forma matricial da relagao
R o S, dada pela composi¢ao [max — min], é obtida como uma multiplicac¢do de

matrizes, substituindo-se o produto pelo minimo e a soma pelo méaximo.

O exemplo a seguir ilustra a definicao de composicao de duas relagoes fuzzy

binérias.

Exemplo 5.5. Sejam R e S duas relagoes fuzzy binariasem X x Y e Y x Z, respec-
tivamente, onde X = {zy, 22,23}, Y = {y1,y2,y3} € Z = {21, 22, 23}. Considere M; a
matriz de pertinéncia da relacao fuzzy binaria de R e M, a matriz de pertinéncia da

relagao fuzzy binaria S que sao dadas a seguir:

10 07 06 06 0
My=103 02 0 |My=| 0 06 0.1
0 05 1 0 01 0

Usando a definicao de composicao entre relacoes fuzzy binérias, temos que 1T =

RoSé
0.6 06 0

T=RoS=MoM,=| 0.3 03 0.1
0 05 0.1

Por exemplo, para calcular ¢;; = 0.6 da composicao R o S temos que:
t11 = max[min(1, 0.6), min(0, 0), min(0.7, 0)]

= max|min(pi1, q11), min(pi2, go1), min(p3, gs1)] = 0.6,

e para calcular £33 = 0.5 temos que:
t32 = max[min(0, 0.6), min(0.5,0.6), min(1,0.1)]

= max[min(ps1, ¢i2), min(psz, ga2), min(pss, gs2)| = 0.5.

A seguir veremos a definicao de juncao entre relagoes fuzzy binérias.

Definicao 5.6. Sejam P e () duas relacoes fuzzy bindrias sobre X xY eY X Z, res-
pectivamente. A jungao da relagio, Px(Q, € uma relagdo terndria R(X,Y, Z) definida
por

@P*Q(xa Y, Z) = lgél}l;l[@p(l', y)a YQ (y7 Z)]

para cada x € X, yeY ez € 4.
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Observacao 5.5. A composicao pode ser obtida pela troca do min pela juncao, ou
seja,
QDPOQ(:L‘7 Z) = maX[(pP*Q("L‘a Y, Z)]
yey

paracadaxr € X e z € Z.

Exemplo 5.6. [6] A jungao S = Px(Q darelacdo P e () dada na figura 5.3 tem a fungao
de pertinéncia dada na tabela de juncao a seguir. Para convertermos esta juncao na
correspondente composicao R = P o @, os valores de ¢g(z,y, z) indicados na tabela de
juncao sao agregados pelo operador max que se encontra na tabela composicao.

Por exemplo,

= max[0.7,0.5] = 0.7.

N e
@XQQ@
@*"/’;%\3@
A

Figura 5.3: Diagrama de flechas do Exemplo 5.6.

Juncao: S=PxQ

x vy z ps(x,y,2) Composicao: R = Po(Q
1 a o 06 x z gz, 2)

1 a g 07 1 a 06

I b g 05 15 o7

2 a a 06 9 o 06

2 a f 08 2 B 038

3 b g 1 3 5 1

4 b 04 45 04

4 ¢ B 03

Definicao 5.7. (Regra de composi¢dao de inferéncia). Sejam U eV dois conjun-
tos, F(U) e F(V) as classes dos subconjuntos fuzzy de U e V respectivamente, e R

uma relagao bindria sobre U x V.
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(i) A relagio R define um funcional de F(U) em F(V) que, a cada elemento A €
F(U), faz corresponder o elemento B € F(V) cuja fun¢do de pertinéncia é dada

por

oY) = Pra)(Y) = igg[min(wn(x, y), palz))].

Essa composicao € conhecida como regra de composicao de inferéncia, a qual

dard origem a outras regras, como veremos no proxrimo capitulo.

(ii) A relagao R também define um funcional de F(V) em F(U) da seguinte forma: a
cada B € F (V) faz corresponder o elemento A € F(U) cuja fungao de pertinéncia

e

pa(r) = pr-13)(7) = Egg[min(sow(y, ), (Y))]-

A € denominado imagem inversa de B por R.

5.4 Relacoes binarias sobre U

As relagbes binarias cléssicas ou fuzzy sobre U sao semelhantes as relagoes binarias
classicas ou fuzzy sobre U x V. A seguir enunciaremos algumas defini¢oes importantes
que serao primeiramente para relagoes binarias classicas e depois para relagoes fuzzy
binarias onde teremos um bom entendimento de relacoes fuzzy binarias sobre U.

Seja Xp: U x U — {0, 1} a fungao caracteristica da relacao binaria classica R.

Definicao 5.8. Seja R uma relagao bindria cldssica sobre U. Entdao, para quaisquer

x, y, zde U, a relagao R €

(i) reflexiva: se Xg(z,z) =1, ou seja,
todo elemento de U estd relacionado com ele mesmo. Caso contrdrio, R €
chamada de irreflexiva. Mas se (xz,x) ¢ R entao, a relagio € chamada de anti-

refleriva.

(ii) stmétrica: se Xgp(z,y) = 1 implica Xgr(y,x) =1, ou seja,
se x estd relacionado com y entao y estd relacionado com x. Caso isso nao

ocorra, a relagao € chamada de assimétrica.

(iii) transitiva: se Xgr(x,y) = Xg(y,2z) = 1 implica Xg(x,z) =1, ou seja,
se x estd relacionado com y ey esta relacionado com z entao x estd relacionado
com z. A relagcao que nao satisfazer esta propriedade € chamada de nao transitiva.
Se Xp(z,y) = Xgr(y,2) =1 e Xg(z,2) # 1 entdo, a relagao é chamada de anti-

transitiva.

(iv) anti-simétrica: se Xp(z,y) = Xg(y,z) = 1 implica x = y.



Relagoes binarias sobre U 67

Observacao 5.6. As defini¢oes anteriores sao usadas na teoria classica de conjuntos,
porém o uso da funcao caracteristica foi para tornar mais claro o entendimento de

relacoes fuzzy binarias.

Essas propriedades podem ser estendidas para relacoes fuzzy, em termos de funcoes

de pertinéncia, porém com algumas diferencas nas extensoes dos conceitos.

Definicao 5.9. Seja R uma relagao fuzzy bindria sobre U, cuja funcgao de pertinéncia

€ pr. Entao, para quaisquer x,y e z de U, a relacao fuzzy R €

(i) reflexiva: se pp(r,x) =1;

(ii) stmétrica: se pr(z,y) = vr(y,x);

(iii) transitiva: se pr(z,z) > min{pr(z,v), or(y, 2)};

(iv) antisstmétrica: se pr(x,y) >0 e pr(y,x) > 0 implica © = y.

Observacao 5.7. 1. Refleriva: E aquela em que todo individuo tem relacio ma-

Xima consigo proprio;

2. Simétrica: E caracterizada pela reciprocidade, com mesma intensidade, entre os

individuos;

3. Transitiva: Indica que a relacao entre dois individuos quaisquer nao deve ser,

simultaneamente, inferior a relacao de cada um destes dois com os demais;

4. Antissimétrica: E aquela que nido admite qualquer reciprocidade entre os indivi-
duos distintos;

5. Uma relacao que é reflexiva, simétrica e transitiva é chamada de relacdo de equiva-
léncia. E quando for reflexiva e simétrica é chamada de relacao de compatibilidade

ou de tolerdncia.

Para concluirmos este capitulo, iremos apresentar um exemplo onde sera verificada

as defini¢coes que foram vistas anteriormente.

Exemplo 5.7. Seja R uma relagao binaria sobre U = {x,y, z}. A matriz de pertinéncia

da relacao R é dada por:

1 0 0.7
M=/ 0 1 0
0.7 0 1

Analisando a matriz M, temos que R é reflexiva, pois ¢r(z,z) = ¢r(y,y) =
vr(z,2) = 1; R é simétrica, pois pr(x,y) = ¢r(y,z) =0, pr(x, z) = pr(z,2) = 0.7 e
¢r(y, 2) = ¢r(z,y) = 0; R é transitiva, pois pgr(z,2) > ¢r(z,y) ANpr(y,2) = 0.7 >
0AN0 = 0.7 > 0; R nao é antissimétrica, pois pg(z,y) =0 e pgr(y,z) = 0.
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Logo, R é reflexiva, simétrica e transitiva. Portanto, R é uma relacao de equiva-

léncia.

Apos tratarmos de algumas defini¢oes sobre relagoes fuzzy, no capitulo seguinte

falaremos de base de regras fuzzy e algumas aplicagoes.



6 Sistemas Baseados em Regras

Fuzzy e aplicacoes

Em nosso dia-dia, agoes humanas controlam os mais diversos sistemas do mundo
real por meio de informacoes imprecisas. Em geral, o controle e a execucao de tarefas
devem seguir uma sequéncia de “ordens” linguisticas, traduzidas por um conjunto de
regras capazes de serem decodificadas pelo controlador.

A partir dessas regras obtém-se um sistema que se utiliza da logica fuzzy para
produzir saidas para cada entrada fuzzy, conhecido como sistema baseado em regras

fuzzy.

6.1 Controladores Fuzzy

Uma tentativa de reproduzir a estratégia de um controlador humano, na execugao
de suas tarefas, é dada pelos "controladores fuzzy"[1].

Em controladores fuzzy, as tarefas sao comandadas por meio de termos da lin-
guagem usual, relacionando com alguma variavel de interesse onde as variaveis linguis-
tica, neste contexto, desempenham papel fundamental.

Os termos linguisticos, traduzidos por conjuntos fuzzy, sao utilizados para trans-
crever a base de conhecimentos por especialistas com o intuito de controlarem suas
tarefas por meio de um conjunto de regras fuzzy. Por meio dessas regras fuzzy obtém-
se a relacao fuzzy, a qual produzira a saida (a¢ao) para cada entrada (condicao, estado).

Nas proximas secoes apresentaremos a metodologia de controladores fuzzy.

6.2 Base de Regras Fuzzy

Uma base de regras fuzzy, tem a forma apresentada na Figura 6.1, e consiste num

conjunto de proposicoes fuzzy escritas na forma:
Se “condicao” Entao “acao”.

Cada “condigao” e “agao” serao valores assumidos por varidveis linguisticas, e essas
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R;: “Proposicao fuzzy 1~
ou

R,: “Proposicao fuzzy 2”
ou

R,: “Proposicio fuzzy n”

Figura 6.1: Forma geral de uma base de regras fuzzy [1].

por sua vez, serao modelados por conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy que compoem a
condicao e a acao sao chamados de antecedentes e consequentes, respectivamente.

Cada uma das classificagoes das variaveis que constam na base de regras é mo-
delada por um conjunto fuzzy. A logica fuzzy é a outra parte utilizada na obten¢ao da
relacao fuzzy que sintetiza as informagdes matematicas contidas na base de regras.

A base de regras cumpre o papel de “traduzir” matematicamente as informagoes
que formam a base de conhecimentos do sistema fuzzy. Intuitivamente, quanto maior
o nimero de regras, melhor a representacao da base regras. Numa situacao ideal, tal

relacao pode mesmo ser uma funcao no sentido classico.

6.3 Funcionamento de um Controlador Fuzzy

Num sistema de base de regras fuzzy, a cada entrada fuzzy faz se responder uma
saida fuzzy e se a entrada for crisp (ponto de R™), espera-se que a saida também seja
crisp (ponto de R™). Sendo assim, um sistema fuzzy é uma funcao de R" em R™
construida de alguma maneira. A forma de se obter essa funcao sera apresentadas em

modulos.

6.3.1 Modbdulo de Fuzzificacao

Este é o estagio onde as entradas do sistema sao modeladas por conjuntos fuzzy
com seus respectivos dominios. E nele que justifica-se a grande importancia de espe-
cialista do fendmeno a ser modelado. Juntamente com os especialistas, as fun¢oes de
pertinéncia sao formuladas para cada conjunto fuzzy envolvido no processo. Mesmo

que a entrada seja crisp, essa serd fuzzificada por meio de sua funcao caracteristica.
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6.3.2 Mobdulo da Base de Regras

O modulo da base de regras pode ser considerado como um modulo que faz parte
do “nucleo” do controlador fuzzy. Ele é composto pelas proposicoes fuzzy e cada uma

destas proposicoes é descrita na forma linguistica
Se x1é6A efou x9é Ay efou ... efou x, é A,

Entao 1w, é By e/ou uy é By efou ... efou u, é B,

de acordo com as informacoes de um especialista. E neste ponto que as variaveis e
suas classificagoes linguisticas sao catalogadas e, em seguida, modeladas por conjuntos

fuzzy, isto é, fungoes de pertinéncia.

6.3.3 Mobdulo de Inferéncia Fuzzy

E no modulo de inferéncia fuzzy que cada proposicio fuzzy é “traduzida” matem-
aticamente por meio das técnicas da logica fuzzy. E onde se define quais t-normas,
t-conormas e regras de inferéncia (que podem ser implicagoes fuzzy) serao utilizadas
para se obter a relacao fuzzy que modela a base de regras. Este moédulo tem tanta
importancia quanto o modulo da base de regras. E basicamente dele que depende o
sucesso do controlador fuzzy, ja que ele forneceré a saida (controle) fuzzy a ser adotado
pelo controlador, a partir de cada entrada fuzzy.

Em nosso trabalho dentre a possibilidades usaremos o Método de Inferéncia de

Mamdani que seréd introduzido a seguir.

O Método de Inferéncia de Mamdani

O método de Mamdani é baseado na regra de composicao de inferéncia max-min

segundo o procedimento:

1. Em cada regra R;, da base de regras fuzzy, a condicional “se z é A, entao u
é B;” é modelada pela aplicagdo A (minimo) que, erroneamente, costuma ser
denominada implicacdo de Mamdani (A ndo é uma implicagdo fuzzy pois nado

preserva a tabela de uma implicagao classica);
2. Adota-se a t-norma A (minimo) para o conectivo logico “e”;

3. Para o conectivo logico “ou” adota-se a t-conorma V (maximo) que conecta as

regras fuzzy da base de regras.

Formalmente, a relacao fuzzy M é o subconjunto fuzzy de X x U cuja funcao de

pertinéncia ¢ dada por

pu(@,u) = max (pr, (2, u)) = max[pa,(z) A ps, (W),
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onde 7 é o nimero de regras que compoem a base de regras e, A; e B; sao os subcon-
juntos fuzzy da regra j. Cada um dos valores w4, (z) e ¢p,(u) sao interpretados como

0s graus com que x e u estao nos subconjuntos fuzzy A; e B;, respectivamente.

6.3.4 Modbdulo de Defuzzificacao

Na teoria dos conjuntos fuzzy, a defuzzificacao é um processo que permite re-
presentar um conjunto fuzzy por um valor crisp (namero real). A seguir veremos um

método de defuzzificagao.

Método de Defuzzificagao

Para um sistema fuzzy, a cada entrada fuzzy o modulo de inferéncia produz uma
saida fuzzy, que indica o controle a ser adotado. Dessa forma, se a entrada for um
numero real, espera-se que a saida correspondente seja, também, um nimero real. Em
geral, mesmo se a entrada for crisp, a saida serd fuzzy. Portanto, usando o método de
defuzzificagao tal como o de “Centro de Massa” (que veremos a seguir, para defuzzificar

a saida), obteremos um ntimero real que indicara o controle a ser adotado.

Defuzzificador Centro de Massa (Centro de Gravidade, Centréide ou Centro
de Area)

Este método de defuzzificacao é semelhante & média aritmética para uma dis-
tribuicao de frequéncias de uma dada variavel, com a diferenca que os pesos aqui sao
os valores ppg(u;), que indicam o grau de compatibilidade do valor u; com o conceito
modelado pelo conjunto fuzzy B.

O centro de gravidade da a média das areas de todas as figuras que representam os
graus de pertinéncia de um subconjunto fuzzy. Entre todos os métodos de defuzzificacao
ele é o mais preciso e preferido, mesmo sendo o mais complicado.

Para o dominio discreto tem-se:

=

Para o dominio continuo tem-se:

_ Jpues(u)d(u)
Juen(ud(u)

G(B)

6.4 Aplicacoes

A utilizagao de sistemas baseados em regras fuzzy estd presente em diversas areas
do conhecimento. Em [9] apresentam sistemas baseados em regras fuzzy para o estudo

de alguns modelos classicos de dinamica populacional. Em [10] apresentam aplicagoes
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envolvendo diagnodstico médico, eliminacao de farmacos, qualidade de agua e dentre
outros.
Apresentaremos aqui algumas aplicacoes que nao estao presentes nessas referéncias

citadas.

6.4.1 Sistema de avaliagao dos fornecedores [2]

Uma empresa possui um sistema de avaliagao somente na matéria prima recebida
(pedras preciosas e ouro), porém nao possui um sistema de avaliacao e classificagao
dos fornecedores. O sistema fuzzy proposto para avaliacao dos fornecedores, além de
avaliar a matéria prima, ird avaliar a qualidade e assisténcia no relacionamento.

Este sistema de avaliagao possui 3 blocos: blocos fuzzy I, I e III. O bloco I é
responsavel pela avaliacao do produto como sendo: qualidade, quantidade, preco e pon-
tualidade. O bloco fuzzy II é responsavel pela avaliacao do processo, sendo definido
como: qualidade no relacionamento e assisténcia. J& o bloco III é responsavel pela
avaliacao final dos fornecedores, ou seja, os resultados obtidos nas avaliagoes do bloco
I e bloco II.

Bloco fuzzy [ - produto Saida |

Bloco fuzzy Il -

Saida III

Avaliacdo final

Bloco fuzzy II - processo Saida I1

Figura 6.2: Esquema ilustrativo do sistema fuzzy.

Vejamos entao a estrutura de cada bloco fuzzy:

Bloco fuzzy I: O bloco fuzzy I é estruturado em duas camadas onde a primeira
camada contém fatores referentes aos indicadores de produto, e a saida desta camada
serve como entrada para a segunda camada que resultara na avaliacao final do fornece-
dor quanto aos indicadores de produto.

A primeira camada do bloco I é constituida de quatro fatores, cada qual com suas

variaveis, conforme indicado a seguir:

a) Fatores que definem a qualidade do produto: aprovada, condicional (aprovado com

restri¢ao) e reprovada;
b) Fatores que definem a quantidade do pedido: completa e incompleta;

c) Fatores que definem a pontualidade de entrega: sem atraso, até 7 dias e acima de
7 dias;
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d) Fatores que definem o preco do produto: maior que z, até x e menor ou igual ao

preco alvo.

O valor x indica um percentual definido pela empresa, acima do preco alvo para
o produto. Todos os fatores possuem trés variaveis linguisticas, conforme especificado
pelos conjuntos fuzzy: vermelho, amarelo e verde.

O universo do discurso definido para todos os conjuntos, dos fatores da primeira
camada, estd representado entre 0 e 100 em que para o conjunto fuzzy qualidade
aprovada, figura 6.3(a), quanto mais proximo do extremo direito (100), mais proximo
de um valor 6timo, ao contrario do conjunto fuzzy qualidade reprovada, figura 6.3(b),
quanto mais proximo do extremo direito indica um percentual ruim dos produtos que

nao cumprem os requisitos de qualidade estabelecidos.

Vermelho Amarelo Verde Verde Amarelo Vermelho
1

Grau de pertinéncia

o
©

o
)

o
~

A /] 1 /\ /|

Grau de pertinéncia

0.8

061

0.4r

0.2 / /N 1

o

)
.
L

Figura 6.3: Conjuntos fuzzy para a variavel de entrada qualidade aprovada (a) e re-

provada (b), respectivamente.

A segunda camada do bloco I é constituida pelas variaveis que definem a avaliagao
final referente ao produto.

As saidas da primeira entrada sao as variaveis de entrada da segunda camada.
Por

exemplo, os conjuntos fuzzy para a variavel de entrada (segunda camada) qualidade e

Estas saidas possuem 3 variaveis linguisticas, ruim, média e boa, figura 6.4(a).

pontualidade sao os mesmos conjuntos das variaveis de saida qualidade e pontualidade
da primeira camada. Os valores linguisticos para a saida da segunda camada do bloco
[ sdo definidos pelos conjuntos fuzzy: ruim, regular, bom e 6timo, figura 6.4(b).

Para variavel preco foi definido os conjuntos: ruim, médio e bom. Para varidvel
quantidade foi definido como nao-conforme, condicional e conforme.

Para avaliar o fornecedor quanto aos indicadores de produtos foi estabelecida a
seguinte ordem de avaliacao: qualidade seguida de quantidade, pontualidade e preco.
Vejamos algumas regras para avaliacao do fornecedor:

Se (Pontualidade) e (Quantidade) e (Qualidade) e (Valor) entao (Avaliagdo);
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Ruim

Grau de pertinéncia
o o o
S o o =

o
N

=)

T
Regular
A

Otimo

Figura 6.4: Conjuntos fuzzy para a variavel de saida avaliagao do fornecedor (a) e para

a variavel de entrada qualidade e pontualidade (b), respectivamente.
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Grau de pertinéncia
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Ruim

20 40

Pontualidade Quantidade Qualidade Valor | Avaliacao
Sem Atraso ~ Completa Aprovada > Ruim
Atraso < 7 Incompleta Reprovada <z Regular
Atraso > 7 Conforme Condicional ==z Bom
Otimo

60
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Se Pontualidade é Boa e Quantidade é Conforme e Qualidade é Boa e Valor é

Médio entdao Avaliacio é Otimo;
Se Pontualidade é Boa e Quantidade é Conforme e Qualidade é Ruim e Valor é

Ruim entao Avaliagdo é Ruim;
Se Pontualidade é Médio e Quantidade é Conforme e Qualidade é Média e Valor

¢ Ruim entao Avaliacao ¢ Regular.

No total, foram definidas 81 regras para a variavel de saida avaliacao do fornecedor

quanto a indicadores de produto.

Bloco fuzzy II: O bloco fuzzy II contém duas variaveis para avaliar o fornecedor

quanto ao seu processo: qualidade no relacionamento e assisténcia. A variavel qualidade
no relacionamento é avaliada por nota onde esta nota é dada pelo individuo encarregado
no relacionamento com o fornecedor (empresa e fornecedor). A variavel assisténcia é
avaliada pelo técnico de inspecao da matéria prima. Estes dados sao obtidos pelas
assisténcias efetuadas pelo fornecedor.

Os conjuntos do bloco fuzzy II sao definidos conforme estabelecidos para os con-
juntos do bloco fuzzy 1.

Para ambas as variaveis do bloco fuzzy II, o formato e suporte dos valores lin-
guisticos sao os mesmos apresentados na figura 6.4(b). Para a saida do bloco II sao
definidas as mesmas especificagoes da figura 6.4(a). No total foram utilizadas 9 regras.

Se (Qualidade Relacionamento) e (Assisténcia) entdo (Avaliagdo Fornecedor).
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Qualidade Relacionamento Assisténcia | Avaliacao Fornecedor
Ruim Ruim Ruim
Médio Médio Regular
Bom Bom Bom
Otimo

Bloco fuzzy III: O bloco fuzzy III é responsavel pela avaliacao final do fornecedor.
As entradas para este bloco sao as saidas dos blocos I e I , e o conjunto de saida é

apresentado na figura 6.5. Para a base de regras do bloco III foram consideradas 16

regras.

otimo

Grau de pertinéncia
° °
5 s -
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o
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o
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Figura 6.5: Conjuntos fuzzy para a variavel de saida avaliagao final do fornecedor.

Se (Avaliacdo Produto) e (Avaliagdo Processo) entdo (Avaliacao Final).

Awalia¢ao Produto Awaliagao Processo | Avaliacao Final
Ruim Ruim Péssimo
Regular Regular Fraco
Bom Bom Regular
Otimo Otimo Bom

Otimo

Inferéncia e defuzzificacao

O método utiliza a implicagao de Mandani e o valor real para a avaliacao do
fornecedor é obtido através do método de defuzzificacao do Centro de Massa. O in-
tervalo de [0,100] para o universo do discurso da variavel de saida indica a nota do
fornecedor.

Testando o sistema com dados reais

A empresa de fabricacao de joias forneceu valores de um fornecedor de pedras
preciosas no periodo de novembro de 2004 a fevereiro de 2005. Vejamos os dados
fornecidos do fornecedor A na tabela 6.6.

O fornecedor A foi avaliado com um desempenho “6timo” para ambos os indi-
cadores de produto (91,53) e processo (91,99), obtendo avaliagao final de 92,48 classifi-
cando como um fornecedor “6timo”. De acordo com especialista do setor, todos os resul-

tados situaram-se dentro das expectativas para os dados amostrados, o que mostra que
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FORNECEDOR A

Quantidade de lotes no periodo amostrado 19

INDICADORES DE PRODUTO QUANTIDADE DE LOTES %

QUALIDADE
Aprovada 13 68,43
Condicional 0 0,0
Reprovada 06 31,57
QUANTIDADE
Completa 19 100,0
Incompleta 0 0,0
Conforme 0 0,0
PRECO
Menor ou igual ao prego alvo 15 78,95
Até 10% acima 03 15,79
Maior que 10% 01 5,26
PONTUALIDADE
Sem atraso 19 100,0
Até 7 dias de atraso 0 0,0
Mais de 7 dias de atraso 0 0,0
INDICADORES DE PROCESSO

Relacionamento - 90,0
Assisténcia - 100,0

Figura 6.6: Dados referentes a um fornecedor de pedras preciosas [2].

o sistema é suficientemente consistente para ser empregado. Caso necessario, ajustes
podem ser feitos nos conjuntos fuzzy e na base de regras.

O principal objetivo deste trabalho foi fornecer a industria joalheira, meios simples
e de baixo custo para avaliacao e classificacao dos fornecedores. A logica fuzzy foi
utilizada para atender esse objetivo.

6.4.2 Aplicacao da Teoria Fuzzy para o Crescimento de Recife
de Coral [3]

Os recifes de corais sao formados com o actimulo de corais. Com o tempo, em
condicgoes favordveis, um recife de corais pode transformar-se numa ilha. Sao ecossis-
temas com grande produtividade e grande biodiversidade e sao capazes de uma fixagao
rapida do carbonato de calcio. A producao de carbonato de célcio nestes animais estéa
ligada a penetragao da luz no oceano raso.

Demicco e Klir [3] comparam os modelos baseados em regras fuzzy por eles pro-
postos com os modelos deterministicos de Bosscher e Schlager, que utilizam a seguinte

equagao:

]Oesz
T)’ (6.1)

para ajustar dados de taxas de crescimento do principal recife de corais do Caribe
(Figura 6.7).

Sejam z a profundidade da agua, G(z) a taxa de crescimento a uma dada profun-

G(z) = G(0)tanh(

didade (z), G(0) a taxa de crescimento méxima (G em z = 0), Iy a intensidade da luz

na superficie, I}, a saturacao da intensidade da luz e k o coeficiente de extincao dado
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TAXA DE CRESCIMENTO DO CORAL (mm/ano)

PROFUNDIDADE (m ABAIXO DO NIVEL DO MAR)

Figura 6.7: Taxa de crescimento do principal recife de corais, Montastrea annularis, da
regiao do Caribe [3].

por Beer-Lambert Law,

Pode-se observar que na Figura 6.7 as curvas pontilhadas sao solucao da equacao
(6.1), porém com valores diferentes para os parametros citados anteriormente (G(0),
Iy, I, k). A curva nao pontilhada é solugdo, porém usando o sistema logico fuzzy.

Bosscher e Schlager estenderam esta equacao e desenvolveram um modelo numérico
do crescimento de recife de coral, segundo a equacgao diferencial:

dh . Iy exp{—k[ho + h(t)] — [so + s(t)]}
E(t) = Gptanh( 7. ) (6.2)

onde %(t) é a variacao da altura da superficie de coral com o tempo, hq a altura inicial

da superficie no inicio do passo de tempo, h(t) é o incremento no crescimento do coral
no passo de tempo, sy é a posicao inicial do nivel do mar para um passo de tempo e
s(t) é a variagdo do nivel do mar para o passo de tempo.

A Figura 6.8a mostra uma simulagao do crescimento de recife de coral baseado na
equacao (6.2) com valores iniciais para G,, (taxa de crescimento maxima), I, (intensi-
dade inicial da luz na superficie), k (coeficiente de extingdo) e com a altura do nivel do
mar dado pela Figura 6.8c. J& a Figura 6.8b mostra a solucao da taxa de crescimento
de recife de coral, baseando-se nas mesmas variaveis da equagao (6.2), porém usando
o sistema logico fuzzy que é proposto pelos autores.

Demicco e Klir usaram o sistema logico fuzzy para modelar a taxa de crescimento

de Montastrea annularis baseado em uma linguagem simples de acordo com os dados:
e Se a profundidade da dgua é rasa, entao a taxa de crescimento de coral é répida.

e Se a profundidade da &gua é profunda, entao a taxa de crescimento de coral é
lenta.
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Figura 6.8: Comparacao das solugoes: equagao diferencial e fuzzy [3].

A variavel de entrada profundidade (profundo e raso), mostrado na Figura 6.9, é

um conjunto fuzzy e sua funcao de pertinéncia tem dominio entre 0 e —50 metros. J&

na Figura 6.10 mostra a variavel de saida, taxa de crescimento (lento e rapido), e sua

func¢ao de pertinéncia tem dominio entre 0 e 10 mm/ano.
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Figura 6.9: Profundidade da agua.

Na figura 6.11 mostra o método de inferéncia de Mamdani das regras se-entao

com a variavel de entrada (profundidade) —10 metros. Esta entrada aciona a base de

regras, ou seja, para cada entrada (profundo e raso) é calculado o grau de pertinéncia.

Com isso a variavel de saida para cada entrada é o conjunto de todas as entradas com

grau de pertinéncia menor que o da entrada —10 metros. Feito isso, o conjunto fuzzy

de saida final & tomado como a unido de cada conjunto de saida (lento e rapido) e

usando o método de defuzzificador centro de massa obtém-se como saida 6.4 mm/ano.

Demicco e Klir desenvolveram um modelo do crescimento de recife baseado no

sistema de inferéncia fuzzy (Figuras 6.9, 6.10 e 6.11) e o resultado (Figura 6.8b) é

comparado com a soluc¢ao da equagao diferencial (6.2) (Figura 6.8a).
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Figura 6.10: Taxa de crescimento dos corais.
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Figura 6.11: Base de regras.

6.4.3 Condicao clinica de obesidade e indicagao de cirurgia ba-
riatrica [4]

A obesidade é um dos problemas mais importantes que a saude publica enfrenta,
hoje no Brasil e em outros paises do mundo. A Organiza¢ao Mundial da Saude (OMS)
considera que, atualmente, nos paises desenvolvidos e até em paises em desenvolvi-
mento, ela seja o principal problema de satide a enfrentar. O excesso de peso estéi
associado a uma série de doencas que comprometem a qualidade e a duragao da vida.

Por esse motivo, muitas pessoas que se encontram muito acima do peso desejam
fazer a cirurgia bariatrica. Um dos critérios para verificar se uma pessoa esta acima do
peso é o céalculo do IMC (indice de massa corporal) que é uma rela¢io matematica de
proporcionalidade entre o peso corporal do individuo em quilogramas (P) e o quadrado
da sua altura expressa em metros (A): IMC = 4.

O IMC é consensualmente utilizado na orientacao da abordagem terapéutica da
obesidade, inclusive na indicagao de cirurgia bariatrica (ICB). Os valores de corte do

IMC apresentam boa especificidade em diagnosticar obesidade, porém demonstram
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baixa sensibilidade em identificar adiposidade, sendo que individuos com grau alto
de gordura corporal (GC) deixam de ser considerados obesos e o fator prejudicial na
obesidade é o actimulo de gordura no corpo.

Considerando-se que a obesidade especificamente refere-se ao excesso de gordura
corporal, o ideal seria basear-se também na %GC para dar uma real ideia ao paciente
e até uma indicacao para fazer a cirurgia bariatrica. As medi¢oes na %GC sao dadas

de acordo com as variacoes: idade, sexo e grupo étnico.

Sobrepeso e Obesidade IMC

Sobrepeso 25 a 29,9
Obesidade Graul |30 a 34,9
Obesidade Grau II | 35 a 39,9
Obesidade Morbida Grau III =>40)

Tabela 6.1: Classificagao do IMC

%GC Mulheres | Homens
Adequada <25% <15%
Leve 25 - 30% |15 - 20%
Moderada | 30 - 35% | 20 - 25%
Flevada 35 -40% | 25 - 30%
Mdérbida ~40% =>30%

Tabela 6.2: Classificacao da %GC

Avaliacao da obesidade usando a teoria fuzzy

Considere um paciente com o IMC=39 e outro paciente com IMC—=40. Segundo
a classificacao booleana, estes pacientes sao classificados, de acordo com a OMS, em
distintas categorias de obesidade e recebem tratamentos diferentes. Mesmo que a
diferenca entre os IMC dos dois pacientes seja pequena, o paciente com IMC=39 nao
estd indicado a fazer a cirurgia baridtrica, a menos que seja portador de doencas rela-
cionadas a obesidade (comorbidades), ja o paciente com o IMC=40 est4 indicado a
fazer a cirurgia. E importante observar que estes dois pacientes podem nio apresentar
diferencas relevantes as suas condicoes clinicas e biologicas que explicam essa enorme
diferenca nos tratamentos.

Visto que esses limites fazem com que certos pacientes tenham tratamentos ina-
dequados, a logica fuzzy é usada a fim de minimizar esses erros. A logica fuzzy seréd
usada por ser uma ferramenta poderosa para lidar com valores imprecisos, incertos,

apontando solucoes consistentes e de baixo custo.
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IMC=>35 e <40

Sem indicagao

IMC>40

Com indicacao

Sem comorbidades

Com comorbidades | Com indicacao | Com indicagao

Tabela 6.3: Indicagao ao tratamento cirirgico

Na logica fuzzy, o paciente com o IMC=39 estaria no conjunto com indicacao
ao tratamento cirirgico com um certo grau de pertinéncia e também no conjunto sem
indicacao ao tratamento cirtirgico com um determinado grau de pertinéncia.

Para indicar o melhor tratamento da obesidade incluindo a ICB, é proposto em [4]
um modelo baseado em regras fuzzy no qual foram tomadas como variaveis de entrada
o IMC (indice de massa corporal) e a %GC (porcentagem de gordura corporal), tendo
como variavel de saida o indice MAFOI (Miyahira Araujo Fuzzy Obesity Index). Este
indice foi construido a partir da juncao do IMC e %GC onde este terd a capacidade de
avaliar com mais propriedade a real composicao e quais pacientes devem ser encamin-

hados a cirurgia baritrica.

Métodos

Para avaliacao do desempenho de diagnoéstico de obesidade através do IMC foi
utilizado o padrao de referéncia da OMS e para a avaliacao do desempenho de diag-
nostico de obesidade através da %GC foram considerados os valores %GC>35% para
mulheres e %GC>25% para homens.

Inicialmente, as variaveis de entrada IMC e %GC, que eram conjuntos classicos,
foram fuzzificadas (Figura 6.12 e Figura 6.13).

. IMC Fuzzy -
Indice de massa corporal fuzzy

MA ol (el]}

MA-Magro

— SP-Sobrepeso

— Ol-Obesidade grau |
—— OlI-Obesidade grau Il
Olll-Obesidade grau I

0.8

o
o

Grau de pertinéncia

o
=

0.2

20 45

IMC

Figura 6.12: Indice de massa corporal (IMC) fuzzy.
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%GC - Porcentagem de gordura corporal
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Figura 6.13: Porcentagem de gordura corporal (%GC) fuzzy.

A partir disso, o IMC e %GC foram relacionadas num sistema de inferéncia fuzzy
constituido de 22 regras e teve como variavel de saida o indice MAFOI (Figura 6.14).

Esta relagao esta associada a estimativa da obesidade (entrada) e a classificagao da
obesidade e ICB (saida).

MAFOI - Miyahira Araujo fuzzy obesity index
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Figura 6.14: Miyahira Araujo fuzzy obesity index (MAFOI).

As regras ficaram restritas somente aquelas consideradas compativeis com a exis-
téncia humana e a base de regras sera apresentada na tabela 6.15:
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noc~MCIMA  |SP ol oIl Olll
AD M HM |HM  |HM
LEV M HM  |HM  |HM
MOD  [EGC |EGC [SUT  |SUT OBE
ELEV |EGC |OFZ |OFZ |OFZ OBE
MOR |- OFZ |OFZ | OFZ OBE

Figura 6.15: Matriz difusa para classificacao da obesidade.

Legenda:
AD - Adequada
LEV - Leve
MOD - Moderada
ELEV - Elevada
MOR - Mérbida
MA - Magro
SP - Sobrepeso
OI - Obesidade grau I
OII - Obesidade grau II
OIII - Obesidade grau 111
M - Magro fuzzy
HM - Hipertrofia muscular
EGC - Excesso de gordura corporal
SUT - Sumotori
OFZ - Obesidade fuzzy
OBE - Obesidade moérbida

Este indice (MAFOI) admitiu a classificagdo de obesidade nas categorias EGC,
OFZ, SUT e OBE e a indicagao a cirurgia nas categorias OFZ com comorbidades,
OF7Z sem comorbidades e com grau de pertinéncia em OBE e OBE independente da
presenca de comorbidades.

Para tomada de decisao foi utilizado o método de Mamdani e para a defuzzificacao
o centro de massa. O esquema do sistema de inferéncia utilizado é apresentado na
Figura 6.16.

A superficie de mapeamento para classificacao da obesidade esta graficamente
representada na Figura 6.17.

Conclusao
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Sistema MAFOI

MC (5) s MAFOI

(Mamdani)

22 regras

MAFOI (6)

%6GC ()

Sistema MAFOL 2 entradas, 1 saida, 22 regras

Figura 6.16: Sistema Miyahira Araujo Fuzzy Obesity Index (MAFOI). Duas entradas:
IMC e %GC. Uma saida: MAFOI. Numero de regras: 22 [4].

Superficie de mapeamento do MAFOI (Base do conhecimento)

Figura 6.17: Superficie de mapeamento do Miyahira Araujo Fuzzy Obesity Index
(MAFOI) [4].
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Segundo [4] ficou demonstrado em seu trabalho que o indice MAFOI esta mais
proximo da real condicao clinica obesidade do individuo do que o IMC e %GC con-
siderados isoladamente. Além disso, sua utilizacdo demonstrou ser uma alternativa
adequada para classificacao da obesidade, bem como para ICB. Maiores detalhes po-

dem ser encontrados em [4].

6.5 Consideracgoes Finais

Apresentamos nesse trabalho conceitos basicos da Teoria de Conjuntos Fuzzy,
procurando incluir exemplos e, quando possivel, fazer conexdes com a Teoria Classica.
O estudo de sistemas baseados em regras fuzzy permitiu conhecer varias areas onde a
logica fuzzy tem sido utilizada. Espera-se que esse material apresentado possa ser ttil

para alguma disciplina de introdugao a teoria, a nivel de graduagao.
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