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O objetivo deste trabalho é estudar os zeros dos polindmios ortogonais cuja medida,

quando multiplicada por um polindémio de grau 1 ou 2, esta relacionada a uma das medidas
de Gegenbauer, Jacobi ou Laguerre. As medidas consideradas neste trabalho tém saltos e o
comportamento dos zeros é estudado em relacao a posi¢cao e ao tamanho do salto.

No caso em que as medidas sdo simétricas, usamos seqiiéncias encadeadas como auxiliar
no estudo da monotonicidade dos zeros desses polindmios, o que nao foi necessario no caso
em que as medidas nao sao simétricas.

Palavras chaves: Polinomios ortogonais, relagdo de recorréncia, medidas relacionadas,
seqiliéncias encadeadas, fracoes continuas.




Abstract

The purpose of this dissertation is to study the zeros of certain orthogonal polynomi-
als. The associated measures of these polynomials can be related to one of the measures
associated with the Gegenbauer, Jacobi or Laguerre polynomials through a multiplication

by a first or second degree polynomial. The measures considered in this work present jumps.

The behavior of the zeros of the orthogonal polynomials is investigated with respect to the
position and size of the jumps.

In the case when the measures are symmetric, we use chain sequences to study the
monotonicity of the zeros of these polynomials, it is not necessary when the measures are
not symmetric.

Key words: Orthogonal polynomials, recurrence relation, related measures, chain
sequences, continued fractions.
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Capitulo 1

Introducao

Sejam —oo < a < b < o0 e ¢ uma funcdo real, limitada, nao decrescente, definida em
b

[a,b], com infinitos pontos de aumento em (a,b). Se os valores p? = [ z"d¢(z),

a
r =0,1,2,..., que chamamos de momentos existem, d¢ representa uma medida (medida
positiva) em (a, b).

Dizemos que {P?}%, ¢ uma seqiiéncia de polinémios ortogonais com relagio a medida
dé(z) em (a,b) se P? é um polindmio de grau exatamente n, [ P?(z)Pg(z)dé(z) = 0 para
n#me [ P?(z)P?(x)d¢(z) > 0.

Seja P2, n > 0, a seqiiéncia de polindmios ortogonais monicos, com relacao a uma medida

positiva d¢ definida na reta real. Entdo, P? satisfaz a seguinte relagdo de recorréncia
¢ o/
Pin(z) =(z - ﬁ:f-l-l)Pf?(x) —Qni Pr?—l(x)s n 21,

com PP(z) =1, Pl(z)=z—-8¢, 82 € R,ea?,, >0, n> 1. Além disso, todos os zeros
de P? sao reais, distintos e estdao no interior do menor intervalo fechado contendo o suporte
(conjunto dos pontos de aumento, denotado por E) da medida (veja Chihara [6] e Szegd

[14]).

Sri Ranga [13] mostrou que se d¢; e d¢, sido duas medidas positivas simétricas rela-
cionadas por cdgy(x) = (14 qz?)d¢;(x), onde g é real e positivo e c uma constante apropri-
ada, entdo, associada a essas medidas, existe uma seqiiéncia de nimeros positivos {l,}2,,
com lg = 1, tal que

(I = 1)(ln-1 + 1) = 4gal,,

, "2l (1.1)
(lﬂ 8 1)(£n+1 i 1) = 4qan+1a




Introducao

Em (3], Sri Ranga e Berti concluiram que (1.1) vale para todo ¢ real (ndo necessaria-
mente positivo), desde que d¢; e dp, permanecam medidas validas. Fazendo k* = —1/q e
gn = (1 + l41)/2, os resultados associados a (1.1) podem ser escritos como

cdpy(z) = (k* — 22)do, () (1.2)

b1

al a
(1= gn-1)gn-2 = k;q, (1=9gn-1)gn = 2 (1.3)

com g_; = 1. Entdo, como o2} ,/k?* > 0 e a%2,/k* > 0, temos 0 < g, < 1, n > 1, se
0 < go=1-a$/k* < 1 (veja Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [4]), ou seja, {gx}32, é uma
seqiiéncia de parametros associada a seqiiéncia encadeada positiva {a2?,/k?}$2,. Dizemos
que {a,}22, é uma seqiiéncia encadeada positiva, se existe uma segunda seqiiéncia {hx}32,
talque 0< hg<1, 0<h,<1le(l—hy_1)h, =a, paran>1.

Com o uso das propriedades de seqiiéncias encadeadas, juntamente com (1.1) e (1.2),
em [4] foram obtidas relagdes entre alguns polinémios ortogonais e outros bem conhecidos,
tal que foi possivel encontrar informagoes sobre os zeros desses polindmios. Em especial,
estudou-se alguns casos particulares de polinomios ortogonais considerados por Koornwinder
[9], em 1984. Esses polinémios sdo ortogonais com relagao & medida d¢ definida por

00 1
f_ f(z)dg(z) = Mf(—1)+Nf(1)+Lf_1f($)(1 — 2)*(1 + z)°dz,

T(a+8+2)

20+8+-1Na + 1) (B + 1)
esta relacionada aos polindmios de Jacobi. Seguindo Kiesel e Wimp [8] chamamos esses
polinémios de polinémios de Koornwinder. Um de seus aspectos interessantes é que eles sao

com L = , que tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte continua

solugdes de certas equagoes diferenciais de segunda ordem. Ainda em [4], considerou-se os

(A M k)

polinémios ortogonais K{"™* associados a medida d¢™M*)(z) dada por

- [OWK)
/_m 10y =2M1+ 1 {M[f(_k) + f(k)] + Eu,k)[[{]] },

g2/
com LWH[f] = / fz T dx e X > —1/2. Note que a medida tem saltos nos

pontos —k e k de tamanho M/(2M +1). O valor de L**)( f) foi escolhido de tal modo que o
aumento total da medida é 1. Quando k = 1 temos os polinémios de Koornwinder simétricos,
cuja medida tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte continua é a medida associada aos
polindmios de Gegenbauer.
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Introdugao

Em Berti, Bracciali e Sri Ranga [2| mostrou-se como se relacionam os polindmios orto-
gonais cujas medidas satisfazem

¢ dpo(z) = (z — q) déa(z),

onde q é real, (r — ¢) ndo muda de sinal em E, comum das medidas d¢q e d¢,, e c e g sdo
constantes tais que (z — ¢)/c é finito e positivo em E.

PfE,a‘B!K!N)

Neste trabalho, consideramos os polindmios ortogonais moénicos associados a

medida de probabilidade d¢(®#*") dada por

- 1 L£(@Br)
[ persesmiie) = 2 { o) + gt |

L2 a

onde 0 < N < 00, || > 1, p é qualquer polinémio e £L(*5)[p] = f p(z > dz.
e et

Aqui, se [k] > 1, entdoa > —1e 3> —1,se k =1, entdloa >0e 3 > —le, se k = —1,
entdo @ > —1 e 3 > 0. Quando N > 0 a medida d¢/®#*N) tem um salto no ponto x de
tamanho /(N +1), proporcional & medida com massa total igual a 1. Obtemos informagaoes

sobre os zeros desses polindmios em relagdo aos zeros dos conhecidos polindmios de Jacobi.

; A v A s KN i o
Relacionamos, também, os zeros dos polinémios moénicos L) com os zeros dos polindmios

(a,5,N)
n

de Laguerre e, para isto, consideramos os polindmios ortogonais moénicos L associados

a medida de probabilidade d¢(®*") dada por

(a,k)
[ s = s L + S5

2 z% )
com 0 < N < o0, k& > 0, p é qualquer polinémio e M@ [p] = / p(z) s &dx. Aqui, se
0

k>0, entdo @ > —1 e, se kK = 0, entdo a > 0. Quando N > 0 a medida d¢(®*N) tem um

salto no ponto —« de tamanho N/(N + 1), proporcional a u{™*") = 1.

Os principais resultados, organizados no Capitulo 4 deste trabalho, foram demonstrados

teoricamente e testados numericamente com o uso do software M a,ple®6.

Esta dissertagdo esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2, fazemos um breve estudo sobre polinémios ortogonais e apresentamos
um resumo sobre os polindmios ortogonais classicos de Jacobi, Gegenbauer e Laguerre, além
dos polindmios de Koornwinder.

No Capitulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre fragdes continuas e
seqiiéncias encadeadas positivas, que possuem muitas aplicagdes nos estudos de polinémios
ortogonais.
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Introdugao

No Capitulo 4, apresentamos estudos sobre os polinémios ortogonais associados a duas
medidas relacionadas entre si. Relatamos resultados do trabalho de Bracciali, Dimitrov e
Sri Ranga [4] sobre seqiiéncias encadeadas generalizadas e medidas relacionadas, quando
considera-se medidas simétricas que satisfazem c d@s(z) = (k* — 2%) d¢,(z) e mostramos,
como aplicagdao, um estudo do comportamento em relagdo ao tamanho e a posi¢ao do salto,

dos zeros dos polindmios cuja medida tem salto, e a localizagao desses zeros entre os ze-
ros dos polindomios de Gegenbauer. Apresentamos, ainda, os resultados de Berti, Bracciali e
Sri  Ranga [2|, quando considera-se medidas nao-simétricas que satisfazem
c dpo(z) = (z — q) d¢1(x), acrescentando informagdes, também em relacdo ao tamanho e a
posic¢ao do salto, sobre o comportamento dos zeros de determinados polinémios, cuja medida
tem salto, e os relacionando aos zeros dos polindmios de Jacobi e Laguerre generalizados.




Capitulo 2

Poliné6mios Ortogonais

Inicialmente, apresentamos alguns resultados, encontrados nos textos de Chihara [6] e
Szeg6 [14], sobre polinémios ortogonais de forma geral e algumas de suas propriedades.
Consideramos, também, alguns polindmios ortogonais cléassicos, tais como os polinémios de
Jacobi e os polinémios de Gegenbauer, que sdo casos especiais dos polinémios de Jacobi, e
os polinémios de Laguerre.

2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Definicao 2.1.1. Sejam —oo < a < b < 00 e ¢ uma fungdo real, limitada, nio decrescente,
definida em [a, b], com infinitos pontos de aumento em (a,b). Os valores

b
;;;‘.’:_/ wrdg(z), T=0,1,2,::

sdo chamados de momentos. Se os momentos pu?, r = 0,1,2,..., ezistem, d¢ representa
uma medida (medida positiva) em (a,b). Quando dp(z) = w(z)dz, onde w(z) > 0 em (a,b)
mas nao identicamente nula, w é chamada fungao peso.

Definigdo 2.1.2. Dizemos que {Q?} - = ¢ uma seqiiéncia de polinémios ortogonais
com relagdo a@ medida dp em (a,b) se

i) Q2 € de grau exatamente n;

0, sen#m

i) (@, Q) = / Qn(2)Qn(z)dg(z) ={

pn>0, sen=m.




2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Se p, =1, n > 0, dizemos que {Qﬁ}:lo é uma seqiiéncia de polind6mios ortonormais.
Seja Q¢(z) dado por
mn
Qﬁ(x) = Z an,imi) Qnn 7& 0.

i=0

O Teorema abaixo nos permite gerar uma seqiiéncia de polindmios ortogonais conhecendo-
se apenas dois polinémios de graus consecutivos pertencentes a essa seqiiéncia.

Teorema 2.1.1. [Relagdo de recorréncia de trés termos| Seja {Q2}%, uma seqiiéncia
de polinémios ortogonais em (a,b) relativamente a medida d¢. Entdo,

ﬁ+1($) = (’Yn—{—lx = ﬁn—i-l)Qﬁ(:r) - an+1Qi—l($)1 n >0,

com Qﬁl(x) =0, Qg(x) =1 e ant1y Bnt1y Tn+1 € IR, onde

Q5 Qs

y Bni1= ’Yn+1wa
(@5, Q2)

Tn <Q¢—11Q2—1>

an+1,n+1
Topr = L 22 g

=0 n2lL

i 00 ' i L i o i
Seja {P,?}n=0 a seqiiéncia de polindmios ortogonais monicos (o coeficiente do termo de
maior grau é igual a 1). Neste caso, 7,41 = 1 e a relacao de recorréncia é da forma

Pfﬂ (:C) = (:E T ﬁn+1)Pf(I) R an+1pr?—1($)= n 20, (2'1'1)
com P?,(z) =0, P’(z)=1 e fBu41, @nt1 € R, onde
(zP?, P?) (Bg Be)

<P,?,P,?> ’ an+1:<P,?_l,Pf_1>

Teorema 2.1.2. Seja {Q?}°, uma seqiiéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b)
relativamente & medida d¢. Entio, os zeros de Q? sdo reais, distintos e pertencem ao
intervalo (a,b).

ﬁn+1 =

> 0.

Definicdo 2.1.3. Dada a seqiiéncia de polinémios ortogonais ménicos { P2}, definimos
os polinémios associados a P?¢ por

O3(z) = %/b P'?(tz:f’?(m)dqﬁ( ), n=1l




2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Observe que os polindomios associados Of sao polindmios ménicos de grau n — 1.

Teorema 2.1.3. Seja {P?}2, uma segiiéncia de polinémios ortogonais ménicos. Os poli-

nomios associados monicos Of satisfazem a mesma relagdo de recorréncia dos polinémios
6 PP YIRS () =
P? com condigdes iniciais Og(z) =0 e O7(z) = 1.

2.1.1 Teorema de Favard

Vamos considerar, agora, um problema inverso associado com os polindmios ortogonais.

Teorema 2.1.4. [Teorema de Favard] Sejam {3,}32, e {an}32, segiiéncias de nimeros
reais arbitrdrios, com a, >0 (n > 1), e seja {P,}22, definido pela férmula de recorréncia

P.z) = (2= 0,)Pu-i(z) = an Pacalz), m=1,23,... (2.1,2)
P_l (I) = 0, PO(I) =1,
Entao, existe uma medida positiva d¢ tal que

_/bdt;b(ac) =iy, /b P.(z)P,(z)d¢(z) =0 para m#n, m,n>0.

Demonstracao: Faremos aqui um esboco da demonstracao do Teorema de Favard.

Além dos polinémios P,, dados pela relagdo de recorréncia (2.1.2), vamos considerar
uma segunda seqiiéncia de polindmios O,, dada por

Oulz) = (2 — Ba)Osca(Z) — 0aOns(), 1=2,3;::: (2.1.3)
Oo(x) =0, 01(3)) =qa; > 0.
De (2.1.2) e (2.1.3), temos que P, é um polinémio ménico de grau n e O,, € um polinémio
de grau n — 1 com coeficiente do termo de maior grau igual a a;.

Além disso,

L) P i) = O (2) B l2) =i« 0 =1, m>l, (2.1.4)

n

(2)Pa(z) = Z%Pf_l(x) >0 n>1. (2.1.5)

j=1

Em (2.1.5), observamos que todos os zeros de P, sdo reais, distintos e diferentes dos
zeros de P,_;. Da mesma forma, temos, de (2.1.4), que os zeros de O, sdo diferentes dos
zeros de P,.




2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

n(2)
B, (z)

Considerando as fungoes racionais { }, obtemos
)‘n,r

)
F=1 Z—=Znr

onde T, < Ty < ... < Tpnp Sa0 0s zeros de P, e

Oﬂ(xﬂ,f) - Vn (J;n,-r)

Pr’z(:rn.r) B Wn(zn.r) =10

/\n,r =

Além disso,

20n(2)
Z’\’” _zlr-l-»nc;lo P(z) =,

Se definirmos {¢, }, uma seqiiéncia uniformemente limitada de fungdes nao-decrescentes,

por
0, t < Tn
s—1

¢n(t) == )\n,rs Tns—1 St <~Tn,3a 322:31'“171

Tnn St

para n > 1, obtemos

1
"~ dba(t).

Se denotarmos por O(;—,,) a série de poténcias que no termo cujo expoente do denomi-
nador é p e cresce até o infinito, para n > 1 temos

On(2) On-1(2)  Ou(2)Pi-1(2) = On-1(2)Pa(2) _ ma 1
Pp(2) - Pr1(2) _ P, (2)Pa-1(2) " zan-1 +O( )

On(2)
P.(z)

22n 2

Dai, temos que {

tal que

} n > 1, corresponde a alguma série da forma Z —

r=0

Mon-2 = M2n-1 ™ 1

St Uooan T T O(zzn+2)’ nzl,

—+—+

onde ¢ = Uan — Tat1, B 2 1.

Isto é,

O.(2)
P,(2) 1

r=0
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2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Seja G,(2) definida por

—2n IG f d¢'

Agora, necessitaremos dos seguintes teoremas:

Teorema 2.1.5. [Primeiro Teorema de Helly] Dada uma seqiiéncia {¢,} de fungées
ndo-negativas, nao-decrescentes e uniformemente limitadas, existe uma subsegiéncia {y, }
e uma fungio ¢ nas mesmas condigoes de V,, para a qual essa subsegiiéncia converge.

Teorema 2.1.6. [Segundo Teorema de Helly] Seja uma seqiiéncia {t,} de fungdes nao-
negativas, nao-decrescentes e uniformemente limitadas que converge para uma fun¢io ¢ nas
mesmas condigoes de ,. Entao,

n—oo

lim f ), = f f(@)

para qualquer fung¢do continua f(t) em IR.

Usando o Primeiro e o Segundo Teoremas de Helly, Teoremas 2.1.5 e 2.1.6, respecti-
vamente, concluimos que existe uma fun¢do ¢ nao decrescente e com aumento total a; tal
que

lim 2(2) =/m ltdrb(t).

n—00 PH(Z) ca X

Assim, como

rdn
[ e -3 Lt

,u,.:f t"do.(t), r=01,2,...,2n—-1

o0

e, pelos Teoremas de Helly,

e / AT T,

oo

Podemos escrever

o0 2n
Calz) = f " (d9(t) — dbn(t).

o0

Considere a regidao U no plano complexo definido por U = {z: z =1y, y > M > 1}.
Temos que G,(2) é limitada em U.
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2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Seja a identidade

]_MM 8(t) — On(2) —/_ 28 g - 0 ()—/_ 29 4o

z—t
m—?n-—lpn(z)Gn(z) . foo P ( )

d
=0
Disso, temos que o lado direito é limitado em U e tende para zero quando z tende para

o infinito. Assim, o lado esquerdo da identidade também tende para zero quando z tende
para o infinito. Como o lado esquerdo é um polinémio, concluimos que é identicamente nulo.

Oﬂ(z) —_ -[ Md¢( )

z—1

Isto é,

Como o lado esquerdo é identicamente nulo, o lado direito também é. Dai,

e f"—“)d¢() YL (5)

[=2]

"'P o0 2n
Zf t _ z_zn—lpn(z)/; zt (do(t) — don(t))

o0

e concluimos que

]wt"Pn(t)dfb(t)=0 LA e fmt“Pn(t)d¢(t)=

o0 o0

A existéncia da medida d¢(z) é garantida pelo Teorema de Helly, mas ela ndo é neces-
sariamente unica. Para a unicidade da medida, os coeficientes a,, e (3, tém que satisfazer
outras condigdes. Uma das condigdes suficientes para a unicidade da medida é que {a,} e
{B.} sejam limitadas.

Agora surge uma questdo: Dada uma medida, jA vimos, no inicio deste capitulo, que
existe uma seqiiéncia de polindmios ortogonais associado a ela. Esta seqiiéncia de polindmios
ortogonais também pode ser associada a uma outra medida? Novamente a condi¢do {a,} e
{B.} limitadas garante que ndo existe outra medida. Esta condicdo vale se, e somente se, 0
intervalo onde a medida tem todos os saltos é finito.

Dizemos que a medida é determinada quando nao existe outra medida que fornece a
mesma seqiiéncia de polinémios ortogonais. Porém, se {a,} e {#,} ndo sdo limitadas, nao
implica sempre que a medida é indeterminada. Como exemplos de medidas determinadas,
onde {an} e {8,} ndo sdo limitadas, temos as medidas de Laguerre e Hermite.

10
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2.2 Alguns Polinémios Ortogonais Cléssicos

Definicao 2.1.4. Chamamos de verdadeiro intervalo de ortogonalidade o menor inter-
valo fechado [€1,m:1] que contém todos os zeros dos polinémios ortogonais P,. Temos, ainda,
que

£1 = lim 2, e m = lim z,,,
n—0o0 n—0oo

onde x,;, 1 =1,...,n, sao os zeros dos polinémios ortogonais P, em ordem crescente, ou
seja,
iy S g S s

2.2 Alguns Polindbmios Ortogonais Classicos

Consideremos, agora, algumas propriedades dos polinémios de Jacobi (incluindo o caso
especial de Gegenbauer) e Laguerre, que sdo chamados de polindomios ortogonais classicos,
veja Chihara [6]. Além desses, h4, ainda, o polindomio ortogonal classico de Hermite.

Apresentaremos, primeiramente, as defini¢oes de fungao gama e de série hipergeométrica.

Definicao 2.2.1. A funcao gama foi definida por Euler, em 1729, da sequinte forma

Me) = iﬁ [(k:l)z(kix)] para z #0,-1,-2....

A fungao gama também pode ser dada como integral de Euler de segunda espécie
I'(z) =/ e 't*"'dt, Re(zx)> 0.
0

Definigao 2.2.2. Definimos uma série hipergeométrica por

(@ D _,
(¢)nn!

?

o0
2Fi(a,b,63) =1+ )
n=1

com (a), = ala+1)(a+2)...(a+n—-1),n>1e(a)y =1, a#0. O simbolo (a), é chamado
de simbolo de Pochhammer-Barnes (veja, por ezemplo, Szegd [14]).

2.2.1 Polinémios de Jacobi

Os polinomios de Jacobi, denotados por P{™”, sio ortogonais no intervalo (-1,1] com

relagao & medida d¢(z) = (1 —z)*(1 4+ z)°dz, a, 3 > =1, a,B € IR. Através da formula de

11




2.2.2 Polinémios de Gegembauer

Rodrigues, podem ser dados por

PA)(g) = %(1 ~z)*(1 +$)_ﬁ%[(l - 2)*™(1+2)%*"], n>0.

O coeficiente do termo de maior grau para tais polinémios é dado por

1 INa+B+2n+1)
Tl T(a+B+n+1)°

n,n

Teorema 2.2.1. Os polinémios de Jacobi satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade

0, sem # n,
(Pim2), PO = 208+ (q 4+ n + 1)I(B +n + 1)
(a+B+2n+1nl(a+B+n+1)

sem=nmn.

A relacao de recorréncia de trés termos para os polindmios de Jacobi ménicos é dada

it (82 = o?)
T (2n+a+B)(@n+a+p+2) n20

b

dn(a+n)(B+n)(a+B8+n) o
a+tB+2n—D(a+B+2m2a+B+2n+l) =

aﬂ“l‘l = (

2.2.2 Polinémios de Gegenbauer

Os polinémios de Gegenbauer, também chamados polinomios Ultraesféricos, sao casos
especiais dos polinomios de Jacobi com a@ = = (A —1/2), A > =1/2 e XA # 0. Quando
A = 0 temos os polinomios de Tchebichef. Sdo ortogonais em (—1,1) com relagao & medida
dp(z) = (1 — 22" dz.

Em Chihara |6, p.144] os polinomios de Gegenbauer, ™. sdo dados por

Q,E,;\}(.T:) ol ( 2‘: )_1 ( n 4+ 2« ) Py{;a,a](z)’




2.2.3 Polinémios de Laguerre

onde a = \ — % e P,E“’a) sao os polinémios de Jacobi com f=a e
a I'(a+1)
= >0.
(b) To+Da-br1) °2°

_ % iy A 2 &
Os polinomios de Gegenbauer na forma monica, P , sao dados, em termos da série

hipergeométrica, por

n(2X)n

PP(x) = (2" 5

2F1(—TI TL+2/\ A+ 1/2

Satisfazem a seguinte relacao de recorréncia de trés termos

n(n+2X—-1) P(,\)

() (A) =
Pn+l( ) IPﬂ (IL') 4(n+/\)(n+)\ .- 1) n-—1

(@) 4 20

com PY(z) =0 e PM(z) =1.

2.2.3 Polinémios de Laguerre

Sao polinomios ortogonais com relagdo a medida d¢(z) = z%e¢ *dz, a > -1, a € R,
no intervalo [0, c0]. Podem ser dados, pela férmula de Rodrigues, por

dr
L((x) — (_1\Np—OT

[ a+n —z]

O coeficiente do termo de maior grau é 1 e, portanto, sio monicos.

Teorema 2.2.2. A relagao de ortogonalidade para os polinémios de Laguerre é dada por

<L,(1°‘),L£,‘f)>= { 0, se m # n,

n'n+a+1), sem=n.

A relacao de recorréncia de trés termos para os polinomios de Laguerre é da seguinte
forma

Ly (%) = (2 — Bas1) L (2) — enir Ly2y (2), n 2 1,

Bpy1i=2n+a+1 any1 = n(n + a).
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2.3 Polinémios de Koornwinder

2.3 Polinébmios de Koornwinder
Em 1984, Koornwinder considerou os polinémios PLPMN) qefinidos por

2
PlofMN) () = [%] {l[(z —z)MB, - (1+ x}NAﬂ] —+ AnBn } Pi*f)(z),
paran > 0,onde s=a+ 3+ 1,

(a+1)on!  n(n+s) _ (B+1).n!  n(n+s)
D) oD = S dn e, set])

sao os polinomios de Jacobi.

A =

e Plo?)

N)

Os polinémios P@BMN) s50 ortogonais em [—1, 1] associados & medida d¢ dada por

f_ f(z)dp(z) = Mf(-1) + Nf(1) + L/-1 f(z)(1 - 2)*(1 + 2)°dx,

['(s+1)

2T (a+ DI(B+1)
continua é a medida associada aos polindmios de Jacobi.

onde L =

Note que a medida tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte

Nocaso a = f=A—-1/2e M = N, temos os polinomios de Koornwinder simétricos

pILAAUEMNM) que denotaremos por K()‘ M),

] : S ; AM k : : :
Consideraremos, ainda, os polindmios ortogonais KMM®) associados a medida dg™M:k)
definida por

7 (\K)
[ s@ago i = {M[f(—k)+f(k)1+‘? [”},

2M +1 LOR[1]

onde
2),\+1/2

(Ak)
oo = [ s EL
k,/\eBtaisquek>le/\>—3/20uk—1eA>—1/2.

dz,

Se k = 1, obtemos os polinomios de Koornwinder simétricos (K\"(z) = ,{,)“M’l](:r))
e a medida dpMM1)(z) é dada por

/ f )\.Ml()=

2-BT(2\ + 1) o
2M+1{M[f( D+ O+ Foi 1 ff g ldx}

Esta medida tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte continua é a medida associada aos

polindmios de Gegenbauer.
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Capitulo 3

Sequéncias Encadeadas Positivas

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre fragdes continuas e
seqiiéncias encadeadas positivas, acrescentando detalhes de demonstracoes que podem ser
encontradas em Chihara [6] e Wall [15], por exemplo. Esses resultados serdo necesséarios no

proximo capitulo.

3.1 Fracoes Continuas

Uma fragao continua é uma expressao da forma

a

bo + @

b +
133'2‘1'.

B+

onde {a,}2, e {b,}2, sdo seqiiéncias arbitrarias de nimeros complexos (ou funcdes com-
plexas). Uma fragdo continua pode ser finita ou infinita.
Adotaremos a seguinte notagdo simplificada para (3.1.1)

a ag Qn
e B -
V0 o+ By o snnsd By o

Consideremos a seqiiéncia {C,,}2, construida da seguinte maneira




3.1 Fragoes Continuas

Ch, que é uma fragao continua finita, é chamado de n-ésimo convergente (ou apro-
ximante) da fracdo continua (3.1.1).

Por se tratar de fragoes, é possivel que certos convergentes sejam indefinidos. Por e-
xemplo, C; nao tem sentido se bjby = —ay. Contudo, se quisermos ainda considerar a
correspondente fracao continua, fazemos uso da defini¢do abaixo.

Definicao 3.1.1. Dizemos que a fragdo continua (3.1.2) converge para o valor K (finito)
se no mdzimo um numero finito de C,, € indefinido e

lim C, = K.

n—oo

Caso contrdrio, dizemos que a fragcdo continua diverge.

Se a fragao continua converge para K, escrevemos

b +al az

L =K.
0 bl+b2+"'

A
Da relagio (3.1.3) podemos escrever C,, = T b= 0,1,2,..., onde
n

Ao = b, By =1,
A1 = boby + a4, B, = b,
Az = boblbg + boa'z + albg, B‘2 = b]bg -+ Qaa,

Notemos, por exemplo, que Ay = by Ay + asAg e By = by By + aaBy. Deste modo, obtemos
o resultado a seguir, facilmente demonstravel usando-se o principio da indu¢ao matemaética.




3.1 Fragoes Continuas

Teorema 3.1.1. Sejam as seqiiéncias {A,} e {B,} tais que

An — bnAn—l + anAn—2s
Bi = b By g By i s (3.1.4)

comA_1 =1, Ag=by, B,y =0, By=1eb, #0 paran > 1. Entdo, o n-ésimo convergente
Cx, dado por (3.1.3), satisfaz C, = A,/B,, n=0,1,2,... .

Segundo Chihara [6], as formulas dadas por (3.1.4) sdo conhecidas por
férmulas de Wallis, onde A, é chamado o n-ésimo numerador parcial e B, é o
n-ésimo denominador parcial da fragdo continua.

Se multiplicarmos a primeira formula de Wallis (3.1.4) por B,_; e a segunda por A,_1,
e subtrairmos uma da outra, obtemos

Aan—l - BnAn—I = “an(An—an—2 Cn Bn—lAn—2)-

ApnB,_1 — B A,_1 = (-1)""a10y...a,, n>1.

Essa relagao é conhecida como férmula do determinante.

Além disso,

Bﬂ—an

que nos fornece

=bo+i

k=1

(—1)**1aqa,...
By._1 By,

(3.1.5)

k(3

desde que by # 0 e By # 0 para 1 < k < n, que é a n-ésima soma parcial da série
(=1)¥+1a,a;...a%

By_1 By

, conhecida por série de Euler-Minding.

Definicao 3.1.2. Duas fragées continuas sdo chamadas equivalentes se os respectivos con-
vergentes de ordem n, n > 0, sdo iguais.

Definigao 3.1.3. [Transformacées Equivalentes| Seja z; # 0 para i > 0. A transfor-
magao que associa a fragdo continua (3.1.1) a
ra T1T202 TaT3a3 Tn-1Tnln

by +
2 $1b1 o g .’L‘sz + $3b3 <O .’L'n_bn + e

(3.1.6)

€ chamada Transformagdo Equivalente.




3.1 Fragoes Continuas

Certamente (3.1.1) e (3.1.6) tém os mesmos convergentes.

Lema 3.1.1. Seja mo = 0. Entdo, o n-ésimo denominador parcial da fragao continua

1 (1—-mo)my (1—mq)my

T = T = 1 =

(3.1.7)

B,=(1-my)(1—my)...(1 —mu_1), n> 1 (3.1.8)
Demonstragao: Usaremos indugdo. Da fragdo continua (3.1.7), concluimos que a; = —1,
an =—(1—my_2)Mu_1,n>2 e b, =1, para n > 0. Deste modo, (3.1.8) vale para n =1
pois, pela formula de Wallis, By =1—-0=1 — my.

Suponhamos que (3.1.8) seja valido para n < k e mostremos que vale para n = k + 1.
Temos que

Byy1 = By + ag41Bk-1.
Substituindo o valor de ax4, e usando a hipétese de indugao, concluimos que
Biy1 = (1 —mp)(1 —my) -+ (1 — my—1)(1 — my).
Logo, demonstramos que a igualdade (3.1.8) vale para todo n > 1.
Lema 3.1.2. Seja a, = (1 — my—1)my,, ondemy=0,0<m, <1, n=1,2,3,

fragao continua
ap Qa3

l1-1-1-—:...
converge para (1 + L)™', onde

- mimg - - My,
L_Z(l—ml)(1~m2)---(l—mn)'

n=1

A
Demonstracao: Sejam C, = -B—“ o n-ésimo convergente da fracao continua (3.1.9) e
mn

! 1

n+1
—_—=1]1
B‘

n+1

1 (0351
=]—== —_
1-1

An
B,

Pelo Lema 3.1.1, podemos dizer que B}, ; = (1 —mg)---(1 —m,) > 0. A positividade
de B, segue do fato de que todos os termos m,, sdo tais que 0 < m, < 1. Pela igualdade
(3.1.5), obtemos, para ag = 1, que

n
A:z+l I_Zaﬂal"'ak

* * %
n+1 k=0 Bk Bk'i— 1




3.1 Fragoes Continuas

lim . lim 1 1
Bn B 1 :1+1 1 + L'.

*
Bn+1

Observagao: Aqui, L pode ser infinito. Neste caso, a fragdo continua converge para 0.

Teorema 3.1.2. Seja B, = (1 — gn—1)gn, onde 0 < go <1 €0 < g, <1 para n > 1. Entdo,

B s s s 0t i

T

) 9192
G_2(1—91)(1—92)~-(1—9n)'

n=1

Demonstragao: O caso gy = 0 é dado pelo Lema 3.1.2, onde L = G.

Suponhamos, entdo, que go > 0. Sejam C, e C;: os n-ésimos convergentes das respectivas
fragoes continuas (3.1.10) e
A A& B
L= 1o ammsines: ] smcsiad
onde B =go e B = fFi-1,1=2,3,... . Entéo,
g B B
T =1 w1 2
onde B; = (1 -9} ,)9;,com gy =0e g =gi—1, i =1,2,... .

e (3.1.11)

Cr=1-

De acordo com o Lema 3.1.2, C converge para (1+ K)~!, onde K é dado por

c 9195 - = 9091+ Gn-1
K =
;(1—91)(1—95) @ —a5) ; (1—g0)(1—g1) -+ (1 = gn-1)

Go
1+ GJ.
1_go[ ]

Sabemos que o (n + 1)-ésimo convergente da fragdo continua (3.1.11) pode ser escrito
como Cp,; =1— goC,;. Assim,

l—gg

. 9o
] Cn_—_ —_—
nl{{.lo 90+K go +

Portanto, a fragdo continua (3.1.10) converge para go + (1 — go)(1 + G)~!, onde

90 g9192---Gn
T L R B .
90 Z(l—gl )1 —g2)...(1 = gn)
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Definicao 3.2.1. Uma seqiiéncia {a,}2, é chamada seqiiéncia encadeada positiva se
existir uma seqiiéncia {gi}7, tal que, paran > 1

0wl =g, <1,

o R (3.2.1)

{9x}52, € chamada seqiiéncia de parametros para {a,}32, e go € o pardmetro inicial.

Neste capitulo, vamos nos referir a seqiiéncia encadeada positiva somente como seqiiéncia
encadeada, e abreviaremos {a,}?>, por {a,} e {gx}%>, por {g«}.

Embora nao seja dificil construir exemplos de seqiiéncias encadeadas, ndo é tao simples
determinar se uma dada seqiiéncia é encadeada. Em alguns casos, podemos encontrar uma
seqiiéncia de parametros fazendo go = 0, g3 = a; e, resolvendo (3.2.1) sucessivamente,
encontramos g;. Como exemplo, consideremos a seqiiéncia constante {1/4} e calculemos sua
seqiiéncia de parametros . Assim,

1
g0 =0, g1 = g =

n

s (RN
DnekET)) oo

e, por indugdo, mostra-se que g, =

Por outro lado, {a,} = {1/4} também tem uma seqiiéncia de pardmetros simples {1/2}.
Desta maneira, observamos que a seqiiéncia encadeada {1/4} ndo possui uma tnica seqiién-
cia de parametros. Podemos, ainda, mostrar que a seqiiéncia de parametros da seqiiéncia

Lo Soo ; o
encadeada {a,} = {a}, onde 0 < a < 7 o é anica. De fato, seja {/} uma seqiiéncia de

1++v1—-4a

parametros para {a}. Entdo, a = (1 —1)[, de onde concluimos que ! = 5

quando

0<a< % Assim,

(1_ 1+\/1—4a) 1++/1—4a
2 2

(1_1_m)1-m

2 2 4

1 ; g .
para 0 < a < - e 0 <[ < 1. Portanto, existem pelo menos duas seqiiéncias de parametros
{h«} e {gr} para a seqiiéncia encadeada constante {a}:

he=3[1+vI=da) e go=3[1-VI=dal, k20,

20




3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

1
c0m0<agz.

Teorema 3.2.1. Sejam {a,} uma seqiéncia encadeada e {gr} e {hi} segiiéncias de para-
metros para {a,}. Entdo, g, < hy para k > 1 se, e somente se, gy < hyg.

Demonstracdo: Se (1 — g,—1)gn = an = (1 — hy_1)hy, entédo

1— h
Gy AL Pn) g,
he  (1—gk-1)
Deste modo, 0 < gr < hy < 1 se, e somente se, 0 < gr_1 < hx_; < 1. Logo, go < hg se, e
somente se, gr < hi, para k > 1. [ ]

Teorema 3.2.2. Seja {a,} uma seqiéncia encadeada. Se {a,} tem uma segiiéncia de
pardmetros {gr} tal que gy > 0, entdo, para cada ho satisfazendo 0 < hy < go, ezxiste
uma correspondente seqiiéncia de pardmetros {hy}.

Demonstragao: Se 0 < hg < gp, temos 0 < e, ainda, como a; é positivo,

1—h0<1—90

a a
: 1 = g1, pois g satisfaz a; = (1 — go)g1. Deste modo,

0< < ;
l—hg l—g[)

a
Mas,
1—go
a, ay

0<
1—h0<1—9‘0

=g1<1 pos 0<g <1

Assim, existe h; tal que

ay

=h,1 < g1, com Cl]__—"(l—ho)hl, 0<h1 < 1.
1—hg

Suponhamos que exista hy tal que ax = (1 — hg_1)hg, com 0 < hy < gr < 1. Entéo,

< - < :
1=hg " 1=g

0

e, ainda, como a1 > 0, temos

Q41 Q41
0

1=k ~“l=a Sl

Qk+1
1— hy
gk+1 < 1. Portanto, por indugdo, mostramos que existe uma seqiiéncia de parametros {h;}. m

Deste modo, existe hyy, tal que hyyq = . Assim, a1 = (1—hg)hgs1, com 0 < hgyq <

O Teorema 3.2.2 nos mostra que, se o parametro inicial de uma seqiiéncia de parametros
for positivo, sempre existe uma outra seqiiéncia de parametros. Além disso, toda seqiiéncia
encadeada possui uma seqiiéncia de pardmetros {m;} tal que my = 0 e, pelo Teorema 3.2.1,
temos que m, < g, para qualquer outra seqiiéncia de pardmetros {gx}.
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Definigao 3.2.2. Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada. Uma segiiéncia de pardmetros {my}
¢ chamada seqiiéncia de parametros minimais se my = 0.

Caso a seqiiéncia de pardmetros minimais seja a unica seqiiéncia de parametros para
{a.}, dizemos que {a,} determina seus parametros unicamente.

Definigao 3.2.3. Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada. Uma seqiiéncia de pardmetros { My}
€ chamada seqiiéncia de parametros maximais se, para qualquer outra seqiiéncia de
pardmetros {gx}, My > g, k> 0.

Teorema 3.2.3. Toda seqiiéncia encadeada possui uma seqiiéncia de pardmetros mazimasis.

Demonstracdo: Se {a,} é uma seqiiéncia encadeada que determina seus pardmetros unica-

mente, entao sua seqiiéncia de parametros minimais é também sua seqiiéncia de parametros

maximais.

Suponhamos que {a,} ndo determina seus parametros unicamente e seja My o menor
limite superior para o conjunto de todos os pardmetros iniciais. Assim, 0 < My < 1. Para
cada z tal que 0 < z < M), existe uma seqiiéncia de parametros {gx(z)} tal que go(z) = z.
Para cada valor de n fixo, g,(z) é uma fungdo crescente, pois se z; < z,, temos

go(z1) = 21 < T2 = go(x2)

e, portanto, pelo Teorema 3.2.1, g,(z1) < gn(z2), para n > 1.

Como g,(z) é uma fungio crescente e limitada (veja (3.2.1)), podemos definir

M, = lim gn( )

z—My

Portanto, 0 < gn(z) < M, <1,n >0 e, quando z — My em (1 — go—1())gn(z) = an,
obtemos
(1 = Mn—l)Mn = Qp.

Deste modo, 0 < M, < 1 para todo n, pois 0 < a, < 1. Logo, {M} é a seqiiéncia de
pardmetros maximais para {a,}. "

Dada uma seqiiéncia {a,}, definimos a seqiiéncia {aif)} por &) = ap,n=1,2,... .

Teorema 3.2.4. (i) {a\’} é uma segiiéncia encadeada com segiiéncia de parémetros {g,(clj}i“‘:(,,
onde {gr} € uma seqiiéncia de parémetros qualquer para {a,}.

(ii) Se {mu}py, denota a segiéncia de pardmetros minimais para {aV}, entio
k> 0.

22




3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Demonstragio: (i) Temos que a%) = anp1 = (1 = gn)gns1 = (1 — g
1)

(1)

n—

1)91(11},71 > 1. Logo,
{aﬂ”} € uma seqiiéncia encadeada tal que g,(cl) satisfaz 0 < gv?(1 < 1 para n > 0. Portanto,

(1)

{9V}, & uma seqiiéncia de parametros para {al’}.

(ii) Como {myx}$2, ¢ a seqiiéncia de parametros minimais para {a$’} e como m; > 0, temos
que myp=0<m; = mél). Entao, pelo Teorema 3.2.1,

myg < mg}, k>0.

(i) Seja {M,} a seqiiéncia de parametros maximais para {a%’}. Como {M,gl)} é uma
seqiiéncia de parametros para {ag}}, entao 0 < M; = Mél) < M,. Logo, (1 — Mo)M, >
(1— Mp)M,. Assim, existe M* > M, tal que (1 — M*)Mé = (1 — My)M; = a,. Por hipétese,
{M,} ¢ a seqiiéncia de parametros maximais para {a%’}. Logo,

(1 - M )My = ) = appa.
Fazendo k =1,2,3,..., obtemos
(1 - MM, =

(1= MM, =

Desta forma, {M*, Mé, M;, M;, ...} é uma seqiiéncia de parametros para {a,}, o que é uma
contradi¢ao pois, como {M;} a seqiiéncia de pardmetros maximais para {a,}, ndo pode
ocorrer M* > M,, a menos que M* = M,. Neste caso, temos que M,; = MS], k> 0.
Portanto, {M"} ¢ a seqiiéncia de parametros maximais para {ad}. ]

Teorema 3.2.5. Seja {b,} uma seqiiéncia encadeada com segiiéncia de pardmetros {hy}. Se
an < b,,n>1, entao mp < hyy < My, k> 0.

Demonstragdo: Provemos por indugdo. Se a; < b, = (1 — hg)h,, entdo existe um g; tal que
ay=(1-ho)g1, 0< g1 <h <1

Suponhamos que go, g1, 92, - - - , gn, COM go = hp, existam e sejam tais que
ak:(l_gk—l)gka 0<gk£h'k<1! k':]-:?)""n'

Logo, por hipétese, ap41 < bps1 = (1 = hy)hnt1 < (1 — gn)hni1. Deste modo, existe g,41 tal
que

Any1 = (1 = gn)gn+ls 0 itasy £ b <1
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Entao, {a,} tem uma seqiiéncia de parametros {gx} tal que
go = hy e 0< gy < h, <1, para n > 1. (3.2.2)
Desde que my = 0 < gg = ho. Pelo Teorema 3.2.1, temos que m; < gi e, por (3.2.2),

my < hg, k> 0. Além disso, My > go = hg. Aplicando este raciocinio para {a,(f)} e {bgk}},
pelo Teorema 3.2.4 obtemos que

hy = hg“) £ Mék) = My, para k > 1.

Portanto, m; < hy < M. "

De acordo com o Teorema 3.2.5, se {a,} determina seus parametros unicamente, entao
{a,} ndo é “dominada” por outra seqiiéncia encadeada. Porém, se {a,} ndo determina seus
parametros unicamente, podemos construir uma nova seqiiéncia encadeada {b,} que domina
{a,} tomando, por exemplo, b, = (1 — h,_1)h,, onde

(a) h,k = \/mkM’k ou

(b) hx = Amy + (1 — A) M, 0<A<L1

No caso (a), temos

bf; (1 =V mn—an—1)2mnMn
(l — Mp=1 — Mn—l S5 mn-—an—l)mnMn
[(1 & mn—-l) i Mn~1(1 § mn—l)]mnMn
(1 = ma_1)mn(1 — M,_1)M, = a2.
Logo, b, > ay.
No caso (b), como A\? < ),

be = [(1= Mact) + XMoot — on )] Mo — (M — )]
(1= Mp_1 )My — MMy, —my)(1 — Mp_1) + A(Mp_y — mp_1) M,
— N (Mg — M) (M, — my)
an — AN M, —my)(1 — Mp_q) + M(Mp_1 — mp_1)my,
an — A(1 = M) M, — (1 — mp_1)my] = a,.

Assim, b, > a,.




3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Teorema 3.2.6. [Teste da comparagao] Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada. Se 0 <
cn < a, paran > 1, entdo {c,} também é uma seqiiéncia encadeada.

Demonstragao: Definindo hg =0 e h; = ¢;, temos

Cl=(1-—h0)h.1, O<h <ag=m <1.

Suponhamos que

Cp = (1 — hk—l)th O<hy <sm <1,

Por hipétese, cri1 < ar41. Entao,
Crt1 < pg1 = (1 = mp)mipyr < (1 = hg) Mgy
Deste modo, existe hy4q tal que 0 < hgyq < mgyq < 1, onde
k1 = (1 = hi)hiya.

Portanto, provamos por indugdo que {c,} é uma seqiiéncia encadeada. [

Através do teorema do teste da comparagdo, conhecendo-se uma seqiiéncia encadeada
é possivel saber se uma outra dada seqiiéncia também é encadeada comparando-se os seus

termos.

Denotemos, agora, por {my,}52, a seqiiéncia de parametros minimais da seqiiéncia en-
k
cadeada {a{"} .

De acordo com o Lema 3.1.2, a fracao continua
a(lk} agk) a:(;c)
1 -1 -1 —---7

converge para (1+ L)™', ouseja, Fp = (1+Ly)™' e

Fo=1- k=0,1,2,...,

o0

Mp1Myg2 - Min
Ly = > 0.
¥ Z(l—mkl)(l—mkg)---(l—mkn)

n=1
A positividade de L, é facilmente demonstrada pois 0 < my, < 1, n = 1,2,... . Entao,

como L > 0, temos que 0 < F. < 1. Se considerarmos (3.2.3) para dois valores consecutivos
de k, obtemos

Q41
F,=1- ; k=012 00 .
k Fri1

Deste modo Fi41 #0parak >0 e agyy = (1 — Fg)Fpp1,com0< Fyp<1 e 0< F; <1,
k > 1. Logo, {Fx} é uma seqiiéncia de parametros para {a,}.
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3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais

Teorema 3.2.7. A seqiiéncia { Fi.} definida por (3.2.3) € a seqiiéncia de pardmetros mazimais
para {a,}.

Demonstragao: Seja {gr} uma seqiiéncia de parametros qualquer para {a,}. Entdo, pelo
Teorema 3.1.2,

1—g|]

= (3.2.4)

Fo=go+

- 9192 gn
G= .
; (1-91)(1—g2)--(1—gn)
Como 0<gyo<1 e G >0 temos que Fy > go. Desta forma, pelo Teorema 3.2.1, Fy > gx

para k > 1. Como {gx} é uma seqiiéncia de parametros qualquer para {a,}, entdo {F;} é a
seqiiéncia de parametros maximais para {a,}. [ ]

Teorema 3.2.8. Uma seqiiéncia de pardmetros {gr} € a seqiéncia de pardmetros mazimais
para {a,} se, e somente se,

— 9192---9n
G=Z(1_ =
n=1

g1)(1—g3)...(1—g,)

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.7, Fy é o parametro inicial da seqiiéncia de parametros

maximal. Deste modo, se F, for igual a go, entdo {gx} é a seqiiéncia maximal. Mas, em
1—go
1+G

seqiiéncia de parametros maximais para {a,} se, e somente se, G = oo. (]

(3.2.4), Fy = go se, e somente se, = 0, ou seja, se G = oo. Portanto, {gr} é a

3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polindmios Ortogonais

Seja {P,}%2, uma seqiiéncia de polindmios ortogonais moénicos. Vamos obter uma re-
lac@o entre o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [€;,7;], dado pela Definigdo 2.1.4, e as
seqiiéncias de coeficientes {#,} e {a,} da relagdo de recorréncia para P,.

Teorema 3.3.1. Uma condigao necessdria e suficiente para que [€1,m1] seja um subconjunto

de [0,00) € que B, >0 e {m} seja uma seqiiéncia encadeada.

6:'116 +1

A demonstracao deste teorema, embora simples, é bastante extensa e pode ser encontrada
em Chihara [6, p.48].

Se escrevermos R,(z) = P,(z + s) temos, entdo, que {R,} é a seqiiéncia de polindomios
ortogonais monicos cujo verdadeiro intervalo de ortogonalidade é [§; — s, — 3.
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3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais

Obtemos, da relagdo de recorréncia (2.1.2), que
Pz +s)=(x+s—Bn)Pu-1(z+8) — anPr_a(z+3)
e, deste modo,
Rn(-T) — (:E — C?:)Rn—l(:r) — ann—Q(m)s n > 1:

ondec,=0,—5 e pp= pn.

Pelo Teorema 3.3.1, temos que [§; — s,m — s] C [0,00] se, e somente se, ¢, > 0, para

n>1e {M} ¢ uma seqiiéncia encadeada.
CnCn+1

Vamos introduzir a seguinte notagao

Q41

(Bn — 7)(Bnt1 — 2)°

an(T) =

Do Teorema 3.3.1, obtemos

Coroléario 3.3.1. & > s se, e somente se,
(3).Bs>8 n=>1,

(i) {an(s)} € uma segiiéncia encadeada.

Demonstracdo: Pelo teorema 3.3.1, & > s, ou seja, [£ — s,m1 — 8] C [0, 0] se, e somente

an+1

(ﬁn A S)(ﬁﬂ+1 o 3)

Corolario 3.3.2. 1, <t se, e somente se,

se, B, —s>0e

= a,(s) € uma seqiiéncia encadeada. ]

BBt n=1

(i1) {an(t)} € uma seqiiéncia encadeada.

Demonstracao: Sabemos que o polinémio (—1)"P,(—z) satisfaz a relagdo de recorréncia

(2.1.1) desde que S, seja substituido por —3,. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade
correspondente é [—n;, —&].

Do Corolario 3.3.1, para o intervalo [—mn;, —&;], temos que —1; > —t se, e somente se,
Qni1

N (—Bs —2)(—Bot1— z)
]

—Bn > —t, n > 1 e a,(—t) é seqiiéncia encadeada , onde a,(z)
Mas, a,(—t) = a,(t). Logo, {a,(t)} é seqiiéncia encadeada .
Corolério 3.3.3. & < B, < m, n=>1.

Demonstracao: Supondo s = & no Corolario 3.3.1 e t = 1, no Corolério 3.3.2, obtemos
§1<ﬁn<‘fh, HZ]. 53]




3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais

Teorema 3.3.2. [£;, 1] € limitado se, e somente se, ambas as seqiiéncias {8,} e {a,} sdo
limitadas.

Demonstracdo: Se [€;, 7] é limitado, pelo Coroléario 3.3.3 temos que {(,} ¢ limitada. Como,
pelo Teorema 3.3.1, {a,(&1)} é uma seqiiéncia encadeada, entdo tal seqiiéncia é limitada e,
dai, {a,} é limitada.

Por outro lado, se {#,} e {an} sdo limitadas e, como a, > 0, entdo
A D € B D<o XC; 21
Escolhendo a < A, obtemos 3, —a > 6, — A > 0. Deste modo,

(6‘”. = a)(ﬁn+1 i a) > (ﬁn ey A)(ﬁn-i—] — A) > 0.

Podemos escolher a < A de tal forma que (8, — a)(Ba41 — a) seja grande o suficiente para
que

0< 4mﬂ.+l S 4C S (ﬁn = a)(ﬁn+l = (I).

Entao, 0 < a,(a) < 1/4. Como {1/4} é uma seqiiéncia encadeada, pelo Teorema 3.2.6 (Teste
da Comparagédo), {a,(a)} é uma seqiiéncia encadeada. Logo, pelo Teorema 3.3.1, se {a,(a)}
é uma seqiiéncia encadeada e 3, > a, & > a.

Agora, se tomarmos b > B, temos, da mesma forma, 3, —b < 0. Analogamente, {a,(b)}
é uma seqiiéncia encadeada. Assim, pelo Corolario 3.3.2, temos que 7, < b. Como & <,
segue que a < & < < b. Portanto, [£,n] é limitado. (]

Teorema 3.3.3. [{;, 1] = [—00,00] se, e somente se, {a,(z)} ndo é uma seqiiéncia en-

cadeada para todo x real.

Demonstragdo: Suponhamos que {a,(z)} seja uma seqiiéncia encadeada para algum z real.

Entao,
Qn4

(ﬁn T m)(ﬁr&l - :E)

Como ay, 41 > 0, temos (B, —z)(Bry1—2) > 0 paran > 1 e z fixo. Isso implica que (8,—z) e

0< <l

(Bn+1—x) preservam os sinais para um z € IR fixo. Analisemos os dois casos. Primeiramente,
se B, —x > 0 para z fixo, entdo 3, > z, n > 1 e, como a,(z) é uma seqiiéncia encadeada
para algum z, pelo Teorema 3.3.1 temos & > z, z fixo. Além disso, como & < 7, temos
que z < & < m. Portanto, & é finito.

Agora, se 3, — x < 0 para z fixo, entdo 3, < z, n > 1 e, como a,(z) é uma seqiiéncia
encadeada para algum z, pelo Corolério 3.3.2 temos 7; < z, z fixo. Além disso, como §; < m;
temos que & < 1 < z. Logo, m é finito. Mas, se [§;,m] = [—00, 00| temos, em ambos os
casos, uma contradigdo. Portanto, {a,(z)} ndo é uma seqiiéncia encadeada para todo z real.
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3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais

Reciprocamente, se {a,(z)} ndo é uma seqiiéncia encadeada para todo z real, pelo Teo-
rema 3.3.1 temos que & < z para todo x real, ou seja, & = —oo. Do mesmo modo,
pelo Corolario 3.3.2, temos que 7, > z para todo = real, ou seja, 71 = oo. Portanto,

[&1,m] = [—00, 00). n

Teorema 3.3.4. Seja x & (&1,m) tal que {a.(z)}, dada por (3.3.1), é uma seqiiéncia en-
cadeada. Entdo, a correspondente seqiéncia de pardmetros minimais {my(z)} € dada por

Pit1(z)

( = Br41) Pi(z)’
Demonstragao: Dividindo a relagao de recorréncia de trés termos (2.1.1), isto é,

m(z) =1— B=0,12... . (3.3.2)

Pn+1 ($) = (17 - 6n+1)Pn(:r) - an+1Pn—1(:E);
por P,(z), com z & (&, 7), obtemos

Pn+l($) 5 L Pn_l(.’.E)
PR(I:) ( ﬁn+1) n+l___Pn(:I:) .

Entao,

Py (z) Payi(z)

el AT [(I Tl _“5)“]

e, ainda,

Qni41 — Pﬂ(.’L‘) [1 _ Pn+i($) ]
(-T by ﬁn)(z -y ;Bn+l) (:L' =1 611)1071—1(3;) (:E = ﬁn+1)Pn(‘?:) ;
Portanto, de (3.3.1),

a(x)

P, (z) ll Ppii(z)

], n > 1.

T @-B)Paa@) | (@ Bus1)Pa(@)

Fazendo
Pn+ 1 (.’E)

(2 — Bns1) Pa(z)’
P.(z)
(T = Bn)Pa-1( )

mp(z) =1-—

obtemos

[l = mu_i(2)] =
Dai,
an(:r) = [1 - mn—l(x)]mn(x)s n Z 1:
onde m,(z) é dado exatamente por (3.3.2).

Como {a,(z)} é uma seqiiéncia encadeada, temos que {my(z)} é uma seqiiéncia de
parametros que serd a minimal se mo(z) = 0. De fato, de (3.3.3) obtemos

Pl(ilf)
(z — B1)Po(z)
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3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais

Mas,

Pi(z) = (z — b1)Po(z) — aa P-1(z) = (z — B1)-
Entdo, mo(z) = 0. Logo, {mk(z)} é a seqiiéncia de parametros minimais para a seqiiéncia
encadeada {a,(z)}.

Observagao: Pela defini¢do de seqiiéncia encadeada e para z & (&;,7:), temos que

1 —m,(z) = Fria(2) n > 0.

(iL‘ 5 5n+1)Pn(:E) ’ -

Como 0 < mp(z) < 1 el < my < 1, Kk > 1, entdo 0 < 1 —mp(z) < 1 e
0<1-—myu(z) <1, n>1. Logo,

Pn+1 (I)

< =P

<=1, ‘m=z1,

Podemos ainda escrever m,(z) da seguinte forma

mn(:r) =1- PR_H(:E) = (I = 6n+l)Pn(37) I Pn+1($) = an+1Pn—1($)

(z — Bni1)Po(x) (:E_ﬁnH)Pn(w) i (l'_ﬁn+1)Pn($)’

ou seja
, an+lpn—l($)

(.’E L )871+1)Pﬂ(‘7;)’

ma(z) = n>0, z¢&(&,m)




Capitulo 4

Medidas Relacionadas

Neste capitulo, apresentamos estudos sobre os polindmios ortogonais associados a duas
medidas relacionadas entre si. Relatamos resultados do trabalho de Bracciali, Dimitrov e
Sri Ranga [4] sobre seqiiéncias encadeadas generalizadas e medidas relacionadas, quando
considera-se medidas simétricas que satisfazem ¢ d@y(z) = (k® — %) d¢;(x) e mostramos,
como aplicagdao, um estudo do comportamento, em relagdo ao tamanho e a posigao do salto,
dos zeros dos polinémios cuja medida tem salto e a localizacido desses zeros entre os zeros
dos polinémios de Gegenbauer.

Apresentamos, também, os resultados de Berti, Bracciali e Sri Ranga [2] quando considera-
se medidas nao-simétricas que satisfazem c d¢o(z) = (z — q) d¢,(z), acrescentando infor-
magoes sobre o comportamento dos zeros de determinados polinémios cuja medida tem
salto, em relagdo ao tamanho e & posi¢do do salto. Relacionamos esses zeros aos zeros dos
polinémios de Jacobi e Laguerre generalizados.

4.1 Preliminares

Seja d¢ uma medida definida sobre a reta real. Seja Supp(¢) o suporte desta medida e
seja I? = [£;,m] o menor intervalo fechado contendo este suporte, ou seja, I é o verdadeiro
intervalo de ortogonalidade.

Denotemos por X¢ = (—o00,00)\I? o complemento do intervalo I¢ em (—00,00). Do
mesmo modo Z¢ = C\I? onde C ¢ o plano complexo estendido. O fecho de X* dentro da reta
real sera denotado por X¢. Como X? = (=00, &)U (1;,00), entdo X? = (—o0, &) U [n1, ),
ou seja, os pontos extremos de I¢ sdo pontos de X Mas, oo e —00 nao sao pontos de X
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4.1 Preliminares

Sejam {P?} os polindmios ortogonais monicos com relagdo a medida d¢ e {O2} os
polinomios associados ménicos definidos por

1 [ Pw)- P21
Oﬁ(afz)—;—gf = do(t), n>0,

— 00

onde uf = f t" do(t), r > 0, sao os momentos dados pela Definicao 2.1.1.

o0

Pelos estudos feitos no Capitulo 2, sabemos que os polinomios {P?} e {O%} satisfazem
as seguintes relacoes de recorréncia, respectivamente,

Pr?+1($) =(z - ﬁ,ﬁfﬂ)Pf(m) = 0‘2+1 Pf_l(:z),
n>1, (4.1.1)
O::+1( )=(z - ﬁgﬂ)Oﬁ(x) (v a2+1 Oﬁ—1($)a
onde P(z) =1, PP(z) =z — 7, Of(z) =0 e Of(z) =1, os coeficientes 32, n > 1 sio
reais e aﬁ_H, n > 1, sao todos positivos.

Seja a fragdo continua

o] ¢

1 a aj a?

2
(e—B) = (@—B) — & —F5) = (o~ g)—"~
An :
Calculando os convergentes C,, = B pelo Teorema 3.1.1 (férmulas de Wallis), concluimos

n

que

O3 (=) 1 a3 of of

— —_—T, 4.1.2
Piz) (z—-F))—(x—08)—(z—p3)—""— (z—PBR) e

o0

1505 (x)
—_22_~ converge uniformemente para f —— d¢(t) em todo sub-
P2(z) z—t

n\T —00

Temos, ainda, que

conjunto compacto de Z%. De fato, como
®
Pi(z) = (z — 23,)(z — 23,) -~ (z — 38 ),
onde z°, < 2%, < --- < 2% _ sdo os zeros de P%(x), entdo
n,l n,2 nn n 3

pgoﬁ'(x) L #go;‘.?(z) L. )‘ﬂ.l e /\n,2 ey Ann
P(z) (x—zhy) - (@—3hn) (z-2%) (z-202) (z - zhn)

Ani1(z - :cﬁg) oo (T — mﬁ,n) + o+ Malz— :I:ﬁl) ez — xﬁ,n_l)

i —:rﬁ,l)---(:r: —xﬁ,n)
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4.1 Preliminares

Para z = z? ., obtemos

n,r?

¢
w08 (22,) = Mnp(zh, —zhy) - (@S, —ad, )&t —23,.,) -
Portanto,

us03(x3,)

J'@(x?;r) b

/\ﬂ,r =

onde P.? representa a derivada de P¢. Entdo, A\,, > 0,r=1,2,3,...,n, pois, substituindo-
se ﬂooé(x“’ ) na equacdo acima, encontramos

P?(z)
/\ﬂ,‘.l“ = ¢, qu
—-oo \T — xn,r) (xn r)

que sao os pesos da Quadratura Gaussiana e sabemos que sdo positivos.

dg(z),

Podemos entao escrever

1502 ( 1504 () =
4.1.3
Pn( ; 35111") ( )

Pelas condigoes iniciais da relagdo de recorréncia de Of e P? sabemos que P? é um
polinémio de grau n e Of ¢ um polinémio de grau n — 1. Logo, em (4.1.3), temos que

p§O%(z) _ pB(" " +enaz™ 4t ) _ Z Ans
P2 (z) "+ dp12"1 + -+ + dp ~ (z—zhy)

Multiplicando-se o primeiro e tltimo membros por z e aplicando-se o limite para z — oo,

=% oo
r=1

obtemos

Seja {¢,} uma seqiiéncia uniformemente limitada de funcdes nao-decrescentes definida
por
¢
i<z,

Pull)= My xﬁ‘s_l L te xﬁ‘s, 2 (= 15 WS, 13
r=1
wh, <t
para n > 1. Assim, pela definicdio da integral de Stieltjes (veja, por exemplo,
Widder [16]),

’\n,r i)
Z(-—T)— = e

r=1 \T ~ Tn,r
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4.1 Preliminares

ﬂﬁoﬁ'(z)_/“’ 1
—— = Pn(t).

P2(z) z—t

oo

De acordo com o Primeiro e o Segundo Teoremas de Helly, Teoremas 2.1.5 e 2.1.6,
respectivamente, existe uma subseqiiéncia n, tal que

¢ o oo oo
. JUOOn.‘(x) . T 1 _ 1
e a e o

onde (t) é uma fungio ndo-decrescente em (—o0, 00).

Se a medida d¢ é determinada, entao

¢ o (o5 00
limwzlim/ ﬁd%():f L Got), zez*

n—oo P;?(T) n—o0 a5 L= t

Como observagao, sabemos que quando o intervalo de ortogonalidade é finito, isto é,
quando (3, e a, sao limitados, a medida é determinada.

_ (z=B908(x)

Seja S?(x) P (@)

escrever

, n > 0. Logo, S{(z) =0, S¢(z) =1 e, de (4.1.2), podemos

¢ ¢
Sulz) = ] > (4.1.4)

onde af(c) = a%,,/[(z — B2)(@ - B2,)], n>1.

Seja também S¢(z) definido em Z¢ por

S%(z) = lim S(z).

n—o0

_ i @=BD0%@) _ (- BY) pg08(a)

e Piz) ey Pi(z)
MCET e CNCEL Iy gl WS
[} u

pg  ne Pi(z) 1o 0Tt

_n¢ 00
so(e) = LA [ agte.

Hp Bk

Portanto,




4.1 Preliminares

Para S? os seguintes resultados sao validos

aj af - -aj(z - B7)
P?_(z)P2 ()
503 ---af(z— A7)
Pj—l(x)jjj?(x)

S¢(z) — S3_4(z) =

n > 2.

) =142

i=2

7

De fato, temos que

(z = B2)0%x) (= B})O%, ()

@ _Q? =
Sp(@) — Sp_4(z) P,‘f’(:c) Pz?—l(x)

[0%(2) Pi_1(2) — Of_1(2) P2 ()]

(x)P,'f_g(:r) = Oﬁ_g(x)Pf_l(x)]

Entao, para n > 2,
agas - -af(z — A7)
Py_y(z)PR(z)
of oz —pY)  of--al@—p))
Py_\(z)Pi(z) Pr_s(2)Py_1(2)
¢ -l B0)

Si(z) +Sp_4(z) =+

Para qualquer z € X%, S%(z) > 1,n > 1, e {S?} é uma seqiiéncia crescente, isto &,
1 < S§(z) < - < 8%z) < -+ < S%z). De fato, para que S?(z) > S®_,(z), basta
mostrarmos (veja (4.1.6)) que

afof - ofe—f0)

P,f_l(x)P,?(:E)

, n>=2.

(z — A7)
Py_y(z)P(z)
Como PP(z) = z — 7, temos que 37 é um zero de P?. Entéo, 8° € I¢. Mas, como z € X°,
ou seja, ¢ I?, obtemos os seguintes casos:

Ja sabemos que a? > 0 para n > 2. Vamos entdo analisar o sinal de

3 —

(i) Se > B¢, entdo = — ¢ > 0. Sabemos, ainda, que P¢(z) > 0, para n > 1,. Portanto,

(z - B)

L@@




4.2 C(Caso Simétrico

(ii) Se z < B¢, entdo z — 7 < 0. Mas, se P“‘( ) > 0, entdo P?_,(z) < 0 ou, ainda, se
P?(z) < 0, entdo P?_,(z) > 0. Logo, P?(z)P?_,(z) < 0, n > 2. Portanto,

(z - B7)
P?_y(z)PR(z)

> 0.

Entdo S%(z) > S?_,(x), n > 2, para z € X?. Conseqiientemente,
SP(z) < Sf(z) <--- < S¥(z) < --- < 5%z). (4.1.7)

Mas, SP(z) = 1 e, entdo, 1 < S5(z) < -+ < §%(z) < --- < §%(x) para z € X?. Deste modo,
S?(z) > 1 paran > 2.

4.2 (Caso Simétrico

Apresentamos, aqui, resultados do trabalho de Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [4], que

M,K)

estudaram algumas propriedades dos polinémios Ky (e usando seqiiéncias encadeadas ge-

neralizadas e medidas relacionas por c dgy(z) = (k? — z2) d¢;1(z), incluindo alguns detalhes
de demonstragoes que foram omitidos no artigo.

Se d¢ é uma medida simétrica, ou seja, dp(—t) = —d@(t), entdo B¢ = 0, n > 1 (veja
Chihara [6, p.21]) e

@) = = [~ Zaot = | [ Zoaen+ [ Eae0)

1 oo :r‘z
— — do(t).
:u{?-/:oox?_tz (b()

Além disso, se d¢, e dp, sdo medidas simétricas relacionadas por
cdpy(z) = (k* — 2?) doy () (4.2.1)

a relagdo entre os polinémios {P?'} e {P?2} dadas pela férmula de Christoffel (veja, por
exemplo, Berti e Sri Ranga [2]) é

B

(& = R)PS() = Piyle) - 2 po

% (8) P (x), n > 0. (4.2.2)

Outras relagoes entre esses polindmios e os coeficientes da correspondente relagio de recor-
réncia dada em [2] podem ser escritas da seguinte maneira:

36

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



4.2.1 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas

Se (4.2.1) é valida, existe uma seqiiéncia de nimeros reais {l,}, com [y = 1, tal que os
polindmios ortogonais ménicos P?' e P?? satisfazem

PO (@) = P(@) - (1 L)(1 - L) Py),

(4.2.3)
k2 k2
ol = E(l — 1) +1,_y) e alt= 71~(1 LA +1l1), n>1.

Este resultado foi demonstrado primeiramente em Sri Ranga [13] para k2 < 0 e c < 0 e,
posteriormente, em [3| para todas as escolhas possiveis de k e ¢, de forma que as medidas
d¢; e dg, tenham suporte comum em um subconjunto dos reais onde (k? — z%) ndo muda de
sinal.

4.2.1 Sequiéncias Encadeadas Generalizadas

Apresentaremos, aqui, a defini¢do de seqiiéncias encadeadas generalizadas e todas as se-

¢
l':!Tn+1

qiiéncias de pardmetros para a seqiiéncia encadeada generalizada a?(z) =

Definigao 4.2.1. Seja {a,}2, uma seqiiéncia de nimeros complezos tal que a, # 0, n > 1.
Dizemos que {a,}52, é uma seqiiéncia encadeada generalizada se eriste uma segiiéncia
de parémetros {m,}2, tal que mg =0, m, € finito e (1 — my_1)Mm, = a,, n > 1.

Como a, # 0, entdao m,, # 0 e m, # 1 paran > 1.

Denotemos, ainda, por {m,} a seqiiéncia de parametros minimais da seqiiéncia en-
cadeada generalizada {a,}. A classe das seqiiéncias encadeadas positivas é uma subclasse
das seqiiéncias encadeadas generalizadas.

¢

s s a ; T
Por exemplo, a seqiiéncia encadeada a?(z) = ntl € uma seqiiéncia en-

(z = Bra)(z = )

cadeada generalizada para qualquer valor de = € Z? tal que = # oco. O seguinte teorema da

a expressao geral para os elementos de uma seqiiéncia de parametros qualquer de {a%(z)}.

Teorema 4.2.1. Dada a seqiiéncia encadeada generalizada

Qfg+1
an(@) =(3; - B8)(z — Bo41) },

seja {g2(x,t)} sua seqiiéncia de pardmetros tal que o pardmetro inicial g (x,t) =

t=1 # S®(z) para todo n > 1, entio {g®(x,t)} eziste e pode ser dada por

Pr?q(ff) — {2 — )6?)0?:—1(33) ai+l
Pl(z) —t(x — B})O%(z) (z—B2y,)’
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4.2.1 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas

Além disso, se {a®(x)} € uma seqiéncia encadeada positiva, entdo suas seqiéncias de
parametros {g2(z,t)}, tais que 0 < gd(z,t) < 1 e 0 < g¥(z,t) < 1, sdo obtidas para
0=t < 1/5%zx).
Pr?—l(z) — t(z — B})0%_1(2) a2+1

Pi(z) —t(z — B})OR(z)  (z = Brs1)

Demonstracdo: Se g2(z,t) =

entao,

b (z) -tz — B0 1(z)  obn
Pi(z) —t(z — B})OR(z) (z—Bri)
[(z - n+l)P¢(‘T) ﬁ 1P§5 ()]
[P2(x) — t(z — B?)O%(z)](z — B2,1)
- t(z — 161 )(z — n+1)0§f($) 3. an+10n 1(7)]
[P2(2) - t(z - B))OA(@))(@ — Bryr)

Usando a relagdo de recorréncia (4.1.1), obtemos

1—g%(z,t) = P’I’?""l( )_t(x_ﬁl)ond-l( ) 1

P(z) —te - BD)OR@) (e — Al

1—g%(z,t)

Desta forma, temos que

1=l ok t) = g = al(a).

Além disso, g?(z,t) existe se, e somente se, P¢(z) —t(z — 87)0¢(z) # 0, isto &, se, e somente

- (04
se, t71 # S%(z) = (z — 6?)P3E3

. Isto mostra a primeira parte do teorema.

Temos, ainda, que
+1(37) _t($_61)0n+1( z) 1
Pr?(ﬂf) 2 — ﬁl )On(ff) (z ﬁn+1)
L= tS:—%—l(x) P:?H(m)
1-tS%(z) Pi(2)(z — Bay1)

1— g%(z,t)

Para que 0 < g%(z,t) < 1, basta mostrarmos que 0 < 1 — g? < 1. Mas, de (3.3.4),

obtemos que

0< Pﬂ+1( ) n> 1’

T e e e

se {a%(z)} é uma seqiiéncia encadeada positiva. Isso acontece quando € Xe.

Como S%(x) > S%,,(z) > S¢(z), para t > 0 temos que

1-t5%=z) < 1-tS2,,(z) <1-tS2(z).
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4.2.2 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas Simétricas

Além disso, se 1 — tS®(z) > 0, entdo 0 < 1 —tS2,,(z) < 1 — tS%(x). Deste modo,

1 —t57,4(x)
1 —tSh(z)

se 0 <t <1/S%x). Portanto, 0 < g%(z,t) <1 se 0<t<1/S%z).

Também, podemos mostrar que as seqiiéncias de paradmetros minimais e maximais sao
obtidas para t = 0 e t = 1/5%(z), respectivamente.

Como gj(z,t) = t, entio gj(z,0) = 0 = mf(z). Logo, pelo Teorema 3.2.1,

g2(z,0) = m&(z). De (4.2.4), temos que

O%(x) — ﬁofvﬂx)

o) (x-B%,,)%
t™! = (z - 87) 5

PA(z) - ogritle— P4 1(2)

z—ﬁ2+1)gn (x,t

e, usando fracoes continuas, podemos escrever

_@-g) _ of ot a2
@—B0) (@ B) — (a—B) =~ (&— D) — (v — Fly)oh(a,0)

que é equivalente a

t_l

af(z) a5(z)
T o e

1
t_1=--
=

onde a¢(z) = af,,/[(x — B2)(@ — B2)], n > 1.

Mas, de (4.1.4), t~! = S%(z) se, e somente se,

aﬁ+1 (z) aﬁ+2(a:) aﬁ+3($)
1 i 1 — 1

e, portanto, pelo Teorema 3.2.7, g%(z,t) = M2(z).

2z, t)=1-

4.2.2 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas e Medidas Relaciona-

das Simétricas

Nesta subsegao, analisaremos as seqiiéncias encadeadas que surgem quando consideramos
a relagdo entre as medidas d¢; e d¢, dada por cdgy(z) = (k? — 22)dé(z).

It n
Substituindo-se g, = ( 2l ), n > 0, em (4.2.3), obtemos
Pr?l (z) = P??Q(:E) - kzgngn—le32($)°

39




4.2.2 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas Simétricas

$1

Pelo Teorema 3.3.4, podemos escrever [I — mi (k)m¢i(k) = %, com
F,
méi (k) =1-— Ll(—)— n > 0, lembrando que as medidas d¢; e d¢, sdo simétricas, ou seja,

(k) P1

o, "
Bos1 =0. Mas, de (4.2.3), (1 — gn-1)gn = k;I Entdo, [1—m$., (k)Jm& (k) = (1 — gn-1)9n-
Como go = 0 = m3*(k), comparando g, com os parametros m¢ (k) temos que g, = m&! (k).

Deste modo, as equagdes em (4.2.3) podem ser escritas como
P?\(z) = P2 (z) — K*m$! (k)mi™, (k) P2, (),
[1-— i:—l )]mﬂ‘(k) T

@1
an-«}-l

k2
encadeada positiva se k for real e ndo pertencer ao suporte da medida, ou seja, se k nao
pertencer ao verdadeiro intervalo de ortogonalidade).

para n > 1, onde é uma seqiiéncia encadeada generalizada (e é uma seqiiéncia

A férmula de Christoffel (4.2.2) pode ser escrita como
(a? = k) PP2(z) = Pliy(2) — K*[1 = mi, (k)1 — m@ (k)] PP (z), n 20,

_ Phak)
kP$ (k)

As relagdes acima nos permitem obter informagdes sobre os polinémios P22 através de
P1
ERt,

pois 1 —m? (k)

Veremos, agora, como podemos obter informagdes sobre os polinémios P2 através de

418 1+1,
P#2. Substituindo g, = +2 2L = —1em (4.2.3), chegamos em

PP (z) = P#*(z) = k*(1 = ga-1)(1 — gn-2) Pi25(2),

@1

ap
(1 T gﬂ—l)gﬂ—2 = )‘{‘_QH € (1 = gn—l)gn g

1+1
para n > 1. Neste caso, temos g_; = 5 0= 1.

@2
C]!1r'1+1

k2

A seqiiéncia {

} ¢ uma seqiiéncia encadeada generalizada e {g,} é uma seqiiéncia

141 k?

de parametros com parametro inicial gy = ; >, Mas, de (4.2.3), of* = 5 —(1—1;). Entéo,
¢1 141 tiu

- -é—- =R Deste modo, o parametro inicial é dado por go =1 — k_22
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4.2.3 Uma Aplicacio para os Polinémios KM

Pelo Teorema 4.2.1, obtemos

= g%2(k,t), n >0, (4.2.5)

onde g§*(k,t) = 22 Se0< 92%(k,t) < 1, entdo k precisa ser real e, de (4.2.5) e
(4.2.5),

é1

(k. t) = > — g%2 —a“” S
L e e R G ey

Conseqiientemente, 0 < g#2(k,t) < 1 para todo n > 0. Nestas condigdes, {a%2,/k?} é uma
seqiiéncia encadeada positiva.

4.2.3 Uma Aplicagao para os Polin6mios KQ‘M‘&)

Usaremos as relagdes da subsecdo anterior para obter informagoes sobre os polindmios

ortogonais K\ ""*) associados & medida d¢***) dada por (2.3.1). Lembremos que, quando
— {A!Mll) o In A H 3 1 A 3
k=1, K sao os polindomios de Koornwinder simétricos.

Se fizermos d¢ (z) = dp™M¥)(z), como do,(z) = (k? — z2)d¢ (z), obtemos

doy(z) = {(2M + 1)LM® (1]} (1 — 2224z,

)A+1f2
dz.

o= [ s

Deste modo, a medida d¢, é a medida associada aos polinomios de Gegenbauer, PAHD,
Como foi visto no Capitulo 2, os polinomios ménicos PS (z) = P?2(z) sao dados por

— 2

(24 2)\), l1-2z

PP(z)=1 e P%(z)=(2)™" Y oFi(—myn+ 22+ 2; A+ 3/2; 5 s Hil

e os coeficientes da relagao de recorréncia sao

n(n+2A+1)
n+AN(n+A+1)

o? o1 1
n‘il == G"?‘3.+1 z(

De (4.2.5) e (4.2.5), escrevendo g2 (k, 1—a2' /k?) = h%2(M, k) obtemos, para K{"""*)(z) =
P#(z) e o™k

= a?!, que
KXMR () = PP (2) — B[1 - hi2 (M, k)[1 — 2 o(M, k)| P, (z), (4.2.6)
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4.2.3 Uma Aplicagio para os Polinémios K{"")

o™ = k(1 — B2 (M, k)25 (M, k), n>2

e oMM = k2[1 — h2 (M, k)], onde

g 1 2,91 _
B (M k) = gk 1 —af /) =1 -0 =1 -t B i

BT s g

Mas, pgl = 1. Entao,

f_ll(kQ ) 3:2)d¢51(3;) = f_ll(l I :L‘z)“'lﬂd:r
G (2M + 1)k2LOW[1]

1
(2M + 1)S% (k)

h§* (M, k)

a¢2
s v B2 1
k(1 — ho? (M, k)]

que, pelo Teorema 4.2.1, pode ser escrito explicitamente como

B (M, k) =

B (M, k) = P2k (~; — tkOR2, (k) o}

n+1
PP (k) —tkOR (k) Kk

kOg2 (k)

Mas, S (k) =
as, 5537 (k) P2 (k)

. Logo,
Pi(k)ofi, 1—tSp (k)

h¢2 M,k — 3 Z
w' (M F) kPP(k)  1-—tS%(k)

QMME)
com t = h$*(M, k) =1 — e

Em (4.1.6), temos

¢2 ¢2 b2
Qg Tt Qg k

Snii(k) = S22 (k) + p,?z(k)P‘*il(k) ’

¢2 B2 . P2 _ n! (2 L 2/\)71
Mas, 0" 2 i s TR R
Al (220, k

4% (1+ a2+ 2)n BRA(KPE, (k)

Entdo, S22, satisfaz a relagio de recorréncia

Snia(k) = S (k) +

n>1,

com S{*(k) = 1. Como S§?(k) = 0 temos que esta relagio vale também para n = 0.
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4.2.3 Uma Aplicagao para os Polinémios KM

Quando k = 1, obtemos

(24 2)),
(14X’

pois oFi(—n,n+2A+2;A+3/2;0) =1 e, paran > 1,
! (24 2)) 1
= 5%(1)+ — :
S = SPO+E TN+ N PEORLD
271(]_ +/\)‘R+1
(2 - )‘)n(Q o 2’\)n+1

n!

(B+4+2)\),

P = (2

SE(1) 4
S22(1) +

Conseqilientemente, podemos escrever

Entdo, como 2Fj(1,1;3 + 2A;1)

dada por S22,(1).

1| .
Para o caso especial A = 0, obtemos a?, = T > 1e 0%(z) = P%,(z), que sio os

polinémios de Tchebichef de segunda espécie de grau n — 1. Entao, podemos escrever
P22 (k) ~ kP2 ,(k) 1
P%(k) — thkP? (k) 4k’

hé (M, k) =

Como P%? sao os polinomios de Tchebichef de segunda espécie ménicos, sua relagdao de
recorréncia de trés termos (veja, por exemplo, Szeg6 [14]) é dada por

P (k) = kP2, (K) — 7PE2a(b)

P2 (k) —tkP2,k) 1
k(1 —t)P2, (k) — 1P22,(k) 4 4k

¢2 il ¢>2

P%2 (k) — tkP®,(k) 1 e
PP, (k) — gi—gy Paza(k) 4K%(1 - 2)°

4k(1 t)” n—2

he? (M, k)

Conseqiientemente, se tk = [4k(1 — t)]™! entdo h$2(M, k) é uma constante. Isto acontece
quando t = 5-[k + Vk% — 1] com os valores para os parametros h$?(M, k) dados por

1 1
P2 = ——|K b2 — > <
h? (M, k) = [k + VEZ 1] TTE e 1
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K(A‘M,K}

4.2.3 Uma Aplicagao para os Polinémios Kr,

De hg* =if = ﬁ[k + Vk? — 1] e de (4.2.7), temos que

1 1
—lk+Vk2-1|= :
2RlF = VR -1 = o gem

2k[k F VK2 — 1]
S«M(k)
para os polinomios K"M*® | quando 2M + 1 = 2k[k ¥ Vk? — 1]/5%2(k), sdo dados por

Entao, 2M + 1 =

. Deste modo, os coeficientes da relagdo de recorréncia

1

ay e = BH-RPME)] =R SRCTESVEI0)

g[k;\/ﬁ]

oW = KL - k(M A, (M E) = 5, n21.

Vamos analisar os valores de M para os correspondentes sinais de mais e menos. Para

E 54
obtermos o valor de $%2(k) = —= / mdqﬁg(a:), fazendo a mudanca de variaveis z = cos#,
My J-=1% "
vamos primeiramente calcular a seguinte integral

1 4 B
1— 2?72 =/ ————do.
_/_1k~x( z) i o k—cos@

Fazendo t = tan(6/2), temos que cosf =

I |
/ (1= 29)~Y2gg

1}6—3?

1482

9 /k-1/’°° Vi =i g
k-1Vk+1 Nl
2 1+(,/%) 2

d -
Como — arctan(ct) = com c constante, entao

c
dt 1+ ct2

1—2?) V2 = — L
S -1




4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K™

Podemos, agora, calcular a integral

1 1 2
L — r2)1/2 _ / (1-—2z%) o 2\-1/2
/: _I(l ) " Cdx e e (1 —a*) " de

1 1

[ i [ e
—p _ £
_lk—az v ak—z

2
T f k +a’ (1—:::2)‘”2113:

-\/_fg——._]_ k2\/k:— 1 +k?l'_?T[k Vk2—1].

k 1

——dpy(z
& S =g

1

k " 1
—{(2M + 1)LOR[}! | ——(1 — 22)V/2¢
u?“ + 1) 1]} dk_xﬂ z°)/ dz

(@M + )IOP[) k- V)
Ho

Mas,
ug? = {(2M + 1)LOP[1]}~ /” ”wx—{m&ﬂ+1Lmﬂun*
Portanto, S%2(k) = 2k[k — v/k? — 1]. Assim,

FVEE-1+Vk2 -1
ok — VR = 1]

M =

Entdo, para o sinal negativo obtemos M = 0 e, para o sinal positivo, M =

4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K\

2 MM,k
Nesta subsegdo, estudaremos o comportamento dos zeros de K,(; Mik)

como uma funcgao
de seus parametros, A\, M e k e apresentaremos a relagdo desses zeros com os zeros dos

polinomios de Gegenbauer.

AMk A+1 " . . : NPT
Como K™K ¢ P%(z) = P )(:c) sao ortogonais com respeito a medidas simétricas,
esses polindmios sao funcoes pares (impares) quando n é par (impar). Entdo, seus zeros sao
simétricos com relacdo a origem, sendo suficiente analisar somente os zeros positivos.

AME) o 04D 5 g g

: respectlvamente, em ordem decrescente.

Denotemos por z, ., |n/2], os zeros positivos de K MR

(/\+ )
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K\"™"

Lema 4.2.1. Sejam q,(z) = (z—z1) - - (x—x,) e gn_1(z) = (z—y1) - (T—Yn_1) polindémios
com zeros reais e que se entrelagcam, isto €,

Tn <Yn-1<Tp-1 <-- <Y < I
Entao, para qualquer constante ¢ real, o polinémio
Q(z) = gn(z) — cgn-1(2)

tem n zeros reais &, < -1 < -+ < & < & que se entrelagcam com os zeros de q,(z) e
gn-1(x). Mais precisamente,

(A) se c > 0, entao
T, < &1,

$r<€r‘<yr—-ls T=21"'1n;
(B) se ¢ <0, entdo
U< & < Toiyo T= Lt —1;
b <ids:
(C) Além disso, cada &, é uma fungdo crescente de c.

Demonstragdo: Para ¢ = 0 temos que Q(z) = ¢,(z). Entdo, & =z, 7 =1,...,n.

Suponhamos ¢ > 0. Entdo, como Q(z,) = —cgn-1(z;), 7 =2,...,n, temos
sinal(Q(z,)) = —sinal(gn1(z:)) = (~1)(~1)~! = (1)
e, como Q(Yr-1) = ¢u(Yr-1), " =2,...,n, temos
sinal(Q(yr-1)) = sinal(ga(yr-1)) = (=1)"".

Conseqiientemente, @Q(z) muda de sinal entre z, e y,_1, r = 2,...,n. Entdo, Q(z) possui
zeros &, r = 2,...,n satisfazendo (4.2.9). Temos ainda que Q(z;) = —cgn-1(z1) < 0 e, além
disso, quando z — 00 o polindmio g,(z) vai mais rapido para o infinito que ¢,_1(z). Entao,
Q(z) vai para o infinito. Logo, existe &, tal que & > z;. Portanto, (A) est4 demonstrado.

Suponhamos, agora, ¢ < 0. Entao, como Q(z,) = —cgn—1(z,), temos

sinal(Q(z,)) = sinal(qu_1(z,)) = (-1)™}, r=1,...,n—1

e, como Q(¥,) = qn(y,), temos
sinal(Q(yr)) = sinal(gn(y;)) = (-1)", r=1,...
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K™

Portanto, Q(z) muda de sinal entre z, e y., r = 1,...,n — 1. Logo, Q(z) possui zeros
&, r=1,...,n—1com y, <& < z,. Temos, ainda, Q(z,) = —cgn-1(z,). Entao,

e se n for par, Q(z,) < 0 e, ainda, quando z — —o0, o polindémio ¢,(z) vai mais rapido
para o infinito que ¢,_1(z) vai para —oco. Entdo, Q(z) tende para infinito. Logo, existe
&€n < z, tal que &, é um zero de Q(z);

e se n for impar, Q(z,) > 0. Além disso, quando z — —o0, ¢,(z) vai mais rapido para
—00 que gn—1(x) vai para co. Entdo, Q(z) tende para —oo. Logo, existe &, < z, tal que &,
é um zero de Q(z).

Portanto, existe £, < x, para todo n. Deste modo, demonstramos (B).
Provemos, agora, a monotonicidade dos zeros de Q(z) com respeito a c. Seja
Qe(z) = gn(z) — (c + €)gn-1(2),

com € > 0. Sejam os zeros de Q.(z) dados por &,(€) < --- < & (€). Podemos notar que
& = &-(0) e, como Q(z) = gn(z) — cgn-1(z), temos

Qe(z) = Q(z) — €gn1(2).

Como, para ambos os casos ¢ > 0 e ¢ <0, y, e & se entrelagam, por (A) podemos concluir
que & < &(¢). Z

Uma modificagao do Lema 4.2.1 para polinémios pares ou impares pode ser dado pelo
seguinte resultado:

Lema 4.2.2. Sejam Q,(z) e Qn—2(z) polindmios pares(impares) com os coeficientes dos
termos de maior grau posilivos e com somente zeros reais cujos respectivos zeros positivos
Ty > > Tny2) €Y1 > 0 > Y|(n—2)/2) Se entrelagam, isto €,

Tin2) < Yn-2)/2) <<% < T3.
Entao, para qualquer constante c real, o polinémio
Q(z) = Qu(z) — cQn-2(z)

tem n zeros e seus zeros positivos &y < -+ < & < & se entrelagam com os zeros positivos
de Qn(z) e Qn_2(x). Mais precisamente,
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de Ky, {hM5)

(A) se c > 0, entdo
T < &,

$r<£r<yr—la r=2,,|_n/2j,

(B) se c <0, entdo
i R R L Wy voitime Lo oo /2] = 1,

§In/2) < Z(n/2)-

(C) Além disso, todo zero positivo &, parar =1,...,|n/2], é uma fungdo crescente de c.

Teorema 4.2.2. Para quaisquer k > 1 e M > 0 os zeros dos polinémios K\ ¢ pP*)

n > 2, satisfazem
(,\+1) = (,\ Mk)

J:()‘H)(_r’\‘”k)(m('\ +1) n o T=2...,|n/2]

n,r n— ?‘

Além disso,

a) para quaisquer n e tais que 1 <r < |n/2] e n>2, M) ¢ uma fungdo crescente
de M para M € [0,00);

b) para quaisquer n e r tais que 1 <r < [n/2] e n >3, x&};M'k) € fungdo crescente de k

22 +3 )

para k € [k(\, M),00), onde k(\, M) = \/(1 ¥ 0r M

Demonstragdo: De (4.2.6), podemos escrever

K8 (2) = P#(z) — en(X, M, K)P22,(2),
onde c,(\, M, k) = k2(1 — h?2 (M, k))(1 — k%2, (M, k)).

De (4.2.7), temos que
1

2M + 1)S% (k)
Como S%(k) > 1 e M > 0, entio 0 < h§*(M,k) < 1. Conseqiientemente, como
a2, = k*[1 — h?% (M, k)]h¢* (M, k), obtemos

h$* (M, k) =

¢2 $1
he2(M, k) = i e [L-h#(Mk)]=—2"2 _ n>1
k2[1 — h (M, k)] k2h® (M, k)

Podemos, entdo, concluir que 0 < h??(M,k) <1, n > 1. Assim, c,(\, M, k) > 0 e obtemos,
do Lema 4.2.2, que
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K™

vamos analisar os valores de k cuja derivada de f(k) = k? {1 - m] é positiva. Como

1 % i L i 2R8
SRk = —f —dy(T) = — —dpo(x),
®) = = | Fopta) = (@)

o k2 —a?

obtemos

f (k) 1 2 5% (k)
ok _Qk[l_(MJJrl)S%(k)]+(2M+1){S¢2(k)}2 ok

98%(k) 1 ' —dka?
. —#—ngo T ihi(o)

2

S{bz(}g)ﬂg’? + ka/(; m(i(ﬁg( )]
(2M + 1){S%(k)}2ug* .

6/ (k)

=2k[1~—

1 2k?
De S%(k) = —
( ) #32 0 k2 —

dqbg(.r;) obtemos

ofk) _ .. [, 2k* gl A
= _Qk[l (2M+1){S¢z(k)}2u32/0 (k2_$2)2d¢2( )].

Entao, para k > 1,

f(kz d¢2($)<f (= _1 f (k2 dqbg(m)

Deste modo,

1 1 #32 !
A md(ﬁz(i’) =< ms¢ (k)

Logo,

of(k) -
= 2;;[1 T RM A 1D)SHR) (R = 1)]'

Mas, de (4.1.4), temos que
2
St (k) = —
k? - (1'2
Como S55%(k) < S%2(k) entdo ( para k > 1)

of (k) =
T Ty e 1)]‘
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4.3 Caso Nao-Simétrico

Para descobrirmos os valores de k tais que, 3—’(;%1 > (, precisamos analisar

2 _ @2
ORI iy > 0.
CM+ D) (k2 —1) =

1
Mas, a? = ————. Entao,

2(A + 2)

20\ + 2)k? — 1
TR -DEM+D) =

1

e, além disso,
2\ + 3)
il ol |
Y2t T oM

Portanto, se k? > 1+ %{% entao Qg—:l > 0. Assim, h{?(M, k) é uma funcio decrescente de

k para k> (/1+ 43‘:’,‘;?})‘4 Entdo, ¢,()\, M, k) é uma fungio crescente de k paran = 3,4, .. ..

Deste modo, pelo Lema 4.2.2, mﬁf,‘;u’k) é uma funcdo crescente de ¢, (A, M, k). Entao, x,(r{?,’_M’k]

é uma fungao crescente de k, para1l < r < |n/2] e n > 3, e, também, para k € [k(\, M), o),

onde k(\, M) = /1 + 4??\12?3&1 ]

4.3 Caso Nao-Simétrico

Primeiramente, apresentamos resultados do artigo [4] que nos fornecem a relagao entre
duas seqiiéncias de polindomios ortogonais cujas medidas associadas estao relacionadas entre
si por uma multiplicagdo (ou divisdo) por um polinémio de grau 1. Acrescentamos um
estudo sobre o comportamento dos zeros dos polinémios generalizados relacionados com os
polinémios de Jacobi e Laguerre.

Sejam d¢o e d¢ duas medidas definidas sobre o mesmo suporte E C [a,b],
—o0 < a < b < oo, satisfazendo

cdpo(z) = (z — q)dd1 (). (4.3.1)

Aqui, ¢ admite um valor real tal que £ — ¢ ndo muda de sinal em E. Os valores c e g sdo
tais que (z — q)/c é finito e positivo no menor intervalo que contém o suporte comum das
medidas. Isto é, se ¢ > bentdo c <0 e, se g < a, entdo ¢ > 0.

Expressando P?' como uma combinagéo linear dos polinomios { P%°}, obtemos
P (z) = PP (z) + b, P2, (z), =n2>1, (4.3.2)

o1




Caso Nao-Simétrico

¢ _ ¢ _ _ ¢ P
Compo—poepﬁ—<Pf,Pf ¢_an+lag”-a§p‘01n2]—-

De fato: pela propriedade de ortogonalidade,

<P,‘f‘,ﬂ¢u> =<P31}wﬂ¢”> =0 se <n-—-2.
do ¢ ¢1

Mas, como P?'(z) = Zaka"(x),
k=0

(1)

Po

=) ok <PISUS P}ﬁ”> = 0; <Pf°, Pf“) =0 se o;=0.
k=0 %0 %0

Portanto, 0; =0, j < n — 2 e assim,

P?\(z) = P¥(z) + aﬂ_lefl(:r).

n

PHPRY =D (PP P, om0 (BESRE )
< 1 o = k n—1 & 1 n—1?" n-1 b5
Além disso,

= <Pf=,($—;‘”a?ﬂl>

®o 1

e, assim,

& b
on-1 (P22, P2,

0

= <;:;g*1, lz=79) Q)Pfﬂl> = <P;fl, P,?Elx> - l<Pf‘, Pfl) |
o) C dhy & @1 Cc ¢

Logo,
pa

—— n>1
fi’ b ] ]
Cpnm—l

e, portanto,

- P?.(z)

com pf = (P2, P?)..
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4.3 Caso Nao-Simétrico

Da relag@o de recorréncia para os polindmios ortogonais (4.1.1), sabemos que

@
gL Pn : ¢ _ @
0p = ——, ouseja, ph=aj,05...

n—1

Berti, Bracciali e Sri Ranga [2] demonstraram os seguintes resultados, que serdo impor-
tantes no restante desta secao.

Lema 4.3.1. Sejam d¢, e do, tais que (4.3.1) vale. Entdo, os coeficientes de conezdo b, na
relagdo (4.3.2) satisfazem

(‘l) bﬂ/b —1 = an+2/an+1;

(“) bn —bp1 = ﬁn+1 ﬁn-H;

(”z) ( n+1 61?0) n-1= aﬁil = aﬁil!

para n > 1, onde by = B3° — B = o' /(B — q).

Demonstragdo: O resultado (i) segue de (4.3.3). De (4.3.2) e da relagdo de recorréncia
(4.1.1) para P%,

b bnl

«

P (z) = [1+ ';; (z—B%,)| PP(z) - ), w21,

n+1 an+1

Substituindo esta relacdo e (4.3.2) em (4.1.1) para P?' e em seguida, usando o resultado (i)
do lema, obtemos

P21(2) = [z = (8241 + ba = ba1)| P () + [ba-1(82° — B241) — @241] P22 (x)

paran > 1. Deste modo, comparando este resultado com a rela¢do de recorréncia (4.1.1) para
P%, chegamos aos resultados (i) ¢ (i77). As condig¢des iniciais sdo facilmente estabelecidas
de (4.3.2) e (4.3.3). »

Lema 4.3.2. Sejam d¢y e d¢, tais que (4.3.1) vale. Entao,
-:51 @0

n+2 n+1 -
b — B2 +bay = = 20 L+ ba = —q.
n n—1

Conseqiientemente, os coeficientes b,, n > 1, podem ser gerados por
$1 %o

b = a‘n+2 b ik ( q) o M
—( o r ﬁn-ﬂ n—l bn-l

ﬂ.+l
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4.3 Caso Nao-Simétrico

Demonstragdo: De (i) do Lema 4.3.1, obtemos

& $0 __ ¢ [
bﬂan?l—l - bn—lan‘iQ == bn—l(aniz = ani—?)! n>1.

Aplicando o resultado (i7i) do Lema 4.3.1, a equagdo acima pode ser escrita como
bnagil = bn—laigﬁ n—lbn(ﬁnﬂ 6¢ 2)s n2l1,

que é equivalente a
Ba(02% 1 = buo182%1) = ba-1(0f%s — baBl2), n 21

De (7i) do Lema 4.3.1, desde que ;3,1+2 = ¢+2 bpt1 + bp, n > 0, entao

bn(aﬁi_1 bn—1 n+1) = bp— 1( n+2 m@ +2+b bn+1)_ n— 1bm n=>1.

Isto mostra que [c:)cﬁ“+1 —bn-1 ffﬂ_l +b,—1b,]/bp—1 € uma constante para n > 1. Para encontrar
o valor desta constante, temos, de (i) e (iii) do Lema 4.3.1, que

0f® — bo3° +boby _ 05° — boBy' + 8 _ of' — boB° +b
bo bo bo
Deste modo, usando as condigoes iniciais do Lema 4.3.1, é facil mostrar que o lado direito

da igualdade anterior ¢ igual a —q.

Finalmente, também de (i?) e (i77) do Lema 4.3.1, encontramos que

n+‘2 (6114-1 ) = 01'2:12 - bn(ﬁsiz - bﬂ‘l‘l)’

concluindo, assim, a demonstra¢dao do lema. B

Os resultados dos Lemas 4.3.1 e 4.3.2 também podem ser encontrados em Belmehdi [1],
Marcellan e Petronilho [10] e Maroni [11].

Além desses, serdo necessarios ainda os seguintes resultados:

Lema 4.3.3. Sejam f(z,y) e M fungées continuas dex,y, ema <z < b,y <y < ys.

dy

d _ [*9f(z,y)
d_y/a f(:.c,y)d:n—‘/; 6—ydﬂ:

para todos os valores finitos de b > a.

Entao,

Lema 4.3.4. Seja f f(z,y)dz convergente quando y, < y < y,. Além disso, seja f°° -aﬂﬂld:zz
uniformemente convergente em y; < y < y3. Entao, em y; <y < ¥y,

d (= [®0f(z)
7 / f(z,y)dz / et
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4.3.1 Seqiiéncias Encadeadas e Medidas Relacionadas Nao-Simétricas

As provas dos tltimos dois lemas podem ser encontradas, por exemplo, em Ferrar [7] e

Widder [16].

Teorema 4.3.1. [A. Markoff] Seja w(z) = w(z, k) uma fun¢do peso no intervalo [a,b], que
depende do pardmetro k, tal que w(zx, K) € positiva e continua paraa <z < b e K1 < K < Ka.
Consideremos, também, que a derivada parcial wi(z, k) ezxiste e é continua paraa < x < b
e K1 < K < Ky e que as integrais

b
/:z:kwn(x,r:)d:r, k=0,1,2,...,2n—1,

convergem uniformemente em todo subintervalo fechado k' < k < K" do intervalo aberto
(K1,K2). Se os zeros de p,(x) = pa(z,K) (ortogonal com relagdo a w(z,k) ) sdo denotados

por :c,(.‘} > xff% > ... > i), entdo o r-ésimo zero, scm., (para um valor fizo de r) é uma

fungao crescente de K se w,/w € uma fungdo crescente de T e :ESH)- € uma fungao decrescente

de Kk se wy/w € uma funcgao decrescente de z, a < z < b.

A prova deste teorema pode ser encontrada em Szeg6 [14, p.115].

4.3.1 Seqiiéncias Encadeadas e Medidas Relacionadas Nao-Simétricas

Diferentemente do caso simétrico, aqui nao sera necessario utilizar seqiiéncias encadeadas
para o estudo da monotonicidade dos zeros. Porém, nesta secdo analisaremos seqiiéncias
encadeadas que surgem quando consideramos a relacao (4.3.1) entre as medidas d¢o e d¢,
e, através da teoria de seqiiéncias encadeadas, podemos encontrar os valores dos coeficientes
da relagdo de recorréncia para os polinomios P?!. Isto é particularmente interessante para
facilitar a geracdo, principalmente computacional, de tais polindmios de grau elevado.

Do Lema 4.3.2, obtemos

que equivale a

n 1(ﬁn+1

¢o
«
Seja ¢%° ,(q) = 0 "“ mt n > 0. Podemos mostrar que {g2°,(¢)} é uma seqiiéncia
n 1 n+1
de parametros para a seqiiéncia encadeada {a?°(q)}, onde

¢0
o - n+2
af’(q) = b
(ﬁn+2 q)(8 3-01-1 q)
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4.3.1 Seqiiéncias Encadeadas e Medidas Relacionadas Nao-Simétricas

De fato,

(i) Se ¢ < a, temos ¢ > 0. Entdo, b,_; > 0 e (8%, — ¢) > 0 (pois 8%, € [a,b]). Logo,
g% .(q9) > 0 e, do Lema 4.3.2,

a®o
1—9 (Q) aﬁ?!-l ﬁn_’_l—q_ﬁ _ bn
n 1(6n+1 ( n+1 e Q) (ﬁg?l-l B Q)

Portanto, 0 < ¢%°,(¢) <1, n > 1.

> 0.

(ii) Se ¢ > b, temos ¢ < 0. Entdo, b,_; < 0 e (822, — q) < 0 (pois 823, € [a,b]). Logo,

g%° (q) > 0 e, do Lema 4.3.2,
b
1-g%,(q) = ———>0.
Y (- 9)

Portanto, 0 < ¢2°,(q) < 1, n > 1.
Além disso,

(1—92.(9))g?(q) = af(g), n>1,
com 0 < a°(q) < 1.

Podemos também escrever

a?(q) g‘il(@) amz('-?)
1 - 1 — 1 Gt

92 (q) =1-

onde a?(q) = a%,/[(8%, - q) 5n+1 q)l, n > 1. Deste modo, temos que {¢g*°,(q)} ¢ a

seqiiéncia de parametros maximais para a seqiiéncia encadeada {a2°(q)} (veja Chihara [6]).

Tendo informacoes sobre a medida d¢g, temos de (4.3.2), que

do
P;f'l — Pfo 4 aﬂ+l P:SE :
@) =EE+ g

¢0
ng:D — n+2 b0 1 n 2 1
(6n+1 )(ﬁn+2 = Q)( gn—l)

ag"
(BY° — g+ p§°) (B3 —q)

Podemos, ainda, encontrar os valores dos coeficientes da relagao de recorréncia para os

&
900 =

polinémios P?'. Do Lema 4.3.2, obtemos

b = (ﬁf:il =
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4.3.2 Aplicagées aos Polinémios de Jacobi Generalizados

e, do Lema 4.3.1 (i), % = =
n—1

0
an+2

(Q) (ﬁn-f—? )

Logo,

do do
()8 an+2 aﬂ+2
n+l —

92 () (6232~ 0) | 97 (@)(BR%2 —a)

n+2

do
Qpio
fo(q) = =t

(B2, —a) (B2, —a) (1 — g2,1(q)

Assim,
(=]} e 1 _ $o ( 2 > 1
a‘n+2 gn l(q)( gn—l(Q)) n+1 Q) ’ n =z 1.

Além disso, do Lema 4.3.1, obtemos

af' = h(Bf" — ) = ulP (B — 9 — ).

Agora, do Lema 4.3.1 (41), temos que b, — b,_; = 2, ﬁn-I—l Entao,

do ¢u
ﬁ an+2 n+1
n+l

@B —0) @B =

Mas,
o

qbul_ 1— g% Qo .
(2% — 9)(1 — g321(9)) = 5% — 098

Portanto,
B =g+ (B2, — 9)9221(9) + (B — 9)(1 — 9225(9)), n 21,

L
g =
ug'

—q+c,u0.

4.3.2 Aplicagoes aos Polinémios de Jacobi Generalizados

Nesta subsecdo, estudaremos o comportamento, com relagdo & posi¢ao e ao tamanho
do salto, dos zeros dos polinomios associados & medida apresentada abaixo (4.3.4), e os
relacionaremos aos zeros dos polindémios de Jacobi.

o7
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4.3.2 Aplicacoes aos Polinémios de Jacobi Generalizados

Sejam 0 < N < 0o e || > 1. Consideremos os polindmios ortogonais ménicos P*?*N)

associados & medida de probabilidade d¢(®*#%N) dada por

(en,B,5)
[ prsessi@) = A { o + £l (43.4)

sl 8 ; —z)e 6 ! "
onde p é qualquer polindmio e LA [p] = fj]p(z)%d‘r. Aqui, se |k| > 1, entdo
a>-1,0>-1,sex=1,entaioa >0, 8> —1e,se k =—1, entdao a > -1, 3 > 0.

Quando N > 0 a medida d¢(®#*N) tem um salto no ponto x. Em (4.3.4) a medida &
escrita de forma que o valor do salto em k ¢ N/(N + 1), proporcional 4 sua massa total, que

é igual a 1.

Quando |k| = 1 entdo os polindémios PLPN) s56 casos particulares dos polinémios de

Koornwinder [9].

Seja
o, 0,k,N ﬂvﬁxN a,B,k,N chBrcN a,BnN

1

WN K, N B..,N
P(aﬁn o leP(Q’G )( ) ot gﬂrﬁ ).

com =2z

Agora, se tomarmos d¢; = dp(*#*N) e aplicarmos (4.3.1) com ¢ = k e ¢ = —k, obtemos

/P(»T)d(f)o( ) = (N+1)n1£(“3ﬂ)[1] z)(1 — z)*(1 + z)°dz.

A medida d¢g estd associada com os polinémios de Jacobi pleF }, dados aqui com a massa

total (@B)
Mo

,u(ﬁo o
T (N LRLEAR]

onde p{™?) = f_l(l —2)*(1 +z)Pdz = QGW?(]}:E_;;W“ De (4.3.2),

BEAENL —BIA G T SR e nis L

De (4.3.3) e do Lema 4.3.2, concluimos que Slnal(b(ﬂﬁn N)) sinal(=x), 8 =1, e
(e,8,K,N)
QBN _ (a0 bn

n+2 n+1 b(a’?'n'NV

o,B,k,N o a kN o ,-gN
187(1-{-{3 = ﬁr(«.+f) e b( o n21,

agav)@"ctN) — bg}vﬂ!”!N)(ﬁlavﬁ) o béa,ﬁ‘K‘N) - n) e

ga,ﬁ,x,N) I ﬁﬁa,ﬁ) X b{gﬂ’ﬁ'n’N}.
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4.3.2 Aplicagoes aos Polinémios de Jacobi Generalizados

b]('lﬂ,ﬁ,

A seqiiéncia { *NM1 pode ser gerada por

(eB8)

B, N (,B8) Qp i
BOSAAN) = (Bagr = )_Wa nz1,

n—1
b(ga,ﬁ,x,N) i ﬁia,,@) = ﬁ§a,ﬂ,n,!\')
= (a,B) (f-'- )
= ¢ it (N+1)£ @B
Lembremos que, para n > 1,

B% —o? o ol@d _ dn(n+ a)(n+ F)(n+ a+f)
C2n+a+p-1)2-1 LT Qn+a+ B2 (2n+a+B)2-1]°

ﬁ(mﬁ)

Se definirmos
1 aﬁ""ﬁ’ (2) aga’ﬁ) (2)

1 1 - 1 -

SP(z) =

onde a$™”(z) = %% /[(z = ) (z — B%D)), entdo, de (4.1.7) e de (4.1.5),

a,p)
1 S ) < s SOMR) s 1+ < SOA ) = _.(%_ LeBR), (4.3.8)
Ho i

para kK € [1,00) ou K € (—o0,—1]. Observemos em (4.3.4) que, para o caso |k| = 1, os
valores de a e 3 devem ser apropriadamente escolhidos.

(ﬂ,ﬁ,K,N) (ﬂ\ﬁ) r = 1 2
]

Teorema 4.3.2. Sejam Tn; A s plaBrN)

, ..y N, 08 respectivos zeros de
e P{*P organizados em ordem decrescente. Entao, sequem os resultados:
(1) Se k> 1, entdo

o5 < ol e

<K e x,(,ff,:ﬁ) < xff:‘;ﬁ"“m By ey T2 iy

(2) Se k < —1, entdo

n 1,r n,r

Y <:1:(“’3“N)<:z:( &) p=1,...,n—1 e :a:f,ff,;ﬁ'“'m<:r£‘ff).

(3) Se k> 1, entio z&PN)

(4) Se k< —1, entdo zn
(5) Se N =0, entdo m(oﬁ”m ¢ uma fungdo decrescente de k.
(6) Se N > 0, entao xg BN ¢ uma fungdo crescente de Kk para k variando no intervalo

¢ uma fungdo crescente de N.

(@B5N) ¢ uma fungdo decrescente de N.

(=00, &@PN)] ou no intervalo [k*#N) 00), onde

plapN) = N8P+ B+ INO-BE ) +(1- B2 4Nl
- 2N

L(@BN) _ TNOBT) - (B INO+B D) + (1482 -aNef D
- 2N
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4.3.2 Aplicagoes aos Polinémios de Jacobi Generalizados

Demonstra¢ao: Desde que sinai(bfﬁf ”"N}) = sinal(—k), aplicagoes dos resultados das partes

A e B do Lema 4.2.1 para a relagdo (4.3.5) fornecem as partes (1) e (2) deste teorema,
respectivamente.

Agora, se k > 1 (k < —1) entdo L®#®[1] é positivo (negativo) e, portanto, de (4.3.7)
biPN) & uma funcdo decrescente (crescente) de N. Assim, de (4.3.6), PN ¢ uma
funcao decrescente (crescente) de N para qualquer n > 0. Aplicando o resultado da parte C

do Lema 4.2.1, obtemos a parte (3) (parte (4)) do teorema.

Para obter a parte (5), note que {P,Ea‘ﬁ’”’ﬁ)} pode ser considerado como o polindmio
ortogonal associado com a fungdo peso (1—z)*(1+z)?(k—z)~1, definido em [—1, 1]. Portanto,
o resultado segue da aplica¢do do teorema de A. Markoff (Teorema 4.3.1).

Agora, vamos obter a parte (6) deste teorema. De (4.3.7),

o, B3,k,N
L i AT
Ok

» 1 (43
ue™? [, (1 - 2)°(1 + 2)Pd

(N +1) (4, 250~ 2)o(1 +2)Pdz)

ab{(]a,,@,x,N) (e, )

E g Ho

B (N +1)(k — 1)Ll@pfm)[1] ’ sek>1

ab(ﬂﬁ,H,N) (e, 3)
0 < _1 = Ho

O -1.
Ok (N Ar 1)(& -+ I)C(ﬂ,ﬁ,x][ll ) se K <

._ala.B) o
De (4.3.8), desde que Sy (k) < '”Tffwﬁ(“'ﬁ"‘)[l], temos, entdo, que
(1]

Bk, N a, B )
g L (5= BN (s — D) — o™

Ok (N+1)(k—1)(s— ﬁ(a,ﬁ)) ) se k> 1

o, 0,k,N «, o, a,
oo (5= BoP) (= o) = ofe

o (N +1)(s+ 1)k = 47)

Olhemos para os valores de k para os quais o lado direito das inequagdes acima sao negativos

. se k < —1.

e encontramos, respectivamente, os dois intervalos [£(*%N) 00) e (—oo, &@#N)] onde isso
vale. Dentro desses intervalos, temos entao que bg“‘ﬁ’"'m ¢ uma funcgao decrescente de k.

) ¢ uma

Conseqiientemente, de (4.3.6), dentro desses intervalos temos também que pioumlN
funcdo decrescente de x para todo n > 0. Portanto, da parte C do Lema 4.2.1, a parte (6)

do teorema segue. [ ]
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4.3.2 Aplicagoes aos Polinémios de Jacobi Generalizados

Ilustragdo Numérica: Denotemos P\**) = P,, P**®) = p,_, e P{*#*M) = K,.. Tomemos
n=10,a=0ef=1.

(1) A Figura 4.1(a) mostra a localizacio de todas as raizes de PN

em relacao aos
zeros de P\ ¢ PP com N =1e x = 1.1. Em 4.1(b), ampliamos o intervalo em que
aparecem as raizes n-ésimas e, em 4.1(c), mostramos o comportamento da primeira raiz de

cada polinémio.

zeros de R,
zeros de Fy 4
zeros de Kp,

001

0 ¢ +0 &

00104 096 098 1 102 104 106 108 11
4

.098 -096 . -094 09 -09

000000 zemsdePn
0 00O0O0O zerusdePn

+ +++ ++ 7zpr0sdeP
+ + + + + + 70108 de PI"I-‘[ de n-1

s o5 0 s ¢ zerosdekp © e ¢ e e zem0s 08 Ky

(b) (c)

Figura 4.1: n=10,a=0,8=1,N=1,k=1.1




4.3.2 Aplicagées aos Polinémios de Jacobi Generalizados

(2) A Figura 4.2(a) mostra a localiza¢dao de todas as raizes de PleBmN) em relacao aos
zeros de P e P{“?) com N = 1e k = —1.1. Em 4.2(b) mostramos o comportamento

da primeira rafz de cada polinémio e, em 4.2(c), ampliamos o intervalo em que aparecem as
raizes n-ésimas.

ooo0 o000 zerosde R,
o+ zerosdePn_1

6 6 06 0 0 o zerosdeKn

o @G O+o O +¢ O +¢ 0O +& 0

002
0 < o+ ¢

0253 q)s 11 15 -1 095 09 09%6 097 0% 099
X
o oo oo o zerosdeF, ©e0 0000 zerosdezn
+++ +++ zerosdeR 4 + 4+ ¢+ + zerosdef,

o o000 zerosdeKp oo 0 00 o zerosdeKp
(b) (c)

Figura 4.2: n=10,a=0,=1,N=1,k=-1.1

(3) Sob as mesmas condigdes anteriores, com k = 1.1 e os seguintes valores para N: N, = 1,
\, = 1.1 e N3 = 1.2, obtemos

z&E" ) = 0.31933106410643 ...

x(lg:}i""-" ) — 0.31933226667616 . . .

z0st Y = 0.31933326885518 ...

(4) Consideremos, agora, k = —1.1 e N; = 1, N, — 1.1 e N3 = 1.2. Obtemos, entao,

z\os' ) = 0.1286288635480. ..

zios Y = 0.1286287337912. ..

G = 0,1286286256599 . .
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4.3.2 Aplicagées aos Polinémios de Jacobi Generalizados

Como em (3) e (4) as raizes estdo muito proximas, nao foi possivel mostréa-las em um gré-
fico através do software M ap£e®6. Porém, as informagoes acima ilustram, respectivamente,
o caracter crescente e decrescente em relacao a N.

Sejam k1, k2 e k3 relacionados aos polinémios K1,, K2, e K3, respectivamente.

(5) Consideremos, agora, N =0, k1 = 1.1, k2 = 1.2 e k3 = 1.3 (Figura 4.3(a))

078 08 082 034 086
X

zeros de R,

zeros de 4
zeros de Ki,
zeros de K2,
zeros de K3,

Figura 4.3 (a)

Para N =0, k1 = —1.3, k2 = —1.2 e k3 = —1.1 obtemos (Figura 4.3(b))

015 01
zeros de R,
zeros de F, 4
zeros de Kip,
zeros de K2
zeros de K3p,

Figura 4.3 (b)

0,1,%,0 =
Observamos que os zeros de K, :rﬁ,,r M) para r fixo, € uma fungao decrescente de .

(6) Apos alguns calculos, encontramos AV = 1,51302 e, entdo, para N = 1, k1l = 3,
k2 =4 e k3 = 5, (Figura 4.4(a))




4.3.3 Aplicagoes aos Polinémios de Laguerre Generalizados

-0.56 054
X

o zeros de R,

+ zeros de R 4

o zeros de K1,
zeros de K2p,
zeros de K3,

Figura 4.4 (a)

Encontramos, também, £®) = —2.23686 e, entdo, para N =1, k1 = =5, k2 = —4 e
k3 = —3, obtemos a Figura 4.4(b),

002
001
0
-001

002753

'-u;u' T .01
zeros de R,
zeros de R, 4
zeros de K1,
zeros de K2y

zeros de K3,

Figura 4.4 (b)

. 0,1,5,1 2 4
Mostramos, assim, que :c,(w 5 ), para r fixo, é uma fungdo crescente de k, para Kk €

[RO1D 00) ou k € (—o0k@1Y)] respectivamente.

4.3.3 Aplicagoes aos Polinémios de Laguerre Generalizados

Analogamente a subsecdo anterior, apresentaremos aqui um estudo sobre os zeros dos

polinémios associados com a medida (4.3.9) abaixo e os relacionaremos aos zeros dos polinémios
de Laguerre.




4.3.3 Aplicagoes aos Polinémios de Laguerre Generalizados

Sejam 0 < N < 0o e £ > 0. Consideremos os polinémios ortogonais ménicos L™

associados com a medida de probabilidade d¢(®*") dada por

(k)
[ persermi@) = s { ot + Tt} (439)

onde p ¢ qualquer polinémio e M@®[p] = [ p(z ”Ii: dz. Aqui, se k > 0, entdo a > —1

e, se k =0, entao a > 0.

Quando N > 0 a medida d¢®*") tem um salto no ponto —«. Em (4.3.9) a medida é
escrita de forma que o salto em —« seja N/(N + 1), de modo que sua massa total é igual a
1.

Seja
N N 5N N
Lo (5= Bt F@RI () . o) FmNIc),

oo L (a,k,N) __ =1 LEQ,K.,N)(z) — {a,n,N)'

Agora, se tomarmos d¢; = d¢(@*N) e aplicarmos (4.3.1) com ¢ = —k e, por exemplo,
¢ = Kk + 1, obtemos

[ p@0aonte) = e e |, P

A medida d¢y esta associada com os polindmios de Laguerre LS{I), dada aqui com a massa

total (a)
Ho

do _
oo = IN+ D) (k + YM@A[I]’
onde pu{* = Jo 2% *dz. De (4.3.2),

LEmN)(2) = L@(2) + 52NL® (2), n>1,

n

onde, de (4.3.3), b >0,n>1e
SN _ (@) Gl s _ gl N) 4 plemN)
K, iy
Lt T T anHW’ Bt | =B — L BE, nd,
n—1

a,k,N a,k,N « a,k,N a,k,N o a,k,N
o0 — Yo G o) ) o gl = ) o

= fi)
A seqiiéncia {b™™} pode ser gerada por
(@)

: a Qp,
b ) = (Bh + k) - ey P21,

n—1

65

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17

18



4.3.3 Aplicagoes aos Polinémios de Laguerre Generalizados

b(n.n,N} _ pala) (a,x,N)
0 | — M

(@)

— @) 2
=B + K~ mrmEn -

Lembremos que, paran > 1,
B =on+a—-1 e o =n(n+a).

Se definirmos

i () a(2)
— 1 - 1

S3(2) =

onde a{M(z) = a,(fﬂr)l/[(z — BNz - ,Bfi)l)], entdo, de (4.1.7) e (4.1.5),

K+ ﬁ(a)

1< 8 (k)< o< 8@ (—g) = ZTEL pqlem), (4.3.13)

para K € [0,00). Observemos, de (4.3.9), que para o caso kK = 0 os valores de a devem ser
escolhidos apropriadamente.

Teorema 4.3.3. Sejam, paran > 1, zp “" N) ¢ x,(qa), r=1,2,...,n, 0s zeros respectivos de

Lg” N) L,& ) organizados em ordem decre.scente. Entao, sequem os resultados:

(1) 51_)1,_ <z@M <z r=1,....n-1 e -k<z <.
(2) z'%5N) ¢ uma fungdo decrescente de N para N € [0, 00).
(3) %% ¢ uma fungio crescente de k para k € (0,00).

(4) Se N >0, entio z'3™™) ¢ uma fungio decrescente de k para K € [7&N) 00), onde

@n) _ —NB+a)+(1+a)++/2N+1)(1+a)’+ N2(3+a)?
0 2N '
> 0, aplicagoes do resultado da parte B do Lema 4.2.1

K

Demonstragio: Desde que b*%")

na relacdo (4.3.10) leva a parte ( ) deste teorema.

Agora, como k > 0, entio M@")[1] ¢ positivo e, portanto, de (4.3.12), 5" ¢ uma
funcdo crescente de N. Assim, de (4.3.11), ™™ ¢ uma funcgao crescente de N para qualquer

n > 0. Aplicando o resultado na parte C do Lema 4.2.1 temos a parte (2) do teorema.

(a,%,0)

Para obter a parte (3) deste teorema, note que {Ln """’} pode ser considerado como

o polindomio ortogonal associado com a fungdo peso z%e*(z + k)~', definido em |0, o0).
Portanto, o resultado segue da aplicagdo do Teorema de A. Markoff (Teorema 4.3.1).
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4.3.3 Aplicagoes aos Polinébmios de Laguerre Generalizados

Agora, vamos demonstrar a parte (4). De (4.3.12),

™" _ o OMEM[1]
ok (N+1){MEm[1]}2 ok '

Portanto, para k > € > 0, do Lema 4.3.4,

ab((}cx,rc‘N) e (a) o

Ok (N+1) J\/[(Cl “)[1]}2 Jo (::: + k)2

a,k,N a
oo e

O T (N+1)aMlen[1]

(a)
De (4.3.13), como S5 (—k) < %l%—M(“")[l], temos entao

(a,x,N) (a) (0) (C')
db, oo (k+ 5 )(k+B") — o .
oK (N + 1)k(x + B5)

Olhemos para os valores de « tais que o lado direito da inequagao acima é positivo e en-

N
contramos o intervalo &™) 00) em que isso vale. Entdo, nesse intervalo, 5" é uma

funcédo crescente de k. Conseqiientemente, de (4.3.11), nesse intervalo b®*N) ¢ uma fungao
crescente de x para qualquer n > 0. Assim, da parte C do Lema 4.2.1, segue a parte (4) do

teorema. -

Ilustragao Numérica: Denotemos, L,(f') =ik, L,(,f'_)l =

n=10,a=1.

L(“‘K N — = K,. Tomemos

1 ‘N ~
L) em relagao aos zeros

(1) A Figura 4.5(a) mostra a localizacéo de todas as raizes de
de LI® e L&“_)l com N =1ex=1. Em 4.5(b), ampliamos o intervalo em que aparecem as

raizes n-ésimas.

¢ 00 &0 OFe O+0 O +¢ O + ¢ o + o

[ 5 10 15 20
X

(a)
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4.3.3 Aplicagoes aos Polinémios de Laguerre Generalizados

05 0
X

000 o000 ZETDSdBPn
+ + + + + + zerosdePn_1

o ¢ ¢ O o O ZerosdeKn
(b)

Figura 4.5: n=10,a=1, N=1,k=1

(2) Sob as mesmas condigdes anteriores, com N, = 1, \V, = .1 e N3 = 1.2, obtemos

zigy") = 0.465909509911 . ..

:1:(1:,"12’5 ) = 0.465908094421 . ..

{55 = 0.465906914855 . .

Como as raizes estao muito préximas, nao foi possivel mostréa-las num grafico através do

software M aple®6. Porém, as informacoes acima ilustram o caracter decrescente em relagao
aN.

Sejam k1, k2 e k3 relacionados aos polinémios K1,, K2, e K3, respectivamente.

(3) Agora, fazendo N =0, k1 = 1, k2 = 1.1 e k3 = 1.2, observemos que z™"’

ns |, para r fixo,
¢ uma funcéo crescente de k. (Figura 4.6)

zeros de F,

zeros de Pn-1
zeros de Kip,
zeros de K2p
zeros de K3,

Figura 4.6
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(4) Apos alguns calculos, encontramos #(11) = 1,64575 e, entdo, para N = 1, k1 = 3, k2 = 4
e k3 = 5, ilustramos o caracter decrescente de k, para K € [k“'l), 00), na figura abaixo.

008
004
0
-004
-0084

18 2
zeros de R,
zeros de R4
zeros de K1y,
zeros de K2,

zeros de K3p,

Figura 4.7
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