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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os zeros dos polinômios ortogonais cuja medida,
quando multiplicada por um polinômio de grau 1 ou 2, está relacionada a uma das medidas
de Gegenbauer, Jacobi ou Laguerre. Às medidas consideradas neste trabalho têm saltos e o
comportamento dos zeros é estudado em relação à posição e ao tamanho do salto.

No caso em que as medidas são simétricas, usamos seqilências encadeadas como auxiliar
no estudo da monotonicidade dos zeros desses polinômios, o que não foi necessário no caso
em que as medidas não são simétricas.

Palavras chaves: Polinômios ortogonais, relação de recorrência, medidas relacionadas,
seqliências encadeadas, frações contínuas.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to study the zeros of certain orthogonal polynomi­
als. The associated measures of these polynomials can be related to one of the measures
associated with the Gegenbauer, Jacobi or Laguerre polynomials through a multiplication
by a first or second degree polynomial. The measures considered in this work present jumps.
The behavior of the zeros of the orthogonal polynomials is investigated with respect to the
position and size of the jumps.

In the case when the measures are symmetric, we use chain sequences to study the
monotonicity of the zeros of these polynomials, it is not necessary when the measures are
not symmetric.

Key words: Orthogonal polynomials, recurrence relation, related measures, chain
sequences, continued fractions.
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Capítulo 1

Introdução

Sejam —0oo <a <b<o0oeg uma função real, limitada, não decrescente, definida em
b

[a, b), com infinitos pontos de aumento em (a,b). Se os valores ut = f x1"dé(x),
a

r = 0,1,2,..., que chamamos de momentos existem, dá representa uma medida (medida
positiva) em (a, b).

Dizemos que (P$)%, é uma seqiiência de polinômios ortogonais com relação à medida
dé(r) em (a, b) se Pé é um polinômio de grau exatamente n, / Pé(x) P$(x)dé(r) = O para
náme f Pº(x)Pó(r)dé(x)>O.

Seja P$, n > O, a sequência de polinômios ortogonais mônicos, com relação a uma medida
positiva dé definida na reta real. Então, Pé satisfaz à seguinte relação de recorrência

PÉ (0) =(r— 6,1) PÉ (x) = A PÍ (0), n>l,

com Pó(x) =1, Pó(t) =x— 60, é e R,eaf,,>0,n>1. Além disso, todos os zeros
de P? são reais, distintos e estão no interior do menor intervalo fechado contendo o suporte
(conjunto dos pontos de aumento, denotado por E) da medida (veja Chihara [6] e Szegô
[14]).

Sri Ranga [13] mostrou que se dá, e dgs são duas medidas positivas simétricas rela­
cionadas por cdg2a(x) = (1+ gxº)dd1 (x), onde q é real e positivo e c uma constante apropri­
ada, então, associada a essas medidas, existe uma seqiiência de números positivos (ln,
com lg = 1, tal que

(lh = (lh +1) = 490,
n>1. (1.1)

(lh = N(la+l1)= 4908 1,
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Introdução

Em [3], Sri Ranga e Berti concluíram que (1.1) vale para todo q real (não necessaria­
mente positivo), desde que dá, e dd2 permaneçam medidas válidas. Fazendo kº = —1/q e
gn = (1+lhn41)/2, os resultados associados a (1.1) podem ser escritos como

cdda(x) = (kº — xº)ddi (x) (1.2)

$d1
ar

com 9.1 = 1. Então, como aÉº /kº > O e afº,/kº > O, temos 0 <g, <1, n > 1, se
0 <g=1­a!/kº <1 (veja Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [4]), ou seja, (g.)%, é uma
seqilência de parâmetros associada à seqiiência encadeada positiva fa??21/kº)%1. Dizemos
que fan |, é uma seqiiência encadeada positiva, se existe uma segunda seqúiência (he,
tal que 0 < ha <1, O0<h, <le(1—­ hn1))lI=0an paran >.

Com o uso das propriedades de seqiiências encadeadas, juntamente com (1.1) e (1.2),
em [4] foram obtidas relações entre alguns polinômios ortogonais e outros bem conhecidos,
tal que foi possível encontrar informações sobre os zeros desses polinômios. Em especial,
estudou­se alguns casos particulares de polinômios ortogonais considerados por Koornwinder
[9], em 1984. Esses polinômios são ortogonais com relação à medida dg definida por

oo 1

f fa) = MSC +Nf) +L FA +2) do,
T(a+6+2)

2º0+6r+ID(a +1)1(6+1)
está relacionada aos polinômios de Jacobi. Seguindo Kiesel e Wimp [8] chamamos esses
polinômios de polinômios de Koornwinder. Um de seus aspectos interessantes é que eles são

com L = , que tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte contínua

soluções de certas equações diferenciais de segunda ordem. Ainda em [4], considerou­se os
polinômios ortogonais K(***) associados à medida dg(*M*)(x) dada por

(A,)[|Haga) Er ( MUCD + SOB]To),2M +1 LO]

(1 — M+1/2com LONA]= f. f(x)Us dr e à >—1/2. Note que a medida tem saltos nos
pontos —k e k de tamanho M/(2M +1). O valor de LPF) foi escolhido de tal modo que o
aumento total da medida é 1. Quando k = 1 temos os polinômios de Koornwinder simétricos,
cuja medida tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte contínua é a medida associada aos
polinômios de Gegenbauer.
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Introdução

Em Berti, Bracciali e Sri Ranga [2] mostrou­se como se relacionam os polinômios orto­
gonais cujas medidas satisfazem

c déo(x) = (x — q) déi(x),

onde q é real, (r — q) não muda de sinal em E, comum das medidas dá, e dd1, e ce q são
constantes tais que (x — q)/c é finito e positivo em E.

Neste trabalho, consideramos os polinômios ortogonais mônicos Pr associados à

medida de probabilidade dg(*6"N) dada por
(a,Bx)

1 81—­x)º(1onde O < N < co, |&k] > 1, p é qualquer polinômio e CPE) 7] = / pt). 2 — =) dr.
A

=

Aqui,se |k| > 1, então a > —l e 0 > —1l, se x = 1, entãoõ a > 0 e 0>­—le,sex=­|l,
então a > —l e 6 > 0. Quando N > O a medida dé(*9“*N”) tem um salto no ponto «& de
tamanho N/(N+1), proporcional à medida com massa total igual a 1. Obtemos informações
sobre os zeros desses polinômios em relação aos zeros dos conhecidos polinômios de Jacobi.

(a,<s,N)
nRelacionamos, também, os zeros dos polinômios mônicos L com os zeros dos polinômios

Liso")de Laguerre e, para isto, consideramos os polinômios ortogonais mônicos associados

à medida de probabilidade dá(**N) dada por
(ax)pI)= guy (No) + Test] )

oO T1ºe?*
:com 0 < N < co, <> O, p é qualquer polinômio e M(*"“p] = " p(x) — ar. Aqui, se

o

x > 0, então a > —1l e, se x=0, então a > 0. Quando N > O a medida dé(**N) tem um
salto no ponto —« de tamanho N/(N + 1), proporcional a ut" =1,

Os principais resultados, organizados no Capítulo 4 deste trabalho, foram demonstrados
teoricamente e testados numericamente com o uso do software MapleOe.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

No Capítulo 2, fazemos um breve estudo sobre polinômios ortogonais e apresentamos
um resumo sobre os polinômios ortogonais clássicos de Jacobi, Gegenbauer e Laguerre, além
dos polinômios de Koornwinder.

No Capítulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre frações contínuas e
seqiilências encadeadas positivas, que possuem muitas aplicações nos estudos de polinômios
ortogonais.
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Introdução

No Capítulo 4, apresentamos estudos sobre os polinômios ortogonais associados a duas
medidas relacionadas entre si. Relatamos resultados do trabalho de Bracciali, Dimitrov e
Sri Ranga [4] sobre seqilências encadeadas generalizadas e medidas relacionadas, quando
considera­se medidas simétricas que satisfazem c dg2(x) = (kº — xº) dd1(x) e mostramos,
como aplicação, um estudo do comportamento em relação ao tamanho e à posição do salto,
dos zeros dos polinômios cuja medida tem salto, e a localização desses zeros entre os ze­
ros dos polinômios de Gegenbauer. Apresentamos, ainda, os resultados de Berti, Bracciali e
Sri Ranga [2] quando considera­se medidas não­simétricas que satisfazem
c déo(r) = (x — q) dd1 (x), acrescentando informações, também em relação ao tamanho e à
posição do salto, sobre o comportamento dos zeros de determinados polinômios, cuja medida
tem salto, e os relacionando aos zeros dos polinômios de Jacobi e Laguerre generalizados.
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Capítulo 2

Polinômios Ortogonais

Inicialmente, apresentamos alguns resultados, encontrados nos textos de Chihara [6] e
Szegô [14], sobre polinômios ortogonais de forma geral e algumas de suas propriedades.
Consideramos, também, alguns polinômios ortogonais clássicos, tais como os polinômios de
Jacobi e os polinômios de Gegenbauer, que são casos especiais dos polinômios de Jacobi, e
os polinômios de Laguerre.

2.1. Propriedades dos Polinômios Ortogonais

Definição 2.1.1. Sejam —0o <a <b< oco ed uma função real, limitada, não decrescente,
definida em [a, b), com infinitos pontos de aumento em (a, b). Os valores

b

de r1dé(xt), r=0,1,2,...,
a

são chamados de momentos. Se os momentos u?, r = 0,1,2,..., eristem, dá representa
uma medida (medida positiva) em (a, b). Quando dé(x) = w(r)dr, onde w(x) > O em (a, b)
mas não identicamente nula, w é chamada função peso.

Definição 2.1.2. Dizemos que (Q$)”, é uma sequência de polinômios ortogonais
com relação à medida dá em (a,b) se

i) Q$ é de grau exatamente n.;

0, sentmbii) (QL, Q%) =/ (2) QZ(x)do( o Mn >0, sen=m.
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2.1 Propriedades dos Polinômios Ortogonais

: oo 2 “A. . CA .Se pr, = 1, n > O, dizemos que (2 tro é uma seqilência de polinômios ortonormais.

Seja Q$(x) dado por

Q$(1) = ÀS anil, dn,n É 0.
i=0

O Teorema abaixo nos permite gerar uma seqgiiência de polinômios ortogonais conhecendo­
se apenas dois polinômios de graus consecutivos pertencentes à essa seqilência.

Teorema 2.1.1. [Relação de recorrência de três termos] Seja (Q$)%, uma sequência
de polinômios ortogonais em (a, b) relativamente à medida dd. Então,

Q1(0) = (yn1tr — Bn+1)Q8(x) = an+1QÉ 1(x), n>0O,

com Q (x) = 0, Qê(r) =] e An+1) ân+1) Yn+1 = R, onde

Ên+1 = tm EatAnt+l,n+1qa =220,
=

nn Qns n

Qni1 = Yn+1 (É, Q8)
m (1)

* O,

Seja (Pó dro a segiiência de polinômios ortogonais mônicos (o coeficiente do termo de
maior grau é igual a 1). Neste caso, yn4+1=1e a relação de recorrência é da forma

Pini(z) = (17 — du)Pi(2) — nnPL1(8), nO, (2.1.1)

com Pº (x) =0O, Pó(x) =1 e Biyi, on41 E IR, onde

(xP$, PÔ) (P$, PÉ)
Qn+1 = (PL,P2) e (PLA)

Teorema 2.1.2. Seja (Q$)%, uma seqiência de polinômios ortogonais no intervalo (a,b)
relativamente à medida dê. Então, os zeros de Q$ são reais, distintos e pertencem ao
intervalo (a, b).

> O.

Definição 2.1.3. Dada a seqiiência de polinômios ortogonais mônicos (P$)%,, definimos
os polinômios associados a Pé por

21 (0­0Ota)== / ZA, n21.
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2.1 Propriedades dos Polinômios Ortogonais

Observe que os polinômios associados O? são polinômios mônicos de grau n — 1.

Teorema 2.1.3. Seja (P$)%, uma sequência de polinômios ortogonais mônicos. Os poli­
nômios associados mônicos O? satisfazem a mesma relação de recorrência dos polinômios
P$ com condições iniciais Of(x) = O e Of(x) =1.

2.1.1. Teorema de Favard

Vamos considerar, agora, um problema inverso associado com os polinômios ortogonais.

Teorema 2.1.4. [Teorema de Favard] Sejam (6,)º, e fon, sequências de números
reais arbitrários, com ar, > O (n > 1), e seja (P,)X, definido pela fórmula de recorrência

Pn(x) = (1 — Ba) Pa1(t) — onPano(x), n=1,2,3,... (2.1.2)

P1(r7)=0, Po(x)=1.

Então, existe uma medida positiva dê tal que

fdé(r)="an, f Prníx)Pa(x)dg(x)=0 para mÊÉn, m,n>O0.
Demonstração: Faremos aqui um esboço da demonstração do Teorema de Favard.

Além dos polinômios P,, dados pela relação de recorrência (2.1.2), vamos considerar
uma segunda seqúuência de polinômios O, dada por

De (2.1.2) e (2.1.3), temos que P, é um polinômio mônico de grau n e O, é um polinômio
de grau n — 1 com coeficiente do termo de maior grau igual a ax.

Além disso,

Vn(r) = On(r)Pn­1(1) — On1(r)Pn(r) = 0na...an=T,>0, n>1, (2.1.4)

= Pr(x)Pan1(%) — P, 1 (2) Pa(z) = > DP (0) >0 n>1. (2.1.5)
j=l

Em (2.1.5), observamos que todos os zeros de P, são reais, distintos e diferentes dos
zeros de P,1. Da mesma forma, temos, de (2.1.4), que os zeros de O,, são diferentes dos
zeros de P,.
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2.1 Propriedades dos Polinômios Ortogonais

(2)Considerando as funções racionais (2 (2) b obtemos

onde 111 < Tn2 <...< Tnn São os zeros de P, e

On(tn) —
dns = Pr(Tnr) "

Além disso,

m zOn(2)DN = Em PT"
Se definirmos (4,),uma seqiiência uniformemente limitada de funções não­decrescentes,

por
0, t< Tn
sl

Ón(t) = Ànjr) Tn,s­1 <t< tTn,s1 S= 2, 3, e... T,
r=1

A, nn < t
para n > 1, obtemos

— d6n(8).

Se denotarmos por O(;) a série de potências que no termo cujo expoente do denomi­
nador é p e cresce até o infinito, para n > 1 temos

On(2) On1(2) On(0)Pii(2)— Onn()PAÃ(2) Tm o( 1 )Pr(2) Pr1(ízs) ­” Pnl(2)Pn­1(2) O Z2nH1 + zm '

tal queDaí, temos que (Eb n > 1, corresponde a alguma série da formaE—.
r=0

(n) 1­ hm Han—2 , Mono Cn­ TT2 Pest z2n=1 + 2297 zZ2n+l (sm) n21,
(n)onde cr” = on — Thai, N > L.

Isto é,

Pn(z) E zZ7+l = 227+1On(2) &x un = Emo 1 ) == o( 1 )2Z20+2 = z2n+1 220+2 /'
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2.1 Propriedades dos Polinômios Ortogonais

Seja Gn(2) definida por

mA—2n—1
—? Gr) Í. z—t

Agora, necessitaremos dos seguintes teoremas:

Teorema 2.1.5. [Primeiro Teorema de Helly] Dada uma seqúência (V,n+) de funções
não­negativas, não­decrescentes e uniformemente limitadas, existe uma subseqiência (Un,
e uma função é nas mesmas condições de Un, para a qual essa subsequência converge.

Teorema 2.1.6. [Segundo Teorema de Helly] Seja uma seqúência fu,|) de funções não­
negativas, não­decrescentes e uniformemente limitadas que converge para uma função À nas
mesmas condições de %r. Então,

um [ ft= |f0a6
para qualquer função contínua f(t) em IR.

Usando o Primeiro e o Segundo Teoremas de Helly, Teoremas 2.1.5 e 2.1.6, respecti­
vamente, concluímos que existe uma função é não decrescente e com aumento total a tal
que

lim 2­2 — /SLO)ns0o Prn(z) oo Z

Assim, como
co t dOn(t)2=/. ——b,(t) =­ FS27H"” tdén(t), r=0,1,2,...,2n—1

e, pelos Teoremas de Helly,
co

ur = / tdé(t), r>O.
Podemos escrever

Ga(9)= [FE(d6(0) ­ dén(0).
oo

Considere a região U no plano complexo definido por U = (x: r=iy, y> M > 1).
Temos que Gr (2) é limitada em U.
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2.1 Propriedades dos Polinômios Ortogonais

Seja a identidade

% P(2) = PA) %* P(2) % P()N" ara­=0( = / SE ­02)­ "ZE
nO

= Ooo —oo

oo ZÉ1291Pp (2)Ga(2) = fELAORITA
Disso, temos que o lado direito é limitado em U e tende para zero quando 2 tende para

o infinito. Assim, o lado esquerdo da identidade também tende para zero quando 2z tende
para o infinito. Como o lado esquerdo é um polinômio, concluímos que é identicamente nulo.

“* Pn(2) — Pn(t)
oo

Isto é,

Como o lado esquerdo é identicamente nulo, o lado direito também é. Daí,

2E=t
tp do oo 21”> SE PAO 21 p (2) N" SD (d6(1) — den (1)

z
r=0 r+1

e concluímos que

f t"P.(t)dé(t)=0, r=0,1,2...,.n—1 e f. t”P.(t)dé(t) =
—co —oo

À existência da medida dgé(r) é garantida pelo Teorema de Helly, mas ela não é neces­
sariamente única. Para a unicidade da medida, os coeficientes a, e Br têm que satisfazer
outras condições. Uma das condições suficientes para a unicidade da medida é que fan) e
161) sejam limitadas.

Agora surge uma questão: Dada uma medida, já vimos, no início deste capítulo, que
existe uma seqiiência de polinômios ortogonais associado a ela. Esta sequência de polinômios
ortogonais também pode ser associada a uma outra medida? Novamente a condição fa,) e
(81) limitadas garante que não existe outra medida. Esta condição vale se, e somente se, o
intervalo onde a medida tem todos os saltos é finito.

Dizemos que a medida é determinada quando não existe outra medida que fornece a
mesma seqiiência de polinômios ortogonais. Porém, se far) e (6n) não são limitadas, não
implica sempre que a medida é indeterminada. Como exemplos de medidas determinadas,
onde far) e (On) não são limitadas, temos as medidas de Laguerre e Hermite.

10
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2.2 Alguns Polinômios Ortogonais Clássicos

Definição 2.1.4. Chamamos de verdadeiro intervalo de ortogonalidade o menor inter­
valo fechado [&4, m] que contém todos os zeros dos polinômios ortogonais P,. Temos, ainda,
que

£1= lim Tra e m=lmTnn,
nco NA*OO

onde xni, i=1,...,n, são os zeros dos polinômios ortogonais P, em ordem crescente, ou
seja,

tn1 < Inga <*<Ttnn.

2.2 Alguns Polinômios Ortogonais Clássicos

Consideremos, agora, algumas propriedades dos polinômios de Jacobi (incluindo o caso
especial de Gegenbauer) e Laguerre, que são chamados de polinômios ortogonais clássicos,
veja Chihara [6]. Além desses, há, ainda, o polinômio ortogonal clássico de Hermite.

Apresentaremos, primeiramente, as definições de função gama e de série hipergeométrica.

Definição 2.2.1. A função gama foi definida por Euler, em 1729, da seguinte forma

T(x) LIES (| para x £ 0, —1,—2....
A função gama também pode ser dada como integral de Euler de segunda espécie

T(rx) =/ et dt, Re(r)>O.
o

Definição 2.2.2. Definimos uma série hipergeométrica por

2Fi(a,b,o;x) = 1+ 3 De a ,

com (a), = a(a+1)(a+2)...(a+n—1),n>1e(a)»>)=1,a%0. O símbolo (a), é chamado
de símbolo de Pochhammer­Barnes (veja, por exemplo, Szegô [14]).

2.2.1. Polinômios de Jacobi

Os polinômios de Jacobi, denotados por P(ºÔ, são ortogonais no intervalo [—1,1] com
relação à medida dé(r) = (1— xr) º(1+x)º dr, a, >—1l, a, 8 € IR. Através da fórmula de

11
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2.2.2 Polinômios de Gegembauer

Rodrigues, podem ser dados por

pie, ) — Sa — x) (1 +)? EIA — x)ºFP(] + a)", n> 0.
O coeficiente do termo de maior grau para tais polinômios é dado por

1 T(a+B6+2n+I)
2"n! T(a+B+n+1)'Ann =

Teorema 2.2.1. Os polinômios de Jacobi satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade

" semzÉn,
(PO), pleby = 4 2H(g+n+DT(G+n+1)

(a+B+In+UníT(at6+ntTl)
sem=n.

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Jacobi mônicos é dada
por

Pt(8) = (é — Ba) PP (5) = anna PT(E), n20,
onde PS (x) = 0 e PI (x) = 1, com

(9º =?)
(2Qn+at+ Pb) (2Qn+atr+B+2)' nz,Ôn+1 =

4ní(a +n)(G+n)(a+B+mn)
a + B+2n—1)(a+B+2n)(a+B6+2n+1)'Ant+1 = (

2.2.2 Polinômios de Gegenbauer

Os polinômios de Gegenbauer, também chamados polinômios Ultraesféricos, são casos
especiais dos polinômios de Jacobi com a = B = (AX— 1/2), A>—1/2e€ A£O0. Quando
A = O temos os polinômios de Tchebichef. São ortogonais em (—1,1) com relação à medida
dé(x) = (1 = x2)*9? do.

Em Chihara [6, p.144] os polinômios de Gegenbauer, Q, são dados por

o) = ( ­ ) | no ) PÉ (0),
12
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2.2.3 Polinômios de Laguerre

onde a=X1­%3e PÍ*º) são os polinômios de Jacobi com B=a e

1 T(a+1)É ) — T(b+DT(a­b+1)' a>b.
eo A Ao À ­ PeOs polinômios de Gegenbauer na forma mônica, PÍ ), são dados, em termos da série

hipergeométrica, por

PO) = O aFi(=n,n +2NX+1/2; o) n>1
Satisfazem à seguinte relação de recorrência de três termos

nin +F2A DD po), no(A)
—

com PO (x) =0 e PO (x) =1.

2.2.3 Polinômios de Laguerre

São polinômios ortogonais com relação à medida déó(r) = 1ºe "dr, a>­—l, a€ER,
no intervalo [0, oo]. Podem ser dados, pela fórmula de Rodrigues, por

Liz) = (1)"172e2É pyatrena],
dx”

O coeficiente do termo de maior grau é 1 e, portanto, são mônicos.

Teorema 2.2.2. A relação de ortogonalidade para os polinômios de Laguerre é dada por

(16, LO) ­ 2) semzÉn,
nom nilínt+at+l), sem=n.

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Laguerre é da seguinte
forma

Li(x) = (€ — Bai)LÓ (x)— on Li (4), n 21,

Bn41 =2n+at+l an+1 = nín+o).

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.3 Polinômios de Koornwinder

2.3 Polinômios de Koornwinder

Em 1984, Koornwinder considerou os polinômios PpBMN) definidos por

PlBMNI(Z) = [9] fãta — 1)MB, — (1+29)NAJÊ+ + AnBr Dsx),
paran > O,onde s=a+B+1,

(a+ Dan! + nín+s)
(6+1)n(s); s(6+1)

e PP) são os polinômios de Jacobi.

(GB+D,nl nín+s) NM, Br, =

B,M,N)Os polinômios PÍº são ortogonais em [—1,1] associados à medida dá dada por

f—fía)dó(a) = MÁ + NS) +L|So) = 2)" (1+ 2) do,
T(s+1)

onde L =
:.

2T(a +DI(GT]I)
contínua é a medida associada aos polinômios de Jacobi.

Note que a medida tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte

No caso a = O = A— 1/2e M = N, temos os polinômios de Koornwinder simétricos
PRIRAADAMM) , que denotaremos por KM.

: : Do : NM Mk : s ;Consideraremos, ainda, os polinômios ortogonais K(***) associados à medida dg(XM!)
definida por

co EQ)f S(a)dg O) amei MUCH + 00) + SP)
2))9+1/2(1—­xLOOf] = f. fe)EE

khE Rtaisquek>1l1eX4>­—3/2ouk=leA>­—1/2.

do,

Se k = 1, obtemos os polinômios de Koornwinder simétricos (KV(x) = KM (1)
e a medida dg(*M (x) é dada por

ffan) =
1 2­27(24+1) NEMTE MUCD + SO AE fafz 2º) da).

Esta medida tem saltos nos pontos —1 e 1 e sua parte contínua é a medida associada aos
polinômios de Gegenbauer.
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Capítulo 3

sequências Encadeadas Positivas

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre frações contínuas e
sequências encadeadas positivas, acrescentando detalhes de demonstrações que podem ser
encontradas em Chihara [6] e Wall [15], por exemplo. Esses resultados serão necessários no
próximo capítulo.

3.1.  Fraçõoes Contínuas

Uma fração contínua é uma expressão da forma

a

bUS SET :
ba t..

onde fan IX, e [bn IX, são sequências arbitrárias de números complexos (ou funções com­
plexas). Uma fração contínua pode ser finita ou infinita.

Adotaremos a seguinte notação simplificada para (3.1.1)

Consideremos a seqiiência (C,)%, construída da seguinte maneira
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3.1 Frações Contínuas

Cn, que é uma fração contínua finita, é chamado de n­ésimo convergente (ou apro­
ximante) da fração contínua (3.1.1).

Por se tratar de frações, é possível que certos convergentes sejam indefinidos. Por e­
xemplo, C? não tem sentido se biba = —as. Contudo, se quisermos ainda considerar a
correspondente fração contínua, fazemos uso da definição abaixo.

Definição 3.1.1. Dizemos que a fração contínua (3.1.2) converge para o valor K (finito)
se no máximo um número finito de C, é indefinido e

lim CO, = K.
nN—0o0

Caso contrário, dizemos que a fração contínua diverge.

Se a fração contínua converge para K, escrevemos

a, as

A+ bao

nDa relação (3.1.3) podemos escrever Ch = PB , n=0,1,2,...,onde

Ao = bo, Bo = l,
Ar =hhi +a, B=h,
Ag = bobiba + boa +arbo,  Bo=biba+as,

Notemos, por exemplo, que A? = b2A41 +a2A4o e Ba =b2aB,+a2Bo. Deste modo, obtemos
o resultado a seguir, facilmente demonstrável usando­se o princípio da indução matemática.
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3.1 Frações Contínuas

Teorema 3.1.1. Sejam as sequências (An) e (Bn) tais que

An) + an Ano,Ar = br

com AÀ.1 =1, Ap =bho, B.1 =0, Ba =1 eb, 40 paran > 1. Então, o n­ésimo convergente
Cn, dado por (3.1.3), satisfaz Ch = An/Bn, n=0,1,2,... .

Segundo Chihara [6], as fórmulas dadas por (3.14) são conhecidas por
fórmulas de Wallis, onde A, é chamado o n­ésimo numerador parcial e B, é o
n­ésimo denominador parcial da fração contínua.

Se multiplicarmos a primeira fórmula de Wallis (3.1.4) por Br e a segunda por An1,
e subtrairmos uma da outra, obtemos

AnBn­1 = Br Ana = —an(An­=1Bn­a = Bn—1An­2).

An Bn—1 — Br Ani = (—1)"Hajag...an, n > 1.

Essa relação é conhecida como fórmula do determinante.

Além disso,

(1) qa...
Bn1 Br

que nos fornece

An 4 (1) HH qg109...BT Bb (3.1.5)

desde que b, £ O e B, é O para 1 < k < n, que é a n­ésima soma parcial da série
— (DN)

aa...bo + Y” Cn na A conhecida por série de Euler­Minding.­— Br 1B,
Definição 3.1.2. Duas frações contínuas são chamadas equivalentes se os respectivos con­
vergentes de ordem n, n > O, são iguais.

Definição 3.1.3. [Transformações Equivalentes] Seja x; £ O para i > O. A transfor­
mação que associa a fração contínua (3.1.1) a

LT10A1 L1L2A2 T2LT3A3 LTn—1TnAr
x1b) + Taba + £r3b3 Fes At Tnbn + es

(81.6bo +

é chamada Transformação Equivalente.
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3.1 Frações Contínuas

Certamente (3.1.1) e (3.1.6) têm os mesmos convergentes.

Lema 3.1.1. Seja mg = O. Então, o n­ésimo denominador parcial da fração contínua
1 ((I­mm (1­m)Mm

7 1 ­ 1 es
(3.1.7)

BB, =(1­m)(1­ m)...(1—­mi), n>1l. (3.1.8)
Demonstração: Usaremos indução. Da fração contínua (3.1.7), concluímos que a, = —1,
an = (1 = mno)mMnX1,,n>2 e b,=1,paran>O0. Deste modo, (3.1.8) vale para n=1
pois, pela fórmula de Wallis, By = 1­0 =1­mo.

Suponhamos que (3.1.8) seja válido para n < k e mostremos que vale para n = k + 1.
Temos que

Br41 = Bi +ag1Br1.

Substituindo o valor de ax41 e usando a hipótese de indução, concluímos que

Bra1 = (1—­ mo)(1—m)­­(1—mi)(1— ms).

Logo, demonstramos que a igualdade (3.1.8) vale para todo n > 1. "=

Lema 3.1.2. Seja à, = (1— mh—1)MAn, onde mg = 0, 0 <m, <1, n=1,2,3,... Então, a
fração contínua

1 a a& OO
A NNE, A

(3.1.9)

converge para (1 + L)!, onde

LE Toma IT Am
n=1l

A
Demonstração: Sejam Ch, = B o n­ésimo convergente da fração contínua (3.1.9) e

n

x*

MH 1 1 a) n=122 2 &
1 1Br+1 An "”

Br

Pelo Lema 3.1.1, podemos dizer que Bi, = (1— mo): (1— mr) > O. A positividade
de B7,, segue do fato de que todos os termos m, são tais que O < m, < 1. Pela igualdade
(3.1.5), obtemos, para av = 1, que

* n

n+1 1­ MAÇA COR
* * *

n+1 =0 BiBry1
MIM2** ME

18
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3.1 Frações Contínuas

" 1
Ah. 1+L

Bin

Observação: Aqui, L pode ser infinito. Neste caso, a fração contínua converge para O.

Teorema 3.1.2. Seja Br = (1— gn­1)9n, onde 0 < go <le0<g,<l rparan>1l. Então,

12h A AB
qq = J.1­1 ­ 1­0. 2­2 1 —... (3.1.10)

CELTA 0)
n=1

Demonstração: O caso go = O é dado pelo Lema 3.1.2, onde L = G.

Suponhamos, então, que go > O. Sejam Cr, e C* os n­ésimos convergentes das respectivas
frações contínuas (3.1.10) e

A &
Le 1

onde 01 = go e Di = B1,1=2,3,... . Então,

ch A &

1­ (3.1.11)

12­12­4270

onde (0; = (1— gº,)gi, com go = O e gr = gs, i=1,2....

De acordo com o Lema 3.1.2, C* converge para (1 + K)­!, onde K é dado por
oo

9192
—

GoG1i tc InK = TEA(1­9)2(1 go)=) (1—9gn­1)n=

= + Gl).—
Sabemos que o (n + 1)­ésimo convergente da fração contínua (3.1.11) pode ser escrito

como C*,, =1—gC7'. Assim,

1: Go1 n = — =dem C 9o + Go +

Portanto, a fração contínua (3.1.10) converge para go + (1 — go)(1+ G)', onde
1­9

—

9192:­­GnG = K­1=YN :

go (1 g1)(1—92)...(1— gn)
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

3.2 Sequências Encadeadas Positivas

Definição 3.2.1. Uma sequência fan), é chamada seqiiência encadeada positiva se
existir uma sequência fgkt&º, tal que, para n > 1

i)O<g<l, O<gn<l,
ii) an = (1 gn1)Gn, (3.2.1)

(gx), é chamada sequência de parâmetros para fan, ego éo parâmetro inicial.

Neste capítulo, vamos nos referir à seqilência encadeada positiva somente como seqgiiência
encadeada, e abreviaremos fan, por fan) e (gx), por (gx).

Embora não seja difícil construir exemplos de seqitências encadeadas, não é tão simples
determinar se uma dada sequência é encadeada. Em alguns casos, podemos encontrar uma
sequência de parâmetros fazendo go = O, qi = a, e, resolvendo (3.2.1) sucessivamente,
encontramos g;. Como exemplo, consideremos a segqiilência constante (1/4) e calculemos sua
seqiiência de parâmetros . Assim,

1 3 2=0O dl — — —ND = no, noz BZ NES e..
n

e, por indução, mostra­se que gi = ==, n > 0.

Por outro lado, (fan) = (1/4) também tem uma seqiiência de parâmetros simples (1/2).
Desta maneira, observamos que a seqiiência encadeada (1/4) não possui uma única seqiiên­
cia de parâmetros. Podemos, ainda, mostrar que a seqilência de parâmetros da sequência

encadeada far) = fa), onde O0<a < 7º não é única. De fato, seja (!/) uma seqilência de
1+y1­—­4a

2
parâmetros para fa). Então, a = (1—1)l, de onde concluímos que | = quando

1

0<a< T Ássim,

É 22) 1+91—­4a2 2

(1­2202A) | AXE2 2 '

para 0 <a<­ecO0O<l<l1. Portanto, existem pelo menos duas sequências de parâmetros
1h.) e (gx) para a sequência encadeada constante fa):

hi =31+VI=4 e ne =21= VI, k>O,
20
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

1

comb <as­.
Teorema 3.2.1. Sejam far) uma seqiilência encadeada e (g.,) e (hi) sequências de pará­
metros para fan). Então, g. < h, para k > 1 se, e somente se, go < ho.

Demonstração: Se (1— gn­1)9n = dn = (1— hnX1)hn, então

x (1­ hr)
IE EIA pu,
hk (1­9)

Deste modo, 0 < g, < hi < 1 se, e somente se, O < g.­1 < hr­1 <1l. Logo, go < ho se, e
somente se, g; < hr, para k > 1. =

Teorema 3.2.2. Seja fan) uma sequência encadeada. Se far) tem uma sequência de
parâmetros fg.) tal que go > O, então, para cada ho satisfazendo O < ho < go, existe
uma correspondente sequência de parâmetros fhy).

"
1 1

: , es

Demonstração: Se O < ho <qg, temos 0 < IR < 1 e, ainda, como a, é positivo,
— o =

= g1, pois g, satisfaz a7 = (1— go)g1. Deste modo,
a:

— SG

<2 2<&
1­h l1­m

0 =9g9,<l pois O<qga<l.

Assim, existe h, tal que

2 = h < g1, com à17 = (1— ho)ha, 0<h<l.
1­h

Suponhamos que exista h, tal que a, = (1— hr­1)hx, com O < hf, < g, <1. Então,

1 1
0 DE ENS ASEU

e, ainda, como ax,71 > O, temos

Ak+1 Ak+1 —o<

Ak+1

1—­ hr
g9r+1 < 1. Portanto, por indução, mostramos que existe uma seqiiência de parâmetros (h,). À
Deste modo, existe hr41 tal que hr41 = . Assim, ax41 = (1—hr4)hr41, com O < hr41 <

O Teorema 3.2.2 nos mostra que, se o parâmetro inicial de uma seqiiência de parâmetros
for positivo, sempre existe uma outra segilência de parâmetros. Além disso, toda seqgiiência
encadeada possui uma sequência de parâmetros (fm,) tal que mo = O e, pelo Teorema 3.2.1,
temos que mn < gn para qualquer outra sequência de parâmetros (gx).

21
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

Definição 3.2.2. Seja fan) uma seqiúência encadeada. Uma seqiência de parâmetros fm,)
é chamada sequência de parâmetros minimais se m?o = O.

Caso a sequência de parâmetros minimais seja a única sequência de parâmetros para
fan), dizemos que far) determina seus parâmetros unicamente.

Definição 3.2.3. Seja far) uma sequência encadeada. Uma sequência de parâmetros (Mx)
é chamada seqiiência de parâmetros maximais se, para qualquer outra sequência de
parâmetros (g.), M, > g,, k>O.

Teorema 3.2.3. Toda sequência encadeada possui uma sequência de parâmetros marximais.

Demonstração: Se far) é uma seqiiência encadeada que determina seus parâmetros unica­
mente, então sua sequência de parâmetros minimais é também sua sequência de parâmetros
maximais.

Suponhamos que far) não determina seus parâmetros unicamente e seja Mo o menor
limite superior para o conjunto de todos os parâmetros iniciais. Assim, O < M, < 1. Para
cada r tal que O < x < M,, existe uma seqilência de parâmetros fgx(x)) tal que go(x) = x.
Para cada valor de n fixo, g.(r) é uma função crescente, pois se 17 < ra, temos

Jo(r1) = 11 < T2 = go(T2)

e, portanto, pelo Teorema 3.2.1, gn(t1) < gn(r2), para n > 1.

Como gn(r) é uma função crescente e limitada (veja (3.2.1)), podemos definir

I­—My

Portanto, O < gn(x7) < M, <1,n>0 e, quando 7 — My em (1— gn1(x))gn(T) = an,
obtemos

(1 = Mi.) M, = an.

Deste modo, 0 < M, < 1 para todo n, pois O <a, < 1. Logo, ([M,) é a sequência de
parâmetros maximais para far). =

Dada uma seqiência fan), definimos a seqiiência fai!) por af =an,n=1,2,....
Teorema 3.2.4. (1) (af) é uma sequência encadeada com seqiiência de parâmetros (911%,
onde (g.) é uma sequência de parâmetros qualquer para far).
(ii) Se fmulL, denota a seqúência de parâmetros minimais para fal), então

k>O.

(iii) (MO), é a sequência de parâmetros marimais para fat”).

22
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3.2 Seqiências Encadeadas Positivas

Demonstração: (i) Temos que a =an= (1— gn)gn+1 = (1— 99 )I8,n > 1. Logo,
A é uma seqiiência encadeada tal que 90 satisfaz O < go < 1 para n > O. Portanto,

(1)(9º o é uma sequência de parâmetros para tal).

(ii) Como (max 12, é a sequência de parâmetros minimais para tal) e como m, > O, temos
que mo = 0<m = mt. Então, pelo Teorema 3.2.1,

Mag <4 mt), k>O.

(iii) Seja (M,) a sequência de parâmetros maximais para fat). Como (MO) é uma
seqiiência de parâmetros para fa()), então 0 < Mi = MO < Mo. Logo, (1 — Mo)M, >
(1— Mo)M,. Assim, existe M" > M, tal que (1— M*)M, = (1— Mo)M: = a. Por hipótese,
(M,) é a sequência de parâmetros maximais para fat”). Logo,

(1­ Mi1)M, = af) = ax

Fazendo & = 1,2,3,..., obtemos

(1­ M)M, =,

(1— MI)M, = a3

Desta forma, (M”", Mo, Mi, Ma, ...) é uma seqiiência de parâmetros para fan), o que é uma
contradição pois, como (My) a sequência de parâmetros maximais para fan), não pode
ocorrer M" > Mr, a menos que M*' = M,. Neste caso, temos que M, = MO, k>O.
Portanto, (M(”)) é a sequência de parâmetros maximais para fal). =

Teorema 3.2.5. Seja (b,) uma sequência encadeada com seqiúência de parâmetros (h,). Se
an <b,n>l, então mi, < h <M,, k>O.

Demonstração: Provemos por indução. Se 17 < bh, = (1— ho)h, então existe um q; tal que
a; =(1­ ho), 0<n<h<l

Suponhamos que go, 91, 92, ­ « «gn, com go = ho, existam e sejam tais que

ax = (1— ge), O<g&<h<l, k=1,2,...,7.

Logo, por hipótese, an+1 < bn+1 = (1— hn)hn+1 < (1— gn)hn+1. Deste modo, existe gn411 tal
que

An+1 = (1 = In)In+1) 0o< Gn+? < hn+1 <]).
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3.2 Seqiuências Encadeadas Positivas

Então, fa,) tem uma seqiiência de parâmetros (gx) tal que

go = ho e 0O<g,<hh<l, para n>I1, (3.2.2)

Desde que mo = 0 < go = ho. Pelo Teorema 3.2.1, temos que my < gx e, por (3.2.2),
mpi < h,, k>O. Além disso, Mo > go = ho. Aplicando este raciocínio para tafby e (6,
pelo Teorema 3.2.4 obtemos que

hi=hP<MP=M, para k>O.

Portanto, me < hr < M,. a

De acordo com o Teorema 3.2.5, se fan) determina seus parâmetros unicamente, então
tan) não é “dominada” por outra seqilência encadeada. Porém, se far) não determina seus
parâmetros unicamente, podemos construir uma nova seqiilência encadeada fb,) que domina
tan) tomando, por exemplo, b, = (1— hn­1)hm, onde

(a) hi=V/m.M, ou

(b) h, = Am, +(1— A)M,, 0<A<l

No caso (a), temos

E = (1 V/moiM) mM,
(1= ma = Mo: + moiMao)MAM,
[1 = mio) — M21(1— mia)jm M,
(1—= mai)M(1— Mai)M,=a02.

Logo, bn > an.

No caso (b), como Àº < A,

(1 = Mi­1)M, = A(M, = ma)(1 = Mir­1) + A(Ma­1 = mn­1)M,
= Xº(Mi1 = mn­1)(M, = Mn)
dn — MM, —= ma )(1— Ma1) +A(Mps1 = Ma1)MOA
an — M(1 =Mi)MA, = (1— mioi)MA] = an.

Assim, br > an.
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

Teorema 3.2.6. [Teste da comparação] Seja far) uma seqiúência encadeada. Se O <
Cn < ar para n > 1, então fce,) também é uma seqúência encadeada.
Demonstração: Definindo hq = 0 e h,7 =c, temos

e; = (1— ho)ha, 0<h<na=m<l.

Suponhamos que

Ck = (1 — hr=1)ha, 0<hk<mçi,< 1,

Por hipótese, cx41 < ax41. Então,

Ck+1 < akx41 = (1= me)mMÉÕ < (1 he)ME

Deste modo, existe hr41 tal que 0 < hr41 < mig, < 1, onde

Ckx+1 = (1— hiu)hego

Portanto, provamos por indução que fc,) é uma seqiiência encadeada. =

Através do teorema do teste da comparação, conhecendo­se uma seqilência encadeada
é possível saber se uma outra dada sequência também é encadeada comparando­se os seus
termos.

Denotemos, agora, por (mxn 1, a seqiiência de parâmetros minimais da sequência en­
kcadeada faff))%,.

De acordo com o Lema 3.1.2, a fração contínua

a a? a?
1 = 1­1...

converge para (1+ Lx)!, ou seja, Fr=(1+Lr)' e

k=0,1,2,...,

oo

TNEYITUÇIR * o MAkn
Li, = > O.K 2 (1— mu)(1— mio): (1— mi)

n=1

A positividade de Lx é facilmente demonstrada pois O < mi, < l, n=1,2,.... Então,
como L, > O, temos que O < Fx < 1. Se considerarmos (3.2.3) para dois valores consecutivos
de k, obtemos

AxlF.=1­ , k=0,1,2,.....ó
Fry1

Deste modo F.41 £ O para k > O e an =(1—F)F,, com 0O<FR<1 e 0<Fx<l,
k > 1. Logo, (Fx) é uma seqilência de parâmetros para far).
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3.3 Seqiuências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Teorema 3.2.7. A seqiúência (F,) definida por (3.2.3) é a seqúência de parâmetros maximais
para fan).

Demonstração: Seja (g.) uma seqiiência de parâmetros qualquer para far). Então, pelo
Teorema 3.1.2,

1­9
Fo = —, 3.2.4o IP tTTIÇ ( )

— ICIG = > :

E (1­n)1­92): (1­9)
Como 0 < go <1 e G > 0 temos que Fo > go. Desta forma, pelo Teorema 3.2.1, Fx > gx
para k > 1. Como (gx) é uma seqiência de parâmetros qualquer para (an), então (Fx) é a
sequência de parâmetros maximais para far). =

Teorema 3.2.8. Uma sequência de parâmetros (gx) é a sequência de parâmetros marimais
para far) se, e somente se,

—

I192:­. GnG = =
oO.A TA a. 0­0) ”

Demonstração: Pelo Teorema 3.2.7, Fo é o parâmetro inicial da sequência de parâmetros
maximal. Deste modo, se Fp for igual a go, então (g,) é a sequência maximal. Mas, em

EG = O, ou seja, se G = oo. Portanto, (g,.) é a
seqiilência de parâmetros maximais para far) se, e somente se, G = oo. =

(3.2.4), Fo = go se, e somente se,

3.3 Sequências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Seja (Pn)%, uma seqiilência de polinômios ortogonais mônicos. Vamos obter uma re­
lação entre o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [£1, m], dado pela Definição 2.1.4, e as
seqilências de coeficientes (6,) e fan) da relação de recorrência para P,.

Teorema 3.3.1. Uma condição necessária e suficiente para que (61, m] seja um subconjunto
a

: POAde [0,00) é que Br >O e | n+1 seja uma sequência encadeada.Bnn+1

A demonstração deste teorema, embora simples, é bastante extensa e pode ser encontrada
em Chihara [6, p.48].

Se escrevermos Rr(xr) = Pr(r + s) temos, então, que (R,) é a sequência de polinômios
ortogonais mônicos cujo verdadeiro intervalo de ortogonalidade é [64 — s,m — s].
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3.3 Seqiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Obtemos, da relação de recorrência (2.1.2), que

Pr(r+s)=(r+s—­B)Pii(r+s)— anPro(r+s)

e, deste modo,

ondec, = Dn —s e Pn= An

Pelo Teorema 3.3.1, temos que [64] — s,m — s] C [0,co] se, e somente se, c, > O, para

n>LleE é uma seqiiência encadeada.CnCn+1

Vamos introduzir a seguinte notação

An+1

Do Teorema 3.3.1, obtemos

Corolário 3.3.1. 61 > s se, e somente se,

(1) An >, n>1l,

(ii) fan(s)) é uma seqúência encadeada.

Demonstração: Pelo teorema 3.3.1, 1 > s, ou seja, [4 — s,m — s] C [0,00] se, e somente
Ant1se, 9, =s>0e n+

(On = s)(On+1 = Ss)
Corolário 3.3.2. m <t se, e somente se,

= ar(s) é uma seqiência encadeada. =

(ii) fan(t)) é uma seqúência encadeada.

Demonstração: Sabemos que o polinômio (—1)"” P.(—x) satisfaz à relação de recorrência
(2.1.1) desde que (, seja substituído por —6,. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade
correspondente é [­m,—&].

Do Corolário 3.3.1, para o intervalo [­m,—&1], temos que —m > —t se, e somente se,
An+1

(Br =P)(­Bnri =D)
Mas, âán(—t) = an(t). Logo, fan(t)) é sequência encadeada . =

—Bn > —t, n> 1 e ãárn(—t) é sequência encadeada , onde ân(x) =

Corolário 3.3.3. & < Bi <m n>L.

Demonstração: Supondo s = 6, no Corolário 3.3.1 e t =, no Corolário 3.3.2, obtemos
a <fl<m n>21 =
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3.3 Seqiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Teorema 3.3.2. [é1,m] é limitado se, e somente se, ambas as seqiências (Br) e fan) são
limitadas.

Demonstração: Se [&1, 71] é limitado, pelo Corolário 3.3.3 temos que (6,) é limitada. Como,
pelo Teorema 3.3.1, fan(£61)) é uma seqiiência encadeada, então tal seqiência é limitada e,
daí, fan) é limitada.

Por outro lado, se (On) e fan) são limitadas e, como a, > O, então

A<PR<B, O0<a,<C, n>1,
Escolhendo a < A, obtemos Br —a>B,­—­ A>O0O. Deste modo,

Podemos escolher a < A de tal forma que (On — a)(Bn4+1 — a) seja grande o suficiente para
que

0o< 4On+1 < 4C < (8n = a)(On+1 = a).

Então, O < an(a) < 1/4. Como (1/4) é uma sequência encadeada, pelo Teorema 3.2.6 (Teste
da Comparação), fan(a)) é uma seqiilência encadeada. Logo, pelo Teorema 3.3.1, se fan(a))
é uma seqilência encadeada e 6, > a, 6 >a.

Agora, se tomarmos b > B, temos, da mesma forma, 6, —b < 0. Analogamente, far(b))
é uma segilência encadeada. Assim, pelo Corolário 3.3.2, temos que m < b. Como 8 <m,
segue que a <&, <m <b. Portanto, [&4,m] é limitado. =

Teorema 3.3.3. [6é4,m] = [­0o,00] se, e somente se, fan(x)) não é uma sequência en­
cadeada para todo x real.

Demonstração: Suponhamos que fan(x)) seja uma sequência encadeada para algum x real.
Então,

Ant+1

Or = x) (Ons1 = x)
Como an4+1 > O, temos (dn —x)(On+1­X) > O paran > 1 e x fixo. Isso implica que (6n—) e

< 1.o<

(OGn+1= DT) preservam os sinais para um r € JR fixo. Analisemos os dois casos. Primeiramente,
se Bn — x > O para r fixo, então A, > r, n > 1 e, como an(r) é uma sequência encadeada
para algum rx, pelo Teorema 3.3.1 temos 67 > x, x fixo. Além disso, como 64 < m, temos
que r <& <m. Portanto, 6, é finito.

Agora, se BB, — r < O para x fixo, então BD, <rx, n > 1 e, como an(r) é uma sequência
encadeada para algum x, pelo Corolário 3.3.2 temos m < x, x fixo. Além disso, como 6; < m
temos que £4 <m < r. Logo, m é finito. Mas, se [61,,m] = [­0o,oo] temos, em ambos os
casos, uma contradição. Portanto, fan(r)) não é uma seqilência encadeada para todo x real.
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3.3 Seqilências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Reciprocamente, se fan(x)) não é uma seqiiência encadeada para todo x real, pelo Teo­
rema 3.3.1 temos que 6) < r para todo rx real, ou seja, 4 = —oo. Do mesmo modo,
pelo Corolário 3.3.2, temos que m > x para todo x real, ou seja, m = co. Portanto,
Em] = [—­oo, co]. =

Teorema 3.3.4. Seja r € (&1,m) tal que fan(x)), dada por (3.3.1), é uma seqúência en­
cadeada. Então, a correspondente sequência de parâmetros minimais tmr(x)) é dada por

Pr+1(X)
(x — Br41)Pr(2)'

Demonstração: Dividindo a relação de recorrência de três termos (2.1.1), isto é,

Pri1(z) = (x — Bai) Pn(£) — env1 Pa­1(D),

por Pr(x), com x € (61, 7), obtemos

Pr 1(7) — Pr1(x)PO = (17 — Bi) — On Pa(2) '

mi(x) =1­ k=0,1,2,.... (3.3.2)

An+1 =o[e — Bn+1) —o
e, ainda,

An+1
— Pr(x) bp Pri1(z) |.(x — Bn)(z­ On) (E—Bn)Pn1(D) (x — Bn+1)Pn(z)

Portanto, de (3.3.1),

Pr(rx)an(x) = 6) É “EEj) nz
Fazendo

Pro (x)
(x = Bn+1) Pn(x)'

(z = Bn)PnX1 LT

mhn(x) =1­

obtemos

1 =ma(1)] =

Daí,

an(x) = [1 = mi1(t)mÁ(T), n>O,

onde mh(x) é dado exatamente por (3.3.2).

Como fan(r)) é uma seqiência encadeada, temos que (mrx(x)) é uma seqiiência de
parâmetros que será a minimal se mo(r) = O. De fato, de (3.3.3) obtemos

(x — A) Po(s)
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3.3 Seqiilências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Mas,
Pi(1) = (x — A) Po(x) — a P1(1) = (1 — fi).

Então, mo(x) = O. Logo, (mx(x)) é a sequência de parâmetros minimais para a seqiiência
encadeada fan(x)).

Observação: Pela definição de sequência encadeada e para r & (61, mM), temos que

Pr41 (x)
(x = Bn+1) Pn(D) '

Como0 < mo(r) < le O < m, < 1, k > 1, então 0 < 1—­ mo(r) < l e
0<1—­mh(r)<1l, n>1. Logo,

1— mhr(xr) = n> 0.

Pr41(x)
o“ (x = Bn+1) Pn(D) <l, n>1. (3.3.4)

Podemos ainda escrever mh(x) da seguinte forma

s

Pri41(X) ­ (x — Bn+1)Pn(z) — Pn4+1(D) — Ann —1(r)
(x — Bn+1) Pn() (x — Bn+1) Pn(T) (x — Bn1)Pa(x)'mh(x) =1

ou seja,

an+1Pn1(X) n>0, ré(4E,m).MA) E Bnha) "?
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Capítulo 4

Medidas Relacionadas

Neste capítulo, apresentamos estudos sobre os polinômios ortogonais associados a duas
medidas relacionadas entre si. Relatamos resultados do trabalho de Bracciali, Dimitrov e
Sri Ranga [4] sobre sequências encadeadas generalizadas e medidas relacionadas, quando
considera­se medidas simétricas que satisfazem c dg2(x) = (kº — xº) dd1(x) e mostramos,
como aplicação, um estudo do comportamento, em relação ao tamanho e à posição do salto,
dos zeros dos polinômios cuja medida tem salto e a localização desses zeros entre os zeros
dos polinômios de Gegenbauer.

Apresentamos, também, os resultados de Berti, Bracciali e Sri Ranga [2] quando considera­
se medidas não­simétricas que satisfazem ec déo(r) = (x — q) dd1(x), acrescentando infor­
mações sobre o comportamento dos zeros de determinados polinômios cuja medida tem
salto, em relação ao tamanho e à posição do salto. Relacionamos esses zeros aos zeros dos
polinômios de Jacobi e Laguerre generalizados.

4.1. Preliminares

Seja dê uma medida definida sobre a reta real. Seja Supp(Q) o suporte desta medida e
seja 1º = [&4, m] o menor intervalo fechado contendo este suporte, ou seja, 1º é o verdadeiro
intervalo de ortogonalidade.

Denotemos por X*? = (—oo, co) I*º* o complemento do intervalo Iº em (—0o,0co). Do
mesmo modo Zº = CNI onde € é o plano complexo estendido. O fecho de X* dentro da reta
real será denotado por X*. Como X* = (—co, &) U (mo), então X* = (—co,4] U[m, co),
ou seja, os pontos extremos de Iº são pontos de X* Mas, co e —co não são pontos de X*.

31

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.1 Preliminares

Sejam (P$) os polinômios ortogonais mônicos com relação à medida dg e (O$) os
polinômios associados mônicos definidos por

ot) =| Fl) O a), nO,
Ho x—Ét

oo

onde uf = " t” dd(t), r > O, são os momentos dados pela Definição 2.1.1.
oo

Pelos estudos feitos no Capítulo 2, sabemos que os polinômios (Pé) e (O$) satisfazem
às seguintes relações de recorrência, respectivamente,

Pên (x) = (17 — Bi) PÉ(0) = af Pá 1(0),
6

n>1, (4.1.1)
Oz41(zx) = (x = Or41) OS(x) = af of.1(z"

onde Pó(x) = 1, Pó(x) =x— 6$, Oó(1) =0 e Of(r) =1, os coeficientes (É, n > 1 são
reais e a?+1, n 2 1, são todos positivos.

Seja a fração contínua

o Ó1 as az

(— BP) — (6— (1— 68)­
Calculando os convergentes C, = pelo Teorema 3.1.1 (fórmulas de Wallis), concluímos

bi)­
Ar
B,

oé3

—(z— 60) (7­6) (2­6) — (6o (4.1.2)

nfOÍ(x)

conjunto compacto de Z*. De fato, como

oo 1
Temos, ainda, que converge uniformemente para N" —do(t) em todo sub­

— oo —

Pi(x) = (7 —zt (6 = 712): (tn),n

Co)onde x, <TIn2 <<, são os zeros de Pó(x), então
noi(a) AÇÃO) 2 Ana AZ pa oa

PÃ(z) (0 si)  (é­xdn) (20­22) Emo (z hn)
Àn,1(1 — é2)" (x— zÉnd)+­ + Ann(t — ê): c(re­zÉna)(x — xã1) (xE.
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4.1 Preliminares

Para r = x? .,obtemosn,rI

Ónood(xi,) = Anr(É , — tn,
Portanto,

n$os(x$,)
Pó(xt,)ns — ,

onde PP? representa a derivada de P$. Então, An, > 0, r=1,2,3,...,n, pois, substituindo­
se loOS (x$,) na equação acima, encontramos

oo dx—co (x — ROEr)
que são os pesos da Quadratura Gaussiana e sabemos que são positivos.

Podemos então escrever

ntos((x) ?

Pi) 2d)aEE (4.1.3)

Pelas condições iniciais da relação de recorrência de O? e P? sabemos que P? é um
polinômio de grau n e O$ é um polinômio de grau n — 1. Logo, em (4.1.3), temos que

poOR(s) — pele ensaia) So Ane
Multiplicando­se o primeiro e último membros por r e aplicando­se o limite para x — oo,

nó = Any:
r=1l

Seja (dn) uma seqiiência uniformemente limitada de funções não­decrescentes definida

obtemos

por
fo)0, t< Tr 1

dnlt)= 4 NS Anny Ts St<xzd, s=23...,n,
nf, bn <t

para n > 1. Assim, pela definição da integral de Stieltjes (veja, por exemplo,
Widder [16]),

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17



4.1 Preliminares

= =—— 467 (1).
De acordo com o Primeiro e o Segundo Teoremas de Helly, Teoremas 2.1.5 e 2.1.6,

respectivamente, existe uma subseqiiência n, tal que

$ No oolim EMo mm [a = /ne 00 Pn.(DX)
dy(t»

x—t

onde yv(t) é uma função não­decrescente em (—oo, co).

Se a medida dg é determinada, então

ntod(x) fera)
POTRÃZ) —. éda Póa) tm / —— d69n(0)= / = 7 dÓ(t) IEZ

Como observação, sabemos que quando o intervalo de ortogonalidade é finito, isto é,
quando (À, e a, são limitados, a medida é determinada.

(x — 8)OS(x)
Seja Sé(r) = Pó(a)

escrever

, n> 0. Logo, Sô(x) = O, Sf(x) = 1 e, de (4.1.2), podemos

(4.1.4)

onde at(x) = a?,1/l(z — B8)(a — Bi), n> 1.

Seja também S*(x) definido em Z* por

Sº(r1) = lim S$(x).

ee Pé) ns no PE)

(2­6), pot) (2­6) f 60.Tao 7 ara Nr

s%5)= EEFf
Portanto,

do(t).
x—t
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4.1 Preliminares

Para S$ os seguintes resultados são válidos
nº ...at(x— 6Sta) — St(9) = ES ar
PP) Co,Natas cajz—=60) "O

Pi(a)PÃCa)

,

Si(x) =1+ ;

j=2

De fato, temos que

en) =S tm = E — BO) (x—B)OL(0)
(x — 61)

PÍ1(x)PÉ(0)
— Biapó pa otite) Pta) = Of ate)PLA(a)
— (7­Bafod 1:n—1"

[08(z)PL 1(8) — O1()PÉ(0)]

,

Então, para n > 2,

asas: af(s— 61)
Pi1(2)PÉ(0)

as cable60), 039calle6) as(x— 61)PP) * PER) | PADRAO O
1a atol mata A)

j=2

Para qualquer x E X*, Sº(x) > 1, n > 1, e (S$) é uma sequência crescente, isto é,
1< S(r) << Sé(1) <­ < Sº(1). De fato, para que Só6(x1) > S$(x), basta
mostrarmos (veja (4.1.6)) que

aj os cabo 01)
Pi1(2)PÉ(0)

>O0, n>2.

[2LC —

Pi1(x)PA (x)
­Como Pº(x) =1— 6, temos que 6é é um zero de PÉ. Então, 6 E Iº. Mas, como x € X?,

ou seja, x é Iº, obtemos os seguintes casos:

Já sabemos que a? > O para n > 2. Vamos então analisar o sinal de

i) Se x > (3, então x — BÉ > O. Sabemos, ainda, que Pó(r) > O, para n > 1,. Portanto,1 1 n

(x — 6)
Pri
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4.2 Caso Simétrico

(ii) Se x < 62, então x — 0º < O. Mas, se Pó(x) > O, então P?(x) < O ou, ainda, se
P$(x) < O, então P?(x) > O. Logo, Pó(z)PÉ (x) <0O, n>2. Portanto,

(x — 61)
Pi1(2)PÉ(0)

> O.

Então Sº(r) > SÉ(x), n>2, parar € X*. Conseqientemente,

St(x) < Si(1) << S*(1) << S*(x). (4.1.7)

Mas, Sf(r1) = 1 e, então, 1 < S$(x) <­­­ < Sº(1) <­­­ < Sº(xr) para x € X*. Deste modo,
St(x) > 1 paran > 2.

4.2 Caso Simétrico

Apresentamos, aqui, resultados do trabalho de Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [4], que
Ki M)estudaram algumas propriedades dos polinômios usando sequências encadeadas ge­

neralizadas e medidas relacionas por c dg2a(x) = (K* — xº) dé1(x), incluindo alguns detalhes
de demonstrações que foram omitidos no artigo.

Se dá é uma medida simétrica, ou seja, dé(—t) = —dé(t), então 6 = 0, n > 1 (veja
Chihara [6, p.21]) e

so= E / Zço=/ Açaco+ [E ado)

Além disso, se dá, e dá, são medidas simétricas relacionadas por

c dda(x) = (k* — xº) dd(x) (4.2.1)

a relação entre os polinômios ([P$!) e (P$2) dadas pela fórmula de Christoffel (veja, por
exemplo, Berti e Sri Ranga [2]) é

(2º — PY) Pº(2) = PÉ1,(2) —oPá(s), n>20. (4.2.2)

Outras relações entre esses polinômios e os coeficientes da correspondente relação de recor­
rência dada em [2] podem ser escritas da seguinte maneira:
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4.2.1 Seqiências Encadeadas Generalizadas

Se (4.2.1) é válida, existe uma seqilência de números reais (ln), com lg = 1, tal que os
polinômios ortogonais mônicos Pé! e Pé? satisfazem

Pá(e) = Pf2(e) = EA = 11 = ho) PÉ52(9),
(4.2.3)

k? k?
afha = Es —hL)(I+ha) e ofh= O —hL)1+hn) n>21

Este resultado foi demonstrado primeiramente em Sri Ranga [13] para E <0ec<Oe,
posteriormente, em [3] para todas as escolhas possíveis de &k e c, de forma que as medidas
dd, e dd2 tenham suporte comum em um subconjunto dos reais onde (k?º — xº) não muda de
sinal.

4.2.1. Sequências Encadeadas Generalizadas

Apresentaremos, aqui, a definição de sequências encadeadas generalizadas e todas as se­
Ó

Xn+1.. . A sa. . . fo) —qiiências de parâmetros para a sequência encadeada generalizada af(r) =

Definição 4.2.1. Seja far), uma sequência de números complexos tal que a, £ 0, n>1.
Dizemos que far |º., é uma seqiiência encadeada generalizada se existe uma sequência
de parâmetros ífmr 1º, tal que mo = O, m,, é finito e (1 = mii)IM, = an, nn >].

Como a, £ O, então m, £ 0 e m, Al paran > 1.

Denotemos, ainda, por (mr) a seqiilência de parâmetros minimais da sequência en­
cadeada generalizada (an). A classe das sequências encadeadas positivas é uma subclasse
das seqiiências encadeadas generalizadas.

Ó
An+1

(x — BA1)(x — BÊ)
cadeada generalizada para qualquer valor de x E Z* tal que x £ oo. O seguinte teorema dá

Por exemplo, a segilência encadeada aé(x) = é uma seqiiência en­

a expressão geral para os elementos de uma seqiiência de parâmetros qualquer de faP(x)).
Teorema 4.2.1. Dada a sequência encadeada generalizada

(et)­EBim h
seja (9ó(x,t)) sua seqúência de parâmetros tal que o parâmetro inicial gó(x,t) = t. Se
t* £ Sº(x) para todo n > 1, então (g$(x,t)) existe e pode ser dada por

Ó — — BP) Ó

Pix) — tiz — 05 )On(0) (EB)
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4.2.1 Seqiências Encadeadas Generalizadas

Além disso, se faóf(r)) é uma sequência encadeada positiva, então suas sequências de
parâmetros (9$(x,t)), tais que O < gf(t,t) < 1 e O < gé(r,t) < 1, são obtidas para
0<t<1/S*(x).

— t(z — B1)OL (4) af
1—B1)OA(x) (x­ Sn)Demonstração: Se gº(x,t) =

então,

) a.— B$)OR(x
x) (17­64)

(x
(x — 6Ô)
(x $d

n

ae1(2) — t
Pi(xr)—t a(

l(x — Bir)PÉ )J­a n1Pé1(2)]
[PÉ(z) — tis — 6)OA(a)](a — Bia

tzB)ltz — 2,1)OS (2) — sos1(2))[Pp (x) — tix — 1)OR(x))(z = Bina
|

Usando a relação de recorrência (4.1.1), obtemos

— Pintex) — t(x — 09) OS 1 (xT) 1
|Pó(xr) — tíxz — 01)OR(x)  (x— Bl)

= gê(x, t)

Desta forma, temos que

12 0 1,1) = E = (7).
Além disso, 9$(x,t) existe se, e somente se, Pó(x) — t(x — 89) OS(x) £ O, isto é, se, e somente

(xse, 1 £ St(9) = (2 — AÍ) SO, « Isto mostra a primeira parte do teorema.

Temos, ainda, que

— (x = PÍn(ex) — t(x — 8) OS n(z) 1
1 ana) Pó(a) ti > 9)OS(5) — (1 — OEx)

1­t5$(0) —Pin(0)
1­1t5d(z) Pilo)(z = 64)

Para que O < gó(r,t) <1, basta mostrarmos que O < 1—­ 94 <1. Mas, de (3.3.4),
obtemos que

PÉni(z)
(x — BA) PÉ(0)

se faó(x)) é uma sequência encadeada positiva. Isso acontece quando x € X.

n>l
, == ,0<

Como Sº(zx) > S$,(x)> Sé(x), para t > O temos que
1 tSº(1) <1—tSº (1) <1 —tS$(x).

38

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.2.2 Sequências Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas Simétricas

Além disso, se 1 — tS$(x) > O, então 0 < 1 —tS$,(x) <1—tSº$(x). Deste modo,
1­ tS11()
1— tSf(x)

se 0 <t <1/S*(x). Portanto, O < gé(x7,t) <1 se 0<t<1/S*(x).

Também, podemos mostrar que as seqiilências de parâmetros minimais e maximais são
obtidas para t = O e t = 1/S*(x), respectivamente.

Como gó(x,t) = t, então gé(r,0) = O = mé(xr). Logo, pelo Teorema 3.2.1,
g$(r,0) = mé(x). De (4.2.4), temos que

é

Of(2) — os a Onm1 (2)T­Br41 )gn(xt
a?Pi(x) — Ts o Pa­1()x­Pr41 )gn

tt =(1— 01)

e, usando frações contínuas, podemos escrever

—­ (x "= 6Ê) as Ant]

(8) (7­8) ) — (é B1)9n(a,?)
que é equivalente a

onde ag(x) = a?,,/l(x — B8)(z — Bd), n>1.

Mas, de (4.1.4), t** = S*(x) se, e somente se,

ab(x) af4o (x) aÉ ,3(x)
1 — 1 — 1

e, portanto, pelo Teorema 3.2.7, gó(x,t) = M$(x).

gÉé(x,t) =1­

4.2.2 Sequências Encadeadas Generalizadas e Medidas Relaciona­
das Simétricas

Nesta subseção, analisaremos as seqiiências encadeadas que surgem quando consideramos
a relação entre as medidas dá, e dé. dada por cdga(x) = (k* — xº)ddi(x).

1— nSubstituindo­se 9, = ( ) n > O, em (4.2.3), obtemos
Pi1(x) = Piº(x) — kºgngn1 PÁº2(0).
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4.2.2 Seqiiências Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas Simétricas

$d1

Pelo Teorema 3.3.4, podemos escrever [1 — mé!(k)jméi(k) = tl comk2OO
PÍL(k) ; Ads ;= dao 7 > O, lembrando que as medidas dg, e dá, são simétricas, ou seja,kPAº(k)

$1Bê, =0. Mas, de (4.2.3), (1 — gn­1)9n = DD. . Então, [1—m$!(k)J]mnéi(k)= (1 — gn1)O9n­
Como go = 0 = mé!(k), comparando gr com os parâmetros mé! (k) temos que gr, = mé!(k).
Deste modo, as equações em (4.2.3) podem ser escritas como

Pir(x) = PÍº(2) — KPmá' (k)mZL (k) PS,e»$d1
2X,[1 =méL (bjm3i(k) = ... e [1—=mé(k)lm$é(k)=

af
k2

encadeada positiva se &k for real e não pertencer ao suporte da medida, ou seja, se k não

para n > 1, onde é uma seqiiência encadeada generalizada (e é uma seqiiência

pertencer ao verdadeiro intervalo de ortogonalidade).

A fórmula de Christoffel (4.2.2) pode ser escrita como

(2º — Fº) PÉ (2) = Pin() > PEL mi(IL > mé(bB]JPE(2), n20,

— PÁ (E)ois 1 — mé!(k) = HZ

As relações acima nos permitem obter informações sobre os polinômios P$? através de
Pá.

Veremos, agora, como podemos obter informações sobre os polinômios P$'! através de
1+1/,P%º, Substituindo g, = — +L n>—l, em (4.2.3), chegamos em

PiN(x) = Píº(x) — RP(1 = gn)(1 — gn2) PÃ22(0),
af

(1 gn­1)M­2 = e
141para n > 1. Neste caso, temos 9­1 = " 2º =1,

$d2
AXn+1

k?A sequência f ) é uma seqgiiência encadeada generalizada e (gn) é uma sequência
de parâmetros com parâmetro inicial go== Mas, de (4.2.3), af! = Ea — h)). Então,

oÉ! 141! *a 1
nica Deste modo, o parâmetro inicial é dado por go= 1 — Te
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4.2.3 Uma Aplicação para os Polinômios K**"

Pelo Teorema 4.2.1, obtemos

Gn = 9P(k,t), nO, (4.2.5)
d1

onde g8º(k,t)= t =1­— Do SeO0< GJÉ(k,t) < 1, então k precisa ser real e, de (4.2.5)ek2
(4.2.5),

$d2 $d1
d2 — — Anogn (k,t) = e [1—­ ge(kt)]=o n>21

Conseqiientemente, O < géº(k,t) < 1 para todo n > O. Nestas condições, (af? ,/kº) é uma
seqilência encadeada positiva.

KOMko)4.2.3 Uma Aplicação para os Polinômios

Usaremos as relações da subseção anterior para obter informações sobre os polinômiosortogonais K(***) associados à medida dé(***) dada por (2.3.1). Lembremos que, quando
k=1, K,AM são os polinômios de Koornwinder simétricos.

Se fizermos dé1(r) = dé MA(x), como dga(x) = (kº — xº)dd1 (x), obtemos

dda(x) = ((2M + DESP — 22) HW,

FO) If) = Riofa [Ebal MARA
Deste modo, a medida dd, é a medida associada aos polinômios de Gegenbauer, PpOT).
Como foi visto no Capítulo 2, os polinômios mônicos PST (x) = P$º2(x) são dados por

—n (2+2X)1
(1+X),

xPé(r)=1 e Pée(t)=(2) 2Fi(=n,n+22+2;3+3/2 E), n>1
e os coeficientes da relação de recorrência são

0% 2 QD Lil nín+2A+I)

De (4.2.5)e (4.2.5), escrevendo g$º(k, 1­­a$! /k2) = h$º(M, k) obtemos, para K6"*(x) =
Pái(r) e ah = od, que

KOMN(1) = Pá(a) ­ POL RE (ML ­ MEM IPEA, — (426)
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4.2.3 Uma Aplicação para os Polinômios K""'"

TO == RE(MDIRSILE), n22
e a MA) kº[1— hM, k)), onde

da di kd o ndhéº(M,k — nd k,1—­ 0% kº =1­ XD qo Ho — Ho aORE Ta 2/1)
kº kºp6' RºU6

Mas, nê = 1, Então,

SE 2d)  fRA 22)dz
k? — CEM +1)R2LOP[1]

1 SP OR ­EM TDfmetho
1

(2M + 1)S*2(k)

hº(M, k)

aê?
n$º(M,k) = ml, n>I,kº[1— het (M,k)]

que, pelo Teorema 4.2.1, pode ser escrito explicitamente como

PÉ(k) — tkOfº(k)o&ºXn+1
PÁ(k) tkOP(k) &k

h$2(M,k) =

kOR(k)Mas, S$º(k) = —<2,as, Saº(k) PK)
PR(bata 1­5 (k)ha (Mk) = kPÉ(k) 1­—tSÉ(k) ,

(N,M,k)
acom t = hº(M,k) =1­ ..

Em (4.1.6), temos

SZa(k) = SÉ2(k) + PEIDPA(O ,

1 (242)M da nº .. de MR n

95,02 93 UU MIS Mm TINN(2+A),
(2+2X), k

n>1
(1+A)AI(2+A)) PÉ(k) PÉ (k)' =

. Então, Ss, satisfaz à relação de recorrência

SÍa(k) = S$2(k) + —
com SÉº(k) = 1. Como SÉº(k) = O temos que esta relação vale também para n = 0.
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4.2.3 Uma Aplicação para os Polinômios K E"

Quando k = 1, obtemos

(2+2N),
(1+ 3),

pois ahh(—n,n+214+2;A+3/2;0)=1e,paran >,

n! (2+2X), 1

1 (1+N)A(2+A)5 PE(D)PR1)
2n!/(1+ A)nn

(2 + A)A(2+2A)n+1
nº

(3 +2X),'

PÉ) = (2)?

S(1) = SE) +
S$2(1) +

S$2(1) +

Conseqientemente, podemos escrever

|Então, como 2F1(1,1;3+2AN;1)=1+> G I————, temos que sua n­ésima soma parcial é+22);
dada por S&º,(1).

1
xPara o caso especial À = O, obtemos aÉº, =>” > 1e Of2(x) = PÓ (x), que são os

polinômios de Tchebichef de segunda espécie de grau n — 1. Então, podemos escrever

PÉ(k) — tkPÉ2(k) 1
a (k) = tkPS2,(k) 4kh$º(M,k) =

Como P$? são os polinômios de Tchebichef de segunda espécie mônicos, sua relação de
recorrência de três termos (veja, por exemplo, Szegó [14]) é dada por

P$2(k) = EP$2,(k)— 2 PÉ24(k).

PC(k)tkP(k) 1
k(1— t) PR (k) — 1PÉ22(k)4k

PÉ? (k) — tkP$2,(k) 1

PÉ (k) — x PÉ2,(k) 4kº(1 — t))EDDD
Conseqgiientemente, se tk = [4k(1 — t))­! então héº(M,k) é uma constante. Isto acontece
quando t = ­[k + yk? — 1) com os valores para os parâmetros h$2º(M, k) dados por

1 1REM,k) = 2 lk+ VES1) TEas ES
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4.2.3 Uma Aplicação para os Polinômios KM"

De há? =t = [k+Vk? — 1] e de (4.2.7), temos que
1 1

—[k + Vkº — 1) = :2K| (2M + 1) S*º(k)

2k[k + Vkº — 1]

para os polinômios K("**!, quando 2M +1 = 2k[k + Y/k? — 1)/S*?º(k), são dados por
Então, 2M +1 = . Deste modo, os coeficientes da relação de recorrência

1

(2M + 1)SP(k)
a PM) — k?[1 — heº(M, k)] — k? 1—

lkF VEZ
1ah) kº[1— héº(M, k)]héº (M, k) = 7 >1.

Vamos analisar os valores " M para os correspondentes sinais de mais e menos. Paraobtermos o valor de S*º(k) = —=) epo ças), fazendo a mudança de variáveis x = cos,vamos primeiramente calculara seguinteo
f . (1­9) Pde= [ gdank­x “Ja k—coso

1­2

1+1Fazendo t = tan(9/2), temos que cos=

11 21­1/2fo? dx
. Logo,

Como d arctan(ct) = E com c constante, então
dt 1+Cr !

1º) Vºdr = —=——.
kº—1
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K(

Podemos, agora, calcular a integral
1 1/94 2/f . (1—­ 2º)dr = f. a — xº) WVPdz1k—­x

1 1 1 a?" (1— x) V?dz — N" E 0 — xº)VW dreo? 16

kKº+x?do[E
TEPogeçthreTk VET.

— xº) VW do

k ff 1E). poçttt)
1

((2M+ LC (1197! k . = — xº)Pdx
1 R—

k

nó?

a
0

O (2M + DEC lh = VET.
Mas,

nó? = ((2M + CPO/ (1 xº)/Pdr = ((2M + 1)LOPO 7
—l

Portanto, S$2(k) = 2k[k — Yk? — 1). Assim,

o FVkR­1+VkR1
2lk— VEZ =1

Então, para o sinal negativo obtemos M = O e, para o sinal positivo, M =

4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K(*E

Nesta subseção, estudaremos o comportamento dos zeros de KxAME) como uma função
de seus parâmetros, A, M e k e apresentaremos a relação desses zeros com os zeros dos
polinômios de Gegenbauer.

MM, k M+1 " ; ; : soaComo K(M* e Péº2(1) = P*+ (x) são ortogonais com respeito a medidas simétricas,
esses polinômios são funções pares (ímpares) quando n é par (ímpar). Então, seus zeros são
simétricos com relação à origem, sendo suficiente analisar somente os zeros positivos.

&Mk) 0H)Denotemos por , er”, j=1,2,...,1n/2), os zeros positivos de KO e
M+1PpO+ ), respectivamente, em ordem decrescente.
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K"1*

Lema 4.2.1. Sejam qr(t) = (r—x1):­(t—Xxn) eqna(t) = (t—­<):  (f­Yyn1) polinômios
com zeros reais e que se entrelaçam, isto é,

Tn < Yn=1 << LEn21 <Q <UN <TL

Então, para qualquer constante c real, o polinômio

Q(rx) qn(x) = Ccqn—1(X)
tem n zeros reais E, < En] << 6 <& que se entrelaçam com os zeros de qn(x) e
qn­1(x). Mais precisamente,

(A) se c>O0, então
TtI< Es

Tr <E&<UY, T=2...,7

(B) se c< O, então
yr <E, <X, rT=l,...,n—­ll,

&n < Tn.

(C) Além disso, cada E, é uma função crescente de c.

Demonstração: Para c= 0 temos que Q(r) = qn(x). Então, &, = rr, r=1l,...,n.

Suponhamos c > O. Então, como Q(t,) = —egn­1(Tr), T7=2,...,n, temos

sinal(Q(r,)) = —sinal(g1(xr)) = (=D(=1)"" =(—1

e, como Q(yr1)=qn(Yr­1), T7=2,...,n, temos

sinal(Q(yr­1)) = sinal(gn(yYr­1)) = (—1)".

Conseqiientemente, Q(r) muda de sinal entre x7 e yr, rr =2,...,n. Então, Q(r) possui
zeros E,, r =2,...,n satisfazendo (4.2.9). Temos ainda que Q(r1) = —ceqgn­1(71) <0O e, além
disso, quando x — oo o polinômio gn (tr) vai mais rápido para o infinito que qn­1(r). Então,
Q(r) vai para o infinito. Logo, existe &, tal que &4 > x1. Portanto, (A) está demonstrado.

Suponhamos, agora, c < 0. Então, como Q(r,) = —ceqgn­1(Tr), temos

sinal(Q(x,)) = sinal(qgn­1(tr)) = (—1)"7, r=1...,n­—1

e, como Q(y,) = qn(y,), temos

sinal(Q(yr)) = sinal(qn(Yr)) = (—1)”,
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K

Portanto, Q(r) muda de sinal entre x, e y., r = 1,...,n— 1. Logo, Q(r) possui zeros
61, r=1,...,n—1comy,<6 <rr Temos, ainda, Q(tr,) = —ceqn1(tn). Então,

e se n for par, Q(rn) <O e, ainda, quando x — —oo, o polinômio gr (x) vai mais rápido
para o infinito que gn­1(r) vai para —co. Então, Q(r) tende para infinito. Logo, existe
&n < Tr tal que 6, é um zero de Q(r);

e se n for ímpar, Q(r,) > O. Além disso, quando 7 — —oco, qrn(r) vai mais rápido para
—oo que gr­1(r) vai para oo. Então, Q(r) tende para —oo. Logo, existe 6, < Tr, tal que E,
é um zero de Q(r).

Portanto, existe 6, < rr para todo n. Deste modo, demonstramos (B).

Provemos, agora, a monotonicidade dos zeros de Q(r) com respeito a c. Seja

Qe(x) = qn(x) — (e + €)qn—1(T),

com e > O. Sejam os zeros de Q.(r) dados por &n(e) < +++ < £1(e€e). Podemos notar que
£, = 6,(0) e, como Q(r) = qn(x) — egn­1(x), temos

Qe(x) = Q(z) — eqni(0).

Como, para ambos os casos c > 0 e c < 0, y, e £, se entrelaçam, por (A) podemos concluir
que 6, < E(0). "

Uma modificação do Lema 4.2.1 para polinômios pares ou ímpares pode ser dado pelo
seguinte resultado:

Lema 4.2.2. Sejam Qn(r) e Qn­2(x) polinômios pares(ímpares) com os coeficientes dos
termos de maior grau positivos e com somente zeros reais cujos respectivos zeros positivos
11 >" >Tn2) EN >*"**>Y(n2)/2) se entrelaçam, isto é,

L|n/2) < Yl(n=2)/2)] << UYWN <A.

Então, para qualquer constante c real, o polinômio

Q(z) = Qn(z) — cQn­2(7)

tem n zeros e seus zeros positivos Em/a <*:­ <& <6& se entrelaçam com os zeros positivos
de Qn(x) e Qn—a(r). Mais precisamente,
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de K(1"

(A) se c>O0, então
nn< En)

Tr, <Er <UYr1i, rT=2,...,|n/2];

(B) sec<O, então
Yr <E& <T, r=1,...,|n/2)­1,

Em/2) < Tin/2)­

(C) Além disso, todo zero positivo E&,., parar =1,...,|n/2|, é uma função crescente de c.

Teorema 4.2.2. Para quaisquer k > 1 e M > O os zeros dos polinômios KM) e PO
n > 2, satisfazem

(A+1) (1,M,k)
n,l Tnr,1r” <

T+) < LM) < 07) r=2,...,[n/2].nº2,r=1)

Álém disso,

a) para quaisquer nº er tais que Ll <r <|n/2) e n>2, LEMA) é uma função crescente
de M para M € (0,00);

b) para quaisquer n. er tais que Ll <r<|n/2)] e n>3, LM A) é função crescente de k

24 +3 ), Ê — COSpara k E [k(A,M), oo), onde k(A, M) /C + 4(A + 2) M
Demonstração: De (4.2.6), podemos escrever

KIA(a) = P2(1) — enÃ(A, M, k) P222(0),

onde cn (A, M,k) = k2(1— h8º (M,k))(1— h2º.(M,k)).
De (4.2.7), temos que

1

(2M+ 1)Sé2(k)'
Como S$º(k) > 1 e M > O, então O < hº(M,k) < 1. Conseqilentemente, como
aÉ?, = kº[1 — R$,(M, k)]h$º(M, k), obtemos

he? (M, k) =

o? oó!
h$º(M,k) = E e 1­AE(MbD]J=—Z2—, n21

Podemos, então, concluir que 0 < héº(M,k) <1, n>1. Assim, cn(A, M,k) > O e obtemos,
do Lema 4.2.2, que
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4.2.4 Monotonicidade dos Zeros de KM"

vamos analisar os valores de k cuja derivada de f(k) = k? [1 —­ em=7| é positiva. Como
1 KR 1 268S*P(k) = T— dd2(r1) =—==) Tr 20 x),

obtemos

Of(k) 1 2” 9S*2(k)RMT SEO TeMIDISSER &
OSP?2(k) 1 /' —4krº

A E), (E?Tmara dpa(r).

2 (1. 2 1 +2

(2M + 1)(S*(kFã
2De S2(k = 1"ae 2 1é2()) obtemos

Of)
ah

2Kkº Na. xia =2 IM TUDGEOIE ), Ee — aaa tó )|:
Então, para k > 1,

O ! 1

Deste modo,

ff — dg (x) < HP sp)o (kra) (kº — 1)2Kk?
|

Logo,

9f(k) KºDk >2k|1­ GM TDSSUUE=7 |
Mas, de (4.1.4), temos que

2S$2(k) = ES
ks

Como S$º(k) < S*º(k) então ( para k > 1)

Of(K) ­ar 7 AT TH TES)
50
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43 Caso Não­Simétrico

Para descobrirmos os valores de k tais que, Ao > O, precisamos analisar
ko oO

BM IDE­ZD? |
$d2 — 1Mas, 02º = XT) . Então,

2X +2)k2—1
>0O1­ 2(A4 + 2)(kº — D(2M +1) É

e, além disso,
(24 +3)

4(A+2)M'

Portanto, se k? > 1+ Oda então dm > O. Assim, hÍº(M, k) é uma função decrescente de
k para k> /1+a Então, cr (A, M,k) é uma função crescente de &k para n =3,4,....
Deste modo, pelo Lema 4.2.2, LM) é uma função crescente de cr. (A, M,k). Então, LOM)

kKº>1+

é uma função crescente de k, para 1 <r < |n/2] en > 3, e, também, para k E [E(A, M), co),
onde (A,M) = 1+ 26557: "=

4.3 Caso Naão­Simétrico

Primeiramente, apresentamos resultados do artigo [4] que nos fornecem a relação entre
duas seqiilências de polinômios ortogonais cujas medidas associadas estão relacionadas entre
si por uma multiplicação (ou divisão) por um polinômio de grau 1. Acrescentamos um
estudo sobre o comportamento dos zeros dos polinômios generalizados relacionados com os
polinômios de Jacobi e Laguerre.

Sejam dêo e dá, duas medidas definidas sobre o mesmo suporte E € [a,bl,
—oo <a <b < oo, satisfazendo

cddo(x) = (x — q)ddx (x). (4.3.1)

Aqui, q admite um valor real tal que r — q não muda de sinal em E. Os valores c e q são
tais que (x — q)/c é finito e positivo no menor intervalo que contém o suporte comum das
medidas. Isto é, se q> bentão c<0 e, seg <a, então c>O0.

Expressando P$?! como uma combinação linear dos polinômios (P$º), obtemos

PÍr(x) = PP(9) +b1PIN(8), — n21, (4.3.2)
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4.3 Caso Não­Simétrico

pábn­1 = To n>1,
CPn1

com pó = nó e pá = (P$, PE), =aL ad. ­obub, n>1.

De fato: pela propriedade de ortogonalidade,

(Pt Pd) = (PaEPPA) =0 se jánado e
da

Mas, como Pú1(x) = Y oxPÉº(0),
k=0

Pi,PR) =X 0n(PE,PÉ) =0;(PE,P) =0 se 0j=0.( ? Ido 2. AL Ido IN Ido J

Portanto, 0; = 0, j <n—2e assim,

Pi'(z) = Pº(%) + onPLº1(0).

n

= Y ox (PE PR), = O0n1 (Pi, PL)(Pés, PL)
k=0 odo do |

Além disso,

do(Pé, Pta) = (PEEOPt)C
d1

e, assim,

on (PÉ21, PÉ)
do

Logo,

e, portanto,

com pf = (P$, P$),.
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43 Caso Não­Simétrico

Da relação de recorrência para os polinômios ortogonais (4.1.1), sabemos que
Óé —P :

—Ani] ==3" > Ouseja, pê = ad, oÉ..
n—l

Berti, Bracciali e Sri Ranga [2] demonstraram os seguintes resultados, que serão impor­
tantes no restante desta seção.

Lema 4.3.1. Sejam dd, e dd, tais que (4.3.1) vale. Então, os coeficientes de conexão bi, na
relação (4.3.2) satisfazem

(1) bn /bn­1 = 042/01;

(it) bn = bn1 = Bis, — Bê;

(iii) (64, — Bfo)bnm, = 089,= afla,
para n > 1, onde by = 6Éº — 89º = 8! /(BÉ — q).
Demonstração: O resultado (1) segue de (4.3.3). De (4.3.2) e da relação de recorrência
(4.1.1) para Pé,

b bnl——Pt (x), n>1.Pi (z) = E so (E — Brg1)| PE (x) — =
n+i af

Substituindo esta relação e (4.3.2) em (4.1.1) para P$! e em seguida, usando o resultado (i)
do lema, obtemos

Pin (z)= [x — (Ba ++ br — bn­1)]PÉº (x) + [bn=1(68º — si) — af PÉ? 1(z )

paran > 1. Deste modo, comparando este resultado com a relação de recorrência (4.1.1) para
P$, chegamos aos resultados (ii) e (iii). As condições iniciais são facilmente estabelecidas
de (4.3.2) e (4.3.3). "

Lema 4.3.2. Sejam dá, e dá, tais que (4.3.1) vale. Então,

1 oar, noBa +bai= E — Ba+bn=.
Conseqgiientemente, os coeficientes bi”, nn > 1, podem ser gerados por

oó! do

br — Xn+2 br — — Xn+1 :
—q +4 — bhn1 ­ (dm 9) bn=1
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4.3 Caso Nâão­Simétrico

Demonstração: De (1) do Lema 4.3.1, obtemos

bras,— bn10Ã%o = br1(aÃLo ­ af), n21.
Aplicando o resultado (tit) do Lema 4.3.1, a equação acima pode ser escrita como

brado, ­ bn­100%,2 = bn=1bn (684 — Bãi2), n=l,
que é equivalente a

bnlaÉº,— bnW1B891,) = bn1(0É%2— bnBÃLo), n>1.
De (ii) do Lema 4.3.1, desde que BÉ!, == BR, — bn4+1 +bn, n> O, então

bnlasa,— bnz1 8881) = bn1(0022— bn ea + bnbns1)—bn1b2, —n>1
Isto mostra que [af , — bn­1 o +bn1bn]/bn­1 é uma constante para n > 1. Para encontrar
o valor desta constante, temos, de (ti) e (it) do Lema 4.3.1, que

bo bo bo

Deste modo, usando as condições iniciais do Lema 4.3.1, é fácil mostrar que o lado direito
da igualdade anterior é igual a —q.

aSº — bo 8º + boba — asº — boB5º + bê o — boi + b

Finalmente, também de (ii) e (iii) do Lema 4.3.1, encontramos que

afh2 — br (6, —b1) = af, = bn(B8º, — bn+1),

concluindo, assim, a demonstração do lema. =

Os resultados dos Lemas 4.3.1 e 4.3.2 também podem ser encontrados em Belmehdi [1],
Marcellán e Petronilho [10] e Maroni [11].

Além desses, serão necessários ainda os seguintes resultados:

Lema 4.3.3. Sejam f(x,y) e Of y) funções contínuas de x, y, ema <r <byYn <Y <a.
Oy

df — oafizy)e). fa,u)da = | Oy dz
para todos os valores finitos deb > a.

Então,

Lema 4.3.4. Seja SO f(x, y)dr convergente quando 11 <y < ya. Além disso, seja SO 22 da
uniformemente convergente em 411 <y < y2. Então, em y, <yY < Yo,

df? — [MPôfiz,y)e). f(r,y)dr f E dr.
954
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4.3.1 Seqiiências Encadeadas e Medidas Relacionadas Nâo­Simétricas

As provas dos últimos dois lemas podem ser encontradas, por exemplo, em Ferrar [7] e
Widder [16].

Teorema 4.3.1. [A. Markoff] Seja w(x) = w(x, x) uma função peso no intervalo [a, bl, que
depende do parâmetro «K, tal que w(x,K) é positiva e contínua para a <x <bek <Kk< Ka.

Consideremos, também, que a derivada parcial w.(x,kK) existe e é contínua para a <x <b

eKM <K< ka, e que as integrais
b

f ota, nda, k=0,1,2,...,2n­1,
convergem uniformemente em todo subintervalo fechado &' < «< < x" do intervalo aberto
(K1,K2a). Se os zeros de pn(x) = pn(x,x) (ortogonal com relação a w(x,x) ) são denotados
por (9) > (2 > > x, então o r­ésimo zero, xºº), (para um valor fixo de r) é umafunção crescente de K se w,/w é uma função crescente de x e ls) é uma função decrescente
de x se w,/w é uma função decrescente de x, a <x < b.

A prova deste teorema pode ser encontrada em Szegô [14, p.115].

4.3.1 Seqiilências Encadeadas e Medidas Relacionadas Não­Simétricas

Diferentemente do caso simétrico, aqui não será necessário utilizar sequências encadeadas
para o estudo da monotonicidade dos zeros. Porém, nesta seção analisaremos seqiiências
encadeadas que surgem quando consideramos a relação (4.3.1) entre as medidas dg, e dá,
e, através da teoria de seqilências encadeadas, podemos encontrar os valores dos coeficientes
da relação de recorrência para os polinômios Pé!. Isto é particularmente interessante para
facilitar a geração, principalmente computacional, de tais polinômios de grau elevado.

Do Lema 4.3.2, obtemos
do

Arbn Bê —q) = b =
que equivale a

oo b+ — n

bn1(68ME " (6 =
a*?oSeja 9º (q) = n TT > n > O. Podemos mostrar que (9Éº ,(q)) é uma seqiilência

n=1Wny+l

de parâmetros para a seqiiência encadeada fa$º(q)), onde
o

DE BEE.
DO
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4.3.1 Sequências Encadeadas e Medidas Relacionadas Não­Simétricas

De fato,

(i) Se q <a, temos c > 0. Então, br­1 > 0 e (089,— q) > O (pois 6%, E [a,b]). Logo,
98º(q) > O e, do Lema 4.3.2,

é anta[1] — — nnAnt] Bia 1 ha — bn
— bna(6ÉL, = D. (81 — q) (8nl —q)

Portanto, O < g9Éº (q) <ln>1.

> O.

(ii) Se q > b, temos c < 0. Então, br­1 < 0 e (888,= q) < O (pois BÉº, E [a,b]). Logo,
9Éº(q) > O e, do Lema 4.3.2,

b1 98(9)=ço> 0.(Ba
Portanto, O < 99º (q) <1, n>1.

Além disso,
(1— 982 (9))afº(a) =0a8(q), n>1,

com 0 < a$º(g) < 1.

Podemos também escrever

ato (q) a, (q) ao, (q)
1 — 1 — 1 No,ga) =1­

onde afº (q) = a 2/1(6Rno — a)(68, = q), n 2 1. Deste modo, temos que (98º21(9)) êa
seqiiência de parâmetros maximais para a seqiiência encadeada faf?º(q)) (veja Chihara [6]).

Tendo informações sobre a medida dg", temos de (4.3.2), que
$o

Pír(a) = PÍº(0) + Fr Pra (a),(2) = FE) Po goct
aê

9º o —, n21(&nl a)(61ndo —qa)(1 = 9º)
aê

(81º — q + usº(0$º q)9º =

Podemos, ainda, encontrar os valores dos coeficientes da relação de recorrência para os
polinômios P$!, Do Lema 4.3.2, obtemos

o
= (62nal bn1
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

o o!e, do Lema 4.3.1 (1), Sn+1 — Dnt2 Pntão,
bn­1 br

= (68, —­q)­

do
Ant+2 . Logo,

aaa =a)

o omAnt? n+2(684 —xa = gi (a)(682a) | 9º (a)(68,—
Mas,

oXn+2

(6X — qa)(0%%2 — 9)(1­— g9821(9))98º(q)=
Assim,

afho = 98%, (q(1 g9&º (9))(6Índ —q), n>1.
Além disso, do Lema 4.3.1, obtemos

03º = bo(B' — q) = cubº (61º — q — cuáº).

Agora, do Lema 4.3.1 (ii), temos que br — bn­1 = 689,— BA. Então,
ao aê

O iá An+2 + + :fria= Ora— gs (Ba) (DIA)
Mas,

oo
do An+2(6X — q9)(1 — gn21(9))= (8%, — otq) .

Portanto,
Ba = q + (689, — a)aft(a) + (68º = a)(1 —9822(9)), n>21,

PENA é1 = a Tate.o

4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

Nesta subseção, estudaremos o comportamento, com relação à posição e ao tamanho
do salto, dos zeros dos polinômios associados à medida apresentada abaixo (4.3.4), e os
relacionaremos aos zeros dos polinômios de Jacobi.
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

Sejam O < N <oo e |k| > 1. Consideremos os polinômios ortogonais mônicos prob)
associados à medida de probabilidade dg(*A9=N) dada por

1 LB) [p]d (a,B,e,N) = ———=­=—= — — O.fPAGE) = sy (NP(9) + Tramp) 1 (4.3.4)

onde p é qualquer polinômio e L(*P"[7] = Sº pla) EDU q7, Aqui, se |&] > 1, então
a > —1,0>­—1l,sex=1,entãoa>0,0>­—le,sex=­1,entãoa>­1,08>O0.

Quando N > O a medida dg(6*N) tem um salto no ponto x. Em (4.3.4) a medida é
escrita de forma que o valor do salto em x é N/(N +1), proporcional à sua massa total, que
é igual a 1.

plebsd)Quando J|&x| = 1 então os polinômios são casos particulares dos polinômios de
Koornwinder [9].

Seja '

a, Be, N B,s,N
(DK, Be, N Bye,NPP D(2) = (2 = AT PAIO(A) — AGA OPÉS”),

com PÍÊÉN) = 1 e PIPA (Z) = z— pesbeN.,

Agora, se tomarmos dd, = dé(=EN) e aplicarmos (4.3.1) com q = k e o = —k, obtemos

1 P6dd(0) = rr IsA=AAm |POA = a) + 2) da.
A medida dá, está associada com os polinômios de Jacobi Pp?), dados aqui com a massa
total

(6,9)Honé =O IN +1)kL(81]
onde uf*P = f! (1—x)º(1+x)5dr = A EDE(a+D. De (4.3.2),

PloBANI(7) = PIO(2) polo fAN plied(a), n>O. (4.3.5)

De (4.3.3) e do Lema 4.3.2, concluímos que sinal(B(&8M) — sinal(—x), n > 1, e
píadsN)(aBrN) (aB)n

[02
Ps N . PK, Be, N= Ani] BN plabs ) = fe — bio N) + plo ) n>1

n—l

n+1 ,
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

A seqiiência (b(8ÔÉ"N)Y pode ser gerada por

mA a ia
n—l

pt?)— plo)= + tom
Lembremos que, para n > 1,

Be? — Pol e nte tMmm+am+6)(n+atrf)
n (QINn+a+B—1)2—1 nto (ontat+B)  (n+at+B)2L 1)"

— Se definirmos
(a,6) (0,0) (0,6)1 ar (z a z an (zsenyÇ= 22 27 2 SIM 53,

1 1 — 1 — A — 1

ondeaff”!(2) = af&Q /[(2 — BP)(2 — BSP)], então, de (4.1.7)e de (4.1.5),
ke — BO)——— £(aB)1], (4.3.8)1< Sn) << SIN) << SIN) = —oa,

para x E [1,00) ou x& E (—oo, —l1]. Observemos em (4.3.4) que, para o caso |k| = 1, os
valores de a e À devem ser apropriadamente escolhidos.

Teorema 4.3.2. Sejam ai&P"MN) e 2(6P) r=1,2,...,n, os respectivos zeros de pb)
e Ppcp) organizados em ordem decrescente. Então, seguem os resultados:
(1) Se k>1, então

NES< ato"NM <x e (68) < a(s") < (05) r=2,...n—1,r­1

(2) Se x <—l, então

2(28) < lab,N) <7(&8) nr l...,nºl e aeb) < xleo),Tn—1,r nº

(3) Se x&>1, então (PM)
(4) Se x <—l, então CITA) é uma função decrescente de N.

é uma função crescente de N.

(5) Se N=0, então xP") é uma função decrescente de «.
(6) Se N>O0, então al0sêN) é uma função crescente de «x para K variando no intervalo
(oo, RAN] ou no intervalo [RAN oo), onde

2(a,9,0) — NFS) +01­0f9 O) +/INA­0 (ao canas
=

2N

R(aBN) — ­N(1­669P9)­(14+6(99)—/IN1+650P)+(14+6192 aNaSP
=

2N
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

Demonstração: Desde que sinal(b(&EN)) — sinal(—«), aplicações dos resultados das partes
A e B do Lema 4.2.1 para a relação (4.3.5) fornecem as partes (1) e (2) deste teorema,
respectivamente.

Agora, se & > 1 (x < —1) então L(*6[1] é positivo (negativo) e, portanto, de (4.3.7)
píe­B.N) é uma função decrescente (crescente) de N. Assim, de (4.3.6), BÉM é uma
função decrescente (crescente) de N para qualquer n > O. Aplicando o resultado da parte OC
do Lema 4.2.1, obtemos a parte (3) (parte (4)) do teorema.

Para obter a parte (5), note que (PAo pode ser considerado como o polinômio
ortogonal associado com a função peso (1—x)º (1+x)º (k—x)!, definido em [­1,1]. Portanto,
o resultado segue da aplicação do teorema de A. Markoff (Teorema 4.3.1).

Agora, vamos obter a parte (6) deste teorema. De (4.3.7),

able.) s 1 aAa nie? sh Tess (1 — x)º(1+ x)ºdr
os (N+D(S0­0+20A)

sexkx>lox “Sl tvrID(«k­DfGAO

fo] <­1+ Ho
Em (NIDG+DC&AAo SRS

—glao)De (4.3.8), desde que SS*P!(6) < ea LP), temos, então, que
o

BL) 14 (6 BEN 02O) — al? 1
os (N+1)(kx— 1)(x— piesb), ,

se k>

BL(eBre) (6 — B)(x— BO) — a?
—1 +

Os (N+1)(x+1)(x— 65%)
Olhemos para os valores de & para os quais o lado direito das inequações acima são negativos

; sex <­—l.

e encontramos, respectivamente, os dois intervalos [R(%&EN),co) e (—oo, KB] onde isso
ad) N A aênN) é uma função decrescente de «.

Be,N FáLÍCBN) é uma
vale. Dentro desses intervalos, temos então que be
Conseqgiientemente, de (4.3.6), dentro desses intervalos temos também que
função decrescente de «& para todo n > O. Portanto, da parte C do Lema 4.2.1, a parte (6)
do teorema segue. =
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

Ilustração Numérica: Denotemos PO! = P,, piel) =P, ePó"N) = K,.. Tomemos
n=10,a=0eB0=]1.

(1) A Figura 4.1(a) mostra a localização de todas as raízes de PÉ" em relação aos
zeros de PO e pescon N=lexk=11 Em 4.1(b), ampliamos o intervalo em que
aparecem as raízes n­ésimas e, em 4.1(c), mostramos o comportamento da primeira raíz de
cada polinômio.

zeros de P,
zeros de Fh 4
zeros de Kn

01

0 o +o o

01994096 098 1 102 104 106 108 11
x

098 ­096 x 094 92 x)
000000 zeros de P,

000000 zerosdeh,
t+ +++ + Pp

+++ +++ zeros de mA zeros de n­1

* 600eo TZermsdekn 9 90000 Zemsdekn

(b) (c)

Figura 4.1: n=10,a=0,08=1, N=1,x=11
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

(2) À Figura 4.2(a) mostra a localização de todas as raízes de pb)
zeros de PO e PCP com N = 1 ex=­11. Em 4.2(b) mostramos o comportamento

em relação aos

da primeira raíz de cada polinômio e, em 4.2(c), ampliamos o intervalo em que aparecem as
raízes n­ésimas.

000000 zerosdeRP,
+++ +++ zerosde Pn­1
000000 zeros de K

o Go oo 0+0O +00 O +?9dOoO +oOo o e.

os

002

o o o+ o

00252 115 11 105. 1 095 ­09 096 097 0%
x

o0o0oo0oc0o zerosdeFR, o00c0coo zerosdeRP,

+ + + ++ + zeros de FP. q +tr++++tt zeros de P. q
*eoeoo zersdeKknh ec 0o0o0c0co zermsdeK,

(b) (c)

Figura 4.2: n=10,a=0,0=1, N=1,x=­11

(3) Sob as mesmas condições anteriores, com & = 1.1 e os seguintes valores para N: NM; =1,
No = 1.1 e N; = 1.2, obtemos

TLM) = 0,.31933106410643...
TlGEH) = 0.31933226667616...
T(GLIDI?) = 0.31933326885518...

(4) Consideremos, agora, x = —l.1e Ny =1, Ys=1.1e N;=1.2. Obtemos, então,

xe!) = 0.1286288635480...
LEI = 0,1286287337912...
06 4º) = 0.1286286256599...
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4.3.2 Aplicações aos Polinômios de Jacobi Generalizados

Como em (3) e (4) as raízes estão muito próximas, não foi possível mostrá­las em um grá­
fico através do software MaplePe. Porém, as informações acima ilustram, respectivamente,
o caracter crescente e decrescente em relação a N.

Sejam «1, x2 e x3 relacionados aos polinômios K1,, K2, e K3, respectivamente.

(5) Consideremos, agora, N = 0, «1 = 1.1, «2 =1.2e x3 = 1.3 (Figura 4.3(a))

078 Y 082
x

zeros de P,
zeros de P. q
zeros de Ki,
zeros de Kd,
zeros de KI,

Figura 4.3 (a)

Para N = O, «1 = —1.3, «2 = —1.2 e «<3 = —1.1 obtemos (Figura 4.3(b))

002
001

o
001

002793 f 0: o 0.1
zeros de P,
zeros de P.q
zeros de Ki,
zeros de K2n
zeros de K3n,

Figura 4.3 (b)

0,1,46,0 7 "Observamos que os zeros de K,, O “ , para r fixo, é uma função decrescente de «.

(6) Após alguns cálculos, encontramos Rb!) = 1,51302 e, então, para N = 1, «1
x2=4exkd=5, (Figura 4.4(a))
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4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

Encontramos, também, RK(1!) —

­056 054
KR

zeros de P,
zeros de Pr
zeros de Ki,
zeros de K2,
zeros de K3,

Figura 4.4 (a)

Kk3 = —3, obtemos a Figura 4.4(b),

002
001

o
001

00253

Mostramos, assim, que rn

­o15 01
x

zeros de P,
zeros de P.q
zeros de Kin,
zeros de K2n
zeros de K3,

Figura 4.4 (b)

[EDoo) ou x E (—ooRkKtD] respectivamente.

4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

—2.23686 e, então, para N = 1, «1 = —5, «2 = 4 e

, para r fixo, é uma função crescente de «x, para & €

Analogamente à subseção anterior, apresentaremos aqui um estudo sobre os zeros dos
polinômios associados com a medida (4.3.9) abaixo e os relacionaremos aos zeros dos polinômios
de Laguerre.

5 6
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4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

Sejam O < N <ocoex>0. Consideremos os polinômios ortogonais mônicos L(&*M)
associados com a medida de probabilidade dg(**N) dada por

Ms)f pa)açe= (r) = TE7 (no(sKk) + ME)ahbh (4.3.9)

onde p é qualquer polinômio e Mp] = f*p(x) =Pdr. Aqui, se x« > O, então a > —l1I+K

e, se kx=0, então a > O.

Quando N > O a medida dé(***) tem um salto no ponto —x. Em (4.3.9) a medida é
escrita de forma que o salto em —« seja N/(N + 1), de modo que sua massa total é igual a
1.

Seja
a, 1, N auen a, K, a,x,N a NLIST (2)= (2— BSM) LIesN)(2)— al&TO LET),com LIM") = 1 eLI(3)=z— gen

Agora, se tomarmos dé, = dé(**M”) e aplicarmos (4.3.1) com q = —x e, por exemplo,
c=Kk+1, obtemos

1 ”

a ­rf na)ddo(a) = NIDGIDMESN ), p(x)&ºe dr.
A medida dd, está associada com os polinômios de Laguerre LO, dada aqui com a massa
total

(a)
Hodo —Po IN +D(k+ DME

onde yu?= So xºe"dr. De (4.3.2),

LE N(2) = LO(2)+ BS OLIA(E), n21,
onde, de (4.3.3), LN >oO,n>le

a,,K,Nles)— (o) pres
nl

BM = go, — MesM 4 (esM, n1,

a,,K,N a, 1, N a, k,N a, K,N e,Nafro AGO ca oge AT a go cao,
A seqiiência (68!) pode ser gerada por

aplasN) — (89 +x)— eo n>1,
n—l
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4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

WMO —= ão — pes) (a)(a) u

+TKT IvFDMESO o
Lembremos que, para n > 1,

Bl =2nta­l e af, =n(nt+o).
Se definirmos

1

1
SP) =

onde afºº(2)= al?/[(2— A(O)(2 — BE&))], então, de (4.1.7)e (4.1.5),

R+BOné”
1< SÍ (—k) << SI (—&) << SI(—x)= MO1], (4.3.13)

para «& € [0,00). Observemos, de (4.3.9), que para o caso x = O os valores de a devem ser
escolhidos apropriadamente.

Teorema 4.3.3. Sejam, para n > 1, x(&“P) ex) r=1,2,...,n, 08 zeros respectivos de
Li") e LÍº organizados em ordem decrescente. Então, seguem os resultados:

(1) (0, <a <a, re=l...,n=1 e — < al” < 120,
(2) aleN) é uma função decrescente de N para N E [0,00o).

(3) les*) é uma função crescente de K para k € (0, co).

(4) Se N>O, então alan) é uma função decrescente de & para K E [R&N), co), onde
(am 2 >N(3+0) + (1 +a) + CN +DA ro? +NBTS

2N

> O, aplicações do resultado da parte B do Lema 4.2.1Demonstração: Desde que be”
na relação (4.3.10) leva à parte (1) deste teorema.

Agora, como «& > O, então M*[1] é positivo e, portanto, de (4.3.12), plesN) ê uma
função crescente de N. Assim, de (4.3.11), pe")a uma função crescente de N para qualquer
n > O. Aplicando o resultado na parte C do Lema 4.2.1 temos a parte (2) do teorema.

Para obter a parte (3) deste teorema, note que (L(*“*) pode ser considerado como
o polinômio ortogonal associado com a função peso x“e “(x + x)"!, definido em [0,oco].
Portanto, o resultado segue da aplicação do Teorema de A. Markoff (Teorema 4.3.1).
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4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

Agora, vamos demonstrar a parte (4). De (4.3.12),

2 nf” BM|1]
Em (N+DIMESITY —ôs

Portanto, para x > € > O, do Lema 4.3.4,

aptas N) nºfe O EM “e tdr.
OK (N + IME91) /,=+ x)?

FASSO (a)
RA " Ho

de INI DMEST
(a)De (4.3.13), como SÍº(—x) < Ea MO), temos então

BG o (+ BN(E+0O) = as
Ox (N+ D)e(x +60)

Olhemos para os valores de « tais que o lado direito da inequação acima é positivo e en­
contramos o intervalo [&(*), co) em que isso vale. Então, nesse intervalo, pas) é uma
função crescente de x. Conseqgiientemente, de (4.3.11), nesse intervalo píN) é uma função
crescente de « para qualquer n > O. Assim, da parte C do Lema 4.2.1, segue a parte (4) do
teorema. =

Ilustração Numérica: Denotemos, L = P,,LA,= P.1 e LE”= K,. Tomemos
n=10,a=1.

N o.LI&"") em relação aos zeros(1) A Figura 4.5(a) mostra a localização de todas as raízes de
de Lº e Le, com N=lexk=1. Em 4.5(b), ampliamos o intervalo em que aparecem as
raízes n­ésimas.

o OemgasoroO0+0 O +00 O + O O + o o

o 5 10 15 20
K

(a)
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4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

os o
x

o0o0o0oo0o zerosdeP,
+ + + + + + zeros de FP, q
000000 zeros de K,

(b)

Figura 4.5: n=10,a=1, N=1,x=1

(2) Sob as mesmas condições anteriores, com N, = 1, Na = 1.1 e N3 = 1.2, obtemos

xí64") = 0.465909509911...
ACE = 0.465908094421...
xí6s*) = 0.465906914855...

Como as raízes estão muito próximas, não foi possível mostrá­las num gráfico através do
software MapleOPe. Porém, as informações acima ilustram o caracter decrescente em relação
a N.

Sejam «1, x2 e x3 relacionados aos polinômios K1,, K2, e K3, respectivamente.

(3) Agora, fazendo N = 0, «1 = 1, «2 =1.1 e x3 = 1.2, observemos que 8") para r fixo,
é uma função crescente de «x. (Figura 4.6)

zeros de P,
zeros de P,q
zeros de Ki,
zeros de K2n
zeros de K3n,

Figura 4.6
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4.3.3 Aplicações aos Polinômios de Laguerre Generalizados

(4) Após alguns cálculos, encontramos &(!:!) = 1, 64575 e, então, para N = 1, «1 =3, «2 =4
e x3 = 5, ilustramos o caracter decrescente de «x, para x € [R), co), na figura abaixo.

008
004

o
004

“0081
18 2

zeros de P,
zeros de Pr q
zeros de Ki,
zeros de K2?n
zeros de K3,

Figura 4.7
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