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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar algumas classes de métodos

de Runge­Kutta de passo dois explícitos. Em especial, a proposta por Jackiewicz e

Zennaro, que permite trabalhar com integração a passo variável para resolução numérica

de problemas de valor inicial. Para tal classe, desenvolveremos as etapas necessárias

para a obtenção das condições de ordem.

Em seguida, serão construídos pares embutidos, constituídos por um método
desta classe de ordem p +1 e um de Runge­Kutta com extensão contínua de ordem p.

Finalmente os resultados de alguns experimentos numéricos serão apresentados, a partir
dos quais desenvolveremos comparações com relação ao esforço computacional, entre

esses métodos e os métodos de Runge­Kutta, em particular o método de Fehliberg.
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Abstract

The main objective of this paper is to present some classes of explicit two step

— Runge­Kutta methods. Especially, that proposed by Jackiewicz and Zennaro, which
allows to work with integration with variable step for numeric resolution of initial value

problems. For such class, we will develop the necessary stages for obtaining the order
conditions.

Also, embedded pairs will be built, constituted by a method of the above

mentioned class of order p +1 and one of Runge­Kutta with continuous extension of order

p. Finally, the results of some numerical experiments will be presented. Using these
results we will develop comparisons with respect to the computacional effort, between

those methods and the Runge­Kutta methods , in particular the Fehlberg method.
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INTRODUÇÃO

A necessidade de se obter aproximações para a solução de um problema de

valor inicial (pvi), cuja solução exata não é determinável analiticamente, tem estimulado a
busca de métodos que permitem gerar, com o menor esforço computacional possível,

aproximações com a precisão desejada.
O mais antigo método numérico utilizado para tal é o método de Euler, que

durante muito tempo foi considerado uma ferramenta útil, mas que hoje se tem como um
método computacionalmente muito fácil de ser utilizado, porém de baixa precisão.

Considerando como motivação os métodos de Euler, surgiram em 1895 os

métodos de Runge­Kutta, propostos por C. Runge e desenvolvidos por K. Heun (1900) e

W. Kutta (1901). Estes métodos constituem­se hoje numa importante e eficiente classe de

métodos numéricos, na busca de uma aproximação para a solução exata de um pvi.

Desde então, novos métodos para a resolução numérica de problemas de valor

inicial, que apresentam características semelhantes à classe dos métodos de Runge­Kutta
têm sido investigados, dentre os quais podemos destacar os denominados métodos de

Runge­Kutta de passo dois (TSRK).

Uma formalização interessante dessa classe de métodos foi dada por Byme e

Lambert [04] em 1966 que inicialmente eram denominados de Pseudo Runge­Kutta.
Outras contribuições nessa classe de métodos são devidas a Nakashima [12], [13] e [14].

Tais métodos embora sendo de passo dois não pertencem à classe dos métodos

lineares de passo múltiplo. No entanto, apresentam uma característica básica dos métodos

da classe de Runge­Kutta, pois consideram combinações das derivadas em pontos internos
ao passo de integração, estando aí a grande semelhança entre eles.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma outra classe de métodos de
Runge­Kutta de passo dois, para a resolução de problemas não­stiff, propostos por
Jackiewicz e Zennaro [09] em 1992, que permite trabalhar com integração a passo
variável.

Organizamos este trabalho em capítulos, sendo que no primeiro capítulo
apresentaremos de forma resumida os métodos de Runge­Kutta explícitos e em especial
quando se consideram pares embutidos, que permitem estimar de forma eficiente o erro de
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truncamento local. Também apresentaremos os denominados métodos de Runge­Kutta

com extensão contínua, muito Interessantes para a integração de problemas com saída
densa.

No capítulo 2, apresentaremos uma estratégia para o controle do erro de
truncamento local e ferramentas para controle do tamanho do passo quando, trabalhamos

com integração a passo variável,
Vamos construir no capítulo 3, as condições de ordem para a classe dos

métodos de Runge­Kutta. Para isso procuramos apresentar alguns conceitos e resultados
desenvolvidos por Butcher [02], que associam árvores orientadas com raiz às diferenciais

elementares de uma função.

Introduziremos no capítulo 4 a classe de métodos de Runge­Kutta de passo

dois explícitos, proposta por Jackiewicz e Zennaro [09] e no capítulo 5 desenvolveremos

Os passos necessários para a construção das condições de ordem desses métodos.
Explorando a idéia dos pares de métodos de Runge­Kutta embutidos, no

capítulo 6, apresentaremos novas classes de pares embutidos, propostas por Jackiewicz e
Zennaro [09], constituídos por um método de Runge­Kutta contínuo com ordem p e um

TSRK com ordem p+1. Também mostraremos como construir estes pares de métodos.

Finalmente, no capítulo 7 apresentaremos algumas avaliações computacionais

quando comparamos o par de métodos TSRK apresentado no capítulo 6 e o par RKF45.
Também mostraremos a vantagem de se trabalhar com métodos da classe dos TSRK
embutidos para a resolução de problemas com saída densa.

A fim de tornarmos mais simples o entendimento do conteúdo exposto,

procuramos desenvolver nosso trabalho da forma mais organizada e detalhada possível,
usando uma linguagem única para os diversos assuntos estudados.
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MÉTODOS DE RUNGE­KUTTA

1.1 Introdução

A classe de métodos de Runge­Kutta, tem se caracterizado como uma

ferramenta importante e muito utilizada para a resolução numérica de problemas de valor
inicial (pvi), neste capítulo introduziremos essa classe de métodos.

Para pvi's não­stiff os métodos de Runge­Kutta explícitos são aplicados com

êxito, em especial quando se consideram pares embutidos, que permitem estimar de forma

eficiente o erro da aproximação. Tais métodos e os denominados métodos de Runge­Kutta

com extensão contínua serão também discutidos neste capítulo.
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MÉTODOS DE RUNGE­KUTTA

1.2 A classe dos métodos de Runge­Kutta

Seja o problema de valor inicial (pvi) dado por:

y'=/(X)y)

Y(Xxo)=X>o
(1.1)

onde f:[a,b]xR" >R" , tal que por hipótese assumimos garantida a existência e

unicidade da solução y(x).

Apenas para simplificar as notações, mas sem perda de generalidade para os

resultados teóricos que serão apresentados, vamos assumir daqui em diante que

Sila,bxRO>AR.

Afim de utilizar métodos numéricos para a resolução desses problemas, vamos

considerar a discretização do intervalo [a,b] em pontos x, = x, +nh para n=1,2,...,N,

onde x, =a e o parâmetro h é um número positivo identificado como o tamanho do passo

de integração. Denotaremos por y, à aproximação para a solução exata y(x,), obtida

através de métodos numéricos, por exemplo, os métodos de Runge­Kutta. Vejamos a

ilustração:
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MéTtTODOS DE RuUNGE­KUTTA

Definição 1.1: Denomina­se método de Runge­Kutta com s estágios o algoritmo
numérico, definido por:

Yin =X, + hyb,k, (1.20)
i=]

Ss

ki = S(x, +ehy,+hD agky), isL 20
jl

com os valores c,'s assumindo à seguinte condição:

C; =X a, , i=1(01)s.
Ss

j=l

Os valores constantes a,, c,, b; são denominados coeficientes do método e
podem ser representados através da matriz de Butcher, que apresentamos a seguir:

qm A o Ns

a co da,

Se definirmos os vetores c=(c,02,...,c,)” e b=(by,br,...,b,)” e a matriz

A=[a,],.s) à representação de Butcher para os coeficientes do método de Runge­Kutta

,
cj A

será dada por: "o

Podemos dividir a classe dos métodos de Runge­Kutta em:

" explícitos, se a, =0 paratodo i </;

= implícitos, se a,, < O para pelo menos algum i < /.

Uma particular sub­classe dos implícitos, é quando a, = O para todo 1 < j mas

existe pelo menos um coeficiente a, = O. Os métodos dessa sub­classe são conhecidos

como semi­implícitos.
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METODOS DE RUNGE­KUTTA

Resumindo, os métodos de Runge­Kutta são:

=" explícitos > À é estritamente triangular inferior

=" semi­implícitos & À é triangular inferior

= implícitos & À não é triangular.

Daqui em diante, vamos considerar somente a classe dos métodos de Runge­

Kutta explícitos, pois estamos interessados em trabalhar apenas com a resolução de

problemas não­stiff.

É importante observar que esses métodos definidos por (1.2) são de passo um,

pois será necessária apenas uma condição inicial y, para inicializar o processo de

integração, ou seja, a cada passo de integração será necessária somente a aproximação

calculada no passo anterior.

1.3 Métodos de Runge­Kutta embutidos

Um par de métodos de Runge­Kutta explícitos são ditos embutidos quando tem

em comum o vetor c e a matriz 4d e podem ser representados através da matriz de Butcher
da seguinte maneira:

ou seja,

bp!
(6

onde:

=» c,Ã4e b” definem o método de ordem p;

= c,Ae (b')" definem o método de ordem p+1.
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MEéTODOS DE RUNGE­KUTTA

Dentre os métodos embutidos, um par bastante utilizado é o denominado

RKF45 proposto por Fehlberg em [05] e [06], com s=6 estágios e ordens p=4 e

p+l=5 respectivamente, que tem como coeficientes:

o
co

m
n
f=

as
32

21200 7296
2197 2197

3680—­8
s13
35442
2565

1408
2565
6656
12825

— [3
5]

s
e

r
=

Ss
]

u
40

l
5
9
so

Como veremos no capítulo 2, a utilização de métodos embutidos tornou­se uma

ferramenta eficiente quando trabalhamos com integração com tamanho do passo variável.

1.4 Métodos de Runge­Kutta com extensão contínua

Na classe dos método de Runge­Kutta torna­se interessante considerar métodos

que tem os coeficientes b;'s, i =1(1)s, expressados em função de um parâmetro. Tais

métodos são denominados métodos de Runge­Kutta com extensão contínua e são definidos

por:

Yan 2 Yn +hD'b; (Mk, (1.50)
i=l

: 1.56

=)Jj

Da mesma forma que nos métodos de Runge­Kutta definidos em (1.2),

podemos representar os coeficientes que caracterizam esta classe de métodos através da
seguinte matriz de Butcher:
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MEéTtODOS DE RuNGE­KUTTA

c=0

Ass

bh(N) (MM) ... ba) b,COM)
Ss

c,, São constantes, com c; = Da; i=1(1)s e b(n) são os pesos contínuos doonde a
do

JA
ij

método, que dependem de n.

Estes métodos são construídos de forma a permitir calcular aproximações em

pontos internos aos dois últimos onde a integração se realizou sem nenhum custo adicional

quanto ao número de avaliações da derivada. Zennaro apresenta em [20] uma classe de

métodos de Runge­Kutta com extensão contínua. No capítulo 6 deste trabalho utilizaremos

métodos com extensão contínua associados a métodos de Runge­Kutta de passo dois.

Ilustrando, suponhamos que vamos resolver numericamente um pvi num certo

intervalo [a,b], onde se deseja obter uma aproximação em vários pontos xn1,Xn2)Xn3>­+­

internos ao passo de integração.

Após um passo inicial, de tamanho Ah, obtém­se uma aproximação no ponto

x,. Caso a aproximação aí obtida tenha alcançado a precisão desejada verifica­se se

x, > X1) ­ Caso afirmativo calcula­se o valor den, :
KX

Xu =X HMA DX =X% tm =X) >= nl

X1 = Xo

e em seguida calculam­se:

= ospesosb(n)),i=10)s

" Yn=sX +h SD bMDk;
i=1
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MEéTODOS DE RUNGE­KuUTTA

Assim, geramos uma aproximação no ponto x,, desejado sem nenhumanl

avaliação adicional das derivadas &,'s, pois estas já haviam sido calculadas para se obter

XY

Se outros valores x,,; estiverem entre x, é x, O processo se repeteni

determinando­se as respectivas aproximações y,.,, caso contrario prossegue­se a

integração a partir do ponto x, e efetua­se o processo descrito acima para cada ponto x,,;

em que se deseja obter uma aproximação.

Essa classe de métodos tem um importante valor prático, como ferramenta para

resolver problemas com saída densa, isto é, quando a aproximação para a solução deve ser

obtida em vários pontos muito próximos no intervalo de integração.
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O CONTROLE DO ERRO E DO PASSO

NOS MÉTODOS DE RUNGE­KUTTA

2.1 Introdução

Como vimos no capítulo anterior, a classe dos métodos de Runge­Kutta é uma

ferramenta numérica interessante para a integração de problemas de valor inicial. Neste

capítulo apresentaremos para essa classe de métodos uma estratégia para o controle do erro

de truncamento local e ferramentas para o controle do tamanho do passo quando
trabalhamos com integração a passo variável.
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O ConNTROLE DO ERRO E DO PASSO NOS MEéTtTODOS DE RUNGE­KUTTA 11

2.2 Erro de truncamento local e ordem de

consistência

Sob o ponto de vista prático, torna­se importante não apenas gerar a

aproximação para a solução exata nos pontos desejados, mas principalmente a
possibilidade de se avaliar a qualidade dessa aproximação. Para isso, o conceito que
introduzimos a seguir desempenha um papel fundamental.

Definição 2.1 — Denominamos erro de truncamento local de um método de Runge­
ao resíduo 7Kutta com s estágios, num ponto x nno + dado por:

Tra 2 YO)ES +Eb 2.1)

onde as derivadas &,'s também são obtidas utilizando­se a solução exata y(x,) em lugar

de y,.

Se considerarmos a aplicação de um método de Runge­Kutta sob a hipótese

local y, = y(x,) e anotarmos por XY,,, à aproximação obtida, podemos constatar que:

Tam = Y(Xnu ) = 1H . (2.2)

Isto é, sob tais hipóteses o erro de truncamento local nada mais é do que a

diferença entre a solução exata e a aproximada no ponto x,,,.

Considerando o desenvolvimento em série de Taylor de y(x,,) e Y, Da

vizinhança do ponto x,, podemos expressar 7,,, em potências de h, como:

Tn=U h+U, hº+U3h +. +U, bh" +. (2.3)

onde os U,'s são constituídos por produtos de expressões que envolvem os coeficientes do

método e derivadas parciais da função f(x,y).
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O CoNTROLE DO ERRO E DO PASSO NOS MéTtODOS DE RUNGE­KUTTA 12

Definição 2.2 ­ Dizemos que o método de Runge­Kutta tem ordem de consistência p se

sob a hipótese local y, = y(x,) obtivermos que 7,,, = O(hP”*!).an+l TO

Isto é, independente do problema de valor inicial, devemos ter

No entanto, para que tenhamos U; =0O para i =1(1)p, é preciso que neles as

expressões que envolvem os coeficientes do método sejam nulas. Isto irá gerar as

denominadas condições de ordem, as quais os coeficientes do método deverão satisfazer

para que este tenha ordem de consistência p.

2.3 Estratégia para controle do erro de

truncamento

Analisando a expressão (2.2) percebemos que teoricamente estimar o erro de

truncamento local é muito simples, mas quando integramos um problema de valor inicial

numericamente não podemos estimar o erro da mesma maneira, pois não temos a solução
exata.

Consequentemente precisamos de alguma estratégia que nos forneça uma

estimativa para o erro de truncamento local sem precisarmos da solução exata do

problema. Encontramos na literatura diversas técnicas. Uma delas, bastante eficiente, é a

que trabalha com dois métodos de Runge­Kutta.

Basicamente, considera­se um método com s, estágios e ordem p, gerando

uma aproximação y,,, e outro método com ordem p+1 es, estágios (sq <s,), gerando

uma aproximação yr...

Assim, o erro de truncamento local de cada um desses dois métodos será

respectivamente:

Tau = P&y,YR?! + OPA)

Ti =9" CY, )A?? + O(A?)
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O CoNTROLE DO ERRO E DO PASSO NOS MéÉTtTODOS DE RUNGE­KuUTTA 13

Portanto:

Yin = Yna =T.n ­ Tn =
= 9x7,YA? + OP) = 9 Gr YA IATA + O(A?) =
= 1, YO)?! + O(A?)

. *
. .Consequentemente podemos considerar |y,,, —>Y,,n| como uma estimativa

para a parte principal Q(x,,Y(x, ))hP*! do erro de truncamento local da aproximação

gerada através do método de ordem p. Isto é:

Tm = Dn A (2.4)

O único problema dessa técnica é que ela exige a cada passo de integração

Sº +s, avaliações da função f(x,y) do pvi.

No entanto, se as derivadas calculadas para o método de ordem menor puderem

ser utilizadas também para o método de ordem maior, é possível minimizar bastante o

esforço computacional, realizando apenas s,Q +(s, —s,)=s, avaliações a cada passo. Ou

seja, o par de métodos considerado for do tipo denominado embutido, que apresentamos no

capítulo anterior na seção 1.3.

2.4 O controle do tamanho do passo

Como vimos no parágrafo anterior, utilizando­se pares embutidos podemos a

cada passo estimar o erro de truncamento local com um esforço computacional mínimo,

logo é possível trabalhar com integração a passo variável, ou seja, integrando num

intervalo [a, b] o mesmo vai sendo discretizado à medida que o passo de integração avança.

Isto é, podemos considerar a cada integração um tamanho A, diferente para o passo, o que

possibilita trabalhar com um “passo de tamanho ótimo” a cada integração.

Isto é, para x, =a e dado um passo inicial de tamanho A,, temos que

x x, +h, com h, =X, h,,, para n=1,2,.... Conforme a ilustração a seguir:nH 7
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O CoNTROLE DO ERRO E DO PASSO NOS METODOS DE RUNGE­KuTTA 14

>
x

Os valores a,'s, serão sempre positivos e maiores ou iguais a 1 para o passo

seguinte se a estimativa do erro no ponto for menor ou igual que a precisão desejada. Caso

contrário o passo será rejeitado e um novo a,, agora menor do que 1, será considerado

para uma nova integração no ponto. Logo, podemos imaginar a eficácia de se trabalhar

com métodos embutidos, quando consideramos o tamanho do passo de integração variável,

pois é possível calcular uma estimativa para o erro com um esforço computacional mínimo

a cada passo.

Iniciamos a integração considerando um passo inicial de tamanho Ah,, com o

qual geramos a aproximação y, num ponto x, =x,+A,. De acordo com a estimativa

obtida nesse ponto para o erro de truncamento local consideramos ou não aceito o passo

dado com tamanho Ah,.

Na hipótese da não aceitação devemos efetuar a escolha de um novo h, e

repetir o processo, caso contrário a integração prossegue utilizando um novo tamanho de

passo /,. Esse novo passo deve ser maior ou não que o anterior, dependendo da relação

entre a estimativa encontrada para o erro em x, e a precisão desejada (TOL) para a

aproximação neste ponto.

Deve­se ter como objetivo trabalhar com um passo de “tamanho ótimo” a cada

integração, pois assim tentaremos minimizar o esforço computacional de todo o processo,
o que é importante para problemas de dimensão elevada. Resumindo, devemos ter uma boa

estimativa para o erro de truncamento local e considerar uma estratégia eficiente de

avaliação do crescimento ou não do passo dado.
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O CoNTROLE DO ERRO E DO PASSO NOS MÉTODOS DE RUNGE­KUTTA 15

. . ­ . "
*

Considerando uma aproximação y,,, com ordem p e uma aproximação y,,,
. *

.com ordem p+1, conforme vimos em (2.4), |y, 4 — Yrul| pode ser considerada como uma

estimativa para o erro no ponto x,,,.
Dai:

*
e .= Se ly, ­Y,nl>ZTOL, o passo deve ser rejeitado e um novo tamanho deve ser

calculado, onde, h,.,., <h conforme mostra o esquema a seguir:novo anterior ?

anterior

*
, . ,..=" Se |y,,­XY,I<TOL, o passo é aceito e o próximo passo deve ser dado com

h Isto é:>
:novo & hanterior '

anterior

—b

Shampine e outros [17] e [18] implementaram o par embutido construído por

Fehlberg, que apresentamos no capítulo anterior, gerando o código conhecido por RKF45.

Nele, o aumento do tamanho do passo é função direta da relação entre a estimativa para o

erro dada por |y, = y.nl e TOL, a precisão desejada pelo usuário.

Na literatura encontramos outras estratégias para o controle do tamanho do

passo, uma bastante utilizada é a que considera:

quando o passo é rejeitado > Ay = 0.5 Ahanserior

quando o passo é aceito — — Aro = 2­0X hanserior

Uma outra estratégia para o controle do tamanho do passo, considerada por nós

neste trabalho apenas como ilustração, é dada por:

quando o passo é rejeitado > Ah, = 0.1x hanterior

quando o passo é aceito — —> Ar = 2­0 Aanterior

Essas estratégias serão por nós avaliadas no capítulo 7.
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As CONDIÇÕES DE ORDEM

PARA OS MÉTODOS DE RUNGE­KUTTA

3.1 Introdução

Neste capítulo procuramos apresentar alguns conceitos e resultados da teoria

dos grafos, em especial os relacionados às árvores orientadas com raiz. A partir deles, será
possível mostrar uma associação destas árvores com as diferenciais elementares de uma

função, desenvolvida por Butcher [02], e assim construir as condições de ordem para a
classe dos métodos de Runge­Kutta.
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As CoNDIÇÕES DE ORDEM PARA Os MÉTODOS DE R.K.

3.2 Elementos da teoria dos grafos

Um grafo G=(VE) consiste de um conjunto de elementos finitos

V=(m,v3,..,Vv,), denominado conjunto de vértices e de um conjunto

E =, v3)....,(v,,v;)) formado por pares de elementos distintos de V, chamado de
conjunto de arestas. Podemos representar um grafo através de um diagrama, assim, para

ilustrar, consideremos o grafo G=(VE) formado por V=(W,v,vv Ee

E =f[v, va), [v,v3), (V3,v4)). Sua representação através de um diagrama pode ser:
V4

V3

n figura 1

Definição 3.1: Dois grafos (V,E) e (V',E') são ditos isomorfos se existe uma bijeção

q:V—>V', tal que, para quaisquer x,yEeV, o par fx,yv)eE se e somente se

(9(x),p(3)j e E".

Definição 3.2: Um grafo (V,E) é orientado se for constituído por um conjunto V de

vértices e um conjunto £ de pares ordenados de elementos de V. Os elementos de E são

denominados arcos do grafo.

Algumas Observações:

=» Sejaf(x,y) um par de vértices de um grafo, podemos dizer que (x,y) é um arco se, y é

sucessor de x e x é o predecessor de y, assim está excluída a possibilidade do arco

começar e terminar num mesmo vértice.

Se os elementos de V estiverem totalmente ordenados, então o grafo orientado estará

também ordenado, ou seja, se (x,,x,) é um arco qualquer do grafo então x, <x, .
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As ConNDIÇÕES DE ORDEM PARA Os METODOS DE R.K.

" Um resultado inportante para a teoria proposta por Butcher, encontrado na pág. 83 de
[02], é que um grafo orientado é ordenado se ele não possuir ciclos (sequência de
arcos que começa e termina num mesmo vértice).

Definição 3.3: Um grafo orientado é injetivo se cada vértice não possui mais do que um
predecessor.

Definição 3.4: Dois vértices x, e x, de um grafo são ditos conectados a partir de baixo

se existir um caminho de x, para x, ,oude x, para x1, ou então de x, para x, ede x,

para x,, onde x, é um outro vértice do grafo.

Definição 3.5: Se dois vértices quaisquer de um grafo orientado são conectados a partir
de baixo, dizemos que o grafo é conexo a partir de baixo.

Definição 3.6: Caminho é uma cadeia (sequência de vértices e arestas do grafo) com
vértices e arestas distintas.

Definição 3.7: Dizemos que um grafo G é uma árvore se para cada par de vértices deste

grafo existe um único caminho entre eles.

Definição 3.8: Denomina­se árvore orientada a todo grafo orientado que é ordenado,

injetivo e conexo a partir de baixo. Ainda, o ínfimo do conjunto de todos os vértices
denomina­se raiz da árvore orientada.

Daqui em diante, denominaremos simplesmente por árvore a toda árvore

orientada, denotaremos por 7 ao conjunto de todas as árvores e por T à árvore com apenas
um vértice.

Para a definição de alguns conceitos, consideremos agora árvores de 7 que

serão da forma descrita a seguir.

Sejam —“n=(W,E)),13 =2(V3,E)),...t,=(V.,E,) árvores tais que

VnV,=8O para i*/, com n,%7,..,r, Suas respectivas raízes. Para

reéV, UV, U...UV,, vamos considerar uma nova árvore t=(V, E) obtida através da
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As ConNDIÇÕES DE ORDEM PARA os MÉTODOS DE R.K.

reunião das árvores 1, f7,...,tf,, com r sendo sua raiz. Assim o conjunto de vértices desta

nova árvore será V=fr)UWUV,U..UV, e o conjunto de arestas será

E=(Ur,n Lino. tt.)YU E UE, UU...E, . Vejamos a ilustração.

árvore árvore 1, árvore 1 =[11,]
vY

Na representação t=[n t,...t,] podemos ter árvores repetidas, como por

exemplo, t =[& n 17 t2 12], Butcher reesereve essa árvore como t =[1? 13].

Alguns Conceitos

Ordem p(r): denomina­se ordem o número de vértices de uma árvore rs. Logo:

P(T)=1 ese rt=[& t,...1,] então p(t)=1+p(n,)+...+p(t,)

Altura H(t): é definida como sendo 1 mais o número de arcos do maior caminho

possível na árvore. Logo H(1)=1 e H([1) 17 ...t,]) =1 + max H(t,)
1

Largura w(r): definimos como largura de uma árvore o seu número de vértices

terminais, isto é, os vértices que não possuem sucessor. Podemos definir, por
conveniência, largura de t como sendo O ou 1. Denotaremos a largura de t por w(r)

quando esta for O e no segundo caso denotaremos por w(r1).

Vale a relação: w([t, s2 ...1,])) = w(h) + w(ta) +... w(t,)

Densidade y(t): O conceito de densidade é mais abstrato que os de largura e altura

da árvore, porém podemos caracterizá­lo como uma medida do não espalhamento da
árvore. A densidade pode ser calculada se associarmos aos vértices da árvore tr números

assim definidos: associamos aos vértices terminais o número 1] e aos demais vértices (a
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As ConNDIÇÕES DE ORDEM PARA os MéTODOS DE R.K.

partir dos terminais) o número 1+ 1, onde í é a soma dos números associados aos

vértices que tem o vértice que se está numerando como predecessor nos arcos que os

liga. Então, y(r) será o produto dos números inteiros associados aos vértices da árvore

Í.

Vale a relação: y(1) =1

(It 12... t,1) = p(It 62... t,DY0DYO) TE)

Como ilustração consideremos a seguinte árvore:

x figura 2

Podemos então calcular a densidade associando aos vértices terminais x3, Xs,

X7, Xg, Xq O Valor 1, ao vértice x, o valor 2=1+1, aos vértices x, e x, o valor 4F1+3 e

ao vértice x, o valor 9=1+8. Logo, y(1) =9­4­1­2­1­4­1­1­1=288

Observações:

Se considerarmos uma árvore onde H(t)=2, encontramos em seu maior caminho apenas

um arco, logo y(t)=p([nt,...t,]). Como ilustração consideremos a árvore abaixo

com H(r)=2:
3

yY(1)=5­1­1­1:1=5=p(1) *2

Xs

x] figura 3

Se tomarmos uma árvore onde H(r)=p(r) temos que ela terá um único caminho e

portanto y(1) = p(f)[.Assim, como exemplo, consideremos a árvore:
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As ConDIÇÕES DE ORDEM PARA os METODOS DE R.K.

H(t)=1+3=4=p(1)

Y(0) =4:3:2­1=24=4l= p(0)!

figura 4

Definição 3.9: Denominamos grupo de simetria de uma árvore ao grupo de
isomorfismos da árvore nela própria. A ordem do grupo será a simetria da árvore, que
representamos poro.

Se consideramos a árvore da figura 2, além da aplicação identidade sobre

V =X, X2,X3, X4) X5) X6) X7, Xg) Xo), Ela terá uma aplicação isomorfa para cada

permutação entre os vértices X7, Xg, Xo . Logo terá simetria 0 =3!=6

Teorema 3.1 : Se t=[1 13º...tº], com t,ta,...,t, todas distintas, então, o(1)=1 e

o(t)=m!n...nf1o(t1)" o(t)º...o(8,)".

Consideremos, a seguir, o número de maneiras em que uma árvore t pode ser

rotulada com rótulos distintos. Vamos anotar por B(t) a esse número quando a raiz não é

rotulada, apenas os demais vértices o são, e anotamos por B(r) quando todos os vértices
são rotulados.

Então vale:

lo(O­N 5 PO!BO =" e BO­ES

Se o conjunto V, que define a árvore 1, for totalmente ordenado, isto é, se (m, n)

é um arco da árvore, então m<n, anotaremos o número de maneiras de rotular a árvore

por o(s), e vale a relação:

— P(O!“O = no

Para ilustrar, consideremos a árvore onde p(t) = 5 e y(t) = p(!) , dada por:
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As CONDIÇÕES DE ORDEM PARA OS MÉTODOS DE R.K.

V.
gura 5

Temos que o(r) = 4!=24, pois, para cada permutação dos vértices da árvore (a
menos da raiz), teremos um isomorfismo da árvore em si própria.

Se considerarmos que os elementos de V:

" nãoestãototalmente ordenados > B(r) = [p() 1]! = ii =1 e B(N)= (40) =r(t)=5
o(f) 4 o(t)

PI 5
YOo() 5:44" estãototalmente ordenados > a(r) =

Consideremos uma outra ilustração onde s é a árvore formada por 1 =t e 5 a

e

ENA
d

figura6
a

Temos que p(f)=5 , v(0)=Y([t] 121) =P([t 64)Y(4)/Y(62)=5­1­2=10 e

árvore com apenas um arco:

Assim P12 = =60 )= > =6[)=—= , )=—= , U()=——=60,ssim p() 2 PÓ) 2 ea 0­2

3.3 A associação das diferenciais elementares a

árvores.

Consideremos um pvi tendo a equação diferencial escrita em sua forma
autônoma, isto é:

Y'X) = S(Y))
Y(a)=n

Para a construção dos métodos de Runge­Kutta utilizamos a expansão em série

de Taylor de Y(x), que envolve expressões das derivadas de /, denominadas diferenciais

elementares.
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Tais expressões podem ser convenientemente representadas por vetores £,
F'(F), etc.

Por exemplo:

" Y'kO=TYM))) = CCTTC))), que pode ser representada por Y" = F'(F);

* YVO=FEF+F(F(F) onde F"'(F,P)=fS"(YCOITYXA)YT')

F'(F'(F))= FOCUSTCE)

Através de uma forma bastante simples podemos associar a cada um desses

vetores, que representam as diferenciais elementares de /(Y(x)), árvores conforme

proposto por Butcher [02].

Nº de vértices == O Árvores
1 F Fº

F'(F)

F"(F,F)

F'(F'(F))

Observe que Butcher associa o operador Fa um vértice tal que n arcos

existam a partir dele, aos quais serão associados os n operadores sobre os quais F() atua.
Em particular, Fº = F corresponderá a vértices terminais.
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Assim, para ilustrar podemos associar a diferencial elementar

FO(FO(F,FO(FP),FO(F,F,F)) que ocorrerá em YO (x) à árvore:

Fo

2FO figura 7

Podemos também escrever esses vetores utilizando a notação das derivadas

parciais. Assim, F PA jr.s (Y(*)) representaa derivada parcial de ordem n da
i­ésima componente de F. Por exemplo:

(F)=F'

(F(F) =FjiF'

(F(F,F)) = FLF'F"

(F(EF(F))' = FjF/F"
Logo, essa associação dos vetores pode ser feita através da regra: associamos o

rótulo i à raiz da árvore e os demais aos outros vértices, tal que os índices inferiores de F

sejam sucessores do índice superior de F em arcos da árvore.

Assim, associamos a diferencial elementar F;FJFKF!'F"FE FF! à

figura 8

Definição 3.10: Dada uma função f:X— 4X, a diferencial elementar F(1):X > X,

correspondente à árvore com raiz 7, é definida por:

F(1)(Y) = f(Y), onde 1 é uma árvore com um único vértice, e por:

F(0(V) = FO (D(FEJO), FG), FO), onde re[nt...1,]) para todo
Ye.
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3.4 As condições de ordem a partir de árvores nos

métodos de Runge­Kutta.

Sabemos que o erro de truncamento local de um método de Runge­Kutta

explícito depende dos coeficientes a, e b,, considerando que c,; = Ya, :
j

Dada a árvore t, associamos à sua raiz o rótulo | e aos demais vértices, rótulos

J, k,.... Formamos então os produtos b; «a, , onde o produto é efetuado sobre todos os

pares de vértices (/,Ã), tal que a árvore t possui um arco ligando j; com &. Construídos

esses produtos, efetuamos a soma dos mesmos sobre 1,/,k,..., de 1 até o número s de

estágios do método, lembrando que, para j <k, a,=0.

Assim, construímos um polinômio nos coeficientes ae b,, que anotaremos

por &(s). Para ilustrar, consideremos a árvore t,

i
figura 9

Logo, temos que 6(!) = 3 b;a;jA EmA jn no
i,fkhlm,no

Como c,=0 ec; = Da; para 1 =2(1)s, temos que: 6(1) = DL bjaja era me,
j 1, f,k,n

Teorema 3.2: Um método de Runge­Kutta possui ordem p se e somente se:
1

d(1) = TO
para toda árvore f cujo número máximo de vértice é p.

Este teorema nos permite caracterizar, através da teoria dos grafos, as

condições para que um método de Runge­Kutta explícito com s estágios tenha ordem pp,
isto é, suas condições de ordem.
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De um modo geral, para construirmos as condições para um método com

ordem pes estágios basta aplicarmos o teorema 3.2 a todas as possíveis árvores com

1,2,...p Vértices. Isto é, para cada uma delas construir &(r)e determinar y(t). Como

ilustração consideremos as condições para um método com ordem 4:

1) Para a árvores com um único vértice temos que :
Ss

10) =100(00)=2",
i=!

2) Paraa árvore formada por dois vértices:

! | 10) =2 e (0) =>X"ba, =X"br,
ij

| i

i

3) Para as árvores com 3 vértices temos que:
i kV Y0)=3e d(O= S ba,Air =>be

iJd.k

10) = 6 e (1) = baijdi, ==2baijCj

4) Para as árvores formadas por 4 vértices temos que:
Í

kNO yY0)=4 e S()=X"hed
1

l

1Y0)=8e d()=X "branco,
1k

1()=12 e $() = >>azoi

Y(0) =24 e (0) = D'bjazazo,
i,j,k

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17 18



As CoNDIÇÕES DE ORDEM PARA OS MÉTODOS DE R.K,

Se considerarmos as possíveis classes de árvores com raízes e cinco vértices a

elas associando os respectivos polinômios Q&(r) e a função densidade y(t), geramos as

condições de ordem restantes, para a determinação dos métodos de Runge­Kutta com

ordem 5. Raciocínio análogo nos leva às condições de ordem para métodos de ordem

superior a cinco.

Assim, as condições de ordem que um método de Runge­Kutta deve satisfazer

para p=1,2,...5 estão listadas a seguir.

A RoEMO

b;a;a Am Cm =
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É importante observar que existe um resultado que relaciona o número mínimo

de estágios para que se atinja uma certa ordem máxima p, conforme Lambert [10] e [11]
ele é dado por:

" Ordem(p) — Número deestágios(s)
OD

O
y+

A
UU

BR
WW

W
NM

—
— oO
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UMA CLASSE DE MÉTODOS TSRK

COM PASSO DE INTEGRAÇÃO

VARIÁVEL

4.1 Introdução

Uma classe de métodos de Runge­Kutta de passo dois (TSRK) explícitos,
propostos por Jackiewicz e Zennaro em [09], que permitem trabalhar com integração a
passo variável será considerada neste capítulo. Os métodos dessa classe são definidos de

forma muito semelhante à dos de Runge­Kutta, com a diferença de que os TSRK

necessitam de duas condições iniciais para que o processo de integração possa ser iniciado,
isto é, são de passo dois.
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4.2 Preliminares

Os métodos TSRK (Two Step Runge­Kutta), embora sendo de passo dois não
pertencem à classe dos métodos lineares de passo múltiplo. No entanto, apresentam uma

característica básica dos métodos da classe de Runge­Kutta, pois consideram combinações
das derivadas em pontos internos ao passo de integração, estando aí a grande semelhança

entre eles.

Os primeiros métodos TSRK, foram propostos por Byrne [03], e os primeiros

estudos de tais métodos são devidos a Rosen [15]. Uma formalização interessante dessa

classe de métodos foi dada por Byrne e Lambert [04] em 1966. Inicialmente, estes métodos

eram denominados Pseudo Runge­Kutta.

A classe de métodos de Runge­Kutta de passo dois explícitos com s­estágios

proposta por Byrne e Lambert [04] , é definida por:

Yaa =X, +hDI AI + wikl)
i=l

kI = f(x,+eh,yY,a +h$'a,ET)UM
j=l

= f(x, +cjh,Y+hS ayk”)j)
j=l

com os valores c;'s assumindo à seguinte condição:

Ss

C; =X ap, i=1(0)s.
ja

Esses métodos são caracterizados pelos coeficientes, c;, a;, v; eW,.

Em 1982, Nakashima [12] propôs uma outra classe de métodos TSRK que

possui s —1 estágios, e é dada pelo seguinte algoritmo:

Ss

DPEANTESADAENREADA +hD'bjk,
iA
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kh = S(Xp 1171)
k, = S(X, XY)

il

k =/(&x,+ ch, y,+ GV Ya) +hD azk,)
jo

i­)

com Cc;=A; +DS a;
jo

j 0<asl e i=3(1)s.

Os valores c,, a, a, bi,r, e r, são os coeficientes do método.o

No entanto, os métodos definidos por (4.1) e (4.2), quando considerados

isoladamente, permitem somente trabalhar com o tamanho do passo de integração fixo.

A seguir introduziremos uma outra classe de métodos TSRK que permitem

integrar pvi's considerando o passo de integração variável, o que os torna uma importante

ferramenta computacional.

4.3 A classe dos métodos

Conforme proposto por Jackiewicz e Zennaro [09], em 1992, podemos

considerar a classe de métodos de Runge­Kutta de passo dois explícitos com s estágios e

passo de integração variável, definida do seguinte modo:

Yu = 1­88)y, + E0y,4 +hiaD (VAIO +Ew ki)
i=l

"=f(,e | +cihaa,In +had ak))
J=l

= f(x, +c;h,,Y,+h,Sat”)j
j=l

para i =1(1)s, n=0,1,...N com E=h,/h,, onde h, =Xx,1=
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Podemos representar os coeficientes que caracterizam esta classe de métodos

numa forma matricial, semelhante à representação proposta por Butcher para os métodos
de Runge­Kutta:

Cc = 0
(2)

C3

a da dasl 5,51

n() 18) .. vu(D v(S)
m(8) w(5) ... w1() w(S)

i!

onde O,ce a,são constantes, com c;=>/a,e observando que os pesos v; e w,
ja

dependem de E = h, /h7,.

Se definirmos os vetores c=(c,c1,...,0,)”, v= (v(E),v,(E),...,v,(É))!

w=(w (E),Wa (É),...,W, (E))"e a matriz A=[a,],.,, a representação matricial para os
coeficientes do método (4.3) será dada por:

cl A

(e) y
T

w

4.4 Algumas características dessa classe de

métodos

Os métodos da classe (4.3) são de passo dois, pois além da condição inicial y,

necessitam também de outra condição y, para inicializar o processo de integração. Logo,

podemos tomar como y, a condição inicial do problema e a segunda condição necessária

para se iniciar a integração pode ser obtida através de um método auto­iniciável , por

exemplo um método de Runge­Kutta com ordem apropriada.
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Podemos observar que o método (4.3) é construído de tal forma que a cada

passo são exigidas s novas avaliações da derivada da funçãof e não 2s como o algoritmo
deixa transparecer. Isto é consequência do fato de que o método aproveita valores já

calculados no passo anterior. Vejamos a ilustração.
Consideremos o problema de valor inicial (1.1), o qual resolveremos

numericamente com o passo de integração variável de tamanho Ah, =x =X,"

n=0,1,...N num certo intervalo [a,b], onde a= x, <X, <X7...<Xy, Xy 2 b, através do
método (4.3) explícito com s = 2 estágios dado por:

JYnn1 = XYn Fhaa (VAI + vakz”) +h, (Why + wky)

ki = Sri Yn1)
kx = Sra + lh Yn +hai)
kh = SOnsY1)

ki = f(x, + ch,y, +hianki)

1º passo : Através de um método auto iniciável qualquer com ordem apropriada obtemos

a condição inicial necessária y,.Como ilustração, se considerarmos um método de Runge­
Kutta com s = 2 estágios, conforme definido na seção 1.2, temos:

1 =>9 +h(bk, +b3k3)

kh = S(Xx9;XY0)
k2 = f(xo +c2ho,yo +hoanhk)

2º passo : Cálculo da aproximação y,,já utilizando o método (4.3):

2 =7N+t ho v k? + v2k5) + h (mk + wak3)

ki = f(x9,X0)
k2 = f(xo +C2ho,Yo + hoazihi)
kh = f(Xx,)
kz = S(x +oeh, +hazkh)

) já calculados no passo anterior
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3º passo : Cálculo da aproximação », :

Y3=X2 + h (v/hki +v2k3)+h (Wki + Wwk3)

ki = SO.)
kz = f(x +eh,n +hazki)
ki = /(x2,X2)
ki = f(x +c2ha,y2 + hanki)

' já calculados no passo anterior

E assim prosseguimos até o ponto final desejado.

Cabe aqui registrar que quando consideramos0=0 e v=0, o método TSRK
definido em (4.3) se reduzirá a um método de Runge­Kutta dado por:

Ss

nx 7 Xn +h,D wki
i=l

i­)k7 = f(x, telho9n th,Do agk) ,is1O)s
ja

com representação de Butcher dada por :

cl A
T

w

No capítulo 6, vamos introduzir uma técnica que permite estimar de forma

eficiente o erro de truncamento local através da utilização de métodos da classe TSRK

proposta por Jackiewicz e Zennaro [09], descritos neste capítulo. Assim, para problemas

não­stiff podemos trabalhar com um “tamanho de passo ótimo” a cada passo de integração

buscando eficiência e competitividade.
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As CONDIÇÕES DE ORDEM

DOS MÉTODOS TSRK

5.1 Introdução

Como vimos no capítulo 3, podemos associar as diferenciais elementares de

uma função a árvores e através delas determinar as condições de ordem para os métodos de

Runge­Kutta. Neste capítulo mostraremos que a mesma associação pode ser considerada

para a classe dos métodos TSRK com integração a passo variável, construindo para tais

métodos com ordem até 5 as condições de ordem.
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5,2 Preliminares

Considerando conceitos e notações sobre árvores, introduzidos no capítulo 3,

vamos apresentar alguns resultados, em especial o teorema que formulamos a seguir

devido a Jackiewicz e Zennaro [09]. A partir desse resultado apresentaremos condições

que nos permitem gerar os métodos TSRK definidos em (4.3).

Teorema 5.1: Para a árvore 1 a condição de ordem correspondente é dada por:

(V” +Ew" )u=E+E0

e para a árvore f =[/,,1,,...f,] a condição de ordem será:

EP — (=D EO
(1)

Du Pp), T Ss Aq” ­; TOJus w II Y (,)
onde W"(t,) e W"(1,) são os respectivos pesos para v e w e as árvores 1,,j=1,2,..

Como veremos ainda neste capítulo, o vetor u deverá ser considerado como o

vetor unitário para a obenção das condições de ordem.

As relações estabelecidas neste teorema são obtidas considerando­se que os

métodos TSRK com integração a passo variável constituem um caso especial dos métodos

lineares gerais, propostos por Butcher [02].

Este teorema pode ser usado repetidamente para se estabelecer as condições

correspondentes a árvores de qualquer ordem.

Para árvores onde a densidade é dada por y(!) =p("r) (também chamadas de

árvores primárias de ordem p(r)=p) as condições, chamadas condições de ordem

primárias, podem ser obtidas através das relações do corolário a seguir, proposto por

Jackiewicz e Zennaro [09], cuja demonstração apresentaremos.

Corolário 5.1: Se r =[1º], então a densidade y(t) =p. Ainda, considerando o teorema

5.1 e a relação du=c temos que a condição de ordem correspondente a esta árvore será

dada por:

28º ­Cy/e 6.20)
fo)

vi (eu) +EPWToP
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Ppr=1

ou por: (VT +8EwWDct +Ser”ias — 8? =D" (5.26)r

=]Demonstração: Temos que t =[1P"'], logo 1jets (o . Substituindo em (5.16):P(t)=1

(9),va, DO:| +Etw (apoio =ED(O) P

=> (490 +uf +enT carago =ED
Pp

Considerando que W*" (1) =W"(1)=u earelação Au =c obtemos:

v (cu) +EPwWWc"" = 8º=Cn'so
fo)

Pela relação do binômio de Newton podemos escrever que:
elíg—]ant P pr (Nº(cu) >| ­ )': Cu)

Assim:

2/91 PÁ (1NPvi (en)! +EPwWTcP = T ço + So Jerry enem ms (—1)" 68 =r Pr=l

Ppr=l
(VT +EPwWDoP? wEen(9 Jor ECN à.Fr

E importante observar que as condições de ordem primárias não dependem dos

pesos W'(1,) e W"(1,).

5.3 Obtenção dos pesos y'(1,)je V"(1,)

Como vimos no teorema 5.1, as condições de ordem do método TSRK com

integração a passo variável, envolvem além de valores conhecidos, como a matriz 4d e os

vetores c,vew, os pesos W'(1,) e W"(1,). Assim, para gerarmos as condições
precisamos inicialmente obter valores para estes pesos.
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Primeiramente consideramos todas as árvores que se fizerem necessárias

11,12,13,..., com ordem p(!,)=1,2,3... respectivamente, rotuladas de tal forma que os

vértices terminais são representados pelo vetor c do método, a raiz pelo vetor unitário u e

os vértices intermediários pela matriz 4. Assim, tomamos para W"(t,), j=1,2,3...8 os

seguintes valores:

P(;) 10) V"(;)

1 1 u

ls

u

Cc

hs
u

u

Cc

nu
Y

ro

Y
u

c

A

A
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Definimos agora um novo conjunto que denotamos por 7, e que será o

co

conjunto constituído por todas as árvores de ordem r. Então T =| J7,. Observe que o
r=1

conjunto 7, tem n, elementos, denotados por £,,f,2»­..ftrn,, que são árvores formadas

pelas árvores 1, definidas anteriormente. Ou seja, para a árvore de ordem um (r=1) o

conjunto será 7; = (f,,) que tem apenas um elemento (n, =1). Para as árvores de ordem

dois, temos que 75 = (1,,) com n, =1, e assim segue para todas as árvores com ordem

superior.

Como ilustração vamos mostrar os conjuntos 7, para r=1,2,...,5 e suas

respectivas árvores:

o =

ha =? .º

2 L=(6))

17,1 =[4] ]

no G=835032)
213, =[&4] NA

2 Ti=favptastastas)

ta =[n] NV t12 =[&4,6] O t13=[4]
a Ts=(s1t52) 5,3» 5,4: t5,5º 5,67 15,17 (5,87 5,9)

4 2ts, =[4] VW ts2 =[& ND t53 =[4,03]
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ls =[13] U t5.6 NV ts7E 582 ts.9 =[&g]
Usando esta notação podemos estabelecer uma relação entre os pesos W"(t,) e

vt;), formulada por Jackiewicz e Zennaro em [09], aqui apresentada através do
teorema a seguir:

Teorema 5.2: À seguinte relação é verdadeira:
P(1;)A mn,

VC, )=T",)+ > SalT(,)
r=l [ll

(1)rn a
—,

PC, 1,)­1

13 YU.) n/(t;) r­l

Considerando as relações do teorema 5.2 e os valores de W"(t,) obtidos

anteriormente podemos gerar os valores necessários dos pesos W" (t;) para j=1,2,3...8

da seguinte maneira:

= Cálculode V'(4)):

Pp )=1e y6)=1

Considerando as relações do teorema 5.2 temos que:

V'(t1)=Y"(4) = u

SEO) =

= Cálculode VW'(,):

p(1,) =2, yY(1,)=2, r=elenm=l
1 mal

7(64) = VT(6)+) NV aBT(,)=7"64)+aPV"(h,)
r=] =
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af?)Mas — =D 2 o) 1 => af=CDY)=­141,1)

Logo:

7(4) =7T"(4)+alDy"(4,) =F"(4,)+alDy"(1) =c­u

V'(t,)=c­u

= Cálculode y'(1,):

P(1;3) =3, (13) =3, r=1,2, m =] e ns =]
2 An7V'(1)=F"(4)+VYaSTV(L,)=Y"t+ DART"(t,1)=

r=1 l=1

= y"(1,)+alDÇ" (11) +as9y" (121)
(1)n, a 2

Mas ro EVA ) r=1,2.
Para r=1

2= en)=1>a(9=y(4,)=1

(1)=­1 2305 =Cy(4,)=2
7 (14) = 74) +a DT" (GQ) +as9T"(64,)=FT (4) +alDÇ"(4)+os7T" (4)

VV" (14) =(c­u))

= Cálculode V"(1,):

P(t,)=3, 1(t.)=6, r=1,2, m=1e n;=1
2 nn 2 KdVV (14) =V"U04) +) DS aiPE"U,)=V"4+2 000)

r=1 =) r=1

=T"(t,)+olPT" (41) +asET" (61)

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



AS CONDIÇÕES DE ORDEM DOS METODOS TSRK

n, at)
M rd — —1 r

Para r=1
(ta)ih =(­1)? 219)” ENO(41) 2

Parar =2

fa2 1 4) nd= =——=> as ==—y(6,)=­1&E) =(­1 do) 2 2.1 2 Ea)
Logo:

V (44) =T"(4,)+alDT"GQ)+"(4,)= TAL) +oalPE"(4)+asPV" (6)

“JW (14) = dc­c+>u

= Cálculode y'(1,):

V'U.)=V"(t)+ DS ag"(1,,)=
r=1 [=1

=V"(t) +alPy"(4) +asÇ"(G)+alDy"(11) +aS9 7" 32)

n, als) 2 3
Mas =(—1)" do ). r=123.
Para r=1

(oe ifJem => af? =CDy,)=­
11

Para r=2

(5) 3 to ED? 3)­ 2 >0f =2r6)= 3
2,1

Para r=3

l=Drraçha +13,1) 162)
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8 = SS =Considerando a;3% =0 temos que a;

Logo:

VV(14)=VT" (4)+alDE"(1,1) +aSÇT" (64) +asPp" (4) +as9V"(132)=
=T"(t.)+al9T"LG) +27" (14)+aSÇT"(4)+aS9Y"(14,)=

3= ­u+3c­3c? +0A4c=C? —u+3c­u?­3c?u

E 0) = (cn)?

= Cálculode W'(r,):

Pç) =4, 1(t)=8, r=1,2,3, m=1, n=l1 en=2

V'C)=VY"a)+D NS a”(,,)=
r=|[=]

=V"(t6)+al9pT"(Q,)+aS9p" (6) +alT"(t)+asST" (432)
n (ts)

Mas LE CD| ) , r=1,2,3.171 Y(Er1) 8rir­1

Para r=]1

nm=2 1/6) 1 3 1 as) as) 1 a a> 371 =(­1)'= 2 3,1 + 3,2 2­2 3,1 3,2

1) Y(E3,1) 6 2 16) 16) 6

9 = 1.Considerando aNá = —|] temos que a;
Logo:

VU) =VT"C)+al9p"(1,)+ai9T" (6) +asT" (441) +05"(442)
—

1 3 2
JW (t.)= cc Ac­——u+—=c—c—­ AcJV (ts)

2 2
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= Cálculode VW"(t,):

p(t,) =4, v(t,) =12, r=1,2,3, 6 =1, n4=1 e nj=2

V'(4)=V"a )+S Sa”(1,,1)=
r=1 =)

=y"(t)+olDy"(1) +alDÇ"(t,)+afDÇ"(1) +aS)y" (132)
(17)n a” 3Mas DL =(nºa): r=1,2,3.1=1 Tr)

Para r=1

2 (17) (17)fo a3, =CD a )­À 31 , 32Il e) 3 (4) 132) |

=Considerando a3j7 =0 temos que a) =—2
Logo:

(4)=T"(4)+alDTQ)+OSPET" OG) +asPTGta?"(447)

“e (4) = Ac? ­24c+e­u

= Cálculode WV'(tg):

p(tg) =4, v(tg)=24, r=1,2,3, mn =], ns =] e nz =2
3 n

7 (14) =V7"(4)+)SD aiV"Q,,)=
r=1 =)

=" (4) +a(PF",)+ a E") +assT"(G)+assPT" CG32)
n (tg)nr, O, 1/3

Mas E =(—1)* do): r=1,23.135 Y(ri)
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Para r=1

(17)CTA
Th)

Para r=2

Para r=3

nm=2 as) 3 as) as) as)y =(— | ) ­ dl — Es, 32 Jd — 31, 3211 YV(t3,1) 2 6 7146) 16,)) 5 3 6

Considerando as) = O temos que a(s) =­|l.
Logo:

(8)wWVV(t4)=T"4)+olPT"(Q,)+aSE"(64) +alR"(6) +alT" (432)
1 1lg) =A?e­Ac+2o­—JW Og) ce­derze­—u

Resumindo obtivemos os valores de W”(tje W"(tj), necessários para o
cálculo das condições de ordem do método TSRK definido em (4.3), apresentados na

tabela a seguir:

V"(1,)
u

cu

(cu)?
Ac­c+lu

2

(cu)?

c: de= Ac­c? +12c­ly
2 2

Ac? ­2der+e­u
Ae­Aerle­du

2 65
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5.4 Construção das condições de ordem

Considerando as condições de ordem associadas a cada árvore, e o teorema

(5.1), formulado por Jackiewicz e Zennaro [09], podemos construir as condições de ordem

de um método TSRK a passo de integração variável, correspondentes às árvores do

conjunto 7, para r=1,2,...,5:

=" Para 67=71

Por (5.10) temos que a condição associada a esta árvore será:

VT +Ew")u =6E+EB

Para as demais árvores vamos considerar a relação (5.16) obtendo:

" tLi=M)]

(ta) =P(t,))=2 e Y(6)=Pp(1)=1

2 —Utilizando ( 5.16) temos: v” (AV (t))­u)+EºW AV" (1) = 8 7 8o
Como W"*(n1,)=W"(n)=u temos:

2,7 6? —&Ov'Au­vu+EºW Au= 7 , mas Áu=c logo:

E? — EO = (824 +v)e­vlu= E? — 60T 2/7.v (c­u)+éw c= 2 2

" ns)

Y(131) =P(t3,)=3

Utilizando (5.16) temos que:

E? +E0v(AT) a)(AE(1)= nu) +EW (AT (O)AF"O)) = 3
=

Considerando W"(1,)= W"(t,)=u e ÁAu=c temos:
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vV(e­u)º +EWÕc?5=3|(EW +v)e? ­V(2e­u)= 8º +1
" t,=[45)

(132) =6, p(t37)=3 e v(t))=p(6,)=2
3Utilizando (5.16) temos: VAO) ++ EWAT” (1,)="º ==

Considerando W"(t,)=c—u, W"(l,)=ce Au=c temos:

VT Ae=vTe+>VTu +EwWW Ac= ro8º + (VT +E MW) dev" (eu) 2 E+eo+6
3" ta1=[4)]

(tai) =P(ta)=4
4Utilizando (5.16) temos que: VT(AR"(1,)­n)º+EW (407" (1) =2 =

Como W"(t,)=W"(nt,)=u e Au=c temos:

4

v(e­w +E WeE,7 +E We? =" (Se? ­3e+u) =2

" t2=LL]

Y(ta2)=8 p(ta2)=4

Utilizando (5.1b) temos que:

E? —&OVA) AT 6) +72) +EW (AF NAÇT"(4)) = :
Considerando W*(1,)=y"(n,)=u, W'(1,)=c­u, W"(ly)=ce Au=c temos:

4.W(e­ude­c+Tu)+&E We: de=? Ss
E? o

8

1 1

>vc:Ae­ve? +ove­vdervie­—vu+E Wc de= =>
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(v" +EwW)(c­do)—v(Cc? +Ae­Setzm) = E? —

" t.3=[4]

Y(fa3)=12, p(ta3)=4 e 1(6,)=p(1,)=3

Por (5.16) temos:

4 —VT)D+ WA) 2
Considerando W*(t;)=(c­u)º =cº ­2c+u, W"(t,)=cº e Au=c temos:

4ra2 Ene
12

=

4 —(V +EtwWD Ac? VI (24e­c+xu) = 8 ==

" tia4=[4]

(fa4)=24, p(fa4)=4,71(t1)=6 ep(1,)=3
Por (5.1b) temos:

E? oV (AT) 2)+EW AI) = .
Considerando W*(t,) = Ac­c+, W"(t,)=Adce Au=c temos:

4 —vi (A?e­ 4e+lo) ly, + EW A?e =8 so =
2 6 24

1. 1 E? EOTTEtWyAlo=v(de­2e+rei=2 "250(v E w)d'e­v (de­ze Sº 2a

" fs) =[n1']

Y(tsi)=P(s)=5
5

—

OUtilizando (5.16) temos: v” (AQ (t,)­nu)º +EW (49" (1) so
Como W"(t,)=W"(4,)=u e du=c temos:
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5 5

vi(e­u)t +EWTC = 3 EE =| 0" +8 Wet = (e? ­ 60? +40) =3 =

" sa =[t,6]

152) =10 ep(f.,2)=5

Utilizando (5.16) temos:

VAO) 0 (AP) + +EW (AT AT"ay =2Eo
Considerando W"(t,)=W"(t,)=u, VW(t,)=c­u, W"'(t)=ce Au=c temos:

E+80,v” (e? ­2c0+u)(Ac­ e+zu) +wc? .Ae= TO
E? +E0 >=> vi (0? Ae­c?+ —20c­ Ac+2c? ­20+ Acton) +E Wc Ac = TO

5

(VT +EwW Xe? Ao)vi (Cc? +20: de=D? ­Ac+20­u)a

" t.3=[4G]

10s3)=15e p(153)=5

Utilizando (5.16) temos:
5

VAO) AT 04) D+ EW ATOMNAÇTA,)=222
Considerando y*"(1,)=y"(1,)=u, V'(1,)= (c­u)º, W"(1,)=c?

v'(c­ u)(Ac? 2do+e­u)+EWc­ Ac?2 Éão
ZE +80,

15

E+E0
15

= (0: de? ­ 20: Ac+e? Sen Ae? +2Ac+Tm)+&wc: Ace? =
(VT +EwD(c: de?)­vT(2c: Ae+Ac?­c?­24c+Se­xuj=2—>

" 1, =[a]
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Y(154) =30 ep(tsa)=5

Utilizando (5.106) temos que:
5

ATO) (AT 04) D+ E WATMNAT (04) = 222
Considerando y"(1,)=y"(4)=u, V'(t,)= Ace+2, VW(ti)=Adce Au=c temos:

5Vi (e­u(Ad?e­Aerle­lw+e ne. 4ro=2""8 =>
2 66 30

5SwWTe: A?e=28" 2580 =>3v (e Ae­cAderlo? 2­4? +Aerl+E
2 3 6 30

T 5,7 2 T 2 2
+ A — Ac+ AÍ o—­— — Ac+—=c­— =(vy É w Ye c) v (ec Cc Cc [ó Cc Es u) 3

" 15=[6]

(15,5) =20 ep(155)=5

Por (5.1b) temos:

E? +EO—v
1

—wv (AR (4) +) +EW (AR (1,))º = 20
Considerando W"*(t,)=c­u, W"(t)=ce Au=c temos:

Ss

V(de­c+>uy + E w" (Ao)? 2 >
5Te. A?e="2 +E8 ==> vv((40)?º =2c­ Ae+ Ac­ut+c? ceuladaew

2 2 20

5

(V" + E wD(40)? —vVQe:Ac­c? ­Ade+e­=u) ­8 a

" ts.)

Y(tse)=20, P(fs)=5 e Y(t;) = P(t.) =4

E? +&EoUtilizando (5.16) temos que: v” (AV”(t.)+7 +EwWAQ"(1;)= O
Considerando VW” (t4)=(c­u)* =c*­3c?º +3c­u, W"(1,)= ce ÁAu=c temos:

OO Lo)
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AS CONDIÇÕES DE ORDEM DOS METODOS TSRK

Sv" (Ac? ­3Ac? +34e­c++u)+EW" Ac? 2 => =
5

(VT +E WD Ac? —vBAc? ­3Ac+e) =o»

" t.7 =]

Y(f57)= 40, p(t57) =5,1(t.)=8 e p(t)=4
5

Utilizando (5.16) temos que: y"(AW'(t6)+=)+EW AV" (16) = : o
Considerando W*(t,)=c­Ac—­Ac­c? +2e­>4, W"(ti)=c­Adce Au=c temos:

5

v” (A(c­ do) A?e­ Ac? +2Ae­>e+u)+EW"A(c­do) = S == =
T 25 T Tr, 2 2 3 1 1 E? +EO

+ Alec. Ae) | + Á =——Ac+—c­— =2(V' +Eºw' )A(c­ do)—v' (Aíc Cc F Cc 2º go) ao

" 1.g=[4]

7TUsg)=60, ptsg)=5,/(1,7)=12e p(t,)=4

Utilizando (5.16) temos:

E +ETO AY u 51,7 ATTW| 14) +—)+ A 17) =v (Av (17) 2) + Yy (17) SO

Considerando W"*(t,)=Ac* ­24c+e, W"(t)= Ac? e Au=c temos:
5vi (Ae? 24?o+ dele +EWT (42) 2 E + =>

3 12 60

5(VT +EwWDAC? VA e­Aerle­Ld = 8 +85
3 12 60

" ft. =[&]

7(fs9) =120, p(ts9)=5,1(19) =24 e p(t4) =4

Utilizando (5.16) temos:
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AS CONDIÇÕES DE ORDEM DOS MÉTODOS TSRK

E? +EOTAF) +) +EW AV"(1) =v (Ay (1) 2a ts V (tg) 120

Considerando VT) = A'e­Ae+To­u, W"(g&)=A'ce Au=c temos:
5VI (Pe Aer­do­testig+enTAdo)=8 8+50 =>

2 6 24 120

5(7 +EW)Be­V(Ae­laerle­Ldy 28 +
2 6 24 120

Observação: Para as árvores primárias, ou seja árvores onde y(r) = p(r), ao invés do

procedimento acima, podemos utilizar o corolário 5.1 citado anteriormente, para a

construção das respectivas condições de ordem primárias.

Resumindo, as condições de ordem de um método TSRK a passo de integração

variável com ordem até 5 são dadas por:

1 (V+êw)u=E+E0

2 (V+EW))c­vu 28­80>
7 +EWDe? ven) =E80==
ST +8W dev" (en =E
(V" +E wc? —v" Be? ­3e+u) 2 Ee=

&? EO(VM +E tw Xc: do) vi(c?+Ae­do+lu)= :
(1 +& WD) Ac? —Vi(2de­cku)=E

E? oTE Tal. t
­(V +Ew))d cv (de­io+iu)= a

5

(VT +E we! —v" (40? —6c?º +40­u)= : —
E? +E0TT rES TN? T/3 2

—(V* +Eºw)(c* ­do)—v (ce +20: Ac­3c*­Ac+2c­ilu)= To
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As CONDIÇÕES DE ORDEM DOS MÉTODOS TSRK

5
TT, e5T 2.07 202 — 8 +80(V* +Eºw' (0 de)­v' (2e:de + Ac mc —2Adc+Zc­7U)=a2—

5
Ti eE5T 2 T 2 2 2 — 8 +86(V +Eºw )(c­Aí o)—v (c:de+A c—+c —Ac+&c=tuU)=2—/­30

Ss(4 +EwD(do)) — Vi (2e: dec? ­Ac+te­lu) =2 =>
5

Tie5S Trad T 2. 1, 8º +60(V' +Eºw'))Ãdo" —v" BAc“ —3Ac+c aU)

E? +EO(VT +Ew")A(c­do) VT (A?c+ Ac? +33Aco+le­tu)=NTE
S

(VT +EWDA?0? =V(2A?c­Ac+le­Lu)= 8 =
5T +EW )Ade=v"(420­Lla4erte­tdi=E8 +50

2 E A 120

Podemos observar que para O=0 e v=0O estas condições se reduzem às

condições de ordem dos métodos de Runge­ Kutta de passo um:
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CONSTRUÇÃO DO PAR DE

MÉTODOS RK E TSRK EMBUTIDOS

6.1 Introdução

Os métodos de Runge­Kutta embutidos permitem estimar de maneira eficiente

o erro de truncamento local do método de ordem menor, como mostramos no capítulo 2.

Procurando explorar esta idéia Jackiewicz e Zennaro [09], desenvolveram os conceitos e

resultados necessários para a construção de pares embutidos de métodos, constituídos pelo
TSRK dado em (4.3) com ordem p+1 e um método de Runge­Kutta contínuo com ordem

p. O objetivo principal deste capítulo é mostrar de forma clara esses resultados e a partir
deles construir as condições de ordem que nos levem a pares desses métodos com ordem

até 5. Finalmente, construímos a partir de um método de Runge­Kutta contínuo com ordem

3 um método TSRK com ordem 4, de tal forma que sejam embutidos.
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ConNsSTRUÇÃO DO PAR DE MétODOS RK E TSRK EmBUTIDOS

6.2 O par de métodos embutidos (Runge­Kutta e

TSRK)

Jackiewicz e Zennaro [09], estudaram a possibilidade de ao invés de se

trabalhar com pares embutidos, utilizando apenas métodos de Runge­Kutta, considerar

pares onde a um método de Runge­Kutta com extensão contínua de ordem p associa­se

um método TSRK como o definido em (4.3) de ordem p+1. Para esse par sua

representação de Butcher será dada por:

e=0

94551

n(6) 1(5) + vu4(5D »r»n(5)
m(6) w(S) + w1(9) w,(S)

onde

" c,A4e b"'(n) definem o método de Runge­Kutta contínuo de ordem p;

=» c,A4,v (E) e w(E) definem o método TSRK de ordem p+1.

De (2.2) sabemos que o erro de truncamento local do método de Runge­Kutta

com extensão contínua de ordem p em x,,, é dado por:

Tan = YXn41) = Ynnao

YnH1 = Xn +h, > bi (Mk;
i=1

il

k, = f(x, +ehasYn FhiD ajhk,)
j=l
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ConNsTRUÇÃO DO PAR DE METODOS RK E TSRK EMBUTIDOS

ou seja, 7, =Q(x,,y(x,))h?* + O(hP*).

. *
r . ­ FA rsConsiderando que y,,, é a aproximação numérica calculada pelo método

TSRK, dado por:

JH =>, + hi DIA +Ew;kr)
i=|

"=f(,—) +cjh,1,17 +h,Sah”)”)
j=l

= f(x, +c;h,,y,+h, SS ajk”)j
j=l

temos que o erro de truncamento local da aproximação gerada por esse método é dado por:

Tra = YCrna)= Ya (6.4)

Logo, Tr =Q(&,,yY(x,))M?"? + O(hP**). Efetuando a diferença entre as
expressões de (6.2) e (6.4), obtemos:

NYHa = YnH7
= (x,YA?! + O(A) = 9 Gu DIR + O(APA) =
= A,YA?! + O(A?!)

Consequentemente, podemos considerar |y,,, y, como uma estimativan+l n+l

para a parte principal k(x,, yY(x, ))hP** do erro de truncamento local da aproximação
gerada através do método de ordem p dado por (6.3), isto é:

(6.5)*

Tan Ely=YnH

Portanto, como os métodos são embutidos, ou seja, eles tem em comum a

matriz À e o vetor c, é possível estimar o erro de truncamento local do método de Runge­

Kutta contínuo de ordem p com um esforço computacional adicional mínimo.
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ConsTRUÇÃO DO PAR DE METODOS RK E TSRK EmBUTIDOS

6.3 Construção do par embutido

Para construirmos pares de métodos embutidos como dado na representação

(6.1) é preciso considerar simultaneamente as condições do método de Runge­Kutta de

ordem p citadas no capítulo 3 e as condições do método TSRK de ordem p+l

determinadas no capítulo 5.

Nesta seção iremos mostrar uma maneira mais simples de construir este par de
métodos embutidos. Para isso vamos determinar algumas condições de ordem

simplificadoras de um método TSRK, propostas por Jackiewicz e Zennaro [09].

Denotamos por 7, o conjunto de todas as árvores primárias, definido por:

Tp =fteT:t=[1"],r=01,...), onde [1º] =7
e por T, =T­Tp o conjunto de todas as árvores secundárias.

Assim, temos que as condições de ordem correspondentes às árvores teT,

serão denominadas condições primárias, e as condições de ordem correspondentes às

árvores 1 e T, serão denominadas condições secundárias.

Seja e =(1,0,...,0) e Rº e consideremos o seguinte teorema:

Teorema 6.1: Assumimos como hipótese que v+E?w=/(E)eP e que v satisfaz as

condições secundárias de ordem até p­1l do método de Runge­Kutta de passo um, com o

lado direito modificado como segue:

VT ()= PÓ) yr ot!
(O)

onde teT7T;, e p(() < p—1. Então, toda condição secundária de ordem até p se reduz a

uma condição primária de mesma ordem.

Considerando o resultado do teorema 6.1, Jackiewicz e Zennaro obtiveram o

seguinte algoritmo para a construção de métodos TSRK com ordem p >2. Seja:

v+8?w=S,(E)e
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onde /,(E) é a função que vamos determinar. Consideremos o seguinte sistema:

T pl T plvc +E”w c? = S (E p,p­puo
Po p­l — ,p=1,2,...,p­1, (6.7)vc +EPWÃ cê ­ 8ºCvSeo” as P P

Pp r=l r

onde a primeira equação de (6.7) é obtida pela multiplicação de (6.6) por cc”, ea
segunda é a condição primária de ordem p definida no corolário 3.1. Além disso

— 2(D PAÔp,ppn28 "O .

Resolvendo o sistema (6.7) obtemos que:

Te o ExÉ preE.enfe)­SO8,15u |e" o)
r=t

que expressa vc? em termos de S1(5) e vc" para r=0,1,...,p—2.

Substituindo vc"! dado em (6.8), na condição primária de ordem p dada

Sev(”ue 2 8ºCy" (6.9)
r=l r P

podemos obter o valor da função /,(5), que depende somente de £ .

Ainda, substituindo o valor de /,(5) calculado por (6.9) em (6.8) podemos

expressar vc” na forma:

T plve" =/76,

p=1,2,...,p—1, onde fP(E) são funções que também dependem somente de & .
Através do algoritmo dado acima desenvolvemos os cálculos necessários para

encontrarmos os valores de f,(&) e fJ7(E) para p=1,2,...,p­1, p=2,3,4,5, conforme
mostraremos a seguir.
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ConsTRUÇÃO DO PAR DE METODOS RK E TSRK EmBuUTIDOS

1) Para métodos com ordem p = 2.

Seja v+E?ºw=/,(E)e, onde /,(E) é a função que vamos determinar.

Considerando 0 =0e p=2 obtemos o sistema:

PP E?Wtee = SA(E)8220n
Pp p­! —1vTeP" +EPwWecP! E vSen(? JorPp r=l r

, para p=1

TAssim, resolvendo­o podemos expressar vc?” como:

eras1ºECv'(*;e)­Ala | 6 ­)
= Parap=1 temos que:

vc = [é­E­ LA (E5,./E­N> vu= le? ­Sa(8)52/6­1)­

Mas Ô7,; = ePcr = % =1. Assim, substituindo na expressão acima obtemos:
ri =822h6) (6.10)

El

Substituindo (6.10) em (6.9) e considerando que p=2, podemos encontrar o

valor para /,(É), da seguinte forma:

Sen(o zo 28­00, scpD Ú)ret 8 yr,
r=l r P 2

ELESLogo,8 E > 1,6)=2126 (E+1).

Ainda, substituindo / (E) encontrado em (6.10) podemos expressar
vc?" =vy'u como
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ConNsTRUÇÃO DO PAR DE METODOS RK E TSRK EmBuUuTIDOS

2namo 8vu=/(s) à

Portanto, para p =2 e O=0 obtemos os seguintes valores:

AOTEED,
ff E)=8:O8),

g(E)=­82/2.

2) Para métodos com ordem p=3.

Analogamente ao processo utilizado para métodos com ordem p=2 vamos

determinar /3(É).

Seja v+Ew= Bh (E)e e para O=0 consideremos o sistema:

T. pl xr3,T.plvc +EWec = SA(8)S33­5u
Pp p­! | para p=1,2.vc +EPrwWÃcP = Essen? JrPp r=l r

Assim:

vc" =Eu —v" >ev?­e)­ PA(6)833­pu Ve" ­ 1)
r=1

=" Parap=l temos que:

ve =|6?2­6­ 16085, /E2­1)=> us? ­ 166, 1/6? ­1)

1
;Mas 833 = (1 o =1, Logo substituindo na expressão anterior obtemos:

17, 8 ­SE)
V UA—A—

E?

= Parap=2 temos que:
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v'c= leG82/2 + vu) fa (E)83, VE ­ 1)

Cc

Mas 83, = (1 0 O)c,|=0,pois c, =O. Assim, substituindo (6.11) e 3;, =O obtemos :
C€3

pro EC +26 +82) 28/68)
2(1+86)º (+85)

Substituindo (6.11) e (6.12) na condição primária de ordem p=3, podemos

encontrar o valor para /;(5), da seguinte forma:

2 2 E? E?­ Fr T 2­r =22­— T —2 T ——2—=02 ) CC) Cc o vu­ly e

E +E+E 366)
3C1+8Y?

1
0=> (É) =28 (E! +E+D)

Ainda, substituindo LO) em (6.11) e (6.12) podemos expressar vet"

1 2805 =ddr (É) para p=1

7. 6GB+28)
­ves ço) (9), para p=2

Logo, para p=3 e O =0 obtemos os seguintes valores:

POTE),
SE) =8;(6)E+2),

fO=06,
g3(6)=­8 /GE+D).
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3) Para métodos com ordem p= 4

Seja v+Ew=/,(E)ae e para O=0 consideremos o sistema:

Tp, e4,,T plver +E wc = SA (ESs,4­pn
.) p­! —1 , para p=1,2e03vet! +ePwWi cê! E vSer(? JÔ para P

Pp r=l r

Logo vc?" = [eo(E­rEer(?emaElssa­pu |fe" ).
r=l

= Parap=1 temos que:

ve =| E E SEDE1) Vu =|6º SS4V/E 1)

Mas 8,4 = eMcº —>8,,=1, então, substituindo na equação anterior obtemos:

7, E =SO
vu

E ­1

=" Parap=2 temos que:

vlc= E?E/2 +v'u) ­ SE8.:/E ­ 1)

Mas 813 = eMc'=>ô,;,=0,pois ec, =0. Assim, substituindo (6.13) e 8,;=0 obtemos:

vc = E?(­E? + 28º +55) 28º 1,5) (6.14)
21+8)º(+86) +E+8?)

=" Parap=3 temos que:

ve? = E6/3+2Te­v)­sES,2/6E­.

Mas 8,7 = ec? = 8,,=0,pois c, =0. Assim, substituindo (6.13), (6.14) e 8,,=0 na
expressão anterior temos :
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2 — 68? 6? +28 +38? +56) = (3+38º)/1(E)
3CI1+8E)(1+E)A+E+E?) (6.15)

Substituindo (6.13), (6.14) e (6.15) na condição primária de ordem p=A4,

podemos encontrar o valor para /,(£8), da seguinte forma:

3 3 4 ?E jrer =E = —3ve? +3v c—­vu­ Ss =0
Portanto:

E +E +E +ET 4/08)
4(­1+8)* 0=>OE+E?+E4+1)

Ainda, substituindo /,(£) em (6.13), (6.14) e (6.15) podemos expressar v” cº”'

T — 8 B+26E+862) 4
ivu aIFETE) f (E), para p=1

vro=" ER+28+8)) = =2dare E SO parap
T 2 E (4+56E+382) 1 aaÚ 12(1+E+E?) fa (É), para p

Logo para p=4 e O=O0:

AO=AEE+EED,
SFE)=g.(ENE? +286E+3),
FI E)=g,(E)E +286E+2),

SE) = ga EXE? +28+D>
g1(E)=­8/(AE+E+D).
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4) Para métodos com ordem p=5.

Seja v+E?w=/,(E)e) epara O =0 consideremos o sistema:

T pl 51,7 plver +EW o = S(E)Ss5­0n

7) pt­r , para p=1,2,3e 4— Cc

Ppvict +EtwWIcP" = E

vTr ct (E Ser( e)(E)85,5­pVe 1).r=1

= Parap=l]l temos que:

vu=|E* ­s56)8. 1/6 ­1)

Mas ôs5 = ecoss.5 =1, então, substituindo na equação anterior obtemos:

ru =8 SG)
Et 1

=" Parap=2 temos que:

vlc= le? (8?/2 +vu)­f, (Es. Ve ­ 1)
Substituindo ô;, = eMNcç=> ôs4 =O e (6.16) obtemos:

pros 88? +28? +55) 26505)
2C1+8)º(+ 6)A +81 +E+E?)

=" Parap=3 temos que:

ve? = e2(6/3+2/Te­vW)=S8)6s3/E­1)
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Substituindo 853 = ec? => 8,;=0,(6.16) e (6.17) obtemos:

proa SE 5 +68 26 +87 +26 +56 ­(3­36+38)/56) (618)
3C1+6)º(+8E)1+82)(1+E+8?)

=" Parap=d4 obtemos:

pro: 2 ECE? +38? 260 +567 +86? +28 +38! +6EU (1 6+382 =E? +8)4/5(65)
'

4(1+E) ([+E)1+E9)(1+8E+8?)
(6.19)

Substituindo os valores de (6.16), (6.17), (6.18) e (6.19) na condição primária

de ordem p=5, dada por:

5 5

ce” tada Mf + 6v” c? —4v'e+viu==2=0
podemos encontrar o valor para f;(£):

1AOTSE +EP4E?4E41)
Ainda, substituindo /,(6) em (6.16), (6.17), (6.18) e (6.19) podemos expressar

vTcP"! como:

Ty=" EI(E? +38? +68? +98? +T7E+4)
SA+E+E?+ENNA+ETE?)

Vçe" E(28? +68? +12E? +15E? +10E+5)
10(1+E+8E? +E)I+E+E?)

=/P(E) ,para p=1,

=/7(E), para p=2,

Teles EI(3E +98? +16E? +176? +10E+5) = ff =3

17.3 E UE +II8 +178E +1682+98+5) 5 ”"”

2001+E+E?+8E)1+E+E?) fa (É), para p=4.
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Logo para p=5 e O=0 obtemos os seguintes valores:

SOS ENS ASAE,
ff E)=8.(EME +38? +68 +98E? +7E+4),

SÍE) = gs (EE +38? +68) +28 +56+2),
5 = 5 4 16 3 17 2 10 5SE) = gs (ENE +36 + PE TE + EO,
Sie s 1114 17,3 2,91.,5Sa (8) = g5(EX5É + + 1º +4 +25to

g.(E)=­8/G6 +E+D(E +58? +E+D).

Concluindo, para construirmos o par de métodos embutidos definido na seção

6.2, partimos de um método de Runge­Kutta contínuo de ordem p­1 e construímos o

método TSRK de ordem p associado a ele, que deve satisfazer às seguintes relações:

(6.20)
v+Eºw=/,(6)eO
vet" =/7(6)

onde p=1,2,...,p­1, para p=2,3,4e 5. Observe que /,(£) e SJ (5) são funções que
dependem de & e que acabamos de determinar.

6.4 Construção de um particular par embutido

Através da teoria descrita na seção anterior, como ilustração, construiremos um

par de métodos embutidos do tipo (6.1). Para isso consideramos o seguinte teorema

formulado por Jackiewicz e Zennaro:

Teorema 6.2: Para cada método de Runge­Kutta contínuo com s estágios e ordem

p­l1>2, existe um método TSRK com s estágios e ordem p, a passo de integração

variável, tendo em comum com o método de Runge­Kutta os elementos do vetor c e da

matriz À.
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dado por:

Consideremos o método de Runge­Kutta contínuo com ordem 3 e 4 estágios

2

2 1
3 6

4
b(n)= 37

bh(n) bn) b;(M) ba(M)

217 3
bh(n)=Zn nº +m2

3 4+2onº

13 1
bm ==+
bn)=nº nº

Pelo teorema 6.2, podemos construir associado a ele, um método TSRK com 4

estágios e ordem 4, que tenha em comum os coeficientes da matriz À e do vetor c.

relações:

Considerando (6.20), temos que o método TSRK deve satisfazer às seguintes

v+Ew=/f(E)eO
ve =fº(E)
vc! = A (É)
ve? = a(s)

Substituindo em (6.21), os valores de (9), fO, sf (É) e A (É)
encontrados na seção 6.3 e o vetor c do método de Runge­Kutta contínuo de ordem 3,
obtemos o sistema:

m+Em 288 +68 +E+])
v, +Ew,=0
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11
—v, +E w,=0

8 (6? +26+3)
VV +V+Vyt+v,= AETIESD

88 +26+2)
4(6? +E+D)

MM( +3E+Í)
4(8E? +E+D

1

—V, +V3 +V,=­2 4
4 3

onde para simplificar denotamos v,(&) ew,(6) respectivamente por v, e w., i=1(1)4.

Considerando é como um valor constante, a partir da resolução do sistema

acima, encontramos os valores:

2 22746­986? 96) ­66º —36) po78­28
! 12(E? +E+D'12(8? +E+1) ' O

—2­8E 28º +&º
GEL ED CTE +E+D

2 72746­382 mv y — —26º +48? +3€Ô
12E?2+E4+D. EU o (E? 4+E+D
Va

4 7TTae

—VY,,

Considerando v, = g,(Eº +E)=­na:
v;(6) e wi(6) encontrados por Jackiewicz e Zennaro que são:

, determinamos os valores de

nO
nO MO IATE
nO, MO TA
nO, mO AE:

1+28= — 143, —— 125mB = EE EDO TE ço
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Portanto, a partir de um método de Runge­Kutta contínuo com 4 estágios e

ordem 3 obtivemos um método TSRK com 4 estágios e ordem 4, a ele associado, dado por:

1
6 6

JhM bEM EM hM)
n(6) (5) vn(5 vfn(S
m(6) w(5) w(8S) wÃ(S)

No próximo capítulo iremos discutir o desempenho computacional de métodos

de Runge­Kutta contínuos associados a métodos TSRK, onde os TSRK serão considerados

como uma ferramenta para estimar o erro de truncamento local dos métodos de Runge­
Kutta.
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AVALIAÇÃO COMPUTACIONAL

7.1 Introdução

Para um particular par de métodos embutidos da classe definida no capítulo

anterior, desenvolvemos uma avaliação computacional, considerando problemas testes cuja

solução exata é conhecida. Alguns desses resultados numéricos serão apresentados neste

capítulo. No sentido de ilustrar seu desempenho quanto ao número de avaliações da

derivada do pvi, apresentamos resultados comparativos com os produzidos utilizando o

código RKF45.

Também discutiremos a influência da estratégia considerada para o controle do

tamanho do passo de integração. Finalmente, mostraremos a vantagem de se trabalhar com

métodos dessa classe para a resolução de problemas com saída densa.
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7.2 O método avaliado

Como vimos na seção 6.2 podemos considerar pares embutidos de métodos
onde a um método de Runge­Kutta com extensão contínua de ordem p associa­se um

método TSRK de ordem p+1. Consideremos um particular par de métodos dessa classe
com ordens 4 e 5 respectivamente e 6 estágios, que aqui denotaremos por TSRK e que tem

a seguinte representação de Butcher:

Ca
m

fo)

+ o)

hn) bM) bM) taM) bsM) bs(M)
v(E) v1(6) v;(6) vVv(S) vs() (5)
m(E) w(6) w3(5) wa(6) w5(6) ws(S)

m
m

f
o

e
m

u
e

o
e

e
=

s
b

S
e
e

nm

2 13

b(n) = nn +27? ­<n+D, b,(n)=0,
28 7 3

b(nm)=nº(An? nto), MAN ­2N+2),3

16 , 32bs(n)EnCTN TN), b;(n)=n"(n­1),

n)=est +ãO — E,
v.(E)=O,

28 14 8 10

nO =g (948? ­ 28E+28,
n(9)=2n6,
v,(E) =gs +168? +168? +,
vç (E) = gs (ENE +28? +8Eº ­E? E),

mo i=2,3,4,5,6.
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AVALIAÇÃO COMPUTACIONAL

gs(E)=­E/GE +EIDE E? ED).

7.3 As estratégias de controle do passo

Como vimos no capítulo 2, diferentes estratégias podem ser consideradas

quando trabalhamos com integração a passo variável.
Procurando caracterizar a importância de uma boa escolha da estratégia

implementamos o par TSRK considerando as três estratégias que apresentamos no capítulo
2.

A estratégia que denominamos "controle 01" foi por nós considerada apenas
para melhor ilustrar as consequências de se trabalhar com um controle ineficiente para o

erro. Ela considera Ah = 0.1x hianenor Para passo rejeitado e h,,, =2.0xhanerior PAranovo novo

passo aceito.

Denominamos "controle 02" à estratégia que considera h,,,=0.5xhnovo anterior

quando o passo é rejeitado e A, = 2.0x hAanrerior quando o passo é aceito.novo

Finalmente, denominamos "controle 03" à estratégia considerada por Shampine

e outros [17] e [18] na implementação do código RKF45. Essa estratégia considera

h =axh
novo anterior Onde a é determinado em função da relação entre |, = Yxu e TOL.

Os resultados dessa avaliação são apresentados nos dois exemplos a seguir,

que traduzem o desempenho apresentado por cada estratégia em vários problemas

integrados.

As tabelas a seguir apresentam o número total de passos, de passos aceitos, de

passos rejeitados, a porcentagem de passos rejeitados e o número de avaliações da

derivada, quando consideramos a utilização dos controles de tamanho de passo 01, 02 e 03

para o par TSRK, exigindo­se 5 casas de precisão. Para uma melhor visualização da

diferença do comportamento entre os controles 01 e 03, plotaremos as aproximações da

solução exata até o ponto final desejado, quando utilizamos os mesmos.
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Problema 1: y'=7ycos(x), y(0)=1

sen(x)yY(x)=e

I=[0,10]

—” Nº depassos
aceitos

120
O sDLO 924

62 85 : 7. 702

59 is |
:

Os gráficos a seguir apresentaram a aproximação gerada para a solução
considerando­se respectivamente as estratégias de controle 01 e 03. Através deles podemos

rapidamente visualizar o comportamento de cada estratégia. Observe que ambos nos dão
uma boa visão do comportamento da solução numérica, mostrando que ao utilizarmos o
controle 01 a integração avança a passos bem menores do que quando consideramos o
controle 03.

Yaprox

Yaprox

Gráfico 7.2 — Controle 03
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Problema 2: y =xe” +—E, y(0)=0
l+x

y(x) =In(1+ x?)

1 =[0,10]

134

44

31

* Nº de avaliaç.
da função

804

264

186

Como no exemplo anterior, apresentamos a seguir o gráfico da aproximação
para a solução do problema 2, considerando respectivamente as estratégias 01 e 03

Yaprox

210
x

Gráfico 7.3 — Controle 01

Yaprox

1 x
HH 10

Gráfico 7.4 — Controle 03
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Como esperávamos o controle 03 mostrou­se mais eficiente, como estratégia

para definição do tamanho do passo de integração. Podemos justificar essas diferenças de
desempenho pelo fato de que, nos controles 01 e 02 o passo sempre aumenta ou diminui a

um fator constante, o que nos leva a reduções desnecessárias do tamanho do passo de
integração ou a aumentos que podem ocasionar rejeições nos passos seguintes, aumentando

portanto o número de avaliações da derivada e tornando o processo menos estável.

Portanto, daqui em diante, sempre que utilizarmos o par TSRK, estaremos
considerando o controle 03, como estratégia para definição do tamanho do passo de

integração.

7.4 Comparação entre os pares TSRK e RKF45

Como uma primeira tentativa de verificação da eficiência computacional do

par TSRK, realizamos um estudo comparativo entre ele e o par RKF45, em relação ao

número de passos necessários para, considerando­se uma determinada ordem de precisão
(TOL) definida pelo usuário, completar a integração até um ponto final desejado.

Cabe aqui registrar que no momento estamos interessados em obter a solução

aproximada apenas no ponto final, consequentemente consideramos que no par TSRK, o
método de Runge­Kutta com extensão contínua trabalha sempre com o valor n constante e

igual a 1.

A seguir ilustraremos a comparação entre esses dois pares de métodos,

apresentando os resultados para alguns dos problemas teste considerados.
Para cada pvi fornecemos uma tabela com:

x, ­ ponto final de integração;
número total de passos realizados;

número de avaliações da função;

erro absoluto (considerando a norma do máximo).

Ainda, como mais uma informação para conclusões apresentamos o gráfico da

solução exata do pvi.
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Exemplo 7.1

yY=4x)]y, y(0)=1

(x) =(1+x?º)?
4 t 8% 20

Gráfico 7.1 — Solução exata

: Avaliações da função

1032 — 4,9835644E­007.

Exemplo 7.2

y'=(4x­D(8xº ­2x+8)­2xy, yY(0)=2

y(x)=e"" +l6(x­7
Y 0.5 0.8 1
Gráfico 7.2 — Solução exata

­Método Total de
! Erro absoluto

UTSRK| 50. 761 105636 9138685E­009,
RREFAS* 50.0 7184] | 109884 —3.7644945E­009

Exemplo 7.3

y'=x(1­y)+(I­x)e”, y(0)=1

y(x) = e PM eta]
NE5 3 10

Gráfico 7.3 — Solução exata
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Exemplo 7.4

y'=ycos(x), y(0)=1
sen(x)yY(x)=e

10 Px) o

Gráfico 7.4 — Solução exata

Avaliações da função
2418

E

4.5850551E­007.
1962 | CB543857E­007.

Exemplo 7.5

= 3x +4x+2
20­11) '

y(x)=1­V4+2x+2x" +x?

0)=­1

Exemplo 7.6

y=­2xy, yY(0)=1

Gráfico 7.5 — Solução exata

1 133921016E­008,
| 2.2274677E­008 |

1 1.5 t t Fr 3

Gráfico 7.6 — Solução exata

2 3 4 5 6

­ Avaliações da função Erro absoluto oo
4782 6.0877491E­010
4056 .5164501E­010

=
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Exemplo 7.7

y'=sen(x)—­y, y(0)=0.5

y(x) = 3 Gsen(s) — cos(x)) +e *

Exemplo 7.8

é1 =—27,+y,+2sen(x)5 =X, 2X, + 2(cos(x) — sen(x))

yY (x) =2e* + sen(x)
yY12(x) =2e* + cos(x)

— Avaliações da função |
2268"
2358

n(0)=2
yv2(0)=3

Exemplo 7.9

noj=1
v2(0) = 2AE3 =5Y,­3)X,

=­—xy1(x) = cos(x)e

y1(x) = (2cos(x) + sen(x))e*

cm 1 2 3 4 5 6

oaturSE O0S

Gráfico 7.9 — Solução exata

Avaliações da função

13 14 15 16 17 18
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Exemplo 7.10

É =4y,+5y, +4e"cos(x) > (0)=0n=2n­2<, 2y2(0)=0

y (x) = 2(xcos(x) + sen(x))e *
xy2(x) = Axsen(x)e

rro absoluto

Exemplo 7.11

n=3n­4,+e" xy(0)=1
ENT +E? yv2(0)=1

n(x)=(1 ­x­xº)e*
y,2(x) = (1­0.5xº)e"

Gráfico 7.11 — Solução exata

95193E­007,
.4471291BB­007

123277697E­007.

Exemplo 7.12

* =, yY1(0)=0
=x X:(0)=2

yY1(x) = x + sen(x)
Y2(x) =1+ cos(x) AD Da CCO aÃ

ki 10 15 o ts 30

Gráfico 7.12 — Solução exata

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17

“116423590E­007
— 3.5941134E­007
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Exemplo 7.13

'

n(0)=0
1 22 7,(0) = 0.5 ak

4

Nn(x)=­2+2cos(x/2)+sen(x/2)
i

Gráfico 7.13 — Solução exatay2(x) = —sen(x/2) + (1/2) cos(x/2)

Avaliações da função

3372
3636

Exemplo 7.14

y5 =­100y, +99sen(x)  y,(0)=11

Y1(x) = cos(10x) + sen(10x) + sen(x)
Y2(x) = cos(x) +10 cos(10x) ­10sen(10x)

2001 o7
6714281E­007.

Da avaliação computacional não podemos tirar conclusões que possam ser
consideradas como padrões de comportamento desses métodos, mas podemos arriscar
algumas considerações quanto ao desempenho dos mesmos.

Após integrar vários problemas de valor inicial, dentre os quais estão os
apresentados nas tabelas anteriores, é possível constatar que para a maioria dos problemas,
o par de métodos TSRK teve um comportamento equivalente ao dos métodos do código
RKF45, ocorrendo apenas pequenas diferenças quanto ao número total de passos efetuados
por cada um deles.

Conforme apresentaremos na próxima seção, a grande vantagem do par TSRK
em relação ao RKF45 está na resolução de problemas com saída densa..
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7.5 Resolução de problemas com saída densa

O par TSRK dado em (7.1) foi construído a partir de um método de Runge­

Kutta de ordem 4 com extensão contínua. Consequentemente, podemos melhor aproveitar

essa característica ao integrarmos problemas com saída densa, pois nesses casos podemos

encontrar a solução em vários pontos internos ao passo de integração, sem nenhuma

avaliação adicional da derivada, utilizando­se um processo análogo ao descrito na seção
1.4.

Observando o problema 7.7 do parágrafo anterior constatamos que para

obtermos a solução aproximada apenas no ponto final x, =25.0, através do par TSRK,

com uma precisão de 7 casas decimais, o número total de passos realizados foi 378.
Se considerarmos o mesmo problema, mas exigindo­se uma aproximação em

10 pontos distintos (tabela 1) e com a mesma precisão, conforme mostra a tabela 2 abaixo,
efetuamos o mesmo número de passos e de avaliações da derivada:

Erro absoluto

9.1158269E­009

4. 7T458790E­009

2.6488743E­008
1.8494171E­008

—. 1.1526657E­009
1..7.3542849E­009

1.6749495E­008
1.7409133E­008
6.2009407E­009

4 1445518E­009
Tabela 1

Tabela 2

Foi neste momento que a utilização do par TSRK tornou­se interessante, pois
independente do número de pontos internos no intervalo de integração em que desejamos a
solução, o total de passos será o mesmo, consequentemente teremos o mesmo número de
avaliações da derivada.
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Caso contrário se fosse utilizado o par RKF45, ao invés do método dar apenas

um passo de x, para x,,,, O passo teria que ser reduzido para calcular a aproximação em

possíveis pontos desejados x,;'s, onde x, <xn; <X,1, não permitindo a utilização de

passos com “tamanho ótimo”.

Como consequência, teríamos um acréscimo no número de passos que pode

ser de 1 até o número total de pontos em que exige as aproximações. Como o total de

pontos pode ser elevado, teremos uma considerável economia no número de avaliações da

derivada, ao utilizarmos o par TSRK, conforme mostra os exemplos a seguir.

No problema 7.5, para obter a aproximação no ponto final 100.0 com 7 casas

de precisão, foram dados os seguintes números de passos e avaliações da derivada:

Total de passos e
185

186

Total de passos ­À'
185

231

No problema 7.8, para obter a aproximação no ponto final 30.0 com 8 casas de

precisão, foram dados os seguintes números de passos e avaliações da derivada:

Total de passos

865.
899

Total de passos
865
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Cabe aqui registrar, que a comparação realizada entre o par de métodos TSRK

e o RKF45 para problemas com saída densa teve apenas um caráter ilustrativo, pois o

método RKF45 não é construído com extensão contínua e portanto não é indicado para a

resolução desse tipo de problemas.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

A integração numérica de problemas de valor inicial de forma eficiente e

otimizada é uma questão importante. Nessa direção, torna­se interessante considerar
métodos que permitam variar o tamanho do passo de integração durante o processo, a fim

de minimizar o esforço computacional dispendido para se obter a aproximação para a

solução exata, sem abrir mão da precisão exigida pelo usuário. Consequentemente, é

fundamental considerar métodos que incorporem naturalmente boas estratégias para o
controle do erro de truncamento local.

Neste trabalho estudamos e procuramos apresentar de forma clara e objetiva a

classe dos métodos de Runge­Kutta de passo dois explícitos, proposta por Jackiewicz e

Zennaro [09]. Podemos trabalhar com métodos dessa classe considerando integração a

passo variável para a resolução numérica de problemas de valor inicial não­stiff.
Podemos observar que os métodos TSRK são definidos de forma muito

semelhante aos métodos de Runge­Kutta, pois também consideram combinações das
derivadas da função em pontos internos ao passo de integração. Uma característica que os
diferencia dos métodos de Runge­Kutta é a necessidade de considerarmos duas
informações anteriores a cada passo de integração.

Como já mencionamos, a integração a passo variável será mais ou menos
eficiente dependendo do controle do erro de truncamento local e do controle do tamanho
do passo.

Consideramos a estratégia de controle do erro apresentada no capítulo 2, como

a de melhor desempenho para a classe dos métodos de Runge­Kutta. Ela consiste em
considerar pares de métodos embutidos, por exemplo o par RKF45, onde o método de
ordem maior é utilizado como ferramenta para estimar o erro do método de ordem menor,

com um esforço computacional mínimo, conforme visto na seção 2.3.
Consideramos neste trabalho três estratégias de definição do tamanho do passo

de integração, a considerada por Shampine no código RKF45, a encontrada na grande
maioria das publicações, que determina uma redução de cinquenta por cento do tamanho
do passo a cada rejeição e a que considera uma redução de noventa por cento.
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Os resultados numéricos apresentados no trabalho, que traduzem o

comportamento dos demais problemas por nós considerados, permitem concluir que a
estratégia do código RKF45 é a mais eficiente. Para uma investigação mais apurada é
importante considerar o trabalho de Shampine e outros [16].

A construção das condições de ordem para os métodos de Runge­Kutta pode

ser efetivada considerando­se o caminho clássico, que considera o desenvolvimento em
série de Taylor das funções envolvidas na expressão do erro de truncamento local ou a

proposta por Butcher [02].

A principal vantagem da utilização da técnica de Butcher, é que a partir do

teorema 3.2, podemos facilmente gerar as condições de ordem, evitando cálculos

complicados caso escolhêssemos trabalhar com expansões em série de Taylor.

Neste trabalho optamos por considerar o caminho proposto por Butcher [02],

que considera a associação de árvores às diferenciais elementares, servindo­se para isso de
conceitos da teoria dos grafos.

A leitura do capítulo 3 permite concluir que esse é um caminho muito

interessante e elegante de se construir as condições de ordem.

Assim, tomando como base os conceitos do capítulo 3 e alguns teoremas
formulados por Jackiewicz e Zennaro [09], utilizamos esse caminho para a construção de

ordem para os métodos de Runge­Kutta de passo dois a passo de integração variável.

A associação de forma embutida de um método de Runge­Kutta de passo dois

a um método de Runge­Kutta permitiu trabalhar de forma eficiente e otimizada com

integração a passo variável. Essa conclusão pode ser tirada analisando­se os resultados

numéricos do capítulo 7, em especial quando devemos integrar problemas com saída
densa.

Finalmente, torna­se interessante registrar que apesar de ser de passo dois o

método TSRK definido em (4.3) permite integrar com variação do tamanho do passo de

forma eficiente e a baixo custo, o que não é uma característica dos métodos lineares de

passo múltiplo de ordem elevada.

Esperamos que o trabalho por nós realizado sirva de motivação para novos

estudos nessa linha. Por exemplo, considerando­se para essa classe de métodos os

implícitos, que permitem integrar problemas stiff.

Alguns trabalhos nessa direção podem ser encontrados, entre os quais citamos o de

Jackiewicz e Tracogna [08] e o de Tracogna [19].
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