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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar algumas classes de métodos
de Runge-Kutta de passo dois explicitos. Em especial, a proposta por Jackiewicz e
Zennaro, que permite trabalhar com integrag@o a passo variavel para resolugao numérica
de problemas de valor inicial. Para tal classe, desenvolveremos as etapas necessarias
para a obtencéo das condi¢des de ordem.

Em seguida, serdo construidos pares embutidos, constituidos por um método
desta classe de ordem p +1 e um de Runge-Kutta com extensdo continua de ordem p.
Finalmente os resultados de alguns experimentos numéricos serdo apresentados, a partir
dos quais desenvolveremos comparagdes com relagdo ao esforgo computacional, entre
esses métodos e os métodos de Runge-Kutta, em particular o método de Fehlberg.




Abstract

The main objective of this paper is to present some classes of explicit two step
- Runge-Kutta methods. Especially, that proposed by Jackiewicz and Zennaro, which
allows to work with integration with variable step for numeric resolution of initial value
problems. For such class, we will develop the necessary stages for obtaining the order
conditions.

Also, embedded pairs will be built, constituted by a method of the above
mentioned class of order p +1 and one of Runge-Kutta with continuous extension of order
p. Finally, the results of some numerical experiments will be presented. Using these
results we will develop comparisons with respect to the computacional effort, between
those methods and the Runge-Kutta methods , in particular the Fehlberg method.
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INTRODUCAO

A necessidade de se obter aproximagdes para a solugdo de um problema de
valor inicial (pvi), cuja solugd@o exata ndo ¢ determinéavel analiticamente, tem estimulado a
busca de métodos que permitem gerar, com o menor esfor¢o computacional possivel,
aproximagdes com a precisdo desejada.

O mais antigo método numérico utilizado para tal ¢ o método de Euler, que
durante muito tempo foi considerado uma ferramenta 1til, mas que hoje se tem como um
método computacionalmente muito fécil de ser utilizado, porém de baixa precisio.

Considerando como motivagdo os métodos de Euler, surgiram em 1895 os
métodos de Runge-Kutta, propostos por C. Runge e desenvolvidos por K. Heun (1900) e
W. Kutta (1901). Estes métodos constituem-se hoje numa importante e eficiente classe de
métodos numéricos, na busca de uma aproximagdo para a solug@o exata de um pvi.

Desde entio, novos métodos para a resolugdo numérica de problemas de valor
inicial, que apresentam caracteristicas semelhantes a classe dos métodos de Runge-Kutta
tém sido investigados, dentre os quais podemos destacar os denominados métodos de
Runge-Kutta de passo dois (TSRK).

Uma formalizag#o interessante dessa classe de métodos foi dada por Byme ¢
Lambert [04] em 1966 que inicialmente eram denominados de Pseudo Runge-Kutta.
Outras contribui¢des nessa classe de métodos s@o devidas a Nakashima [12], [13] e [14].

Tais métodos embora sendo de passo dois ndo pertencem a classe dos métodos
lineares de passo multiplo. No entanto, apresentam uma caracteristica basica dos métodos
da classe de Runge-Kutta, pois consideram combinagdes das derivadas em pontos internos
ao passo de integragdo, estando ai a grande semelhanga entre eles.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma outra classe de métodos de
Runge-Kutta de passo dois, para a resolugdo de problemas nZo-stiff, propostos por
Jackiewicz e Zennaro [09] em 1992, que permite trabalhar com integragdo a passo
variavel.

Organizamos este trabalho em capitulos, sendo que no primeiro capitulo
apresentaremos de forma resumida os métodos de Runge-Kutta explicitos e em especial

quando se consideram pares embutidos, que permitem estimar de forma eficiente o erro de




truncamento local. Também apresentaremos os denominados métodos de Runge-Kutta

com extensdo continua, muito interessantes para a integragdo de problemas com saida

densa.

No capitulo 2, apresentaremos uma estratégia para o controle do erro de

truncamento local e ferramentas para controle do tamanho do passo quando, trabalhamos
com integragdo a passo variavel.

Vamos construir no capitulo 3, as condi¢des de ordem para a classe dos
métodos de Runge-Kutta. Para isso procuramos apresentar alguns conceitos e resultados
desenvolvidos por Butcher [02], que associam arvores orientadas com raiz as diferenciais
elementares de uma fungao.

Introduziremos no capitulo 4 a classe de métodos de Runge-Kutta de passo
dois explicitos, proposta por Jackiewicz e Zennaro [09] e no capitulo 5 desenvolveremos
0s passos necessarios para a construg@o das condi¢des de ordem desses métodos.

Explorando a idéia dos pares de métodos de Runge-Kutta embutidos, no
capitulo 6, apresentaremos novas classes de pares embutidos, propostas por Jackiewicz e
Zennaro [09], constituidos por um método de Runge-Kutta continuo com ordem p € um

TSRK com ordem p + 1. Também mostraremos como construir estes pares de métodos.

Finalmente, no capitulo 7 apresentaremos algumas avaliagdes computacionais
quando comparamos o par de métodos TSRK apresentado no capitulo 6 e o par RKF45.
Também mostraremos a vantagem de se trabalhar com métodos da classe dos TSRK
embutidos para a resolugdo de problemas com saida densa.

A fim de tornarmos mais simples o entendimento do conteudo exposto,
procuramos desenvolver nosso trabalho da forma mais organizada e detalhada possivel,

usando uma linguagem unica para os diversos assuntos estudados.




METODOS DE RUNGE-KUTTA

1.1 Introducao

A classe de métodos de Runge-Kutta, tem se caracterizado como uma
ferramenta importante e muito utilizada para a resolugdo numérica de problemas de valor
inicial (pvi), neste capitulo introduziremos essa classe de métodos.

Para pvi’s ndo-stiff os métodos de Runge-Kutta explicitos sdo aplicados com
éxito, em especial quando se consideram pares embutidos, que permitem estimar de forma
eficiente o erro da aproximag@o. Tais métodos e os denominados métodos de Runge-Kutta

com extensdo continua serdo também discutidos neste capitulo.
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1.2 A classe dos métodos de Runge-Kutta

Seja o problema de valor inicial (pvi) dado por:

y'=f(xy)

y(x9) = ¥y

(1.1)

onde f :[a,b]xR" — N" , tal que por hipétese assumimos garantida a existéncia e
unicidade da solugdo y(x).

Apenas para simplificar as notagdes, mas sem perda de generalidade para os
resultados tedricos que serdo apresentados, vamos assumir daqui em diante que
f:[a,b]x R > R.

Afim de utilizar métodos numéricos para a resolugdo desses problemas, vamos
considerar a discretizag@o do intervalo [a,b] em pontos x, = x, +nh para n=12,...,N,
onde x, = a e o parametro 4 ¢ um numero positivo identificado como o tamanho do passo
de integragdo. Denotaremos por y, a aproximagdo para a solugdo exata y(x,), obtida

através de métodos numéricos, por exemplo, os métodos de Runge-Kutta. Vejamos a

ilustracdo:
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METODOS DE RUNGE-KUTTA

Definicdo 1.1: Denomina-se método de Runge-Kutta com s estdgios o algoritmo

numérico, definido por:

Vot =Vn + hzblkl' (1 .2&!)
i=1

5
ki = f(xn +C,|'h$yn +hzaykj)1 I.= 132,'-'$S
=1

com os valores c;’s assumindo a seguinte condigao:

¢, = a;,i=11)s.
Jj=l

Os valores constantes a;;, c;, b; sdo denominados coeficientes do método e

podem ser representados através da matriz de Butcher, que apresentamos a seguir:

4 G2 Gy

Gy v Gy

asl as2
b b,

Se definirmos os vetores ¢ = (c,,cz,...,c,)r e b =(b,,b2,...,b3)7 e a matriz

A=[a;],, a representagdo de Butcher para os coeficientes do método de Runge-Kutta

, c| A
sera dada por: BT

Podemos dividir a classe dos métodos de Runge-Kutta em:

® explicitos, se a; =0 paratodo i < j;
* implicitos, se a; # 0 para pelo menos algum i < ;.

Uma particular sub-classe dos implicitos, € quando a; =0 para todo i < j mas
existe pelo menos um coeficiente a; # 0. Os métodos dessa sub-classe sdo conhecidos

como semi-implicitos.
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Resumindo, os métodos de Runge-Kutta s3o:
explicitos <> A4 € estritamente triangular inferior
semi-implicitos <> A4 é triangular inferior
implicitos <> 4 nido é triangular.
Daqui em diante, vamos considerar somente a classe dos métodos de Runge-
Kutta explicitos, pois estamos interessados em trabalhar apenas com a resolugdo de
problemas nao-stiff.
E importante observar que esses métodos definidos por (1.2) sdo de passo um,
pois serd necessaria apenas uma condi¢do inicial y, para inicializar o processo de
integragdo, ou seja, a cada passo de integrag@o sera necessaria somente a aproximagao

calculada no passo anterior.

1.3 Meétodos de Runge-Kutta embutidos

Um par de métodos de Runge-Kutta explicitos sdo ditos embutidos quando tem
em comum o vetor ¢ e a matriz 4 e podem ser representados através da matriz de Butcher

da seguinte maneira:

ou seja,

b7
®""
onde:

" ¢, Ae b definem o método de ordem D;

" ¢, Ae (b°)" definem o método de ordem p+1.
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Dentre os métodos embutidos, um par bastante utilizado é o denominado
RKF45 proposto por Fehlberg em [05] e [06], com s=6 estagios e ordens p=4 e

p+1=13 respectivamente, que tem como coeficientes:

pi— = SIS el &- ©

Como veremos no capitulo 2, a utilizagdo de métodos embutidos tornou-se uma

ferramenta eficiente quando trabalhamos com integragdo com tamanho do passo variavel.

1.4 Métodos de Runge-Kutta com extensao continua

Na classe dos método de Runge-Kutta torna-se interessante considerar métodos

que tem os coeficientes b,’s, i =1(1)s, expressados em fungdo de um paradmetro. Tais

métodos sdo denominados métodos de Runge-Kutta com extensio continua e sdo definidos

por:

Yust = Yn +hY by (0K, (1.5a)

i=l

(1.5b)

5
k:' = f(xn +C,'h,y,1 +hza|‘jkj)’ i=1,2,...,5
=

Da mesma forma que nos métodos de Runge-Kutta definidos em (1.2),
podemos representar os coeficientes que caracterizam esta classe de métodos através da

seguinte matriz de Butcher:




METoDos DE RUNGE-KUTTA

as,s—l

b(m) b,(m) ... by () by(m)

5
¢;, sdo constantes, com c; = Za
J=l

onde a i=1(1)s e b;(n) sdo os pesos continuos do

if* i

método, que dependem de n.

Estes métodos s3o construidos de forma a permitir calcular aproximagdes em
pontos internos aos dois ultimos onde a integragdo se realizou sem nenhum custo adicional
quanto ao numero de avaliagdes da derivada. Zennaro apresenta em [20] uma classe de
métodos de Runge-Kutta com extensdo continua. No capitulo 6 deste trabalho utilizaremos
métodos com extensdo continua associados a métodos de Runge-Kutta de passo dois.

Ilustrando, suponhamos que vamos resolver numericamente um pvi num certo
X,

intervalo [a,b], onde se deseja obter uma aproximagéo em VArios pontos X, ;, Xy, Xp3,. .-

internos ao passo de integragao.

Apds um passo inicial, de tamanho 4, obtém-se uma aproximagio no ponto
x,. Caso a aproximagio ai obtida tenha alcangado a precisio desejada verifica-se se

x; > x,,; . Caso afirmativo calcula-se o valor den, :

Xn1 — %o

170

e em seguida calculam-se:

= ospesos b;(n), i=1(1)s

TR +hozb;'(m)kf

i=l
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Assim, geramos uma aproxima¢do no ponto x, desejado sem nenhuma
avaliagdo adicional das derivadas k,'s, pois estas ja haviam sido calculadas para se obter

Y-

Se outros valores x,; estiverem entre x, € Xx; O processo se repete

ni

determinando-se as respectivas aproximagdes y,;, caso contrario prossegue-se a

integragdo a partir do ponto x, e efetua-se o processo descrito acima para cada ponto x,;

em que se deseja obter uma aproximagao.
Essa classe de métodos tem um importante valor pratico, como ferramenta para
resolver problemas com saida densa, isto é, quando a aproximagao para a solugdo deve ser

obtida em varios pontos muito proximos no intervalo de integragéo.




O CoNTROLE DO ERRO E DO PASSO

NOS METODOS DE RUNGE-KUTTA

2.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, a classe dos métodos de Runge-Kutta é uma
ferramenta numérica interessante para a integragdo de problemas de valor inicial. Neste
capitulo apresentaremos para essa classe de métodos uma estratégia para o controle do erro
de truncamento local e ferramentas para o controle do tamanho do passo quando

trabalhamos com integragio a passo variavel.

Z ¢I¢‘v
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2.2 Erro de truncamento local e ordem de

consisténcia

Sob o ponto de vista pratico, torna-se importante ndo apenas gerar a

aproximagdo para a solugdo exata nos pontos desejados, mas principalmente a

possibilidade de se avaliar a qualidade dessa aproximag@o. Para isso, o conceito que

introduzimos a seguir desempenha um papel fundamental.

Definigdo 2.1 — Denominamos erro de truncamento local de um método de Runge-

Kutta com s estagios, num ponto x,,,, ao residuo 7,,,, dado por:

Tn+l = y('xml)“[y(xn)"'hibfkl} (2.1)
i=1

onde as derivadas k;’s também sdo obtidas utilizando-se a solugdo exata y(x,) em lugar
de y,.

Se considerarmos a aplicagdo de um método de Runge-Kutta sob a hipotese

local y, = y(x,) e anotarmos por y,,, a aproximagdo obtida, podemos constatar que:

Tn+l = y(xn+l ) i :i"un+l . (2'2)

Isto ¢, sob tais hipoteses o erro de truncamento local nada mais é do que a

diferenga entre a solugdo exata e a aproximada no ponto x,,.,, .
Considerando o desenvolvimento em série de Taylor de y(x,,,) € y,,, na

vizinhanga do ponto x,, podemos expressar 7,,, em poténcias de A, como:

Ton=U h+Uy B> +Uy 1 +..+U ) hP* 4., (2.3)

onde os U,'s sdo constituidos por produtos de expressdes que envolvem os coeficientes do

método e derivadas parciais da fungdo f(x,y).
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Definigdo 2.2 - Dizemos que o método de Runge-Kutta tem ordem de consisténcia p se
sob a hipétese local y, = y(x,) obtivermos que T,,, = O(h”*").

Isto €, independente do problema de valor inicial, devemos ter

UIZUZ:U:i:"':Up:O'

No entanto, para que tenhamos U, =0 para i =1(1)p, € preciso que neles as

expressdes que envolvem os coeficientes do método sejam nulas. Isto ira gerar as
denominadas condi¢des de ordem, as quais os coeficientes do método deverdo satisfazer

para que este tenha ordem de consisténcia p.

2.3 Estratégia para controle do erro de

truncamento

Analisando a express@o (2.2) percebemos que teoricamente estimar o erro de
truncamento local é muito simples, mas quando integramos um problema de valor inicial
numericamente ndo podemos estimar o erro da mesma maneira, pois ndo temos a solugio
exata.

Consequentemente precisamos de alguma estratégia que nos fornega uma
estimativa para o erro de truncamento local sem precisarmos da solugdo exata do
problema. Encontramos na literatura diversas técnicas. Uma delas, bastante eficiente, ¢ a
que trabalha com dois métodos de Runge-Kutta.

Basicamente, considera-se um método com s, estagios e ordem p, gerando
uma aproximagdo y,,, € outro método com ordem p+1 € s, estagios (s, <s,), gerando
uma aproximagio y,,,.

Assim, o erro de truncamento local de cada um desses dois métodos sera

respectivamente:

T, = 0(X,, (%, Dh?H + O(hP*?)

Ty =@ (X, y(x, Dh?* + O(h"*)
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Portanto:

-

y:[+| = Vn+ =Tn+| _Tn+l =
= 0y, Y DA+ O(h"™) = @7 (x,, y(x, Dh?™ + O(h"*?) =
= @(x,, Y(x, Dh"*" + O(h?*?)

Consequentemente podemos considerar y,., —y,,,|| como uma estimativa

para a parte principal ¢(x,, y(x,,))herl do erro de truncamento local da aproximagio

gerada através do método de ordem p. Isto é:

i =P _J’;n 2.4)
O unico problema dessa técnica € que ela exige a cada passo de integrag@o
s, + s, avaliagdes da fungdo f(x,y) do pvi.
No entanto, se as derivadas calculadas para o método de ordem menor puderem
ser utilizadas também para o método de ordem maior, é possivel minimizar bastante o
esfor¢o computacional, realizando apenas s, + (s, —5,) =5, avaliagdes a cada passo. Ou
seja, o par de métodos considerado for do tipo denominado embutido, que apresentamos no

capitulo anterior na segéo 1.3.

2.4 O controle do tamanho do passo

Como vimos no paragrafo anterior, utilizando-se pares embutidos podemos a
cada passo estimar o erro de truncamento local com um esfor¢o computacional minimo,
logo é possivel trabalhar com integragdo a passo variavel, ou seja, integrando num

intervalo [a,b] o mesmo vai sendo discretizado a medida que o passo de integra¢do avanga.
Isto é, podemos considerar a cada integragdo um tamanho 4, diferente para o passo, o que
possibilita trabalhar com um “passo de tamanho 6timo” a cada integragéo.

Isto é, para x,=a e dado um passo inicial de tamanho A,, temos que

X, =X, +h, com h, =a, \h, ,,para n=1,2,.... Conforme a ilustragdo a seguir:

n-1?
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>
X

x3 . "o xN :b
Os valores «,'s, serdo sempre positivos € maiores ou iguais a 1 para o passo

seguinte se a estimativa do erro no ponto for menor ou igual que a precisdo desejada. Caso
contrario o passo sera rejeitado e um novo o,;, agora menor do que 1, sera considerado
para uma nova integra¢cdo no ponto. Logo, podemos imaginar a eficacia de se trabalhar
com métodos embutidos, quando consideramos o tamanho do passo de integragdo variavel,

pois € possivel calcular uma estimativa para o erro com um esfor¢o computacional minimo

a cada passo.

Iniciamos a integragdo considerando um passo inicial de tamanho A, com o
qual geramos a aproximagdo y, num ponto x; = x, +h,. De acordo com a estimativa

obtida nesse ponto para o erro de truncamento local consideramos ou n3o aceito o passo

dado com tamanho 4, .
Na hipétese da ndo aceitagdio devemos efetuar a escolha de um novo A, e

repetir o processo, caso contrario a integra¢do prossegue utilizando um novo tamanho de
passo h,. Esse novo passo deve ser maior ou ndo que o anterior, dependendo da relagdo
entre a estimativa encontrada para o erro em x; e a precisdo desejada (TOL) para a
aproximag@o neste ponto.

Deve-se ter como objetivo trabalhar com um passo de “tamanho 6timo” a cada
integragdo, pois assim tentaremos minimizar o esforco computacional de todo o processo,
0 que é importante para problemas de dimenséo elevada. Resumindo, devemos ter uma boa
estimativa para o erro de truncamento local e considerar uma estratégia eficiente de

avaliag@o do crescimento ou ndo do passo dado.
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. . . - *
Considerando uma aproximago y,,; com ordem p e uma aproximagio y, .,
. - .
com ordem p+1, conforme vimos em (2.4), |[¥,,; — V.| pode ser considerada como uma

estimativa para o erro no ponto x,,,,.
Dai:
* . .
= Se (¥,u —Vaull2TOL , o passo deve ser rejeitado € um novo tamanho deve ser

calculado, onde, A, <h

novo anterio

ro conforme mostra o €squema a seguir:

anterior

* r . r .
* Se [¥,. =Vanul <TOL , o passo € aceito € o préximo passo deve ser dado com

h Isto é:

= )
novo = han.'ermr'

h

anterior

I

X

Shampine e outros [17] e [18] implementaram o par embutido construido por
Fehlberg, que apresentamos no capitulo anterior, gerando o cédigo conhecido por RKF45.

Nele, o aumento do tamanho do passo € fungdo direta da relagdo entre a estimativa para o

erro dada por ||y, ., — v, € TOL, a precisio desejada pelo usuario.

Na literatura encontramos outras estratégias para o controle do tamanho do
passo, uma bastante utilizada ¢ a que considera:

quando o passo € rejeitado — 4, =0.5x A

novo anterior

quando o passo € aceito = h,,,, =2.0% A 00

Uma outra estratégia para o controle do tamanho do passo, considerada por nés
neste trabalho apenas como ilustrag@o, ¢ dada por:

quando o passo € rejeitado = 4,,,, =0.1x A, 00

quando o passo € aceito = h,,,, =2.0%X Agrior

Essas estratégias serdo por nos avaliadas no capitulo 7.




As CONDICOES DE ORDEM

PARA 0S METODOS DE RUNGE-KUTTA

3.1 Introducao

Neste capitulo procuramos apresentar alguns conceitos e resultados da teoria
dos grafos, em especial os relacionados as arvores orientadas com raiz. A partir deles, sera
possivel mostrar uma associagdo destas arvores com as diferenciais elementares de uma
fung@o, desenvolvida por Butcher [02], e assim construir as condi¢des de ordem para a

classe dos métodos de Runge-Kutta.

Z A¢I¢A‘
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3.2 Elementos da teoria dos grafos

Um grafo G=(V,E) consiste de um conjunto de elementos finitos

V={v,v5,...,v;}, denominado conjunto de vértices e de um conjunto
E={{v;,v,},...,{v;,v;}} formado por pares de elementos distintos de ¥, chamado de
conjunto de arestas. Podemos representar um grafo através de um diagrama, assim, para

ilustrar, consideremos o grafo G=(V,E) formado por V ={v,,v,,v;,v,} e

E={{,v,},{v,v3},{v5,v4}} . Sua representag@o através de um diagrama pode ser:

V4

V3

figura 1

Definigdo 3.1: Dois grafos (V,E) e (V',E') sdo ditos isomorfos se existe uma bijegdo

@:V —>V', tal que, para quaisquer x,yeV, o par {x,y}eE se e somente se

{o(x),p(y)} € E".

Definigdao 3.2: Um grafo (V,E) é orientado se for constituido por um conjunto ¥ de

vértices e um conjunto E de pares ordenados de elementos de V. Os elementos de E sdo

denominados arcos do grafo.

Algumas Observagoes:

» Seja {x,y} um par de vértices de um grafo, podemos dizer que {x,y} € um arcose,y €
sucessor de x e x é o predecessor de y, assim estd excluida a possibilidade do arco

comegar € terminar num mesmo vértice.

Se os elementos de V estiverem totalmente ordenados, entdo o grafo orientado estara

também ordenado, ou seja, se {x,,x,}€ um arco qualquer do grafo entdo x, <x,.
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* Um resultado inportante para a teoria proposta por Butcher, encontrado na pag. 83 de
[02], é que um grafo orientado ¢ ordenado se ele n3o possuir ciclos (sequéncia de

arcos que comega € termina num mesmo vértice).

Definig@o 3.3: Um grafo orientado ¢ injetivo se cada vértice no possui mais do que um

predecessor.

Definigao 3.4: Dois vértices x, e x, de um grafo s3o ditos conectados a partir de baixo
se existir um caminho de x, para x, ,oude x, para x,, ou entdo de x, para x, e de x,

ara x,,onde x, € um outro vértice do grafo.
2 0

Definigdo 3.5: Se dois vértices quaisquer de um grafo orientado s3o conectados a partir

de baixo, dizemos que o grafo ¢ conexo a partir de baixo.

Definigdao 3.6: Caminho ¢ uma cadeia (sequéncia de vértices e arestas do grafo) com

vértices e arestas distintas.

Definigao 3.7: Dizemos que um grafo G é uma arvore se para cada par de vértices deste

grafo existe um unico caminho entre eles.

Definigdao 3.8: Denomina-se arvore orientada a todo grafo orientado que é ordenado,
injetivo e conexo a partir de baixo. Ainda, o infimo do conjunto de todos os vértices

denomina-se raiz da arvore orientada.

Daqui em diante, denominaremos simplesmente por arvore a toda arvore
orientada, denotaremos por T ao conjunto de todas as arvores e por T a arvore com apenas
um vértice.

Para a defini¢do de alguns conceitos, consideremos agora arvores de T que
serdo da forma descrita a seguir.

Sejam  t, =(V|,E,\), t, =(V5,Ey), ..., t, =(V,,E;) 4rvores tais que

VinV, =4 para i#j, com n,r,..,r, suas respectivas raizes. Para

reV,ul,u...uV,, vamos considerar uma nova arvore ¢ = (¥, E) obtida através da
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reunido das arvores t, f,,...,t;, com r sendo sua raiz. Assim o conjunto de vértices desta
nova arvore sera V={rjulUV,U...UV, e o conjunto de arestas sera

E={{r,n},{r,n}, ... {rr}}VE VE, U...UE,. Vejamos a ilustragio.

arvore ¢, arvore t, arvore t =t ¢,]

v
1 V) V3

Na representagdo ¢ =[¢, ¢, ... t;] podemos ter arvores repetidas, como por

exemplo, ¢ =[t, ¢, t, t, t,], Butcher reescreve essa arvore como ¢ =[t2 #3].

Alguns Conceitos

Ordem p(¢): denomina-se ordem o numero de vértices de uma arvore ¢. Logo:

p(tr)=1 eset=[t t, ... t;] entdo p(t) =1+p(t;) +...+p(t,)

Altura H(z): é definida como sendo 1 mais o nimero de arcos do maior caminho

possivel na arvore. Logo H(t)=1 e H([t)t,...t;]) =1+ max H(t;)

Largura w(r): definimos como largura de uma arvore o seu nimero de vértices

terminais, isto €, os vértices que ni3o possuem sucessor. Podemos definir, por

conveniéncia, largura de T como sendo 0 ou 1. Denotaremos a largura de T por w(t)

quando esta for 0 e no segundo caso denotaremos por w(t).

Vale arelagdo: w([t,t, ...t.]) =w(t)) + w(t,) +...w(t,)

Densidade y(7) : O conceito de densidade é mais abstrato que os de largura e altura

da arvore, porém podemos caracteriza-lo como uma medida do ndo espalhamento da
arvore. A densidade pode ser calculada se associarmos aos vértices da arvore ¢ nimeros

assim definidos: associamos aos vértices terminais o nimero 1 e aos demais vértices (a
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partir dos terminais) o nimero 1+ i, onde i € a soma dos niimeros associados aos
vértices que tem o vértice que se estd numerando como predecessor nos arcos que os

liga. Entdo, y(¢) sera o produto dos niimeros inteiros associados aos vértices da arvore

L
Vale a relagdo: y(t) =1

Y[ty 6 D) =p([t 1y 8 D Y(0)¥(22). . ¥ ()

Como ilustrag@o consideremos a seguinte arvore:

x figura 2

Podemos entdo calcular a densidade associando aos vértices terminais x;, Xs,

x;, Xg, Xg 0 valor 1, ao vértice x, o valor 2=1+1, aos vértices x, € x4 o valor 4=1+3 ¢

ao vértice x, o valor 9=1+8. Logo, y(#)=9-4-1-2-1-4-1-1-1=288

Observagoes:

Se considerarmos uma arvore onde H(f)=2, encontramos em seu maior caminho apenas
um arco, logo y(¢)=p([# ¢, ...t,]) . Como ilustragdo consideremos a arvore abaixo
com H(1)=2:

X3
y(¢)=5:1-1-1-1=5=p(2) X7

X4
5
X figura 3

Se tomarmos uma arvore onde H(¢) =p(t) temos que ela terd um unico caminho €

portanto y(z) = p(¢)!.Assim, como exemplo, consideremos a arvore:
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H(t)=1+3=4=p(t)

Y(1)=4-3.2-1=24=4!=p(r)!

figura 4

Definigdo 3.9: Denominamos grupo de simetria de uma arvore ao grupo de
isomorfismos da arvore nela propria. A ordem do grupo sera a simetria da 4rvore, que

representamos poroc .

Se consideramos a arvore da figura 2, além da aplicagdo identidade sobre

V={x), x5, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg, Xg} , €la tera uma aplicagdo isomorfa para cada

permutagdo entre os vértices X7, Xg, Xg . Logo tera simetria 6 =3!=6

Teorema 3.1 : Se r=[1"1;*...t;*], com ¢,t,,...,t, todas distintas, entdo, o(t)=1 €

n n4 .ﬂ‘
o(t)=n!n,!...n'o(t)" o(t,)™...o(,)".
Consideremos, a seguir, o nimero de maneiras em que uma arvore ¢ pode ser

rotulada com rétulos distintos. Vamos anotar por [3(¢) a esse nimero quando a raiz néo ¢
rotulada, apenas os demais vértices o sio, e anotamos por [(#) quando todos os vértices

sdo rotulados.

Entdo vale:

_p0-11 | 5,y _pO!
B = o e Bs

Se o conjunto ¥, que define a arvore ¢, for totalmente ordenado, isto &, se (m, n)

¢ um arco da arvore, entio m <n, anotaremos o numero de maneiras de rotular a arvore

por a(?), e vale a relagdo:

)
B TDer

Para ilustrar, consideremos a arvore ondep(t) =5 e y(¢) = p(¢) , dada por:
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W,

igura §

Temos que o(f) = 4!= 24, pois, para cada permutagio dos vértices da arvore (a
menos da raiz), teremos um isomorfismo da arvore em si propria.
Se considerarmos que os elementos de V-
n-1' 4 = t)!
PO-1!_4 | 5= 20!
o(t) 4! o(?)

pt)! 5
y()o(t) 5-4

* ndo estdo totalmente ordenados = P(¢) = ¥t) =5

* estdo totalmente ordenados = a(t) =

Consideremos uma outra ilustragdo onde ¢ é a arvore formada por 1, =t e ¢, a

e
h ¢ /
d
figura 6

a

arvore com apenas um arco:

Temos que p(t)=5 , v(t) =v([t} ;1) = p([t} £,1)v(t,)*¥(1,) =51-2=10 e

.

Assim B(t)—i—IZ E(t)—§—60 e Ot(f)_i_6
2 ’ 2 ) 0-2

3.3 A associacao das diferenciais elementares a

arvores.

Consideremos um pvi tendo a equagdo diferencial escrita em sua forma
auténoma, isto é:

Y'(x)=f(¥(x))

Y(a)=n

Para a construgdo dos métodos de Runge-Kutta utilizamos a expansdo em série

de Taylor de Y(x), que envolve expressdes das derivadas de f, denominadas diferenciais

elementares.
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Tais expressdes podem ser convenientemente representadas por vetores F,
F'(F), etc.
Por exemplo:

" Y'(xX)=(fY(x) = f'Y(x))(f(Y(x))), que pode ser representada por Y’ = F'(F);

" Y'(X)=F"(F,F)+F'(F'(F)) onde F"(F,F)=f"(Y(x))(f(Y(x))Y'(x))
F(F'(F)= ' X)) Y (x)TY'(x)

Através de uma forma bastante simples podemos associar a cada um desses

vetores, que representam as diferenciais elementares de f(Y(x)), arvores conforme

proposto por Butcher [02].
N ° de vértices Diferenciais Elementares Arvores
1 F Fe

F"(F,F)

F(F'(F))

Observe que Butcher associa o operador Fa um vértice tal que n arcos

existam a partir dele, aos quais serfio associados os n operadores sobre os quais F " atua.

Em particular, F© = F correspondera a vértices terminais.
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Assim, para ilustrar podemos associar a diferencial elementar

Fm(F(Z)(F,F(')(F)),F(3)(F,F,F)) que ocorrera em Y¥ (x) a arvore:

FO®

2
F® figura 7

Podemos também escrever esses vetores utilizando a notagdo das derivadas
parciais. Assim, F ;1 Jondn =7 j'l jog, Y (x)) representa a derivada parcial de ordem n da
i—ésima componente de F. Por exemplo:

(F) =F'

(F'(F)) =FjF’

(FF.F)Y =F, FIF*

(F'(F'(F)))' =F|F/F*

Logo, essa associagdo dos vetores pode ser feita através da regra: associamos o

rétulo 7 a raiz da arvore e os demais aos outros vértices, tal que os indices inferiores de F

sejam sucessores do indice superior de ' em arcos da arvore.

Assim, associamos a diferencial elementar F) FjF o ot o )

figura 8

Definigao 3.10: Dada uma fungdo f:X — X, a diferencial elementar F(r): X > X,
correspondente a arvore com raiz ¢, ¢ definida por:

F(t)(Y)= f(Y), onde T é uma arvore com um unico vértice, € por:

F@O)Y)= fOXF@,)Y), F(ty)Y), ..., F¢t,)Y)), onde t=[tt,...t;] para todo
YeX.
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3.4 As condicoes de ordem a partir de arvores nos

meétodos de Runge-Kutta.

Sabemos que o erro de truncamento local de um método de Runge-Kutta

explicito depende dos coeficientes a;; e b;, considerando que ¢; = Za,j :
J

Dada a arvore ¢, associamos a sua raiz o rotulo i e aos demais vértices, rotulos

J» k,.... Formamos entéo os produtos b, -a; , onde o produto € efetuado sobre todos os
pares de vértices (j,k), tal que a arvore ¢ possui um arco ligando j com k. Construidos
esses produtos, efetuamos a soma dos mesmos sobre i, j, k,... , de 1 até o numero s de
estagios do método, lembrando que, para j <k, a; =0.

Assim, construimos um polinémio nos coeficientes a;e b;, que anotaremos

por ¢(¢). Para ilustrar, consideremos a arvore ¢,

figura 9

1

Logo, temos que ¢(¢) = Zbiagajka“akmajnam
i,j.kd,m,n0

Como ¢, =0 ec; = Za,}- para i =2(1)s , temos que: ¢(¢) = Zb,-agajkcfajncn
i i,j.k.n

Teorema 3.2: Um método de Runge-Kutta possui ordem p se € somente se:

__
W= o

para toda arvore ¢ cujo nimero maximo de vértice € p.

Este teorema nos permite caracterizar, através da teoria dos grafos, as
condi¢des para que um método de Runge-Kutta explicito com s estagios tenha ordem p,

isto é, suas condigdes de ordem.
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De um modo geral, para construirmos as condigdes para um método com

ordem p e s estagios basta aplicarmos o teorema 3.2 a todas as possiveis arvores com

1,2,... p vértices. Isto €é, para cada uma delas construir ¢(¢) e determinar y(¢). Como

ilustragdo consideremos as condigdes para um método com ordem 4:

1) Para a arvores com um unico vértice temos que :

Y(0)=1e ¢(t) =) b,

i=1

2) Paraa arvore formada por dois vértices:

’ I Y(0)=2 e 0(t) =Y bay = Y b,
ij i

i
3) Para as arvores com 3 vértices temos que:
f\/k
i Y() =3 ¢ §()= Y bayay =Y b
i,j.k i
Y()=6¢ ¢(t) = _Zkbja,jajk = _Zb,-a,-jcj
;‘Jfl IlJ
4) Para as arvores formadas por 4 vértices temos que:

] s
Y(t)=4 ¢ o(t) = D b}

Y()=8 ¢ &(t) =) bic,azc,
ik

y(t)=12 ¢ ¢(1)=ibf“ijc;2'

Y(6) =24 e §(1) = D _ba;a ¢

i,j.k
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Se considerarmos as possiveis classes de arvores com raizes e cinco vértices a
elas associando os respectivos polindmios ¢(¢z) e a fungdo densidade y(¢z), geramos as
condigdes de ordem restantes, para a determinagdo dos métodos de Runge-Kutta com
ordem 5. Raciocinio analogo nos leva as condigdes de ordem para métodos de ordem
superior a cinco.

Assim, as condi¢des de ordem que um método de Runge-Kutta deve satisfazer

parap=1,2,...5 estdo listadas a seguir.

ORDEM
p=5 P=4 p=3 p=2

Y ba;a,;0,,Ch =—
i jk“km®>m
i, j.kom 120

AVA
2 3 4 S 6 q unespw-l 12 13 14 15 16

17

18
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E importante observar que existe um resultado que relaciona o nimero minimo

de estagios para que se atinja uma certa ordem maxima p, conforme Lambert [10] e [11]

ele é dado por:

Ordem (p) Niimero de estagios (s)

O 0 0 N AW =

—
[}

| Sy
Icm 1 2 3 4 5 6 q unesp 1012 13 14 15 16 17 18



UMA CLASSE DE METODOS TSRK

COM PASSO DE INTEGRACAO

VARIAVEL

4.1 Introducao

Uma classe de métodos de Runge-Kutta de passo dois (TSRK) explicitos,
propostos por Jackiewicz e Zennaro em [09], que permitem trabalhar com integra¢io a
passo varidvel serd considerada neste capitulo. Os métodos dessa classe sdo definidos de
forma muito semelhante a dos de Runge-Kutta, com a diferenga de que os TSRK
necessitam de duas condigdes iniciais para que o processo de integragio possa ser iniciado,

isto €, sdo de passo dois.

Z ¢I¢‘v
Icm 1 2 3 4 5 6 q unesp 1012 13 14 15 16 17 18
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4.2 Preliminares

Os métodos TSRK (Two Step Runge-Kutta), embora sendo de passo dois nao
pertencem a classe dos métodos lineares de passo multiplo. No entanto, apresentam uma
caracteristica basica dos métodos da classe de Runge-Kutta, pois consideram combinagdes
das derivadas em pontos internos ao passo de integracdo, estando ai a grande semelhanca
entre eles.

Os primeiros métodos TSRK, foram propostos por Byrne [03], € os primeiros
estudos de tais métodos sdo devidos a Rosen [15]. Uma formalizagio interessante dessa
classe de métodos foi dada por Byrne e Lambert [04] em 1966. Inicialmente, estes métodos
eram denominados Pseudo Runge-Kutta.

A classe de métodos de Runge-Kutta de passo dois explicitos com s-estagios

proposta por Byrne e Lambert [04] , é definida por:

Vel = Vo Y (VK +wk]")

i=l

‘_f(xn 1 +Ch Y1 +hzauk;1

= f(x, +c;h, yn+hZaU j

J=1
com os valores ¢;’s assumindo a seguinte condigdo:

5

=) ay,i=1(s.

J=
Esses métodos sdo caracterizados pelos coeficientes, c;, Qs Vi EW;.

Em 1982, Nakashima [12] propés uma outra classe de métodos TSRK que

possui s —1 estagios, e ¢ dada pelo seguinte algoritmo:

5
Vud=\ Ypat r2 Yy +h bek:‘
i=l

AVA
2 3 4 S 6 q unespw-l 12 13 14 15 16

17

18
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kl =f(xn-l'yn—])
ky = f(XpYn)

i-]
k;- =f,t byt G (Vy— Yor) +hza;jkj)
Jj=0

i-1
com ¢;=a; + Zag ,0<¢g<1 e i=3(1)s.
Jj=0

Os valores ¢;, a;, a;, b;,r; € r, sdo os coeficientes do método.

No entanto, os métodos definidos por (4.1) e (4.2), quando considerados
isoladamente, permitem somente trabalhar com o tamanho do passo de integragao fixo.

A seguir introduziremos uma outra classe de métodos TSRK que permitem
integrar pvi’s considerando o passo de integragdo variavel, o que os torna uma importante

ferramenta computacional.

4.3 A classe dos métodos

Conforme proposto por Jackiewicz e Zennaro [09], em 1992, podemos
considerar a classe de métodos de Runge-Kutta de passo dois explicitos com s estagios e

passo de integragdo variavel, definida do seguinte modo:

Y1 = (I_E.be)yn +§9yn-l + hn—l Z(ka;’_l +€wfkfn)

i=1

_f(x l+c:hn 1,Vn-1 +hn ]Zaqk; ]
J=1

= f(x, +c;h,,y, +h, Zau f
Jj=1

para i=1(l)s, n=0,1,...N com {=h,/h,, onde h, =x,,, -

AVA
1 2 3 4 S 6 q unespw.l 12 13 14 15 16

17

18
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Podemos representar os coeficientes que caracterizam esta classe de métodos
numa forma matricial, semelhante a representagdo proposta por Butcher para os métodos

de Runge-Kutta:

asl a.r,.r—l

M@ vm@ ... v v(E)
W) w, (&) ... wi,(€) w(©)

i-1
onde 0,c;e a;sdo constantes, com c; = ) a; e observando que 0s pesos v, € W,
Jj=1

dependemde & =h, /h,_,.
Se definirmos os vetores c=(c,,c2,...,cs)r, v=(v,(%’;),'./'2(2;),...,\)5@))Ir ,

w:(w1 (é),wz(ﬁ,),...,ws(é))re a matriz 4=[a;],,, a representagdo matricial para os

coeficientes do método (4.3) sera dada por:

c| A
0|V’

wT

4.4 Algumas caracteristicas dessa classe de

meétodos

Os métodos da classe (4.3) sdo de passo dois, pois além da condig@o inicial y,
necessitam também de outra condi¢do y, para inicializar o processo de integragdo. Logo,
podemos tomar como y, a condig@o inicial do problema e a segunda condigdo necessaria
para se iniciar a integracdo pode ser obtida através de um método auto-iniciavel , por

exemplo um método de Runge-Kutta com ordem apropriada.
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Podemos observar que o método (4.3) € construido de tal forma que a cada
passo sdo exigidas s novas avaliagdes da derivada da fungdo f e ndo 2s como o algoritmo
deixa transparecer. Isto é consequéncia do fato de que o método aproveita valores ja
calculados no passo anterior. Vejamos a ilustragio.

Consideremos o problema de valor inicial (1.1), o qual resolveremos
numericamente com o passo de integragdo variavel de tamanho 4, =x,,, -x,,
n=0,,...N num certo intervalo [a,b],onde a =x, <X, <x,...<xy, Xy 2 b, através do

método (4.3) explicito com s = 2 estagios dado por:

Vst = Vn + By K™ 40,k + By (WA + wyk))

kln_I = f(xn—l’yn—-l)
k;-l = f(X,_y +Coly_ys Vuet +hn-la21kln_l)

k' = f(X,¥n)
k; =f(xn "'Czhm}’n +hﬂ02]kln)

1° passo : Através de um método auto iniciavel qualquer com ordem apropriada obtemos

a condig?o inicial necessaria y,. Como ilustrag#o, se considerarmos um método de Runge-

Kutta com s = 2 estagios, conforme definido na se¢do 1.2, temos:

Y1 = Yo +ho(bik, +byk;)

ky = f(x9,¥0)
ky = f(xo +cyhy, v + hoaz k)

2° passo : Calculo da aproximagdo y,, ja utilizando o método (4.3):

VY, =y thy (vlklo + Vzkg) + h1(W1k11 + Wzk;)

klo = f(xo,¥o)

kY = f(xo +Cyhg, Yo + hoayky)
ki = ()

ky = f(x +cyhy, 1 + hay ki)

} ja calculados no passo anterior
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3° passo : Calculo da aproximagio y; :

Y3 =y, +h(vk +v2k;)+hl(wlk12 * wzkzz)

kli = f(x,0)

ky = f(x +cohy, yy + hay ki)
ki = f(x2,2)

k?? = f(x, +c3hy, y, + hyay k)

} ja calculados no passo anterior

E assim prosseguimos até o ponto final desejado.
Cabe aqui registrar que quando consideramos®=0 ¢ v=0, o método TSRK

definido em (4.3) se reduzira a um método de Runge-Kutta dado por:

s
Yl = Vn +hnzwfkp

i=l

i-1
k;ﬁ =f(xn +Ct'hn »Vn +hﬂzagk; » 1= 1(1)5

j=1
com representagdo de Butcher dada por :

cl| A
T

w
No capitulo 6, vamos introduzir uma técnica que permite estimar de forma
eficiente o erro de truncamento local através da utilizagdo de métodos da classe TSRK
proposta por Jackiewicz e Zennaro [09], descritos neste capitulo. Assim, para problemas
nao-stiff podemos trabalhar com um “tamanho de passo 6timo” a cada passo de integragio

buscando eficiéncia e competitividade.




As CONDICOES DE ORDEM

DOS METODOS TSRK

5.1 Introducao

Como vimos no capitulo 3, podemos associar as diferenciais elementares de
uma fung@o a arvores e através delas determinar as condigdes de ordem para os métodos de
Runge-Kutta. Neste capitulo mostraremos que a mesma associagdo pode ser considerada
para a classe dos métodos TSRK com integragdo a passo variavel, construindo para tais

métodos com ordem até 5 as condi¢des de ordem.

| v
Icm 1 2 3 4 5 6 q unesp 1012 13 14 15 16 17 18
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5.2 Preliminares

Considerando conceitos e notagdes sobre arvores, introduzidos no capitulo 3,
vamos apresentar alguns resultados, em especial o teorema que formulamos a seguir
devido a Jackiewicz e Zennaro [09]. A partir desse resultado apresentaremos condi¢des

que nos permitem gerar os métodos TSRK definidos em (4.3).

Teorema 5.1: Para a arvore Tt a condi¢do de ordem correspondente é dada por:

o +EW U =E+E0 (5.1a)

e para a arvore f =[t,,,,...t,] a condigdo de ordem sera:

TH[A\p , )+(

Pt )i

D) (5.1b)
Y(;)

|4 o [T(aw* ) = = D700
j=l (0

onde ﬁ"(tj) e ﬁw(rj) s30 os respectivos pesos para v e w e as arvores ¢, j =1,2,...,s.

Como veremos ainda neste capitulo, o vetor u devera ser considerado como o
vetor unitario para a obeng¢do das condigdes de ordem.

As relagdes estabelecidas neste teorema sdo obtidas considerando-se que os
métodos TSRK com integragdo a passo variavel constituem um caso especial dos métodos
lineares gerais, propostos por Butcher [02].

Este teorema pode ser usado repetidamente para se estabelecer as condi¢des
correspondentes a arvores de qualquer ordem.

Para arvores onde a densidade ¢ dada por y(z) = p(¢) (também chamadas de

arvores primarias de ordem p(f)=p) as condigdes, chamadas condigdes de ordem

primarias, podem ser obtidas através das relagdes do corolario a seguir, proposto por

Jackiewicz e Zennaro [09], cuja demonstragdo apresentaremos.

Corolario 5.1: Se ¢t =[t""'], entdo a densidade y(f) = p. Ainda, considerando o teorema
5.1 e arelagdo Au =c temos que a condi¢do de ordem correspondente a esta arvore sera
dada por:

_& -1 (5.2a)
p

vi(c-u)Pt +EPW P! =

AVA
2 3 4 S 6 q unespw-l 12 13 14 15 16

17

18
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ou por: T +EPW )P + vfil(_l)r(p_l},p—l-r _&°-(=DrEe (5.2b)
r=l 3 P

(1) =1

. Substituindo em (5.15):
p(t) =1

Demonstrag¢do: Temos que t:[‘r""], logo ¢ j=T = {

_1ye(, P!
vr(w"(m—( > u} reow (g~ = D0
Y(7) P

: 6 S
V(4G @ +uf ! + oW (4 ! =B ZCDPE0
p
Considerando que ' (1) = §" (1) =u e arelagio Au =c obtemos:

vi(c-u)P" +EPwT P! = il

p

Pela relagdo do binémio de Newton podemos escrever que:

-1 _
(C - u)p—l - pz[pr l}p—]—r : (_u)r

r=0

Assim:

(- P _(—1)P
vr(c __u)p—l + gpwrcp-l =yTeP! & vTi[p 1Jcp-l—r (~1)F+ gprcp-—] — E (-1D)"EO0 iy
& P

r=1

07 +EPWT)e? + vTE(—l)’(p_lJc"“" e
r=1 r P

E importante observar que as condi¢des de ordem primarias ndo dependem dos

pesos W' (z;) e ¥"(z;).

5.3 Obtencao dos pesos V'(r,)e ¥"(t,)

Como vimos no teorema 5.1, as condi¢des de ordem do método TSRK com

integrag@o a passo variavel, envolvem além de valores conhecidos, como a matriz 4 € os
vetores ¢, v e w, 0s pesos (¢ j) € yr( ;). Assim, para gerarmos as condigdes

precisamos inicialmente obter valores para estes pesos.
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Primeiramente consideramos todas as arvores que se fizerem necessarias

l)515,15,..., com ordem p(f;)=1,2,3... respectivamente, rotuladas de tal forma que os

vértices terminais sdo representados pelo vetor ¢ do método, a raiz pelo vetor unitario u e

os vértices intermediarios pela matriz 4. Assim, tomamos para y"(¢;), j=1,2,3...8 os

seguintes valores:

p(;) ()

1 1

v

A
A




As CONDIGCOES DE ORDEM DOS METODOS TSRK

Definimos agora um novo conjunto que denotamos por 7, € que serd o

conjunto constituido por todas as arvores de ordem r. Entdo 7 =|J7, . Observe que o
r=1

conjunto 7, tem n, elementos, denotados por ¢, ,,t, ,,...,, , que sdo arvores formadas
pelas arvores ¢, definidas anteriormente. Ou seja, para a arvore de ordem um (r=1) o
conjunto serd 7} = {t;,} que tem apenas um elemento (» =1). Para as arvores de ordem
dois, temos que T, ={t,,} com n, =1, e assim segue para todas as arvores com ordem

superior.
Como ilustragdo vamos mostrar os conjuntos 7, para r=1,2,...,5 € suas

respectivas arvores:

a T, ={n,}

=7 o

Ty ={t5),t32}

: =[312] V

T, = {1‘4‘],:4‘2,:4_3,{4‘4}

1 =[] W Besr=tsts] Q b =81

Q T5={ts;, 525535 ts4s ts55 Ls6s Is 75 Lsgs Eso}

4 2
ts, =[4'] M ts, =[t) 1, ]\D ts3 =[t;,1;]
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Iss =[322] U Ise =["5]Y Is;7 =[‘6]? Isg _[I}{ b= [25]

Usando esta notagdo podemos estabelecer uma relagéo entre os pesos ' (z;) e

y"(t;), formulada por Jackiewicz e Zennaro em [09], aqui apresentada através do

teorema a seguir:

Teorema 5.2: A seguinte relagdo ¢ verdadeira:

p(1))-1 n,

V@)=9"0)+ > Dal§ @)

r=l [I=1

(t;)
nr a J o t t —1
y o —(=nPY? _{p(’) p(t;) ] r=12,...,p(;)-1
= Y y) ry()\ r-1

Considerando as relagdes do teorema 5.2 ¢ os valores de y"(z;) obtidos

anteriormente podemos gerar os valores necessarios dos pesos " (¢ j) para j= 1,2,3...8

da seguinte maneira:

* Calculo de y"(¢,):
p(ty))=1e y(,)=1
Considerando as relagdes do teorema 5.2 temos que:

Y=y () =u

SYi(y)=u

« Calculode G (t,):

p(t)=2,7(,)=2, r=1en =1

1 m=1
V(1) = w"’(rznzia‘:j’wwu,,n =" () + o PP ()

r=1 I=1
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a('z)
Mas = (-1 ( )——lﬁa{’f)—( Dy(t,)=-1
y(ty) '

Logo:

V() =" () + PP (1) =" () +o\P¥" (1)) =c—u

LW (ty)=c-u

* Calculode §"(z;):

p(t3)=3} Y(f3)=3, r=1,2, nl =1 [+ n2 :1

V() =V (:3)+zza<w t,) =Yy (r3)+2a£’1)w”(n,l)=

r=1 I=1

=" () + PP () + 05T (1)

n, (1) 2
Mas rd =(-1)*" i[ J, =172,
1=1 '}’(f”) 3!’ ¥ _1

Para r =1

2
= (—1)2£0] =1= a%fl’) =y(t,) =1

[ﬂ =-1=ad) =(-)y(t,,)=-2

V() =y (t3)+0‘“3)_w(’11)+a(h)\l’ (L)=V (13)+G(I3}W (rl)+a(‘3)q; (t,)

|9V @) = (c—u)?

= Calculode §'(z,):

p(t,)=3,y(ty) =6, r=12,n=1e n,=1

V' (t,)=V (r4)+zza"*}w )=V (r4)+za““w )=

r=1 I=1

=y (‘4)+0ﬁ(‘)_w(‘| 1)"‘(1(‘)'4’ (21)

AVA
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(14)
n, o\ 2
Mas ) — =pn*23{ }r=L2.
I=1 Y(I,J} 6?’ r_l

Para r =1

CL“J) 1 U) 1 1
= —_— 4) = t = —
Y =(-1)? [ } 5 = i 27( 1) >

Para r =2

o 1 @) _ 1
=——=ay =——y(,,)=-1
) 2,1 2}'(2,1

V(1) = 0" (1) + o DF" (1) + 00T (15,) = §" (1) +o{PF (1)) + a5 (1)

-_ﬁ%h)zAc—c+%u

= Calculode §"(t5):

3 nm
V() =" (ts)+ 2 D 0§ (t,,) =

r=1 I=1

(15)+a{’}w (fn)“"OLzHU (321)""1 W (f31)+°~3 V" (t3)

(15)
n, (1 5 3
Mas » ——=—=(- 1)“‘{ J,r=1,2,3.
=1 Y(trJ) ryr—1

Para r =1

AVA
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Considerando o: =0 temos que a"’)

Logo:

(ts)— (ts)—

(Is)—w

V() =" (ts)+o, " () +ay) Y (‘21)"'("(5)‘11 () +035¥ " (15 ,) =

(t5)—

(ts)—w

=P (1) + DT () + oSG (1) + o SPT () + AT T () =

3

=c ' —u+3c-3c?+04c=2c"

—wd +3c-u?-3c*u

V' (ts) = (c-u)’

» Calculode y"(%):
p(t)=4, y(ts) =8, r=1,23,n=1,n=1en;=2

P (te) ="t )+Zza"6’w (t,,)=

r=1 I=1

(te)—

(5—W

T (t) +aS0G " (0)) +aSOT” (1)) + a5 T (t,)

(t6)
LT s _4( 3
Mas z d :(—])4 rv_{ ], r=123.
I=1 ,Y(tr.x') 8?‘ }‘—1

Para r =1

=y () + oy

a(’s)
Y1) = []

Para r=2

aff o5y

= . =
2 y(tsy) ()

Considerando CL —1 temos que ag 8 =1,

Logo:

(fﬁ)mﬂw (t)—

() +or7 Y (‘2.1)*“1{'6)

Y (ts) =" (ts) + 0} y (r3|)+a3 v ()

" 1 3 2
Y(t)=c-Ac——u+—c—c” - Ac
V(%) > 2

AVA
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= Calculode §'(z7):

p(t'.’):4’ Y(f?)=12, r=1y293’ nl =1’ n2=1 € n3=2

V() ="t )"‘ZZG(MW .=

r=1 I=1

(17)—

=" () +o, (@, 1)'*'51(‘1)

(17)—

V" (ty)+os) v (‘31)“1 W *(t32)

n, (t7)

o 3
Mas > ——=(-1)*" . } r=1,23.
Sya,,) 12r(r-1

Para r =1

Para r=2

a(f'r) 3
Y(f2|)_( b’ ( ]
Para r=3

D i) 3 73

U?) (t7) (17) (17) (t7)
o 0 1 (‘.(31 (132
gty U W ol P

= Y(fzr)
Considerando a7’ =0 temos que .y} =2
Logo:

W"(r7)=ﬁ“’(h)+a""’w (‘11)"‘0‘(7)\#’ (321)4'0‘31 w(‘s.l)‘{*a(?)‘ﬂ (t32)

W (t,) = Ac? —2Ac+c—%u

» Calculode y"(f5):
p(tg) =4, y(tg)=24, r=123,n =1, n, =leny;=2

V)=V (ra)+22a“*’w t,,)=

r=1 I=1

=G (6g) + 0 OT (1) + 0 SVT (1) + ST (1)) + aSH T (13 2)
n, o (8)

rl 4-r 1 3 o
Mas =(-1) EF[r-l , r=1,23.

= Y )

AVA
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Para r =1

(t7)
all _(_1)31[3J=_l
Y(t,) 60 6

Para r=2

S

Considerando (x

(‘_u)

Logo:

Vi) =" (tg)+ o]

(t3)—

(ts) (ts)
O3] o3

Yt 1)

=0 temos que a3y =-1.

(15) (t5)
oy} 03y

3 6

Y ('f11)+0£21"lJ (321)"'0‘314’ (331)""-132‘!’ (t32)

g w"(zg)zAzc—AHl

c——u
6

Resumindo obtivemos os valores de v"(tj) e y"(¢;), necessarios para o

calculo das condi¢des de ordem do método TSRK definido em (4.3), apresentados na

tabela a seguir:

()

vr(,)

u

C—U
(c—u)’

Ac—c+lu
2

(c-u)’

Ac? »2Ac+c—%u

Azc—Ac+lc—lu
2 6

u

c-Ac— Ac—-c? +Ec——u
2 2

6

Munesp™

18
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5.4 Construcao das condicoes de ordem

Considerando as condigdes de ordem associadas a cada arvore, e o teorema

(5.1), formulado por Jackiewicz e Zennaro [09], podemos construir as condi¢des de ordem
de um método TSRK a passo de integragdo variavel, correspondentes as arvores do

conjunto 7, para r =1,2,...,5:

" Para £, =1

Por (5.1a) temos que a condigdo associada a esta arvore sera:

T +EW u=£+£0

Para as demais arvores vamos considerar a relagio (5.15) obtendo:
" 5 =[4]
Y(t21) =p(t2)) =2 e y(t)=p() =1
12 T, 4=V 2. T 4j—=w 52 _‘);9
Utilizando ( 5.15) temos: v' (Ay " (¢,)—u)+E“w Ay (t,) = 5

Como ¥'(t,)=y"(t,) =u temos:

2
vidu—viu+E*w" Au = S ;59 ,mas Au =c logo:

- 2 2 _gp
vl (c_u)+§2wrc:€__2€_9 = (ﬁzwr+vr)c~—vru =C:‘ 2§

" 4, =[]
Y(t3,) =p(f5,) =3
Utilizando (5.1b) temos que:

£ +E0

VI (A" (1) —u)(AY" (1) —u) +EW (AF" ()NAT" (1)) = 3

Considerando y"(#,) =y "(¢,)=u ¢ Au=c temos:
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vi(c-u)’ +&w'c? =E’3—;§9 | EW +7)e? = @e-u) =& gée

" 5, =[]

Y(13,) =06, p(t3,)=3 € y(t,)=p(t,)=2

3
Utilizando (5.15) temos: vr(Aﬁ"(zz)+%)+§3wT AF*(t,) =S géﬂ

Considerando " (¢,)=c—u, §"(,)=c e Au=c temos:

3
g ;59 o7 + 83w ) de—vT (c —%u) = %

1
vTAc—vTc+—2-vTu+<‘§3wTAc =

" |y = (]

Y(t5))=p(ty,) =4

4
Utilizando (5.1b) temos que: v/ (A" (1,)—u)® +E*WT (49" (1,))’ =§_4§9

Como W' (t,))=y"(t,)=u e Au=c temos:

4
vie-u) +&*we? = <";<+E_,9:> " +&*wh)e® v (3c? -3c+u) = _5___2_‘5_9

" 1, =[4,0]
Y(t42) =8 plty,)=4
Utilizando (5.1b) temos que:

£t -0

VI (AT () ~u)(AF" (1) + %) +E W (AF" (1)) AT (1)) = 2

Considerando §"(¢,))=y"(¢,))=u, ¥'(t,)=c—u, y"(t,)=c ¢ Au=c temos:

4
vr(c_”)(AC_c“"%“)+§4ch-Ac=E’ ;‘fﬁ:>

r P Lap, 7 r. 1.7 4T £ -0
=>vic-Ac-v'c +§v c—v Ac+v C_EV u+&'w c-Ac=T:>
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4
" +EW ) (e Ae)-vT (c? +Ac—%c+%u) _S ;ée

" 15 =(5]
Y(t33) =12, pt;3)=4 € y(t;)=p(t;)=3
Por (5.1b) temos:

4
s u __ -0
VAT (1)~ %)+ 4w A" (1) = 225
3 12
Considerando " (t;) = (c—u)* =c* =2c+u, §"(t;)=c* ¢ Au=c temos:

2 _&*-
12

: 1
2" dc+vT Ac? +vrc—§vru +&%wT Ae =5

4
(VT +é4w7.)Acz —VT(ZAc—c+%u) = %

" 1.=[t]
Y(ta4) =24, p(t44) =4, 7(t,) =6 ep(1,) =3
Por (5.1b6) temos:

-

V(AT (1) =) +E W AT (1) =>—

Considerando " (t,) = Ac —c+%u, y"(t,)=Ac e Au=c temos:

4
vT(Azc— Ac+lc)—lvru +§‘1wTA2c= ﬂ =
26 24

1 1 E*-ce
r 4,7 A2 —_ r A ——C+— o e S
(v +&'w )A°c—-v' (Ac 20 6u) >

") =[#}]

Y(ts,) =pltsy) =35

T VT O g BRHED
Utilizando (5.15) temos: v' (Ay"(t,)—u)" +&°w' (AY" (1)) = z

Como ¥'(t,)=y"(t;)=u e Au=c temos:
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S 5
vi(e—u)t +E%w ¢ =¥:> 0" +8w)et —vT (4c® - 6¢% +4c-u) = 5 ;E"e

"o, =[f|2afz]
Y(ts,) =10 e p(ts,) =5

Utilizando (5.15) temos:

5
V(AT () =) (AT (1) + ) + £ (477 (1 VAT (1) == 1:)&9

Considerando " (t,)=y"(¢,)=u, ¥'(t,)=c—-u, Y*(t,)=c € Au=c temos:

5
vl (c? —2C+U)(AC—C+%H)+€5WTC2 -Ac=¥ =
5
E5+E0

=>v'(c? - dc-¢? +%62 —-2c- Ac+2c? ~—2c+Ac+%u)+£5ch2— S

5
(vr"'E_,SwT)(cz-AC)—vT(c3+2c-Ac—§c2 —AC+2C—lu)=é 1‘;@9

" t55=[1,05]
Y(ts3)=15¢€ plts3) =5
Utilizando (5.15) temos:

£ +E0

V(AT (1) =) (A" (1) =)+ EW (AT ()NAT” (1)) ==

Considerando §"(¢,)=y"(t,) =u, ¥'(t;) = (c—u)?, v(t,) = ¢’ e Au=c temos:

5
vr(c—m)(Ac2 —2Ac+c—%u)+E-,5v.)Tc-Ac2 =§——1-%§—€ =5

£ +£0 _

=v(c-Ac? -2¢- Ac+c? —%C—Ac2 -i~2Ac+%u)+§51~.f'rc-Ac2 T

4 1 S+EO
o' +§5wr)(c-Ac2)—vT(2c-Ac+ Ac? -c? —2Ac+§c—§u)=%§——

" s, =[0,t]
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Y(t54) =30 e p(ts4) =5

Utilizando (5.15) temos que:

V(AT (1) = u)(AT (1) =)+ EWT (4T () AT “e)== 2

Considerando §"(t,)=y"(t,)=u, y"(t,) =Ac~*c+%u, y"(t,)=Ac e Au=c temos:

vi(e- u)(Azc Ac+;c—lu)+E_,5w c-A c—eé ;0};9

E4E0 .
30

2

:vr(c-Azc—c—Ac+%c —%C—AC2+AC+%H)+é Te - Ale=2—2"

T 5 T 2 T 2 1 2 2 1 E.‘s |€9
- A - - A A -] — A D Rk —
(v +&w )c-A°c)-v (c:Ac+ A°c——c c-+-3c u) 3

" t55=[13]
Y(tss) =20 e pltss) =5
Por (5.1b) temos:

_g+&e

, 1
vT(A'u?‘(rz)+5u)2+a w' (A" (t,))* = =

Considerando W'(t,)=c—-u, §"(t,)=c € Au=c temos:

g +80

vi(de-c+— u) +&%wl (4e)? = 20

g5+&,e:>

1 l

T 2 2 5., T 2

.A _2 A A % - “ e o— 'A Cc=
=V (( C) c c+ Ac-u+c c-u u u)+§ w cC 2

5
0" +E°wT)(de)> -vI 2c- Adc-c? - Ac+c—:l‘—u) = %

" 56 =[ts]
Y(ts) =20, pltsg) =5 e y(ts)=plts) =4

§5+§9

Utilizando (5.15) temos que: v (4" (ts) +%) +EW Y (15) =2

3

Considerando W' (¢5) =(c-u)’=¢’ -3¢ +3c-u, y"(ts)=c e Au=c temos:
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2 5
VT (Ac® -34c? +3Ac—c+%u)+§5wTAc3 - % -

5
0" +&w) A’ v (34c —3Ac+c—%u) =%

" 155 =[t]

Y(t57) =40, p(ts;)=5,y(ts) =8 ep(ty) =4

Vi T —_— u 5. T 4— E_15+§8
Utilizando (5.15) temos que: v’ (4Ay (36)+§)+}’; w AY" (L) = i

Considerando ﬁ"(t(,)zc-/!c—Ac—c2 +%c—%u, Y (tg)=c-Ac e Au=c temos:

5
VT(A(C‘AC)—AZC—ACZ+§Ac—lc+lu)+5_‘5wTA(c-Ac)=__~__§ +86 =
2 2 8 40

5
o’ +<§5wT)A(c - Ac)-vT (A%c+ Ac? —%Ac+lc—%u) = 5 JI)E"G

" 155 =[t]
Y(t58) =60, p(ts5) =5,y(¢;) =12 e p(t;) =4

Utilizando (5.15) temos:

5
. . 0
(AT (1) +52) +EW AT (1) =5 6*0@

Considerando " (t;) = Ac* =2Ac+c —%u, V" (t;)= Ac* e Au=c temos:

5
T (426 -2 A0 + Ao ~s ot —si) + BT (A7) = 2158
3 12 60

5
0" +E8w A% —vT (24%c- Ac+lc—Lu) _& +¢0

60

" 159 =[t]
T(fs,g) =120, p(rs‘g) =5,Y(t3) =24 e p(tg) =4

Utilizando (5.15) temos:
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E°+E0

TAW” (b)) +—=) + E5wT AG" (1) =
v (Ay7 (1) 24) Ew Ay (1g) 120

Considerando " (fg) = A’c— Ac+%c—-é—u, V" (tg) = A’c ¢ Au=c temos:

5
vT(A3c— Azc+lAc—lc+-1—u)+§5wTA3c) = ﬂ =
2 6 24 120

5
o' +QSWT)A%:—vT(AZCHLAc+lc—Lu) =ﬂ
2 6 24 120

Observagao: Para as arvores primadrias, ou seja arvores onde y(¢) = p(¢), ao invés do

procedimento acima, podemos utilizar o corolario 5.1 citado anteriormente, para a

construgdo das respectivas condigdes de ordem primarias.

Resumindo, as condi¢gdes de ordem de um método TSRK a passo de integragao

variavel com ordem até 5 sdo dadas por:

p(t) - Condigdes de ordem

1 (v +ew Hu=£+£0

2 v +EwW)e-viu= &’ ;E"G

3
(vT +EE_,3’1fvr)c2 —vT(ZC—u) = 5 ;ée

3
(VT +§3WT)AC—VT(C—%L()=€ ‘;‘{:‘9

4
o’ +§4wr)c3 —vI'(3¢c? —3c+u)=~————~—2'i -

£ —Ep

T 4 T T g2
v +E'W )c-Ae)-v' (c* + Ac-32c+1iu) = 5

4
(vT +§4WT)Ac2 —VT(ZAC—C%u) = %

4—

5
o' +&wh)e? —vI(4c® -6¢* +4c-u) = é-%—@

§5+E,9

0" +EW) (e Ae)-vT(c? +2¢- Adc—3c* - Ac+2c—Lu) = =

AVA
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s
T 5. T 2 T 2 2 4 t s BET LD
v +&w )c-Ac®)-v (2c- Ac+ Ac” —c —2Ac+?c—3u)———15——

5
v +Ew (e Az.c)—vr(c-A.c-i-Azc—%r:2 — Ac+4c—tu) =%

5
" +83wT)(Ae)? v (2c- Ac—c? — Ac+c—Lu) =%

£°+£0
0" +83w)Ac? —vT (34c? -34c+c-tu)= ——

S
+E0
0" +8°wh)A(c- Ac)—vT (APc+ Ac® + 3 Ac+Lc-Lu) =%§—

5
+£0
(VT +‘g5wr)A2C2—VT(ZAZC—AC+%C—%H)=‘C; 60&

5
5 of 4850 pite-L e Lo L5 +60
276" 24 120

Podemos observar que para =0 e v=0 estas condigdes se reduzem as

condi¢des de ordem dos métodos de Runge- Kutta de passo um:




CONSTRUCAO DO PAR DE

METODOS RK E TSRK EMBUTIDOS

6.1 Introducao

Os métodos de Runge-Kutta embutidos permitem estimar de maneira eficiente
o erro de truncamento local do método de ordem menor, como mostramos no capitulo 2.
Procurando explorar esta idéia Jackiewicz e Zennaro [09], desenvolveram os conceitos e
resultados necessarios para a constru¢do de pares embutidos de métodos, constituidos pelo

TSRK dado em (4.3) com ordem p+1 e um método de Runge-Kutta continuo com ordem

p- O objetivo principal deste capitulo é mostrar de forma clara esses resultados e a partir
deles construir as condi¢gdes de ordem que nos levem a pares desses métodos com ordem
até 5. Finalmente, construimos a partir de um método de Runge-Kutta continuo com ordem

3 um método TSRK com ordem 4, de tal forma que sejam embutidos.
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6.2 O par de métodos embutidos (Runge-Kutta e
TSRK)

Jackiewicz e Zennaro [09], estudaram a possibilidade de ao invés de se
trabalhar com pares embutidos, utilizando apenas métodos de Runge-Kutta, considerar
pares onde a um método de Runge-Kutta com extensdo continua de ordem p associa-se

um método TSRK como o definido em (4.3) de ordem p+1. Para esse par sua

representagdo de Butcher sera dada por:

as.s—l

b (m) by(m)
wiE) %@ ~ vyl 1€
W, (‘E.;) W, (é) o W (&) Wi (E.n)

onde

*= ¢, Ae b"(n) definem o método de Runge-Kutta continuo de ordem p;

= ¢, A,v (E) e w (&) definem o método TSRK de ordem p+1.

De (2.2) sabemos que o erro de truncamento local do método de Runge-Kutta

com extensdo continua de ordem p em x,,, € dado por:

Tn+1 =y(xn+l)_yn+l’

Yt =Vn t hnzbs (M)k;

i=l

i1
ki=f(x, +c;hy,y, +h, Y a;k;)
1

j:
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ou seja, T, =Q(x,, y(x, A" + O(h**?).

. * ’ . r s I3
Considerando que y,,, € a aproximagdo numérica calculada pelo método

TSRK, dado por:

y;+l =DYn + hrx—l Z (V‘-k:'_] gz ‘:wt'kfn)
i=l

_f(x 1+cthn 1,Yn-1 +hn lzayk;‘ I
Jj=1

= f(x, +c;h,,y, +h, Zay ’
Jj=1

temos que o erro de truncamento local da aproximagao gerada por esse método € dado por:

Ty = V=P (6.4)

Logo, T+i =Q (x,,,y(x DhP*? + O(hP*?). Efetuando a diferenca entre as

expressoes de (6.2) e (6.4), obtemos:

y:HI i yn+| =
= @(x,, V(X DA™+ O(hP™2) = 9" (x,, y(x, DhP™* + O(h"*?) =
= @(x,, ¥(x, AP + O(h?*?)

. * . .
Consequentemente, podemos considerar (y,., — ¥, como uma estimativa

para a parte principal ¢(x,, y(x, )AP*! do erro de truncamento local da aproximagio

gerada através do método de ordem p dado por (6.3), isto é:

(6.5)

Tn+1 Vo1 = Vnal

Portanto, como os métodos sdo embutidos, ou seja, eles tem em comum a
matriz A e o vetor c, é possivel estimar o erro de truncamento local do método de Runge-

Kutta continuo de ordem p com um esforgo computacional adicional minimo.
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6.3 Construcao do par embutido

Para construirmos pares de métodos embutidos como dado na representagdo
(6.1) é preciso considerar simultaneamente as condi¢des do método de Runge-Kutta de
ordem p citadas no capitulo 3 e as condigdes do método TSRK de ordem p+1
determinadas no capitulo 5.

Nesta segdo iremos mostrar uma maneira mais simples de construir este par de
métodos embutidos. Para isso vamos determinar algumas condigdes de ordem
simplificadoras de um método TSRK, propostas por Jackiewicz e Zennaro [09].

Denotamos por T, o conjunto de todas as arvores primarias, definido por:
Tp={teT:t=[1"],r=0,,..},onde [t°]:=1
e por Tg =T —T, o conjunto de todas as arvores secundarias.
Assim, temos que as condigdes de ordem correspondentes as arvores €Ty
serdo denominadas condigdes primarias, e as condi¢gdes de ordem correspondentes as

arvores t € T serao denominadas condi¢des secundarias.

Seja el = (1,0,...,0) € R® e consideremos o seguinte teorema:

(O]

Teorema 6.1: Assumimos como hipdtese que v+EPw= f(§)e'’ e que v satisfaz as

condigdes secundarias de ordem até p-1 do método de Runge-Kutta de passo um, com o

lado direito modificado como segue:

vaW(t) — ﬂvrcp(l}—]

Y(?)

onde teTs e p(t) < p—1. Entdo, toda condigdo secundaria de ordem até p se reduz a

uma condi¢@o primaria de mesma ordem.

Considerando o resultado do teorema 6.1, Jackiewicz e Zennaro obtiveram o

seguinte algoritmo para a construgio de métodos TSRK com ordem p > 2. Seja:

v+EPw= [, (E)e”
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onde f p(E;,) ¢ a fung¢iio que vamos determinar. Consideremos o seguinte sistema:

+§p F p - _fp(é)ép,p—pﬂ’

Ve pgputom B2 =CDE8 &L 1)[ l}cp_l-, p=l2..p-1,  (67)
p r=1

onde a primeira equagdo de (6.7) é obtida pela multiplicagio de (6.6) por ¢, e a
segunda € a condi¢do primaria de ordem p definida no corolario 3.1. Além disso

(M _.p- 1
6,0..0-0+l =£ Tk

Resolvendo o sistema (6.7) obtemos que:

o P! {gﬂ P{ép‘(‘”p‘ge Pz( 1y ( }"" J fp(é)ﬁp.p_p+1]/( re -1)

que expressa v’ ¢! em termos de Sp(€) € vie para r=0,1,...,p-2.

Substituindo v'¢®' dado em (6.8), na condi¢io priméria de ordem p dada

S 1)[ I]vfcp-'-e—‘?p‘(‘”pée (6.9)

p

r=1

podemos obter o valor da fungdo f, (&), que depende somente de & .

Ainda, substituindo o valor de f,(§) calculado por (6.9) em (6.8) podemos

expressar v’ ¢ na forma:
T _p-l
vieP = @),

p=1,2,..,p-1,onde f(E) sio fungdes que também dependem somente de & .
Através do algoritmo dado acima desenvolvemos os célculos necessarios para
encontrarmos os valores de fp &) e fpp () para p=1,2,...,p-1, p=2,3,4,5, conforme

mostraremos a seguir.
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1) Para métodos com ordem p = 2,

Seja v+&Zw = f,(&)e”, onde f,(&) é a fungio que vamos determinar.

Considerando 6 =0e p =2 obtemos o sistema:

T _p-1 2 ol
vieP” +E°w'cP =fz(§)52.2—p+1

vicP 4 gPw!cP! =£_.vrpz_](—1)r[p_1}(39-'-f i par p=]
p r=1 r

TeP™! como:

-1 -
vieP! = [ﬁznp(% = vrpz_;‘(—l)r[pr 1)Cp_l_rJ_ [2E)82,2-p01 }/(éz_p - l)

= Para p=1 temos que:

Assim, resolvendo-o podemos expressar v

vTe® =[g-&- £,E)0,. & -1)=> vTu =62 - £, ()5, J/(E-1).

1 r !5 ;
Mas 3, , = ePeft =1 O{J =1. Assim, substituindo na expressdao acima obtemos:

- 213, (6.10)
g1

Substituindo (6.10) em (6.9) e considerando que p =2, podemos encontrar o

valor para f,(§), da seguinte forma:

5 (_U,[p—l)vrcp-l-, _EP-(-1%80 i(-nr[‘]vrcl—r .
i P r=1

r ¥

2-56)_ &

Logo,
5 E-1 2

= f,£)=5E @+ -

Ainda, substituindo f,(¢) encontrado em (6.10) podemos expressar

' = v'u como
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a9 = -5

Portanto, para p =2 e 6 =0 obtemos os seguintes valores:

f1© =58 €+,
1) =26,
g:(8)=-8/2.

2) Para métodos com ordem p = 3.

Analogamente ao processo utilizado para métodos com ordem p =2 vamos
determinar f5(&).

Seja v+ & w= f;(E)e'” e para =0 consideremos o sistema:

T opel %3 T pel
vl #eiw e® zfs(‘g)‘sa,s—pn

P p-l | para p=12.
vieP! 1 EPWT P! =<\::‘——1|JTZ(—1)‘"[p ]cp""
[ r=1 r

Assim:
i} p-1 =]
Vgt :{5.3_{%—“.{2(—1)"[‘)?‘ Jcp'l"’}*fs(é)sz‘s—pn }/(@'Lp - 1)
r=1

= Para p=1 temos que:

vie? = [52 &= f3(E)5 l/(’;z = 1):> viu= l53 - f3(€)s3 J/(gz ‘1)

1
Mas 8,5 = (1 0{1) =1. Logo substituindo na expressdo anterior obtemos:

- /115,
£ =1

* Para p=2 temos que:
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vie=[e@?/2+vu) - £,(€)8;, |/ -1)

¢

Mas 85, =(1 0 0)c,|=0,pois ¢, =0. Assim, substituindo (6.11) e 8;, =0 obtemos :
3

r,_ 5 (1+28+E%) - 28/, (%)
2(-1+8)*(1+8)

v

Substituindo (6.11) e (6.12) na condi¢3o primaria de ordem p =3, podemos

encontrar o valor para f5(£), da seguinte forma:

2 2 (\;3 E_,3
N T 2-r=_=> T -2 T —=2-=0
,z:;'( ) [r}) c 3 viu-2vc 3

g +E+E°-31,(8)
3(-1+¢&)?

1
=0= £, =38 (€ +&+1)
Ainda, substituindo f;() em (6.11) e (6.12) podemos expressar v'c®”

ro_ EQ2+E)_ 3 _
viu 30+8) fi (&) ,para p=1

e 8 B+25)

= 3 —
§1+5) f> (&), para p=2

Logo, para p=3 e 0 = 0 obtemos os seguintes valores:
£ =38 E +8+D,

() =g;E)E+2),

£©)=8,®&E+3),

g3(8)=-8/BE+1).
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3) Para métodos com ordem p =4

Seja v+E&*w= f,(E)e!" e para 6 =0 consideremos o sistema:

vieP ! + g e = f4(§)54.4—p+1
-1 _
P r=1 r

Logo v/ ¢! = [ [ & ’"Z( 1)( ‘va' ] fa(é)64.4_p+1} /(E,“"’vl)-

= Para p=1 temos que:

Ve =82 - £ @4 /6 —1) = v =g* - £1(004 /7 -1)

Mas 8,, =e"c® = 8,, =1, entllo, substituindo na equagao anterior obtemos:

o, 8 )
g -1

* Para p=2 temos que:

vie= léz(ﬁz/ﬁl +viu)- f, (@)54,3 l/(gz = 1)

Mas &, =ec! = 8,5 =0, pois ¢, =0. Assim, substituindo (6.13) € 8, ; =0 obtemos:

T i g2 +28" +£°) 2671, (8) (6.14)
2-1+8)*(1+E)A+E+E’)

* Para p =23 temos que:
Vet =@ 3+ 2vTe—vTu) - £, ()6, € -1).

Mas 6,, =e We? = 8,, =0, pois ¢; =0. Assim, substituindo (6.13), (6.14)e 6,,=0 na

expressdo anterior temos :
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T2 o B —8 +28° 4387 +E7) - (3+38%) f,(§)
3(-1+8)°(+E)(A+E+E2) (6.15)

Substituindo (6.13), (6.14) e (6.15) na condigdo primaria de ordem p =4,

podemos encontrar o valor para f,(§), da seguinte forma:

3 3 4 4
Z(_l)r VTCJ_r = g— = -—3VT6'2 + 3vTc = vru e E’_ =0
r 4 4

r=1

Portanto:

EY 4B’ +E0 +ET —4f(E)
4(-1+&)°

0= £,(&) =%¢“@3 FEZHE+])

Ainda, substituindo £, (£) em (6.13), (6.14) e (6.15) podemos expressar v’ c*”'

Ty EB+2E+E%)

4
— =1
1 +E+£2) S (€) ,para p

r_ EQ+28+E7)

— s =2
vie HA+E+ED) f2 (&), para p

Toro §la+5E+3EY)

=13 (€)5 =3
l2(l+§+g2) f3 (&), para p

Logopara p=4¢ 6=0:
() =%§4(§3 FEZHED),

[HE) =g, (E)E® +2E+3),
£ (€)=g,(E)E* +2E+2),

FHE) = 24 (O)E? +§¢+§),

2.(8)=—E&*[(4E* +E+1)).
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4) Para métodos com ordem p =35.

Seja v+&°w= fs(E)e” epara 6 =0 consideremos o sistema:

vieP +§ SwheP™! “f5(§)55.5—p+1
) P p-l —
vl +EJ"'»12TCF"l = é——vTZ(—l)’[p 1]::"'1"
p r=1 r

,para p=1,2,3¢ 4

[[ S| I}C"'"’)-fs(éﬁs,s-pu} /(é"’”"—l)-

= Para p=1 temos que:
viu =I{35 _Jrs(f.\)‘gs.s.l/(ﬁ4 '1)

Mas 855 =e”c’ = 855 =1, entdo, substituindo na equagao anterior obtemos:

r. =1 (E)

vV u=
g1
* Para p=2 temos que:

vie= [@3 (?Zj.2 /2 + VTN) = f5(€)55,4 J/(F,3 = 1)

Substituindo 85, =e"c = 85, =0 e (6.16) obtemos:

_ (B +2E° +E9) 287 £ ()
2-1+8)’A+E)A+EH)(A+E+E?)

= Para p =3 temos que:

vie? = l«";z(§3/3 +2vTe—vTu)- fs(‘c:)as,s]/(é—l)
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Substituindo 855 =e"c? = 855 =0, (6.16) € (6.17) obtemos:

2 BE -8 +E -2 +8T 4287+ -(B-+3XN)5E)  (6.18)
3-1+8)°A+E)A+EX)1+E +E?)

v

® Para p =4 obtemos:

o3 BT 4387 20 +5ET 487 + 260 4381 + £ - (1-£ 438 -8 + E1)4 /D))
A-1+8) (1 +E)A+E7)1+E +E7)

(6.19)

Substituindo os valores de (6.16), (6.17), (6.18) e (6.19) na condigdo primaria
de ordem p =5, dada por:

4 4 és gs
Z(—l)r( ]vrc“" = ra = -4t +6vie v e+viu Y =0
r=I r

podemos encontrar o valor para f5(&):

J;@)=%a%é4+é3+éz+§+u

Ainda, substituindo f5(&) em (6.16), (6.17), (6.18) e (6.19) podemos expressar

v e como:

B E3(E> +38* +68% +98% + 76 + 4)
S1+E+E> +E)1+E+EY)
o E5(28% +6E% +128% +158% +108 +5)
1001 +E+E2+E)A+E+E?)

= £ (&) ,para p=1,

= /3 (&), para p=2,

T2l EGE 98T +168° +178% +106+5)

= 3 =3,
15(1+§+§2+§3)(1+§+§2) f3 (a)apar‘dp

roa_ E1(48° +11E° +178° +16E° +96+5) _ s =4
e 20(1+€+§2+§3)(1+e;+§z) fi (&), para p=4.
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Logo para p =5 e 6 =0 obtemos os seguintes valores:

f5(§)=%§5(€4+§3+§2+§+1),
f3E) =gs(E)E® +38* +68% +98% +7E +4),

F5(E) = g5 (E)ES +3E* + 68 +§é’ +5E +§),

16 17 10 5
7€) =gs(E)E® +38* +?E_,3 +?§2 #=Bh s

11

o 5. Mg 17 .5 -
J3 (&) =285 +45_\ + 4§ +48 +4§+4),

gs(€) =—E°/(S(EX +E+1)(E> +E2 +E+1)).

Concluindo, para construirmos o par de métodos embutidos definido na se¢io

6.2, partimos de um método de Runge-Kutta continuo de ordem p—1 e construimos o

método TSRK de ordem p associado a ele, que deve satisfazer as seguintes relagdes:

(6.20)

{v+é”w= £, ©)e"

Ve = 1)
onde p=12,...,p—1, para p=2,3,4e 5. Observe que f,(§) e fp”(é) sdo fungdes que

dependem de & e que acabamos de determinar.

6.4 Construcao de um particular par embutido

Através da teoria descrita na se¢do anterior, como ilustragio, construiremos um
par de métodos embutidos do tipo (6.1). Para isso consideramos o seguinte teorema

formulado por Jackiewicz e Zennaro:

Teorema 6.2: Para cada método de Runge-Kutta continuo com s estagios e ordem
p-122, existe um método TSRK com s estigios e ordem p, a passo de integragdo
variavel, tendo em comum com o método de Runge-Kutta os elementos do vetor ¢ e da

matriz A.
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Consideremos o método de Runge-Kutta continuo com ordem 3 e 4 estagios

dado por:

1
2
-1

L 1
6 6

bj(m) by(m) bs;(m) by(m)

2 o B
b(n)==n°-=
(M) 30 51 +n

4
b,(n) = —51’]3 +2n?

1 1
by(m) = —5113 +§T12

bym)=n’ -1’

Pelo teorema 6.2, podemos construir associado a ele, um método TSRK com 4

estagios e ordem 4, que tenha em comum os coeficientes da matriz 4 e do vetor c.

Considerando (6.20), temos que o método TSRK deve satisfazer as seguintes

relagdes:
v+Eiw= £, (E)e®
vie = £1(®)
vie = £©)
vie = f3' ()

Substituindo em (6.21), os valores de f,(&), /'), f5 () e f3 (&)

encontrados na se¢do 6.3 e o vetor ¢ do método de Runge-Kutta continuo de ordem 3,

obtemos o sistema:

WrE = £ EHE 4+

v, +&%w, =0
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v, +&%w, =0

V+V,+vy+y, =

_ENEP+28+3)

—V, +V3+V, =
52T V3TV

4(E2 +E+1)
_E'E+26+2)

4EX+E+1)

EEP+3E+9)

—Vy, +V3+v, =—
2 TV3+Vy
4

4E2+E+1)

onde para simplificar denotamos v; (&) ew; (&) respectivamente por v, e w;, i =1(1)4.

Considerando & como um valor constante, a partir da resolugio do sistema

acima, encontramos os valores:

—E* —2¢

__—2-8
3(EX+E+1)

s = 12(62 +E +1)
Vs

EY

W4—

Considerando v, = g, (£* +&) =— £’ +8)

_ —2-4£-98%-98% —6E* -3¢°
12(E2 +£+1) ’

_-—2—49;—3gl+v_4

LT RE e 4

B 2}34”;5
3EX+E+D)]
=28t 4487 +38° _,
1262 + & +1) =

v2=

v3=

, determinamos os valores de

4E* +E+1)

v;(§) e w;(§) encontrados por Jackiewicz e Zennaro que s3o:

" _ _5‘.4_2&-‘5
1(8) = 12062 +E+1)
2t + &5
3E2+E+1)

P 5 L)

V(&) =~

12(62 +E+1)

o BE+E)
B g e

o 1+28
12(E2 +E+1)

Wl(é)=—i~(é3+é2+é+1)

___ =3¢
wy(§) = —3@2 +§+1),

B 2+¢&
T T

B4k
AT
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Portanto, a partir de um método de Runge-Kutta continuo com 4 estagios ¢

ordem 3 obtivemos um método TSRK com 4 estagios e ordem 4, a ele associado, dado por:

2
2

1

3 6
b,(n) by(m) by(M)

v2(8)  v3(8)  v4(8)
wy (&) wi(8) wy(d)

No préximo capitulo iremos discutir o desempenho computacional de métodos
de Runge-Kutta continuos associados a métodos TSRK, onde os TSRK serdo considerados
como uma ferramenta para estimar o erro de truncamento local dos métodos de Runge-

Kutta.
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7.1 Introducao

Para um particular par de métodos embutidos da classe definida no capitulo
anterior, desenvolvemos uma avaliagdo computacional, considerando problemas testes cuja
solu¢@o exata é conhecida. Alguns desses resultados numéricos serdo apresentados neste
capitulo. No sentido de ilustrar seu desempenho quanto ao nimero de avaliagdes da
derivada do pvi, apresentamos resultados comparativos com os produzidos utilizando o
codigo RKF45.

Também discutiremos a influéncia da estratégia considerada para o controle do
tamanho do passo de integra¢do. Finalmente, mostraremos a vantagem de se trabalhar com

métodos dessa classe para a resolu¢io de problemas com saida densa.
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7.2 0O meétodo avaliado

Como vimos na se¢do 6.2 podemos considerar pares embutidos de métodos
onde a um método de Runge-Kutta com extensdo continua de ordem p associa-se um
método TSRK de ordem p+1. Consideremos um particular par de métodos dessa classe

com ordens 4 e 5 respectivamente e 6 estagios, que aqui denotaremos por TSRK e que tem

a seguinte representagdo de Butcher:

o

0

Lo "cunig
bm) by,(m) by(m) by(m) bs(n) bg(M)
vi€) v,(8) v;(8) va(€) vs(E) ve(E)

wi(E) wy(§) wi(§) wu(B) ws(8) we (8)

el R S E ST
Fw © sl wi—

=

2 13
b,(n) =n(§n3 +2n’ —gnﬂ), b,(M) =0,
7

+E)
31 gt

28
by(n) =n*(4n’ =TH), by(m)=n*(n*-
1 32 16
bs(n) =n"’(——36—T12 - b =1’ (m-1),

1 2 1
W () =g5(&,)(-§-§“ +§¢3 -<8-25-),
V2 (E.t) = 0!

8 10
v3(E) = g (E)(~4E* —?3

e 8y 10
5 Al

i (©) = 55 (®),

vs(€) = gsta)(%‘ +168 +16¢ +?¢),
ve(E) = gs(E)E® +28* +8° -7 -¢),

S5&)-n@®
(‘;5
w‘.(e;)=-%, 1=2,3,4,5, 6.

w(€) =
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gs(€) =& [(5(E? +E+1)E* +E2 +E+1)).

7.3 As estratéegias de controle do passo

Como vimos no capitulo 2, diferentes estratégias podem ser consideradas
quando trabalhamos com integragdo a passo variavel.

Procurando caracterizar a importancia de uma boa escolha da estratégia
implementamos o par TSRK considerando as trés estratégias que apresentamos no capitulo
2.

A estratégia que denominamos "controle 01" foi por nds considerada apenas
para melhor ilustrar as consequéncias de se trabalhar com um controle ineficiente para o
=0.1xh,,,,,, para passo rejeitado e &

erro. Ela considera & =2.0xh,perior Para

novoe novo

passo aceito.

Denominamos "controle 02" a estratégia que considera 4 =0.5xh

nove anterior

quando o passo € rejeitado e A, =2.0xh,,,,...,, quando o passo € aceito.

Finalmente, denominamos "controle 03" a estratégia considerada por Shampine

e outros [17] e [18] na implementagdo do cddigo RKF45. Essa estratégia considera

h =axh

o onde o é determinado em fung3o da relagio entre |y, ,, — y.,,| € TOL.

anterior

Os resultados dessa avaliagdo sd3o apresentados nos dois exemplos a seguir,
que traduzem o desempenho apresentado por cada estratégia em varios problemas
integrados.

As tabelas a seguir apresentam o numero total de passos, de passos aceitos, de
passos rejeitados, a porcentagem de passos rejeitados € o numero de avaliagdes da
derivada, quando consideramos a utilizag@o dos controles de tamanho de passo 01, 02 e 03
para o par TSRK, exigindo-se 5 casas de precisdo. Para uma melhor visualizagdo da
diferenga do comportamento entre os controles 01 e 03, plotaremos as aproximagdes da

solug@o exata até o ponto final desejado, quando utilizamos os mesmos.
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Problema 1: )’ = ycos(x),

sen(x)

y(x)=e
1=[0,10]

- N° de passos | - N° de passos de passos N° de avaliag.

aceitos . realizados ejelta da funcgéo
120 G 154 : 2 924
62 3 _ 117 f _ 702
59 ; ' 67 - B 402

Os graficos a seguir apresentaram a aproximagdo gerada para a solucgdo

considerando-se respectivamente as estratégias de controle 01 e 03. Através deles podemos

rapidamente visualizar o comportamento de cada estratégia. Observe que ambos nos dao

uma boa visdo do comportamento da solugdo numérica, mostrando que ao utilizarmos o
controle 01 a integracdo avanga a passos bem menores do que quando consideramos o

controle 03,

Yaprox

Yaprox

X

3 10
Grafico 7.2 - Controle 03
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Problema 2: y'=xe™ +

2

1+ x?
y(x) = In(1 + x?%)

1=[0,10]

Ne de passos = % N° de avaliag.
aceitos e - realizados da funcio

105 = 132 & 804
27 44 38.6

26 e 31

Como no exemplo anterior, apresentamos a seguir o grafico da aproximagao

para a solugdo do problema 2, considerando respectivamente as estratégias 01 e 03

Yaprox

X 2 P i x
§ 10

Gréfico 7.3 — Controle 01

Yaprox

1 X

3 10

Gréafico 7.4 — Controle 03
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Como esperavamos o controle 03 mostrou-se mais eficiente, como estratégia
para defini¢do do tamanho do passo de integragdo. Podemos justificar essas diferencas de
desempenho pelo fato de que, nos controles 01 € 02 o passo sempre aumenta ou diminui a
um fator constante, o que nos leva a redugdes desnecessirias do tamanho do passo de
integragdo ou a aumentos que podem ocasionar rejei¢gdes nos passos seguintes, aumentando
portanto o numero de avaliagdes da derivada e tornando o processo menos estavel.

Portanto, daqui em diante, sempre que utilizarmos o par TSRK, estaremos
considerando o controle 03, como estratégia para defini¢do do tamanho do passo de

integracao.

7.4 Comparacao entre os pares TSRK e RKF45

Como uma primeira tentativa de verificagdo da eficiéncia computacional do
par TSRK, realizamos um estudo comparativo entre ele € o par RKF45, em relagdo ao
nimero de passos necessarios para, considerando-se uma determinada ordem de precisdo
(TOL) definida pelo usuario, completar a integrag@o até um ponto final desejado.

Cabe aqui registrar que no momento estamos interessados em obter a solugdo
aproximada apenas no ponto final, consequentemente consideramos que no par TSRK, o
método de Runge-Kutta com extensdo continua trabalha sempre com o valor n constante €
igual a 1.

A seguir ilustraremos a comparagdo entre esses dois pares de métodos,
apresentando os resultados para alguns dos problemas teste considerados.

Para cada pvi fornecemos uma tabela com:

x, - ponto final de integragao;

numero total de passos realizados;
numero de avaliagdes da fungdo;

erro absoluto (considerando a norma do maximo).

Ainda, como mais uma informag@o para conclusdes apresentamos o grafico da

solug@o exata do pvi.
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Exemplo 7.1

Y =dxfy, y(0)=1

y(x) = (1+x?)?

4+ 1 L] 10

Grafico 7.1 - Solugao exata

Exemplo 7.2

y' =(4x-1)8x* —2x+8)-2xy, y(0)=2

y(x) = a g 16(x — %)2

0:4 ﬂ:i 0.8 .l.
Grafico 7.2 — Solugdo exata

. Avaliagdes da funcio

105636 38685E-009
109884 . 3.7644945E-009

Exemplo 7.3

y=x(1-y)+(1-x)e™", y0)=1

y(x)=e D e 41

N__ AT ¢ s 10

Gréfico 7.3 — Solugao exata

1E-0
984465E-010
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Exemplo 7.4

y' = ycos(x), y(0)=1

sen(x)

y(x)=e

10 15 10

Grafico 7.4 - Solugdo exata

Avaliacdes da fun¢do i

"4.5850551E-007
1.8543857E-007

Exemplo 7.5

,3x?+4x+2
2(y-1)

y(x)=1—\/4«1~2x+2x2 +x°

y » ¥(0)=-1

Grafico 7.5 - Solugao exata

.2274677E-008

Exemplo 7.6

y'==2xy, y(0)=1

y(x)= i

1 1.5 1 t.5 3

Gréfico 7.6 — Solugdo exata

Avaliagdes da funcio " Erro ﬁaolu_to_

4782
4056
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Exemplo 7.7

y'=sen(x)-y, y(0)=0.

y(x) = %(sen(x) —cos(x))+e”*

Grafico 7.7 — Solugdo exata

Avaliacdes da funcdio

2268
2358

Exemplo 7.8

{y{ = -2y, +y, +2sen(x) y,(0)=2
¥y =y, —2y, +2(cos(x)—sen(x)) y,(0)=3

y,(x) =2e™* +sen(x)

¥,(x) =2e™" +cos(x)

Avaliacdes da fungio ¢

Exemplo 7.9

{J’;=J’|_J’2 »(0)=1
}"z =5y, -3y, )’2(0)=2_

y1(x) = cos(x)e™

y,(x) = (2cos(x) + sen(x))e”™*

Grafico 7.9 — Solugao exata

Avaliagdes da funcdo

A
AVAVEY

VA
1012 13 14 15 16 17 18
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Exemplo 7.10

{y,’ =4y, +5y, +4e" cos(x)
Yy =20 -2y,
y,(x) = 2(xcos(x) + sen(x))e”

-X

y,(x) = —4xsen(x)e

Grafico 7.10 - Solugéo exata

Avaliacdes da funcdo

1812 3-0
1992 1.0826933E-007

Exemplo 7.11

{yi =3y, —4y, +e*
Ya=y =y +e

y(x)=(1-x-x%)e"
y,(x)=(1-0.5x)e*

Exemplo 7.12

{yi =y, »(0)=0

y,(0)=2

¥ (x) = x +sen(x)

Yy =x-y

¥, (x) =14+ cos(x)

Grafico 7.11 — Solugao exata

Avaliacdes da funcdo

1764
1920

AAAA/

10 20 15 20
Gréﬁco 7.12 — Solugdo exata

Avaliagdes da funcdo

6024 "1.6423590E-007
6540 '3.5941134E-007

2 3 4 S 6

AVA
AVAYAY
7 unesp 1 12 13 14 15 16 17

18
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Exemplo 7.13

}’;ZJ’22 yl(o)___o L

y=——=t y(0)=05 -
4

Y1(x) ==2+2cos(x/2)+sen(x/2) '

Grafico 7.13 - Solugdo exata

y,(x)=—sen(x/2)+(1/2)cos(x/2)

3,

- Avaliacdes da fung¢do i

3312
3636

Exemplo 7.14

y5 ==100y, +99sen(x) y,(0)=11

¥,(x) = cos(10x) + sen(10x) + sen(x)
¥, (x) = cos(x) +10cos(10x) —10sen(10x)

30780
33588

Da avaliagio computacional n3o podemos tirar conclusdes que possam ser
consideradas como padrdes de comportamento desses métodos, mas podemos arriscar
algumas consideragdes quanto ao desempenho dos mesmos.

Ap6s integrar vérios problemas de valor inicial, dentre os quais estao os
apresentados nas tabelas anteriores, é possivel constatar que para a maioria dos problemas,
o par de métodos TSRK teve um comportamento equivalente ao dos métodos do cddigo
RKF45, ocorrendo apenas pequenas diferengas quanto ao niimero total de passos efetuados
por cada um deles.

Conforme apresentaremos na proxima se¢do, a grande vantagem do par TSRK

em relagio ao RKF45 estd na resolugo de problemas com saida densa..

AVA
AVAVAY
cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18
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7.5 Resolucao de problemas com saida densa

O par TSRK dado em (7.1) foi construido a partir de um método de Runge-
Kutta de ordem 4 com extens@o continua. Consequentemente, podemos melhor aproveitar
essa caracteristica ao integrarmos problemas com saida densa, pois nesses casos podemos
encontrar a solugdo em varios pontos internos ao passo de integragdo, sem nenhuma
avaliagdo adicional da derivada, utilizando-se um processo analogo ao descrito na se¢ao
1.4.

Observando o problema 7.7 do paragrafo anterior constatamos que para

obtermos a solugdo aproximada apenas no ponto final x, =25.0, através do par TSRK,

com uma precisdo de 7 casas decimais, o numero total de passos realizados foi 378.
Se considerarmos o mesmo problema, mas exigindo-se uma aproximagio em
10 pontos distintos (tabela 1) e com a mesma precisdo, conforme mostra a tabela 2 abaixo,

efetuamos o mesmo nimero de passos e de avaliagdes da derivada:

Erro absoluto

9.1158269E-005
4.7458790E-009
2.6488743E-008
1.8494171E-008
1.1526657E-009
7.3542849E-009
1.6749495E-008
1.7409133E-008
6.2009407E-009

4,1445518E-009
Tabela 1

- Total de passos

Tabela 2

Foi neste momento que a utilizagdo do par TSRK tornou-se interessante, pois
independente do niimero de pontos internos no intervalo de integragdo em que desejamos a
solugdo, o total de passos serd o mesmo, consequentemente teremos o mesmo numero de

avaliagdes da derivada.

AV
AVAVEY

b
2 3 4 S 6 q unespw-l 12 13 14 15 16 17

18
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Caso contrario se fosse utilizado o par RKF45, ao invés do método dar apenas

um passo de x, para x,,,, 0 passo teria que ser reduzido para calcular a aproximagio em

possiveis pontos desejadosx,;’s, onde x, <x,; <x,,, ndo permitindo a utilizagdo de

n
passos com “tamanho 6timo”.

Como consequéncia, teriamos um acréscimo no nimero de passos que pode
ser de 1 até o nimero total de pontos em que exige as aproximagdes. Como o total de
pontos pode ser elevado, teremos uma consideravel economia no nimero de avaliagdes da
derivada, ao utilizarmos o par TSRK, conforme mostra os exemplos a seguir.

No problema 7.5, para obter a aproximagao no ponto final 100.0 com 7 casas

de precisdo, foram dados os seguintes numeros de passos e avaliagdes da derivada:

Total de passos

185
186

Total de passos
185

No problema 7.8, para obter a aproximago no ponto final 30.0 com 8 casas de

precisdo, foram dados os seguintes nimeros de passos e avaliagdes da derivada:

Total de passos

865
899

Tk
2 3 4 S 6 q unesp '-l 12 13 14 15 16 17

18
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Cabe aqui registrar, que a comparagdo realizada entre o par de métodos TSRK
e o RKF45 para problemas com saida densa teve apenas um carater ilustrativo, pois o

método RKF45 ni3o € construido com extensdo continua e portanto ndo ¢ indicado para a

resolucdo desse tipo de problemas.

Z ¢I¢‘v
Icm 1 2 3 4 5 6 q unesp 1012 13 14 15 16 17 18



CONSIDERACOES FINAIS

A integracdo numérica de problemas de valor inicial de forma eficiente e
otimizada ¢ uma questdo importante. Nessa dire¢do, torna-se interessante considerar
métodos que permitam variar o tamanho do passo de integragdo durante o processo, a fim
de minimizar o esforgo computacional dispendido para se obter a aproximagdo para a
solugdo exata, sem abrir mdo da precisdo exigida pelo usuario. Consequentemente, €
fundamental considerar métodos que incorporem naturalmente boas estratégias para o
controle do erro de truncamento local.

Neste trabalho estudamos e procuramos apresentar de forma clara e objetiva a
classe dos métodos de Runge-Kutta de passo dois explicitos, proposta por Jackiewicz €
Zennaro [09]. Podemos trabalhar com métodos dessa classe considerando integragdo a
passo variavel para a resolug@o numérica de problemas de valor inicial no-stiff.

Podemos observar que os métodos TSRK sido definidos de forma muito
semelhante aos métodos de Runge-Kutta, pois também consideram combinagdes das
derivadas da fung3o em pontos internos ao passo de integragdo. Uma caracteristica que os
diferencia dos métodos de Runge-Kutta é a necessidade de considerarmos duas
informagdes anteriores a cada passo de integragdo.

Como ja mencionamos, a integragdo a passo variavel sera mais ou menos
eficiente dependendo do controle do erro de truncamento local e do controle do tamanho
do passo.

Consideramos a estratégia de controle do erro apresentada no capitulo 2, como
a de melhor desempenho para a classe dos métodos de Runge-Kutta. Ela consiste em
considerar pares de métodos embutidos, por exemplo o par RKF45, onde o método de
ordem maior ¢é utilizado como ferramenta para estimar o erro do método de ordem menor,
com um esforgo computacional minimo, conforme visto na se¢éo 2.3.

Consideramos neste trabalho trés estratégias de defini¢do do tamanho do passo
de integragio, a considerada por Shampine no codigo RKF45, a encontrada na grande
maioria das publicagdes, que determina uma redugdo de cinqiienta por cento do tamanho

do passo a cada rejeig@o e a que considera uma redugdo de noventa por cento.




Os resultados numéricos apresentados no trabalho, que traduzem o
comportamento dos demais problemas por nés considerados, permitem concluir que a
estratégia do codigo RKF45 ¢ a mais eficiente. Para uma investigagdo mais apurada é
importante considerar o trabalho de Shampine e outros [16].

A construgdo das condi¢des de ordem para os métodos de Runge-Kutta pode
ser efetivada considerando-se o caminho classico, que considera o desenvolvimento em
série de Taylor das fungdes envolvidas na expressdo do erro de truncamento local ou a
proposta por Butcher [02].

A principal vantagem da utilizagdo da técnica de Butcher, ¢ que a partir do
teorema 3.2, podemos facilmente gerar as condi¢des de ordem, evitando célculos
complicados caso escolhéssemos trabalhar com expansdes em série de Taylor.

Neste trabalho optamos por considerar o caminho proposto por Butcher [02],
que considera a associagdo de arvores as diferenciais elementares, servindo-se para isso de
conceitos da teoria dos grafos.

A leitura do capitulo 3 permite concluir que esse € um caminho muito
interessante e elegante de se construir as condi¢des de ordem.

Assim, tomando como base os conceitos do capitulo 3 e alguns teoremas
formulados por Jackiewicz e Zennaro [09], utilizamos esse caminho para a construgdo de
ordem para os métodos de Runge-Kutta de passo dois a passo de integragdo variavel.

A associagdo de forma embutida de um método de Runge-Kutta de passo dois
a um método de Runge-Kutta permitiu trabalhar de forma eficiente e otimizada com
integragdo a passo varidvel. Essa conclusdo pode ser tirada analisando-se os resultados
numéricos do capitulo 7, em especial quando devemos integrar problemas com saida
densa.

Finalmente, torna-se interessante registrar que apesar de ser de passo dois o
método TSRK definido em (4.3) permite integrar com variagdo do tamanho do passo de
forma eficiente e a baixo custo, o que ndo € uma caracteristica dos métodos lineares de
passo multiplo de ordem elevada.

Esperamos que o trabalho por nés realizado sirva de motivagdo para novos
estudos nessa linha. Por exemplo, considerando-se para essa classe de métodos os

implicitos, que permitem integrar problemas stiff.

Alguns trabalhos nessa dire¢@o podem ser encontrados, entre os quais citamos o de

Jackiewicz e Tracogna [08] e o de Tracogna [19].
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