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RESUMO 

 

Nesta tese, apresenta-se um novo modelo de sistema não linear, autônomo, do tipo 

não ideal e com comportamento caótico, chamado sistema Não Ideal Mathieu-Van 

der Pol. A este sistema será acoplado uma fonte de excitação não ideal e 

considerando parâmetros incertos. O modelo físico é constituído de um motor de 

corrente contínua conectado com uma mola e um amortecedor ao plano fixo e 

acoplado com uma massa desbalanceada. Para suprimir o comportamento caótico e 

controlar o sistema é implementada a técnica de Controle Linear Ótimo. Os 

resultados das simulações demonstram a eficiência do Controle Linear Ótimo para 

estabilizar e minimizar o comportamento caótico dos modelos ideal e não ideal a um 

ponto estável. 

 

Palavras-chave: Controle linear ótimo. Parâmetros incertos. Sistemas não ideais. 

Expoentes de lyapunov. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
 



 

 

ABSTRACT 

 
 
In this thesis, a new model of a non-linear, autonomous, non-ideal type with chaotic 

behavior is presented, called the Non Ideal Mathieu-Van der Pol system. This system 

will be accepted as a source of non-ideal excitation and considering uncertain values. 

The physical model consists of a direct current motor connected with a spring and a 

damper to the fixed plane and coupled with an unbalanced mass. In order to 

suppress chaotic behavior and control the system, the Optimal Linear Control 

technique is implemented. The results of the simulations demonstrate the efficiency 

of the Optimal Linear Control to stabilize and minimize the chaotic behavior of the 

ideal and non-ideal models at a stable point. 

 
 
Keywords: Optimal linear control. Uncertain parameters. Non-ideal system. 

Lyapunov exponents. 
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1  INTRODUÇÃO 

 

 Em 1963, Eduard Norton Lorenz, meteorologista, matemático e filósofo do 

Instituto Tecnológico de Massachussetts (do inglês - Massachussets Institute of 

Technology - MIT), realizando pesquisas na área de previsão numérica do tempo, 

reduziu de seis para três casas decimais nos valores que alimentava seu 

computador, imaginando-se que com tais mudanças nas condições iniciais as 

alterações não seriam relevantes. O resultado surpreendeu Lorenz, os gráficos 

foram gerados com comportamento completamente distintos dos padrões já então 

obtidos. Evidenciando-se, a enorme sensibilidade do sistema estudado às condições 

iniciais, o que pôs em dúvida o princípio de causa e efeito, pelo qual estes dois 

eventos seriam dependentes em magnitude. Entretanto, como o sistema da 

pesquisa de Lorenz era não linear, mostrou-se que pequenas causas poderiam 

gerar grandes efeitos, independentes do espaço e do tempo.  

Em 1972, Lorenz participa da 139ª reunião da American Association for the 

Advancement of Science e ministra uma palestra com o título “Does the flap of a 

butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas?” (o bater das asas de uma 

borboleta no Brasil pode ocasionar um tornado no Texas?). Tal fenômeno é 

conhecido por “Efeito Borboleta”, expressão que é utilizada para representar o efeito 

que pequenas alterações podem ter sobre o comportamento futuro dos sistemas. 

As consequências teóricas desse trabalho foram compreendidas anos após 

1960 com o desenvolvimento da Teoria do Caos pelo físico James Yorke, a partir 

da teoria dos grupos de Galois (KORSCH et al., 2008). 

Segundo Ge e Yang (1999) a teoria do caos, alterou a maneira científica de 

se observar a dinâmica dos sistemas naturais não lineares e sociais, e tem sido 

amplamente estudada ao longo das últimas décadas, por engenheiros, matemáticos 

e físicos.  O grande interesse pela teoria do caos se baseia no fato de que 

fenômenos caóticos são bastante úteis em aplicações tais como mistura de fluidos, 

dinâmica do cérebro humano e regulação do batimento cardíaco, processamento de 

informações, dentre outras (GE; YI, 2007). 

O caos representa a imprevisibilidade de sistemas dinâmicos complexos, não 

significa desordem, pelo contrário a teoria do caos tem como propósito provar que 

existe alguma lógica por trás do suposto acaso.  

https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_grupos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Galois
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Na literatura destacam-se muitos sistemas com comportamentos caóticos, 

porém os mais os famosos são os sistemas de Lorenz, Duffing e Rössler (GE;  

YANG, 1999). Os sistemas de Van der Pol e Mathieu são também sistemas caóticos, 

com aplicações importantes na física, engenharia e biologia.  A equação do 

matemático francês Émile Léonard Mathieu, ou simplesmente, equação de Mathieu 

é uma equação diferencial linear com coeficientes periódicos e, se tornou conhecida 

em 1868, quando Mathieu estudava a vibração das membranas elípticas. Já a 

equação do físico holandês Balthazar Van der Pol, conhecida por equação de Van 

der Pol foi sugerida em 1922, para modelar o funcionamento de um circuito elétrico 

que existia nos primeiros aparelhos de rádio (MONTEIRO, 2006).   

Dentre as características dos sistemas caóticos destaca-se a sensibilidade às 

condições iniciais, que significa que a evolução no tempo do sistema pode ser 

alterada por pequenas perturbações e a imprevisibilidade, isto é, a impossibilidade 

de se prever a evolução posterior do sistema, mesmo conhecendo o estado dele 

durante um longo intervalo de tempo (KORSCH et al., 2008). 

 A priori, pode-se afirmar que uma resposta caótica pode ser compreendida 

a partir de uma série de transformações do tipo contração-expansão-dobra e dentre 

as ferramentas empregadas para caracterizar o caos se destaca os expoentes de 

Lyapunov, que é um dos invariantes geométricos do sistema, sendo inclusive 

utilizado para avaliar outros invariantes (SAVI, 2017).  

Em virtude do evento caótico que pode acontecer no processo de 

desenvolvimento de um projeto, a alternativa é buscar minimizar esse estado de 

desordem, ou seja, gerenciar o caos inerente ao sistema, averiguando as fraquezas 

que se manifestam de forma inesperada, de modo a não prejudicar a fase de 

produção. Atualmente a Engenharia do Caos contribui para fazer tais experimentos 

na infraestrutura para apontar as fraquezas do sistema, antes que elas se 

apresentem.  

Os pesquisadores Ott, Grebogi e Yorque (1990) apresentaram um método 

para eliminar comportamento caótico, forçando o sistema dinâmico a trilhar uma 

determinada órbita periódica. Controlar sistemas caóticos tem sido de grande 

interesse na engenharia mecânica e significa projetar leis de controle de feedback 

de estado que estabiliza o sistema caótico em torno dos pontos de equilíbrio 

instáveis. Muitas técnicas de controle podem ser usadas para se controlar um 

sistema e cada técnica dispõe de peculiaridades e resultados distintos, 
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principalmente na prática. Para estabilizar sistemas caóticos, foi utilizado, em vários 

trabalhos, o controle linear realimentado (RAFIKOV; BALTAZHAR, 2008; 

CHAVARETTE; BALTHAZAR; FELIX, 2010; CHAVARETTE, 2013a). Nesta tese 

aplicamos a metodologia do Controle Linear Ótimo (do inglês - Optimal Linear 

Control - OLC) proposta por Rafikov e Balthazar (2008) que garante a aplicação do 

controle linear em sistemas não lineares. Dentre as principais características do 

Controle Linear Ótimo, destaca-se a utilização do modelo de representação em 

espaço de estado, a obtenção do sinais de controle ótimo por meio da resolução da 

Equação de Riccati (do inglês, Algebraic Riccati Equation - ARE) e da função-

objetivo parametrizada pelas matrizes   e   de modo a ponderar os vetores de 

estado e controle, respectivamente (RAFIKOV; BALTAZHAR, 2008).  

A grande contribuição da modelagem matemática é representar aspectos 

importantes do sistema dinâmico, com a finalidade de formular equações que 

representem seu comportamento. Consequentemente, um modelo matemático é 

considerado bom quando contêm a maior quantidade possível de informações que 

descreva o sistema, sem torná-lo complexo além do necessário para cada análise 

de interesse. 

De acordo com Tusset et al. (2015) o projeto de controle é, em geral, 

embasado nos parâmetros do modelo matemático obtido a partir das leis físicas que 

descrevem o comportamento do sistema dinâmico. Entretanto, devido às limitações 

do conhecimento do processo, os modelos utilizados não representam, com 

exatidão, a dinâmica do sistema. Assim sendo, o projeto de controle não pode 

operar como desejado, quando aplicado em processo real, já que os parâmetros 

usados no controle podem conter erros paramétricos. E dentre as formas de 

solucionar este tipo de problema é incorporar as incertezas associadas as estruturas 

reais em simulação numérica para garantir confiança nos resultados. As incertezas 

paramétricas estão associadas às discrepâncias entre os valores dos sistemas 

físicos reais e os parâmetros de entrada usados para a análise. 

O estudo de sistemas dinâmicos modelados matematicamente, 

especialmente os modelos de sistemas não ideais é justificado pela relevância que 

exerce no desenvolvimento das ciências, dentre elas a Engenharia. E, 

pesquisadores renomados como Kononenko (1969), Nayfeh (1979) e Balthazar et al. 

(2003) veem publicando ao longo dos últimos anos artigos que retratam a dinâmica 
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do comportamento de modelos não ideais e suas aplicações em diversas áreas 

(CHAVARETTE, 2013a, 2013b).   

Um sistema dinâmico é chamado de ideal quando a excitação não influência a 

resposta do sistema, isto é, a excitação ideal tem uma fonte de energia ideal 

(BELATO et al., 2001; TSUCHIDA; GUILHERME; BALTHAZAR, 2005;  PICCIRILLO 

et al., 2008; CHAVARETTE, 2010; CHAVARETTE; BALTHAZAR; FELIX, 2010).  

Quando a excitação é influenciada pela resposta do sistema, diz-se que a excitação 

não é ideal (CHAVARETTE et al., 2011), ou seja, são os sistemas alimentados por 

fontes de energia não ideais. E fontes de energia não ideais são aquelas com 

limitado suprimento de potência e são influenciadas pelo objeto que está sendo 

excitado (SOUZA et al., 2008).   

Em outras palavras, define-se que os sistemas dinâmicos, modelados 

matematicamente, como sendo não ideais, possuem um grau de liberdade1 (ou mais 

dependendo do número de motores presentes no sistema) superior ao sistema ideal 

correspondente. 

Os sistemas ideais e não ideais apresentam características que os 

diferenciam, a primeira delas é que o sistema não ideal apresenta uma equação que 

descreve a interação da fonte de energia com o sistema dinâmico ideal e a segunda 

característica é observada que a dinâmica de um sistema não ideal se aproxima do 

caso ideal quando a fornecida potência aumenta (BALTHAZAR et al., 2013). 

No processo de modelagem matemática muitas vezes desconsidera-se a 

influência do movimento do próprio sistema em seu estado de excitação, porém 

sendo a excitação influenciada pela própria resposta do sistema, em algumas 

situações esta simplificação no modelo matemático, não é admissível (FELICIO, 

2010). Esta particularidade do sistema com a sua fonte de energia torna a dinâmica 

dos sistemas não ideais bastante complexa com o aparecimento de alguns 

fenômenos, principalmente perto da região de ressonância, a saber, aumento da 

potência exigida pela fonte, fenômeno de salto e caos. Os dois primeiros fenômenos 

são manifestações de um efeito evidenciado pelo físico alemão Sommerfeld (1904), 

sendo o primeiro a observar que a velocidade do motor é função do tempo, mas da 

amplitude de oscilação também. Portanto, denominado em sua homenagem, de 

                                                           
1

 Grau de liberdade é o número de coordenadas independentes requeridas para determinar 

completamente as posições de todas as partes de um sistema a qualquer instante. 
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Efeito Sommerfeld. Já a ocorrência do caos nos sistemas não ideais está associada, 

tanto a presença de termos não lineares quanto à presença de pontos de bifurcação 

e surgimento de regiões de instabilidade e regimes não estacionários na região de 

ressonância (ORBOLATO; OKABAYASHI; BRASIL, 2007).  

   

1.1  CONTRIBUIÇÃO CIENTÍFICA 

 

A contribuição relevante desta tese é que através dos resultados obtidos, 

estes podem ser utilizados em pesquisas futuras em projetos de produtos 

tecnológicos avançados, como na fabricação de veículos elétricos e autônomos no 

setor automotivo. 

1.2  OBJETIVOS 

 

1.2.1  Objetivos gerais 

 Propor um novo modelo para o sistema Mathieu-Van der Pol acoplando a 

uma fonte com desbalanceamento rotativo e considerando parâmetros 

incertos; 

 Implementar a técnica do Controle Linear Ótimo ao modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol ainda não abordada na literatura. 

1.2.2   Objetivos específicos 

 

 Modelar o Sistema Ideal Mathieu-Van der Pol tornando-o um sistema do tipo 

Não Ideal; 

 Aplicar a técnica do Controle Linear Ótimo para controlar o sistema; 

 Realizar uma análise considerando as incertezas sobre a variação dos 

parâmetros no modelo proposto, para testar a robustez do controlador na 

supressão do comportamento caótico; 

 Por meio do uso de simulações numéricas, utilizando o software Octave, 

verificar a eficiência do modelo proposto; 

 Tornar os parâmetros do modelo em parâmetros incertos; 

 Analisar o comportamento dinâmico do sistema sujeito a fonte não ideal em 

comparação com o modelo ideal. 
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1.3     METODOLOGIA 

A metolodologia desta tese, resumem-se a: 

justificar o comportamento dinâmico do sistema Não Ideal Mathieu-Van der Pol, que 

será exibido nos próximos capítulos através do Plano de Fase, utilizando-se as 

técnicas da análise dinâmica não linear: Espectro de Frequência (FFT), Mapa de 

Poincaré e Expoentes de Lyapunov. As simulações são implementadas no software 

Octave, através do integrador numérico Runge-Kutta2 de 4ª ordem. 

 

1.4  DELIMITAÇÃO DA PESQUISA 

Esta pesquisa se baseia na modelagem matemática, simulação 

computacional e controle do sistema Não Ideal de Mathieu-Van der Pol e a 

verificação da eficiência do sistema controlado.  Não serão abordados resultados 

experimentais. 

1.5  ESTRUTURA DA TESE 

Esta tese está organizada em seis Capítulos, conforme descrito a seguir: 

Capítulo 1: Introdução 

No primeiro capítulo apresenta-se as motivações, contribuição científica, 

objetivos gerais e específicos, proposta, delimitação da pesquisa e estrutura da tese.  

Capítulo 2: Revisão Bibliográfica 

  No segundo capítulo realiza-se uma revisão bibliográfica de conceitos de 

Sistemas Dinâmicos, Mapa de Poincaré, Caos, Expoentes de Lyapunov, Método de 

Wolf e Controle de Caos. 

                                                           
2
 O método de Runge Kutta de 4ª ordem faz parte da família de métodos iterativos e explícitos para a 

resolução numérica (aproximação) de soluções de equações diferenciais ordinárias. É dito de quarta 
ordem pois o termo que representa o erro por passo é de ordem quatro mais um, enquanto o erro 
total acumulado tem ordem 4.  
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Capítulo 3: Modelo Mathieu-Van der Pol 

No terceiro capítulo apresenta-se um estudo do comportamento e simulações 

da dinâmica do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol. 

Capítulo 4: Modelo Não Ideal 

No quarto capítulo realiza-se a modelagem matemática do modelo Não 

Ideal, a partir do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol. 

Capítulo 5: Controle Linear Ótimo 

No quinto capítulo apresenta-se a implementação da técnica do controle 

Linear Ótimo e os projetos de controle linear ótimo para os modelos Ideal e Não 

Ideal Mathieu-Van der Pol. 

Capítulo 6: Resultados e Discussão 

No sexto capítulo destaca-se os resultados obtidos através das simulações 

numéricas dos modelos ideal e não ideal. 

Capítulo 7: Conclusão 

No sétimo capítulo destaca-se as conclusões sobre o estudo realizado e as 

publicações decorrentes desse trabalho. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

 Neste capítulo é abordado uma visão geral dos conteúdos necessários para a 

compreensão desta tese.  

  

 

2.1  SISTEMAS DINÂMICOS 

 

De acordo com Savi (2017) um sistema dinâmico é uma descrição quadro a 

quadro da realidade. Um quadro é uma representação do estado do sistema que 

significa a quantidade de informação necessária para a descrição de um 

determinado fenômeno em um instante. O estado de um sistema é definido por 

variáveis de estado e sua evolução no tempo é governada por uma equação de 

movimento. 

Matematicamente, um sistema dinâmico pode ser representado por um 

sistema de equações diferenciais ordinárias que evolui no tempo e pode ser 

expresso na forma: 

                                         ̇   ( )                                                          (1) 

  A equação (1) estabelece que   atua sobre as variáveis de estado  , definindo 

o próximo instante de tempo (SAVI, 2017).  

As soluções de um sistema dinâmico são representadas por curvas num 

espaço  -dimensional, sendo   a dimensão do sistema. Tais curvas são chamadas 

de trajetórias e o espaço é chamado de espaço de estados, ou espaço de fases, que 

é o espaço abstrato no qual se realiza o estudo qualitativo de um sistema dinâmico. 

Investigando o espaço de estados é possível obter informações sobre as soluções 

do sistema. A solução do sistema é sempre um ponto fixo ou ponto de equilíbrio, que 

pode ser um atrator3 (ou poço), um repulsor4 (ou fonte) ou um ponto de sela, quando 

se trata de sistemas dinâmicos unidimensionais. Do ponto de vista mecânico, um 

                                                           
 
3
 Um ponto fixo é um atrator se todas as trajetórias do sistema são atraídas para ele. 

4
 Um ponto fixo é um repulsor se todas as trajetórias são repelidas para longe dele. 
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ponto de equilíbrio está associado a uma posição onde o sistema possui velocidade 

e aceleração nulas (sistema em repouso). Para sistemas bidimensionais, além dos 

pontos fixos, temos um outro tipo de solução que são os ciclos limites. Este tipo de 

comportamento é representado por trajetórias fechadas e isoladas que podem 

aparecer no retrato de fases 5 . Classifica-se ciclo limite como assintoticamente 

estável quando as trajetórias vizinhas internas e externas se aproximam. Caso as 

trajetórias vizinhas se afastam, o ciclo limite é instável e, se, as trajetórias se 

aproximam por um lado, mas se afastam pelo outro, o ciclo limite é dito de semi-

estável (MONTEIRO, 2006).  

 Em sistemas dinâmicos o conceito de estabilidade é importante, visto que, a 

estabilidade está associada a característica de uma dada solução do sistema. De 

modo intuitivo, pode-se entendê-la em termos de como o sistema responde a uma 

determinada perturbação. Caso a perturbação não afete de maneira significativa 

uma dada solução, a mesma é denominada estável, caso contrário ela é chamada 

de instável. A figura 1, ilustra o conceito de estabilidade com algumas situações de 

movimento do corpo, justificadas a seguir (SAVI, 2017). 

 

Figura 1 - Estabilidade 

 

Fonte: Savi (2017). 

  

 Na situação (1) o equilíbrio é meta estável e significa que após uma pequena 

perturbação, o corpo retorna à configuração inicial. Já na situação (2) o equilíbrio é 

                                                           
5
 Retrato de fases é o conjunto de curvas obtidas pela evolução temporal do sistema a partir de todas 

as condições iniciais nas quais as funções que definem o campo de velocidades desse sistema são 
definidas. 
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instável e implica que após a perturbação, o corpo não retorna à configuração inicial, 

assumindo uma nova posição distante da original. Em (3) o equilíbrio é estável 

mostrando que após uma perturbação, o corpo retorna à configuração inicial. E, 

finalmente, na situação (4) o equilíbrio é neutro ou indiferente, ou seja, após uma 

perturbação, o corpo tende a permanecer na sua nova configuração (SAVI, 2017).  

A estabilidade de pontos fixos e ciclos limites pode mudar de acordo com os 

parâmetros adotados no sistema e, o procedimento de linearização é usado para 

avaliar a estabilidade de uma dada solução. 

 Quando se trata de sistemas dinâmicos com duas dimensões ou mais, outro 

tipo de comportamento das soluções pode ocorrer, e tal comportamento é conhecido 

como caótico. Mais adiante, teremos uma seção dedicada a este tipo de 

comportamento.  

  Os sistemas dinâmicos podem ser classificados segundo sua evolução no 

tempo como contínuos, descrito por equações diferenciais, e discretos, representado 

por mapas. Por determinísticos quando os estados se desenvolvem a partir dos 

estados anteriores, de acordo com uma determinada lei preestabelecida e, 

estocástico se suas variáveis são aleatórias.  

Quanto ao tipo de modelo, um sistema dinâmico pode ser linear ou não linear. 

Para sistemas lineares, valem o princípio da aditividade e o princípio da 

proporcionalidade entre excitação e resposta, que também é conhecido por princípio 

da homogeneidade. A linearidade pressupõe o princípio da superposição de efeitos, 

quando é admissível avaliar isoladamente os efeitos decorrentes de várias causas e, 

então, somá-los para obter o efeito resultante. Já as não linearidades de um modo 

geral podem ser geométricas ou físicas. As geométricas estão associadas ao 

movimento, e as físicas ao comportamento do sistema (SAVI, 2017). Em outras 

palavras, as não linearidades têm a capacidade de amplificar exponencialmente 

pequenas diferenças nas condições iniciais, o que nos permite encontrar o chamado 

caos determinístico. Dessa maneira, as próprias leis de evolução podem levar a 

comportamentos aperiódicos, inclusive na ausência de perturbações de natureza 

estocástica, tais como ruído ou flutuações externas.  

 Em sistemas não lineares, em geral não é possível obter soluções analíticas. 

Assim, torna-se necessário um estudo qualitativo do sistema dinâmico o qual se 

dedica em identificar características relevantes de suas soluções sem propriamente 

resolver as equações. Para um estudo qualitativo dos sistemas dinâmicos não 
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lineares pode-se recorrer à construção do seu espaço de fase, o qual ilustra como o 

sistema evolui à medida que o tempo passa, tornando viável identificar as principais 

características das soluções. 

Diz-se que um sistema é autônomo, quando ele não depende explicitamente 

do tempo. Caso contrário, o sistema é dito não autônomo, ou seja, quando existe 

uma dependência explícita do tempo (MONTEIRO, 2006).  

 

 

2.2  MAPAS DE POINCARÉ 

 

Entende-se por mapa uma representação visual de uma região e, em geral, 

são representações bidimensionais de um espaço tridimensional.  

O mapa de Poincaré é um subespaço do espaço de estado que representa 

uma redução do sistema original, contínuo no tempo (fluxo), em um discreto (mapa).  

Em outras palavras, o mapa de Poincaré é uma ferramenta que reduz o estudo de 

um fluxo contínuo num espaço de fases de dimesão   para o estudo de um mapa 

num espaco de fases com dimensao  - . A seção e o mapa de Poincaré possibilitam 

distinguir entre movimentos quase periódicos, periódicos e caóticos. Na maioria dos 

casos, o uso da seção de Poincaré é limitado aos sistemas cujo comportamento 

assintótico é restrito a um espaço  -dimensional, tipicamente    . Para    , 

usualmente usa-se projeções bidimensionais ou tridimensionais da seção de 

Poincaré para verificar se um movimento é caótico. 

A construção do mapa de Poincaré consiste em definir uma superfície   

(seção de Poincaré), de dimensao  - , transversa ao campo vetorial em um ponto   

e definir uma aplicaçao   de   em  , que leva   pertencente a   em  (   ( )), 

onde   é o tempo do primeiro retorno de   a  , e  é um conjunto de pontos (SAVI, 

2017). 

 Em situações experimentais, a construção da seção de Poincaré é complexa, 

já que, não existe um completo conhecimento anterior do espaço de estados 

associado ao sistema, neste caso, pode-se usar técnicas de interpolação para a 

construção da seção de Poincaré.         

                                       

A figura 2 ilustra uma seção de Poincaré construída para um movimento com 

período fundamental  . 
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Figura 2 - Mapa de Poincaré 

 

 

Fonte: Wiggins (2003). 

 

 2.3 CAOS 

 

O caos visto sob o prisma da inclusão a sensibilidade às condições iniciais, 

imprevisibilidade de longo prazo, entropia, expoentes de Lyapunov, dentre outros 

aspectos, desenvolveu-se de forma significativa a partir do final dos anos 60. Porém, 

anos após, pesquisadores e cientistas perceberam que a irregularidade dos 

sistemas aparecia em basicamente tudo, desde á cotação da bolsa de valores,  

ataques epilépticos, ritmo dos batimentos cardíacos e até as mudanças climáticas. 

Fatos que impulsionaram  de forma exponencial o número de publicações sobre 

sistemas com comportamento caótico (KORSCH et al., 2008). 

Estudar o caos se resume a identificar situações sob as quais pode-se evitá-lo 

ou preservá-lo sob determinadas condições, estabilizá-lo ou controlá-lo.  

Para verificar se um sistema apresenta comportamento caótico basta avaliar 

como se comporta face a pequenas variações nas condições iniciais. Se, para 

pequenas variações nas condições iniciais ao fim de um tempo o estado do sistema 

afasta-se exponencialmente no tempo, na métrica do espaço de fases, então o 

sistema tem sensibilidade às condições iniciais. O sistema caótico mais simples é o 
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modelo conhecido por transformação de pasteleiro ou ferradura de Smale e um 

outro exemplo clássico é o atractor estranho de Lorenz (KORSCH et al., 2008).   

O comportamento caótico representa uma das mais importantes 

características dos sistemas não lineares e dentre suas propriedades fundamentais 

é a dependência sensível à condição inicial, ou seja, condições iniciais muito 

próximas geram trajetórias inicialmente próximas que, após um certo tempo, passam 

a apresentar comportamentos completamente divergentes entre sí. Gerando a 

impossibilidade de se fazer previsões de longa duração baseadas em modelos 

matemáticos quando se tem um sistema caótico. 

Sistemas caóticos também pode possuir atratores6, e uma das maneiras de 

se visualizar esses atratores caóticos é por meio do mapa de Poincaré, onde 

observa-se uma coleção de pontos dispostos de uma maneira organizada. Por outro 

lado, os atratores, diferentes dos pontos fixos e ciclos limites, são conhecidos como 

atratores estranhos, ou seja, apresenta uma estrutura fractal, que por sua vez se 

identifica com a do tipo conjunto de Cantor (SAVI, 2017).  

Define-se fractais como conjuntos cuja forma é extremamente irregular ou 

fragmentada, apresentando essencialmente o mesmo padrão em todas as escalas. 

A existência de uma estrutura fractal no sistema dinâmico é uma condição 

necessária, porém não suficiente, para a existência de caos. 

 

2.4    EXPOENTES DE LYAPUNOV 

 

Nesta seção, direciona-se a atenção aos expoentes de Lyapunov de um 

sistema dinâmico, que recebe este nome em homenagem ao físico e matemático 

russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov. Os expoentes de Lyapunov representam 

um método de medida do afastamento entre dos pontos iniciais considerando que a 

taxa de aumento da distância entre eles seja exponencial (BAKER; GOLLUB, 1996). 

A seguir apresenta-se os passos para a expressão dos expoentes de Lyapunov. 

Seja um sistema de   equações diferenciais ordinárias. Considere uma hiper-

esfera de condições iniciais centrada num ponto  ⃗(  ). A medida que o tempo passa, 

esse volume deforma. Assuma que, ao longo da  -ésima dimensão (       ), o 

                                                           
6
 Atrator é definido como sendo o comportamento que um sistema dinâmico que independe do ponto 

de partida, tende a convergir para um ponto. 
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raio inicial   (  ) tenha variado exponencialmente no tempo, de modo que a relaçao 

entre   (  ) e o valor correspondente no instante  , definido por    ( ), valha: 

  ( )    (  )   
  (    )  com               . 

Reescrevendo a relação tem-se: 

   
   ,  ( )   (  ) -

    
 

Os números    são chamados de expoentes de Lyapunov (MONTEIRO, 

2006). 

O significado destes expoentes está associado à previsibilidade de um 

sistema, sendo o maior expoente responsável por quantificar a sensibilidade às 

condições iniciais, verificando a divergência exponencial no tempo de trajetórias 

vizinhas. Os sinais dos expoentes definem as características de divergência ou 

convergência entre as órbitas (SAVI, 2017). Um expoente negativo implica que as 

órbitas tendem assintoticamente a um ponto fixo comum, isto é, expoentes de 

Lyapunov com valores negativos indicam a estabilidade. Um expoente zero 

corresponde a um eixo ao longo do qual a distância entre as trajetórias permanece 

constante ou aumenta a uma taxa menor que a exponencial. Por este fato o 

expoente zero é às vezes chamado de marginalmente estável7 (KORSCH et al., 

2008). Em outras palavras, a preseça do expoente zero indica que as órbitas 

mantêm suas posições relativas, ou seja, elas estão sobre um atrator estável (órbita 

periódica). 

 
Finalmente, um expoente positivo implica que as órbitas estão sobre um 

atrator caótico, ou seja, mede ou quantifica a dependência sensível das condições 

iniciais mostrando a taxa média, avaliada sobre todo o atrator, na qual dois pontos 

próximos se separam com o tempo (KORSCH et al., 2008). Porém, dois expoentes 

positivos de Lyapunov confirmam a natureza hiper caótica de sua dinâmica. 

 

Teoricamente, podem existir tantos expoentes de Lyapunov quanto o número 

de dimensões associadas ao espaço de fases (TSONIS, 1992; CHERIF, 2011). Um 

caso unidimensional fornece apenas um expoente. Outra característica deste 

                                                           
7
 Marginalmente estável: significa que qualquer perturbação permanece aproximadamente no mesmo 

nível, à medida que o sistema evolui. 
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invariante é que o comportamento caótico é caracterizado pela existência de, pelo 

menos, um dos expoentes de Lyapunov positivos (MOON, 1992; MULLIN, 1993; 

MONTEIRO, 2006).  

Na literatura encontra-se vários métodos para se calcular os expoentes de 

Lyapunov. Dentre eles os de Wright (1984), Eckmann e Ruelle (1985), Sano e 

Sawada (1985), Wolf et al. (1985), Briggs (1990), Bryan et al. (1990), Stoop e Parisi 

(1991), Zeng et al. (1991) e Nychka et al. (1992). O método de Wright (1984) aplica-

se apenas a condições relativamente limitadas. Já os demais métodos a ideia 

central é seguir conjuntos de trajetórias sobre intervalos de tempo curtos e computar 

suas taxas de separação, e finalmente calcular a média dessas taxas sobre o atrator 

(KORSH et al., 2008). 

A seguir apresenta-se o método de Wolf et al. (1985) que será usado nesta 

tese, para o cálculo dos expoentes de Lyapunov (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 

1995), com o objetivo de identificar o comportamento caótico dos sistemas Ideal e 

Não Ideal. 

 

2.5     MÉTODO DE WOLF 

 

O método das trajetórias proposto por Wolf et al. (1985) foi o primeiro 

algoritmo que descreve todas as etapas para se calcular os expoentes de Lyapunov 

para séries temporais8.  Sua ideia principal está relacionada com a evolução da 

distância, no espaço tangente, de duas trajetórias inicialmente próximas (SAVI, 

2017).  

Dada a série temporal  ( ), um retrato de fase  -dimensional é reconstruído 

pelas coordenadas defasadas. Busca-se um vizinho do ponto inicial * (  )    (   

,   - )+  e denota-se a distância entre esses dois pontos por   (  ) , ou seja,  

  (  )  | (  )    (  )|, onde   (  ) é o vizinho mais próximo de  (  ).  No tempo 

posterior   , essa distância evolui para    (  ). Essa distância é averiguada ao longo 

do sinal. Procura-se por um ponto onde a distância entre ele e o ponto recolocado 

seja pequena. Se esse ponto não for encontrado, retorna-se aos pontos que já foram 

                                                           
8
 Série temporal é um conjunto discreto de uma observação de um sistema dinâmico. 
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usados. Este procedimento é repetido até que a trajetória fiducial9 seja percorrida 

para todos os pontos da série de dados e, então, para cada ponto estima-se 

 

   
 

     
∑    (

  (  )

 (    )
)

 

   

 

sendo   o número de passos de reposição (SAVI, 2017). 

 

2.6    CONTROLE DE CAOS 

Controle de caos se refere as técnicas que visam suprimir o comportamento 

instável e/ou caótico do sistema dinâmico (MONTEIRO, 2006). Neste caso, o 

controlador é projetado para estabilizar uma órbita periódica instável que pertence à 

dinâmica do sistema. 

De acordo com Savi (2017) o controle de caos é baseado na exuberância de 

uma resposta caótica e, fundamentalmente, explora três características: a riqueza de 

padrões periódicos associada ao caos, que significa que uma resposta caótica 

possui uma infinidade de órbitas periódicas instáveis; a sensibilidade às condições 

iniciais; e o caráter ergódico do caos, isto é, o sistema visita todos os pontos do 

atrator. 

Na maior parte dos casos, o controle de caos possui duas fases. A primeira é 

denominada aprendizagem e a segunda etapa é o controle propriamente dito e 

consiste na aplicação de perturbações no sistema visando estabilizar uma órbita 

instável. 

O controle de caos, explora características de sistemas caóticos que não são 

encontradas em sistemas não caóticos. Deste modo, o controlador é projetado para 

estabilizar uma órbita periódica instável de período qualquer que pertence à 

dinâmica do sistema, (SAVI, 2017). 

Os métodos de controle de caos podem ser classificados em métodos 

discretos e contínuos.  

                                                           
9
 Trajetória fiducial, também chamada de trajetória de referência é a trajetória dada pela solução do 

sistema dinâmico. 
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Um sistema de controle com realimentação é todo sistema que estabelece 

uma relação de comparação entre a saída e a entrada de referência, utilizando a 

diferença como meio de controle. São frequentemente denominados também como 

sistemas de controle de malha fechada. No sistema de malha fechada, o sinal 

atuante, que é a diferença entre o sinal de entrada e o sinal de realimentação 

(feedback), realimenta o controlador, de modo a minimizar o erro e acertar a saída 

do sistema ao valor desejado. Apresenta como vantagem o fato de que o uso da 

realimentação faz com que a resposta do sistema seja relativamente insensível a 

distúrbios externos e a variações internas nos parâmetros do sistema (OGATA, 

2010). Já, os sistemas de controle de malha aberta são aqueles em que o sinal de 

saída não exerce nenhuma ação de controle no sistema. Isso quer dizer que, em um 

sistema de controle de malha aberta, o sinal de saída não é medido nem 

realimentado para comparação com a entrada. Também é conhecido como 

feedforward. Em qualquer sistema de controle de malha aberta, a saída não é 

comparada com a entrada de referência. Assim, a cada entrada de referência 

corresponde uma condição fixa de operação (OGATA, 2010).  

 Em teoria do controle existem dois tipos de problemas, o primeiro problema 

consiste em encontrar a função do controle  ( ) como uma função do tempo, visto 

que, essa função de controle ótimo, determina uma trajetória ótima que corresponde 

a uma condição inicial dada do sistema. No segundo, a função de controle  (   ), 

que depende do tempo e de variáveis de estado; pode ser aplicado para qualquer 

condição inicial.  Este tipo de controle é chamado controle com realimentação 

(RAFIKOV; BALTHAZAR, 2005).  

Se as variáveis do sistema são desvios do regime desejado, o Controle Linear 

Ótimo estabiliza em torno da trajetória desejada, minimizando o funcional que 

caracteriza os desvios quadrados da trajetória e do controle do regime desejado 

(RAFIKOV; BALTHAZAR, 2005).  
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3    SISTEMA IDEAL MATHIEU-VAN DER POL 

 

 Neste capítulo estuda-se o comportamento dinâmico do sistema hiper-caótico 

com três expoentes positivos de Lyapunov, sistema Mathieu-Van der Pol. Trata-se 

de um sistema autônomo, não linear e que nesta tese será chamado de Sistema 

Ideal Mathieu-Van der Pol. 

 

3.1  EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DOS SISTEMAS DE MATHIEU E DE VAN DER 
POL 

 

3.1.1   Equação de Mathieu 

 

 O sistema Mathieu amortecido é um sistema não autônomo, não linear 

definido pela equação diferencial (2): 

             ̈   (         )  (         )      ̇                   (2) 

onde         são parâmetros constantes, e,   frequência circular (GE, YI, 2007). 

 

3.1.2   Equação de Van der Pol 

 

O sistema Van der Pol é um sistema não autônomo, não linear definido pela 

equação diferencial (3): 

                         ̈       (    ) ̇                                                        (3) 
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onde o termo  (    ) introduz um amortecimento que assume valores negativos e 

positivos, respectivamente para pequenas e grandes amplitudes de movimento 

(LIMA, 2008). 

 À equação (3) adiciona-se uma função      (  ), assim tem-se a equação 

(4): 

                       ̈       (    ) ̇       (  )                                          (4) 

que representa a equação diferencial do oscilador de Van der Pol forçado, onde 

      são parâmetro constantes, e,   frequência circular. 

 

3.1.3  Equações na forma de estados dos sistemas de Mathieu e de Van der 
Pol 

 Escrevendo as equações dos sistemas não autônomos e não lineares de 

Mathieu dada por (2) e de Van der Pol dada por (4) na forma de equações de 

estado, obtêm-se as equações (5) e (6): 

 

 ̇     

 ̇   (         )   (         )  
              

e, 

 

     (5) 

 ̇     

 ̇        (    
 )           

 

(6) 

Para gerar o modelo Ideal Mathieu-Van der Pol ou tri caos, com quatro variáveis 

de estado e três expoentes positivos de Lyapunov, faz-se o acoplamento linear dos 

sistemas, substituindo-se       na equação (5) por    e       em (6) por   , assim 

obtêm-se as equações diferenciais dadas por (7). 
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 ̇     

 ̇   (      )   (      )  
           

 ̇     

 ̇        (    
 )       

 

  

              

(7) 

As equações (7) definem-se o modelo autônomo não linear Ideal Mathieu-Van 

der Pol, onde      ,    e    são as quatros variáveis de estado, sendo que        

representam  deslocamento e       velocidade e             e   os parâmetros 

do modelo (SHIH-YU et al., 2012). 

 

 

3.2 PONTO DE EQUILÍBRIO DO SISTEMA IDEAL MATHIEU-VAN DER POL 

 

O ponto de equilíbrio do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol pode ser 

encontrado, resolvendo-se o sistema de equações (8) simultaneamente: 

{
 

 
    

 (      )   (      )  
            

    

      (    
 )         

                                 (8) 

     

Substituindo-se os valores de    e   , tem-se as equações (9) e (10): 

 (      )   (      )  
                                                                 (9) 

                                                                                                              (10) 

Isolando    na equação (10), tem-se:    
 

 
  ;      

Substituindo-se   na equação (9), obtêm-se:       Logo,       
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Assim, a linearização da equação (7) para o ponto de equilíbrio    (       ) 

é definida pela equação (11):                  

                                                      ̇                                                                    (11) 

onde 

                                           (

 
  
 
 

     

 
  
 
 

     

 
 
 
  

    

 
 
 
 

)                                               (12) 

e   ,            -
 . A matriz    é chamada de Matriz Jacobiana. 

Calculando-se os autovalores para   : 

                         |     |  |

  
  
 
 

     

 
    

 
 

    

 
 
  
  

    

 
 
 

   

|                                       (13) 

Assim, a equação característica é obtida: 

   |     |     (   )   (      )   (     )  (      )       (14) 

 Substituindo-se os valores adimensionais do sistema Ideal Mathieu-Van der 

Pol, listados na tabela 1, cujos valores gera caos no sistema (SHIH-YU et al., 2012), 

obtêm-se os autovalores correspondentes ao ponto de equilíbrio     (       ), a 

saber: 

                     

                     

sendo todos os autovalores números complexos conjugados com a parte real 

positiva. De acordo com o Primeiro Método de Lyapunov o ponto de equilíbrio é 

instável. 

Tabela 1 - Parâmetros adimensionais do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol 
  

  

Parâmetro Valor 

a 91,7 

b 5,023 
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c 0,01 

d 91 

e 87,001 

f 18 

g 9,057 
Fonte: Shih-Yu et al. (2012). 

 

3.3 SIMULAÇÃO NUMÉRICA 

 

Para análise da estabilidade do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol, descrito 

na Eq. 7, plotou-se os diagramas da Estabilidade Estrutural dos pares de estados 

      e      , segundo o primeiro Método de Estabilidade de Lyapunov, para exibir 

os pontos instáveis do modelo. Os asteriscos no diagrama representam pontos 

instáveis. 

Em seguida, escolhe-se um ponto da região de instabilidade, com o propósito 

de se averiguar a presença de comportamento caótico no modelo, por meio dos 

Expoentes de Lyapunov, através do Método de Wolf (WOLF et al., 1985). 

Para a obtenção da resposta do comportamento ao longo do tempo do 

sistema Ideal Mathieu-Van der Pol esboçou-se as figuras 6 a 19 que exibem o 

histórico no tempo, espectro de frequência e plano de fase para os quatro estados 

do sistema levando-se em consideração o intervalo de tempo adimensional     

   . Os valores dos parâmetros utilizados, conforme tabela 1 e dos estados tabela 

2, em conformidade com (SHIH-YU et al., 2012). 

 
Tabela 2 – Estados do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol  

Estados Valor 

 

   

 
0,01 

   0,01 

   0,01 

   0,01 

  
Fonte: Shih-Yu et al. (2012). 

Para analisar a estabilidade do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol, plotou-se 

os diagramas de estabilidade estrutural dos pares de estados       e      , 

variando-se os parâmetros   e   (devido a não linearidade cúbica do sistema) no 

ponto de origem, para se determinar os pontos estáveis e instáveis do modelo. 
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As figuras 3 e 4, apresentam-se os diagramas da Estabilidade Estrutural dos 

pares de estados       e      . 

 
Figura 3 - Diagrama da Estabilidade Estrutural (     )

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 
 
 

Figura 4 - Diagrama da Estabilidade Estrutural (     ) 
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Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 Nas figuras 3 e 4, verifica-se que de acordo com o Primeiro Método de 

Lyapunov todos os pontos apresentam comportamentos instáveis para ambos os 

sistemas (SAVI, 2017). 

 

 O ponto (        ) nas figuras 3 e 4, se encontra numa região instável, então 

escolhe-se este ponto, como pode-se escolher qualquer outro dentro desta região, 

para mostrar o comportamento caótico do modelo. A análise que caracteriza o 

comportamento caótico ou não do modelo, para os parâmetros conforme tabelas 1 e 

dos estados, tabela 2, é feita através do cálculo dos expoentes de Lyapunov, 

usando-se o método de Wolf (WOLF et al., 1985). 

 

A figura 5 exibe o comportamento dos expoentes de Lyapunov, de acordo 

com os parâmetros, conforme tabelas 1 e 2. Já na tabela 3, encontra-se os valores 

dos expoentes de Lyapunov.  

 

 

 

Figura 5 - Dinâmica dos Expoentes de Lyapunov do sistema Ideal Mathieu-Van der 

Pol 
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Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Tabela 3 – Expoentes de Lyapunov do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol  

Expoente Valor 

 

   

 

        
          

          

           

  

Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 Analisando a tabela 3, constata-se que, para os parâmetros conforme tabelas 

1 e 2, o sistema Ideal Mathieu-Van der Pol apresenta comportamento caótico, visto 

que, dos quatro expoentes de Lapunov obtidos, três são de valores positivos. 

. 

 As figuras 6 a 17, exibem respectivamente o Histórico no Tempo e o Espectro 

da Frequência - FFT para os quatro estados do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol. 

 

 O Histórico no Tempo e a FFT do estado    do sistema Ideal Mathieu-Van der 

Pol, são apresentados nas figuras 6 e 8, respectivamente e, na figura 7 o zoom da 

figura 6. 
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Figura 6 - Histórico no Tempo do estado    

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 7 - Zoom da figura 6 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

A figura 7, exibe oscilações no modelo, que se estende à medida que o tempo 

evolui. 

Figura 8 - FFT do estado     
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Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 8 representa a FFT do estado    e apresenta três picos bem 

destacados, o que pode caracterizar que o modelo é periódico e de período três. 

 

O Histórico no Tempo e a FFT do estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der 

Pol, são apresentados nas figuras 9 e 11, respectivamente e, na figura 10 o zoom da 

figura 9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9 - Histórico no Tempo do estado     
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Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

Figura 10 - Zoom da figura 9 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

Um zoom da figura 9 é exibido na figura 10, que ilustra as oscilações bastante 

significativas no modelo, que se estende à medida que o tempo evolui. 
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Figura 11 – FFT do estado    

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Na figura 11 a FFT exibe quatro picos em destaque, o que pode caracterizar 

que o modelo é periódico e de período quatro, o que evidencia o comportamento 

caótico no modelo. 

 

O Histórico no Tempo e a FFT do estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der 

Pol, são apresentados nas figuras 12 e 14, respectivamente e, na figura 13 o zoom 

da figura 12. 
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Figura 12 - Histórico no Tempo do estado    

 
 

Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 13 - Zoom da figura 12 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Um zoom da figura 12 é exibido na figura 13, que ilustra as oscilações 

periódicas no modelo, que se estende à medida que o tempo evolui. 

 

Figura 14 - FFT do estado    

 

Fonte: Elaboração do próprio autor.  

Na figura 14 a FFT exibe dois picos em destaque, o que pode caracterizar 

que o modelo é periódico e de período dois. 

 

O Histórico no Tempo e a FFT do estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der 

Pol, são apresentados nas figuras 15 e 17 e, na figura 16 o zoom da figura 15. 
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Figura 15 - Histórico no Tempo do estado    

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 16 - Zoom da figura 15  

 
 

Fonte: Elaboração do próprio autor. 

Um zoom da figura 15 é exibido na figura 16, que mostra as oscilações no 

modelo. 
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Figura 17 - FFT do estado    

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Na figura 17 a FFT exibe cinco picos em destaque, o que pode caracterizar 

que o modelo é periódico e de período cinco, isto é, o que caracteriza a rota para o 

comportamento caótico. 

 

As figuras 18 e 19 ilustra-se os planos de fase dos pares de estados do 

sistema Ideal Mathieu-Van der Pol. 
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Figura 18 - Plano de Fase dos estados    e   

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 19 - Plano de Fase dos estados    e   

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

 Constata-se pelas figuras 18 e 19, que há uma situação desordenada no 

traçado, exibindo-se comportamento instável. Esse comportamento é consequência 
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da imprevisibilidade que caracteriza o caos. Verifica-se então, que o modelo Ideal 

Mathieu-Van der Pol, possui comportamento caótico com três expoentes positivos 

de Lyapunov. Concluindo-se que o sistema é caracterizado como um sistema hiper 

caótico. 
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4  SISTEMA NÃO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL  

 

 Neste capítulo, antes de propor um controlador ao modelo Não Ideal Mathieu-

Van der Pol, que é o foco desta tese, é necessário entender a dinâmica não linear 

do sistema não ideal.  

Ao modelo Ideal Mathieu-Van der Pol será acoplado uma fonte de excitação 

não-ideal, a qual não foi estudada até o momento para o sistema proposto. 

 

4.1  SISTEMA NÃO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL  

  
Nesta tese, a configuração proposta para o modelo matemático não ideal 

adimensional (PICCIRILLO et al., 2008; CHAVARETTE, 2012) da fonte de energia 

não ideal encontra-se na figura 20. O modelo físico consiste em uma massa    

presa a um suporte rígido que oscila horizontalmente através de um amortecedor e 

uma mola, cujos coeficientes são   (coeficiente de amortecimento linear) e   

(coeficiente de elasticidade linear da mola). Para perturbar o sistema, um motor de 

corrente contínua (do inglês – Direct Current - DC) com fonte de alimentação 

limitada está conectado à massa     provocando uma interação entre a estrutura 

vibratória e a fonte de energia. Tem-se ainda, uma massa desbalanceada    que 

gira ligada ao centro do motor, dois deslocamentos, o horizontal do sistema 

 ( )   tempo e o angular da massa desbalanceada  ( )   a função  ( ̇)       ̇  

que exprime o torque líquido do motor, sendo  ̇ a velocidade angular do eixo do 

motor e   e   as constantes do motor que está sendo utilizado (FERREIRA, 2015), da 

excentricidade   da massa    e do momento de inércia de massa do eixo do motor   

(CVETICANIN; ZUDOVIC; BALTHAZAR, 2018). 
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Figura 20 – Motor Não Ideal – MNI 

 

 
 

Fonte: Cveticanin, Zudovic e Balthazar (2018). 

 

O modelo descrito na figura 20, tem dois graus de liberdade. O deslocamento 

do movimento horizontal do motor   e o deslocamento angular da massa 

desbalanceada em torno do eixo do motor representada por  .  

A modelagem matemática do modelo proposto é feita por intermédio das 

equações de Lagrange, sendo o deslocamento horizontal da massa desbalanceada 

   dado por: 

                      ̇   ̇    ̇     

          ̇    ̇     . 

 

 A energia cinética é dada pela equação (15):  

                                      
 

 
   ̇

  
 

 
   

  
 

 
  ̇                                         (15) 

 

onde   é a velocidade da massa desbalanceada      

  A energia potencial do modelo é dada pela equação (16): 

                                                    
 

 
                                                                  (16) 

Sendo a relação de velocidade da massa desbalanceada    dada por  
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tem-se:  

                                                    ̇    ̇  ̇        ̇                                         

(17) 

Substituindo (17) em (15), obtém-se: 

                       
 

 
(     ) ̇

     ̇  ̇     
 

 
(     

 ) ̇                    (18) 

As equações de movimento do modelo, são obtidas usando-se as equações 

diferenciais de movimento de Lagrange.  

 

  

   

  ̇
 

   

  
 

   

  
   , 

                                                                                                                         (19) 

 
 

  

   

  ̇
 

   

  
 

   

  
   ,   

 

em que    e    são as forças generalizadas. A força não conservadora na direção   

é a força de amortecimento       ̇ enquanto a força generalizada      se refere 

ao torque  ( ̇) aplicado ao motor. 

Aplicando-se as equações (16), (18) e (19) e a força generalizada, obtêm-se as 

equações de movimento do motor não ideal dadas pelas equações (20) e (21): 

                 (     ) ̈    ̇          ( ̇
       ̈    )                          (20) 

e 

                             (     
 ) ̈      ̈      ( ̇)                                        (21) 

 

Para a análise numérica do modelo não ideal, as equações (20) e (21) devem 

ser adimensionais, sem prejuízo algum para o estudo físico do modelo, visto que 

transformar um sistema em adimensional não altera suas propriedades dinâmicas.  

 Escrevendo as equações (20) e (21) na forma adimensional, considera-se 

como unitária a massa do modelo            (FERREIRA, 2015) e introduzindo 

os parâmetros relativos com sufixo    então se definem-se os parâmetros 

adimensionais, sendo:   
 

  
  taxa de deslocamento,   

 

  
 taxa de posição angular, 

  
 

       
 fator de amortecimento por massa ou    

 

  
,   

 

  
 taxa de rigidez e neste 

estudo   
 

 
  (FERREIRA, 2015). 

Tomando-se a excentricidade da massa desbalanceada de        então se 

define   
 

  
 como a taxa de excentricidade da massa desbalanceada. O momento 
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de inércia do motor CC é dado por         
   então se define   

 

 
 como taxa de 

excentricidade pelo momento de inércia. Define-se também, a taxa de torque líquido 

aplicado ao motor pelo momento de inércia como   
 

   
  e   

 

   
 como a taxa de 

resistência do torque líquido pelo momento de inércia (FERREIRA, 2015). Desta 

maneira, o modelo adimensional excitado por uma fonte não ideal é dado pelas 

equações (22) e (23). 

                              ̈     ̇  
 

 
     ( ̇       ̈    )                                    (22) 

                                   ̈    ̈         ̇                                                      (23) 

Considerando apenas as equações do motor desbalanceado, acrescenta-se na 

equação (22) as equações que o descrevem e na equação (23) acopla-se à equação 

do componente que representa a velocidade de movimentação. Assim, o modelo fica 

do seguinte modo, de acordo com as equações (24) e (25). 

                                      ( ̇       ̈    )                                                (24) 

                                   ̈    ̈          ̇                                                      (25) 

As equações (26) representam o modelo não ideal adimensional. 

                     ̈   (      )   (      )  
    ̇       ( ̇       ̈    )                       

                                  ̈        (    
 ) ̇                                                            (26) 

 ̈     ̈         ̇ 

sendo       e  ,  ,  ,  ,  ,  , e    definidos no capítulo anterior. A posição angular   

é uma resposta de excitação não ideal,      são constantes de torque do motor,   é 

a distância da massa desbalanceada ao centro de rotação do motor CC e   é 

relacionado ao momento de inércia do sistema.   

 Todos os parâmetros são positivos constantes adimensionais. Os termos 

 ( ̇       ̈    ) são devido a interação entre o sistema dinâmico e uma fonte de 

energia, por exemplo, um motor CC com fonte de alimentação limitada. A expressão  

 ( ̇       ̈    ) é responsável pela não-idealização do sistema. O parâmetro   é a 

constante de torque aplicada e depende das condições iniciais e   é torque líquido 

resistivo e não tem influência das condições iniciais e é considerado como 

amortecimento interno do Motor CC (FERREIRA, 2015). 

 

Substituindo  ̈ na equação de  ̈ , obtêm-se: 
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 ̈  
 (      )   (      )  

    ̇        ̇      (    ̇)      

    (    )  
 

 

Agora, substituindo  ̈  na equação de  ̈, obtêm-se: 

 ̈  
 , (      )   (      )  

    ̇     -        ̇               ̇

      (    ) 
 

Usando-se as novas variáveis, definidas como:      ,     ̇ ,     ,     ̇, 

  =   e      ̇   obtêm-se o seguinte sistema de equações diferenciais de primeira 

ordem dadas pela equação (27). 

 

 ̇     

  ̇  
 (      )   (      )  

             
       (     )       

    (     )
  

 

                                                         ̇                                                                                     (27) 

  ̇  
 , (      )   (      )  

         -          
                  

      (     )
 

 

  ̇     

  ̇        (    
 )       

 

4.2 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS PARA O MODELO NÃO IDEL MATHIEU-VAN 
DER POL COM PARÂMETROS FIXOS 

 

As simulações numéricas para a obtenção das respostas de deslocamento e 

velocidade do sistema Não Ideal Mathieu-Van der Pol, foram realizadas aplicando-se 

o método de Runge-Kutta de 4ª ordem na equação (27), mantendo-se os parâmetros 

listados nas tabelas 1, 2 apresentadas no capítulo 3 e tabela 4, que exibe os 

parâmetros para a excitação do modelo não ideal (CHAVARETTE, 2012). O 

intervalo de tempo adimensional considerada foi,       . 
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Tabela 4 - Parâmetros da Simulação para excitação do Modelo Não Ideal 

Parâmetro Valor 

α 0,8 

β 1,5 

  0,3 

μ 0,2 
Fonte: Chavarette (2012). 

 

As figuras 21, 23 e 25 exibem-se o Histórico no Tempo do deslocamento dos 

estados   ,    e   , as figuras 22, 24 e 26 ilustram-se as velocidades dos estados   , 

   e     e as figuras 27, 28 e 29 apresentam-se os planos de fase dos pares de 

estados do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos.  

 

Figura 21 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

.  
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Figura 22 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 23 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 24 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 25 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 26 - Histórico no Tempo: Velocidade para o estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

  

Figura 27 - Plano de Fase dos estados     e    do modelo Não Ideal Mathieu-  Van 

der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 28 - Plano de Fase dos estados     e    do modelo Não Ideal Mathieu-Van 

der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 29 - Plano de Fase dos estados     e    do modelo Não Ideal Mathieu-Van 

der Pol com parâmetros fixos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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 Através das figuras 21 a 29, nota-se que o modelo Não Ideal Mathieu-Van der 

Pol com parâmetros fixos apresenta comportamento caótico, devido a irregularidade 

das trajetórias. Entretanto, uma outra forma de confirmar esta situação é por meio 

dos expoentes de Lyapunov.  

 

Aplicando o método de Wolf (WOLF et al., 1985) determina-se os expoentes 

de Lyapunov do sistema Não Ideal Mathieu-Van der Pol, levando-se em 

consideração o intervalo de tempo adimensional de,        .   

 

A figura 30 ilustra a evolução dos expoentes de Lyapunov em função do 

número de iterações. Na tabela 4, encontra-se os valores dos expoentes de 

Lyapunov.  

 

Tabela 5 – Expoentes de Lyapunov do sistema Não Ideal Mathieu-Van der Pol  

Expoente Valor 

 

   

 

       
          

          

   

   

   

        

        
        

  

Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 30 - Dinâmica dos Expoentes de Lyapunov do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Analisando os expoentes de Lyapunov, constata-se que o modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol apresenta comportamento caótico, visto que, dos seis 

expoentes de Lapunov obtidos, três são de valores positivos.  

 

A presença de três expoentes positivos de Lyapunov confirma que o modelo 

Não Ideal Mathieu-Van der Pol é hiper caótico.  

 

4.3 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS DO MODELO NÃO IDEAL MATHIEU-VAN DER 
POL COM PARÂMETROS FIXOS E COM PARÂMETROS INCERTOS 

 

No processo de modelagem dos sistemas dinâmicos as incertezas podem ser 

consideradas através de uma formulação probabilística, com intervalos previamente 

definidos, ou ainda, por meio da teoria das possibilidades (MOLLER; BEER, 2004). 

Para considerar o efeito das incertezas do parâmetro no desempenho do 

controlador, elas são adicionadas ao estado, isto é, as mesmas são associadas à 

diferença entre valores reais e os parâmetros do modelo matemático com uma 
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variação de 20%, sendo a função aleatória distribuída normalmente   ( )  ,   -    

(CHAVARETTE, 2013).  

As simulações numéricas para a obtenção das respostas de deslocamento e 

velocidade dos sistemas Mathieu, Não Ideal Excitado e Van der Pol foram realizadas 

aplicando-se o método de Runge-Kutta de 4ª ordem na equação (27), usando-se os 

parâmetros reais listados nas tabelas 5 e 6 (CHAVARETTE, 2012). O intervalo de 

tempo adimensional considerada foi,       . 

Nas figuras que se seguem adota-se linhas da cor azul para destacar as 

trajetórias do sistema com parâmetros fixos e linhas da cor vermelha para o sistema 

com parâmetros incertos.  

 

Tornando-se os parâmetros reais do sistema da seguinte forma, conforme 

listados nas tabelas 5 e 6 (CHAVARETTE, 2012). Exemplo do procedimento para o 

parâmetro       . 

 ̅  (        )  ,      (        )-      ( )                  ( )   

 

Tabela 6 - Parâmetros do Modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol 

Parâmetro Valor 

 

 ̅ 

 

             ( ) 
 ̅                ( ) 

 ̅              ( ) 

 ̅ 

 ̅ 

           ( ) 
                 ( ) 

  ̅

 ̅ 
 

          ( ) 
               ( ) 

Fonte: Chavarette (2012). 

Tabela 7 - Parâmetros da Fonte Não Ideal 

Parâmetro Valor 

 ̅            ( ) 

 ̅          ( ) 

 ̅            ( ) 

 ̅            ( ) 
  

Fonte: Chavarette (2012). 
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A figura 31 e seu respectivo zoom figura 32 apresenta o histórico no tempo de 

deslocamento do estado    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com 

parâmetros fixos e com parâmetros incertos.  

  

Figura 31 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não 

Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos  

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 32 - Zoom da figura 31 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

Através da figura 32 que exibe o zoom de deslocamento do estado    do 

modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros 

incertos, observa-se que as trajetórias apresentam oscilações no traçado, fato que 

se justifica pelos 20% aplicados aos parâmetros incertos.  

 

A figura 33 e seu respectivo zoom figura 34 ilustra-se o histórico no tempo da 

velocidade do estado    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros 

fixos e com parâmetros incertos.  
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Figura 33 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Não Ideal 
Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 34 - Zoom da figura 33 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Pela figura 34 que exibe o zoom da velocidade do estado    do modelo Não 

Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos, nota-se 
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que as trajetórias exibem oscilações no traçado, fato que se justifica pelos 20% 

aplicados aos parâmetros incertos.  

 

A figura 35 e seu respectivo zoom figura 36 apresentam-se o histórico no 

tempo de deslocamento do estado    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com 

parâmetros fixos e com parâmetros incertos.  

 

 

Figura 35 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 36 - Zoom da figura 35 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 36 apresenta o zoom de deslocamento do estado     do modelo Não 

Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos, e 

evidencia-se a diferença dos 20% de incerteza aplicados aos parâmetros incertos. 

 

 

 

A figura 37 e seu respectivo zoom figura 38 exibe-se o histórico no tempo da 

velocidade do estado    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros 

fixos e com parâmetros incertos. 
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Figura 37 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros 

incertos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 38 - Zoom da figura 37 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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A figura 38 mostra o zoom da velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos. Observa-se 

que as trajetórias sofrem oscilações, evidenciando-se o efeito dos 20% de incertezas 

aplicados nos parâmetros incertos. 

 

A figura 39 e seu respectivo zoom figura 40 exibe-se o histórico no tempo do 

deslocamento do estado    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com 

parâmetros fixos e com parâmetros incertos. 

 

Figura 39 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não 

Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

. 
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Figura 40 - Zoom da figura 39 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 40 exibe o zoom de deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos. Nota-se que 

as trajetórias com parâmetros fixos e com parâmetros incertos apresentam de 

oscilações com deslocamento periódico.  

 

 

A figura 41 e seu respectivo zoom figura 42 exibe-se o histórico no tempo da 

velocidade do estado    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros 

fixos e com parâmetros incertos. 
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Figura 41 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 42 - Zoom da figura 41 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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A figura 42 mostra o zoom da velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros incertos.  Nota-se que 

a velocidade que das trajetórias apresentam oscilações, evidenciando os 20% de 

incertezas dos parâmetros incertos.  

 

As figuras 43, 44 e 45 exibem-se os Planos de Fase dos pares de estados do 

modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e com parâmetros 

incertos. 

 

Figura 43 - Plano de Fase dos estados    e   . 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 44 - Zoom da figura 43 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 45 - Plano de Fase dos estados    e   .

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 46 – Plano de Fase dos estados    e   . 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

Figura 47 – Zoom da figura 46  

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Através da figura 47, que exibe o plano de fase dos estados    e   , observa-

se que o sistema apresenta comportamento caótico, pois exibe oscilações, 

evidenciando os 20% de incertezas aplicadas nos parâmetros incertos. 

 

 

Com o objetivo de minimizar as vibrações e reduzir o comportamento caótico 

no sistema apresentado nas simulações, no capítulo seguinte, propõe-se a aplicação 

do Controle Linear Ótimo para reduzir este comportamento, a um ponto fixo. 
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5 CONTROLE LINEAR ÓTIMO APLICADO AO MODELO IDEAL E NÃO 
IDEAL 

 

 Neste capítulo, aborda-se a técnica do Controle Linear Ótimo, metodologia 

que garante a aplicação do controle linear em sistemas não lineares. 

  

A seguir, discute-se a formulação do Controle Linear Ótimo. 

 
5.1  CONTROLE LINEAR ÓTIMO  

  

Considerando um sistema não linear controlado dado pela equação (28): 

                                         ̇      ( )                                                         

(28) 

onde      é um vetor de estado,        é uma matriz de estado do sistema e 

com elementos constantes,  ( ) um vetor cujos elementos são funções contínuas e 

     o vetor de controle definido pela soma de outros dois vetores  ̃ e   , isto é,   

                                           ̃                                                              (29) 

Quando     o sistema (28) apresenta comportamento caótico para 

determinados valores dos parâmetros. O objetivo é escolher uma lei de controle   

que conduza o sistema caótico à órbita desejada: um ponto fixo de equilíbrio ou 

trajetória desejada. Seja  ̃ esta trajetória, então a parte  ̃  é o controle feedforward 

do vetor de controle que mantém o sistema controlado na trajetória desejada, que 

pode ser escrito como:  

                                       ̃   ̇̃    ̃   ( ̃)                                                         (30) 

e o vetor de controle    é o controle feedback que estabiliza o sistema em torno da 

órbita desejada e pode ser expressado como: 

                                                                                                                        

(31)   

onde        é uma matriz constante. 
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Definindo 

                                                        ̃                                                            (32)                                                      

como o desvio da trajetória do sistema (28) da trajetória desejada, e admitindo as 

equações de (29) à (31), chega-se à equação em desvios: 

                                   ̇      ( )   ( ̃)                                                (33) 

A parte não-linear do sistema dado pela equação (32), pode ser escrita como 

                                           ( )   ( ̃)   (   ̃)(   ̃)                                (34) 

onde  (   ̃) é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de   e   ̃ Admitindo 

(34), o sistema (32) tem a seguinte forma: 

                                    ̇      (   ̃)                                                      (35) 

É relevante destacar que a matriz   na equação (33) não é única, e pode 

influenciar no desempenho do controlador. 

A seguir apresenta-se o enunciado e a demonstração do Teorema do 

Controle Linear Ótimo formulado por Rafikov e Balthazar (RAFIKOV; BALTHAZAR, 

2005). 

Teorema. Se existem as matrizes   e  , definidas positivas, sendo   simétrica, tais 

que a matriz: 

                     ̃      (   ̃ )    (   ̃ )                                            (36) 

seja definida positiva para   limitada, então o controle linear feedback 

                                                                                                                  

(37) 

é ótimo para transferir o sistema não-linear definido pela equação (35) de qualquer 

estado inicial ao estado final 

                                                           ( )                                                         (38) 

minimizando o funcional 
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                                         ̃  ∫ (   ̃      )   
 

 
                                           (39) 

onde   é uma matriz simétrica, positiva definida, é calculada da equação algébrica 

não linear de Riccati: 

                                                                                           (40)                  

onde as matrizes        e        são constantes, definidas positivas10. 

Demonstração. Considere o controle ótimo linear feedback (37) com a matriz   

determinada pela equação (40) que transfere o sistema não-linear (35) de qualquer 

estado inicial para o estado final (39), minimizando o funcional (40), onde a matriz   ̃ 

precisa ser determinada. De acordo com as regras da Programação Dinâmica, se o 

mínimo do funcional (35) existe, e se   é uma função suave das condições iniciais, 

então ela satisfaz a equação de Hamilton-Jacobi-Bellman: 

                                                .
  

  
    ̃      /                                          

(41) 

Considerando uma função de Lyapunov na forma 

                                                           ( )                                                         

(42) 

onde  ( ) é uma matriz simétrica definida positiva e satisfaz a equação algébrica 

matricial de Ricatti (40), a derivada da função  , avaliada na trajetória ótima com 

controle (37) é 

 ̇   ̇  ( )     ̇( )      ̇ 

 ̇  ,    ( )      ( )     ( ) (   )   - ( )     ̇( )             

    ( ), ( )   ( )         ( )  - 

Substituindo  ̇ na equação de Hamilton-Jacobi-Bellman (43), obtemos: 

  , ̇                    ( )    ( )   ̃-     

                                                           
10

 Uma matriz M é definida positiva, se e somente,        ; para qualquer    ,      
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Então: 

 ̃   ( )    ( ) ( )   ( ) ( ). 

 

Para as matrizes positivas definidas  ̃ e  , a derivada da função (42), é dada 

por  ̇      ̃        e é definida negativa. Então, a função (42), é uma função de 

Lyapunov e, de acordo com a teoria de estabilidade de Lyapunov, podemos concluir 

que o sistema controlado (35), é localmente assintoticamente estável. Integrando a 

derivada da função de Lyapunov (42) dada por  ̇      ̃      , avaliada na 

trajetória ótima do sistema, obtêm-se        
  ( )  . 

Entretanto, se     , a estabilidade é assintótica global visto que a função 

de Lyapunov (39) é radialmente ilimitada, ou seja,  ( )    quando ‖ ‖     

De acordo com a teoria do Controle Linear Ótimo de sistemas lineares com 

funcional quadrático a solução da equação algébrica matricial de Ricatti (35) é uma 

matriz simétrica e definida positiva     para todo       e     dados. Portanto 

conclui-se a demonstração do teorema de Rafikov e Balthazar (RAFIKOV, 

BALTHAZAR, 2005). 

5.2  PROJETO DE CONTROLE LINEAR ÓTIMO APLICADO AO MODELO IDEAL 
MATHIEU-VAN DER POL 

 

Aplicando o projeto de Controle Linear Ótimo no Modelo Ideal Mathieu-Van 

der Pol, a equação (43) a seguir, descreve o modelo Ideal Mathieu-Van der Pol 

controlado. 

 

 ̇       

 ̇   (      )   (      )  
           

 ̇     

 ̇        (    
 )       

  

                

(43) 
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onde a função de controle   é definida pela equação (28). 

Daí, temos as matrizes: 

  (

 
 
 
 

)  matriz constante,    (

    ̃ 
    ̃ 

    ̃ 

    ̃ 

) matriz que representa a diferença entre a 

trajetória e o caminho desejado, matriz  ̃  (

 
 
 
 

) que indica o caminho desejado, 

matriz       matriz identidade de ordem 4 e 

 

  (

 
        

 
      

     

 
     

 
 

     

 
       

 
        

    

 
 
 

       

), 

 

onde a controlabilidade da matriz   do modelo para o par ,   - é obtida por 

 

  , |  |   |   -     

 

Assim,   ( ). Em seguida, a matriz   é dada por: 

 

  (

      
       
       
       

     

       
      
      
       

     

       
      
      
       

    

       
       
       
      

) 

 

Resolvendo a equação algébrica de Riccati (40), obtêm-se o controle ótimo   

que tem a seguinte forma: 

 

                                        . 

 

5.3  PROJETO DE CONTROLE LINEAR ÓTIMO APLICADO AO MODELO NÃO 
IDEAL MATHIEU-VAN DER POL 
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O projeto de Controle Linear Ótimo para o modelo não ideal Mathieu-Van der 

Pol, visa reduzir o movimento oscilatório do modelo para um ponto estável. 

 

 Pela equação (27), temos: 

 ̇       

 

  ̇  
 (      )   (      )  

             
       (     )       

    (     )  
 

 

                                                                       ̇                                                                                             (44) 

 

  ̇  
 , (      )   (      )  

         -          
                  

      (     ) 
 

 

  ̇     

 

  ̇        (    
 )       

 

onde a função de controle   é definida pela equação (28). 

Obtém-se, as matrizes: 
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(

  
 

 
 
 
 
 
 )

  
 

 matriz constante do tipo    ,    

(

 
 
 

    ̃ 
    ̃ 

    ̃ 

    ̃ 

    ̃ 

    ̃ )

 
 
 

 matriz que representa a 

diferença entre a trajetória e o caminho desejado, matriz  ̃  

(

  
 

 
 
 
 
 
 )

  
 

 que indica o 

caminho desejado, matriz       matriz identidade de ordem 6 e,  

 

e   

(

 
 
 

 
      

 
     

  
     

                         
                         

                                      
          

  
     

    
 
 

 
       
      
              )

 
 
 

, 

 

onde a controlabilidade da matriz   do sistema para o par ,   - é obtida por  

  , |  |   |   |   |   -  

Assim,   ( ). Em seguida, a matriz   é dada por: 

 

 

     

(

 
 
 

       
      

 
         
        

 
     
     

                   
                    

                                            
            
            
                

  
      
      
     

                 
                 
                   )

 
 
 

 

 

 

e o controle ótimo 

 

       (                                                     )  
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6 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

As simulações numéricas para a obtenção das respostas de deslocamento e 

velocidade dos sistemas Mathieu, Não Ideal Excitado e Van der Pol foram realizadas 

aplicando-se o método de Runge-Kutta de 4ª ordem na equação (44), usando-se os 

parâmetros reais listados nas tabelas 1, 2, 4, 5 e 6 (CHAVARETTE, 2012). O 

intervalo de tempo adimensional considerada foi,       . 

 
6.1 RESULTADOS DO MODELO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL 

 
As trajetórias do modelo Ideal, sem e com controle, são ilustradas nas figuras 

48 a 57, e exibem o histórico no tempo em relação ao deslocamento e velocidade e 

plano de fase, respectivamente para os estados do sistema Ideal Mathieu-Van der 

Pol, com parâmetros fixos, parâmetros incertos e sistema controlado. 

 
As figuras 48 e 52 e seus respectivos zoons figuras 49 e 53 apresentam o 

histórico no tempo de deslocamento dos estados    e   , as figuras 50 e 54 e seus  

respectivos zoons figuras 51 e 55 exibem o histórico no tempo da velocidade dos 

estados     e    e as figuras 56 e 57 mostram os planos de fase dos pares de 

estadoss  do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos, parâmetros 

incertos e do sistema controlado. 
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A figura 48 e seu respectivo zoom figura 49 apresenta o histórico no tempo: 

deslocamento do estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros 

fixos, parâmetros incertos e do sistema controlado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 48 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos, incertos e do sistema controlado. 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 49 - Zoom da figura 48 
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Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 50 e seu respectivo zoom figura 51 apresenta o histórico no tempo: 

velocidade para o estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros 

fixos, parâmetros incertos e do sistema controlado. 

 

 Figura 50 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos, parâmetros incertos e do sistema 

controlado 



89 

 

 
 

Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 51 - Zoom da figura 50 
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Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

A figura 52 e seu respectivo zoom figura 53 apresenta o histórico no tempo: 

deslocamento do estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros 

fixos, parâmetros incertos e do sistema controlado. 
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Figura 52 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos, parâmetros incertos e do sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 53 - Zoom da figura 52 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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  A figura 54 e seu respectivo zoom figura 55 apresenta o histórico no tempo: 

velocidade do estado    do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos, 

parâmetros incertos e do sistema controlado. 

 

Figura 54 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Ideal Mathieu-

Van der Pol com parâmetros fixos, parâmetros incertos e do sistema controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 55 - Zoom da figura 54 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 56 - Plano de Fase dos estados    e    do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol 

com parâmetros fixos, parâmetros incertos e do sistema controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 
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Figura 57 - Plano de Fase dos estados    e    do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol 

com parâmetros fixos, parâmetros incertos e do sistema controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Através das figuras 56 e 57, tem-se que as trajetórias do sistema Ideal 

Mathieu-Van der Pol com controle converge para um ponto fixo.   

 

Conclui-se por meio das figuras 48 a 57, que o método de Controle Linear 

Ótimo proposto é eficiente para eliminar o comportamento caótico do modelo Ideal 

Mathieu-Van der Pol, visto que a trajetória do sistema controlado se estabilizou em 

um ponto fixo. 

 

6.2 RESULTADOS DO MODELO NÃO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL  

 

As simulações numéricas de um sistema não ideal permitem a verificação de 

características importantes do modelo dinâmico provenientes da interação da 

estrutura com a fonte de excitação. 

 

A figura 58 apresenta o histórico no tempo para o deslocamento     com 

parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema controlado.  
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Figura 58 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos, parâmetros incertos e sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 59 apresenta o histórico no tempo para a velocidade do estado     do 

modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos 

e sistema controlado.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



96 

 

Figura 59 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado     do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e do sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Das figuras 58 e 59, observa-se que, a trajetória com o controle não sofre 

oscilações, ou seja, se estabilizou em uma trajetória horizontal. 

 

A figura 60 apresenta o histórico no tempo para o deslocamento     do 

modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos 

e sistema controlado.  
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Figura 60 - Histórico no tempo: deslocamento do estado    do modelo não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 61 apresenta o histórico no tempo da velocidade do estado     do 

modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos 

e sistema controlado.  
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Figura 61 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

 

 

Através das figuras 60 e 61, observa-se que, a trajetória com o controle não 

sofre oscilações, ou seja, se estabilizou em uma trajetória horizontal. 

 

A figura 62 apresenta o histórico no tempo do deslocamento do estado     do 

modelo Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos 

e sistema controlado.  
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Figura 62 - Histórico no Tempo: Deslocamento do estado    do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

A figura 63 apresenta o histórico no tempo para a velocidade     do modelo 

Não Ideal Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e 

sistema controlado.  
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Figura 63 - Histórico no Tempo: Velocidade do estado     do modelo Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema 

controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Nota-se pelas figuras 62 e 63, que a trajetória com o controle não sofre 

oscilações, ou seja, se estabilizou em uma trajetória horizontal. 

 

Nas figuras 64, 65 e 66 exibem-se os plano de fase dos pares de estados do 

sistema, a saber, (      ), (     ) e (      )  
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Figura 64 - Plano de Fase dos estados    e    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der 

Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Figura 65 - Plano de Fase dos estados    e   do modelo Não Ideal Mathieu-Van der 

Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 



102 

 

Figura 66 - Plano de Fase dos estados    e    do modelo Não Ideal Mathieu-Van der 

Pol com parâmetros fixos e parâmetros incertos e sistema controlado 

 
Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Constata-se pelas figuras 64, 65 e 66, que as trajetórias do sistema Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol, com controle converge para um ponto fixo.   

 

Conclui-se por meio das figuras 58 a 66, que o método de Controle Linear 

Ótimo proposto é eficiente para eliminar o comportamento caótico do modelo Não 

Ideal Mathieu-Van der Pol para um ponto fixo (origem do sistema), visto que a 

trajetória do sistema controlado se estabilizou. 
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7 CONCLUSÃO 

 

 Nesta tese, a dinâmica de um novo modelo chamado sistema Não Ideal 

Mathieu-Van der Pol com comportamento caótico é analisada através dos expoentes 

de Lyapunov. Foram encontrados três expoentes positivos, dentre os seis expoentes 

do modelo, o que demonstram a existência de um comportamento caótico e 

caracterizam um comportamento hiper-caótico. 

 O comportamento caótico detectado no sistema indica que o sistema é 

instável, cujo comportamento não é desejado. Assim, para estabilizar esse 

comportamento caótico, um método de controle baseado no Controle Linear Ótimo 

foi implementado como estratégia, para reduzir o movimento caótico a um ponto fixo 

desejado aplicado a qualquer condição inicial imposta e adotando-se parâmetros 

incertos ao sistema. 

O modelo não linear utilizado para modelar o sistema proposto, de modo não 

ideal é constituído de um motor de corrente contínua conectado com uma mola e um 

amortecedor ao plano fixo e acoplado com uma massa desbalanceada.  

Para todas as simulações realizadas foram obtidos os históricos no tempo e 

os planos de fase dos modelos com e sem parâmetros incertos. A partir do plano de 

fase, ilustramos a natureza das soluções caóticas dos modelos Ideal Mathieu-Van 

der Pol e Não Ideal Mathieu-Van der Pol.  Entretanto, analisando apenas o plano de 

fase, nem sempre consegue-se diferenciar solução quase-periódica de uma caótica. 

Neste caso, calculamos os expoentes de Lyapunov para a certeza da solução 

caótica dos modelos, e para determinar os expoentes de Lyapunov, utilizamos o 

método de Wolf et al. (1985). 

 A robustez do controlador foi realizada, através da análise sobre a incerteza 

nos valores dos parâmetros. Os parâmetros escolhidos foram aplicados, 

considerando-se individualmente uma variação de 20% (vinte por cento) em relação 

ao valor nominal (BALTHAZAR et al., 2013). 

 Os resultados mostraram a eficiência da estratégia do Controle Linear Ótimo, 

para controlar o modelo proposto. Visto que reduziu o movimento oscilatório dos 

modelos não lineares para um ponto fixo, conforme podem ser vistas nas figuras 

exibidas do capítulo 6. 
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 Os possíveis resultados desta tese podem ser utilizados em pesquisas futuras 

em projetos de produtos tecnológicos avançados, como a fabricação de veículos 

elétricos e autônomos no setor automotivo. 

Todos os objetivos propostos desta tese foram alcançados com publicações 

em periódico e eventos científicos. 
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