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RESUMO

Nesta tese, apresenta-se um novo modelo de sistema n&o linear, autbnomo, do tipo
ndo ideal e com comportamento caético, chamado sistema N&o Ideal Mathieu-Van
der Pol. A este sistema sera acoplado uma fonte de excitacdo ndo ideal e
considerando parametros incertos. O modelo fisico é constituido de um motor de
corrente continua conectado com uma mola e um amortecedor ao plano fixo e
acoplado com uma massa desbalanceada. Para suprimir o comportamento caético e
controlar o sistema é implementada a técnica de Controle Linear Otimo. Os
resultados das simulaces demonstram a eficiéncia do Controle Linear Otimo para
estabilizar e minimizar o comportamento caético dos modelos ideal e ndo ideal a um

ponto estavel.

Palavras-chave: Controle linear 6timo. Parametros incertos. Sistemas nao ideais.
Expoentes de lyapunov.






ABSTRACT

In this thesis, a new model of a non-linear, autonomous, non-ideal type with chaotic
behavior is presented, called the Non Ideal Mathieu-Van der Pol system. This system
will be accepted as a source of non-ideal excitation and considering uncertain values.
The physical model consists of a direct current motor connected with a spring and a
damper to the fixed plane and coupled with an unbalanced mass. In order to
suppress chaotic behavior and control the system, the Optimal Linear Control
technique is implemented. The results of the simulations demonstrate the efficiency
of the Optimal Linear Control to stabilize and minimize the chaotic behavior of the

ideal and non-ideal models at a stable point.

Keywords: Optimal linear control. Uncertain parameters. Non-ideal system.

Lyapunov exponents.
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1 INTRODUCAO

Em 1963, Eduard Norton Lorenz, meteorologista, matematico e filésofo do
Instituto Tecnolégico de Massachussetts (do inglés - Massachussets Institute of
Technology - MIT), realizando pesquisas na area de previsdo numeérica do tempo,
reduziu de seis para trés casas decimais nos valores que alimentava seu
computador, imaginando-se que com tais mudancas nas condicOes iniciais as
alteracbes ndo seriam relevantes. O resultado surpreendeu Lorenz, os graficos
foram gerados com comportamento completamente distintos dos padrdes ja entdo
obtidos. Evidenciando-se, a enorme sensibilidade do sistema estudado as condi¢des
iniciais, o que pds em duavida o principio de causa e efeito, pelo qual estes dois
eventos seriam dependentes em magnitude. Entretanto, como o sistema da
pesquisa de Lorenz era ndo linear, mostrou-se que pequenas causas poderiam
gerar grandes efeitos, independentes do espaco e do tempo.

Em 1972, Lorenz participa da 1392 reunido da American Association for the
Advancement of Science e ministra uma palestra com o titulo “Does the flap of a
butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas?” (o bater das asas de uma
borboleta no Brasil pode ocasionar um tornado no Texas?). Tal fenbmeno é
conhecido por “Efeito Borboleta”, expressao que é utilizada para representar o efeito
gue pequenas alteracdes podem ter sobre o comportamento futuro dos sistemas.

As consequéncias tedricas desse trabalho foram compreendidas anos apos
1960 com o desenvolvimento da Teoria do Caos pelo fisico James Yorke, a partir
da teoria dos grupos de Galois (KORSCH et al., 2008).

Segundo Ge e Yang (1999) a teoria do caos, alterou a maneira cientifica de
se observar a dindmica dos sistemas naturais ndo lineares e sociais, e tem sido
amplamente estudada ao longo das ultimas décadas, por engenheiros, matematicos
e fisicos. O grande interesse pela teoria do caos se baseia no fato de que
fenbmenos cadticos sdo bastante Uteis em aplicacdes tais como mistura de fluidos,
dindmica do cérebro humano e regulacdo do batimento cardiaco, processamento de
informacgdes, dentre outras (GE; YI, 2007).

O caos representa a imprevisibilidade de sistemas dindmicos complexos, ndo
significa desordem, pelo contrario a teoria do caos tem como propdsito provar que

existe alguma logica por tras do suposto acaso.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_grupos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Galois
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Na literatura destacam-se muitos sistemas com comportamentos caoticos,
porém os mais os famosos sdo os sistemas de Lorenz, Duffing e Roéssler (GE;
YANG, 1999). Os sistemas de Van der Pol e Mathieu sdo também sistemas caoticos,
com aplicagcdes importantes na fisica, engenharia e biologia. A equacao do
matematico francés Emile Léonard Mathieu, ou simplesmente, equagdo de Mathieu
€ uma equacdo diferencial linear com coeficientes perioddicos e, se tornou conhecida
em 1868, quando Mathieu estudava a vibracdo das membranas elipticas. Ja a
equacéao do fisico holandés Balthazar Van der Pol, conhecida por equacao de Van
der Pol foi sugerida em 1922, para modelar o funcionamento de um circuito elétrico
que existia nos primeiros aparelhos de radio (MONTEIRO, 2006).

Dentre as caracteristicas dos sistemas caoticos destaca-se a sensibilidade as
condicBes iniciais, que significa que a evolucdo no tempo do sistema pode ser
alterada por pequenas perturbacdes e a imprevisibilidade, isto é, a impossibilidade
de se prever a evolugcédo posterior do sistema, mesmo conhecendo o estado dele
durante um longo intervalo de tempo (KORSCH et al., 2008).

A priori, pode-se afirmar que uma resposta caoética pode ser compreendida
a partir de uma série de transformacdes do tipo contracdo-expansao-dobra e dentre
as ferramentas empregadas para caracterizar o caos se destaca 0s expoentes de
Lyapunov, que € um dos invariantes geométricos do sistema, sendo inclusive
utilizado para avaliar outros invariantes (SAVI, 2017).

Em virtude do evento caltico que pode acontecer no processo de
desenvolvimento de um projeto, a alternativa € buscar minimizar esse estado de
desordem, ou seja, gerenciar 0 caos inerente ao sistema, averiguando as fraquezas
gue se manifestam de forma inesperada, de modo a nao prejudicar a fase de
producdo. Atualmente a Engenharia do Caos contribui para fazer tais experimentos
na infraestrutura para apontar as fraquezas do sistema, antes que elas se
apresentem.

Os pesquisadores Ott, Grebogi e Yorque (1990) apresentaram um método
para eliminar comportamento cadtico, forcando o sistema dindmico a trilhar uma
determinada Oorbita periodica. Controlar sistemas caoticos tem sido de grande
interesse na engenharia mecanica e significa projetar leis de controle de feedback
de estado que estabiliza o sistema cadtico em torno dos pontos de equilibrio
instaveis. Muitas técnicas de controle podem ser usadas para se controlar um

sistema e cada técnica dispde de peculiaridades e resultados distintos,
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principalmente na pratica. Para estabilizar sistemas cadticos, foi utilizado, em varios
trabalhos, o controle linear realimentado (RAFIKOV; BALTAZHAR, 2008;
CHAVARETTE; BALTHAZAR; FELIX, 2010; CHAVARETTE, 2013a). Nesta tese
aplicamos a metodologia do Controle Linear Otimo (do inglés - Optimal Linear
Control - OLC) proposta por Rafikov e Balthazar (2008) que garante a aplicacdo do
controle linear em sistemas néo lineares. Dentre as principais caracteristicas do
Controle Linear Otimo, destaca-se a utilizacdo do modelo de representacio em
espaco de estado, a obtencdo do sinais de controle 6timo por meio da resolucdo da
Equacdo de Riccati (do inglés, Algebraic Riccati Equation - ARE) e da funcao-
objetivo parametrizada pelas matrizes Q e R de modo a ponderar os vetores de
estado e controle, respectivamente (RAFIKOV; BALTAZHAR, 2008).

A grande contribuicdo da modelagem matematica € representar aspectos
importantes do sistema dinamico, com a finalidade de formular equacbes que
representem seu comportamento. Consequentemente, um modelo matematico €&
considerado bom quando contém a maior quantidade possivel de informacgbes que
descreva o sistema, sem torna-lo complexo além do necessario para cada andlise
de interesse.

De acordo com Tusset et al. (2015) o projeto de controle &, em geral,
embasado nos parametros do modelo matemético obtido a partir das leis fisicas que
descrevem o comportamento do sistema dinamico. Entretanto, devido as limitacdes
do conhecimento do processo, os modelos utilizados ndo representam, com
exatiddo, a dindmica do sistema. Assim sendo, 0 projeto de controle ndo pode
operar como desejado, quando aplicado em processo real, jA que os parametros
usados no controle podem conter erros paramétricos. E dentre as formas de
solucionar este tipo de problema € incorporar as incertezas associadas as estruturas
reais em simulacdo numérica para garantir confianca nos resultados. As incertezas
paramétricas estdo associadas as discrepancias entre os valores dos sistemas
fisicos reais e os parametros de entrada usados para a analise.

O estudo de sistemas dindmicos modelados matematicamente,
especialmente os modelos de sistemas néo ideais é justificado pela relevancia que
exerce no desenvolvimento das ciéncias, dentre elas a Engenharia. E,
pesquisadores renomados como Kononenko (1969), Nayfeh (1979) e Balthazar et al.

(2003) veem publicando ao longo dos ultimos anos artigos que retratam a dinamica
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do comportamento de modelos ndo ideais e suas aplicacdes em diversas areas
(CHAVARETTE, 2013a, 2013b).

Um sistema dinamico € chamado de ideal quando a excitacao ndo influéncia a
resposta do sistema, isto €, a excitacdo ideal tem uma fonte de energia ideal
(BELATO et al., 2001; TSUCHIDA; GUILHERME; BALTHAZAR, 2005; PICCIRILLO
et al.,, 2008; CHAVARETTE, 2010; CHAVARETTE; BALTHAZAR; FELIX, 2010).
Quando a excitacao é influenciada pela resposta do sistema, diz-se que a excitacéo
ndo é ideal (CHAVARETTE et al., 2011), ou seja, sdo os sistemas alimentados por
fontes de energia n&o ideais. E fontes de energia ndo ideais s&o aquelas com
limitado suprimento de poténcia e sdo influenciadas pelo objeto que esta sendo
excitado (SOUZA et al., 2008).

Em outras palavras, define-se que o0s sistemas dinamicos, modelados
matematicamente, como sendo ndo ideais, possuem um grau de liberdade® (ou mais
dependendo do nimero de motores presentes no sistema) superior ao sistema ideal

correspondente.

Os sistemas ideais e ndo ideais apresentam caracteristicas que o0s
diferenciam, a primeira delas € que o sistema nao ideal apresenta uma equacéao que
descreve a interacdo da fonte de energia com o sistema dinamico ideal e a segunda
caracteristica € observada que a dindmica de um sistema né&o ideal se aproxima do
caso ideal quando a fornecida poténcia aumenta (BALTHAZAR et al., 2013).

No processo de modelagem matematica muitas vezes desconsidera-se a
influéncia do movimento do préprio sistema em seu estado de excitacdo, porém
sendo a excitacdo influenciada pela propria resposta do sistema, em algumas
situacbes esta simplificacdo no modelo matematico, ndo € admissivel (FELICIO,
2010). Esta particularidade do sistema com a sua fonte de energia torna a dinamica
dos sistemas ndo ideais bastante complexa com o aparecimento de alguns
fendbmenos, principalmente perto da regidao de ressonancia, a saber, aumento da
poténcia exigida pela fonte, fendmeno de salto e caos. Os dois primeiros fenémenos
sdo manifestacdes de um efeito evidenciado pelo fisico alem&o Sommerfeld (1904),
sendo o primeiro a observar que a velocidade do motor é funcdo do tempo, mas da

amplitude de oscilacdo também. Portanto, denominado em sua homenagem, de

! Grau de liberdade é o nimero de coordenadas independentes requeridas para determinar
completamente as posi¢cdes de todas as partes de um sistema a qualquer instante.
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Efeito Sommerfeld. J& a ocorréncia do caos nos sistemas ndo ideais esta associada,
tanto a presenca de termos nao lineares quanto a presenca de pontos de bifurcacéo
e surgimento de regifes de instabilidade e regimes ndo estacionarios na regiao de
ressonancia (ORBOLATO; OKABAYASHI; BRASIL, 2007).

1.1  CONTRIBUICAO CIENTIFICA

A contribuicdo relevante desta tese é que através dos resultados obtidos,
estes podem ser utilizados em pesquisas futuras em projetos de produtos
tecnologicos avancados, como na fabricacdo de veiculos elétricos e autbnomos no

setor automotivo.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivos gerais

e Propor um novo modelo para o sistema Mathieu-Van der Pol acoplando a
uma fonte com desbalanceamento rotativo e considerando parametros
incertos;

e Implementar a técnica do Controle Linear Otimo ao modelo N&o Ideal

Mathieu-Van der Pol ainda ndo abordada na literatura.

1.2.2 Objetivos especificos

e Modelar o Sistema Ideal Mathieu-Van der Pol tornando-o um sistema do tipo
N&o ldeal;

e Aplicar a técnica do Controle Linear Otimo para controlar o sistema;

e Realizar uma analise considerando as incertezas sobre a variagdo dos
parametros no modelo proposto, para testar a robustez do controlador na
supressdo do comportamento caotico;

e Por meio do uso de simulagdes numéricas, utilizando o software Octave,
verificar a eficiéncia do modelo proposto;

e Tornar os parametros do modelo em parametros incertos;

e Analisar o comportamento dinamico do sistema sujeito a fonte ndo ideal em

comparacao com o modelo ideal.
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1.3 METODOLOGIA
A metolodologia desta tese, resumem-se a:

justificar o comportamento dindmico do sistema N&ao Ideal Mathieu-Van der Pol, que
sera exibido nos préximos capitulos através do Plano de Fase, utilizando-se as
técnicas da analise dindmica néo linear: Espectro de Frequéncia (FFT), Mapa de
Poincaré e Expoentes de Lyapunov. As simulagfes sdo implementadas no software

Octave, através do integrador numérico Runge-Kutta? de 42 ordem.

1.4 DELIMITACAO DA PESQUISA

Esta pesquisa se baseia na modelagem matemética, simulacéo
computacional e controle do sistema N&o Ideal de Mathieu-Van der Pol e a
verificacdo da eficiéncia do sistema controlado. N&o serdo abordados resultados

experimentais.
1.5 ESTRUTURA DA TESE

Esta tese esta organizada em seis Capitulos, conforme descrito a seguir:
Capitulo 1: Introducéo

No primeiro capitulo apresenta-se as motivages, contribuicdo cientifica,

objetivos gerais e especificos, proposta, delimitacdo da pesquisa e estrutura da tese.
Capitulo 2: Revisao Bibliografica

No segundo capitulo realiza-se uma revisdo bibliografica de conceitos de
Sistemas Dinamicos, Mapa de Poincaré, Caos, Expoentes de Lyapunov, Método de

Wolf e Controle de Caos.

> O método de Runge Kutta de 42 ordem faz parte da familia de métodos iterativos e explicitos para a
resolugdo numérica (aproximacao) de solucdes de equacdes diferenciais ordinarias. E dito de quarta
ordem pois o termo que representa o erro por passo € de ordem quatro mais um, enquanto o erro
total acumulado tem ordem 4.
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Capitulo 3: Modelo Mathieu-Van der Pol

No terceiro capitulo apresenta-se um estudo do comportamento e simulagdes

da dindmica do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol.
Capitulo 4: Modelo Nao Ideal

No quarto capitulo realiza-se a modelagem matematica do modelo N&o
Ideal, a partir do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol.

Capitulo 5: Controle Linear Otimo

No quinto capitulo apresenta-se a implementacdo da técnica do controle
Linear Otimo e os projetos de controle linear 6timo para os modelos Ideal e Nao
Ideal Mathieu-Van der Pol.

Capitulo 6: Resultados e Discusséo

No sexto capitulo destaca-se os resultados obtidos através das simulacdes

numéricas dos modelos ideal e nao ideal.

Capitulo 7: Concluséo

No sétimo capitulo destaca-se as conclusdes sobre o estudo realizado e as

publicacdes decorrentes desse trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é abordado uma visdo geral dos conteddos necessarios para a

compreensdo desta tese.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

De acordo com Savi (2017) um sistema dinamico é uma descricdo quadro a
quadro da realidade. Um quadro é uma representacdo do estado do sistema que
significa a quantidade de informacdo necessaria para a descricdo de um
determinado fenbmeno em um instante. O estado de um sistema € definido por
variaveis de estado e sua evolugdo no tempo é governada por uma equacao de
movimento.

Matematicamente, um sistema dinamico pode ser representado por um
sistema de equacdes diferenciais ordinarias que evolui no tempo e pode ser
expresso na forma:

x=F(x),x e R". @

A equacdao (1) estabelece que F atua sobre as variaveis de estado x, definindo
0 proximo instante de tempo (SAVI, 2017).

As solucdes de um sistema dinamico sao representadas por curvas num
espaco n-dimensional, sendo n a dimenséo do sistema. Tais curvas sdo chamadas
de trajetérias e o espaco é chamado de espaco de estados, ou espaco de fases, que
€ 0 espaco abstrato no qual se realiza o estudo qualitativo de um sistema dinamico.
Investigando o espaco de estados é possivel obter informacfes sobre as solu¢des
do sistema. A solucdo do sistema é sempre um ponto fixo ou ponto de equilibrio, que
pode ser um atrator® (ou poco), um repulsor® (ou fonte) ou um ponto de sela, quando

se trata de sistemas dinamicos unidimensionais. Do ponto de vista mecéanico, um

*Um ponto fixo € um atrator se todas as trajetorias do sistema sdo atraidas para ele.
“Um ponto fixo € um repulsor se todas as trajetérias sao repelidas para longe dele.
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ponto de equilibrio estd associado a uma posicédo onde o sistema possui velocidade
e aceleragcdo nulas (sistema em repouso). Para sistemas bidimensionais, além dos
pontos fixos, temos um outro tipo de solucédo que séo os ciclos limites. Este tipo de
comportamento é representado por trajetorias fechadas e isoladas que podem
aparecer no retrato de fases®. Classifica-se ciclo limite como assintoticamente
estavel quando as trajetdrias vizinhas internas e externas se aproximam. Caso as
trajetérias vizinhas se afastam, o ciclo limite € instavel e, se, as trajetorias se
aproximam por um lado, mas se afastam pelo outro, o ciclo limite é dito de semi-
estavel (MONTEIRO, 2006).

Em sistemas dindmicos o conceito de estabilidade é importante, visto que, a
estabilidade esta associada a caracteristica de uma dada solucdo do sistema. De
modo intuitivo, pode-se entendé-la em termos de como o sistema responde a uma
determinada perturbacdo. Caso a perturbacdo ndo afete de maneira significativa
uma dada solucdo, a mesma é denominada estavel, caso contrario ela € chamada
de instavel. A figura 1, ilustra o conceito de estabilidade com algumas situacfes de

movimento do corpo, justificadas a seguir (SAVI, 2017).

Figura 1 - Estabilidade

Fonte: Savi (2017).

Na situacéo (1) o equilibrio € meta estavel e significa que apés uma pequena
perturbacdo, o corpo retorna a configuracao inicial. Ja na situacéo (2) o equilibrio é

® Retrato de fases é o conjunto de curvas obtidas pela evolugéo temporal do sistema a partir de todas
as condicdes iniciais nas quais as fun¢gbes que definem o campo de velocidades desse sistema sdo
definidas.
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instavel e implica que apdés a perturbacdo, o corpo ndo retorna a configuragao inicial,
assumindo uma nova posi¢cdo distante da original. Em (3) o equilibrio é estavel
mostrando que apdés uma perturbacdo, o corpo retorna a configuracdo inicial. E,
finalmente, na situacédo (4) o equilibrio é neutro ou indiferente, ou seja, apés uma
perturbacao, o corpo tende a permanecer na sua nova configuragéo (SAVI, 2017).

A estabilidade de pontos fixos e ciclos limites pode mudar de acordo com o0s
parametros adotados no sistema e, o procedimento de linearizacdo é usado para
avaliar a estabilidade de uma dada solucéo.

Quando se trata de sistemas dinamicos com duas dimensdes ou mais, outro
tipo de comportamento das solu¢des pode ocorrer, e tal comportamento € conhecido
como caotico. Mais adiante, teremos uma secdo dedicada a este tipo de
comportamento.

Os sistemas dinamicos podem ser classificados segundo sua evolugdo no
tempo como continuos, descrito por equagdes diferenciais, e discretos, representado
por mapas. Por deterministicos quando os estados se desenvolvem a partir dos
estados anteriores, de acordo com uma determinada lei preestabelecida e,
estocastico se suas variaveis sdo aleatorias.

Quanto ao tipo de modelo, um sistema dinamico pode ser linear ou néo linear.
Para sistemas lineares, valem o principio da aditividade e o principio da
proporcionalidade entre excitacao e resposta, que também é conhecido por principio
da homogeneidade. A linearidade pressupde o principio da superposicao de efeitos,
quando é admissivel avaliar isoladamente os efeitos decorrentes de varias causas e,
entdo, soma-los para obter o efeito resultante. J& as ndo linearidades de um modo
geral podem ser geométricas ou fisicas. As geométricas estdo associadas ao
movimento, e as fisicas ao comportamento do sistema (SAVI, 2017). Em outras
palavras, as nédo linearidades tém a capacidade de amplificar exponencialmente
pequenas diferencas nas condic¢des iniciais, o que nos permite encontrar o chamado
caos deterministico. Dessa maneira, as proprias leis de evolucdo podem levar a
comportamentos aperiodicos, inclusive na auséncia de perturbacdes de natureza
estocastica, tais como ruido ou flutuacdes externas.

Em sistemas néo lineares, em geral ndo é possivel obter solu¢cbes analiticas.
Assim, torna-se necessario um estudo qualitativo do sistema dinamico o qual se
dedica em identificar caracteristicas relevantes de suas solugdes sem propriamente

resolver as equacOes. Para um estudo qualitativo dos sistemas dinamicos nao
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lineares pode-se recorrer a construgcdo do seu espaco de fase, o qual ilustra como o
sistema evolui a medida que o tempo passa, tornando viavel identificar as principais
caracteristicas das solucoes.

Diz-se que um sistema € autbnomo, quando ele ndo depende explicitamente
do tempo. Caso contrario, o sistema é dito ndo autbnomo, ou seja, quando existe
uma dependéncia explicita do tempo (MONTEIRO, 2006).

2.2 MAPAS DE POINCARE

Entende-se por mapa uma representacéo visual de uma regido e, em geral,
sao representacdes bidimensionais de um espaco tridimensional.

O mapa de Poincaré é um subespaco do espaco de estado que representa
uma reducéo do sistema original, continuo no tempo (fluxo), em um discreto (mapa).
Em outras palavras, o mapa de Poincaré € uma ferramenta que reduz o estudo de
um fluxo continuo num espaco de fases de dimesédo n para o estudo de um mapa
num espaco de fases com dimensao n-1. A secdo e o mapa de Poincaré possibilitam
distinguir entre movimentos quase periddicos, periodicos e cadticos. Na maioria dos
casos, 0 uso da secdo de Poincaré é limitado aos sistemas cujo comportamento
assintético € restrito a um espaco n-dimensional, tipicamente n < 3. Para n > 3,
usualmente usa-se projecdes bidimensionais ou tridimensionais da sec¢édo de
Poincaré para verificar se um movimento é cadtico.

A construcdo do mapa de Poincaré consiste em definir uma superficie );
(secéo de Poincaré), de dimensao n-1, transversa ao campo vetorial em um ponto x
e definir uma aplicacao P de W em ), que leva x pertencente a W em a(x,5(x)),
onde 6 é o tempo do primeiro retorno de x a ), eW € um conjunto de pontos (SAVI,
2017).

Em situacOes experimentais, a construcao da secao de Poincaré é complexa,
ja que, ndo existe um completo conhecimento anterior do espaco de estados
associado ao sistema, neste caso, pode-se usar técnicas de interpolacdo para a

construcdo da secéo de Poincaré.

A figura 2 ilustra uma secdo de Poincaré construida para um movimento com

periodo fundamental T.
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Figura 2 - Mapa de Poincaré

Fonte: Wiggins (2003).

2.3 CAOS

O caos visto sob o prisma da inclusdo a sensibilidade as condi¢fes iniciais,
imprevisibilidade de longo prazo, entropia, expoentes de Lyapunov, dentre outros
aspectos, desenvolveu-se de forma significativa a partir do final dos anos 60. Porém,
anos apos, pesquisadores e cientistas perceberam que a irregularidade dos
sistemas aparecia em basicamente tudo, desde a cotacdo da bolsa de valores,
ataques epilépticos, ritmo dos batimentos cardiacos e até as mudancas climaticas.
Fatos que impulsionaram de forma exponencial o nimero de publicacdes sobre
sistemas com comportamento cadtico (KORSCH et al., 2008).

Estudar o caos se resume a identificar situacdes sob as quais pode-se evita-lo
ou preserva-lo sob determinadas condi¢fes, estabiliza-lo ou controla-lo.

Para verificar se um sistema apresenta comportamento cadtico basta avaliar
como se comporta face a pequenas variagcbes nas condi¢cdes iniciais. Se, para
pequenas variacdes nas condi¢des iniciais ao fim de um tempo o estado do sistema
afasta-se exponencialmente no tempo, na métrica do espaco de fases, entdo o

sistema tem sensibilidade as condi¢@es iniciais. O sistema caotico mais simples € o
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modelo conhecido por transformacéo de pasteleiro ou ferradura de Smale e um
outro exemplo classico € o atractor estranho de Lorenz (KORSCH et al., 2008).

O comportamento caodtico representa uma das mais importantes
caracteristicas dos sistemas nao lineares e dentre suas propriedades fundamentais
€ a dependéncia sensivel a condicdo inicial, ou seja, condi¢des iniciais muito
proximas geram trajetérias inicialmente proximas que, apos um certo tempo, passam
a apresentar comportamentos completamente divergentes entre si. Gerando a
impossibilidade de se fazer previsbes de longa duracdo baseadas em modelos
matematicos quando se tem um sistema caotico.

Sistemas caéticos também pode possuir atratores®, e uma das maneiras de
se visualizar esses atratores caodticos é por meio do mapa de Poincaré, onde
observa-se uma colecéo de pontos dispostos de uma maneira organizada. Por outro
lado, os atratores, diferentes dos pontos fixos e ciclos limites, sdo conhecidos como
atratores estranhos, ou seja, apresenta uma estrutura fractal, que por sua vez se
identifica com a do tipo conjunto de Cantor (SAVI, 2017).

Define-se fractais como conjuntos cuja forma é extremamente irregular ou
fragmentada, apresentando essencialmente 0 mesmo padrdo em todas as escalas.
A existéncia de uma estrutura fractal no sistema dindmico é uma condi¢do

necessaria, porém nao suficiente, para a existéncia de caos.

2.4 EXPOENTES DE LYAPUNOV

Nesta secdo, direciona-se a atencdo aos expoentes de Lyapunov de um
sistema dinamico, que recebe este home em homenagem ao fisico e matematico
russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov. Os expoentes de Lyapunov representam
um método de medida do afastamento entre dos pontos iniciais considerando que a
taxa de aumento da distancia entre eles seja exponencial (BAKER; GOLLUB, 1996).
A seguir apresenta-se 0s passos para a expressao dos expoentes de Lyapunov.

Seja um sistema de n equacgdes diferenciais ordinarias. Considere uma hiper-
esfera de condicdes iniciais centrada num ponto X(t,). A medida que o tempo passa,

esse volume deforma. Assuma que, ao longo da j-ésima dimenséao (j =1,:--,n), 0

® Atrator é definido como sendo o comportamento que um sistema dinamico que independe do ponto
de partida, tende a convergir para um ponto.
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raio inicial g;(t,) tenha variado exponencialmente no tempo, de modo que a relagao
entre §;(t,) e o valor correspondente no instante t, definido por §;(t), valha:
— Ai(t-t .
5;(t) = 6;(to)exp i(t=to) com j=1,-,n.
Reescrevendo a relacédo tem-se:

_ In[6;(6)/8;(¢0) ]
T t—t,

Os ndmeros 4; sdo chamados de expoentes de Lyapunov (MONTEIRO,
2006).

O significado destes expoentes est4d associado a previsibilidade de um
sistema, sendo o maior expoente responsavel por quantificar a sensibilidade as
condicBes iniciais, verificando a divergéncia exponencial no tempo de trajetorias
vizinhas. Os sinais dos expoentes definem as caracteristicas de divergéncia ou
convergéncia entre as orbitas (SAVI, 2017). Um expoente negativo implica que as
Orbitas tendem assintoticamente a um ponto fixo comum, isto é, expoentes de
Lyapunov com valores negativos indicam a estabilidade. Um expoente zero
corresponde a um eixo ao longo do qual a distancia entre as trajetorias permanece
constante ou aumenta a uma taxa menor que a exponencial. Por este fato o
expoente zero é as vezes chamado de marginalmente estavel’ (KORSCH et al.,
2008). Em outras palavras, a preseca do expoente zero indica que as Orbitas
mantém suas posicoes relativas, ou seja, elas estdo sobre um atrator estavel (6rbita

periodica).

Finalmente, um expoente positivo implica que as O6rbitas estdo sobre um
atrator cadtico, ou seja, mede ou quantifica a dependéncia sensivel das condicdes
iniciais mostrando a taxa média, avaliada sobre todo o atrator, na qual dois pontos
préximos se separam com o tempo (KORSCH et al., 2008). Porém, dois expoentes

positivos de Lyapunov confirmam a natureza hiper cadtica de sua dinamica.

Teoricamente, podem existir tantos expoentes de Lyapunov quanto o numero
de dimensdes associadas ao espaco de fases (TSONIS, 1992; CHERIF, 2011). Um

caso unidimensional fornece apenas um expoente. Outra caracteristica deste

’ Marginalmente estavel: significa que qualquer perturbagéo permanece aproximadamente no mesmo
nivel, a medida que o sistema evolui.
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invariante é que o comportamento cadtico € caracterizado pela existéncia de, pelo
menos, um dos expoentes de Lyapunov positivos (MOON, 1992; MULLIN, 1993;
MONTEIRO, 2006).

Na literatura encontra-se varios métodos para se calcular os expoentes de
Lyapunov. Dentre eles os de Wright (1984), Eckmann e Ruelle (1985), Sano e
Sawada (1985), Wolf et al. (1985), Briggs (1990), Bryan et al. (1990), Stoop e Parisi
(1991), Zeng et al. (1991) e Nychka et al. (1992). O método de Wright (1984) aplica-
se apenas a condi¢des relativamente limitadas. JA os demais métodos a ideia
central € seguir conjuntos de trajetorias sobre intervalos de tempo curtos e computar
suas taxas de separacdao, e finalmente calcular a média dessas taxas sobre o atrator
(KORSH et al., 2008).

A seguir apresenta-se o método de Wolf et al. (1985) que sera usado nesta
tese, para o calculo dos expoentes de Lyapunov (FIEDLER-FERRARA; PRADO,
1995), com o objetivo de identificar o comportamento cadtico dos sistemas Ideal e

Nao Ideal.

2.5 METODO DE WOLF

O método das trajetérias proposto por Wolf et al. (1985) foi o primeiro
algoritmo que descreve todas as etapas para se calcular os expoentes de Lyapunov
para séries temporais®. Sua ideia principal esta relacionada com a evolucéo da
distancia, no espaco tangente, de duas trajetérias inicialmente proximas (SAVI,
2017).

Dada a série temporal s(t), um retrato de fase d-dimensional € reconstruido
pelas coordenadas defasadas. Busca-se um vizinho do ponto inicial {s(ty), ..., s(t, +
[d — 1]t)} e denota-se a distancia entre esses dois pontos por Ly(t,), ou seja,
Lo(to) = |s(ty) — zo(to)|, onde z,(t,) € 0 vizinho mais préximo de s(t,). No tempo
posterior t;, essa distancia evolui para L'(t,). Essa distancia € averiguada ao longo
do sinal. Procura-se por um ponto onde a distancia entre ele e o ponto recolocado

seja pequena. Se esse ponto nao for encontrado, retorna-se aos pontos que ja foram

® Série temporal é um conjunto discreto de uma observacdo de um sistema dinamico.
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7

usados. Este procedimento é repetido até que a trajetéria fiducial® seja percorrida
para todos os pontos da série de dados e, entdo, para cada ponto estima-se

E
1 L'(tx)
M= tg — to Z logz (L(tk—l))

i=1

sendo E o0 numero de passos de reposicao (SAVI, 2017).

2.6 CONTROLE DE CAOS

Controle de caos se refere as técnicas que visam suprimir o comportamento
instavel e/ou cadtico do sistema dindmico (MONTEIRO, 2006). Neste caso, 0
controlador é projetado para estabilizar uma Orbita periddica instavel que pertence a

dinAmica do sistema.

De acordo com Savi (2017) o controle de caos € baseado na exuberancia de
uma resposta caodtica e, fundamentalmente, explora trés caracteristicas: a riqueza de
padrées peridédicos associada ao caos, que significa que uma resposta caoltica
possui uma infinidade de érbitas periddicas instaveis; a sensibilidade as condicbes
iniciais; e o carater ergddico do caos, isto €, o sistema visita todos os pontos do

atrator.

Na maior parte dos casos, o controle de caos possui duas fases. A primeira é
denominada aprendizagem e a segunda etapa € o controle propriamente dito e
consiste na aplicacdo de perturbagbes no sistema visando estabilizar uma orbita

instavel.

O controle de caos, explora caracteristicas de sistemas cadticos que ndo sao
encontradas em sistemas nado cadticos. Deste modo, o controlador é projetado para
estabilizar uma Orbita periddica instavel de periodo qualquer que pertence a
dindmica do sistema, (SAVI, 2017).

Os métodos de controle de caos podem ser classificados em métodos

discretos e continuos.

° Trajetéria fiducial, também chamada de trajetéria de referéncia ¢ a trajetéria dada pela solugéo do
sistema dinamico.
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Um sistema de controle com realimentacdo € todo sistema que estabelece
uma relacdo de comparacdo entre a saida e a entrada de referéncia, utilizando a
diferenca como meio de controle. S&o frequentemente denominados também como
sistemas de controle de malha fechada. No sistema de malha fechada, o sinal
atuante, que é a diferenca entre o sinal de entrada e o sinal de realimentacéo
(feedback), realimenta o controlador, de modo a minimizar o erro e acertar a saida
do sistema ao valor desejado. Apresenta como vantagem o fato de que o uso da
realimentacdo faz com que a resposta do sistema seja relativamente insensivel a
distarbios externos e a variagfes internas nos parametros do sistema (OGATA,
2010). J4, os sistemas de controle de malha aberta sdo aqueles em que o sinal de
saida ndo exerce nenhuma acéo de controle no sistema. Isso quer dizer que, em um
sistema de controle de malha aberta, o sinal de saida ndo & medido nem
realimentado para comparacdo com a entrada. Também ¢é conhecido como
feedforward. Em qualquer sistema de controle de malha aberta, a saida nédo é
comparada com a entrada de referéncia. Assim, a cada entrada de referéncia
corresponde uma condicéo fixa de operacdo (OGATA, 2010).

Em teoria do controle existem dois tipos de problemas, o primeiro problema
consiste em encontrar a funcdo do controle u(t) como uma fungcdo do tempo, visto
que, essa funcdo de controle 6timo, determina uma trajetéria 6tima que corresponde
a uma condicéo inicial dada do sistema. No segundo, a funcdo de controle u(t, x),
que depende do tempo e de variaveis de estado; pode ser aplicado para qualquer
condicdo inicial. Este tipo de controle € chamado controle com realimentacéo
(RAFIKOV; BALTHAZAR, 2005).

Se as variaveis do sistema sdo desvios do regime desejado, o Controle Linear
Otimo estabiliza em torno da trajetéria desejada, minimizando o funcional que
caracteriza os desvios quadrados da trajetéria e do controle do regime desejado

(RAFIKOV; BALTHAZAR, 2005).
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3 SISTEMA IDEAL MATHIEU-VAN DER POL

Neste capitulo estuda-se o comportamento dindmico do sistema hiper-caético
com trés expoentes positivos de Lyapunov, sistema Mathieu-Van der Pol. Trata-se
de um sistema autbnomo, nao linear e que nesta tese serd chamado de Sistema

Ideal Mathieu-Van der Pol.

3.1 EQUACOES DIFERENCIAIS DOS SISTEMAS DE MATHIEU E DE VAN DER
POL

3.1.1 Equacéao de Mathieu

O sistema Mathieu amortecido € um sistema nao autbnomo, nao linear
definido pela equacéo diferencial (2):
¥ = —(a+ b senwt)x — (a + b senwt)x® — cx + d senwt (2)

onde a, b, ¢, d sédo parametros constantes, e, w frequéncia circular (GE, Y1, 2007).

3.1.2 Equacéo de Van der Pol

O sistema Van der Pol é um sistema ndo autdbnomo, nao linear definido pela
equacao diferencial (3):

¥=—ex+ f(1—x%)x (3)
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onde o termo f(1 — x?) introduz um amortecimento que assume valores negativos e
positivos, respectivamente para pequenas e grandes amplitudes de movimento
(LIMA, 2008).
A equacdo (3) adiciona-se uma fungdo gsen(wt), assim tem-se a equacao
(4):
¥=—ex+ f(1—x%x+ g sen(wt) (4)
que representa a equacdo diferencial do oscilador de Van der Pol forcado, onde

e, f, g sao parametro constantes, e, w frequéncia circular.

3.1.3 Equacdes na forma de estados dos sistemas de Mathieu e de Van der
Pol

Escrevendo as equacgfes dos sistemas ndo autdbnomos e nao lineares de
Mathieu dada por (2) e de Van der Pol dada por (4) na forma de equacdes de

estado, obtém-se as equacgdes (5) e (6):

X1 = Xy

%, = —(a + b senwt)x; — (a + b senwt)x3 — cx, + d senwt ()
€,

X3 = X4

Xy = —exs + f(1 —x3)x, + g senwt (6)

Para gerar o modelo Ideal Mathieu-Van der Pol ou tri caos, com quatro variaveis
de estado e trés expoentes positivos de Lyapunov, faz-se o acoplamento linear dos
sistemas, substituindo-se senwt na equacgao (5) por x; e senwt em (6) por x;, assim

obtém-se as equacdes diferenciais dadas por (7).
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X1 = X3
X, = —(a+bx3)x; —(@a+bx3)xi —cx, +dxg @)
X3 = X4

Xy = —exs + f(1—x3)x, + gx;

As equacodes (7) definem-se 0 modelo autdnomo néo linear Ideal Mathieu-Van

der Pol, onde x; x5, X3 € x4, SA0 as quatros variaveis de estado, sendo que x4, X 3

representam deslocamento e X,, x, velocidade e a, b, c,d, e, f e g os parametros
do modelo (SHIH-YU et al., 2012).
3.2 PONTO DE EQUILIBRIO DO SISTEMA IDEAL MATHIEU-VAN DER POL

O ponto de equilibrio do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol pode ser

encontrado, resolvendo-se o sistema de equacdes (8) simultaneamente:

xZ ES 0
—(a+bx3)x; —(@a+bx3)xi—cx,+dx;3=0
x4 =0 ®)
=
—ex; + f(1—x2)x, + gx; =0
Substituindo-se os valores de x, e x,, tem-se as equacdes (9) e (10):

—(a+bx3)x;—(a+bx3)x}+dx3=0 (9)
—ex; +gx; =0 (10)

Isolando x; na equagédo (10), tem-se: x3 = %xl; e # 0.

Substituindo-se x;na equacéao (9), obtém-se: x; = 0. Logo, x3 = 0.
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Assim, a linearizacdo da equacdao (7) para o ponto de equilibrio E; = (0,0,0,0)
é definida pela equacéo (11):

Y =J,Y (11)
onde
0 1 o O
a=l e (12)
g 0 -—-e f

e Y =[xy, %, x3,%4 ]7. A matriz J, € chamada de Matriz Jacobiana.
Calculando-se os autovalores para E;:

—A 1 0 0
0

_an=|ma —c—4 4 ~0 13
gy —an ="t TesA 4] (13)
g 0 —e f—A

Assim, a equacao caracteristica é obtida:
det|g, —Al| =A*+ (c— f)A3+ (e—a—cf)A? + (ce + af)A+ (—ae —dg) =0 (14)

Substituindo-se os valores adimensionais do sistema Ideal Mathieu-Van der
Pol, listados na tabela 1, cujos valores gera caos no sistema (SHIH-YU et al., 2012),
obtém-se os autovalores correspondentes ao ponto de equilibrio E; = (0,0,0,0), a
saber:

Ay, A, = 0,2540 + 9,7678i
As, A, = 8,6510 + 1,7457i

sendo todos os autovalores numeros complexos conjugados com a parte real
positiva. De acordo com o Primeiro Método de Lyapunov o ponto de equilibrio &

instavel.

Tabela 1 - Parametros adimensionais do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol

Parametro Valor
a 91,7
b 5,023
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c 0,01
d 91
e 87,001
f 18
g 9,057

Fonte: Shih-Yu et al. (2012).

3.3 SIMULACAO NUMERICA

Para andlise da estabilidade do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol, descrito
na Eq. 7, plotou-se os diagramas da Estabilidade Estrutural dos pares de estados
X1,X, € X3,X,, Segundo o primeiro Método de Estabilidade de Lyapunov, para exibir
0S pontos instaveis do modelo. Os asteriscos no diagrama representam pontos
instaveis.

Em seguida, escolhe-se um ponto da regido de instabilidade, com o propésito
de se averiguar a presenca de comportamento cadtico no modelo, por meio dos
Expoentes de Lyapunov, através do Método de Wolf (WOLF et al., 1985).

Para a obtencdo da resposta do comportamento ao longo do tempo do
sistema Ideal Mathieu-Van der Pol esbogou-se as figuras 6 a 19 que exibem o
histérico no tempo, espectro de frequéncia e plano de fase para os quatro estados
do sistema levando-se em consideragao o intervalo de tempo adimensional 0 < 7 <
100. Os valores dos parametros utilizados, conforme tabela 1 e dos estados tabela
2, em conformidade com (SHIH-YU et al., 2012).

Tabela 2 — Estados do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol

Estados Valor
X1 0,01
Xy 0,01
X3 0,01
X4 0,01

Fonte: Shih-Yu et al. (2012).
Para analisar a estabilidade do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol, plotou-se
os diagramas de estabilidade estrutural dos pares de estados x;,x, € x3,x4,
variando-se os parametros a e b (devido a ndo linearidade clbica do sistema) no

ponto de origem, para se determinar 0s pontos estaveis e instaveis do modelo.
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As figuras 3 e 4, apresentam-se os diagramas da Estabilidade Estrutural dos

pares de estados x,,x, € x3,x,.

Figura 3 - Diagrama da Estabilidade Estrutural (x4, x,)

Diagrama da Estabilidade Estrutural (x1,x2)
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Figura 4 - Diagrama da Estabilidade Estrutural (xs, x,)

Diagrama da Estabilidade Estrutural (x3,x 4)
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Fonte: Elaboragéo do proprio autor.

Nas figuras 3 e 4, verifica-se que de acordo com o Primeiro Método de
Lyapunov todos 0s pontos apresentam comportamentos instaveis para ambos 0s
sistemas (SAVI, 2017).

O ponto (91.7,5.0) nas figuras 3 e 4, se encontra numa regido instavel, entdo
escolhe-se este ponto, como pode-se escolher qualquer outro dentro desta regiao,
para mostrar o comportamento caotico do modelo. A andlise que caracteriza 0
comportamento cadtico ou ndo do modelo, para os parametros conforme tabelas 1 e
dos estados, tabela 2, é feita através do calculo dos expoentes de Lyapunov,
usando-se o método de Wolf (WOLF et al., 1985).

A figura 5 exibe o comportamento dos expoentes de Lyapunov, de acordo
com os parametros, conforme tabelas 1 e 2. Ja na tabela 3, encontra-se os valores

dos expoentes de Lyapunov.

Figura 5 - Dindmica dos Expoentes de Lyapunov do sistema Ideal Mathieu-Van der
Pol
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Dinamica dos Expoentes de Lyapunov

15

/\1=12. 1261
,\2=7.7713
,\3=7.7815
,\4=—9.6868

107

Expoentes de Lyapunov

0 20 40 60 80 100
Tempo (7)

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Tabela 3 — Expoentes de Lyapunov do sistema Ideal Mathieu-Van der Pol

Expoente Valor
A 12,1261
A, 7,7713
A3 7,7815
Ay —9,6868

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Analisando a tabela 3, constata-se que, para os parametros conforme tabelas
1 e 2, o sistema ldeal Mathieu-Van der Pol apresenta comportamento cadtico, visto
que, dos quatro expoentes de Lapunov obtidos, trés sado de valores positivos.

As figuras 6 a 17, exibem respectivamente o Histérico no Tempo e o Espectro

da Frequéncia - FFT para os quatro estados do sistema ldeal Mathieu-Van der Pol.

O Histérico no Tempo e a FFT do estado x; do sistema Ideal Mathieu-Van der
Pol, sdo apresentados nas figuras 6 e 8, respectivamente e, na figura 7 o zoom da

figura 6.



Figura 6 - Histérico no Tempo do estado x;
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.
Figura 7 - Zoom da figura 6
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Fonte: Elaborag&o do proprio autor.
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A figura 7, exibe oscilagcdes no modelo, que se estende a medida que o tempo

evolui.

Figura 8 - FFT do estado x,
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Espectro de Frequéncia
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

A figura 8 representa a FFT do estado x; e apresenta trés picos bem

destacados, o que pode caracterizar que o modelo é periddico e de periodo trés.
O Histérico no Tempo e a FFT do estado x, do modelo Ideal Mathieu-Van der

Pol, sdo apresentados nas figuras 9 e 11, respectivamente e, na figura 10 o zoom da

figura 9.

Figura 9 - Histdrico no Tempo do estado x,
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- Historico no Tempo
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Figura 10 - Zoom da figura 9
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Um zoom da figura 9 é exibido na figura 10, que ilustra as oscilacbes bastante
significativas no modelo, que se estende a medida que o tempo evolui.
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Figura 11 — FFT do estado x,
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Na figura 11 a FFT exibe quatro picos em destaque, o que pode caracterizar
gue o modelo é periddico e de periodo quatro, 0 que evidencia o comportamento

caobtico no modelo.

O Historico no Tempo e a FFT do estado x; do modelo Ideal Mathieu-Van der
Pol, sdo apresentados nas figuras 12 e 14, respectivamente e, na figura 13 0 zoom

da figura 12.
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Figura 12 - Historico no Tempo do estado x5

Historico no Tempo

Tempo (7)

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Figura 13 - Zoom da figura 12
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
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Um zoom da figura 12 é exibido na figura 13, que ilustra as oscilacbes

peridédicas no modelo, que se estende a medida que o tempo evolui.

Figura 14 - FFT do estado x5

Espectro de Frequéncia
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400
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I N

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045
Frequéncia

Fonte: Elaboracgéo do préprio autor.

0.5

Na figura 14 a FFT exibe dois picos em destaque, o que pode caracterizar

que o modelo é periédico e de periodo dois.

O Histérico no Tempo e a FFT do estado x, do modelo Ideal Mathieu-Van der

Pol, sdo apresentados nas figuras 15 e 17 e, na figura 16 o zoom da figura 15.
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Figura 15 - Historico no Tempo do estado x,
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Figura 16 - Zoom da figura 15

Historico no Tempo

T T T T T T T

25 3 35 4 45 5 55 6
Tempo (7)

Fonte: Elaborag&o do proprio autor.
Um zoom da figura 15 é exibido na figura 16, que mostra as oscilagdes no
modelo.
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Figura 17 - FFT do estado x,
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Na figura 17 a FFT exibe cinco picos em destague, 0 que pode caracterizar
que o modelo é periddico e de periodo cinco, isto é, 0 que caracteriza a rota para o

comportamento caotico.

As figuras 18 e 19 ilustra-se os planos de fase dos pares de estados do

sistema ldeal Mathieu-Van der Pol.
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Figura 18 - Plano de Fase dos estados x; € x;

Plano de Fase
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 19 - Plano de Fase dos estados x; e x,

Plano de Fase
40 T T T

30 1
21 1

10 1

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Constata-se pelas figuras 18 e 19, que ha uma situacdo desordenada no
tracado, exibindo-se comportamento instavel. Esse comportamento é consequéncia
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da imprevisibilidade que caracteriza o caos. Verifica-se entdo, que o modelo Ideal
Mathieu-Van der Pol, possui comportamento cadtico com trés expoentes positivos
de Lyapunov. Concluindo-se que o sistema é caracterizado como um sistema hiper

caotico.
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4 SISTEMA NAO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL

Neste capitulo, antes de propor um controlador ao modelo Nao Ideal Mathieu-
Van der Pol, que é o foco desta tese, € necessario entender a dinamica nao linear
do sistema nao ideal.

Ao modelo Ideal Mathieu-Van der Pol serd acoplado uma fonte de excitacao

nao-ideal, a qual n&o foi estudada até o momento para o sistema proposto.

4.1 SISTEMA NAO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL

Nesta tese, a configuracdo proposta para o modelo matematico ndo ideal
adimensional (PICCIRILLO et al., 2008; CHAVARETTE, 2012) da fonte de energia
nao ideal encontra-se na figura 20. O modelo fisico consiste em uma massa m;
presa a um suporte rigido que oscila horizontalmente através de um amortecedor e
uma mola, cujos coeficientes sdo [ (coeficiente de amortecimento linear) e k
(coeficiente de elasticidade linear da mola). Para perturbar o sistema, um motor de
corrente continua (do inglés — Direct Current - DC) com fonte de alimentacado
limitada esta conectado a massa m,, provocando uma interacdo entre a estrutura
vibratéria e a fonte de energia. Tem-se ainda, uma massa desbalanceada m, que
gira ligada ao centro do motor, dois deslocamentos, o horizontal do sistema
X(t); ttempo e o angular da massa desbalanceada ¢(t), a funcdo S(¢) =p—q ¢
que exprime o torque liquido do motor, sendo ¢ a velocidade angular do eixo do
motor e p e g as constantes do motor que esta sendo utilizado (FERREIRA, 2015), da
excentricidade r da massa m, € do momento de inércia de massa do eixo do motor |
(CVETICANIN; ZUDOVIC; BALTHAZAR, 2018).
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Figura 20 — Motor N&o Ideal — MNI
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Fonte: Cveticanin, Zudovic e Balthazar (2018).

O modelo descrito na figura 20, tem dois graus de liberdade. O deslocamento
do movimento horizontal do motor x e o0 deslocamento angular da massa
desbalanceada em torno do eixo do motor representada por ¢.

A modelagem mateméatica do modelo proposto € feita por intermédio das
equacdes de Lagrange, sendo o deslocamento horizontal da massa desbalanceada
m, dado por:

x=X+rcosp ©x=X—r@seng

Yy =rseng By =1r@scosy.

A energia cinética é dada pela equacéo (15):

1 ; 1 1..
E.= EleZ + Emovz + E](p2 (15)

onde v é a velocidade da massa desbalanceada m,,.
A energia potencial do modelo é dada pela equacéo (16):
1
Ep =3 kXx? (16)
Sendo a relacéo de velocidade da massa desbalanceada m, dada por

v? =12+ )’
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tem-se:
v? = X? - 2Xr¢pseng + r?¢?
(17)
Substituindo (17) em (15), obtém-se:
E.= %(mo +my)X? —moXrpsenp + % (J + mor?)¢? (18)
As equacdes de movimento do modelo, s&o obtidas usando-se as equagdes

diferenciais de movimento de Lagrange.

d 0E. 9E. , 0Ep _
dt 0X 90X T ax Nx,

(19)
4B 0E | O _
dtdp 9d¢ = dp P

em que Ny e N, sdo as forgas generalizadas. A forga nao conservadora na dire¢do X
é a forca de amortecimento Ny = —LX enquanto a forga generalizada N, se refere
ao torque S(¢) aplicado ao motor.

Aplicando-se as equacg0es (16), (18) e (19) e a forca generalizada, obtém-se as
equacBes de movimento do motor ndo ideal dadas pelas equacgdes (20) e (21):

(my + m)DX + IX + kX = myr (¢%cosp + pseng) (20)
(J + mer?)$p — moerXsenp = S(¢) (21)

Para a analise numérica do modelo néo ideal, as equacdes (20) e (21) devem
ser adimensionais, sem prejuizo algum para o estudo fisico do modelo, visto que
transformar um sistema em adimensional ndo altera suas propriedades dinamicas.

Escrevendo as equagbes (20) e (21) na forma adimensional, considera-se
como unitaria a massa do modelo my, + m; = 1 kg (FERREIRA, 2015) e introduzindo

0Ss parametros relativos com sufixo r, entdo se definem-se 0s parametros

. . . X Y
adimensionais, sendo: y = - taxa de deslocamento, z = —(Z’ taxa de posicdo angular,
T T

l

¢ =+

estudo 9 = 5 (FERREIRA, 2015).

fator de amortecimento por massa ou 2¢ =i, 9 =k£ taxa de rigidez e neste

_lr—l l'r

Tomando-se a excentricidade da massa desbalanceada de I' = m,r, entdo se

. r ..
define u = — como a taxa de excentricidade da massa desbalanceada. O momento
T
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de inércia do motor CC é dado por I =] + myr?, entdo se define ¢ = % como taxa de

excentricidade pelo momento de inércia. Define-se também, a taxa de torque liquido

aplicado ao motor pelo momento de inércia como a = % ep = % como a taxa de
T T

resisténcia do torque liquido pelo momento de inércia (FERREIRA, 2015). Desta
maneira, 0 modelo adimensional excitado por uma fonte ndo ideal € dado pelas
equacoes (22) e (23).

X+20X + %X = u (z%cosz + Zsenz) (22)

7=¢Xsenz+a— Bz (23)

Considerando apenas as equacfes do motor desbalanceado, acrescenta-se na
equacao (22) as equacles que o descrevem e na equacao (23) acopla-se a equacao
do componente que representa a velocidade de movimentacéo. Assim, o modelo fica

do seguinte modo, de acordo com as equacdes (24) e (25).

MNI = p (z%cosz + Zsenz) (24)
7 =&k senz+a — Bz (25)
As equacdes (26) representam o modelo n&o ideal adimensional.
¥ =—(a+bxy)x; — (a+bxy)xd —cx; +dx, + u(z%cosz + zsenz)
Xy = —exy + f(1—x3)%k, + gxq (26)

7 =¢&x1senz+a — Bz

sendo x,,x, ea, b, c,d, e, f, e g definidos no capitulo anterior. A posi¢do angular z
€ uma resposta de excitacao nao ideal, a, B sdo constantes de torque do motor, & €
a distancia da massa desbalanceada ao centro de rotacdo do motor CC e u é

relacionado ao momento de inércia do sistema.

Todos os parametros sdo positivos constantes adimensionais. Os termos
u(z%cosz + Zsenz) sdo devido a interacdo entre o sistema dinamico e uma fonte de
energia, por exemplo, um motor CC com fonte de alimentagao limitada. A expresséo
u(z%cosz + Zsenz) € responsavel pela ndo-idealizacéo do sistema. O parametro a é a
constante de torque aplicada e depende das condi¢des iniciais e B é torque liquido
resistivo e ndo tem influéncia das condi¢cbes iniciais e € considerado como
amortecimento interno do Motor CC (FERREIRA, 2015).

Substituindo Z na equacdo de x,, obtém-se:
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., _—(a+bx)x;—(a+b x3)x3 — cxXq + dx, + pz?cosz + (a — fz)u senz
¥1= 1 — ué(senz)?

Agora, substituindo #, na equacao de Z, obtém-se:

_é[-(a+bx)x; —(a+b x)X3 — cxq + dxy|senz + uéz%cosz senz + a — Bz
h 1 — ué (senz)?

Usando-se as novas variaveis, definidas como: y; = xq, ¥y, = X1, V3 = 2, Y4 = Z,
Ys=X, € Y = X,, Obtém-se o0 seguinte sistema de equacgOes diferenciais de primeira
ordem dadas pela equacao (27).

Y1=Y2
j, = _atbysdyi—(a+h Ys)Yi — €yz + dys + pys*cosys + (@ — Bys)u senys
: 1 - ug(senys)?

V3 = Vs (27)

§[-(a+bys)y; — (a+bys)yi — cy, + dyslsenys + u&y,*cosys senys + a — By,
1 - ué (senys)?

Y4 =

Ys = Yo

Ve = —eys + f(1 — ys®)ye + gy

4.2 SIMULACOES NUMERICAS PARA O MODELO NAO IDEL MATHIEU-VAN
DER POL COM PARAMETROS FIXOS

As simulacdes numéricas para a obtencao das respostas de deslocamento e
velocidade do sistema N&o Ideal Mathieu-Van der Pol, foram realizadas aplicando-se
o méetodo de Runge-Kutta de 42 ordem na equacéo (27), mantendo-se 0s parametros
listados nas tabelas 1, 2 apresentadas no capitulo 3 e tabela 4, que exibe os
parametros para a excitagdo do modelo ndo ideal (CHAVARETTE, 2012). O
intervalo de tempo adimensional considerada foi, 0 < 7 < 50.
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Tabela 4 - Parametros da Simulacao para excitacdo do Modelo N&o Ideal

Parametro Valor
a 0,8
B 1,5
& 0,3
u 0,2

Fonte: Chavarette (2012).

As figuras 21, 23 e 25 exibem-se o Histérico no Tempo do deslocamento dos
estados x;, x5 € xs, as figuras 22, 24 e 26 ilustram-se as velocidades dos estados x,,
X, € X, € as figuras 27, 28 e 29 apresentam-se os planos de fase dos pares de

estados do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos.

Figura 21 - Historico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos

Historico no Tempo
2.5 T T T T T T T T T

e P arametros Fixos

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (7)
Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 22 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Néo Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 23 - Histérico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo N&o Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos
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30 T T T T T T T T T

| e P arametros Fixos

20 r 1

0 . L . \ L . L . L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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Figura 24 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Néo Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 25 - Historico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos

Historico no Tempo
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 26 - Historico no Tempo: Velocidade para o estado x, do modelo N&o Ideal
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
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Figura 27 - Plano de Fase dos estados x; e x, do modelo N&ao Ideal Mathieu- Van
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der Pol com parametros fixos
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Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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Figura 28 - Plano de Fase dos estados x; e x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van

der Pol com parametros fixos
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
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Figura 29 - Plano de Fase dos estados x: e x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van

der Pol com parametros fixos
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Através das figuras 21 a 29, nota-se que o modelo N&o Ideal Mathieu-Van der
Pol com parametros fixos apresenta comportamento caético, devido a irregularidade
das trajetdrias. Entretanto, uma outra forma de confirmar esta situacdo € por meio

dos expoentes de Lyapunov.

Aplicando o método de Wolf (WOLF et al., 1985) determina-se 0s expoentes
de Lyapunov do sistema Nao Ideal Mathieu-Van der Pol, levando-se em

consideracao o intervalo de tempo adimensional de, 0 < t < 100.
A figura 30 ilustra a evolucdo dos expoentes de Lyapunov em funcédo do
namero de iteracbes. Na tabela 4, encontra-se os valores dos expoentes de

Lyapunov.

Tabela 5 — Expoentes de Lyapunov do sistema Nao Ideal Mathieu-Van der Pol

Expoente Valor
M 8,9985
Az 8,9539
A3 6,4645
A4 —1,4999
As —-3,2029
A6 —3,2329

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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Figura 30 - Dinamica dos Expoentes de Lyapunov do modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Analisando os expoentes de Lyapunov, constata-se que o modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol apresenta comportamento caodtico, visto que, dos seis

expoentes de Lapunov obtidos, trés sédo de valores positivos.

A presenca de trés expoentes positivos de Lyapunov confirma que o modelo

N&o Ideal Mathieu-Van der Pol é hiper cadtico.

43 SIMULACOES NUMERICAS DO MODELO NAO IDEAL MATHIEU-VAN DER
POL COM PARAMETROS FIXOS E COM PARAMETROS INCERTOS

No processo de modelagem dos sistemas dinamicos as incertezas podem ser
consideradas através de uma formulagéo probabilistica, com intervalos previamente
definidos, ou ainda, por meio da teoria das possibilidades (MOLLER; BEER, 2004).
Para considerar o efeito das incertezas do parametro no desempenho do
controlador, elas sédo adicionadas ao estado, isto €, as mesmas sdo associadas a

diferenca entre valores reais e os parametros do modelo matematico com uma
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variacdo de 20%, sendo a funcao aleatéria distribuida normalmente r(t) € [0,1],Vt
(CHAVARETTE, 2013).

As simula¢des numéricas para a obtencdo das respostas de deslocamento e
velocidade dos sistemas Mathieu, N&o Ideal Excitado e Van der Pol foram realizadas
aplicando-se o método de Runge-Kutta de 42 ordem na equacéao (27), usando-se 0s
parametros reais listados nas tabelas 5 e 6 (CHAVARETTE, 2012). O intervalo de
tempo adimensional considerada foi, 0 < t < 50.

Nas figuras que se seguem adota-se linhas da cor azul para destacar as
trajetorias do sistema com parametros fixos e linhas da cor vermelha para o sistema

com parametros incertos.

Tornando-se o0s parametros reais do sistema da seguinte forma, conforme
listados nas tabelas 5 e 6 (CHAVARETTE, 2012). Exemplo do procedimento para o
parametro a = 91,7.

a= (91,7 — 20%) + [91,7 — (91,7 — 20%)] x 2 x 7(¢) = 73,36 + 36,687 (¢).

Tabela 6 - Parametros do Modelo Nao ldeal Mathieu-Van der Pol

Parametro Valor

73,36 + 36,68 1(¢)
4,0184 + 2,0092 r(t)
0,008 + 0,004 7(¢)
72,8 + 36,4 r(t)
69,6008 + 34,8004 r(t)
14,4 + 7,2 7(t)
7,2456 + 3,6228 r(t)

Q) ® QO TR

Fonte: Chavarette (2012).

Tabela 7 - Parametros da Fonte Nao Ideal

Parametro Valor
a 0,64 + 0,32 r(t)
I3 1,2+ 0,6 r(t)
& 0,24 + 0,12 r(t)
I 0,16 + 0,08 r(t)

Fonte: Chavarette (2012).
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A figura 31 e seu respectivo zoom figura 32 apresenta o histérico no tempo de
deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com

parametros fixos e com parametros incertos.

Figura 31 - Histérico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Nao

Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos

Historico no Tempo
2.5 T T T T T T T T T

e Parametros Fixos
Parametros Incertos

0 . . . \ . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracgéo do préprio autor.
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Figura 32 - Zoom da figura 31
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Através da figura 32 que exibe o zoom de deslocamento do estado x; do
modelo Nao ldeal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros
incertos, observa-se que as trajetorias apresentam oscilacées no tracado, fato que

se justifica pelos 20% aplicados aos parametros incertos.

A figura 33 e seu respectivo zoom figura 34 ilustra-se o historico no tempo da
velocidade do estado x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros

fixos e com parametros incertos.
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Figura 33 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos

Historico no Tempo
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
Figura 34 - Zoom da figura 33
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Pela figura 34 que exibe o zoom da velocidade do estado x, do modelo Nao

Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos, nota-se
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que as trajetérias exibem oscilacdes no tracado, fato que se justifica pelos 20%
aplicados aos parametros incertos.

A figura 35 e seu respectivo zoom figura 36 apresentam-se o histérico no
tempo de deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com

parametros fixos e com parametros incertos.

Figura 35 - Histérico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo N&o Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos
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Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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Figura 36 - Zoom da figura 35
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

A figura 36 apresenta o zoom de deslocamento do estado x; do modelo N&o
Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos, e

evidencia-se a diferenca dos 20% de incerteza aplicados aos parametros incertos.

A figura 37 e seu respectivo zoom figura 38 exibe-se o histérico no tempo da
velocidade do estado x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros

fixos e com parametros incertos.



71

Figura 37 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Nao Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros

incertos
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 38 - Zoom da figura 37
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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A figura 38 mostra o zoom da velocidade do estado x, do modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos. Observa-se
que as trajetorias sofrem oscilacdes, evidenciando-se o efeito dos 20% de incertezas

aplicados nos parametros incertos.

A figura 39 e seu respectivo zoom figura 40 exibe-se o historico no tempo do
deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com

parametros fixos e com parametros incertos.

Figura 39 - Histdérico no Tempo: Deslocamento do estado x5 do modelo Nao

Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos

Historico no Tempo
2.5 T T T T T T T T T

w— Parametros Fixos
2 Parametros Incertos f i

.« A T

2 ) .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracgéo do préprio autor.
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Figura 40 - Zoom da figura 39

Historico no Tempo

w— P arametros Fixos
Parametros Incertos

Tempo (7)
Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

A figura 40 exibe o zoom de deslocamento do estado xs; do modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos. Nota-se que
as trajetérias com parametros fixos e com parametros incertos apresentam de

oscilacbes com deslocamento periddico.

A figura 41 e seu respectivo zoom figura 42 exibe-se o histérico no tempo da
velocidade do estado x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros

fixos e com parametros incertos.
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Figura 41 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Nao Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos
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Historico no Tempo
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 42 - Zoom da figura 41

Historico no Tempo
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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A figura 42 mostra o zoom da velocidade do estado x, do modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros incertos. Nota-se que
a velocidade que das trajetérias apresentam oscilacdes, evidenciando os 20% de

incertezas dos parametros incertos.

As figuras 43, 44 e 45 exibem-se os Planos de Fase dos pares de estados do
modelo Nao ldeal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e com parametros

incertos.

Figura 43 - Plano de Fase dos estados x; e x,.

Plano de Fase
0.5 T T T v

Parametros Fixos
Parametros Incertos
04f /A
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%1
Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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Figura 44 - Zoom da figura 43
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 45 - Plano de Fase dos estados x; € x,.

Plano de Fase
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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Figura 46 — Plano de Fase dos estados xz € x;.
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
Figura 47 — Zoom da figura 46
Plano de Fase
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Através da figura 47, que exibe o plano de fase dos estados x: e x4, observa-
se que 0 sistema apresenta comportamento caoético, pois exibe oscilacoes,

evidenciando os 20% de incertezas aplicadas nos parametros incertos.

Com o objetivo de minimizar as vibracfes e reduzir o comportamento caético
no sistema apresentado nas simulac¢des, no capitulo seguinte, propde-se a aplicacao

do Controle Linear Otimo para reduzir este comportamento, a um ponto fixo.
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5 CONTROLE LINEAR OTIMO APLICADO AO MODELO IDEAL E NAO
IDEAL

Neste capitulo, aborda-se a técnica do Controle Linear Otimo, metodologia

gue garante a aplicacdo do controle linear em sistemas néo lineares.

A seguir, discute-se a formulagdo do Controle Linear Otimo.

51 CONTROLE LINEAR OTIMO

Considerando um sistema néo linear controlado dado pela equacéo (28):

x=Ax+h(x)+U
(28)

onde x € R™ & um vetor de estado, A € R™™ é uma matriz de estado do sistema e
com elementos constantes, h(x) um vetor cujos elementos séo fung¢des continuas e

U € R™ o vetor de controle definido pela soma de outros dois vetores i e u;, isto €,
U=1u+u; (29)

Quando U =0 o sistema (28) apresenta comportamento cadtico para
determinados valores dos parametros. O objetivo € escolher uma lei de controle U
gue conduza o sistema caodtico a Orbita desejada: um ponto fixo de equilibrio ou
trajetria desejada. Seja X esta trajetéria, entdo a parte it € o controle feedforward
do vetor de controle que mantém o sistema controlado na trajetéria desejada, que
pode ser escrito como:

i = X — A% — h(%) (30)

e o vetor de controle u; € o controle feedback que estabiliza o sistema em torno da

oOrbita desejada e pode ser expressado como:

us = Bu
(31)

onde B € R™™ é uma matriz constante.
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Definindo
y=x—X (32)

como o desvio da trajetoria do sistema (28) da trajetdria desejada, e admitindo as

equacdes de (29) a (31), chega-se a equacdo em desvios:
y = Ay + h(x) — h(X) + Bu (33)
A parte ndo-linear do sistema dado pela equacéo (32), pode ser escrita como
h(x) —h(X) = H(x,X)(x — %) (34)

onde H(x,X) € uma matriz limitada, cujos elementos dependem de x e X. Admitindo

(34), o sistema (32) tem a seguinte forma:
y=Ay+ H(x,X)y + Bu (35)

E relevante destacar que a matriz A na equacdo (33) ndo € Unica, e pode
influenciar no desempenho do controlador.

A seguir apresenta-se o0 enunciado e a demonstracdo do Teorema do
Controle Linear Otimo formulado por Rafikov e Balthazar (RAFIKOV; BALTHAZAR,
2005).

Teorema. Se existem as matrizes Q e R, definidas positivas, sendo Q simétrica, tais

que a matriz:
Q=Q—-HT(x—%)P—PH(x—%) (36)
seja definida positiva para G limitada, entdo o controle linear feedback

u=—R"'B"Py
(37)

€ oOtimo para transferir o sistema nao-linear definido pela equacgéo (35) de qualquer

estado inicial ao estado final

y(o) =0 (38)

minimizando o funcional
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J= 1 ("0y + u"Ru)ds, (39)

onde P é uma matriz simétrica, positiva definida, é calculada da equacéo algébrica

nao linear de Riccati:
PA+ ATP — PBR™BTP+Q =0 (40)
onde as matrizes Q € R™" e R € R™™ s&o constantes, definidas positivas™®.

Demonstracao. Considere o controle 6timo linear feedback (37) com a matriz P
determinada pela equacgao (40) que transfere o sistema né&o-linear (35) de qualquer
estado inicial para o estado final (39), minimizando o funcional (40), onde a matriz Q
precisa ser determinada. De acordo com as regras da Programacgédo Dinamica, se o
minimo do funcional (35) existe, e se V é uma fungcédo suave das condi¢des iniciais,

entdo ela satisfaz a equagcao de Hamilton-Jacobi-Bellman:
. av ~
min,, (E +yTQy + uTRu) =0
(41)
Considerando uma fungéo de Lyapunov na forma

V=y"P(t)y
(42)

onde P(t) é uma matriz simétrica definida positiva e satisfaz a equacéo algébrica
matricial de Ricatti (40), a derivada da funcdo V, avaliada na trajetoria 6tima com

controle (37) é
V=y"Pt)y+y"P(t)y +y Py

V=[TAT(t) + y"H"(y) —y"P()B(R")TBT]P(t)y + y"P()y
+y"P(O[AM)y + Hy)y — BRT'B"P(t)y ]

Substituindo V na equac&o de Hamilton-Jacobi-Bellman (43), obtemos:

yTlp + ATP + PA— PBR'B"P + HT(y)P + PH(y) + Q]y =0

% Uma matriz M é definida positiva, se e somente, x” Mx > 0; para qualquer x # 0, x € R"
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Entao:

Q =Q(t) —H"(nP(t) — P(OH(Y).

Para as matrizes positivas definidas Q e R, a derivada da funcéo (42), é dada
por V = —yTQy — uTRu, e é definida negativa. Entdo, a funcdo (42), € uma funcéo de
Lyapunov e, de acordo com a teoria de estabilidade de Lyapunov, podemos concluir
gue o sistema controlado (35), é localmente assintoticamente estavel. Integrando a
derivada da funcdo de Lyapunov (42) dada por V = —yTQy — u"Ru, avaliada na

trajetoria 6tima do sistema, obtém-se J,,in = v& P(0)y,.

Entretanto, se I' = R", a estabilidade é assintética global visto que a funcéo

de Lyapunov (39) é radialmente ilimitada, ou seja, V(y) - o quando ||y|| - oo.

De acordo com a teoria do Controle Linear Otimo de sistemas lineares com
funcional quadratico a solucdo da equacéao algébrica matricial de Ricatti (35) é uma
matriz simétrica e definida positiva P > 0 para todo R >0 e Q = 0 dados. Portanto
conclui-se a demonstracdo do teorema de Rafikov e Balthazar (RAFIKOV,
BALTHAZAR, 2005).

5.2 PROJETO DE CONTROLE LINEAR OTIMO APLICADO AO MODELO IDEAL
MATHIEU-VAN DER POL

Aplicando o projeto de Controle Linear Otimo no Modelo Ideal Mathieu-Van

der Pol, a equacdo (43) a seguir, descreve o modelo Ideal Mathieu-Van der Pol

controlado.
5C1 == xz + U
X, =—(a+bx3)x;—(a+bx3)xd—cx, +dxs;

(43)

<.
w
Il

X4

Xy = —exs+ f(1-— x%)x4 + gxq
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onde a funcao de controle U é definida pela equacéo (28).

Dai, temos as matrizes:

X1 — X
Xy — Xy
X3 — X3
X4 — Xy

1
B = <1> matriz constante, y = matriz que representa a diferenca entre a
1

>que indica o caminho desejado,

SO o O

trajetria e o caminho desejado, matriz ¥ =<

matriz Q = I, matriz identidade de ordem 4 e

0 1 0 0
A= —-91,7777 —0,01 90,9497 0
0 0 0 1 '
9,0572 0 —87,0046 17,9982

onde a controlabilidade da matriz R do modelo para o par [4, B] é obtida por

R = [B|AB|A2B|A3B] # 0.

Assim, R = (1). Em seguida, a matriz P € dada por:

04349 -0,0018 -0,0448 -0,0135
—0,0018 0,0043 0,0110 -0,0056
-0,4482 0,0110 1,1717 -0,1709
-0,0135 -0,0056 -0,1709 0,0578

Resolvendo a equacéo algébrica de Riccati (40), obtém-se o controle 6timo u

gue tem a seguinte forma:

u = —2,8743x, + 0,7939x, + 56,3594x; — 13,2351x,.

5.3 PROJETO DE CONTROLE LINEAR OTIMO APLICADO AO MODELO NAO
IDEAL MATHIEU-VAN DER POL
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O projeto de Controle Linear Otimo para o modelo n&o ideal Mathieu-Van der

Pol, visa reduzir o movimento oscilatério do modelo para um ponto estavel.

Pela equacéo (27), temos:

=y, +U

J, = —(a+bys)y: —(a+bys)y: — cy, + dys + uy2cosys + (a — Bys)u seny;
2 1 — pé(senys;)?

V3 = Ya (44)

. _el=(a+bys)y, — (a+bys)yi —cy, + dyslsenys + pey,*cosys senys + a — By,
8 1= pg (senys)?

Vs = Ve

Yo = —eys + f(1 —ys®)ys + gy:

onde a funcéo de controle U é definida pela equacao (28).

Obtém-se, as matrizes:
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=
[
[
[

=
N
|
N

\

=
w
|
w

matriz que representa a

=
-~
|
(o)) ul

T

R R R R R R

matriz constante do tipo 6 x1, y= L

™
Il
~

[ N U S

=
o
|

gue indica o

S OO O OO
N~

diferenca entre a trajetoria e o caminho desejado, matriz X =K

caminho desejado, matriz Q = I, matriz identidade de ordem 6 e,

0 1 0 0 0 0
/—91,77 —0,01 91,10 0 0 0 \
oa_| 950 0 0 1 0 0o |
—009 0 009 -149 0 o |

k 0 0 0 1 0 0 /
950 0 0 0 —87,00 17,99

onde a controlabilidade da matriz R do sistema para o par [4, B] € obtida por
R = [B|AB|A%B|A3B|A*B|A%B].

Assim, R = (1). Em seguida, a matriz P é dada por:

0,216 0,031 0,406 -0,030 -—-0,647 0,040
/ 0,031 0,004 0,058 -0,004 -0,093 0,005 \
0,406 0,058 0,767 -0,058 -1,218 0,071
-0,030 -0,004 -0,058 0,004 0,092 —0,005
-0,647 -0,093 -—-1,218 0,092 1,944 —-0,123
0,040 0,005 0,076 -0,005 -0,123 0,008

P =10*

e o controle 6timo

u = 10%(1,6765x, + 0,2493x, + 3,2667x5 — 0,2353x, — 4,6331x5 + 0,2116x;).
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

As simulacdes numéricas para a obtencdo das respostas de deslocamento e
velocidade dos sistemas Mathieu, Nao Ideal Excitado e Van der Pol foram realizadas
aplicando-se o método de Runge-Kutta de 42 ordem na equacéao (44), usando-se 0s
parametros reais listados nas tabelas 1, 2, 4, 5 e 6 (CHAVARETTE, 2012). O

intervalo de tempo adimensional considerada foi, 0 < t < 50.
6.1 RESULTADOS DO MODELO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL

As trajetdrias do modelo Ideal, sem e com controle, sdo ilustradas nas figuras
48 a 57, e exibem o historico no tempo em relacdo ao deslocamento e velocidade e
plano de fase, respectivamente para os estados do sistema ldeal Mathieu-Van der

Pol, com parametros fixos, parametros incertos e sistema controlado.

As figuras 48 e 52 e seus respectivos zoons figuras 49 e 53 apresentam o
histérico no tempo de deslocamento dos estados x; € x3, as figuras 50 e 54 e seus
respectivos zoons figuras 51 e 55 exibem o histérico no tempo da velocidade dos
estados x, e x, e as figuras 56 e 57 mostram os planos de fase dos pares de
estadoss do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos, parametros

incertos e do sistema controlado.
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A figura 48 e seu respectivo zoom figura 49 apresenta o histérico no tempo:
deslocamento do estado x; do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros

fixos, pardmetros incertos e do sistema controlado.

Figura 48 - Histérico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos, incertos e do sistema controlado.

Historico no Tempo

2 T T T T T T T T
w— Parametros Fixos
15 Parametros Incertos
— Sistema Controlado
1
0.5
x 0
05
-1
-15

2 ! L . \ 1, . L . L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 49 - Zoom da figura 48
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Historico no Tempo

w— Parametros Fixos
Parametros Incertos |
Sistema Controlado

Tempo (7)
Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

A figura 50 e seu respectivo zoom figura 51 apresenta o histérico no tempo:
velocidade para o estado x, do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros

fixos, parametros incertos e do sistema controlado.

Figura 50 - Histérico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos, parametros incertos e do sistema
controlado
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 51 - Zoom da figura 50
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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A figura 52 e seu respectivo zoom figura 53 apresenta o histérico no tempo:

deslocamento do estado x; do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros

fixos, parametros incertos e do sistema controlado.
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Figura 52 - Historico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos, parametros incertos e do sistema

controlado

Historico no Tempo
2. 5 T T T T T T

T T T

w— Parametros Fixos
Parametros Incertos
Sistema Controlado

-2 '5 1 1 1 1 il 1 1 1 '
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 53 - Zoom da figura 52

Historico no Tempo
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Tempo (7)

Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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A figura 54 e seu respectivo zoom figura 55 apresenta o histérico no tempo:
velocidade do estado x, do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos,

parametros incertos e do sistema controlado.

Figura 54 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Ideal Mathieu-

Van der Pol com parametros fixos, parametros incertos e do sistema controlado

Historico no Tempo
40 T T T T T T T T T

w— Parametros Fixos
Parametros Incertos
Sistema Controlado

Iy

30 |1

-40 1 1 1 1 1 1 1 1 '
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 55 - Zoom da figura 54

Historico no Tempo
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30 F m— Parametros Incertos |
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 56 - Plano de Fase dos estados x; e x, do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol

com parametros fixos, parametros incertos e do sistema controlado
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Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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Figura 57 - Plano de Fase dos estados x; e x, do modelo Ideal Mathieu-Van der Pol

com parametros fixos, parametros incertos e do sistema controlado

Plano de Fase
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301
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Através das figuras 56 e 57, tem-se que as trajetérias do sistema ldeal

Mathieu-Van der Pol com controle converge para um ponto fixo.

Conclui-se por meio das figuras 48 a 57, que o método de Controle Linear
Otimo proposto é eficiente para eliminar o comportamento caético do modelo Ideal
Mathieu-Van der Pol, visto que a trajetoria do sistema controlado se estabilizou em

um ponto fixo.
6.2 RESULTADOS DO MODELO NAO IDEAL MATHIEU-VAN DER POL

As simulacdes numeéricas de um sistema nao ideal permitem a verificacdo de
caracteristicas importantes do modelo dindmico provenientes da interacdo da

estrutura com a fonte de excitagao.

A figura 58 apresenta o historico no tempo para o deslocamento x;, com

parametros fixos e parametros incertos e sistema controlado.
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Figura 58 - Historico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos, parametros incertos e sistema
controlado

Historico no Tempo
2_5 T T T T T T
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Tempo (7)
Fonte: Elaboracéo do préoprio autor.

A figura 59 apresenta o histérico no tempo para a velocidade do estado x,, do
modelo N&o Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos

e sistema controlado.
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Figura 59 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Néo Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos e do sistema

controlado
Historico no Tempo
0,5 T T T T T T T T T
w— Parametros Fixos
0.4 Parametros Incertos | -
Sistema Controlado

03 . . . \ . \ . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (7)
Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Das figuras 58 e 59, observa-se que, a trajetéria com o controle ndo sofre

oscilagdes, ou seja, se estabilizou em uma trajetéria horizontal.

A figura 60 apresenta o histérico no tempo para o deslocamento x5, do
modelo N&o Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos

e sistema controlado.
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Figura 60 - Historico no tempo: deslocamento do estado x; do modelo ndo Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos e sistema

controlado
Historico no Tempo
30 T T T T T T T T T
w— Parametros Fixos

Parametros Incertos »”
25 Sistema Controlado |
20 r E
X< 15[ -

1071 1
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Tempo (7)
Fonte: Elaboracéo do préoprio autor.

A figura 61 apresenta o historico no tempo da velocidade do estado x,, do
modelo N&o Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos

e sistema controlado.
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Figura 61 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo N&o Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos e sistema
controlado

Historico no Tempo
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e Parametros Fixos
Parametros Incertos
Sistema Controlado
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Através das figuras 60 e 61, observa-se que, a trajetéria com o controle néo

sofre oscilacdes, ou seja, se estabilizou em uma trajetéria horizontal.

A figura 62 apresenta o historico no tempo do deslocamento do estado xg, do
modelo N&o Ideal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos

e sistema controlado.
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Figura 62 - Historico no Tempo: Deslocamento do estado x; do modelo Nao Ideal
Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos e sistema
controlado

Historico no Tempo
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15 I T H ]

1 Il Il 1

2 | .
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Tempo (7)
Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

A figura 63 apresenta o historico no tempo para a velocidade x,, do modelo
N&o ldeal Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos e

sistema controlado.
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Figura 63 - Historico no Tempo: Velocidade do estado x, do modelo Néo Ideal

Mathieu-Van der Pol com parametros fixos e parametros incertos e sistema

controlado
Historico no Tempo
40 T T T T T T T T T
w— Parametros Fixos
30+ Parametros Incertos | -
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|
|
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—40 1 ' 1 1 1 1 1 1 1
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Nota-se pelas figuras 62 e 63, que a trajetéria com o controle ndo sofre

oscilagdes, ou seja, se estabilizou em uma trajetéria horizontal.

Nas figuras 64, 65 e 66 exibem-se os plano de fase dos pares de estados do

sistema, a saber, (x; xz), (x3,%4) € (X5, X).
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Figura 64 - Plano de Fase dos estados x; e x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der

Pol com parametros fixos e pardmetros incertos e sistema controlado

Plano de Fase
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

Figura 65 - Plano de Fase dos estados x; e x,do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der

Pol com parametros fixos e parametros incertos e sistema controlado

Plano de Fase
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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Figura 66 - Plano de Fase dos estados x5 e x, do modelo Nao Ideal Mathieu-Van der

Pol com parametros fixos e parametros incertos e sistema controlado

Plano de Fase
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Constata-se pelas figuras 64, 65 e 66, que as trajetérias do sistema Nao Ideal

Mathieu-Van der Pol, com controle converge para um ponto fixo.

Conclui-se por meio das figuras 58 a 66, que o método de Controle Linear
Otimo proposto é eficiente para eliminar o comportamento cadtico do modelo N&o
Ideal Mathieu-Van der Pol para um ponto fixo (origem do sistema), visto que a
trajetdria do sistema controlado se estabilizou.
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7 CONCLUSAO

Nesta tese, a dindmica de um novo modelo chamado sistema Nao Ideal
Mathieu-Van der Pol com comportamento cadtico é analisada através dos expoentes
de Lyapunov. Foram encontrados trés expoentes positivos, dentre 0s seis expoentes
do modelo, o que demonstram a existéncia de um comportamento caoético e
caracterizam um comportamento hiper-caotico.

O comportamento cadtico detectado no sistema indica que o sistema é
instavel, cujo comportamento ndo é desejado. Assim, para estabilizar esse
comportamento cadtico, um método de controle baseado no Controle Linear Otimo
foi implementado como estratégia, para reduzir o movimento cadtico a um ponto fixo
desejado aplicado a qualquer condicdo inicial imposta e adotando-se parametros
incertos ao sistema.

O modelo nao linear utilizado para modelar o sistema proposto, de modo néo
ideal é constituido de um motor de corrente continua conectado com uma mola e um
amortecedor ao plano fixo e acoplado com uma massa desbalanceada.

Para todas as simulacdes realizadas foram obtidos os histéricos no tempo e
os planos de fase dos modelos com e sem parametros incertos. A partir do plano de
fase, ilustramos a natureza das solu¢cbes cadticas dos modelos Ideal Mathieu-Van
der Pol e Nao Ideal Mathieu-Van der Pol. Entretanto, analisando apenas o plano de
fase, nem sempre consegue-se diferenciar solu¢cdo quase-periddica de uma cadtica.
Neste caso, calculamos os expoentes de Lyapunov para a certeza da solucéo
cadtica dos modelos, e para determinar os expoentes de Lyapunov, utilizamos o
método de Wolf et al. (1985).

A robustez do controlador foi realizada, através da analise sobre a incerteza
nos valores dos parametros. Os parametros escolhidos foram aplicados,
considerando-se individualmente uma variacédo de 20% (vinte por cento) em relacao
ao valor nominal (BALTHAZAR et al., 2013).

Os resultados mostraram a eficiéncia da estratégia do Controle Linear Otimo,
para controlar o modelo proposto. Visto que reduziu o movimento oscilatorio dos
modelos nao lineares para um ponto fixo, conforme podem ser vistas nas figuras

exibidas do capitulo 6.
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Os possiveis resultados desta tese podem ser utilizados em pesquisas futuras
em projetos de produtos tecnolégicos avancados, como a fabricagdo de veiculos
elétricos e autbnomos no setor automotivo.

Todos os objetivos propostos desta tese foram alcancados com publicacdes

em periddico e eventos cientificos.
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1. Introduction

Humanity is going through a very fast technological revolution, which makes well established companies and start-ups
strive daily to invest in the search for introducing new, customizable, autonomous and more efficient products in the
work market. For such purposes, mechanical engineering contributes with projects of advanced technological
products, such as the manufacturing of electric and autonomous vehicles in the automotive sector. Therefore, with a
simple software update, costs related to maintenance for changing oil, filters and other parts of cars powered by
internal combustion engines, will be replaced.

The challenge of creating a new product requires developing projects that are straightforward concerning the
objectives to be achieved and all stages to be completed, from their beginning, development, until their end. During
the execution phase of a mechanical project, the probability of mistakes happening is high, leading to undesirable
effects, that is, negative effects, or even chaotic ones. Considering this, managing the risks effectively may decrease
the occurrence of a chaotic event that hinders the development of a project. Formally speaking, a chaotic event, or
simply chaos, represents the irregularity of a dynamical system. Its essential characteristics are: sensitivity to initial
conditions, which means that its evolution in time may be altered by small perturbations, and unpredictability, which
implies that it is impossible to predict the posterior evolution of the system, even knowing its state during a long-time
interval.

A prior, it is possible to state that a chaotic response can be understood based on a series of contraction-expansion-
bending transformations, and among the tools applied to characterize chaos, the Lyapunov exponents stand out,
which are one of the invariants of the system, and may be used even for evaluating other invariants [1].

Due to the possibility of a chaotic event happening during the development of projects, the alternative is to seek to
mitigate this disorder state, that is, to manage the chaos that is inherent to the system, checking the weaknesses that
unexpectedly arise, 50 as not to harm the production stage. Nowadays, Chaos Engineering contributes to carrying out
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