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2015. 125 f. Tese (Doutorado em Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, SP 2015

RESUMO

Nesta tese lidamos com a equacao de Schrodinger nao linear com coeficientes modu-
lados em diferentes contextos. Esta equacao diferencial nao linear é amplamente usada
para descrever a propagacao de pulsos de luz através de uma fibra 6ptica ou para modelar
a dinamica de um condensado de Bose-Einstein.

Primeiro, aplicamos as transformacoes canonicas de ponto para resolver algumas
classes de equacao de Schrédinger nao linear com coeficientes modulados ou seja, aqueles
que possuem nao linearidades cibica e quintica (dependentes do espaco e tempo) espe-
cificas. O método aplicado aqui nos permite encontrar solucoes tipo sélitons localizados
(no espago) para a equacao de Schrodinger nao linear com coeficientes modulados, que
nao foram apresentados antes. No contexto de condensados de Bose-Einstein, nds gene-
ralizamos o potencial externo o qual armadilha o sistema, e os termos de nao linearidade
da equacao diferencial.

Em seguida, aplicamos as transformacoes canonicas de ponto para resolver algumas
classes de duas equagoes de Schrodinger nao lineares acopladas com coeficientes modula-
dos isto é, nao linearidades cibica e quintica - dependentes do espago e tempo - especificas.
O método aplicado aqui nos permite encontrar uma classe de solugoes de sélitons tipo ve-
toriais localizados (no espago) das duas equagdes de Schrodinger nao linear acopladas. Os
solitons vetoriais encontrados aqui podem ser aplicados a estudos tedricos de condensa-
dos de Bose-Einstein de atomos com dois estados internos diferentes ou a propagacao de
pulsos de luz através de fibras 6pticas focalizadoras ou desfocalizadoras.

Finalmente, usando transformacoes canonicas de ponto obtemos solucoes exatas lo-
calizadas (no espago) da equacao de Schrodinger nao linear com nao linearidades cibica
e quintica moduladas no espago e tempo, e na presenca de potenciais externos nao homo-
géneos dependente do tempo, e coeficiente de amplificagdo ou absorc¢ao (fonte ou dreno).
Neste caso obtemos uma classe de solucoes exatas localizadas largas da equagao Schro-
dinger nao linear na presenca de um numero de potenciais externos nao-hermitianos os
quais apresentam simultaneamente simetria de paridade e simetria de reversao temporal
(simetria PT), os quais sdo constituidos por uma mistura de potenciais externos e termos
de fonte ou dreno. As solugoes exatas encontradas aqui podem ser aplicadas a estudos
tedricos de propagacao de pulsos de luz através de fibras épticas focalizadoras ou desfo-
calizadoras. Mostramos que, mesmo na presenca de termos de ganho ou perda, solugoes
estaveis podem ser encontradas e que a simetria P77 é uma caracteristica importante para

assegurar a conservacao da energia média do sistema.



PALAVRAS - CHAVE: Sélitons Opticos, Ondas nao lineares guiadas, Guias de ondas
nao lineares, Condensados de Bose-Einstein em potenciais periédicos, Paridade, Simetria

de reversao temporal.
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ABSTRACT

In this thesis we deal with the nonlinear Schrodinger equation with modulated coeffi-
cients in different contexts. This nonlinear differential equation is widely used to describe
light pulses propagating through an optical fiber or to model the dynamics of a Bose-
Einstein condensate.

First, we apply point canonical transformations to solve some classes of nonlinear
Schrodinger equation with modulated coefficients namely, those which possess specific
cubic and quintic (time- and space-dependent) nonlinearities. The method applied here
allows us to find wide localized (in space) soliton solutions to the nonlinear Schrédinger
equation, which were not presented before. In the context of Bose-Einstein condensates,
we also generalize the external potential which traps the system and the nonlinearities
terms.

Then, we apply point canonical transformations to solve some classes of two cou-
pled nonlinear Schrédinger equations with modulated coefficients namely, specific cubic
and quintic - time and space dependent - nonlinearities. The method applied here allows
us to find a class of wide localized (in space) vector soliton solutions of two coupled nonli-
near Schrédinger equations. The vector solitons found here can be applied to theoretical
studies of Bose-condensed atoms in two different internal states and of ultrashort pulse
propagation in optical fibers with focusing and defocusing nonlinearities.

Finally, we use point canonical transformations to obtain localized (in space) exact
solutions of the nonlinear Schrodinger equation with cubic and quintic space and time
modulated nonlinearities and in the presence of time-dependent and inhomogeneous ex-
ternal potentials and amplification or absorption (source or drain) term. We obtain a
class of wide localized exact solutions of nonlinear Schrédinger equation in the presence of
a number of non-Hermitian external potentials which simultaneously exhibit parity and
time reversal symmetries (P7 symmetry), and are constituted by a mixing of real exter-
nal potentials and source or drain terms (imaginary part of the non-Hermitian potential).
The exact solutions found here can be applied to theoretical studies of ultrashort pulse
propagation in optical fibers with focusing and defocusing nonlinearities. We show that
even in the presence of gain or loss terms, stable solutions can be found and that the PT
symmetry is an important feature to guarantee the conservation of the average energy of

the system.



KEYWORDS: Optical solitons, Nonlinear guided waves, Nonlinear waveguides, Bose-

Einstein condensates in periodic potentials, Parity and Time reversal symmetry.
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Capitulo 1
Introducao

Os fenomenos fisicos nao lineares surgem em quase todas as areas da Fisica. Em par-
ticular, a propagacao de pulsos de luz através de uma fibra 6ptica [1], assim como a
evolucdo de um condensado de Bose-Einstein (BEC) [2], sdo apenas alguns exemplos de
tais fenomenos que encontram aplicagoes potenciais em diferentes campos da ciéncia e
da tecnologia. Essencialmente, as dinamicas desses fendmenos fisicos podem ser teorica-
mente descritas pela familia de equagoes de Schrédinger néao linear (ESNL), incluindo a
ESNL com nao linearidade ciibica (ESNLC) [3]-[5], a ESNL com nao linearidades cibica
e quintica (ESNLCQ) [6]-[8], a ESNL de ordem superior [9], a ESNL com simetria PT
[10]-[13] e as ESNLs acopladas [14, 15], entre outras equagoes.

No caso, em que um fenomeno fisico seja descrito pelas ESNLs com coeficientes
constantes em cada um de seus termos constituintes, nao ha efeitos significativos sobre
a manipulagao da forma global (envoltério) de suas solugoes [3]-[15]. Enquanto que uma
situagao mais realista é aquela em que o fenémeno fisico é influenciado por uma forca
externa dependente do tempo e/ou espago, nessa situagao o fenomeno é descrito pelas
ESNLs com coeficientes modulados, ou seja, com coeficientes dependentes da coordenada
temporal e/ou das coordenadas espaciais [16]-[21]. Neste caso a modulagao dos coeficientes
nos permite controlar eficientemente a largura, a amplitude e a posi¢ao do centro de massa,
mantendo invariavel ao mesmo tempo a envoltorio das solugoes.

Especificamente, uma descricao mais completa da propagacao de pulsos de luz em
fibras dpticas leva em conta nao linearidades de ordem superior, que surgem a partir
da expansao do indice de refracao n em poténcias da intensidade do pulso de luz I, ou
seja n = ng + nod + nal? + ..., onde ng ¢ o indice de refracao linear, ny = 3X(3)/8n0 e
ny = 5 /32n, sdo os coeficientes das ndo linearidades ctibica (Kerr) e quintica (ndo-
Kerr), respectivamente; x¥) ¢ a suscetibilidade de i-ésima ordem. Se a expansdo é truncada
em termos de segunda ordem em relagao a I, a equacao diferencial correspondente que
rege a evolugdo nao linear do pulso de luz na fibra éptica é a ESNLCQ [6], onde ng é
constituido por uma parte real e outra parte imagindria, que as vezes sao designadas

como termo de potencial e termo de ganho e/ou perda (amplificacdo e/ou absor¢ao),



respectivamente. Quando a fibra éptica é desenhada adequadamente, ng pode depender
da diregao longitudinal e transversal da fibra.

Enquanto que em um BEC é possivel modular a magnitude e o sinal do comprimento
de espalhamento da interagao de dois bdésons (nao linearidade cubica), as, através da res-
sonancia de Feshbach num campo magnético externo [22] ou numa luz laser [23]. Por meio
deste método, e quando a intensidade média da interagao de dois corpos (nao linearidade
cibica) aproxima-se a zero, pode-se aproximar ao limite de Efimov [24], dominado pelas
interagoes de trés bésons (néo linearidade quintica).

Atualmente, existe uma grande variedade de métodos poderosos para a obtencao de
solugoes analiticas exatas, incluindo as ondas solitdrias e os sélitons, da ESNL em (1+1)
dimensdes do espago-tempo ((141)D), tais como o método de espalhamento inverso [25], o
método de Hirota [26], e a transformagao de similaridade, para nomear alguns. Este dltimo
método foi aplicado pela primeira vez por Serkin et al. [16] e [27] para resolver a ESNLC
com coeficientes modulados e a ESNLC(Q com coeficientes constantes, respectivamente.
No entanto, a pesquisa e a construcao de novas solugoes analiticas exatas da ESNL,
principalmente os sélitons, continua sendo uma area importante e essencial da fisica e
matematica contemporaneas. As solucoes analiticas exatas da ESNL nos dao uma melhor
compreensao dos fendmenos fisicos acima expostos, especialmente quando o modelo tedrico
leva em conta as caracteristicas principais do sistema real numa analise experimental.

Particularmente, os sélitons brilhantes e escuros (bright and dark solitons) tém sido
observados em ambos os fendmenos fisicos nao lineares acima mencionados. A investigacao
de solitons brilhantes e escuros é t1til para entender as propriedades da propagacao de
pulsos de luz e dos BECs. Os sélitons brilhantes sao caracterizados por um méaximo
localizado (no espago) no perfil de densidade, com uma fase constante em toda a regiao
do méximo localizado. Nas experiéncias com BECs de dtomos de "Li [28] ou de 8°Rb [29],
este tipo de séliton é formado utilizando a ressonancia Feshbach para alterar o sinal, de
positivo para negativo, do comprimento de espalhamento. Por outro lado, sélitons escuros
podem também ser considerados como paredes de dominio movendo-se, as quais separam
as regioes de um condensado com diferentes valores do parametro de ordem. Um séliton
escuro é uma imersao localizada (no espago) no perfil de densidade caracterizada por uma
variacao repentina na fase do campo, e pode ser gerado por meio de técnicas de impressao
de fase (phase-engineering) [30, 31]. Assim, hd muitas possibilidades para manipular estes
solitons, justificando fortemente a busca de novas solugoes analiticas.

Além dos sélitons brilhantes e escuros, hd também vérios solitons com varios com-
ponentes chamados sélitons vetoriais, que surgem como solugoes de sistemas de ESNLs
acoplados, que sao usados para descrever a interacao entre os componentes. Por exemplo,
no contexto de fibras dépticas, dois componentes vetoriais correspondem aos dois eixos
ortogonais de polarizacao, com duas frequéncias diferentes, de um pulso de luz quando se

propaga numa fibra 6ptica. No ambito de gases atomicos frios, dois componentes vetoriais



sao as funcoes de onda macroscépicas dos atomos de um BEC com dois estados diferentes,
cuja dinamica é regida por um sistema de duas equagoes de Gross-Pitaevskii [15] ou duas
ESNL acopladas.

Recentemente tem havido um crescente interesse em estudar sistemas fisicos linea-
res e nao lineares com potenciais nao-hermitianos exibindo simultaneamente simetria de
paridade e simetria de reversao temporal (simetria P7T). Esta classe de sistemas fisicos
foi introduzida por Bender e Boettcher em [32]. As defini¢bes de potenciais com simetria
PT e suas propriedades tém sido discutidas nos ultimos anos [32]-[36]. Sistemas fisicos
exibindo simetria P7T motivou discussoes em varias frentes da Fisica. Em particular, na
Optica nao linear tem sido sugerido a possibilidade de realizar estruturas que apresentam
simetria P7T [10, 37, 38]. Isto pode ser conseguido através de uma distribui¢ao adequada
das regioes de ganho ou perda no meio 6ptico [37]. Além disso, BECs confinados em
potenciais com simetria P7T, tanto em cendrios realistas, bem como em modelos tedricos
foram recentemente estudados [13, 39].

Neste contexto, o presente trabalho trata a equacao de Schrodinger nao linear com
coeficientes modulados, focalizando a busca de novas solugoes analiticas exatas, solitons
brilhantes e escuros, que possam esclarecer as diversas dinamicas que surgem quando um
pulso de luz propaga-se através de uma fibra éptica ou quando evolui a densidade de
particulas em um BEC.

Para resolver a ESNL com coeficientes modulados estendemos o método de trans-
formagoes canonicas de ponto, que foi utilizado com sucesso para a resolver a equacao de
Schrodinger linear. Verificamos que este método explica a origem de ansatz envolvidos
no método da transformacao de similaridade, como serd explicado em detalhe no presente
trabalho.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentamos
um breve resumo da teoria do séliton na ESNL. Além disso, mostramos as diferentes
generalizagoes da ESNL que surgem no estudo da propagacao de um pulso ultracurto
através de uma fibra 6ptica ou no estudo da dinamica de um BEC. Também, os sélitons
opticos e as ondas de matéria solitonicas sao explicados brevemente.

No Capitulo 3, estendemos o método de transformacoes canonicas de ponto para
resolver a ESNLCQ com coeficientes modulados. Em seguida, apresentamos novas solu-
¢oes analiticas solitonicas, cujas amplitudes e larguras podem ser moduladas de maneira
controlada por meio dos parametros do modelo. Mostramos também algumas generaliza-
¢oes que foram percebidas e deduzidas a partir da utilizagao do método de transformagoes
canonicas de ponto.

No Capitulo 4, usamos o método de transformagoes canonicas de ponto para resolver
alguns sistemas de duas ESNLCQ acopladas com coeficientes modulados. Novas solugoes
analiticas solitonicas sao apresentadas, com as caracteristicas que as suas amplitudes e

larguras podem ser manipuladas por meio de um parametro externo ao modelo proposto.



No Capitulo 5, resolvemos uma ESNLCQ que apresenta simetria P77, pelo método de
transformacoes canonicas de ponto. Apresentamos algumas generalizacoes de dois modelos
bastante utilizados em sistemas com simetria P7. Além disso, mostramos novas solugoes
analiticas solitonicas, as quais apresentam amplitudes e larguras moduladas. Estudamos
também a estabilidade das solugoes analiticas solitonicas encontradas.

No capitulo 6 apresentamos as conclusoes e comentarios finais do trabalho.

No apéndice A apresentamos uma deducao detalhada da equacao de movimento,
que descreve a dinamica da propagacao de um pulso de luz através de uma fibra optica,
a partir das equacoes de Maxwell.

No apéndice B mostramos alguns detalhes do método numérico usado em nossas

simulagoes.



Capitulo 2

O contexto fisico da equacao de

Schrodinger nao linear

Neste capitulo, apresentamos um breve resumo de fenomenos fisicos nao lineares os quais
podem descritos pela equacao ESNL e suas generalizacoes. Damos énfase especial sobre
o fendmeno da propagacao de pulsos de luz através de uma fibra éptica e na dinamica
de um BEC. Esses fenomenos encontram aplicacoes potenciais em diferentes campos da
ciéncia e da tecnologia [1, 2].

Na primeira parte abordamos as principais caracteristicas da ESNL. Ato continuo,
discorremos sobre as diferentes equagoes que modelam a dinamica de propagacao de pul-
sos de luz através de um meio 6ptico. Finalmente, expomos sobre a equacao de Gross-

Pitaevskii, a qual modela a dinamica de um BEC na aproximacao de campo médio.

2.1 A equacao de Schrédinger nao linear

No6s usamos as referéncias [40, 41], para fazer este breve resumo da teoria da ESNL.

A ESNL, juntamente com as suas variantes sao algumas das equacoes diferenciais
parciais nao lineares mais importantes da Fisica Matematica. O nome ESNL origina-
se de uma analogia formal com a equacao de Schrodinger da mecanica quantica. Neste
contexto, um potencial ndo linear (que é nao local na aproximacao de Hartree [42]) surge
na descricao de campo médio de particulas que interagem. A ESNL descreve a evolugao
de diversos fenomenos fisicos nao lineares, tais como, a propagacao de pulsos em fibras
Opticas, a propagacao de pulsos em cristais fotonicos, as ondas de Langmuir em plasmas,
a dinamica de um BEC, por exemplo.

A ESNL ¢é uma equagao diferencial parcial nao linear, da forma

0

ag 2 2 .

onde a funcao ¢ depende das coordenadas espaciais x, y, z e da coordenada temporal ,

10
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V2= 88—;2 + 88—;2 + %, g e o sao constantes reais. O estudo dessa ESNL contribuiu para
o desenvolvimento de conceitos mateméticos tais como singularidades em uma equagao
diferencial parcial ndo linear [40] e o conceito de séliton.

O conceito de séliton foi introduzido pela primeira vez por Zabusky e Kruskal [43].
O séliton é uma solugao de uma equacao diferencial nao linear (onda solitaria) que nao se
dispersa e preserva sua identidade durante a propagacao e mesmo depois de uma colisao.
A teoria de sdlitons na ESNL foi desenvolvida pela primeira vez por Zakharov e Shabad
[25], para o caso da propagagdo de um feixe de luz estacionario num meio éptico com

indice de refragao nao linear.

2.1.1 Sodlitons na equagao de Schrodinger nao linear

A ESNL em (1+1) dimensdes do espago-tempo pode ser escrita na forma

2 IO Py =0 (2:2)

Ao estudar a propagacao de um pulso de luz através de um meio 6ptico, onde ¢ é
a direcao de propagacgao do pulso e x é a coordenada temporal, Zakharov and Shabad
[25, 44] mostraram que ela é uma equacao diferencial parcial ndo linear completamente
integravel.

Sempre que, 0 = —2, g > 0 e para a condigoes de contorno || — 0 quando x — +00,
Zakharov e Shabad [25] empregaram o método de espalhamento inverso e obtiveram uma

solucao analitica exata estavel do tipo séliton, dada pela expressao
Y (z,t) = 1)y sech [A(x — 9 — agt)] exp [i (vz/2+0 (v* —4A%)t/8+ ¢o)],  (2.3)

na qual ¢y = y/—0/gA é a amplitude do séliton, zg e ¢ sdo constantes reais relacionadas
com a invariancia da ESNL ao deslocamento temporal e da fase, respectivamente, e v é a
velocidade constante do soéliton, associada a invariancia de Galileu. Quando v = 0, este

soliton tem a forma de uma solucao estacionaria
Y1 (z,t) = g sech [A(x — xo)] exp [i (—oA*t/2 4 ¢o)] - (2.4)

Em 1973 Akira Hasegawa e Frederick Tappert mostraram [45], analiticamente e numeri-
camente, a possibilidade de transmissao de pulsos épticos sem distor¢ao através de uma
fibra 6ptica com o < 0 (dispersdo anomala) e g > 0. Os autores argumentaram que
podem ser transmitidos sem distor¢ao apenas sélitons brilhantes Eq. (2.3). O séliton
foi chamado de brilhante porque a sua intensidade exibe um maximo localizado (no es-
paco) num ambiente uniforme. Na Figura 2.1(a) é mostrado o perfil do médulo do séliton

brilhante estacionario, Eq. (2.4).
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(b)
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Figura 2.1: Perfis das intensidades dos sélitons para xo =0, ¢9 =0, A=1e g =2. (a)
Soliton brilhante estacionario, Eq.(2.4). Séliton, Eq.(2.5), em t = 0; (b) Escuro, ¢ = 0.
(c) Cinza, ¢ = /5.

Para o caso, 0 = —2, ¢ < 0 e para a condig¢bes de contorno |¢| — 1y quando
r — Foo, Zakharov e Shabad [44] empregaram, novamente, o método de espalhamento

inverso e obtiveram uma solucao analitica exata estéavel do tipo séliton, da forma
W (z,t) = g (cos ¢ tanh © + i sin @) exp [i€)] , (2.5)

na qual ¥y = y/0/gA é a amplitude do séliton e ¢ é o angulo eficaz correspondente ao

deslocamento da fase total através do soliton. Além disso,
© = Acosé (x — o) + vt,

v — A%0 cos ¢ sin ¢
Ao cos ¢

Q:

N2
(2 — ) + <A20+ (v — A% cos ¢ sin @) )t_%‘

2A20 cos? ¢

Se ¢ = 0, o séliton adota a forma

Py (z,t) = g tanh [A (z — x0) + vt] exp [i€Q0] , (2.6)

Ao 2A2¢0
Em 1973 Hasegawa e Tappert mostraram [46], analiticamente e numericamente, a

coonzi(m—x0)+<A2a+ Ca )t—qbo.

possibilidade de transmissao de pulsos épticos sem distorcao através de uma fibra optica
com o > 0 (dispersdao normal) e g > 0. Os autores inferiram que somente é possivel
transmitir sélitons escuros (solugao tipo tanh, Eq. (2.6)). A intensidade de um séliton
escuro exibe uma imersao localizada (no espago) em um ambiente uniforme luminoso.
Além disso, Tomlinson et al. [47] chamaram pela primeira vez as solugoes analiticas com
¢ # 0 de sélitons cinzas (gray solitons), onde ¢ é o parametro de escuridao.

O perfil do médulo do séliton, Eq. (2.5), para diferentes valores de ¢ e em ¢t = 0, é
exibido na Figura 2.1(b)-(c). A partir desta figura, vé-se que a amplitude do séliton, Eq.
(2.5), depende do deslocamento da fase total através do séliton, ¢. Quando ¢ = 0, Figura
2.1(b), representa o séliton escuro, e para ¢ # 0, Figura 2.1(c), tem-se o séliton cinza.

Para concluir esta subsegao, queremos mencionar que as solucoes do tipo solitons,
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Egs. (2.3) e (2.5), sdo as representagoes mais simples de uma extensa familia de solugoes
analiticas exatas estaveis da Eq. (2.2), chamadas multi-sélitons. Aqui termina nosso breve
resumo da teoria de sélitons, para uma descricao pormenorizada de dita teoria, sugerimos

ao leitor recorrer a referéncia [48] para maiores detalhes.

2.2 Equacoes de propagacao de pulsos de luz em fi-

bras opticas

Como ja foi mencionado acima, a ESNL e suas generalizacoes tém muitas aplicacoes em
varios campos da fisica, tais como na dinamica dos fluidos, em fisica de plasma, em
Optica nao linear, em acustica nao linear, em fisica do estado soélido, etc.. A ESNL tem
despertado grande interesse, hd muito tempo, no estudo da propagacao de pulsos em fibras
Opticas. Mostramos em seguida algumas equagoes, as quais sao parte da familia de ESNL,
usadas para estudar as propriedades da propagacao de um pulso num meio 6ptico. Uma
derivagao detalhada da ESNL que descreve a propagacao de um pulso de luz através de
um meio 6ptico é mostrado no Apéndice A. Nesta se¢ao, nés nao deduziremos cada uma
das equagoes mostradas aqui, ja que isso vai além do escopo desta tese.

A ESNL com nao linearidade ciibica

8E 82E (STL 1
2%k — + —— + 2=
! 0z + 0x? * ng

|E”E =0, (2.7)

foi usado pela primeira vez, por Talanov [3] e Kelley [4], para examinar as caracteristicas
do efeito de auto-focalizagao devido ao indice de refracao nao linear, n = ng+ dn, |E |2, de
um feixe de luz propagando-se através de um meio 6ptico. Na Eq. (2.7), E é a amplitude
do campo elétrico, k = /€yw/c o nimero de onda, € é a permissividade elétrica do vacuo,
¢ é a velocidade da luz no vécuo, ng é o indice de refracao linear, e dn,; é a contribucao
ndo linear no indice de refracdo ligada & suscetibilidade y de terceira ordem (x®) do meio
optico.

Quando um pulso de luz intenso propaga-se numa fibra éptica, a polarizacao no
interior do meio é mais intensa. Portanto, para uma analise mais precisa das caracteristicas
da propagagao de pulsos de luz intenso, Pushkarov et al. [6] sugeriram a necessidade de
se ter em conta os efeitos nao lineares de ordem superior do que a terceira ordem na
suscetibilidade x da fibra éptica. Desta maneira, a expansdo, em poténcias de |F |2,
resultante do indice de refracao é da forma: n = ng+ ns |E|* 4+ ny |E|* + ..., onde ny (no
linearidade Kerr) e ny (ndo linearidade nao-Kerr) estdo vinculadas as suscetibilidades
de terceira (x®) e quinta (x®) ordem, respectivamente. Se a expansdo é truncada em
termos da segunda ordem em relagao a |E|27 a equacao diferencial correspondente que

rege a evolucao nao linear do pulso de luz intenso na fibra éptica é a ESNL com nao
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linearidades ciibica e quintica (ESNLCQ), dada pela expressao

(O0A 10A B PA 5 o 4

—t - == AA—~|AI"A = 2.
(5 + 25 ) ~ 2 gm + P MP A=A A =0, 23)
onde z é coordenada longitudinal de propagagao, t é a coordenada temporal. A (z,t) esta
relacionada a amplitude do campo elétrico F pela igualdade E (r,z,t) = A(z,t) F (1),
onde r é a coordenada cilindrica radial e F' (r) é a distribucao radial do modo da fibra ép-
tica. v, ' = (0B/0w)

Kk = kongoy, v = —kongan > 0, kg = wo/c, wp é a frequéncia da onda e § é o nimero de

W=wj

. ¢ o valor reciproco da velocidade de grupo. 8 = (9°6/0w?),,_,, ,

onda.

Y. Kodama e A. Hasegawa [9], derivaram a equagao de onda nao linear para um
envoltorio de uma onda eletromagnética num guia de onda dielétrico, incluindo os efeitos
de inomogeneidade transversal, dispersao nao linear e dissipacao consistente a ordens

superiores, dada pela expressao

. aq1 ’ aq1 klll 82(]1 T a3Q1
Z(8z+18t 20 6 ol T
) ok o0 , OF?
+ik;qq + 8_E1§qu1 + mla (qlEg) + za2q18—to =0, (2.9)

onde ¢; é normalizada a Ej tal que EZ = |q1|2. Esta ultima equacao é chamada de ESNL
de ordem superior.

Recentemente, Musslimani et al. [10] investigaram os efeitos da nao linearidade na
dinamica de um feixe de luz propagando-se através de um guia de onda focalizador que
apresenta propriedades de simetria P7. Dita simetria é obtida devido a uma adequada
distribuicao das regioes de ganhos e perdas, na construgao do guia de onda. Este estudo
foi realizado considerando-se uma ESNL com nao linearidade ciibica e potencial complexo
o qual apresenta simetria P7T:

o 0%

it o H V(@) + W (@) + 1> =0, (2.10)

onde 1) é proporcional ao campo elétrico e o potencial complexo P7T simétrico satisfaz as
relagoes: V (—x) =V (x) e W (—z) = =W ().

Manakov estudou em [14], pela primeira vez, os efeitos devido a arbitrariedade da
polarizacao das ondas propagando-se num meio éptico. Nesse artigo, o autor generalizou
a Eq. (2.7), considerando uma onda polarizada através de um meio éptico com dois eixos

ortogonais de polarizacao e deduziu que a evolucao de tais ondas polarizadas é descrita
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pelas ESNLs acopladas

OFE,  ’E

i—s+ o s (B |Bf) By =0,

OF, 0*E

20—;+Wj+m(|El|2+ |B*) By =0 (2.11)

Desta forma, ha muitas situagoes no estudo da propagacao de um pulso de luz através
de um meio 6ptico, onde ESNL e suas generalizacoes sao relevantes. Embora as equagoes
de propagagao, Eqs. (2.7)-(2.11), tenham sido bem sucedidas para explicar um grande
niumero de efeitos nao lineares, elas nao incluem todos os efeitos nao lineares, tais como,
espalhamento ineldstico, dispersao de terceira ordem, entre outros. A descricao desses
efeitos nao lineares ultrapassa o ambito desta tese. Nas referéncias [1] e [49] o leitor pode
encontrar uma descricao detalhada de outros efeitos nao lineares.

Atualmente, devido aos avancos cientificos e tecnolégicos, podemos desenhar adequa-
damente a fibra optica e adapta-la as nossas necessidades. Deste modo, pode-se melhorar
a capacidade para modular adequadamente a intensidade de cada um dos coeficientes da
equagao diferencial que modela a propagacao dos pulsos pela fibra, isto é, tornando-os de-
pendentes da direccao longitudinal e transversal da fibra. Consequentemente, a equacao
diferencial que descreve a propagacao de pulsos de luz num fibra optica é a ESNL com

coeficientes modulados [16, 50].

2.2.1 Soélitons o6pticos

Para esta breve explicagao das principais propriedades dos sélitons épticos bem como tam-
bém alguns defini¢oes normalmente usadas na teoria dos sélitons, nds usamos a referéncia
[51].

Um pulso de luz (pulso eletromagnético), em geral, se dissemina durante sua pro-
pagacao em meios Opticos que manifestam unicamente efeitos lineares. Pelo contrario,
se o0 pulso de luz propaga-se através de um meio éptico, tal como uma fibra optica, que
manifesta efeitos lineares e nao lineares, pode acontecer que o pulso de luz se propague e
interaja dentro da fibra sem alterar sua forma. Isso pode acontecer devido a um balan-
ceamento entre os efeitos lineares e nao lineares na fibra optica. Neste ultimo caso, nés
chamamos o pulso eletromagnético de soliton éptico.

O balanco entre os efeitos lineares e nao lineares pode ocurrer de duas formas:

1. Quando o pulso eletromagnético (short temporal pulse), quase monocroméatico cen-
trado na frequéncia wy, propaga-se num meio espacialmente confinante, tal como
uma fibra éptica. Neste caso, o pulso de luz se dissemina porque as diferentes
frequéncias do pulso, em torno de wy, tém diferentes velocidades e durante a pro-

pagacao as fases relativas entre todas as frequéncias sao diferente de zero. Este
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processo é chamado de dispersao cromética, e é um pronunciamento dos efeitos li-
neares numa fibra, as quais estao associadas ao parametro de dispersao da velocidade
do grupo (d*f/dw?),,_,, (Eq.(A.52)).

Por outro lado, além da dispersao cromética, o pulso modifica as propriedades da
fibra (polarizagao elétrica) e revela os efeitos nao lineares. Estes efeitos ndo lineares
estao relacionados a auto-modulagao da fase (self-phase modulation SPM). A SPM
refere-se a mudanca auto-induzida da fase experimentada por um campo déptico
durate sua propagagao, cujo coeficiente é nyen (wo) (Eq.(A.52)). Sempre que a
SPM balanca a dispersao cromatica, ou seja quando a auto-modulacao das fases
elimina a diferencga entre as fases relativas das frequéncias, o pulso eletromagnético
se propaga sem alterar sua forma. Diante disso, o pulso eletromagnético é chamado

de séliton temporal.

2. A propagacao de um feixe de luz de secao transversal espacial finita, quase mono-
cromatico e centrado na frequéncia wy, em uma direcao arbitraria z de um meio
optico pode ser visto como uma superposicao de ondas planas, todas as ondas pla-
nas possuem um mesmo nimero de onda mas com diferentes angulos a com respeito
a z. Assim cada onda plana se propaga com uma velocidade de fase diferente com
respeito a z. Consequentemente, durante a propagacao as fases relativas entre todas
as ondas planas sao diferentes de zero. Portanto, o feixe de luz se dissemina, isto €,
a secao transversal espacial do pulso aumenta rapidamente. Este processo de desvio
das ondas planas em angulos diferentes, é um efeito linear no meio éptico chamado

difracao.

Conjuntamente ao processo de difracao, o feixe de luz modifica as propriedades do
meio (polarizagdo elétrica) e revela os efeitos nao lineares pela alteragao local do
indice de refracao, através do qual se pode gerar um meio 6ptico focalizador. Se o
indice de refragao alterado localmente é mais intenso no centro da secao transversal
do pulso do que na borda da secao transversal, o meio éptico se assemelha a uma
lente éptica que focaliza o pulso no centro da secao transversal. Este efeito nao linear
¢ chamado de auto-focalizagao. Se o efeito de auto-focalizacao balanca a difragao, o
pulso torna-se auto-armadilhado com um diametro muito estreito, e é chamado de

soliton espacial.

O primeiro experimento, realizado numa célula cheia com vapor de sédio, em conse-
guir produzir sélitons espaciais brilhantes, foi relatado em 1974 por Bjorkholm e Ashkin
[52]. Em 1980 os sélitons 6pticos brilhantes foram observados pela primeira vez por
Mollenauer, Stolen and Gordon [53]. O sdliton temporal escuro foi encontrado experi-
mentalmente por Emplit et al. em 1987 [54]. Com respeito aos sélitons espaciais escuros,
D. R. Andersen et al. [55], relataram sobre a medida experimental direta das velocidades

de propagacao de tais sélitons em 1990.
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2.3 Equacoes da dindmica de BECs

Nesta se¢@o, nés seguimos a referéncia [2]. Como na segao anterior, nés ndo deduziremos
cada uma das equacoes mostradas aqui, ja que isso vai além do objetivo desta tese.

Um BEC é uma fase da matéria formada por bdsons (particulas que possuem spin
inteiro) a uma temperatura muito préxima do zero absoluto. Os bdsons, quando con-
dicionados a uma temperatura préxima do zero absoluto, atingem o mais baixo estado
quantico, e nessas condigoes os efeitos quanticos podem ser visualizados em escala macros-
cépica. Desta maneira, chama-se de BEC ao agrupamento de boséns no estado quantico
mais baixo, quando a temperatura do sistema é préxima do zero absoluto.

A idéia basica do BEC remonta a 1925, quando A. Einstein, com base em um docu-
mento encaminhado pelo fisico indiano S. N. Bose (1924), dedicado a descrigao estatistica
dos quanta de luz, previu a ocorréncia de uma transicao de fase em um gas de atomos
nao interagentes. Esta transicao de fase estd associada com a condensacao de atomos no
estado de menor energia e é consequéncia de efeitos estatisticos quanticos.

Em 1961, L. Pitaevskii [56] e, independentemente, E. Gross em 1963 [57], introdu-
ziram um parametro de ordem para o BEC. O conceito do parametro de ordem na teoria
de transi¢oes de fase foi introduzido por L. Landau [58], o parametro de ordem é um
parametro nao nulo que esta presente em uma fase do sistema mas desaparece na outra
fase do sistema. No caso de um BEC, o parametro de ordem é o operador campo classico
Uy (r, t) vinculado ao nimero de bdsons (Ny) no estado de menor energia do sistema pela

expressao
/ |\Ifo (I’,t)|2 dr = NQ.

Além disso, Pitaevskii e Gross propuseram descrever a evolucao desse parametro de ordem
pela equagao que hoje leva seus nomes, a equagao de Gross-Pitaevskii (EGP)
0V h?

— e VA, + V., U RV 2.12
Zat 2mV 0+ Vert Yo + g |Wo|” Yo, ( )

na qual ¥y = Wq (r,t) é o parametro de ordem macroscépico do BEC, Vi = Vi (r,t) é
o potencial de armadilhamento, e g = 4wh%a,/m que é a constante de acoplamento da
interacao media entre dois atomos do condensado, a qual origina o termo nao linear (as
¢ o comprimento de espalhamento béson-béson). Quando ags > 0 a interagdo entre as
particulas do condensado é repulsivo e quando a, < 0 tal interacao é atrativa. Como pode
ser visto, a EGP é semelhante a ESNL, Eq. (2.1).

Em 1995, Anderson et al. [59] produziram experimentalmente, pela primeira vez, um
BEC a partir de um vapor de atomos de rubidio 87. Desde entao, tem havido atividades
tedricas e experimentais intensas na compreensao das propriedades das dinamicas dos
gases de Bose, em diferentes contextos.

A reducao da EGP em (341) dimensdes do espago-tempo, Eq. (2.12), em uma
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equagao diferencial em (141) dimensées do espago-tempo, foi feita por Salasnich et al.
[60]. Os autores consideraram o BEC na forma de um charuto, o qual é obtido pelo
potencial de armadilhamento com simetria cilindrica, que confina fortemente duas diregoes
espaciais (coordenadas transversales) e deixa livre a terceira diregao espacial (coordenada
axial). Usando uma abordagem variacional, obtem-se uma ESNL efetiva dependente do
tempo, que descreve a dinamica axial de um BEC confinado num potencial externo com

simetria cilindrica.

91 —( L YV () + 9N2 |f|2> f, (2.13)

9t =\ "2man dral

exp|— xQ 2 0'2 4
onde ¥ (r,t) = ul (\/;g(z)é)z ( ’t)]f(a:,t), Veat (r,8) = 2mw? (22 +94?) + V (2), wi é a

frequéncia de oscilacao na direcao transversal.

Busch e Anglin [15], estudaram o comportamento de um BEC, cujos dtomos consti-
tuintes podem ser encontrados em dois estados internos diferentes |D) e |B). A dinamica
deste BEC ¢ modelada pelas ESNLs acopladas

“or T T2 ox2 +(VD+|¢D|2+9D |¢B|2—u) Yp
8¢B 1821/JB
i~ =55 + (Vo +[vs +gplunl —p—A) s, (2.14)

onde ¥p e Yp sao os parametros de ordem dos atomos em cada estado interno, e pup = p
e g = p+ A sdo os potenciais quimicos.

No contexto dos sistemas que apresentam simetria P7, Klaiman et al. sugeriram em
[13] um cendrio quantico, em que tal simetria P7T pode ser construida. O referido cenério
quantico consiste de um BEC confinado no interior de um potencial de poco duplo, onde
um dos pocgos é usado como uma fonte, através da qual as particulas sao injetadas no
interior do BEC, enquanto o outro poco é usado como uma foz, desde onde as particulas
sao removidas do BEC.

Cartarius et al. [39], a partir da sugestdao de Klaiman, desenvolveram uma inves-
tigagao tedrica sobre a influéncia dos efeitos da nao linearidade na simetria P7 de um
BEC aprisionado dentro de um potencial de poco duplo. Para estudar estes efeitos, os au-
tores consideraram um modelo unidimensional simples em que o condensado é confinado
num potencial com simetria P7T composto de duas funcoes delta de Dirac. Tal modelo
¢ descrito pela ESNL com nao linearidade cibica e potencial complexo a qual apresenta
simetria PT

o , . 2 2
pr i (1+iy)d(z+b0)+(1—iv)d(x—b)|V —g V|V = —k°T, (2.15)
onde U = W (x) é o parametro de ordem, k € C, Re(k) > 0, e 7y é real.

Akhmediev et al. investigaram pela primeira vez [7], os efeitos sobre o comporta-
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mento dinamico de um BEC aprisionado em um potencial parabdlico, ao incluir, dentro
da EGP, o termo associado com a interagao de trés bdsons,
ov h? Arh%a,

-, — T & 2\11 er\P
Zat 2mV +Vt + m

)P+ B (2.16)

Como pode ser visto a tltima equacao é uma ESNL com nao linearidades cuibica e quintica
(ESNLCQ).

Estas equagoes diferenciais, mencionadas acima, e outras ESNL e suas generalizacoes
sao utilizados para investigar as diferentes dinamicas dos BEC.

E importante ressaltar que, a intensidade e o sinal do comprimento de espalhamento
as pode ser variado mediante a aplicagao adequada de um campo magnético externo [61],
uma luz laser [62], ou um campo de radio frequéncias [63]. Esta variagao é bastante
pronunciada na vizinhanca da ressonancia de Feshbach. A ressonancia de Feshbach em
um BEC ocorre quando a energia continua de colisao entre dois bdsons ¢é igual ou proxima
da energia discreta de um estado ligado de uma molécula composta pelos mesmos dois
bésons.

Em 1998, Inouye et al. [64], variando a intensidade de um campo magnético externo
perto da ressonancia de Feshbach, lograram modular o comprimento de espalhamento a
dos atomos de sédio de um BEC aprisionado numa armadilha 6ptica dipolar formada
por um feixe de laser infravermelho, mudando sua intensidade e seu sinal de um modo
continuo.

Isso abriu o caminho para estudos de novos efeitos dinamicos como novas formas
de oscilagoes coletivas ou o colapso repentino de um condensado quando o valor de a
¢ alterado de positivo para negativo. Também foi possivel estudar os estados quanticos
de Efimov [24]. Quando o valor do comprimento de espalhamento as é préximo de zero,
pode-se criar um BEC em que a interac¢ao entre dois bésons (nao linearidade ctbica) é
proximo de zero, e dessa maneira aproximar-se ao limite de Efimov, onde a interagao de
trés bésons (nao linearidade quintica) é predominante. Neste contexto, em 2006 Kraemer
et al. [8], reportaram a observacao de estados quanticos de Efimov num gas ultrafrio de
atomos de césio.

Consequentemente, a variacao do comprimento de espalhamento ay, como mencio-
nado acima, tornou possivel o estudo de novas dinamicas no BEC, as quais podem ser
modeladas pela ESNL com coeficientes modulados, ou seja, coeficientes dependentes das

coordenadas espaciais e do tempo, [17, 18, 20, 21].

2.3.1 Ondas de matéria solitonicas

Em 1924, em sua tese de doutorado, Louis de Broglie postulou a natureza ondulatéria
dos elétrons e sugeriu que toda a matéria apresenta caracteristicas tanto ondulatérias

como corpusculares comportando-se de um ou outro modo dependendo do experimento
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especifico. Em 1927, Clinton Davisson e Lester Germer demonstram experimentalmente
a difracao de elétrons através de cristais.

No contexto de um gas de Bose, os bdsons alcangam seu comportamento ondulatério
(onda de matéria) quando a temperatura do gas é proxima do zero absoluto, formando
um BEC. Como ja foi mencionado acima, a dinamica de um BEC pode ser descrita pela
ESNL, conhecida como EGP. Vimos também que os sélitons sao solugoes das equagoes
diferenciais nao lineares, como a EGP. Assim, pode-se obter solucoes tipo sélitons que
resolvem da EGP, chamadas de ondas de matéria solitonicas.

As ondas de matéria solitonicas, que descrevem dinamicas de BECs, estao inti-
mamente relacionados com solitons épticos em éptica nao linear, as quais descrevem a
propagacao de pulsos de luz em fibras épticas.

Reinhardt et al. [65], previram a existéncia de sélitons escuros para um BEC quando
a interacao entre dois bdsons é repulsivas, ou seja o comprimento de espalhamento é
positivo, a; > 0. Em 1999, Burger et al. [30] criaram experimentalmente, usando o
método de impressao de fase, sélitons escuros em um BEC de atomos de rubidio 87
(conglomerado em forma de charuto). Independentemente, Denschlag et al. [31] criaram
solitons escuros en un BEC de atomos de sédio.

Por outro lado, Ruprecht et al. [66], sugeriram que sélitons brilhantes poderiam
ser encontrados em um BEC com interacao atrativa entre dois bésons, ou seja quando o
comprimento de espalhamento é negativo, as < 0. Em 2002, o grupo da Rice University
em Houston liderado por R. G. Hulet et al. [28] e, independentemente, o grupo da
Ecole Normale Supérieure em Paris liderado por C. Salomon et al. em [67] reportaram
a formacao de soélitons brilhantes em BEC formado por atomos de Litio 7, aprisionados
numa armadilha éptica quase unidimensional. Ambos grupos modularam continuamente
a intensidade de interagao entre dois bosons passando de uma interacao repulsiva para
uma interac¢ao atrativa por meio de uma aplicacao adequada de um campo magnético.
Deste modo, a interacao atrativa, a qual esta vinculada ao coeficiente do termo nao linear

da equagao Gross-Pitaevskii, contrabalangou a dispersao da onda de matéria.

2.4 Modelos da equacao de Schrédinger nao linear

com coeficientes modulados

Até agora, relatamos como a familia de ESNL é empregada para descrever teoricamente
diferentes dinamicas da propagacao de pulsos de luz através de uma fibra optica e a
evolugao de um BEC, em diferentes contextos. Além disso, nds temos a capacidade de
manipular o valor da intensidade da interagao entre o pulso de luz e a fibra éptica, fazendo
um desenho adequado das fibras 6pticas. Enquanto que em um BEC podemos modular a

intensidade da interagao entre dois bosons, o comprimento de espalhamento a,. Tudo isso
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envolve descrever os fenomenos fisicos mencionados acima, através da familia da ESNL
com coeficientes dependentes das coordenadas espaciais e de tempo.

Tal como ja foi mencionado hé solugoes tipo sélitons (brillantes e escuros) das equa-
¢oes diferenciais, as quais descrevem o fenomeno fisico em estudo. Estes sélitons sao muito
importantes porque eles aparecem em diferentes areas da ciéncia e tecnologia.

Vale ressaltar que, no caso em que um fenoémeno fisico seja descrito pela ESNL
com coeficientes constantes em cada um de seus termos constituintes, nao ha efeitos
significativos sobre a manipulacao da forma global (envoltério) de suas solugoes. Enquanto
que se um fenomeno fisico ¢ descrito pela ESNL com coeficientes modulados, a modulagao
dos coeficientes nos permite controlar eficientemente a largura, a amplitude e a posi¢ao
do centro de massa, mantendo invaridvel ao mesmo tempo o envoltério das solugoes.

Na maior parte da literatura existente sobre os métodos para resolver a familia de
ESNL com coeficientes modulados, é amplamente usado o método de transformagao de
similaridade, o qual foi aplicado pela primeiramente vez para resolver a ESNLC com
coeficientes modulados em [16], e depois em [17, 18, 21]. O método de transformacao de
similaridade mapeia a ESNL com coeficientes modulados em uma ESNL com coeficientes
constantes cujas solucgoes sao bastante conhecidas. Analisando o método de transformagcao
de similaridade aplicado a um problema com potencial parabdlico dependente do tempo,
nos percebemos que este método é semelhante ao método de transformacoes canonicas de
ponto, o qual foi utilizado com sucesso para a resolver a equacao de Schrodinger linear
com potencial parabélico dependente do tempo [71]. Assim, nés observamos que o método
de transformagoes canonicas de ponto explicam a origem dos ansatz envolvidos no método
da transformacao de similaridade.

Neste trabalho, ndés ampliamos a utilizacao do método de transformacoes canoni-
cas de ponto, aplicando-o a ESNL com coeficientes modulados. Além disso, estudamos
o alcance de tal ampliagao em diferentes equacoes diferenciais, Eqs. (2.17), (2.18), e
(2.19), que pertencem a familia das ESNLs, as quais descrevem as diferentes dinamicas
de fenomenos fisicos mencionados acima.

Neste contexto, em primeiro lugar consideramos e resolvemos a ESNL com nao
linearidades cibica e quintica, e coeficientes modulados em (1+1) dimensoées do espago-
tempo, da forma

iaa—\f = —% v (x,t) U4 gs (2,t) [PV + g5 (x,t) [T]* 0, (2.17)
com ¥ = U (z,t) uma fun¢ao de onda escalar complexa.

Em seguida, consideramos e resolvemos duas ESNLs acopladas com nao linearidades



22

cibica e quintica, e coeficientes modulados em (1+1) dimensées do espago-tempo

OV 0 :
Za_tl = —m (t) axgl + U1($7t)‘IJ1 + (Z glk(l'?t)’qjk‘Z) \Ijl

k=1

2
+<2Nﬁ@wﬂ%ﬁ>%ﬁ%mmjﬂ%ﬂ@ﬁ@rwfﬂﬂ@h
k=1

OV 0*W -
Za—; = —My (t> 81322 + 'UQ(x7t)\II? + (Z 92k<x7t)‘\pk‘2> Wy

k=1

2
+ (Z fgk(:c,t)|\llk]4> Wy + hop (1,1) [0 2| Wo|? Wy + il () Uy, (2.18)
k=1

onde os campos escalares complexos ¥y e Uy cumprem Wy = Uy (z,t) e Uy = Wy (z,1).
Finalmente, nés consideramos e resolvemos a ESNL que apresenta simetria P77, com
nao linearidades cibica e quintica e coeficientes modulados em duas dimensoes espaciais,

dada pela expressao

oV O

— X,z X, Z)V

o7 T X 2) g H e (X 2) W

93 (X, Z) (WP + g5 (X, 2) [V[* ¥ +iw (X, Z)¥ =0, (2.19)

onde ¥ =V (X, 7).
Queremos salientar que as ESNL com coeficientes modulados estudadas a partir

daqui s@o adimensionais, ver apéndice A.



Capitulo 3

Solitons localizados largos na
equacao de Schroédinger nao linear

com coeficientes modulados

Este capitulo tem como objetivo mostrar como utilizar o método de transformacgoes cano-
nicas de ponto para resolver a ESNL com coeficientes modulados. Ademais, nds apre-
sentamos novas solucoes tipo solitons para a ESNL com coeficientes modulados. Além
disso, mostramos algumas generalizagoes do potencial externo e das nao linearidades da
equagao diferencial nao linear, deduzida a partir do emprego do método. Os resultados

aqui mostrados foram publicados na revista Physical Review E [68].

3.1 Transformacoes canonicas de ponto

A finalidade da aplicacao do método de transformacoes canonicas de ponto é mapear a
ESNL com coeficientes modulados em uma ESNL com coeficientes constantes. Para isso,
partimos de uma ESNL com coeficientes modulados, depois através de transformacoes de
coordenadas, redefini¢oes da funcao de onda, e reparametrizacao temporal, chegamos a
uma ESNL com coeficientes constantes. Esta iltima equacao é mais manejavel para ser
resolvida.

Nés comegamos considerando os coeficientes da Eq. (2.17) da forma

vz t) =w(t)a® + fi(t)z+ fo () +77 () Vv () 2 +6 ()], (3.1)
gs (1) =Gy (8) fIy() w+ (1), (3.2)
g5 (,t) = Gs h[y (t) = + 6 (1)] (3.3)

onde G3 e G5 sdo parametros reais. As fungoes 7 (t) e § (t) sdo fungoes reais. As fungoes

w(t), @), @), VIy®#)x+6(t)], flv(t) x+5(t)], eh[y(t) x4+ 0(t)] serdao encontra-

23
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das durante o processo.

Empregando estes coeficientes, Egs. (3.1), (3.2) e (3.3), a ESNL, Eq. (2.17) pode ser
utilizada para modelar a propagacgao de pulsos de luz através de uma guia de onda com
indice de refragao variavel (graded-index waveguide), onde t é a longitude de propagagao,
¢ a longitude transversal, ¥ (z,t) é proporcional ao campo elétrico, v (x,t) esta vinculado
ao indice de refracao linear [69, 70], g3 (z,t) e g5 (z,t) sao as intensidades da nao lineari-
dade Ker e nao-Kerr, respectivamente. A Eq. (2.17) também pode descrever a evolugao
de um BEC, onde z e t sao as coordenadas espacial e temporal, respectivamente, ¥ (z,t)
é o parametro de ordem macroscépico, v (z,t) o potencial de armadilhamento, g3 (x,t) e
g5 (z,1) sdo as intensidades de interagao entre dois bésons e trés bésons, respectivamente
[75, 76].

Agora, vamos implementar uma primeira transformacao de coordenadas e repara-

P Sl o t—toz/T%, (3.4)

t). Assim, podemos reescrever a Eq. (2.17) da seguinte

metrizagao [71]

forma
- ~ .0 8\11
iv (7, € — %5+75)a§ iy 5 =
0> — — N —
=7 — oe2 +0(ET) U+ Gy f ()T +Gsh (&) [P[MT (3.5)

onde ¥, = dy/dr 6, = dé/dr U (£, 7) =¥ (z (£, 7),t (1)) e

B T) =B(r >(§7f) S ) B

) V) (3.6)

Das Egs. (3.5) e (3.6) pode ser visto claramente porque nés escolhemos a dependéncia
especifica das func¢oes V', f e h com a fungao & = v (t) x + 6 (¢).

A Eq. (3.5) ainda é uma equagao diferencial nao linear com coeficientes modulados,
mas agora com respeito as variaveis £ e 7. Com a finalidade de eliminar a derivada de
primeira ordem da funcdo W com respeito & varidvel ¢ na Eq. (3.5), nés redefinimos o

campo escalar complexo W (¢, 7) como

U= /7(r)e ™0y, (3.7)

Q|

onde @ (€,7) = J2¢* + (5 )¢ a(r).
tuindo a Eq. (3.7) na Eq. (3.5) obtemos

(1) é uma funcao real arbitraria. Substi-

i—=———FUET)Y+Gs [ ()WY +Gsh(&) | v, (3.8)
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onde

Uer) = (mﬂ_?”zﬁ) (5;43)2+<?1 () —35TT> (¢ 35)+

2 2l
5
+q<mm f}+#§>+VQ.

Neste ponto, queremos salientar que a reducao da Eq. (3.5) para a Eq. (3.8) foi possivel,
nao s6 devido a redefinicao do campo escalar complexo Eq. (3.7), sendo também como
consequéncia da colocacao adequada da funcao «y (t) dentro das expressoes de v (x,t)
e g3 (z,t). Além disso, pode-se apreciar a contribuigao da fase @ (£, 7), Eq. (3.7), na
expressao da fungao U (&, 7).

Aqui, nés escolhemos as fungdes reais 7 (7) e 0 (1), de modo a satisfazer as expressoes

¥, = Yo = (0 da
w(r) =11, T =1 ,fﬂﬂ=~f<j+£)~ (3.9)

Desta maneira, podemos remover a dependéncia explicita a varidvel 7 da Eq. (3.8), ou

seja
0 0?
i = SR VOV G O WY+ GR@ e, (310)
T 3
Agora, para resolver a Eq. (3.10), nés procuramos solugoes estaciondrias na variavel
T, isto é
V(& T) = ¢ (&) exp(—iET), (3.11)
sendo ¢ uma funcao de . Assim, obtemos
d*¢ 2 4
agZ(V@%=@¢+G®H@M4¢+GHMOW|¢ (3.12)

Ja que ainda temos uma equacao diferencial nao linear com coeficientes nao homogéneos,
nés vamos fazer uma segunda transformacgao de coordenadas, a fim de chegar a uma
equacao diferencial de segunda ordem nao linear com coeficientes constantes. Para isso,

redefinimos a variavel ¢ como uma funcao de outra variavel ¢, ou seja

E=F(Q) ., (=F(9, (3.13)
que nos conduz a equagao diferencial nao linear

d §Z§ FCC CM) -2

+Gﬂ€f&@ﬂ@ﬁ¢+eﬂihK«MWV¢, (3.14)
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onde Fe =dF /d¢ e ¢ = ¢ (£(C)). Redefinindo o campo escalar

¢(C) =/ Fe®(Q) (3.15)
e usando as Egs. (3.2) e (3.3), a Eq. (3.14) reduz-se a expressao

d>®
d—@:—/ﬁ@+03|@|2@+G5|@|4@, (3.16)

onde nés consideramos as seguintes identificagoes

& _ SFZ‘ _ L h _ 1 o1

p=-F(VEQ]-E)+

Como se pode ver, ainda nao definimos a funcao V' [£ (¢)]. De fato, como nés vamos
trabalhar com um potencial quimico constante p, definimos V' (§) em termos de p e F ().

Assim, em termos das variaveis £ e T temos

P ? F7Y 2 3 r
Vo= (5) - (3) ~#F2+E IO =F @ =F", e
onde I’ = dF/d¢ e o campo complexo (3.15) torna-se
1
= o . 3.19
0(6) = =P (C(O) (3.19)

Finalmente, retornando as coordenadas originais (z,t), o campo escalar complexo
pode ser obtido a partir das Egs. (3.19), (3.11) e (3.7), isto é

v (1)

VE'[E (2,1)]

onde 7 (v,t) = fta?+ %m —a(t)+E [ dt'y? (t'). Aqui, a(t) é uma funcio real arbitraria.

U (x,t) = exp [—in (z, 1) @ [F (§ (2,1))], (3.20)

Ademais, as funcoes w, fi e fy aparecem como

e e AL ) P S

o PERE - (3.21)

w(®) 442 dt’

revelando a conexao intrinseca entre a frequéncia w (t), as forcas de fi(t) e fo(t) com
as fungoes reais v (t) e ¢ (t), as quais aparecem na primeira transformacao de coordena-
das e na reparametrizagao temporal, Eq. (3.4). Note que a fungao real arbitréiria a(t)
poderia ser escolhido como da/dt = (§;/27)* se fs (t) ndo estd presente na Eq. (3.1). En-
quanto que a func¢ao V' (§), e as nao linearidades f(£) and h(§) estao vinculadas a segunda

transformagao de coordenadas F'(§) através da Eq. (3.18). Portanto, todos as compo-
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nentes dos coeficientes modulados, Egs. (3.1), (3.2) e (3.3), da ESNLCQ, Eq. (2.17), sao
determinados pelas fungoes v (t), 0 (t), F (§) e a fungao real arbitraria a(t).

Desta maneira, nés temos mostrado, por meio de transformacoes canonicas de ponto
e redifini¢oes do campo escalar complexo, Egs. (3.4), (3.7), (3.11), (3.13), e (3.19), como
a ESNLCQ com coeficientes modulados, Eq. (2.17), pode ser mapeada em uma equacao
diferencial nao linear de segunda ordem unidimensional com nao linearidades ctbica e
quintica homogéneas e constantes Eq. (3.16).

A equacao diferencial de segunda ordem, Eq. (3.16), é muito mais simples de resol-

ver, como mostramos em seguida.

3.2 O mapeamento sob a funcao eliptica de Weiers-

trass

Nesta sec¢ao, encontramos algumas solugoes analiticas exatas da Eq. (3.16) em termos
da funcao eliptica de Weierstrass . Para isso, consideramos o campo escalar ® como
uma fungao real dependente da variavel (. Logo, pode-se verificar que as solugoes da Eq.

(3.16) sao também solugdes da equagao

2
(%) =e—pud?+ %@4 + %@6 : (3.22)
onde € é uma constante real arbitraria. Para resolver a Eq. (3.22) usamos o método de
mapeamento usado por Souza Dutra et al. [72] . No método de mapeamento comegamos
a partir da Eq. (3.22) e através de uma sequéncia apropriada de transformagoes do campo
a reduzimos a equagao diferencial eliptica de Weierstrass @, cujas solugoes sao bastante
conhecidas.

Primeiro, mostramos um breve resumo das propriedades da funcao eliptica de Wei-
erstrass . Depois, mostramos as transformacoes do campo em termos da funcao eliptica

de Weierstrass @, que nds usamos neste trabalho.

3.2.1 Funcao eliptica de Weierstrass o

A fungao g, é aquela funcao eliptica que satisfaz a equacgao diferencial

d 2
(52) =10 ~mo g, (3.29

onde g» e g3 sao as invariantes de Weierstrass.
O discriminante modular define-se como A = g3 — 27g35 . Os valores dos invariantes
e do discriminante modular determinam como a funcao @ é escrita em termos das funcoes

elipticas de Jacobi quando A toma valores nao nulos.
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Nos consideramos, neste trabalho, unicamente valores reais para os invariantes de
Weierstrass. Para uma descricao mais detalhada das propriedades da Funcao Eliptica de

Weierstrass p, recomendamos que o leitor consulte a referéncia [73].

3.2.2 Modelo de campo escalar com autointeragoes nao lineares

até sexta ordem

No que segue, mostramos trés transformagoes do campo, as quais reduzem a Eq. (3.22) a

equagao diferencial eliptica de Weierstrass, Eq. (3.23).

(1) Para e # 0, a transformacao é da forma

o) = j:\/@ (2,92, 93) + /3" (3:24)

onde gy = 3> —2Gse e gy = Fp* — 2G5 pe—3G5 €2, os quais conduzem ao seguinte
discriminante modular A = —% (6e G5 + 366> G2 + 36G3Gse n — 3> G2 — 1613G3).

(2) Parae=0e pu#0, e quando go = 3%, g3 = 3:4> ¢ A =0, entdo a transformagcdo

¢ da forma 12
Gs — 25 B >_
O(z) =+ + , 3.25
) < o p(z92.95) + /3 (3:29)
onde g = i\/%% + §MG5.
(3) Parae=0e pu =0, obtem-se g, = g3 = A =0, em este caso p(2) =z2"2¢
2G5 G322 172

P =+ | —=— . 3.26
=t (-2 +3 (3.26)

Portanto, para uma escolha dos valores das constantes €, u, G3 e G5, obtemos os
valores das invariantes gs e g3, e o valor do discriminante modular A. Consequentemente,
encontramos a funcao eliptica de Weierstrass g correspondente aos valores de go, g2 € A.
Desta forma, nds conseguimos as solugoes analiticas exatas da equagao do modelo de
campo escalar com autointeragoes nao lineares, Eq. (3.16).

Em seguida, mediante alguns exemplos, vamos obter algumas solugoes da Eq. (3.16)

e consequentemente da Eq. (2.17).

3.2.3 Exemplo 1. Solugcao tanh deformada

Como um primeiro exemplo, nés escolhemos as constantes €, u, G3 e G5, da seguinte

forma

e=a®> |, pu=2a*-1 G3:2(a2—2) e G5=3,
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onde o valor do parametro a é diferente de zero. Como pode ser visto por uma simples

inspegao, para encontrar a solugdo da Eq. (3.16) nés emprejamos a primeira categoria
das transformagoes, Eq. (3.24).

Os invariantes e o discriminante sao, g, = 5 (1 + a®)?, g3 = —= (1+ @)’ e A =0.
Para encontrar a forma da fungao eliptica p, para os g2, g3 € A dados, usamos a Ref. [73],

e obtemos que, p (¢, g2,95) = 3 (1+a?) + (1+ a*) csch? (V1 + a®C). Assim, as solugdes
analiticas do campo ®, sao dadas por

B (2) = + a tanh (V1 + a? z) ‘ (3.27)
\/sech2 (\/ 1+ a2z) + a?

Pode-se mostrar que, quando z — 400 o campo ® — +a. O perfil da amplitude campo
®, para diferentes valores do parametro a, é mostrado na Figura 3.1. A partir da Figura,
vemos que a amplitude do campo ® apresenta um perfil tipo tanh?. Além disso, quando

se aproxima ao valor —1 a amplitude do campo ® sofre uma deformacao de alargamento.

|of?
1.0+

) 08l

i — u=0
! 0.6/ !
| p — u=-098
al -~ p=-09998
\ j
\ j

Il Il = Il Il Z
-10 -5 5 10

Figura 3.1: Perfil da amplitude |® (2)|*, Eq. (3.27), tipo tanh® deformado.

3.2.4 Exemplo 2. Solucao sech deformada

Outras solugoes da Eq. (3.16) é quando nés tomamos o valor de e = 0 e yu < 0. Neste caso,
usamos a segunda categoria das transformacoes, Eq. (3.25). Usando a Ref. [73], pode-se

ver que a funcao eliptica p é dada pela expressao, o (C,4u2/3,8u®/27) = —(u/3)(1 +

3 csch?y/—pz).

Desta forma, nés encontramos que as solugoes analiticas da Eq. (3.16), sdo da forma

2¢/1/G3

Pl == V14 X2cosh (2y/—pz) (3.28)

/2
onde \? = —G‘“’%’M e GG3 < 0. Note que quando z — £00 o campo  — 0.
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— 1=05
— A1=02
--- A=0.001

Figura 3.2: Perfil da amplitude do campo ® (z), Eq. (3.28), tipo sech? deformada. Com
u=—-leGsg=-2

Na Figura (3.2) mostra-se o perfil da amplitude do campo ®, para diferentes valores
do parametro A. Desta Figura nés podemos ver que, quando A estd se aproximando ao

valor 0 a amplitude do campo ® aumenta e alonga-se.

3.2.5 Exemplo 3. Solugoes periddicas

Pelo lado da Fisica Matematica, este terceiro e final exemplo é muito interesante, porque
nos encontramos seis diferentes solugoes analiticas com o mesmo conjunto de valores das
constantes, a saber: u =5, G3 =10e G5 = —3.

Primeiro, quando € = 0 usamos a segunda categoria das transformagoes, Eq. (3.25).
Os invariantes e o discriminante sdo g, = 100/3, g3 = 1000/27 ¢ A = 0. Novamente,
usando a Ref. [73], encontramos a fungao eliptica p = —g + 5csc? (\/gz) Além disso,
o parametro 3 pode tomar dois valores v/5 e —v/5. Neste caso, nés encontramos quatro

solugoes analiticas periddicas, dois para cada valor de 3, da forma

V10 V10

Dy (2) =% .
V(5= VB) +2v/5sin® (V5z) V(54 VB) — 2v/5sin® (V5z)
(3.29)

O perfil das amplitudes dos campos ®; e $, sdo mostrados na Figura (3.3). Nesta Figura,

(I)l (Z) =4

pode-se notar que os campos ®; e ®y apresentam um comportamento peridédico com

desfasagem de 7/2.

5(4v/10-5 L . ~
Segundo, quando € = % usamos a primeira categoria das transformacoes, Eq.

(3.24), onde go = 100/3, g5 = 1000/27 ¢ A = 0. A partir da Ref. [73] achamos a forma
da funcao eliptica p = g (\/ﬁ — 2) + g (\/1_0 — 2) / sinh? ( g (\/ﬁ — 2)2)
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As solucoes analiticas obtidas sao

3

— o ()

’ \/3 (\/E—Z) + (\/1_0+1) sinh? (\/@z)

Na Figura (3.3) mostra-se que a amplitude do campo ®3 apresenta um perfil tipo tanh?.

Oy (2) = + . (3.30)

Ao contrario da solugao do primeiro exemplo, esta solu¢cao nao pode ser deformada.

I

-4 -2 2 4

Figura 3.3: Perfil periédico dos campos ® (z) e 5 (2), Eq. (3.29). Perfil do campo @3 (2),
tipo tanh? sem deformacao.

Queremos sublinhar que o processo de deformacao das amplitudes do campo P
apresentados nos Exemplos 1 e 2 nao é um processo dinamico, senao é devido a escolha
apropriada dos valores das constantes €, u, G5 e G5 do modelo estudado.

Queremos enfatizar que, através da utilizacao do método de transformagoes canoni-
cas de ponto e as solugoes obtidas nesta secao, nés reproduzimos os exemplos apresentados
por Belmonte-Garcia et al. [17] e por Avelar et al. [18]. Em seguida, através de alguns
exemplos apresentamos novas solucoes solitonicos, obtidas a partir do método desenvol-
vido acima, da ESNLCQ com coeficientes modulados Eq. (2.17). Nos acreditamos que

essas solucgoes solitonicas podem ser empregadas para explicar a dinamica de um BEC.

3.3 Solucgoes solitonicas largas

Comegamos por definir as fungoes reais v (t), 6 (t), a (t) e F (£) como segue

’y(t)—\/l_i_3+032(2t) S =a) =0 o F(g)—%&ﬁ(%), (3.31)

onde b e (G5 sdo parametros reais, e Erfi é a funcao erro imaginéria [73]. Estas fungdes fo-

ram consideradas por Avelar et al. [18] para estudar a evolugao de um BEC. Substituindo
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a Eq. (3.31) nas Egs. (3.1), (3.2),(3.2), (3.18), (3.21), e E = 1/3b?, obtemos

81b% cos (8t) + 12 (2 + 45b%) cos (4t) + 243b* +40
T

v(x,t) = 4 2 B
18b* (5 + 3 cos (4t))
[ 82
_— ‘ 2
G§/3 P {3192 (54 3cos (475))] 7 o
9 422
o . : 3.33
95 (2.1) 5+ 3 cos (4t) P Lﬂ (54 3cos (42?))1 o
Gs 1622
= — . 4
s (v, 1) Gy® P [362 (5 + 3 cos (475))] 7 .

onde v (z,t) é o potencial de armadilhamento, gs (x,t) é a intensidade de interacao entre
dois bosons, e g5 (z,t) é a intensidade de interagao entre trés bésons. Na Figura 3.4, nds
mostramos o comportamento periédico (mudando de atrativo para repulsivo no tempo) do
potencial de armadilhamento v (z,t), empregado para aprisionar o BEC. Recentemente,
esta caracteristica do potencial de armadilhamento foi explorado para estudar teorica-
mente a possibilidade de modular solugdes breathers (respirantes) por Cardoso et al. [74]

em BEC com forma de charuto.

Figura 3.4: Comportamento atrativo e repulsivo do potencial de armadilhamento v (x,t),
Eq. (3.32). Com, b=3, p=—-1e Gz =—1.

Como observamos, a intensidade de interacao entre dois e trés bésons de um BEC
pode ser modulada por meio de uma aplicagao correta de um campo magnético sobre o
BEC. Isto permite-nos controlar e manipular as caracteristicas dos sélitons brilhantes e
escuros, tais como sua amplitude, sua largura, a posicao de seu centro de massa, entre

outras.
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Em seguida, nés mostramos como manipular teoricamente a amplitude e a largura
dos sélitons brilhantes e escuras, as quais poderiam descrever a evolugao de um BEC, onde
predominan as interacoes entre dois e trés bosons. Isso pode ser conseguido pela variagao
apropriada dos parametros G, G5, e 1 aos quais estao relacionadas com as intensidades

da interacao entre dois e trés bésons, e com o potencial quimico, respectivamente.

3.3.1 Exemplo 1: Sdéliton escuro largo

A observagao de sélitons escuros em um BEC em forma de charuto por Burger et al. [30],
estimulou diversos estudos tedricos dedicados ao controle e manipulagao de tais estruturas
localizadas em BECs. Nesta subse¢ao mostramos como manipular a amplitude e a largura
do séliton escuro variando a intensidade de interagao entre dois e trés bdsons, e o potencial
quimico do BEC aprisionado num potencial de armadilhamento dado pela Eq. (3.32).
Para obter a solugao analitica exata, nés utilizamos a solugao, Eq. (3.27), da equagao
diferencial nao linear, Eq. (3.16), onde os parametros sao Gz = 2(a®> —2), G5 = 3 e
i = 2a? — 1. Nao confundir o pardmetro a com o comprimento de espalhamento a, entre
bésons de um BEC nem com a fungao real arbitraria a(t), Eq. (3.31). Assim, substituindo
as Egs. (3.27) e (3.31) na Eq. (3.20), nds obtemos explicitamente a fungao de onda, dada

pela expressao

21.2

U(x,t) = G?l)/6 VY exp (_76 B ) exp [—in (x,t)] X
a sinh (\/ 1+ a? \/37’/2 Erﬁ )

(3.35)

\/1+a2 cosh? (\/1+a2 @SErﬁ( >>

Ao variar o parametro a, que estd ligado a intensidade de interacao entre dois e trés
bosons, o potencial quimico, e o potencial de armadilhamento, nés podemos controlar
adequadamente a largura da solugao solitonica escura. O perfil da amplitude do séliton
escuro, com diferentes larguras, é mostrado na Figura 3.1. Assim, no caso em que o po-
tencial quimico estd proximo ao valor —1, isto é, quando o valor do parametro a é proximo
de zero, a largura do séliton escuro é bastante pronunciada. Nés chamamos essa classe
de solugoes analiticas de sdlitons escuros largos. A Figura 3.5 mostra o comportamento,

periédico no tempo, da amplitude do séliton escuro largo.

3.3.2 Exemplo 2: Séliton brilhante largo

Noés também temos solitons brilhantes, para os quais podemos modular adequadamente

sua largura e sua amplitude, alterando a interacao entre dois e trés bdsons, o potencial
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{h)

Figura 3.5: Amplitude da funcio de onda |¥ (z,t)|°. Com a = 0.01 e b = 10.

quimico, e o potencial de armadilhamento.
Nesta parte, nés usamos a solucao, Eq. (3.28), que resolve a equacao diferencial
nao linear, Eq. (3.16). Portanto, substituindo as Egs. (3.28) e (3.31) no interior da Eq.

(3.20), nds encontramos explicitamente o parametro de ordem macroscépico

2.2
Uit = GV exp <-%) exp [—in (z,1)] %
2 G
/G , (3.36)
2 —, V3nb az
\/1 + A2cosh (2\/ ’u20§/3 Erfi (ﬁb))
/2
onde \? = —G?’%‘LGSB. Neste caso, variando os parametros G3, Gs, e p podemos

modular de maneira controlavel a amplitude e a largura da solucao solitonica brilhante. O
perfil da modulagao da amplitude do séliton brilhante, com diferentes larguras, é mostrado
na Figura 3.6. Na Figura 3.6, mostramos o comportamento periédico da amplitude da
solucao analitica, quando A esta se aproximando ao valor 0. N6s chamamos essa classe de
solucoes analiticas exatas de sélitons brilhantes largos. Esta figura, por sua estética, foi
escolhida para ser exibida na se¢do on-line Kaleidoscope do Physical Review E (Agosto
2012).

Até agora, nés mostramos como resolver a ESNL com nao linearidades cibica e
quintica e coeficientes modulados, utilizando o método de transformacgoes canonicas de
ponto. Mostramos também, através de alguns exemplos, como este método é ttil para

encontrar novas solucoes solitonicas, que podem descrever a dinamica de um BEC.
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(h)

kR

Figura 3.6: Amplitude do parametro de ordem |¥ (,¢)]>. Com A = 0.001,b = 10

3.4 Generalizacao do potencial externo

Recentemente, atencao consideravel é dedicada ao estudo de diferentes potenciais externos,
os quais podem ser tteis para aprisionar um BEC, [74, 75, 76]. Em nosso caso, alguns
potenciais de armadilhamento, interessantes e tteis, podem ser obtidos por uma escolha
apropriada de 7 (t), d () e F (£).

Ao empregar o método de transformacoes canonicas de ponto para resolver a ESNLCQ
com coeficientes modulados, percebe-se que parte do potencial de armadilhamento, v (x,t),
é determinada pela escolha apropriada da funcao da segunda transformagao de coordena-
das segundo, F'(£), de maneira que a derivada de primeira ordem com respeito a £ sobre
a fungdo F' nao tenha zeros. Além disso, a partir da Eq. (3.18) pode-se ver que se o valor
dos parametros 1 e E sdo iguais a zero, a fungao V' (£) tem uma estrutura semelhante ao
do potencial supersimétrico unidimensional, onde " /2F" representa o superpotencial su-
persimétrico. Nos sabemos que, os potenciais supersimétricos apresentam apenas estados
ligados, no ambito da teoria da mecanica quantica supersimétrica [77].

Neste contexto, nds construimos potenciais externos, cujas componentes sao poten-

ciais supersimétricos e analisamos sua influéncia sobre a evolucao de um BEC.

3.4.1 Potencial Scarf trigonométrico

Vamos considerar, £ = A? e as fungoes reais v (), d (t) e F (£) da forma

vt =1+ [1 4, sin (£) + 4o sin (\/§t>]2 ,
S =alt)=0 , F (&) =0G;" sec®*(ag) , (3.37)
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onde 71 e 7, sdo parametros reais, A,a > 0 e —7/2 < af < 7w/2. Indicamos o leitor
consultar a referéncia [78] para mais detalhes sobre a fungao v (t).
Substituindo a Eq. (3.37) nas Egs. (3.1), (3.2),(3.2), (3.18) e (3.21), obtemos

v(z,t) =wt)r? + A(A - a)sec? (af) — pJng/S sect (ag) | (3.38)
gs (z,t) = (1 + [1 + 71 sin (t) + 2 sin (\/575)]2 ) sec™/e (ag) | (3.39)
g5 (x,t) = G 0;4/3 sec®/ (ag) | (3.40)

onde w (t) é a frequéncia do potencial harménico.

Como pode ser visto a partir da Eq. (3.38), o potencial externo é formado por
dois potenciais supersimétricos, o potencial harmonico e o potencial Scarf trigonométrico.
Assim, o potencial externo é composto de uma rede peridédica espacial de potenciais de
armadilhamento. Na Figura 3.7(a)-(b), mostramos a forma de um potencial de armadi-

lhamento em torno de x = 0, pertencente ao potencial externo.

(b)
30} : ' : ' ; ;
25: 6
20f
- 155 40
10
20
5, .
3 -2 -1 0 1 2 3

(a)

X

Figura 3.7: Potencial externo v (z,t). (a) Armadilha em torno de z = 0. (b) Density plot
do potencial. Com 14, =0,75=0.1,G3 =2, u=0,A=2ea=1.

Para visualizar a acao do potencial externo sobre a dindmica do BEC, vamos conside-
rar a solugao analitica, Eq. (3.26), da equagao diferencial nao linear, Eq. (3.16). Assim,
substituindo as Egs. (3.26) e (3.37) na Eq. (3.20), nds obtemos explicitamente a fungao
de onda, dada pela expressao

W (o.t) = G5/ 7' exp [—in (v, )] cosV/* (a€) (3.41)
1+ F(¢)?
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Esta ultima solucao analitica foi encontrada e estudada pela primeira vez por Avelar et
al. [18]. Nesse artigo, os autores mostraram que a solugao analitica exata, Eq. (3.41),

apresenta uma forma de sech, e pertence a classe de sélitons brilhantes.

Figura 3.8: Amplitude do séliton brilhante |¥ (:zr;,t)|2 , Eq. (3.41), com y; = 0,72 = 0.1,
Gys =2, 0=0 A=2ea =1 0O comportamento peridédico espacial é devido a
peridiocidade do potencial Scarf trigonométrico.

A evolucao da amplitude desta solucao soliton brilhante é mostrada na Figura 3.8.
Podemos observar o comportamento periddico no espago e no tempo, da amplitude do

soliton brilhante.

3.4.2 Potencial Rosen-Morse trigonométrico

Nesta parte, como na subsegao anterior £ = A? e as fungoes reais v (t), d (), a (t) sao as

,
mesmas definidas na Eq. (3.37). Nao obstante, agora vamos considerar F' (£) da forma
F' (&) = G3* esc®* (ag) (3.42)

O potencial externo v (z,t), as ndo linearidades g3 (z,t) e g5 (x,t) e a fun¢ao de onda

VU (z,t), sdo dadas pelas expressoes

v(z,t) =w )z’ + A(A—a)esc? () — p G;Q/g esct e (ag) | (3.43)

g3 (x,t) = (1 + [1 + 71 sin (t) + 72 sin (\/itﬂ ’ ) sS4 (ag) | (3.44)

g5 (x,t) = G G;4/3 sV (ag) | (3.45)

¥ (o, 1) = G2 e in ()] cos™? (ag) (3.46)

1+ F(€)°

onde w (t) é a frequéncia do potencial harmoénico.
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Neste caso, o comportamento do potencial externo e o comportamento da funcao de
onda é o mesmo, tal como no caso de potencial Scarf trigonométrico. A diferenca entre
estes dois modelos é unicamente no deslocamento espacial de 7, tanto na periodicidade
do potencial externo, como na amplitude da funcdo de onda. O comportamento e o

delocamento do potencial externo e da funcao de onda pode ser observados na Figura 3.9.

(b)

Figura 3.9: Estrutura periédica espacial (a) do potencial externo v (z,t), Eq. (3.43). (b)
da amplitude da fungdo de onda ¥ (z,t), Eq. (3.46). Com v; = 0,7 = 0.1, G3 = 2,
=0 A=2ea=1.

3.5 Generalizacao das nao linearidades

Nos fomos capazes de resolver a ESNLCQ com coeficientes modulados, empregando o
método de transformagoes canonicas de ponto. Pelo lado matematico, surge uma questao
6bvia, é possivel aplicar o método de transformacoes canonicas de ponto a uma ESNL
com nao linearidades de ordem superior?

Para responder a essa pergunta, nés fazemos uma andlise do método explicado na
segao 3.1, e observamos que o lado direito da Eq. (3.16), s@o os trés primeiros termos
da série da funcao seno, quando o campo ® é uma funcao real. Levando isso em conta,
podemos deduzir que a Eq. (3.16) estd intimamente ligada com a equagdo de movimento
estatica do modelo nao linear seno-Gordon.

Queremos ressaltar que Cardoso et.al. [78] resolveram a ESNL com nao linearidades
polinomiais do campo V¥, até a ordem N, e com coeficientes modulados, utilizando o

método de transformagao de similaridade. Ou seja, os autores de [78] mapearam a ESNL



39

com nao linearidades polinomiais até a ordem N, e com coeficientes modulados, via o
método de transformacao de similaridade, em uma ESNL estacionaria com coeficientes
constantes.

En seguida, pela razao que nos ja entendemos como lidar com o método de transfor-
magoes canonicas de ponto, nés iniciamos, a partir de uma ESNL com nao linearidade e
nao polinomial com coeficientes constantes, a qual esta ligada a equagao de movimento es-
tatico do modelo seno-Gordon e, através de transformacgoes canonicas inversas, chegamos
a ESNL com nao linearidad e nao polinomial com coeficientes modulados.

A equagao de movimento estatico do modelo seno-Gordon e sua solugao, sao dadas

pelas expressoes

o) 1 . — (D" 1o
o = penbe)] = RZ:O a2 (3.47)
() = b% arccos (j:y sn (\/l_)(|uz)> , (3.48)

onde sn (|v?) é a integral eliptica de Jacobi senoidal [73], v é o parametro eliptico, 0 < v <
1, e b é uma constante real. Agora, fazemos uma primeira tranformacao de coordenadas e
uma redefinicdo do campo ® para eliminar a derivada de primeira ordem do campo com

respeito a variavel £, a qual aparece devido a transformacao de coordenadas

(=F(E) , ®FE)=VF(E)o(&). (3.49)

Assim, podemos reescrever a Eq. (3.47) da seguinte forma

d2¢ o F 2 F / - (_1)” /\n n— n
ez ((QF) - (2F) > O+ D gy F ) (3.50)

n=0

Buscamos solucgoes estaciondrias do tipo

6(8) = (¢, 7)€, (3.51)
onde F é uma constante real. Desta maneira, a Eq. (3.50) toma a seguinte forma

oY % - (—=1)" I \n+2 712n—1 |,/ (2n
o =gtV OV T G (P el (3.52)

onde a funcao V' (&) é dada pela expressao

V(g):<2F};/,>2—d%(2F;,)+E. (3.53)

Neste ponto, fazemos uma segunda tranformacao de coordenadas e uma reparametri-
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zagao temporal, as quais s@o as tranformagoes inversas da Eq. (3.4). Além disso fazemos
uma redefinicdo do campo 1) para eliminar a derivada de primeira ordem do campo com

respeito a varidavel x que aparece devido a transformacao de coordenadas
t
E=v({t)x+0(t) and T -7 = / dt'y* ('), (3.54)
0

U(x,t) = e e@iy (x,t) [/ (t), (3.55)

onde « (z,t) = Z—;:L‘Q + %x — a(t). Substituindo as Eqgs. (3.54) e (3.55) na Eq. (3.52)

obtemos a ESNL com nao linearidades generalizadas

i 0 i oYy 1 0%y
—— = — 0f) — — —s——+V t
72 or 73 (r}/tx—'— t) or 72 9 12 + [g (:E7 )] ¢+
— (D" ot 22
) o0 T E ) P, (3.56)
—~ (2n+1)!
e finalmente
ov U = (=" Fr\"? oH
— = ——— t) U — - _pnt [ — PPy = ——— (3.57
"ot O0x? Tolet) +n2%(2n—|—1)! (’y) o OU*(z,t) (3:57)
onde o potencial externo v (z,t) é da forma
— 272 0wy — 270,
U(x,t) _ %t’Y4’y2 Vi 22 1 tt7272’7t b
02 da
—4—;/2 T YV [ ()] (3.58)

H = /dz {\I/*(z,t) {—aa—;—i—v(z,t)] U(z,t)

+b—2373F' (€ (2,1)] cos (b Mhﬂ) } : (3.59)

A solucao analitica exata da ESNL com nao linearidades generalizadas, Eq. (3.57),
¢ obtida a partir de Eqgs. (3.48), (3.49), (3.51), e (3.55). Especifiamente, a amplitude da
solugao analitica exata da Eq. (3.57) é dada por

47 (t) [arccos <y sn <F(§)/\/5\1/>>} i

0 (1) = s

(3.60)

Essa amplitude em geral apresenta um comportamento periédico. Quando v =1, a
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solugao analitica pertenence a classe de solucao soliton escuro, cuja amplitude é da forma

47 (t) [arccos (V tanh (F(g)/ﬁ))} i

¥ (.0 = B

(3.61)

3.6 Comentarios

Até aqui, mostramos que o método de transformacoes canonicas de ponto, o qual é utili-
zado para resolver a equacao de Schrodinger linear com coeficientes dependentes explici-
tamente do tempo, pode estender-se ao caso de NLSE com coeficientes modulados.

Como consequéncia do emprego do método, fomos capazes de reproduzir os resulta-
dos originalmente obtidos por Belmonte-Bietia et. al. em [17] e por Avelar et al. em [18],
através da utilizacao de um ansatz junto com a transformacao de similaridade.

Uma extensao da aplicagao do método de transformacoes canonicas de ponto, é a
possibilidade de resolver um sistema de ESNLs acopladas com coeficientes modulados.

Este estudo sera apresentado no préoximo capitulo.



Capitulo 4

Solitons vetoriais largos de um
sistema de duas equacoes de
Schrodinger nao lineares acopladas

com coeficientes modulados

Além dos solitons brilhantes e escuros, estudados no Capitulo 4, ha também sélitons
com varios componentes (sélitons vetoriais), que surgem ao resolver um sistema de ESNL
acoplados, que sao usados para descrever a interagao entre os componentes do séliton.

Especificamente, no contexto dos gases atomicos frios, dois componentes solitonicos
podem corresponder a duas funcoes de onda macroscépicas de uma espécie de atomo, com
dois estados atomicos hiperfinos |1) e |2), uma fungao de onda para cada estado atémico
hiperfino. Também, dois componentes solitonicos podem corresponder a duas fungoes de
onda macroscépicas de duas espécies de atomos, um para cada atomo, no interior de um
BEC com duas espécies atomica.

No contexto de fibras épticas, os dois componentes solitonicos correspondem aos
dois eixos ortogonais de polarizagao, com duas frequéncias diferentes, de um pulso de luz
que se propaga numa fibra optica. Isto pode ser explicado da seguinte maneira. Quando
ambos modos de polarizacao sao excitados numa fibra éptica, os componentes solitoni-
cos de polarizagao propagam-se com velocidades diferentes, devido a birrefringéncia. Ao
mesmo tempo, se a birrefringéncia é moderada, a modulagao de fase cruzada (cross-phase
modulation, XPM ), que se refere & mudanga de fase de um campo 6ptico induzida por
outros campos copropagantes, impedem a divisao do séliton. Formalmente, o problema
pode ser relacionado com a formacao do séliton numa fibra sem birrefringéncia quando os
componentes de polarizacao do pulso inicial tém diferentes frequéncias.

Esses fatos explicam o interesse nas principais caracteristicas dos solitons vetori-

ais investigados no ambito de modelos de sistemas de ESNL acoplados com coeficientes
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constantes ou modulados.

Sélitons vetoriais com componentes nas formas periédico-periddico, escuro-escuro,
brilhante-brilhante e escuro-brilhantes obtidos a partir de um sistema de duas ESNLC
acopladas foram extensivamente estudados [15, 79, 80, 81|, em diferentes contextos.

Neste capitulo, vamos usar o método de transformacoes canonicas de ponto para
resolver um sistema de duas ESNLCQ acopladas com coeficientes modulados na forma
dada pelas Egs. (2.18). Os resultados aqui apresentados foram publicados na revista
Physical Review E [82].

4.1 Modelo teorico

As Egs. (2.18) podem descrever a dinamica da propagacao de pulsos de luz que se propa-
gam ao longo de eixos ortogonais de polarizagao numa fibra éptica com nao linearidades
Ker e nao-Kerr e termos de amplificagao ou absor¢ao. Nas Eqgs. (2.18) terfamos ¢ represen-
tando a longitude de propagacao, x é a longitude transversal, Uy, = Wy (x,t) é o envoltoério
do campo elétrico em um sistema de referéncia em movimento juntamente com o pulso
de luz, vy (x,t) estd ligada ao indice de refracao linear enquanto que , gy (x,t) e fu(x,t),
hii(x,t) (a partir de agora consideramos que k,l = 1,2) descrevem as intensidades das
nao linearidades Kerr e nao-Kerr, respectivamente, mg(t) é o paramétro de dispersao, e
[k (t) é o coeficiente de amplificagao (I' > 0) ou absorgao (I' < 0).

Também, a partir da Eq. (2.18), podemos encontrar a equagao da continuidade do

sistema, cuja forma é dada por

dp 0T < )
St o, = 2;Fk (t) [l (4.1)

onde p =2 WP eJ =30 —imy () (WZ% - \Ifk%> . Com base na Eq. (4.1),
podemos ver que o sistema é conservativo somente quando I' () = 0.

Queremos ressaltar que, no caso em que my(t) = ma(t) = £3, gi1(z,t) = goa(x,t) =
—1, g1a(x,t) = go1(x,t) = —k e o valor dos outros coeficientes sao iguais a zero, as Eqgs.
(2.18) sao reduzidas ao sistema de Manakov [14], o qual é um sistema integravel. La onde
K é o coeficiente XPM, cujo valor é 1 no modelo de Manakov e o valor de 2/3 em uma

fibra 6ptica com birrefringéncia. Assim temos

6\111 I 1 82\111
! ot 2 0x?
6\112 1 82\112

ZW—F 2 0x?

+ (|01 + £[Wy?) ¥y =0,

0.

+ (H’\Pl‘2 + |\I/2‘2) ‘I’Q
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4.2 Transformacoes candnicas de ponto

Vamos considerar que my, (t), vg(z,t), gr(x,t), fu(z,t), hg(z,t) e Iy (1) tém as formas

wle) =0+ AW+ LOFTO VO z+60],  (12)
gt (@.0) = GuT (1) B (1) g1y () 2 +5 ()] (43)

o) = BuT () 57 (0) £ (1) +3(0)] (4.4

b (,0) = HuT () 3 (0 B OAR(0) o +5 (0] onlyfor kAL (45
L) = 5 B O @) me(t) = o (46)

Observe que, se nds elegermos T (t) = 72 (t), Be (t) = v 1 (t), i.e. my (t) = 1 (massa
constante) e I'y () = 0 (sistema conservativo), e Fy; = Hy = 0 o sistema de ESNL
acopladas com coeficientes modulados poderia modelar um sistema BEC uma espécie
atomica com dois estados atomicos hiperfinos diferentes ou um BEC de duas espécies
atomicas diferentes.

Agora, vamos implementar a seguinte transformacao de coordenadas e reparametri-

zagao temporal

B B o (1) L Todr
SECREC IS D
com F[1(t)] = v(t), 6[r(t)] = 6 (t)e T[r(t)] = T (t). Desta forma, as Eqs. (2.18),
usando as Eqgs. (4.2), (4.3),(4.4), (4.5) e (4.6), podem ser reescritas de forma compacta
como
T = =\ 000U, _, 0%,
i= (V. 6—7,0+70,) 78 +iT 5 = mi A +7; (&,7) Uit
2 2
(L eTasOme) T ( RTRTOTS )
k=1 k=1
2 2
n (Z GuTBy3( >r\vk|2) (LR m)w) V.t
k=1 k=1
+Hiy, TBBLh (&) W)W, U, 4 i Ty 0, (4.8)

onde o indice ¢ = 1, 2 é sinonimo de cada uma das equacoes diferenciais que comprendem as
Eqs. (2.18), e Hy 3,5, # 0 apenas para i # k. Ademais, 7, = dy/dr, 6, = do/dr,¥; =
Ui (z(&7), (7)), Ti[r ()] =Tu(t) e

w6 —w(n) & ;25) o) et . @)

O termo com uma primeira derivada na varidvel £ na Eq. (4.8) pode ser eliminado
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por meio da redefinicao do campo
71 a(g,r)

5z‘ (T

Ui (€7) = i (&7) (4.10)

~—

ondea (§,7) = Z—T (= 5)2—1-% (= 5) —a (7). A funcdo a (7) é uma funcao real arbitraria.
Desta maneira, as duas fungées de campo v; (£, 7) satisfazem o conjunto de duas ESNL

dependentes do tempo, compactamente escritas como

.0, 0 2

k=1

= e
+Hi h(€) |wi|2’¢k|2¢i+i(r +g?+il B )w (4.11)

na qual

T 5 T 2 5
72 <T> 57' da
+ ( — 7 d7> + Vi(§) . (4.12)

Para simplificar as equagoes diferenciais, nds escolhemos as fungoes w (1), f, (1) e

fo (7) nas formas

o) =120 =0T 72<>:—T<5 j) (113)

Assim, nés eliminamos a dependéncia explicita da Eq. (4.11) sobre 7, isto é

O G 2
L agﬁ (Z mP) i+
k=1
2
(Z |¢k\4> i+ Hi B (€) [Wil* |9 *i - (4.14)

Nos buscamos solucoes estacionarias na variavel 7 da forma

Vi(§,7) = ¢i (§) exp(—iE;T) (4.15)
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de modo que ¢; (€) satisfaz

d?¢; 2
df; = (GO - Ei)di+ (Z Gik g (§) ’¢k|2> i
k=1

2
" (Z Fa F©Olonl* | 61+ Hu B (€) |6a o 26 (4.16)
k=1

Desde que ainda temos duas equacoes diferenciais nao lineares acopladas com nao
linearidades nao homogéneas, vamos fazer outras transformacoes a fim de chegar a duas
equacoes diferenciais ordindrias nao lineares de segunda ordem com coeficientes constan-

tes. Para isso, nés impomos o requisito de que ¢ seja uma funcao de outra variavel ¢

(=0 , £€=0(J), (4.17)

e fazemos uma redefinicao em ¢; da forma

6.0 = /B (() . (4.18)

Assim obtemos

qu)i 2 2
e = H®it (Z Gik\®k|2> O, + (Z Ek|q>k|4> O, + Hip| D)0 ?®;,  (4.19)
k=1 k=1

na qual
_ Oue 30, 1
=B (GEQI-BE)+ =2 - =5, FlQ]==,
=B -B) g - T Tkl = 5
_ — 1
FIEQI =1 == (4.20)
®C
Em termos da variavel £ temos
o 2 d Q" ) 3 )
VO - (55) ~ % (3) 1O +E . 5(©=6",
f&)=nE=0", (4.21)

onde ©' = dO/d¢. Observa-se que quando p; = F; = 0 entao os potenciais V) = V4, se
manifestam como um potencial da mecanica quantica supersimétrico na variavel &, e as

fungoes de campo tornam-se em

i (&) = ;[ (i=1,2) (4.22)
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Finalmente, retornando as coordenadas espago-tempo originais (z,t), as fungoes de

onda sao dadas por

1

) = S E )]

exp [—im; (2, )] @ [C (€ (x,1))] (i =1,2). (4.23)

com 7; (z,t) = 12 2% + gt—g r—al(t)+ E; fot dt'T (t'). Aqui, a(t) é uma fungao arbitréria.

Ademais, as fungoes w, fi e fo aparecem como
vd [V vd (6 62 da
==-—|= ==-—|= =—— - — 4.24

revelando a conexao intrinseca entre a frequéncia w (t), as forcas f (t) e fo (¢) e as fungoes
reais v (1), 0 (t) e T (t), as quais aparecem na primeira transformagao de coordenadas e
na reparametrizagao temporal, Eq. (4.7). Note que a fungao real arbitréaria a(t) poderia
ser escolhida tal que da/dt = T(6;/2T)? se fo (t) nao estd presente na Eq. (4.24).

Portanto, nés temos mostrado como um sistema especifico de ESNLCQ com coefi-
cientes modulados, Eq. (2.18), pode ser mapeado em um sistema de equagoes diferenciais
nao lineares de segunda ordem unidimensional acopladas, Eq. (4.19), lancando mao de
transformagoes canonicas de ponto e redifinigdes do campo escalar complexo, Eqs. (4.7),
(4.10), (4.15), (4.16), e (4.22).

4.3 Solucoes analiticas exatas

Para resolver o sistema de ESNLCQs acopladas com coeficientes constantes, Eqs. (4.19),
nds vamos supor que esse sistema de equagoes sao equagoes de movimento estaticas (com ¢
como a coordenada espacial) do setor bosonico de um modelo supersimétrico relativistico
de dois campos escalares reais interagentes em (1+1) dimensoes do espago-tempo. No
modelo supersimétrico, ®; e 5 sao os dois campos escalares reais interagindo. Entao &,
e Oy sao configuragoes estaticas classicas sobre ¢ e as Eqgs.(4.19) sao escritas como

d*®, _ OU(Py, Dy) d*®y  OU(Dy, Dy)

_ _ 42
dc? 09, e 0Dy (4.25)

onde U (P, P2) é o potencial de interagao entre os campos do modelo considerado.

Assim, devido a igualdade

QU (1, Do) O*U(Pq, Do)
OD,00, 0P0D,

(4.26)

descobrimos que os coeficientes dos termos nao lineares em (4.19) devem ser relacionados
uns aos outros sob a forma Gio = Ga1, His = 2F5 and Hyy = 2F)5.

O potencial de interagao entre os campos de um modelo supersimétrico pode ser
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U (@, By) = % [(%)2 + (%)2] (4.27)

onde W (®q, ®5) é chamado de superpotencial.

escrito como

Como é bem conhecido [83, 84], as solugoes de energia minima encontradas para o
setor bosonico de um modelo supersimétrico, sao sélitons topolégicos do tipo Bogomol nyi-
Prasad-Sommerfield (BPS) e tipo ndo-BPS. N6s apenas trabalhamos com os sélitons BPS,
porque eles sao solugoes estaveis classicamente, pelo menos ao nivel da Teoria Classica de
Campos em (141) dimensées do espago-tempo [85]. Neste caso, pode ser demonstrado

que as solugoes das equagoes BPS

AP, OW (D1, ®y)  dDPy  OW(Py, Dy)
ac ob, 1 d¢ 0P,

(4.28)

sao também solugoes das equagoes de movimento estaticas (4.25) e sao aqueles que saturam
a energia do sistema ao menor valor, também conhecido como energia BPS. E importante
notar que a estabilidade das sélitons BPS nao garante a estabilidade dos solucoes em
(4.23) para o sistema de ESNLCQ acopladas (2.18).

A fim de encontrar solugoes de (4.28), usamos o método desenvolvido em [86, 87].

As equagoes diferenciais da Eq. (4.28) podem ser relacionadas como segue

dd, dd,
=d¢ = , 4.29
W, ¢ W, (4.29)
onde o elemento diferencial espacial é invariante. Assim, obtemos
dd, dd,
= 4.30
chl WCDQ Y ( )

esta equacao é conhecida como equagao diferencial de orbita. Em geral, esta equagao
¢ uma equagao diferencial nao linear que relaciona os campos @ (¢) e ®5(¢). Ora, se
nés podemos achar as solugbes completas das equagoes diferenciais da Eq. (4.30), a
fungao ®; (®2) pode ser usada para eliminar um dos campos, desacoplando as equagoes
diferenciais da Eq. (4.28). Finalmente, essas equagoes nao lineares de primeira ordem

desacopladas podem ser resolvidas analitica ou numericamente.

4.3.1 Sistema de equacoes diferenciais acopladas com nao linea-

ridad cubica

Para realizar esta técnica, escolhemos

M = 2)\2, GH = G22 = 2)\2, G12 = G21 = 6)\27 Hkl = Fkl =0. (431)
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Com esta escolha de parametros, as equagoes diferenciais de segunda ordem (4.19) sao

reduzidas a equacoes diferenciais de primeira ordem:

ae, _
ac

o
A2 +AD2 — A, CZZ—Z — 2\D, D, . (4.32)

A equacao de orbita é da forma
=1+ Py + D2,

onde ¢y é uma constante de integracao cujo valor critico é —2. Sugerimos ao leitor a refe-
réncia [91] para maiores detalhes do valor critico da constante de integra¢ao em modelos
supersimétricos relativisticos de dois campos escalares reais interagentes.

As solugdes de (4.32) sao [86, 92]

\/ ¢ — 4 sinh(2X()
V@ —4cosh(2XC) — ¢y

2
/2 — 4cosh(2XC) — ¢

B, (¢) = _tanh();) F1 () = 1 j:ta;h()\g)

Estas solugoes @1 (¢) e P45 (), para ¢y < —2, exibem perfis do tipo sélitons escuro e bri-

para ¢y < —2. (4.33)

para ¢y = —2, (4.34)

lhante, respectivamente, como é mostrado na Figura 4.1. Quando ¢, esta se aproximando
de seu valor critico, a solucao do tipo séliton escuro se alonga, enquanto que a amplitude

e a largura da solugao do tipo séliton brilhante incrementa.

Figura 4.1: Perfis das amplitudes dos componentes da solugao tipo soliton escuro-
brilhante, Eq. (4.33): (a) Perfil tipo soliton escuro ®? (¢); (b) Perfil tipo séliton brilhante
2 (). Para A = 2.5 .
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4.3.2 Sistema de equacoes diferenciais acopladas com nao line-

aridades cubica e quintica

Neste caso, para utilizar a técnica de equacao de érbita, escolhemos

pr = 2 = —02 , G =4rp, G =4p A,
G12 = G21 = 6p ()\ + /i) s H12 = 2F21 = 6k (2)\ -+ 3/1) s
Hy = 2F15=06)A(3\+2K) , [ =3k e Fy=3)\. (4.35)

Com esta escolha de parametros pode-se lidar com as equagoes diferenciais nao lineares de
segunda ordem, Eq. (4.28), que agora sao as seguintes equagoes diferenciais de primeira
ordem: - 1o
d_gl =y (A3 + 3607 +p) d_§2 = @y (3AD3 + kD] + p) . (4.36)
Em seguida, a equacao é érbita
>2\/9b2—14b+9 (

24 L
( 2T 1

— (ng F VO — 146+ 9

20 — Vb2 — 14b + 9

) 3(b+1)—v/9b2—14b+9

)3(b+1)+\/9b2—14b+9

Y

i+ 3 (A ~
S L 2 (E — 1). Esta equacao

se reduz a uma forma mais manejavel algebricamente, quando A = k. Para este caso, a

onde ¢y é uma constante real arbitraria, b = % e p=

equacao da orbita, com a qual iremos trabalhar daqui para frente, é

B2 (B2 — ¢q) + B2 (B2 — o) — 203P2 — coi = 0. (4.37)

Nesta situacao, ¢y tém dois valores criticos, 0 e —%, ver referéncia [91]. A partir da Eq.

(4.37) encontramos que

1 2
@%Zﬁ(?@%‘FCO—F\/CO (8@%4—60—1-{)). (438)

Substituindo a Eq. (4.38) nas equagoes diferenciais de primeira ordem da Eq. (4.36) e
integrando obtemos ®; (¢) e P2 (¢).

Os perfis dos campos @1 (¢) e P, () sao mostrados na Figura 4.2. Os perfis mostram

como a solugao ®; do tipo séliton cinza torna-se uma do tipo séliton escuro largo e a
solugao ®, de tipo séliton escuro torna-se uma do tipo soliton escuro largo, quando ¢q se

aproxima do seu valor critico 0.
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0,2
= 1o

0.75-
\ 05" [ co=-009 !

by /

\ 05" Co=—0.0001
2 1 1 » ¢ _2 -1

1 <
Figura 4.2: Perfis das amplitudes dos componentes da solucao: (a) séliton cinza &,
tornando-se um séliton escuro largo; (b) séliton escuro @5 tornando-se um séliton escuro
largo. Com Kk = —1e p=4.

Agora, consideramos a segunda solugao da Eq. (4.37), isto é

1
3

2
:5 (2@%+C0_\/CO (8@%‘}‘004‘ p>> .

— 4.39
! (4.30)
Novamente, substituindo a Eq. (4.39) nas equagoes diferenciais de primeira ordem
da Eq. (4.36) e integrando obtemos ®; (¢) e ®5({). A Figura 4.3 mostra os perfis das
amplitudes dos campos @4 (¢) e @5 (¢). Dai pode-se ver que uma solugao do tipo séliton

brilhante em um pedestal (também chamadas séliton anti-escuro por Crosta et al. nas

e solucao do tipo séliton escuro torna-se uma solucao tipo do séliton escura larga, quando
¢y se aproxima do seu valor critico —22

referéncias [88]-[90]) torna-se uma a solugao do tipo séliton brilhante largo em um pedestal,

0%
— 1k —
Co=1
| 0.75 /
05 85/
(b) |
‘\\\ obsl ,//
6=8.0001
2 -1 1 2 ¢ 2 1 ! > ¢
Figura 4.3: Comportamento dos perfis das amplitudes dos componentes da solugao: (a)
soliton brilhante em um pedestal ®; tornando-se um soliton brilhante largo em um pe-
destal; (b) séliton escuro @5 tornando-se um séliton escuro largo. Com k = —1e p =4.

No6s recomendamos ao leitor as referéncias [86], [91] e [92], para apreciar os detalhes
sobre o papel desempenhado pela constante ¢y na variedade de solugoes e as consequéencias
de tais solugoes em modelos especificos.
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4.4 Sodlitons vetoriais largos num BEC de uma espé-

cie atomica com dois estados internos diferentes

Como mencionamos acima, o sistema de duas ESNCQ acopladas com coeficientes modu-
lados, Eq. (2.18), pode descrever a dinamica de um BEC de dtomos da mesma espécie
com dois estados atomicos internos diferentes. Para modelar a evolucao do BEC, vamos
considerar os parametros dados na Eq. (4.31).

Além disso, nés consideramos que: T () = 72 (¢) and B;(t) = v ' (t). Com esta
escolha, temos m; (t) = 1 (massa constante) e I'; () = 0 (sistema conservativo). Nés

também escolhemos Fy = Fo = FE > 1, uy = pus = p e

B —1—q)(E—q)(E—1)
o) = /\/ _1_q+qsn2(5|6])) “

v(t) = 5—2sm(21/t) , 0(t)=0 e a(t)=0. (4.40)

onde sn (|q) é a integral eliptica de Jacobi senoidale, ¢ é o parametro eliptico, 0 < ¢ < 1.
Substituindo a Eq. (4.40) nas Eqs. (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.21), e (4.24) obtém-
se o potencial de armadilhamento e as intensidades da interacao entre dois bdsons, para

ambos componentes, da forma

vi (,1) = w (t) 2* + 2¢7* (1) sn® (€]q), (4.41)

(E—1—q)(E—q) (E—l))?’/2 7 () (4.42)
(E

It —1—q+gsn?(¢lg))’

g (z,1) = Gy (

onde w (t) = % e =v(t)x.

Como pode ser visto a partir da Eq. (4.41), o potencial de armadilhamento compoe-
se de um potencial harmonico e um potencial periédico, ou seja, uma armadilha magnética
e uma rede 6ptica, que sao ingredientes importantes de montagens experimentais BEC
(93, 94].

A Figura 4.4 mostra o potencial de armadilhamento v; (x,t) e a intensidade da in-
teracao entre dois bésons g1 (z,t) Da Figura 4.4 pode-se observar, o comportamento
periodico e a simetria espacial do potencial de armadilhamento, e o comportamento pe-
riédico da da interacdo entre dois bdsons g1 (z,t). O comportamento das intensidades
g2 (x,t) , g12 (x,1), € go1 (x,t) é similar ao de g1 (z,t). Queremos mencionar que a figura
do potencial de armadilhamento, por sua estética, foi escolhida para ser exibida na se¢ao
on-line Kaleidoscope da revista Physical Review E (Novembro 2013).

E importante ressaltar que estamos considerando um BEC de atomos da mesma es-

pécie com dois estados atomicos diferentes cujas interacoes entre dois atomos, em qualquer

estado interno, sao repulsivas. Isto pode ser deduzido a partir da Figura 4.4, g1 (z,t) > 0.
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X 10

Figura 4.4: (direita) Potencial de armadilhamento para BECs, Eq. (4.41). (esquerda)
Nao linearidade ctibica, Eq. (4.42). Com ¢ = 0.5, E =50, v =0.5, A=25¢e v = 3.

Para encontrar os componentes do séliton vetorial, usamos as Eqs. (4.33) e (4.40) e

as substituimos na Eq. (4.23), assim obtemos as expressoes

Uy (2,t) = — 2V20A (B — 1 — g+ qs0°(§,9))
’ (5 — 2sin (2vt))/(E —1—q) (E — q) (E — 1)
sinh(2A0 (£))

cosh(2X0 (§)) — \/%

.| wvcos(2vt) / , Yo 2
i | Y e g g 4.43
R T N O A 5 — 2sin (2u1')  (4:43)
0

Wy (,) — j:\/ 230 (B — 1 — g+ gsn? (€,0))

(5— 2sin (20t)\(E—1—q) (E—q) (E— 1)
2

V2 —4cosh(200 (£)) — ¢ .

| wvcos(2vt) / , Yo 2
|22y B 4.4
R e o 5 osm@ry) |0
0

(- =L —;am(¢, dn(g, . L.
onde O (§) = (ﬁé{?fﬁ__ql)) ( El_\l/_lqj (i(q;\;l) ¢ q), com II a integral eliptica completa
qasn®(§,q

de terceiro tipo e am (£, v) a amplitude eliptica, ver referéncia [73]. Pode-se ver, a partir
das Eqs. (4.43) e (4.44) que o parametro de ordem macroscépico ¥y (z,t) é um séliton

escuro e o parametro de ordem W, (x,¢) é um séliton brilhante. E importante dizer que, o
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soliton brilhante s6 pode ser encontrado em BEC de atomos com um tnico estado atomico
interno, se eles tém comprimento de espalhamento negativo, ou seja, se os atomos tém
uma interagao atraente gy (z,t) < 0. Os perfis das compoentes do sdliton vetorial, Eqgs.
(4.43) e (4.44), sdo mostrados na Figura (4.5)

D8E |

i}
3
[# |
04

0.2

Figura 4.5: Amplitudes dos componentes do séliton vetorial escuro-brilhante para BECs:
(a) | Wy (z,t)|°, séliton escuro largo, Eq. (4.43); (b) |¥s (z,t)[°, séliton brilhante largo,
(4.44). Com X\ =2.5, v =0.5, ¢ = —2.0001, ¢ = 0.5, By = E; =50 e o = 3.

4.5 Solitons vetoriais largos na propagacao do pulso

de luz polarizada

Para o caso em que as duas ESNLCQ acopladas com coeficientes modulados, Eq. (2.18),
descreve a propagacao de pulsos de luz polarizada através de uma fibra 6ptica, nés con-

sideramos o seguinte vinculo entre as funcoes

@) = w) , o)=0 , a(t)=0,

Com a relagao adequada entre as fungoes, vemos que vy (x,t) = 0. A forma explicita das

fungoes v(t) e Bi(t), sdo

) = Bovd (% + o?)
= et (o cos () + Qsin (Q1)) + Loyo (2 + 02)’
e (o — et (0 cos (Q) + Qsin (U)) + Boo (22 + 02))

_ : 4.46
ﬂk (t) 60’73 (QQ + 0_2)2 ( )
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onde v = 7(0), fo = Bx(0) e |Boyow| > 1.
Substituindo as Eqgs. (4.45) e (4.46) nas Egs. (4.3), (4.4), (4.5), e (4.6), podemos
obter o parametro de dispersao my (t), as nao linearidades Kerr e nao-Kerr gg (t), fu (2),

hi (t), e o coeficiente de amplifica¢do ou absorgao I' (t)

my, (t) = e cos () /Boe, (4.47)
gkt (x,t) = Gy cos (Qt) (4.48)

fu(x,t)  hig(z,t) e cos (Qt) (o — et (o cos () + Qsin () + Boyo (22 + 02))?
Fu  Hug Bon (92 + 0?2)° ’
(4.49)

02 + 71 (R cos () — o sin (Qt)) + LBoyoo (92 + o2)
2 (0 — e (o cos (Qt) + Qsin () + Loy (22 +02))

Queremos indicar que o parametro de dispersao my (t), bem como a nao linearidade Kerr

(4.50)

gk (x,t), tém exatamente as mesmas expressoes que foram usadas por Serkin et al. [16, 27]
e por Hao et. al [50].

As evolugoes das fungoes my, (t), gr (x,t), fu (x,t), hw (x,t), e Iy (t) s@o mostradas
na Figura 4.6. A partir delas, pode-se observar que, quando ¢ = 0 existe um balango entre
os efeitos produzidos pelo parametro de dispersao my, (t), pelas nao-linelidades Kerr e nao
Kerr gy (z,1), fu (z,t), hiy (z,t), e os efeitos produzidos pelo coeficiente de amplificagao
ou de absorgao T’y (t). Conforme explicado no Capitulo 3, estes efeitos sdo importantes

na criacao de um soliton.

ok /Ga
1.0

0.051]

05t -00s}

10 20 30 40 50 60 -0.10}

Figura 4.6: Comportamento: (a) do parametro de dispersao my, (t), Eq.(4.47); (b) da nao
linearidade Kerr gy (z,t), Eq. (4.48); (c) das nao linearidades Kerr e ndo-Kerr f; (z,t) e
hig (z,t), Eq. (4.49); (d) do coeficiente de amplificacido ou absorgao I'y (), Eq. (4.50).

Neste ponto, vamos mostrar os componentes dos sélitons vetoriais que resolvem as

equagoes diferenciais da Eq. (2.18).
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O primeiro conjunto de solugdes é obtido por substituicao das Eqs. (4.33), (4.45),

e (4.46) na Eq. (4.23). Assim, as amplitudes das solugbes analiticas sdo indicadas pelas

expressoes
¥ ()] = Voo (2 + %) et/
B (0 — et (o cos (1) + Qsin (1)) + Boro (2 + 02))
sinh (2X §) (4.51)
cosh (2X\¢) — \/% ’
O (2.8)] = e
2 (0 — et (o cos (1) + Qsin (1)) + Bovo (2 + 02))
x 2 , (4.52)
V2 —4cosh(2X€) — ¢
2 2 0.2
onde § = — (oo f)ojg(s?n(g t))) e e R Estas solugoes analiticas, Eqs. (4.51) e

(4.52), descrevem a propagacao de um pulso de luz polarizado através de uma fibra 6ptica

com apenas nao linearidade Kerr.

@) (b)

30

Figura 4.7: Propagacgao das intensidades dos componentes da solugao analitica vetorial:
(a) [T (z,t)|* solucdo com perfil séltion escuro, Eq. (4.51); (b) |®, (z,t)|* solugdo com
perfil séliton brilhante, Eq. (4.52). Com A = 2, ¢ = —2.0001, v =3.1, By =16, 2 =1
eo=—0.01.

Quando o = 0, as solugoes analiticas, Eqs. (4.51) e (4.52), sdo as componentes vetoriais
de um séliton escuro-brilhante. O comportamento das intensidades dos componentes
tipo séliton escuro-brilhante, Eqs. (4.51) e (4.52), durante a propagagiao é andlogo ao
comportamento mostrado na Figura 4.5.

A Figura 4.7 mostra o propagacao da intensidade das solugoes analiticas exatas, Eqs.
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(4.51) e (4.52), para ¢ < 0, que corresponde ao processo de absor¢do. Como pode ser
visto claramente as amplitudes de |U; (z,t)| e |¥q (2, t)| diminuem durante a propagagao.
Neste situagao (o # 0), o balanceamento entre os efeitos do parametro de dispersao, das

nao linearidades e da amplificacao ou absorcao é quebrado.

() (b)

b 415

Figura 4.8: Propagacao das intensidades do séliton cinza-escuro: (a) |¥ (z,t)|* séliton
cinza; (b) | U, (,t)|” séliton escuro. Com k = —1, p =4, Q =1, ¢g = —0.5, 7o = 3.1,
Bo=16¢c0=0.

O segundo conjunto de solugoes é obtido por substituicdo das Eqs. (4.36), (4.38),
(4.45), e (4.46) na Eq. (4.23). Quando o = 0, as solugoes numéricas, ¥, (z,t) e ¥y (z,1),
obtidas aqui sao as componentes de um séliton cinza-escuro. O comportamento das am-
plitudes do séliton cinza-escuro é mostrado na Figura 4.8 . Quando ¢, se aproxima de seu
valor critico zero, o séliton cinza-escuro muda para um séliton escuro-escuro largo. As
intensidades das componentes do soliton escuro-escuro largo sao mostradas na Figura 4.9.
Neste caso, quando ¢ < 0 a intensidade das componentes das solugoes tipo cinza-escuro,
obtidas aqui, apresentam o mesmo comportamento mostrada na Figura 4.7.

Finalmente, o terceiro e tltimo conjunto de solucoes é obtido por substituicao das
Egs. (4.36), (4.39), (4.45), e (4.46) na Eq. (4.23). Neste caso, quando o = 0 as solugdes
numéricas, Vq (z,t) e WUy (x,t), obtidas compreendem um séliton vetorial, cujas compo-
nentes sao um séliton brilhante em um pedestal (também chamadas séliton anti-escuro,
[88, 89, 90]) e um séliton escuro. Quando ¢y se aproxima a seu valor critico —2p/k, a inten-
sidade das componetes soliton brilhante-escuro torna-se em um soliton brilhante-escuro

largo. As intensidades do séliton brilhante-escuro largo sao mostradas na Figura 4.10.
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Figura 4.9: Propagacao da intensidade das componentes do séliton escuro-escuro largo:
(a) |y (z,t)|” séliton escuro largo; (b) |Wy (z,t)]* séliton escuro largo. Com k = —1,
p=40=1,c¢o=—-0.0001,v =31 F=16ec=0.

4.6 Comentarios

E importante mencionar que a possibilidade de emparelhamento de sélitons 6pticos bri-
lhantes e escuros em condigoes de XPM de ondas em um meio nao linear com dispersao
foi mostrado analiticamente por Afanas’ev et. al. [95]. Nessa referéncia, foi predito
que em determinadas circunstancias, novas quase particulas podem ser produzidas como
resultado do emparelhamento de sélitons opticos. Diferentes cenarios fisicos de propa-
gacao e interagao de solitons brilhantes e escuros emparelhados foram considerados por
Trillo et al. [96] e por Afanasjev et al. [97, 98]. O principal mecanismo fisico de soliton
brilhante-escuro (séliton molécular) foi considerado em detalhe nesses artigos pioneiros.
E interessante notar que a energia de ligacao do séliton desempenha um papel importante
no séliton emparelhado, como foi mostrado recentemente por Belyaeva et al. [99].

Além disso, estudos detalhados sobre ESNLCQ em éptica e em BECs foram reali-
zados por Crosta et. at. em [88, 89, 90]. Nessas referéncias, solugoes analiticas (sélitons)
sao obtidas e sua estabilidade bem como a relacao com choques dispersivos sao analisadas.
Nesses trabalhos os autores tratam com uma ESNLCQ com coeficientes constantes e re-
portam o aparecimento da coexistencia de sélitons escuro e anti-escuro (séliton brilhante
em um pedestal). Embora aqui estamos tratando com duas ESNLCQ com coeficientes
modu-lados, nés também encontramos tais estruturas, ou seja, sélitons escuro e anti-escuro
largos (séliton brilhante largo em um pedestal), como mostrado nas Figura 4.10.

Finalmente, gostariamos de mencionar o trabalho interessante desenvolvido por
Kanna e Sakkaravarthi [100]. Nesse trabalho os autores lidam com sélitons multicom-
ponentes acoplados descritos por ESNLs acopladas coerentemente com coeficientes cons-

tantes. Num caso especifico foi encontrada uma solugao vectorial de tipo séliton brilhante-
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Figura 4.10: Propagacéo das intensidades do séliton brilhante-escuro largo: (a) |0y (x, )|
séliton brilhante largo sobre um pedestal; (b) |U, (z,t)|?, séliton escuro largo. Com
k=—=1,p=4,¢=38.0001, 7% =31, 58=16,2=1ec=0.

brilhante, com um de seus componentes exibindo um perfil plano alto muito semelhantes
a ®3 mostrados na Figura (4.5). Esses tipos de sdlitons plano alto brilhante também
foram relatados em equagoes complexas nao integraveis de Ginzburg-Landau [101]. Nés
pensamos que uma generalizacao do modelo estudado por Kanna e Sakkaravarthi [100]
em ESNLs acopladas coerentemente com coeficientes modulados pode ser possivel e serd

considerada num futuro préximo.



Capitulo 5

Solucoes localizadas largas da
equacao de Schroédinger nao linear
PT-simétrica com coeficientes

modulados

Neste capitulo vamos lidar com a ESNLCQ com coeficientes modulados e termo de ga-
nho ou perda, Eq. (2.19). Desde o ponto de vista da Optica nao linear, a Eq. (2.19)
pode ser associada com a equacao que descreve a propagacao de pulsos de luz através de
uma fibra éptica, onde, X e Z sao a direcoes transversal e longitudinal de propagacao,
respectivamente. W (X, Z) é o envoltério do campo elétrico, m (X, Z) é o parametro de
dispersao, v (X, Z) é o indice de refragao linear, g3 (X, Z) e g5 (X, Z) sao a intensidades
das nao linearidades Kerr e ndao-Kerr ao longo da fibra dptica, respectivamente, e w (X, Z)
¢ o coeficiente de ganho ou perda.

Desde o ponto de vista da Fisica da Matéria Condensada, a Eq. (2.19) pode gover-
nar a dindmica dos BECs, onde ¥ (X, 7) desempenha o papel do parametro de ordem
macroscopico que evolui no tempo Z e localizado no espago X; m (X, Z) é a massa efetiva
do condensado, v (X, Z) é o coeficiente associado com o potencial de armadilhamento,
93 (X, Z) e g5 (X, Z) sao a intensidades das interacoes entre dois bésons (nao linearidade
cibica) e trés bdsons (nao linearidade quintica) [7], respectivamente, e w (X, Z) é o po-
tencial de ganho ou perda incorporado fenomenologicamente, por exemplo, para ter em
conta que a interacao de uma particula com o potencial de armadilhamento nao é ab-
solutamente eldstica [102, 103]. No caso de BECs também se pode interpretar o termo
w (X, Z)|¥(X,Z)|?, que aparece na equacao da continuidade deduzida a partir da Eq.
(2.19), como uma fonte ou dreno de particulas no sistema.

Neste capitulo, nés consideramos que o termo de ganho ou perda w (X, Z) em con-

junto com o indice de refragao linear ou potencial de armadilhamento v (X, Z), compre-

60
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ende um potencial nao-hermitiano na ESNL, Eq. (2.19). Neste contexto, nés nos concen-
tramos em obter soluges analiticas localizadas quando o potencial complexo, v (X, Z) +
iw (X, Z), é invariante sob a transformacao de paridade e reversao do tempo, simultane-
amente (simetria PT).

Para alcancar nosso objetivo, foi realizada uma pequena modificacao para o método
empregado por He et al. em [76], para mapear a Eq. (2.19) em uma ESNLCQ com poten-
cial nao-hermitiano que possui simetria P7. Neste capitulo estamos apenas interessados
em solucoes exatas localizadas que obedecem as condicoes de contorno, |\If|2 — 0 quando

X — +o00. Recentemente, os resultados neste capitulo foram publicados na revista Phy-
sical Review E [104].

5.1 Método de solucao

A forma especifica dos coeficientes m(X, Z),v(X, Z), 93(X, Z), 95(X, Z) e w(X, Z) na Eq.

(2.19) sao dado pelas expressoes

m(X,Z) = CONE (5.1)

v(X,Z) = wi(X,Z2) X'+ (X, 2)X + (X, 2) + C(2) V[F (h)]

() -5)

_o.82) 0.2
05 (X.2) = Gz ih o 05 (X, 2) = Gsgy ol (53)
w(X,Z) = fy (X, 2) X + 1 (X.2) + C(Z)W[F (b)), (54)

em que h é uma fungao inversivel, diferencidvel e positiva: h = h[y(Z2) X + 6 (2)], he =
%(f)]g:y(z)xﬂg(z) e F'(h) é una fungao dependente de h [€].

Vamos agora fazer a seguinte transformacao de coordenadas e reparametrizagao
temporal [68, 71|, as quais também foram empregadas para estudar sistemas com hamil-

tonianos nao-hermitianos dependentes do tempo [105], assim temos

£ 5w [
R E I N >

com ¥ [z (Z2)] =7 (2), 6[2(2)] =6(2), ([2(Z)] = ((Z) e, afim de remover a primeira

derivada de ¥ em relacao a variavel £ que surge a partir da transformacao (5.5), redefi-
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nimos a o campo escalar complexo V(X 7)

VX (€2), 2 (2)] = VB (2)e D0 (€, 2) , (56)
onde a (&,2) = )+ 2 fo h*(& <% (& —90)+ ) d¢', com a(z) é uma funcao real
arbitraria. Substltulndo as Eqgs. (5.1)-(5.6) na Eq. (2.19) obtemos

582*%%*{( 5(5)2_2> (%3) <f1 " m) (£9)
+f2+z(f)zgj+§(_a 1/ h%g)(% (g'_3)+52> d5/> VIFM)

_|._
C hf . d 5 ) ) ) hgz_
T2 ((Qh dé h -+ GsCh|@* @ + G5Ch* O @+ § fi = =20

# (5= 2525) (£20) + 5w () +aw e} o <o 6.7)

onde fr, = fr (&, 2) (k=1,2,3,4). A partir da ultima equagao pode-se ver por que os fato-

=2

res que envolvem 7 (Z), ((Z), 8(Z) e h|y(Z) X + 6 (Z)] estao presentes nas expressoes
v(X,Z),m(X,Z2), g35(X,Z), g5 (X, Z) e por isso que escolhemos a dependéncia especifica
de h, V e W sobre a varidvel £ = v(Z) X + 0 (Z). Neste ponto, pode-se escolher 7 (z),
9(2), C(2), B(2) e h(€) tal que

h? Ch? -
wy = —%75 ., h= —%%52,
_ <h2_2 ~ 1 ¢ 2( ¢ 7,2 / < < /
fa = 1 —(—(—a—|—§/0h(§)<§( —5)+5z)d§),
heC = Cd
fs = %C”Yz and  fy = %(L - g@ In (g) . (5.8)

Em termos das varidveis originais (X, Z), as fungoes wy, f;, i = 1,2,3,4 sao dadas pelas

expressoes
h%~% h?
X, Z) = X,Z) = ——=v20
Wl( ) ) 4<(Z) ) fl( ) ) QC(Z)/YZ Z
f(X,2) = " 52— 2 —a+ - Xh2(§’) (72X 4 0z) dX’
’ i (2)% o0z 2¢ /o ’
h h 1d
(X, Z) = fVZ and  fy = f5z—§ﬁln (g) ) (5.9)
onde vz = dZ, 67 = % revelando a conexdo intrinseca entre w; (X, Z), fi(X,Z) (k =

1,2,3,4) com as fungoes v (Z), § (Z2), ((Z), B(Z) e h [ =~ (Z) X + 6 (Z)]. Assim, a Eq.
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(5.7) assume a forma

o0 1o
Y9z 2 oer

(T

e a func@o de onda (5.6) é escrita como

+ G3h|®]* ® + G5h*®|* @ +i W [F (h)] @ +

U (X,2)=+/B(Z2)e XD d[e(X,2),2(2)] , (5.11)

onde o (X, Z) = —a(Z) + 3555 Jo B3(€) (12X +67) dX" .

Desde que ainda temos uma ESNLCQ com nao linearidades, coeficiente de ganho
ou perda e potenciais nao homogéneos, vamos fazer mais uma transformacao, a fim de
chegar a uma ESNLC(Q com nao linearidades constantes e coeficiente de ganho ou perda

e potencial nao homogeéneo. Para isso, redefinimos £ como uma funcao de outra varidvel
5_5_/m da’ (5.12)

U e R |
onde h(z) = h[¢ (z)] ex—z9 = F(h) = f;o h(&)dE' . A fim de eliminar a primeira derivada

de ® com relagao a varidvel x, que surge da transformagao (5.12), nés redefinimos o campo

X

escalar complexo ® como

Y (z, 2)

O (§(2),2) = —=="
h(z)

(5.13)
Ao substituir Egs. (5.12) e (5.13) na Eq. (5.10) pode-se verificar que ¢ = 9 (z, z) satisfaz

it ozt [V () + W (2)]¢ + Gal¢[*¢ + Gs||'y = 0, (5.14)

onde V (x) = V[F(h)] e W (x) = W[F(h)]. Note que a varidvel z pode ser formal-
mente identificada com a varidvel temporal e a Eq (5.14) pode ser interpretada como uma
ESNLCQ com potencial ndao-hermitiano V(z)+iW (z). Vamos considerar os casos em que
o potencial complexo V' (z)+iW (x) é invariante sob a transformagao PT, isto é, z — —x,
z — —z e i — —i. Indicamos ao leitor consultar a referéncia [106] para maiores detalhes
sobre a transformacao de paridade e reversao temporal.

Ao retornar para as coordenadas espago-temporais originais (X, Z), a fungao de

onda pode ser obtida a partir das Eqgs. (5.13) e (5.11), e é dada pela expressao

p(Z)

VD) =\ Rex 2)

o XDy (2, 7) (5.15)
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onde a (X, Z) = —a(Z) + 27<((Zz)) fOX h2(&) (vz X'+ 67) dX'.

Assim, temos demonstrado, por meio de transformacoes canonicas de ponto, como
a Eq (2.19), pode ser mapeada em uma ESNLCQ com nao linearidades constantes e
potencial nao-hermitiano, Eq . (5.14).
Caso Particular h[¢] = 1:

Neste caso, a Eq. (2.19) é escrita como

ig—;+m(2) S:,I; +0 (X, Z2)U+g3(2) |V U +g5(2) [V[* T +iw(X,Z2)¥ =0. (5.16)
Os coeficientes sio reduzidos a

m(2)= 50 (5.17)

2= (L) (B) 32 Zacovie. G

3(Z)—G3% , s (Z):Gg)%, (5.19)

w(X,Z) = _%%m (g) LW (), (5.20)

onde £ =v(Z) X +0(Z). A partir da Eq. (5.12) deduzimos que £ = x. Assim, por meio
da Eq. (5.5) e da funcao de onda (5.15), a qual pode ser reescrita como

U(X,Z) = \/B(2) (z,Z) exp {—z <%X2 + %X —a (Z)) } : (5.21)

podemos mapear a Eq. (5.16) numa ESNLCQ com néo linearidades constantes e potencial
complexo, Eq. (5.14).

Em seguida, nés mostramos algumas solugoes analiticas que resolvem a Eq. (5.14),
obtidas ao generalizar dois modelos ligados a porpagacao de um pulso de luz em um meio

nao linear, envolvendo apenas nao linearidade cubica.

5.2 Generalizacao do potencial Scarf II com simetria

PT

Nesta se¢ao, nds generalizamos um modelo introduzido por Musslimani et al. em [10].
Nesse artigo, os autores investigam, pela primeira vez, os efeitos da nao linearidade ctibica,
na dinamica de um feixe de luz em potenciais com simetria P7T .

Musslimani et al. comecam a sua andlise considerando que a evolucao do feixe de
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luz é regulada pela ESNLC, Eq. (5.14) com G5 = 0,

oy 02
z’a—f + a—gjﬁ + [V (@) +iW (2)]¢ + Gs||* = 0, (5.22)

e para compreender a dinamica, assumem um potencial complexo Scarf II
V(z) = Vpsech (z) , W(x) = Wytanh (x)sech (z) , (5.23)

onde Vj e Wy sao as amplitudes da parte real e imaginaria do potencial, respectivamente.
Queremos salientar que, uma andlise do modelo linear associado ao potencial dado pela
Eq. (5.23) foi estudado por Ahmed em [33]. Foi demonstrado por Ahmed que quando
Wy < Vo + 1/4 0 modelo linear apresenta um espectro de energia completamente real.
Ademais, a caracteristica mais interessante correspondente ao modelo linear é a existéncia
de um valor critico para amplitude da parte imagindria do potencial Wy = V; + 1/4.
Acima deste valor critico, uma transicao de fase abrupta tem lugar, a simetria PT é
espontaneamente quebrada e o espectro de valores proprios real torna-se parcialmente
ou completamente um espectro complexo. No modelo nao linear, tal restricao nao é
aplicada. Nao obstante, pode-se verificar que o envoltério do campo escalr complexo
Y(x, z) é dada pela fungdo prépria com menor energia do problema correspondente na
equacao de Schrodinger linear [10, 38, 107].

Quando G5 = 1, a Eq. (5.22) admite um modo nao linear da forma

W\ 2 . .
Y(w,2) = \/2 — Vo + (?0) sech () eZ(ZJ“%arCtan[smh(x)]), (5.24)

correspondente a condigdo de contorno ¥(x — £o00,z) = 0. A densidade de fluxo de

energia transversal para a solugdo analitica mencionada, Eq. (5.24), é igual a: S =
i ou opy _ Wo(2-Vo+WE/9)

s (WG V) =
continua da fase do modo néo linear com respeito a = e z, Eq. (5.24), e estd vinculado a

sech” (x). Este fluxo de energia surge devido & variacao

parte imaginaria do potencial Scarf II (termo de ganho ou perda).
Para generalizar o modelo apresentado por Musslimani et al. [10], brevemente des-
crito acima, vamos considerar a nao linearidade quintica diferente de zero, G5 # 0, e

potencial Scarf II com simetria P7T, dado pela expressao

2VoA W (20)*/? W, sinh (2z)

" i+ Acosh (2z) %) = (5:25)

Vie) 2 (ju + Acosh (22))*?

onde p > A > 0 sao os parametros do modelo. Uma caracteristica interessante do poten-
cial, Eq. (5.25) é a sua deformacao continua quando A varia. A partir das Figura 5.1(a)
e 5.1(b), pode-se observar que as amplitudes da parte real e imaginéria diminui enquanto

o espacamento entre as regides de ganho e perda da parte imaginaria aumenta a medida
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que \ se aproxima de zero. Assim, a Eq. (5.14), com V(z) e W(z) dados pela Eq. (5.25),
modela a propagacao de ondas 6pticas em um meio nao linear que manifiesta simetria
=, uma solucao analitica exata localizada da

PT, e admite, com G5 =

__ 3GE(HN (D)
AN (2p/ Ao+ W2 /9)

b — 2\ N (Wo)z exp [z (z + % %F (g0|m)>} (5.26)
’ G\ 0 3 1t + Acosh (2z) ’ '
onde F'(¢|m) é a integral eliptica incompleta do primeiro tipo [73], com amplitude ¢ =
arctan(sinh(z)) e parametro eliptico m = (u — \)/(p + N).
v W
35 =1
///30— \\(\:1
" (b) 5/
|/ A=1/13"
“_“‘_“‘/, “‘2“‘4‘)(
=03/
_/5—
X
(d)

2 2
Figura 5.1: Deformagao continua: (a) da parte real do potencial com simetria PT, Eq.

(5.25); (b) da parte imagindria do potencial com simetria PT, Eq. (5.25); (c¢) do perfil
da intensidade [¢(z)]?, Eq. (5.26), para diferentes valores de A. (d) Intensidade |¢(x)|*

semelhante a um séliton brilhante largo, para A = 1/73. Com Vy = 37, Wy =18, p = 1.

Um aspecto relevante do comportamento da intensidade da solucao exata localizada
é que a sua largura, bem como a sua amplitude aumentam quando A aproxima-se de zero,
indo de um solucao do tipo séliton brilhante para uma solucao do tipo séliton brilhante

largo [68], tal como é mostrado na Figura 5.1(c) e 5.1(d). Por outro lado, se o valor de
A cresce, entao a intensidade da nao linearidade nao-Kerr (G5 diminui para o seu valor
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(Vo—Wg/9)u
2

—3G3
a(4-(wg/9-vo)")
A intensidade da densidade de fluxo de energia transversal S = g(waxw* —P*O)) =

Wo(ZH/A*Vo+W§/9) 2\
3G A cosh

quando A diminui.

minimo

quando \ = , além desse ponto G5 aumenta para zero.

3/2
(2:1:)) associada a fase da solucao exata localizadas aumenta

Vale ressaltar que, quando A = p, a nao linearidade nao-Kerr desaparece (G5 = 0),
o potencial com simetria PT, Eq. (5.25), a solucdo exata localizada, Eq. (5.26), e a
densidade de fluxo de energia transversal sao reduzidos precisamente aqueles apresentados
por Musslimani et al. [10, 38, 107]. E nesse sentido que dizemos generalizar o modelo
apresentado por Musslimani. Quando G3 = 1 (caso autofocalizagdo) ou Gz = —1 (caso
desfocalizagao) nosso modelo é uma generalizagao, no mesmo sentido explicado acima, dos

modelos apresentados nas referéncias [10, 38, 107] e na referéncia [108], respectivamente.

5.3 Generalizacao do potencial Rosen-Morse II com

simetria PT

Nesta secao, nés generalizamos um modelo introduzido por Midya e Roychoudhury em
[109]. Naquele artigo, os autores relatam a existéncia e as propriedades dos modos loca-
lizados descritos pela ESNLC com potenciais complexo que exibem simetria P7T. Para

nosso propoésito, consideramos um potencial Rosen-Morse II generalizado com simetria

PT
2Vor

5+ rcosh (2z)

2Wor sinh (22)
W =
’ (z) s+ rcosh (2z)

onde s > r > 0 sao os parametros generalizados do modelo.

V(z) =

(5.27)

E importante mencionar que o problema linear para o potencial Rosen-Morse II com
simetria PT, foi estudado por G. Lévai e E. Magyari em [110]. L4, os autores demonstra-
ram que o espectro da energia para o problema linear é sempre real e os valores préprios
da energia podem ser positivos ou negativos, dependendo de uma escolha apropriada dos
valores das amplitudes da parte real e da parte imaginaria do potencial complexo. Esta
caracteristica podem ser devida a parte imaginaria do potencial complexo que, em con-
traste com a parte real é assintoticamente nao nula. Por esta razao, nao ha quebra da
simetria P7T e, consequentemente, nao ha transicao de fase em tais sistemas. O potencial,
Eq. (5.27), é continuamente deformado quando r é préximo de zero. As Figuras 5.2(a) e
5.2(b) apresentam os perfis da parte real e da parte imaginaria do potencial V (z)+iW (x)
para diferentes valores de r.

Neste caso, a Eq. (5.14), com V' (z) e W (z) dados por (5.27) e com G5 = —%,

poderia descrever a propagacao de uma onda Optica num meio nao linear que manifiesta
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simetria PT e que admite uma solugao exata localizada na forma

9 (%7“ + 28) ei[(l—WOQ)z-&-Wox]
G /s + rcosh (22)

W(a, z) = (5.28)
A partir da Eq. (5.28), pode-se observar que |¢)(z, z)| ndo depende de W), amplitude da
parte imaginaria do potencial. Além disso, a largura e a amplitude da intensidade da
solucao exata localizada aumenta e diminui, respectivamente, enquanto r aproxima-se de
zero, de modo que a intensidade vai desde um solugao tipo séliton brilhante a uma solugao

tipo séliton brilhante largo, tal como apresentado na Figura 5.2(c) e 5.2(d).

W
1'0}:0/.5*"""
(b 0.5 // r=0.1
t=0.01
s I
s
10

(d)

Figura 5.2: (a) Perfil da parte real do potencial complexo, Eq. (5.27); (b) Perfil da parte
imagindria do potencial complexo, Eq. (5.27); (¢) Segao transversal da intensidade para
diferentes valores de r. (d) Intensidade da solucao exata semelhante & intensidade de um
séliton brilhante largo, Eq. (5.28), para r = 0.01. Com V; = 25.5, Wy = 0.5, s = 0.5.

Por outro lado, a intensidade da nao linearidade nao-Kerr G5 diminui quando r

. . ;. 3G2 . .
aproxima de zero, e atinge o seu valor minimo, —=z*, quando r = 0. Ademais, a energia
4(2s+V0r)arccoth[ (s+r)/(sfr)]
Gsy/(s+7)/(s—7) ’

. N ~ . 0 2
associada & solucgdo exata localizada, e = [°|¢(x, 2)| dz =
aumenta quando r tende a zero.

Note que quando r é igual a s, a intensidade da nao linearidade nao-Kerr desaparece
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(G5 = 0), o potencial complexo com simetria PT, Eq. (5.27), a solucao exata localizada
Eq. (5.28), e a energia € sdo reduzidos exatamente aqueles apresentados por Midya e Roy-
choudhury [109]. Em vista disso, podemos dizer que o nosso modelo é uma generalizagao
do modelo estudado por Midya e Roychoudhury.

Estes foram os dois modelos que nés conseguimos generalizar. Antes de concluir esta
secao, queremos mencionar que o estudo da estabilidade das solugoes analiticas exatas,
Egs. (5.26) e (5.28), nao foi realizado pois nosso objetivo é encontrar solugoes estéveis
da ESNLCQ com simetria P7T e coeficientes modulados, Eq. (2.19), que é uma equagao

mais geral que a ESNLCQ simétrica com simetria P7T e coeficientes constantes.

5.4 Solucgoes localizadas largas

Nesta secao, apresentamos alguns modelos tedricos para os quais ndés obtemos solugoes
localizadas exatas. Para isso, alguns potenciais externos complexos com simetria P7T e
coeficientes modulados, interessantes e uteis, sao dados através das escolhas adequadas
das fungoes v (Z), 6 (Z), h[&] e B(Z).

Explicitamente, tomamos h [¢] = /¥ v (Z) = \/#m ,C(2) = 772, B(Z) =

’80770 e d(Z) = a(Z) = 0 com |e;| > |eg|. Sugerimos ao leitor revisar as referéncias
[18, 68, 82] para obter mais detalhes sobre as fungoes h [£] e v (Z). Como vimos na segao
5.1, essas fungoes estao relacionadas com os coeficientes modulados m (X, Z), g5 (X, Z) e
g5 (X, Z) pelas Egs. (5.1) e (5.3), isto é

2
22 ~2 Gy exp [v—osz]
m (X, Z) = lefm)@ . g3 (X, Z) _ 0 b2 (e1+¢€2 cos( Z); i

’ 260 (€1 + £4 cos (v Z))Y

)

2 235 ?
75 G5 exp [W&JS(V@)X }

232 (g1 + €9 cos (v Z))2

95 (X, Z) = (5.29)

E importante ressaltar que com esta escolha e a partir da Eq. (5.5) e (5.12) obtem-se

as seguintes relagoes entre as variaveis originais (X, Z) e as variaveis (z, z),

b
T = ﬁErﬁ i X1,
2 by/e1 + ez cos (v Z)
% t { S (Vzﬂ
7= ——— arctan an ( — ,
v\/e2 — &3 g1+ &2 2

onde Erfi é a fungdo erro imagindria [73]. Entao, percebemos que (X, Z2) — (=X, —2)
implica (z,2) — (—x,—2), de tal forma que podemos estabelecer a simetria P7 nos

exemplos que vamos tratar abaixo.
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No caso particular h [] = 1, e com as mesmas fungoes v (Z), ¢ (Z) e B(Z) escolhidas

acima, a relagdo entre as varidveis originais (X, Z) e as variaveis (z, z) sao

T = il X
Verteacos(vZ)
73 arcta [ i ta (VZ>]
z = ————— arctan ——tan (= .
vy/et — €} €1+ &2 2

Assim, quando (X,Z7) — (=X, —Z) um também tem (z,z) — (—z,—2). Ademais, a
partir das Egs. (5.17) e (5.19) obtemos
1 G375

m(Z) = 5098 (Z2) = 260 (1 + £9 cos (VZ))3/2 , 95 (Z)

_ G575
262 (g1 + ey cos (v Z))*

(5.30)

de tal modo que, a partir das Egs. (5.29) e (5.30), obtemos : m (X, Z) = m (=X, —Z2),
93(X,Z) = g3 (=X, —Z) and g5 (X, Z) = g5 (- X, - Z).

A seguir, nés apresentamos trés exemplos e encontramos as solucoes exatas locali-
zadas (na coordenada X) correspondentes as ESNLCQ com coeficientes modulados, Eq.
(2.19), com potenciais externos com simetria P7T . Especificamente, no primeiro exemplo,
trabalhamos com a ESNLC que rege a propagacao de ondas 6pticas em um meio nao linear
[10]. Nos dois ultimos exemplos, consideramos a ESNLCQ e encontramos solugdes exatas
localizadas cujas amplitudes e largura podem ser moduladas. Em todos os exemplos nés
encontramos solugoes do tipo sélitons brilhantes como uma consequéncia das condicoes de
fronteira e, no caso da ESNLCQ, nés somos capazes de modular a amplitude e a largura,

de tal maneira que um soliton brilhante estreito torna-se um séliton brilhante largo.

5.4.1 Exemplo 1

Como um primeiro exemplo, vamos considerar o modelo introduzido por Musslimani et
al. [10], Eq. (5.14) com G5 = 0, que descreve a porpagagao de um feixe de luz através de
um meio 6ptico focalizador.

A fim de encontrar o potencial externo complexo e a funcao de onda que resolve Eq.
(2.19), substituimos a Eq. (5.23) nas Egs. (5.2) and (5.4), obtendo o indice de refracgao
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v(X,Z)
LXQ
4oyt 4 e latercostv2) ™ hre2y? gin? (I/Z):| 22 .
v(X,2) = - : o T
8b* (€1 + ex cos (V)
B S I S
bgeb2(51+52 cos(v2)) €2y2 CcOS (VZ) f)/ge b2 (€1 +eg cos(vZ))
a 8+2 202 (€1 + €z cos (v2))
Vovs b
il sech? VT Erfi 10 X||,(5.31)
2 (€1 + excos (V7)) 2 b\/€1 + €3 cos (V7))

e o coeficiente de ganho e perda w (X, Z)

w(X.7) = Vaeav sin (vZ) 9 esvsin (v2)
’ b2 (¢1 + €5 cos (vZ))? 2(e1 +eycos (7))
2
Woo ech ﬁbErﬁ ol X
2 (61 + €2 cos (vZ)) 2 by/ (€1 + €2 cos (v2))
X tanh ﬁbErﬁ 10 X\ (5.32)
2 by/ (€1 + €2 cos (v2))

As ultimas expressoes satisfazem as seguintes propriedades de simetria na reversao das
coordenadas v (X,Z) = v(—=X,—Z2) e w(X,Z) = —w(—X,—Z), isto é, o indice de
refracao e o coeficiente de ganho ou perda sao par e impar, respectivamente, em relagao
as varidveis X e Z. Portanto, podemos dizer que v (X,Z) + tw (X, Z) funciona como
um potencial complexo com simetria PT e, devido as escolhas especificas de h [€], v (Z),
0(Z),¢(Z)ep(Z),a ESNL com coeficientes modulados dada pela Eq. (2.19) é invariante
sob a reversao “temporal” (Z — —Z, i — —i) e reversao “espacial” (X — —X). A fungdo
de onda ¥ (X, Z), que é a solucao da Eq. (2.19), é obtida substituindo a Eq. (5.24) na
Eq. (5.15)

- - Wo 2 /b Yo
U(X,Z) = Bo (2 V0+( 3 ) )sech[ 2 forfl [b\/51+62cos(VZ)X

2
70 2

X (€1 + €3 cos (I/Z))l/4 e W erter o2 e (X2) (5.33)
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onde

b’eqv sin (V2) 278 X?
X,7) = —leriiws)
2 (X.2) 82 P 2 (61 + e cos (v2))
Yo X
by\/€1 + €3 cos (V7))

1

JrWota_
— tan
3

sinh [@Erﬁ

2
,VO -1 €1 — &9 14 Z):|
+——==tan tan | — .
vy\/e3 — &3 [ €1+ &2 ( 2
Desde a Eq. (5.33), notamos que ¥* (=X, —2) = ¥ (X, Z), ou seja ¥ (X, Z) é invariante

sob a reversao nas variaveis X e Z.

A situagao fisicamente interessante surge no caso particular h [£] = 1. Neste caso, o

indice de refracao v(X, Z) e o coeficiente de ganho ou perda w (X, Z) sao

0(X.Z) — e (4ei cos (VZ) + €2 (3 + cos (21/Z)))X2 17%%
7 16 (e; + ez cos (v2))? 2(e1 + ez cos (v72))
xsech? Yo X ,
\/61 + ey cos (V2)
in(v7 Worya X
w(X,Z) eavsin (v2) 070 sech 7o
2(e1+eycos(vZ))  2(e1+ ezco8 (V7)) Ve + e cos (vZ)

Yo X
Ve + e cos (V)

X tanh . (5.34)

Mesmo neste caso especifico, o indice de refragao e o coeficiente de ganho ou perda sao par
e Tmpar, respectivamente, em relacao a reversao nas variaveis X e Z. Assim, o potencial
complexo v (X, Z) +iw (X, Z) apresenta simetria P7T.

Ademais, a Eq. (5.16) reduz-se a forma

oU  10%°0

[E— —_—— 2 y —
57t oy T 0 (2) WPV +0 (X, 2) U +iw(X,2)¥ =0, (5.35)

onde g3 (Z), v(X,Z) e w (X, Z) satisfazem as Eqs. (5.30) e (5.34).

Queremos salientar que a Eq. (5.35) pode ser associada com a propagacao de ondas
6pticas através de um meio 6ptico focalizador com indice de refracao modulado ao longo
dos eixos transversal e longitudinal estudada por Kartashov et. al. [111] e Yang et. al.
[112]. Kartashov et. al. descobriram que, em condi¢oes adequadas, redes peridédicas
longitudinalmente podem exibir amplificacao do séliton espacial, mas eles nao levaram
em conta as perdas por radiacao que ocorrem quando uma porc¢ao de alta frequéncia do
espectro do soliton espacial é transmitida através da barreira de potencial e deixa o canal
do guia [111]. Por meio deste exemplo, considera-se um indice de refragao modulado ao

longo de ambos eixos, semelhante ao que é considerado por Kartashov et. al. [111]. Além
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disso, levamos em conta, as perdas e os ganhos do sistema e exploramos os efeitos da
nao linearidade Kerr, o indice de refracao linear e o coeficiente de ganho ou perda na

propagacao de ondas opticas.

e — il v
S —
il i

3 Il E

2 | o
o —

) i
[ ——— | I0

-1.5 -05 05 1.5

X

Figura 5.3: Evolugao periédica do: (a) indice de refracao v (X, Z) e (b) o coeficiente de
ganho ou perda w (X, Z), Eq. (5.34). Com v =5, ¢ =6, e = —4, Vo =37, Wy =18 e
Yo = 2.

A Figura 5.3 apresenta o comportamento do indice de refracao v (X, Z) e do co-
eficiente de ganho ou perda w (X, 7). A partir de Figura 5.3, pode-se ver que v (X, 7)
forma uma distribuigao periédica de barreiras de potencial ao longo do eixo longitudinal Z
(Fig.5.3(a)), e cada barreira de potencial esté correlacionada com uma mudanga sibita de
w (X, Z) na direcao transversal X (Fig.5.3(b)). Além disso, a intensidade da nao lineari-
dade Kerr, g3 (Z), ¢ maxima em todos os lugares onde a barreira de potencial aparece. As
mudancas do w (X, Z) sao interpretadas como um fluxo de energia de saida em um lado
da fibra, enquanto um fluxo de energia é fornecido por uma fonte externa de energia, do
outro lado da fibra, que pode ser apreciado por meio da equagao de continuidade (teorema
de Poynting) 0y |¥|* + dx[i/2 (POx ¥* — U OxW)] = —2 w (X, Z) |¥|*, com ¥ = ¥ (X, Z)
dado abaixo.

Ao utilizar as Egs. (5.21) e (5.24), obtemos a funcao de onda ¥ (X, Z7), que é a
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solugao da Eq. (5.35),
"o X

= (2ves (MY
U(X,Z) = |bo (2 %+(3>>860h Ve + e cos (vZ)

X (€1 + €5 cos (vZ))/* ?X2) (5.36)

onde

W o [ €1 — €9 v } eavsin (v2) N
X, 7) = —p(X, Z)+———= arctan tan (—Z) — X,
¢( ) 3 SO( ) y,/g%—g% €1+ &9 2 4(61+62COS(VZ))
com ¢(X, Z) = arctan(sinhyy X/\/€1 + €2 cos (vZ))). Notamos que novamente U* (—X, —Z) =
U (X, 7).

A evolugiio e comportamento da intensidade da solucdo exata localizada |¥ (X, Z)|

é mostrado na Figura 5.4. A partir desse Figura, pode-se ver que a intensidade da solucao
exata localizada diminui devido aos efeitos produzidos sobre ele pela barreira de potencial
e a intensidade méxima de g5 (Z). A mudanca repentina de w (X, Z) nao afeta |¥ (X, Z)|?,
ela afeta apenas a fase de ¥ (X, Z). O papel desempenhado pela fonte externa ou dreno
externo de energia pode ser apreciado por meio do termo de fonte ou dreno no lado direito
da equacao de continuidade (teorema de Poynting), como discutido acima. Recordamos
que a simetria PT impoe que w (X, Z) deve ser impar sob as reversoes de X e Z, e isso leva

. como se pode verificar explicitamente

a conservagao da energia média em um periodo v~
através da integracao em X e tomando a média da equacao da continuidade. Assim, pode-
se dizer que a simetria PT deve estar presente, a fim de ter solucoes estaveis nesse tipo de
sistemas. A Figura 5.4(b), por sua estética, foi escolhida para ser exibida na se¢ao on-line
Keleidoscope do Physical Review E (Janeiro 2015).

Um exemplo mais simples acontece quando apenas o indice de refracao linear e o
coeficiente de ganho ou perda sao dependentes das variaveis X e Z, e as nao linearidades

sao homogéneas e independentes de Z. Ao considerar este caso e tomando h[¢] = 1,

1(Z) = =2 ((2) = B(Z) = € 6(2) = a(Z) = G5 = 0 com [ea| > [za], 0 Ea

(2.19) reduz-se a forma

o0 10*°0

JE— _— 2 ) =
io7t oaxe T O Y0 (X.2) T +iw (X, 2) ¥ =0,

onde v (X, Z) e w(X,Z) sdo as mesmas dadas por (5.34). A solugao analitica exata da
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Figura 5.4: (a) Intensidade |¥ (X, Z)|* tipo séliton brilhante. (b) Gréafico do contorno da
intensidade | (X, 2)|?, Eq. (5.36). Com v = 5, ¢, = 6, e, = —4, Vy = 37, Wy = 18,
Bo=1/V2ery =2

ultima equacao diferencial é dada pela expressao

2
o Wo Yo
vV(X,7Z) = —(2-W — h X
(X, 2) 2< 0+(3)>sec [61+62cos(y2)

X (€1 + €3 cos (vZ)) M2 X2)

5.4.2 Exemplo 2

Vamos agora estudar a evolugao da Eq. (5.16) usando o potencial Scarf II generalizado
com simetria PT. Neste caso, a Eq. (5.16) poderia descrever a propagagdo de ondas
Opticas num meio que apresenta nao linearidades Kerr e nao-Kerr com indice de refragao
linear e coeficiente de ganho ou perda modulados ao longo do eixo transversal e do eixo
longitudinal. A partir das Egs. (5.18), (5.20) e (5.25), encontramos que o indice de

refragdo v(X, Z) e o coeficiente de ganho ou perda w (X, Z) sao

2 2
o (X.7) = _ev? (decos (vZ) + e (3 + 0025 (2VZ)))X2 Voy2
16 (€1 + €z cos (v 2)) (€1 + excos (v2))
A
X

— 20X
11+ A cosh (\/m)
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evsin (v2) Worye sinh 270 X
2(€; +ecos (V7)) 4(er + egcos (V7)) Ve + e cos (V)
(2/\)3/2

X 32"
2 v X
(/JI - Acosh < €1+e€2 cos(vZ) ) )

Pode-se verificar que v (X, Z) = v (=X, -Z) ew (X, Z) = —w (- X, —Z). Entao o poten-

cial complexo v (X, Z) + iw (X, Z) possui simetria P7T . Neste caso, o indice de refragao

w(X,Z) =

(5.37)

linear e o coeficiente de ganho ou perda tém um desenvolvimento tal como o mostrado
na Fig.(5.3), mas com um comportamento peculiar, isto é, quando A aproxima-se de zero
a largura e a altura das barreiras de potencial formadas por v (X, Z) sdo continuamente
deformadas, o que leva as regioes de ganho e de perda serem apartados continuamente

uma da outra. Esse comportamento peculiar é mostrado na Figura(5.5).

6! | v
si@{
) 1 I 10.0

par i
1/ ——
()] e—— 0
=10 =035 00 05 1.0

§2.5

X

Figura 5.5: (a) Indice de refracdo deformado v (X, Z). (b) Separacao continua de regioes
de ganho e perda, w (X, Z), Eq. (5.37). Parav =5, 79 = 2, ¢, = 0.6, e = —0.4, Vj = 37,
Wo=18, u=1eAX=1/73.

Além disso, a intensidade maxima da nao linearidade Kerr e intensidade minima da nao
linearidade nao-Kerr, g3 (Z) e g5 (Z), estdo em fase com as barreiras potenciais.

Agora, vamos examinar as repercussoes das nao linearidades Kerr e nao-Kerr e de
v(X,Z) ew(X,Z) deformados sob a propagagiao da onda dptica.

A fungao de onda ¥ (X, Z), que é a solugao da Eq. (5.16), é obtida a partir da Eq.
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(5.21), usando a Eq. (5.26), é dada por

2ﬂ0A 1% LLO 2 ;
vV (X,Z) = 28 —Vp+ [ — i$(X,Z)
(X.2) Gs ( A < 3 ) ¢

(€1 + ez cos (vZ))/*

X
Acosh | 20X
\/’u +Acos ( €1+e€2 COS(VZ)>

e sin (v7) s Wo [ 2A ( (X.2) ,u—)\)

, (5.38)

onde

X, Z) = — x4 20 2 g
(X, 2) 4 (€1 + excos (V7)) * 3V A+u

2
€1 — € A
+7—0arctan{ ! 2 tan (V )] ,
v\/e? — &3 V e1+ &2 2

com (X, Z) = arctan(sinh(19X/+/€1 + €2 cos (12))). Baseado na Eq. (5.38) podemos
deduzir que U* (-X,-2) =V (X, Z).

A

(a)

a0

%2

Figura 5.6: (a) Intensidade |¥|” tipo séliton brilhante largo. (b) Gréfico do contorno da
evolucdo periédica da intensidade |¥|? tipo um séliton brilhante largo, (5.38). Parav =5,
1= 0.6, €= —0.4, v =2, fo=10V5, Vo =37, Wo =18, u=1 e A = 1/T3.

O comportamento da intensidade do feixe luminoso é semelhante ao mostrado na
Figura 5.4. No entanto, neste caso também somos capazes de modular a largura e ampli-
tude da intensidade |‘~Il\2 variando o parametro A. Isto é, quando A\ aproxima-se de zero,
a largura e a amplitude aumentam devido a diminuicao das amplitudes das barreiras po-
tenciais, e devido a separacao entre as regioes de perda e ganho e os efeitos produzidos
pelas intensidades maxima e minima de g3 (Z) e g5 (Z), respectivamente. Assim, quando

A tende a zero, a intensidade do feixe luminoso é semelhante a um séliton brilhante largo
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[68], como ¢ mostrado na Figura (5.6).

E importante ressaltar que, quando A = p (G5 = 0) as Eqs. (5.37) e (5.38) so
reduzidas exactamente as Eqgs. (5.34) e (5.36) como ¢ esperado.

Também queremos mencionar que, para o caso em que os coeficientes ndo lineares
sdo constantes, isto é, g3 (Z) = G5 e g5 (Z) = G5, o sistema também apresenta solugoes
analiticas. Por exemplo, se consideramos h[¢] = 1, v(Z) = V2, ((Z) = B(Z) =1 e
aZ)y=—] %dZ a Eq. (2.19) toma a forma

ov  19°0
97 T 20x?

+ G|V + G| U* U + v (X, 2) ¥ +iw (X, Z)¥ =0,

sin J
ondev (X, Z) = 5\Z[ZX+Vosech2 (X +6(Z2)]ew(X,Z) =2\ W, (M+ACO:}E2[;€(;+§(ZZ)))])D3/2

e a solucao analitica da equacao diferencial que descreve a dinamica do sistema é

U (X, Z)| = \/Q (— —Vo+ KZ) (1 + Acosh [2 (X + 6 (2))]) 2.

Gz \ A 9
A evolugao da intensidade da solugao analitica, neste caso, tem um comportamento de
ondulagao lateral como a locomocao das cobras, que foi estudada pela primeira vez He et.
al. em [76].
Por outro lado, quando tomamos h[§] =1, v(Z) = m, ((Z2)=p2)=1
ed(Z)=a(Z)=0com |e1| > |e2| a Eq. (2.19) reduz-se a seguinte expressao

ov 0*W

i— +m(Z2) 6X2+G3\\11|2\IJ+G5|\D|4\11+@(X )V +iw(X,Z2)¥ =0,

em que m(Z) = (1 + ez cos (v2)) /75,

0 (X, 2) = viy2eq ((e9 — 4ey) cos (vZ) — 552)X2 | Visech? Yo X
’ 32 (g1 + ey cos (vZ))? Ve +eacos (v2)
i Z 2v0 X
w(X,Z) eavsin (v2) + Wy sinh 0
4 (g1 4 eycos (v2)) \/51 + g9 cos (V7))

(2)\)3/2

3/2°
h 2 v X
('u + A cos (\/61+62 COS(VZ)))

A solucao analitica para a ultima equacao diferencial é tal que

2\ /2 W2
U (X, Z)| = \/5 (%‘—Vﬁﬁ) (u—i—)\cosh
3

2’70X
\é1 +eacos (v2)

) —-1/2
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5.4.3 Exemplo 3

Neste tltimo exemplo, analisamos a evolugao da funcao de onda ¥ (X, Z) governada pela

Eq. (5.16) usando o potencial Rosen-Morse II generalizado com simetria PT, Eq. (5.27),
e B(2) = 2y (Z).

12 =
=05 00 035
X

Figura 5.7: (a) Indice de refraciio deformado; (b) Separacéo continua de regides de perda
e ganho , Eq. (5.37). Parav =5, v =2, ¢, = 0.6, e = 0.4, Vj = 25.5, Wy = 0.5, s = 0.5
er=0.01.

Neste caso, a partir das Egs. (5.18) e (5.20) obtemos o indice de refragao v(X, Z) e

o coeficiente de ganho ou perda w (X, Z) dados por

e (4ercos (VZ) + € (3 + cos (2VZ)))X2
16 (e1 + €3 cos (v2))?
gl Vor

€1+ €2008(VZ) g | 1 cosh (%) )

v(X,Z) =

€1te2 cos(vZ)

: 270 X
w(X.7) ’VSWOT sinh (_514_52 ?:os(l/Z)) (5.39)
, 61+EZCOS(VZ)3—|—Tcosh(A)' ‘

e1tea cos(vZ)

A partir destas dltimas expressoes, é facil verificar que v (X, Z) = v (=X, —Z)ew (X, Z) =
—w (=X, —Z). Neste caso o potencial complexo v (X, Z)+iw (X, Z) possui simetria PT.

Neste contexto, o indice de refracao forma uma distribuicao regular de pogos potenciais
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ao longo do eixo longitudinal Z (Figura 5.7(a)), e cada pogo potencial esté associado com
uma alteragdo do coeficiente de ganho ou perda no eixo transversal X (Figura 5.7(b)).
Além disso, a largura e a profundidade dos pogos potenciais formados por v (X, Z) sdo
continuamente deformadas enquanto que as regioes de ganho e perda sao apartadas con-
tinuamente uma da outra quando 7 tende a zero, como é mostrado na Figura 5.7. Além
disso, a intesidade da nao linearidade Kerr g3 (Z) é maxima sempre que os potenciais tipo
pogo aparecemn, e a nao linearidade nao-Kerr g5 (Z) é constante.

A solugao exata localizada ¥ (X, Z), que é a solugdo da Eq. (2.19), é obtida a partir
da Eq. (5.21) usando a Eq. (5.28):

2 (Vor + 2 i e
(X, Z) =\/ ( OT(J;; S)ﬂoew(x,z) (e1 + €2 co8 (v2)) ; (5.40)
270 X
\/s + r cosh (%W)
com
(X, Z) = — v sin (v7) X2+ idi

4 (€1 + egcos (vZ)) Ve + e cos (v2)

2 2
+———==tan tan | — .
vy/e? — &2 €1+ &2 2

| 2

Figura 5.8: (a) Propagacao periddica da intensidade |V (X, Z) |* tipo um séliton brilhante
largo. (b) Grafico do contorno da evolugao periédica da intensidade |¥ (X, Z) |?, Eq.
(5.40). Parav =5, v =2, ¢ = 0.6, ¢ =04, 5y =2, Vo =255 Wy =05, s=05¢e
r=0.01.

A partir da Eq. (5.40) vemos que U* (=X, —Z7) = ¥ (X, Z). A evolucao da ampli-
tude da solucao exata localizada é mostrada na Figura 5.8. Por meio desta figura pode-se
ver que a amplitude da solucao localizada é maxima na parte inferior do pogo potencial

(X = 0), que coincide com a intensidade maxima do nao linearidade Kerr e a mudanga si-
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bita do w (X, Z). Além disso, a intensidade da onda tem a forma de um séliton brilhante

largo, quando r tende a zero, Figura 5.8.

5.5 Analise de estabilidade

Até agora, nés apresentamos novas solucoes exatas localizadas da ESNLCQ simétrica PT
com coeficientes modulados, Eq. (2.19). Vale ressaltar que, em aplicages do mundo real
como no caso de sistemas de comunicacao Optica, a fim de aumentar a capacidade de
transporte de informacao do pulso de luz numa fibra 6ptica é desejavel que as solugoes,
da equacao diferencial que descreve a propagacao de um pulso de luz através de uma fibra
Optica, sejam estaveis.

No6s vamos analisar, por meio de simulagoes numéricas e recorrendo a critérios de
Lyapunov, a estabilidade das solugoes exatas localizadas obtidas na secao anterior, Egs.
(5.36), (5.38) e (5.40). Para isso, nés empregamos o método de descomposi¢ao do operador
(operator splitting method) com diferengas finitas baseado no algoritmo de Crank-Nicolson
(ver apéndice B). Este método ja foi utilizado com sucesso por Cardoso et al. em [21]
para analizar a estabilidade dos séliton vectoriais com dois componentes. Noés indicamos

as referéncias [113, 114] para obter mais detalhes sobre a descri¢ao deste algoritmo na
plataforma de software MATHEMATICA.

& ¥
L 2.0f
sl !I |||'I . i‘ i'|!H _ || | Hg, H|| | 'I » | | !III | ||| | i } i | ||‘ || I|I ‘I | l'Hl |
]O m L . . : : -
0.5 (a) 0.5 (b)
' 100 300 300 100~ ‘ 100 200 300 200-

Figura 5.9: Anélise da estabilidade: (a) Amplitude maxima da solugao Eq. (5.36); ana-
litica (vermelho) e perturbada (azul). (b) Amplitude maxima da solucdo Eq. (5.38);
analitica (vermelho) e perturbada (azul) para A = 5 (Vo —W§/9), p =1, Vo = 1l e
Wy = 0.5.

Aqui usamos os passos AX = 0.02 e AZ = 0.01, na diregao transversal e longitu-
dinal da propagacao, respectivamente, para a obtencao dos resultados numéricos sobre
as diregao longitudinal de propagacao na faixa [0,400]. Queremos mencionar que, os ta-
manhos do passo AX e AZ foram escolhidos tal que o menor tempo de processamento
computacional é utilizado para alcangar os resultados numéricos. Ademais, nés adiciona-

mos um ruido branco no pulso inicial ¥ (X, 0), de tal forma que o pulso perturbado é da
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forma

Upere = U (X,0)[140.01 R (X)] .

onde R (X) é um nimero aleatério entre [—0.5,0.5], com essa escolha os valores do ruido

branco sao pequenos, centrados e com média zero.

W1° w®

TA®

e ————

-
etk e e
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Figura 5.10: Anélise da estabilidade (a) Amphtude méaxima da solugao Eq. (5.38); ana-
litica (vermelho) e perturbada (azul) para A = 0.1, p = 1, Vo = 1 e Wy = 0.5. (b)
Amplitude méxima da solugao Eq. (5.40); anahtlca (vermelho) e perturbada (azul) para
Vo=2eWy=04.

A comparacao entre os resultados numéricos e analiticos sao mostrados na Figura
5.9, onde as solugoes sao mostradas apenas para X = 0. Pode-se notar que as amplitudes
maximas das solugoes numéricas perturbadas como fungoes da variavel Z nao coincidem
com as amplitudes maximas analiticas correspondentes. De fato, de acordo com os cri-
térios de Lyapunov [115, 116], quando a solugao perturbada evolui em torno da solucao
analitica ela é dita ser estavel. Isto pode ser aplicado a ambas as solugoes dadas pelas Eqgs.
(5.36) e (5.38). No tultimo caso, solugdo dada pela Eq. (5.38), a estabilidade é realizada
apenas para A < u, desde que a solugao torna-se mais susceptivel a perturbacao inicial,
isto é, tende a ser instdvel quando A aproxima-se de zero (quando o coeficiente de nao
linearidade quintica torna-se predominante) ver Figura 5.10(a).

Além disso, foi encontrada que a solugao exata localizada, Eq. (5.40) é instavel sob
a perturbagao inicial considerada de acordo com os critérios de Lyapunov, uma vez que a
solugao perturbada evolui para longe da solugao exata (ver Figura 5.10(b)). Uma vez que
a solucao exata Eq. (5.40) é instavel, o aparecimento dela aqui deve ser entendida apenas

como uma ilustragao do método.

5.6 Comentarios

Observamos que o exemplo 2, subsecao 5.4.2, pode ser aplicado ao caso de BEC. Nesse
caso, a equacao Jy |U|* + dx[i/2 (POx U* — U*dx V)] = — 2 w (X, Z) |¥|* é interpretada
como a equagao que rege a continuidade do niimero de particulas no sistema. Mais

uma vez, a paridade fmpar de w (X, Z) sob as reversoes nas variaveis X e Z implica
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na conservacao do numero médio de particulas. O termo no lado direito da equacao de
continuidade pode ser interpretado como fonte ou dreno de particulas, onde as fontes ou
drenos de particulas ocorrem simultaneamente e em lados opostos dos pocos do potencial,
muito semelhantes ao efeito descrito por Klaiman et al. [13].

O método empregado aqui ¢ bastante geral e pode ser aplicado para obter solugoes
exatas de outros potenciais se a solugao associada a ESNL com intensidades das nao line-
aridades ctbica e quintica sao conhecidas. Gostariamos de mencionar que se a ESNLCQ
original Eq. (2.19) possui simetria P7T ou nao depende de varios fatores, o fator funda-
mental é a escolha da fungao v(Z). Aqui nds escolhemos uma forma particular de v(Z2)
embora existam muitas outras opgoes que garantam a simetria P7T, ou seja, a simetria
sob a inversao de X e Z. Notavelmente, tal simetria juntamente com a falta de autonomia
dos coeficientes da Eq. (2.19), é importante para garantir a propagacao, sem amplificagdo
ou atenuacao de solitons estaveis.

Pode-se perguntar sobre a possibilidade de observar experimentalmente sistemas
como os relatados neste capitulo. Por exemplo, se é necessario implementar, ou nao,
os coeficientes que aparecem na equagao diferencial com uma alta precisao. Quanto aos
parametros nao lineares, pode-se dizer que é possivel realizar uma mudanca de escala
arbitraria na amplitude da solucao, de tal modo que o valor do parametro pode ser
continuamente alterado para qualquer valor nao nulo. No entanto, a relacao entre estes
parametros devem ser mantida a fim de manter as solucoes analiticas. O mesmo pode
ser dito sobre os outros parametros constantes dos termos lineares da equacao diferencial,
mas agora o dimensionamento deve ser feito nas variaveis de coordenadas. Assim, numa
situacao experimental verdadeira, pode-se ajustar alguns dos parametros e, mesmo que
nao seja possivel fazer isto com todos eles, a solucao analitica exata poderia ser utilizada
a fim de implementar um processo de aproximacao. Além disso, uma vez que temos
verificado a estabilidade de algumas das solucoes analiticas encontradas aqui, pode-se
esperar que, mesmo No caso em que os parametros nao sao rigorosamente iguais as das

solucoes exactas, os solitons poderao ser observados no sistema.



Capitulo 6
Conclusoes e comentarios finais

Nesta tese obtivemos novas solucoes analiticas exatas de tipo sélitons brilhantes e escuros,
da ESNL com coeficientes modulados, as quais podem ajudar a explicar diferentes dina-
micas da propagacao de pulsos de luz através de uma fibra éptica ou podem descrever a
evolucao de um BEC. Estas novas solucoes tipo sélitons foram obtidas em trés situacoes
diferentes.

No capitulo 3, para resolver a ESNLC(Q com coeficientes modulados estendemos o
método de transformagoes canonicas de ponto, o qual é utilizado para resolver equagao
de Schrodinger linear com parametros potenciais dependentes do tempo explicitamente.
A utilizacao do método de transformacoes canonicas de ponto, levou a ESNLCQ com
coeficientes modulados em uma ESNLC(Q estacionaria com coeficientes constantes. As
solugoes da ESNLCQ estacionaria com coeficientes constantes foi encontrada em termos
da fungao eliptica de Weierstrass p. Através destas ultimas solugoes, em termos de g,
encontramos as novas solucoes analiticas exatas que resolvem a ESNLCQ com coeficientes
modulados. Em particular, obtivemos algumas configuragoes de solugoes analiticas exatas
tipo sélitons brilhante e escuro. No contexto de um BEC, a amplitude e a largura das
solucoes podem ser manipuladas controladamente variando a intensidade das interagoes
de dois (G3) e trés (G5) bésons e o potencial quimico (i), quais nés chamamos de sélitons
largos.

Além disso, a utilizacao do método de transformacoes canonicas de ponto para re-
solver ESNLCQ com coeficientes modulados nos mostra claramente a relacao intrinseca
entre os coeficientes modulados da ESNLCQ e as fungoes reais v (t), 0 (t) e F'(£). No con-
texto de um BEC, esta relacao explicita nos permitiu encontrar novos potenciais externos
de armadilhamento que sao uma mistura de potenciais supersimétricos. Pelo lado da
Fisica Matematica, o emprego do método de transformacoes canonicas de ponto nos per-
mitiu resolver a ESNLCQ com uma série de nao linearidades polinomiais com coeficientes
modulados.

No capitulo 4, estendemos as classes de solugoes vetoriais exatas de um sistema de

duas ESNLCQ acopladas com coeficientes dependentes do tempo e espaco. Esta nova

84



85

classe de solugoes analiticas vetoriais foram obtidas empregando o método de transfor-
magoes canonicas de ponto e o método de equacao de orbita. Ao considerar um BEC
de uma espécie atomica com dois estados atomicos hipefinos diferentes, mostramos que
através de uma escolha adequada das fungoes reais 7y (t), 0 (t), T (t), 5(t) e © (§) cons-
truimos um potencial externo de aprisionamento composto de um potencial harmonico
(armadilha magnética) e um potencial periddico (rede 6ptica) que sao ingredientes im-
portantes em montagens experimentais para aprisionar um BEC. Encontramos também,
uma solucao analitica soliton brilhante-escuro, cuja amplitude e largura dos componentes
do séliton podem ser manipulados de maneira controlavel por uma parametro externo, cg,
ao modelo.

No contexto da propagacao de um pulso de luz através de uma fibra éptica, mos-
tramos que para uma escolha apropriada das fungdes reais v (t), d (), T (t), 5 (t) e © (§),
pode-se equilibrar os efeitos do parametro de dispersao my (t), os efeitos gerados pelas
nao linearidades cibica e quintica gy (z,t), fu (z,t), hi (x,t), e aqueles efeitos produzi-
dos pelo coeficiente de absor¢ao ou amplificacdo I'y () sobre a propagagdo de um pulso
optico. Isto leva a obter solugoes analiticas solitonicas brilhante-escura, cinza-escura, e
brilhantes (sobre um pedestal)-escuras. As amplitudes e as larguras dos componentes dos
solitons podem ser moduladas por meio de um parametro externo, ¢y, ao modelo proposto.
Em ambos os casos, fibras opticas e BECs, quando o parametro externo se aproxima de
seu valor critico, a amplitude e a largura dos componentes dos sélitons vetoriais aumentam
de maneira consideravel. Neste caso nés chamamos essas solugoes de soélitons vetoriais lar-
gos. Acreditamos que o parametro externo esta relacionado com as condigoes iniciais ou
de contorno dos componentes dos sélitons vetoriais e suas primeiras derivadas em relagao
ao tempo e espaco. Desta forma, a largura dos sélitons nao é controlada pelo parametro
externo, mas ele pode explicar o possivel aparecimento de sélitons vetoriais largos em
sistemas fisicos cuja dinamica é governada por um sistema de duas ESNLCQ acoplados
com coeficientes modulados sob certas condig¢oes iniciais.

Finalmente, no capitulo 5 aplicamos o método de transformagdes canonicas de ponto
para mapear uma ESNLCQ com coeficientes modulados em uma equacao ESNLC(Q com
coeficientes nao lineares constantes e um potencial nao-hermitiano. Apenas consideramos
potenciais nao-hermitianos que apresentam em simultaneo paridade e reversao temporal
(simetria PT). Nosso interesse radicou em estudar a dinamica de propagacao de um pulso
através de um meio éptico que possui simetria P7T. Neste contexto, o indice de refragao
linear V (X, Z) e o coeficiente de ganho ou perda W (X, Z) compodem o potencial nao-
hermitiano, V (X, Z)+iW (X, Z), onde cumpre-se V (X, Z2) =V (=X, -Z) e W (X, Z) =
-W(-X,-2).

A maior parte dos modelos discutidos na literatura nao levam em conta a nao line-
aridade quintica, que no contexto da propagacao de um feixe de luz através de um meio

optico correspondem a nao linearidade nao-Kerr. Com a inclusao desta nao linearidade
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quintica, generalizamos dois modelos tedricos amplamente utilizados para investigar sis-
temas que possuem simetria PT, a saber o modelo com potencial nao-hermitiano Scarf
II, subsecao 5.2, e o modelo com potencial nao-hermitiano Rosen-Morse II, subsegao 5.3.

Obtivemos também solugdes analiticas localizadas (na coordenada X') que resolvem
a ESNLCQ com coeficientes modulados. As amplitudes e larguras destas solugoes ana-
liticas localizadas podem ser manipulados controladamente variando os parametros dos
potenciais nao-hermitianos.

As solucoes analiticas exatas, as quais resolvem a ESNLCQ com coeficientes mo-
dulados em (1+1)D obtidos nesta tese pertencem a classe de solugoes do tipo de séliton
(one-soliton), e esta classe pertence a familia de solugoes de tipo multi-sélitons. Neste sen-
tido e como trabalho futuro, a construcao de solugoes de tipo two-solitons, que resolvem a
ESNLCQ com coeficientes modulados en (141)D, bem como o estudo de diferentes aspec-
tos da dinamica dos sistemas fisicos descritos pelas solucoes de tipo two-solitons, tais como
suas intrigantes propriedades de colisao e sua robustez contra perturbacoes externas estao
sendo elaborados. Uma extensao natural do estudo feito nesta tese é tentar encontrar
solugdes analiticas para a ESNLCQ com coeficientes modulados em (2+1)D, tipo séliton
bidimensionais e vortice, e analisar suas condicoes de estabilidade. Em anos recentes, uma
busca vigorosa de sélitons bidimensionais e vértices estaveis da ESNL em (241)D com
coeficientes modulados foi realizada [117]-[121]. Contudo, o estudo das propriedades e
dinamica dos solitons bidimensionais e vortices continua aberto e em constante progresso.

Portanto, nds acreditamos firmemente que este tema ainda deva ser mais explorado.
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Apeéendice A

A equacao de propagacao de pulsos

de luz através de fibras o6pticas

Neste apéndice, nés seguimos a Ref. [1] para derivar a equagao diferencial que modela a

propagacao de pulsos de luz através de uma fibra dptica.

A.1 Equacoes de Maxwell

A propagagao de pulsos de luz em fibras 6pticas, como todo fenémeno eletromagnético,
cumpre as equagoes de Maxwell. Sendo assim, iniciamos incluindo as equagoes de Maxwell

na matéria em termos de cargas e correntes livres, da forma

?szig, (A1)
€fo;u+%g, (A.2)
VD=, (A.3)
VB =0, (A.4)

onde E e H sao os campos elétrico e magnético, respectivamente, e D e B sao corres-
pondientemente a densidade de fluxo elétrico e magnético. A densidade de corrente J; e
a densidade de carga p; representam as fontes do campo eletromagnético. Na auséncia
de cargas e correntes livres em um meio, tal como uma fibra dptica, se cumpre Jy =0 e
ps=0.

A densidade de fluxo D e B surgem em resposta aos campos E e H propagando-se

dentro do meio, e estao relacionados da forma

D =E + P, (A.5)
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onde ¢( ¢é a permissividade elétrica do espaco livre, g é a permeabilidade do espaco livre,
e P e M sao a polarizagao elétrica e magnética, respectivamente. Para um meio nao

magnético, tais como as fibras opticas, M = 0.

A.2 Equacao de Onda

A partir das equacoes apresentadas acima, iremos deduzir a equacao de onda da propa-
gacao de pulsos de luz em fibras dépticas. Substituindo as Eqs. (A.5) e (A.6) em (A.2),
obtemos

OE 0P

Ly
—V xXB=¢g—+ —.
Mo =0 ot + ot

Agora, derivando com respeito ao tempo desta ultima equacdo, usando (A.1), e
empregando a identidade vetorial ? X ? X :? (?) — ??, alcanca-se finalmente

2 2
? (?E) — ??E = —€o,uoaa—t]23 — ,LLO%—;). (A7)
Deste modo, para resolver a Eq. (A.7) é necessario expressar a polarizagdo P em termos
do campo elétrico E.
Quando um dielétrico, tal como uma fibra optica, é colocado num campo elétrico
externo, as suas moléculas adquirem um momento de dipolo eléctrico e o dielétrico é dito
estar polarizado. A relacao mais geral entre P e E, num meio nao linear, é dada pela

expressao entre seus componentes

t
P (r,t) = eoZ/ X (=) By (r,t) dty
j —00

t ot
—I—SO Z / / XE?’)C (t — tl, t— tg) Ej (I‘, tl) Ek (I‘, tg) dtldtg
ik

—00 —00

t t t
+€OZ/ / /ng])cl (t_tlyt_t27t_t3)Ej (I‘,tl)

ki

—00 —00 —0O0

XEk (I‘, tQ) El (I‘, tg) dtldtgdtg + ..., (AS)
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ou em forma vetorial

t

P(I‘,t) = 80/X(1) (t—tl)E(I',t1>dt1

/ / t—tl,t—tg) . E(r,tl)E(r,,tg) dtldtg

—00 —00

/// (t —ty,t —to, t — t3) ‘B (r, t)

—00 —00 —O0

XE (r,, t2) B (r,, t3) dtdts + ..., (A.9)
onde
(XY E), = \JE, (\?EE), =Y X(EE, (x<3>%EEE) =Y XSUEEE,
j ik i gkl

e YY) é a j-ésima ordem da suscetibilidade elétrica. A suscetibilidade xy(!) representa
a contribuicao dominante para P, seus efeitos lineares sao incluidos através do indice
de refracdo n e o coeficiente de atenuacao a. A suscetibilidade x® é responsével pelos
efeitos nao lineares como a geracdo de segundo harménico. No entanto, y® é nula em
meios que possuem uma simetria de inversao no nivel molecular, como no caso de algumas
fibras opticas. Desta forma, os efeitos nao lineares de ordem mais baixa em fibras épticas
considerados aqui sao originados por Y. x©® é responsével pelo efeito Kerr 6ptico, isto é
pela variagao instantanea do indice de refracao n do meio 6ptico em funcao a intensidade
do pulso de luz.

Na presenca de um campo elétrico forte externo a polarizacao no interior da fibra
Optica é mais intenso. Por conseguinte, para uma descricao mais exata da propagacao
de pulsos de luz em fibras épticas devemos considerar os efeitos nao lineares de ordem
superior a terceira ordem na suscetibilidade y. Desta maneira, a polarizacao P numa
fibra Gptica, considerando os efeitos nao lineares das suscetibilidades x® e y®), consiste

em trés partes [6]
P (I‘, t) = PL (I‘, t) + PK@’I’T‘ (I‘, t) + Pndo—Kerr (I‘, t) 9 (A]-O)

onde Py, Prerr € Prao—kerr €stao relacionados com os efeitos lineares e nao lineares, X(l),
x® e x©® respectivamente, na fibra 6ptica. Assim, as Eqs. (A.7)-(A.10) fornecem um
formalismo geral para estudar os efeitos nao lineares em fibras opticas.

Antes de resolver a Eq. (A.7), é necessério fazer varias hipdteses simplificadoras:
Primeira hipétese, Pxerr € Prao_kerr Sa0 tratadas como pequenas perturbacoes em com-

paragao com Pp. Segunda hipdtese, o pulso de luz mantém sua polarizacao linear ao
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longo do comprimento da fibra, de modo que uma abordagem escalar seja valida. Ter-
ceira hipotese, o pulso de luz é quase monocromatico, isto é, o espectro do pulso, centrado
na frequéncia wy, tem uma largura espectral Aw, de modo que Aw é muito pequeno
comporado com wy (Aw/wy < 1).

Consequentemente, pelas segunda e terceira hipdteses podemos escrever o campo

elétrico da forma
E(r,t) = =T [E (r,t) exp (—iwot) + E* (r,t) exp (iwot)], (A.11)

onde T é o vetor unitario de polarizagao, F (r,t) é uma funcdo variando lentamente no
tempo, e E* (r,t) seu complexo conjugado. Da mesma maneira, Pr, Preqr € Prao—kerr

podem apresentar as formas

1
Py (r,t) = 55 [P, (r,t) exp (—iwot) + Py (r,t) exp (iwot)], (A.12)
1
Prer (r,t) = 5% [Prerr (r,t) exp (—iwot) + P, (r,t) exp (iwpt)] (A.13)
1
Prao—rerr (r,t) = 5:/15 [Pn;w_Ker,, (r,t) exp (—iwot) + Prap_rerr (T, 1) €XP (iwot)] . (A.14)

Substituindo as Eqgs. (A.11) e (A.12) no primeiro termo da Eq. (A.8), obtemos

“+oo

Py (r,t) exp (—iwpt) = € / XD (t —t1) E (v, t1) exp [—iwoty] dty,
+oo
P} (r,t) exp (iwpt) = &o / X (¢ —t1) E* (r, 1) exp [iwgty] di; .

+oco __
Agora, usando as transformadas de Fourier, E (r,¢;) = 5= [ E (r,w) exp (—iwt ) dw
1 = a -
e Yo (W) = i Y4 (') exp [iw't'] dt’, obtemos

“+o00

P (rt) = 2 / T (@) B (1,0 — wo) exp [—i (@ — wp) €] dw, (A.15)

“+o0o
€ ~ ~ .
Pj (r,t) = 2—0 / X (w) E* (r,w — wo) exp [i (w — wp) t] dw. (A.16)
0
Para encontrar a componente Pp.,.., consideramos que a resposta nao linear da fibra 6ptica
é instantanea, de modo que XE?/)fz (t —t1,t —tg,t —t3) = XS’,)dé (t—1t1)d(t—t2)d (t —t3).
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Entao, substituindo as Eqgs. (A.11) e (A.13) no terceiro termo da Eq. (A.8), obtemos

Prerr (r,t) exp (—iwot) + P, (r,t) exp (iwpt) =

€ . .

ZOXg:)m (E (r,t) exp (—iwpt) + E* (r,t) exp (iwot))® . (A.17)
O termo do lado direito da ultima igualdade tem dois termos oscilantes, um com frequéncia
wo e outro com frequéncia 3wy. O termo oscilante de frequéncia 3wy é generalmente

desprezivel em fibras épticas. Assim, a partir da Eq. (A.17) segue-se que

Prerr (1)) & €0 gerr B (v, 1), Pro,. (1) ® e ke E™ (1,1) (A.18)
onde EKerr — %Xgr?v)acx ‘E (I‘, t)’2
Para encontrar a componente P,;,_err, consideramos que a resposta nao linear da

fibra éptica é instantanea, de modo que

Xg')z:lmq (t - tlat — o, t — 13,1 — t4,t — t5> =
X i (&= 1) 6 (E = 5) 8 (t — 1) 6 (¢ — t4) 6 (t — t5). (A.19)
Assim, substituindo as Egs. (A.11), (A.14) e (A.19) no quinto termo da Eq. (A.8),

obtemos

Prao—rcerr (r,1) exp (—iwot) + Pl gerr (T, 1) €xp (iwgt) =

€

16X (B (v, 1) exp (—itot) + B (r, 1) exp (iwot))’ (A.20)
O termo do lado direito da Eq. (A.20) tem trés termos oscilantes, com frequéncias wy,
3wp e Hwy. Os termos oscilantes de frequéncias 3wy e 5wy sao generalmente despreziveis

em fibras épticas. Desta maneira, a partir da ultima igualdade, deduzimos que

Pndo—Kerr (I‘, t) ~ 505n&o—K67"TE (I‘, t) ) P]):[LQ (I', t) ~ 505ndo—Ke7“rE* (I’, t) ) (A21)

onde Enao—Kerr — gXa(cEc)C):w:xz ’E (I‘, t)‘4

Para obter a equagao de onda da fun¢do que varia lentamente no tempo, E (r,t), é
mais conveniente trabalhar no dominio da frequéncia usando a transformada de Fourier.
Para este fim, durante a derivagao de propagacao da onda, consideramos que €xep €
Enao— Kerr 520 constantes. Esta considera-cao se justifica tendo em vista a aproximacao de
que a fungao escalar E (r,t) varia lentamente no tempo e pela natureza perturbativa dos
Prer € Praokerr, isto é tendo em conta a primeira hipotese.

Por conseguinte, a partir das Egs. (A.11) - (A.21) e usando a transformada de Fourier

+oo
E(r,t) = 5= [ E(r,w—wp)exp[—i(w—wp)t]dw, obtemos E (r,t), Py (r,t), Pger, €
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P.i0— Kerr no dominio da frequéncia

“+oo
1 -
E(r,t) = 4—@/ E (r,w — wp) exp (—iwt) dw
T
1T
—i—Ef / E* (r,w — wp) exp (iwt) dw, (A.22)
+o00o
Py (r,t) = Z—;ZE / YW (w) E (r,w — wp) exp (—iwt) dw
+oo
+%f / X (w) E* (r,w — wp) exp (iwt) dw, (A.23)
“+oo
Prerr (r,t) = 501%%/ E (r,w — w) exp (—iwt) dw
+oo
—i—gozﬂ&? / E* (r,w — wp) exp (iwt) dw. (A.24)
T
+oo
Prio—kerr (r,t) = 606"5;%55 / E (r,w — wp) exp (—iwt) dw
+00
_I_Wf / E* (r,w — wp) exp (iwt) dw. (A.25)
T

—00

Agora, a partir da Eq. (A.3) e usando as Eqgs. (A.22) - (A.25), segue-se que para fibras

opticas (ps = 0) as seguintes condigoes sao satisfeitas
v. [FE (r,0 —wo)] =0, v. [FE* (r,0 —w)| =0. (A.26)

Neste ponto, voltamos para a equagao diferencial que descreve a evolucao do pulso
de luz, Eq. (A.7). Como resultado da substituicao das Eqgs. (A.10) e (A.22) - (A.26) na
Eq. (A.7), obtemos

V2E (r,w — wpy) + € () gopow’E (r,w — wy) = 0, (A.27)
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V2E* (r,w—wp) + ¢ (w) eouowQE* (r,w —wp) =0, (A.28)

onde V? = ?? e

€ (w) =1 + %g;lx) (CU) + EKerr + Enao—Kerr, (A29)

e (w) é a constante dielétrica da fibra dtica. A partir de agora, nds sé trabalhamos com a
parte real do campo elétrico no dominio da frequéncia, £ (r,w — wy).
Para resolver a Eq. (A.27) usamos o método de separagao de varidveis, assim supo-

mos a solucao da forma

E(r,w—wy) = F(z,y) A(z,w —wp) exp (iBpz) (A.30)

onde A (z,w — wp) é uma funcao de que varia lentamente em z, e By =  (wp) é 0 nimero
de onda dentro da fibra déptica que sera determinado depois. Substituindo a Eq. (A.30)
na Eq. (A.27), temos

1O°F  10°F  10°PA  i28,0A

— 4 —_—— R v 12 2 _
F axQ + Ia ayg + AvaZQ + ;4« aZ /80 +€(w> Eo oW O7

como A é uma funcao de que varia lentamente em z, entdo podemos considerar que

8211/ 02% = 0, e agrupando convenientemente obtemos

PF  O*F -
Ox? + Oy? + e (w) eopow F = G*F, (A.31)
L OA o N~

Nés precisamos obter 62 a partir da Eq. (A.31) (equagao de autovalores), e substituir tal
resultado na Eq. (A.32) para encontrar a funcdo A (z,w — wy).

Para alcancar nosso objetivo, primeiro encontremos a relagao entre o indice de re-
frac@o linear n (w) e o coeficiente de absor¢ao o (w) com os efeitos lineares da constante

dieléctrica ¢ (w), dada pela defini¢ao

2
e(w) = (n (w) —I—z%) =1+ xW (w). (A.33)

Considerando, o (w)‘ < 1 encontramos as relagoes
n@=1+ghe [ @] . ow=YTEmER@] (a8

Segundo, encontremos a relagao entre o indice de refracao n (w) e o coeficiente de absorgao
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a (w) com os efeitos ndo lineares da constante dieléctrica € (w), dada pela defini¢ao

~ 2
£ ((U) = (ﬁ (CU) + Z%) =1+ 5{;1;5) (Cd) + EKerr T Endo—Kerr- (A35)

(1)

Considerando |Yzz (W) + Exerr + Endo—Kerr| <K 1 encontramos

Tw) = 1+ 5Re [T )] + SRe (W&, ()] 1B (r,0)f

2
5
2R (e ()] B 1)
= n(w) + nkerr (W) |E (1, t)‘Q + Nnao—rcerr (W) |E (T, t)|4 5 (A.36)

~ v/ Eofow ~ 3/Eojtow
aw) = ~——Im [X52 )] + 4n—(w)1m X W] B (x, 1)
94/Eoflow

Im (X e (@)] |E (x,8)]",

8n (w)
= a(w)+ay (W) |E @) + oy ()| E (v, )", (A.37)

onde Ngerr € Npgo_Kkerr Sa0 08 coeficientes do indice de refragao nao linear Kerr e nao-
Kerr, respectivamente. s (w) e ay (w) sdo os coeficientes de absor¢ao de dois fétons e
quatro fotons. A idéia fundamental do processo de absorcao de fétons é a seguinte: No
régimen de altas intensidades do pulso de luz, com valores proximos a energia de excitagao
atomica, um atomo do meio Optico realiza uma transicao de seu estado fundamental até
um estado excitado através da absorcao de fotons, cuja soma de energias seja suficiente
para permitir a transicao entre dois estados eletronicos. Nesse caso, tem-se um coeficiente
de absorcao dependente da intensidade do pulso de luz. Os coeficientes s (w) e ay (w)
sao relativamente pequenos para fibras 6pticas, assim sao muitas vezes ignorados.

Desta forma, a constante dielétrica ¢ (w) da Eq. (A.31) pode ser aproximada como
e (W) = (n+An)’ = (no +ng + An)® = n2 + 2ng (ng, + An), (A.38)

onde ng (w) é uma funcdo conhecida que ao substituirla (¢ (w) = ng (w)) na Eq. (A.31)
dita equagao diferencial parcial tem solugao, ny, (w) uma fungao real pertencente ao indice
de refragao linear, que sem perda de generalidade nds consideramos pequena, e An é uma

pequena perturbacao dada por
AN = i———t— 4 Neerr (W) [E (2, 8)]* + Npao—icerr (W) | E (x,8)|*. (A.39)

A Eq. (A.31) pode ser resolvida usando teoria de perturbacao [122]. Portanto, na teoria
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de perturbagoes a aproximagao de ordem zero da Eq. (A.31) é da forma

0?Fy N 0*F,
0x? 0y?

+ ’I’L(2J€0,LL0CU2F0 = 62F0, (A40)

onde Fj (z,y) e f (w) sdo a soluc¢do e o nimero de onda conhecidos do problema conhecido
(nao perturbado) com ng definida pela Eq. (A.38). A correcao de primeira ordem do

nimero de onda Af (w), cumpre a relagao
B (w) = (B (w) + A8 (w))* ~ B>+ 28 (AB), (A.41)

logo, a corregdo AS (w) dentro da teoria de perturbago, é dada pela equagao

+00 +00
[ | Ey(z,y) 2no (ng + An) eopow?] Fy (z,y) dady
AB =22 Eu——— (A.42)
26 [ [ 1Fo(z,y)|" dedy

Apés a obtencao de S, Eq. (A.41), vamos resolver a Eq. (A.32). Para isso, con-
sideramos E ~ [y, entao 52 — B2 =~ 28, <§— 50) = 206y (6 + AB — By). Desta maneira,

reescrevemos a Eq. (A.32) da forma

i%A (z,w —wp) + (B (w) + AB (w) — Po) A(z,w —wp) = 0. (A.43)

E ttil expandir 3 (w) e AB (w) numa série de Taylor em torno da frequéncia wy, isto é,

8(w) = B (wn) + (w — wo) (%) Ly (%) b (Aay)

AB (w) = AB(wo) + (w — wp) (C?—wﬁ)w:wo + % (W — wp)? <%)w:wo + ... (A.45)

Pela terceira hipdtese (Aw/wy << 1), nés podemos considerar a seguinte aproximagao

2

Af (w) =~ AB(wo)
desta forma, a Eq. (A.43) sera dado por

igA(z,w—wo)+(w—wo) <%> A(z,w—wp) +

0z dw

+% (w — wp)? (%)wwo A(z,w—wp) + AB(wy)A (z,w —wp) =0. (A.46)
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Neste ponto, usamos a Eq. (A.42) para encontrar AS(wy). Para isso, consideramos

que f (w) =~ ng (w) /Eotow € assumimos que Fy (z,y) nao varia muito ao longo da largura
de banda do pulso de luz. Entao por meio das Egs. (A.30), (A.39) e (A.42), teremos a

seguinte expressao para AS(wp)

+00 +00
| I (o) (i 4 i (w0) ) Fo (2, y) dady
ABwo) = —— oo+
(VEorowo) [ [ |Fo (z,y)]" dedy
+00 +00 9
I Fs (,9) (ke (o) |E (2, 0)[°) Fo (x,y) dedy
+ 1 +00 +00 9
(VEorowo) [ [ |Fo(z,y)] dedy
—+00 400 4
f f Fy (z,y) (nnsz—KerT (W) |E (2,1)] )FO (z,y) dvdy
t _q tootoo 9
(Veorowo) [ [ IFo (z,y)| dedy
a(w
= Z%-F\/&oﬂowo'% (wo)
+o0 +o0 4
[ R (2,y)]" dedy
+nkerr (o) v/Eottowo |A (2, 1) e
[ [ |Fo(z,y)f dedy
“+00 400 5
[ 1R (2,9)]° dedy
o icerr (w0) VEotowo [A (2, )| T
[ [ 1Fo(z,y) dady
Nicerr (Wo) v/Eollow
= ia(go)+\/€ouowonL(Wo)+ u <;)1)f ofto 0|A(Z7t)|2
+nndo—Kerr (w0> vV EoloWo |A (Z,t)|4,
Bey
onde
+00 400 9 +00 400 9
I [ |F(z,y)| dady I [ R (z,y)] dady
Ae‘f - +O:O +O:O ’ Bef = +Oooo _:jo .
I [ 1F ()| dedy [ [ | (2,y)|° dedy

—00 —00 —00 —00

(A.47)
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Substituindo a Eq. (A.47) na Eq. (A.46) obtemos

i&A (z,w —wp) + (w — wo) (%)wwo A(z,w — wp)

—i—l(a}—wo)Q <M> g(z,w—wo)+ia(;0)A(z,w—wo)

NKerr (wo) v/ EooWo
A, ¥

+n, (wo) v/Eoftowo A (2, w — wp) + A (2, )] A(z,w — wp)

n Nnao—Kerr (wo) v/ EooWo
B. ¥

|A (2, )] A (2,w — wp) = 0.

Nesta tultima expressao, empregamos a transformada de Fourier

—+00

Az, t) = / A(z,w — wp) exp [—i (w — wp) t] dw,

—00

a partir do qual é simples deduzir que

% =4 / (w— wp) (/Nl(z,w — w0)> exp [—i (w — wp) t] dw
% = — / (w —wp) <ﬁ(z,w — wo)) exp [—i (w — wp) t] dw.

Assim, chegamos finalmente a equacao de onda

.0 [ dp 0 1 [d*p 0?
Z@A (Z, t) +1 (%)w:wo aA (Z, t) — 5 <w)w:w0 @A (Z, t)
= <(;0)A (2,t) + nr (wo) VEorowoA (2, t)
e LDV |y 2y A s,
ef

+nn&07Kerr (Ldo) vV EoloWo
By

|A(z, )] A(z,t) = 0. (A.48)

A Eq. (A.48) é a equagao diferencial que descreve a propagacao de um pulso de luz
numa fibra 6ptica. Ela inclui, a amplitude do pulso A (z,t), tal que |A(z, t)|2 representa
a poténcia optica (Watt). A Eq. (A.48) também compreende os efeitos de dispersao

cromdtica através de (df/dw) a qual estd ligada a velocidade de grupo (df/dw) =

w=wq’ w=wq

1/v, (m's), os efeitos de perdas relacionados pelo coeficiente de absorgao a (wp) (m™),
e os efeitos da disseminacao do pulso durante a propagacao associado ao parametro de

dispersao da velocidade do grupo (d?8/dw?) (ms?). Ademais, na Eq. (A.48) pode

w=wp
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ser visto o termo ny, (wo) (adimensional), que leva em conta os efeitos lineares produzidos
pelo indice de refragao. Além disso, os efeitos ndo lineares na fibra aparecem na Eq. (A.48)
pelos termos dos coeficientes do indice de refragao nao linear Kerr e nao-Kerr, nge. (wo)
(m?*W) e npaokerr (wo) (m*W2), respectivamente. O parametro A.; é chamado de drea
do modo efetivo (m?) e, finalmente B,y é uma grandeza de dimensoes de m*.

Os efeitos nao lineares, dentro das fibras opticas, pode manifestar comportamentos
qualitativamente diferentes, dependendo do sinal do parametro (d*3/ de)w:wO. Quando
(d*B/ dw2)w:wO > 0, diz-se que a fibra apresenta uma dispersao normal, enquanto que,
para (d?3/dw?)

também mencionar que, o peniltimo termo (nao linearidade Kerr) da Eq. (A.48) regula

wwy < 0, diz-se que a fibra apresenta uma dispersao anomala. Devemos
os efeitos nao lineares de auto-modulagao da fase (SPM, siglas em inglés). A SPM refere-
se a mudanca auto-inducida da fase experimentado pelo campo Optico durante a sua
propagacao.

A equacgao diferencial que descreve a propagacao de um pulso de luz através de uma
fibra éptica, Eq. (A.48), esta relacionada com a ESNL e ela pode ser reduzida a essa
forma, sob certas condigoes. Por exemplo, passando um sistema de referéncia que se move

com o pulso de luz através das transformagoes

Z=z , T=t—z/v, (A.49)
onde
0 0 10 0 0 0? 0?
0z 0Z v, 0T ot T o2 o0T?
Substituindo a Eq. (A.50) na Eq. (A.48), obtemos a equacao diferencial
OA 1 [(d*B PA  a(w)
0z 2 (%) orz Ty AT e l) VoA
/Eollow V/Eollow
e (@0) Y AP A+ Mo scere (w0) Yo [AI A= 0, (A51)
ef ef

onde A= A(Z, T+ Z/vy).

No caso em que a fibra éptica esteja submetido a um campo elétrico pouco intenso,
tem-se que: Npgo—kerr (Wo) = 0. Além disso, se nao ha efeitos de perdas, ou seja o (wg) = 0,
e seus efeitos lineares estejam completamente incluidos em Fy (z,y), isto é ny, (wo) = 0, a
Eq. (A.51) reduz-se a forma exata da ESNL, onde as varidveis Z e T fazem o papel das

variaveis temporal e espacial, respectivamente.

BA 1 dQﬁ 82A v/ EoMoWo 2
za—Z 5 (W)wwo 72 + Ncerr (Wo) Tff |A["A=0. (A.52)

Como mencionado ao longo desta tese, a ESNL é uma equacao fundamental da ciéncia

nao linear e tem sido extensivamente estudada no contexto de sélitons.
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Embora a equagao de propagacao, Eq. (A.48), tem sido bem sucedida para explicar
um grande ntimero de efeitos nao lineares, ela nao inclui todos os efeitos nao lineares, tais
como, espalhamento inelastico, efeito Ramman, dispersao de terceira ordem, entre outros.
A descrigao destes efeitos nao lineares ultrapassa o ambito desta tese. Na Ref. [1] o leitor

pode encontrar uma descricao detalhada de outros efeitos nao lineares.

A.3 Forma adimensional da ESNL
Consideramos a Eq. (A.51) dada por

0A 1((12_6) PA  a(w)

’La—Z — 5 de ! 8T2 +1 9 A + ng (a)o) \/5()#0&)014‘{’
A/ E W \/E w
+nKe'rr (w0> % |4’4|2 A + Nngo—Kerr (w0> % ’A|4 A - 07
ef ef

A forma adimensional para a ESNL acima é obtida fazendo as seguintes transformacoes

de variaveis

1
§—= 2, (A.53)

lo

1
T— T, (A.54)

to
U — A/P, (A.55)

1 (B lo
—~(=5) = A 56
" (dw) ) A0
v — TLL\/FE(]/L(]CL)OZ(), (A57)
G3 — nK,mﬁ%lOPg, (A58)
ef
G5 — nn&o—Kerrwlopéy (A59)
ef

I'— Oélo, (A60)

onde [y ¢ uma magnitude longitudinal (m), ¢y é uma magnitude temporal (seg), Pg é uma
magnitude com dimensao de poténcia (Watt). Substituindo as Eqgs. (A.53)-(A.60) na Eq.
(A.51) obtemos

o0V 0*W

onde U = U (£, 7). Assim, a Eq. (A.61) ¢é a forma adimensional da ESNL.



Apeéendice B
Método Numérico

A ESNL é um exemplo de um modelo nao linear universal que descreve muitos sistemas
fisicos nao lineares. Ademais, a ESNL é uma das equacoes diferenciais parciais nao lineares
que pode ser resolvida analiticamente unicamente para um conjunto limitado de condigoes
iniciais. Uma vez que as solugoes analiticas para a ESNL sao limitadas, métodos numéricos
tornaram-se importantes para compreender o comportamento fisico das solucoes da ESNL.
O estudo das solugoes analiticas e numéricas da ESNL tem sido um grande interesse de
muitos pesquisadores, por exemplo, Tahan e Ablowitz [123] compararam oito métodos
numéricos para resolver a ESNL. Neste apéndice, usamos as referéncias [113], [114] e [124]

para expor o método numérico utilizado em nossas simulagoes.

B.1 Meétodo de descomposicao do operador

Nés usamos a referéncia [124], para fazer este breve resumo do método de descomposigao
do operador (operator splitting method).

Dado o seguinte problema de valor inicial

?9_1; = Lu, onde t€[0,T] ecom u(0)=u’, (B.1)
onde L é algum operador. O método de descomposicao do operador fornece esquemas
de discretizagdo da coordenada t. Isto é obtido pela divisao do intervalo [0,7] em s
subintervalos de igual comprimento At, onde t" = n (At) paran = 0,1, ..., s.

Como o operador £ nao é necessariamente um operador linear, suponhamos que ele
pode pelo menos ser escrito como uma soma finita de m operadores mais simples £;, que

agem de forma aditiva sobre a fungao u da seguinte maneira
Lu=Liu+ Lou+ ...+ L. (B.2)

Finalmente, suponhamos que para cada operador £;, nds conhecemos a aproximacao para
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avancar a solucao u do tempo " para o tempo t" "1, valido se cada operador £; fosse o inico
a direita da Eq. (B.2). Vamos escrever estas aproximacoes da solugao u, simbolicamente

COo1mo

u"tt = U (Ut AL,
u"t = Uy (U AL,

W = Uy (07 A, (B.3)

Uma forma de descomposicao do operador seria a de obter a solucao u, a partir de ¢, no

tn-i—l

tempo pela seguinte sequéncia de aproximacgoes

unJrl/m = U, (u",At),
un+2/m — Z/{Q (Un+1/m,At) 7

W= Uy, (TTIMAL) (B.4)

Desta maneira nés obtemos a solucao u em t"*!. Aqui termina nosso breve resumo
do método de descomposi¢ao do operador. Sugerimos ao leitor recorrer as referéncias [113]
e [124] para maiores detalhes. Agora passamos a expor o algoritmo de Crank-Nicolson

que nos utilizamos.

B.2 Algoritmo de Crank-Nicolson

Nesta segao nds seguimos as referéncias [113] e [114]. O algoritmo de Crank-Nicolson [125]
é um algoritmo em diferencas finitas usado para resolver equacoes diferencas parciais. Ele
¢ um algoritmo que tem uma precisao de segunda ordem com respeito ao tempo e ao
espaco e ¢ incondicionalmente estavel. Devido a sua eficiéncia e robustez para resolver
numericamente a ESNL, nés usamos o esquema Crank-Nicolson linearizado, apresentado
por Chang et al. [114], em que a férmula de extrapolagdo é aplicada unicamente ao
coeficiente do termo nao linear da ESNL, como mostramos em seguida.

A ESNL, a se resolver numericamente, ¢ dada pela Eq. (2.19)

OV v 2
5y = —m(X,2) 505 v (X, 2) ¥ — g5 (X, Z) [V ¥
—g5 (X, Z) [U[* W —iw (X, Z) ¥ (B.5)

onde U = U (X, 7). Resolvemos a equagao diferencial sob condigées de contorno perié-
dicas ¥V (—Xpg,Z) = V¥ (Xg,Z) em X € [—Xg, Xg| e com valor inicial ¥ (X,0) = ¥ (X)
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em Z € [0, Zp|. Também tomamos X = j (AX), j=0,1,2,... M — 1, AX =2Xg/M, e
Z =n(AZ).

Comegando por discretizar a Eq. (B.5) da forma

n+1 n n+1 n 1 n+1 n—1 n— 1 1
ST e (Wi 205 AU U - 205+ U
AZ J ZAX ZAX
gl g gt g
n+1/2 *j j n+1/2 n—112 j j
e e CIL I T e
_ n41/2 §‘\I,n‘2_1‘\1,n71‘2 q;?+1+\1;;}
Fi o\ 2151 Tl 2
\IITH-I 4 pn
n+1/2 *j J
—iw, — (B.6)
Neste ponto descompomos os operadores da forma
ntl _ e 4 iAZ nrl/2 VI 200 T Az nk1/2 (3 | gn n—1
=5 = My 35 + 57955 <§ “Ij‘ ‘\I’ | ) (B.7)
iaZ n+1/2 (3 1 qn|2 L |qgn-112)° qn L iAZ, nH1/2qn  AZ, n+1/2gn '
T57 95 (5]@].] — 3 [ ) Ui+ 570 T - Swy T,

n+1 n+1 n+l
gl — Fn+1 4 @8z, nt1/2 Y50 22 AT | Az /2 <§ ‘\I,nf 1 ‘\Iﬂ;—l‘2> prtt
J

2 J AX 2 J3j
2
N n+1/2 3 n—1|2 nt+l | iAZ, n+l/2gntl  AZ, nt+l/23n+1
29 ( " = 3| ) gt R  wy YT

(B.8)

Note-se que F ;H'l ¢ uma relacao de recorréncia que deve ser avaliada no tempo menor ou
igual a t" ao invés de "', Além disso, as Eqgs. (B.7) e (B.8) sdo equivalentes & Eq. (B.6).
Para resolver a Eq. (B.8) introduzimos as varidveis pg”rl em lugar de \IJ?H. Desse

modo, temos que resolver a cada tempo um sistema de equacoes, da forma

n+1 n+1 n—+1
ntl _ pmtl | iAZ . ntl/2pi01 —20F " 4057 iNZ n+1/2 3 n—1 ’n+1
py = FjT A ST im AX +5° ‘\Ij } }\P |
inZ n+1/2 (3 |\pn|? _ n—1 n+1 iAZ n+1/2 n+l Az, n+1/2 nil
55705 ( O3] = 5 [ ’ +570 T 5 Wi P

(B.9)

Ap6s as Egs. (B.9) serem resolvidas para p}‘“, usamos estes valores para atualizar
os valores de W7+ With = phtl,

Finalmente, uma vez que resolvemos as Egs. (B.7), (B.8) e (B.9) para pontos a
partir de 7 = 0 até M — 1, as equagoes acima requererao valores para os pontos j = —1 e
j = M. De acordo com as condigoes periddicas, estes pontos sao equivalentes a j = M —1
e j = 0, respectivamente. Assim, as condigoes de contorno para W7 e p7, que nés usamos

sao dadas pelas expressoes

V0

Pty =0p o, Pv=p0 , YL, =V, Wy =Yg



