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Resumo

O objetivo principal deste trabalho € o estudo das propriedades dos polindmios quase-ortogonais, en-
volvendo a pesquisa tanto da teoria geral destes polindmios quanto de algumas classes especiais, como
os de primeira e segunda ordem. Nesse sentido, serdo apresentados resultados relacionados as relagdes
de ortogonalidade, relagdo de recorréncia de trés termos, comportamento dos zeros, dentre outros. Para
isso, faz-se necessdrio o estudo dos polindmios ortogonais, que serd a base para o desenvolvimento deste
trabalho. Dessa forma, apresentaremos um pouco da teoria desses polindmios, abrangendo desde os seus
principais resultados até propriedades importantes sobre os seus zeros. Além disso, abordaremos alguns
conceitos e exemplos sobre polindmios ortogonais cldssicos, dentre eles: Jacobi e seus casos especiais,

Laguerre e Hermite.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais, Polindmios quase-ortogonais, Zeros, Relagdo de recorréncia

de trés termos, Ortogonalidade.






Abstract

The main objective of this work is to study the properties of quasi-orthogonal polynomials, involving
research into both the general theory of these polynomials and specific classes, such as first and second-
order polynomials.

In this context, results related to orthogonality relations, three-term recurrence relations, and the beha-
vior of the zeros will be presented, among others. For this purpose, it is necessary to study orthogonal
polynomials, which will serve as the foundation for the development of this work. Therefore, we will pre-
sent some of the theory of these polynomials, covering their main results as well as important properties
related to their zeros. Additionally, we will discuss some concepts and examples of classical orthogo-
nal polynomials, including Jacobi polynomials and their special cases, as well as Laguerre and Hermite
polynomials.

Keywords: Orthogonal polynomials, Quasi-orthogonal polynomials, Zeros, Three-term recurrence

relation, Orthogonality.
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CAPITULO

Introducao

O estudo dos polindmios algébricos faz parte de uma édrea classica da Andlise e tem grande impor-
tAncia na Matematica, tanto pela sua vasta aplicabilidade quanto pela sua facil manipula¢do. Este é um
tema que vem despertando a atencdo e curiosidade no cendrio académico hd anos e, mesmo atualmente,
ainda é uma drea que apresenta uma abundante fonte de pesquisa e inimeros problemas em aberto. No
caso especifico dos polindmios ortogonais, além de existirem varias aplicagdes relacionadas a assuntos
da Matematica, sdo importantes ferramentas na solucio de problemas de outras ciéncias, como na Fisica
e nas Engenharias.

Existem muitas outras classes de polindmios que surgiram com o desenvolvimento do conceito de
polindmios ortogonais, como os polindmios quase-ortogonais, polindmios para-ortogonais, polindmios
ortogonais excepcionais, entre outros. Neste trabalho, o foco serd o estudo das propriedades dos polind-
mios quase-ortogonais, que sdo importantes, por exemplo, na constru¢do de férmulas de quadratura.

O polinémio R, (z) de grau n > r é chamado de polindmio quase-ortogonal de ordem r em relagdo

a fungdo peso w(x) no intervalo [a, b] se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

b
/ Ry ()R, (x)w(z)de =0, param#n—r,..,n+r.

Mais detalhes podem ser encontrados em [12], onde um conceito mais geral de polindmios quase-
ortogonais a respeito da definicdo de quase-ortogonalidade dada anteriormente foi considerado: seja
{Pn(2)}52, uma sequéncia de polindmios ortogonais em [a, b] em relacdo a fungdo peso positiva w(z);
uma condigéo necessdria e suficiente para que o polindmio R, (x) de grau n seja um polindmio quase-

ortogonal de ordem r em [a, b] em relagdo a w(x) é que
R, (z) = cnoPp() + cn1Po1(x) + ... + Cnp Py (),

onde ¢, ;,% = 0, ..., 7, sdo nimeros que podem depender de n e ¢, gcp » 7 0.

No que diz respeito aos zeros dos polindmios quase-ortogonais, para r > 1, se R, (x) é um polind-

13



14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

mio quase-ortogonal de ordem r no intervalo [a, b] em relagéo a uma fungio w(z), entdo R, (x) possui
pelo menos n — r zeros distintos no intervalo [a, b] [12]. Um dos principais motivos para estudar onde
estdo localizados os zeros dos polindmios quase-ortogonais de grau n € sua conexao com a férmula de
quadratura positiva que utiliza n pontos. Essa férmula € exata para polindmios de grau 2n — r — 1, com
0 < r < n. Para mais informagdes e uma andlise mais detalhada dessa relacdo, consulte [34].

Portanto, iniciaremos uma andlise das propriedades desses polindmios, comecando com um estudo
prévio dos polindmios ortogonais, que servird como base para a compreensdo dos polindmios quase-
ortogonais. Em seguida, abordaremos a teoria fundamental e alguns resultados importantes, incluindo a
relagdo de recorréncia de trés termos, a relacao de ortogonalidade e propriedades dos zeros dos polindmios

quase-ortogonais de ordem 1 e 2. Este estudo esta fundamentado nas referéncias [1, 5, [7, [17].



CAPITULO

Conclusoes

O objetivo deste trabalho € analisar as propriedades gerais dos polindmios quase-ortogonais, além de
investigar alguns de seus casos especiais, como os polindmios quase-ortogonais de primeira e segunda
ordem. Para isso, foi essencial revisar a teoria dos polindmios ortogonais, que serviu como base para este
estudo.

No contexto dos polindmios ortogonais, realizamos uma andlise das principais caracteristicas desses
polindmios, abordando a relagdo de ortogonalidade, a relagdo de recorréncia de trés termos e o com-
portamento de seus zeros. Observou-se que 0s seus zeros possuem caracteristicas singulares: sao reais,
distintos e situam-se no intervalo de ortogonalidade (a,b). Além disso, em uma sequéncia de polind-
mios ortogonais { P, (x)}22,, os zeros desses polindmios estdo entrelagados, ou seja, entre dois zeros
consecutivos de um polindmio de grau n — 1, existe exatamente um zero do polindmio P, (x), de grau n.

Com base nessa teoria, foi possivel realizar um estudo similar para os polindmios quase-ortogonais,
onde também foi analisado as propriedades dos zeros, a relagdo de recorréncia de trés termos e as condi-
¢des necessdrias para que combinacdes lineares de polindmios ortogonais resultem em novas sequéncias
de polindmios ortogonais. Dessa forma, foi observado que os polindmios quase-ortogonais apresentam

caracteristicas proprias, além de propriedades que sao similares as dos polindmios ortogonais.

93






Bibliografia

[1] ALFARO, M.; MARCELLAN, E.; PENA, A.;: REZOLA, M. L. When do linear combinations of
orthogonal polynomials yield new sequences of orthogonal polynomials?. Journal of Computatio-
nal and Applied Mathematics, [s. 1.], p. 1446-1452, 2010.

[2] ANDRADE, E. X. L.; BRACCIALLI, C. F,; RAFAELL, E. R. Introducdo aos Polinémios Ortogo-
nais. Notas em Matematica Aplicada, SBMAC, v. 64, 2012.

[3] BERTI, A. C.; SRIRANGA, A. Companion orthogonal polynomials: some applications. Applied
numerical mathematics, v. 39, n. 2, p. 127-149, 2001.

[4] BOCHNER, S. Uber sturm-liouvillesche polynomsysteme. Mathematische Zeitschrift, v. 29, n. 1,
p- 730-736, 1929.

[5] BOTTA, V.; SUNI, M. H. On the location of zeros of quasi—orthogonal polynomials with appli-
cations to some real self-reciprocal polynomials. Journal of Classical Analysis, [S. 1.], v. 19, p.
89-115, 19 ago. 2022.

[6] BRENKE, W. C. On polynomial solutions of a class of linear differential equations of the second
order. Bull. Amer. Math. Soc., v. 36, p. 77-84, 1930.

[7] BREZINSKI; C.; Driver; K. A.; and Redivo-Zaglia, M. Quasi-orthonality with applications to
some families of classical orthogonal polynomials. Applied Numerical Mathematics 48 (2004),
157-168.

[8] BREZINSKI, C.; DRIVER, K.; Redivo-Zaglia M. (2018). Zeros of quadratic quasi-
orthogonal order 2 polynomials. Applied Numerical Mathematics, 135:143-145. doi:
10.1016/J.APNUM.2018.08.012

[9] CASTILLO, K.; COSTA, M. S.; SRI RANGA, A.; VERONESE, D. O. A Favard type theorem
for orthogonal polynomials on the unit circle from a three term recurrence formula. Journal of
Approximation Theory, v. 184, p. 146-162, 2014.

[10] CHEN,Y.; ISMAIL,M.E.H. Ladder operators and differential equations for orthogonal polynomi-
als. J. Phys. A ,30 (1997 ), p . 7818-7829.

95



96 BIBLIOGRAFIA

[11] CHIHARA, T. S. An introduction to orthogonal polynomials. Gordon and Breach Science Pu-
blishers, 1978.

[12] CHIHARA, T. S.; On quasi-orthogonal polynomials, Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957) 765-767.

[13] DELSARTE, P.; GENIN, Y. The split Levinson algorithm. IEEE transactions on acoustics, speech,
and signal processing, v. 34, n. 3, p. 470-478, 1986.

[14] DRAUX, A. On quasi-orthogonal polynomials, J. Approx. Theory 62 (1990) 1-14.

[15] FERJER, L.Mechanische Quadraturen mit positiven Cotesschen Zahlen, Math. Z. 37(1933), p.
287-309.

[16] HEFEZ, A.; VILLELA, M. L. T. Polinémios e equagédes algébricas. Sociedade Brasileira de Ma-
tematica, 2012.

[17] ISMAIL, M. E. H; WANG, X.-S., On quasi-orthogonal polynomials: Their differential equations,
discriminants and electrostatics, J. Math. Anal. Appl. 474 (2019), 1178-1197.

[18] ISMAILM.E.H. Classical and Quantum Orthogonal Polynomials in One Variable, With two
chapters by Walter Van Assche. With a foreword by Richard A. Askey. Reprint of the 2005 origi-
nal Encyclopedia of Mathematics and Its Applications, vol.98, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2009.

[19] JONES, W. B.; THRON, W. J.; WAADELAND, H. A strong Stieltjes moment problem, Transacti-
ons of the american mathematical society, v. 261, n. 2, p. 503-528, 1980.

[20] MARCELLAN, E.; PETRONILHO, J. Orthogonal polynomials and quadratic transformations,
Portugal. Math. 56 (1999) 81-113.

[21] O’CONNOR, JJ.; ROBERTSON, E. F. Adrien-Marie Legendre. MacTutor. Disponivel
em: <http://www—history.mcs.st—-and.ac.uk/Biographies/Legendre/>.
Acesso em: 22 de abr. de 2023.

[22] O’CONNOR, J.J.; ROBERTSON, E. F. Carl Gustav Jacob Jacobi. MacTutor. Disponivel em:
<https://mathshistory.st—-andrews.ac.uk/Biographies/Jacobi/>. Acesso
em: 22 de abr. de 2023.

[23] O’CONNOR, J.J.; ROBERTSON, E. F. Charles Hermite. MacTutor. Disponivel em: <https://
mathshistory.st—andrews.ac.uk/Biographies/Hermite/>. Acesso em: 22 de
abr. de 2023.

[24] O’CONNOR, J.J.; ROBERTSON, E. F. Edmond Nicolas Laguerre. MacTutor. Disponivel
em: <https://mathshistory.st—-andrews.ac.uk/Biographies/Laguerre/>.
Acesso em: 22 de abr. de 2023.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Legendre/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Jacobi/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hermite/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hermite/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laguerre/

BIBLIOGRAFIA 97

[25]

[26]

(27]

(28]

[29]

(30]

(31]

(32]

(33]

[34]

O’CONNOR, J.J.; ROBERTSON, E. F. Leopold Bernhard Gegenbauer. MacTutor. Disponivel em:
<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gegenbauer/>.
Acesso em: 22 de abr. de 2023.

O’CONNOR, J.J.; ROBERTSON, E. F. Pafnuty Lvovich Chebyshev. MacTutor. Disponivel em:
<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Chebyshev/>.
Acesso em: 22 de abr. de 2023.

RIESZ, M. Sur le probl‘eme des moments, Troisi‘eme Note, Ark. Mat. Fys. 17 (1923),p.1-52.

ROUTH, E. J. On some properties of certain solutions of a differential equation of the second
order. Proceedings of the London Mathematical Society, v. 1, n. 1, p. 245-262, 1884.

DA SILVA, A. P; SRI RANGA, A. Polynomials generated by a three term recurrence relation:
bounds for complex zeros, Linear algebra and its applications, v. 397, p. 299-324, 2005.

SHOHAT, J. On mechanical quadratures, in particular, with positive coefficients. Transactions
of the American Mathematical Society, 42(3):461-496. doi: 10.1090/S0002-9947-1937-1501930-
6,1997.

SRI RANGA, A. Symmetric orthogonal polynomials and the associated orthogonal L-
polynomials. Proceedings of the American Mathematical Society, v. 123, n. 10, p. 3135-3141,
1995.

SZEGO, G. Orthogonal Polynomials. Providence, RI: American Mathematical Society Collo-
quium Publications, v. 23, 1975.

VIEIRA, R. S.; BOTTA, V. Orthogonal polynomials and Mobius transformations. Computational
and Applied Mathematics, v.40, n. 6, p. 181, 2021.

XU, Y. “A Characterization of Positive Quadrature Formulae.” Mathematics of Computation,
vol. 62, no. 206, 1994, p. 703-18. JSTOR. Disponivel em <https://doi.org/10.2307/
2153531>. Acesso em 10 jul. de 2024.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gegenbauer/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Chebyshev/
 https://doi.org/10.2307/2153531
 https://doi.org/10.2307/2153531

	RESSALVA - texto parcial.pdf
	Dissertação Um estudo sobre polinômios quase-ortogonais.pdf
	42e2161f09ba2d2ba2861b1cce3eb953f9968127064cd75e5c98de86eacf8d1b.pdf
	ddeb3a995391eb3857bc23eee83ac600ebe2d4a0031d553b5c47bf65a362a4b6.pdf
	907f015604810c8261e5a933ef12dd113475a723d6a8227830f7d29f0b6fc994.pdf
	42e2161f09ba2d2ba2861b1cce3eb953f9968127064cd75e5c98de86eacf8d1b.pdf
	Lista de Figuras
	Conteúdo
	Introdução
	Polinômios ortogonais
	Definições e resultados preliminares
	Propriedades
	Polinômios ortogonais simétricos
	Polinômios ortogonais clássicos
	Polinômios de Jacobi
	Polinômios de Legendre
	Polinômios de Gegenbauer
	Polinômios de Chebyshev

	Polinômios de Laguerre
	Polinômios de Hermite


	Polinômios quase-ortogonais
	Conceitos preliminares
	Polinômios quase-ortogonais de ordem 1
	Zeros dos polinômios
	Relação de recorrência de três termos
	Relação de ortogonalidade

	Polinômios quase-ortogonais de ordem 2
	Zeros dos polinômios
	Relação de recorrência de três termos
	Relação de ortogonalidade


	Conclusões
	Bibliografia





