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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é o estudo das propriedades dos polinômios quase-ortogonais, en-
volvendo a pesquisa tanto da teoria geral destes polinômios quanto de algumas classes especiais, como
os de primeira e segunda ordem. Nesse sentido, serão apresentados resultados relacionados às relações
de ortogonalidade, relação de recorrência de três termos, comportamento dos zeros, dentre outros. Para
isso, faz-se necessário o estudo dos polinômios ortogonais, que será a base para o desenvolvimento deste
trabalho. Dessa forma, apresentaremos um pouco da teoria desses polinômios, abrangendo desde os seus
principais resultados até propriedades importantes sobre os seus zeros. Além disso, abordaremos alguns
conceitos e exemplos sobre polinômios ortogonais clássicos, dentre eles: Jacobi e seus casos especiais,
Laguerre e Hermite.

Palavras-chave: Polinômios ortogonais, Polinômios quase-ortogonais, Zeros, Relação de recorrência

de três termos, Ortogonalidade.

5





Abstract

The main objective of this work is to study the properties of quasi-orthogonal polynomials, involving
research into both the general theory of these polynomials and specific classes, such as first and second-
order polynomials.

In this context, results related to orthogonality relations, three-term recurrence relations, and the beha-
vior of the zeros will be presented, among others. For this purpose, it is necessary to study orthogonal
polynomials, which will serve as the foundation for the development of this work. Therefore, we will pre-
sent some of the theory of these polynomials, covering their main results as well as important properties
related to their zeros. Additionally, we will discuss some concepts and examples of classical orthogo-
nal polynomials, including Jacobi polynomials and their special cases, as well as Laguerre and Hermite
polynomials.

Keywords: Orthogonal polynomials, Quasi-orthogonal polynomials, Zeros, Three-term recurrence
relation, Orthogonality.
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CAPÍTULO

1
Introdução

O estudo dos polinômios algébricos faz parte de uma área clássica da Análise e tem grande impor-
tância na Matemática, tanto pela sua vasta aplicabilidade quanto pela sua fácil manipulação. Este é um
tema que vem despertando a atenção e curiosidade no cenário acadêmico há anos e, mesmo atualmente,
ainda é uma área que apresenta uma abundante fonte de pesquisa e inúmeros problemas em aberto. No
caso específico dos polinômios ortogonais, além de existirem várias aplicações relacionadas a assuntos
da Matemática, são importantes ferramentas na solução de problemas de outras ciências, como na Física
e nas Engenharias.

Existem muitas outras classes de polinômios que surgiram com o desenvolvimento do conceito de
polinômios ortogonais, como os polinômios quase-ortogonais, polinômios para-ortogonais, polinômios
ortogonais excepcionais, entre outros. Neste trabalho, o foco será o estudo das propriedades dos polinô-
mios quase-ortogonais, que são importantes, por exemplo, na construção de fórmulas de quadratura.

O polinômio Rn(x) de grau n ≥ r é chamado de polinômio quase-ortogonal de ordem r em relação
à função peso w(x) no intervalo [a, b] se as seguintes condições forem satisfeitas:∫ b

a

Rm(x)Rn(x)w(x)dx = 0, para m ̸= n− r, ..., n+ r.

Mais detalhes podem ser encontrados em [12], onde um conceito mais geral de polinômios quase-
ortogonais a respeito da definição de quase-ortogonalidade dada anteriormente foi considerado: seja
{Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais em [a, b] em relação à função peso positiva w(x);
uma condição necessária e suficiente para que o polinômio Rn(x) de grau n seja um polinômio quase-
ortogonal de ordem r em [a, b] em relação à w(x) é que

Rn(x) = cn,0Pn(x) + cn,1Pn−1(x) + ...+ cn,rPn−r(x),

onde cn,i, i = 0, ..., r, são números que podem depender de n e cn,0cn,r ̸= 0.
No que diz respeito aos zeros dos polinômios quase-ortogonais, para r ≥ 1, se Rn(x) é um polinô-
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14 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

mio quase-ortogonal de ordem r no intervalo [a, b] em relação a uma função w(x), então Rn(x) possui
pelo menos n − r zeros distintos no intervalo [a, b] [12]. Um dos principais motivos para estudar onde
estão localizados os zeros dos polinômios quase-ortogonais de grau n é sua conexão com a fórmula de
quadratura positiva que utiliza n pontos. Essa fórmula é exata para polinômios de grau 2n− r − 1, com
0 ≤ r ≤ n. Para mais informações e uma análise mais detalhada dessa relação, consulte [34].

Portanto, iniciaremos uma análise das propriedades desses polinômios, começando com um estudo
prévio dos polinômios ortogonais, que servirá como base para a compreensão dos polinômios quase-
ortogonais. Em seguida, abordaremos a teoria fundamental e alguns resultados importantes, incluindo a
relação de recorrência de três termos, a relação de ortogonalidade e propriedades dos zeros dos polinômios
quase-ortogonais de ordem 1 e 2. Este estudo está fundamentado nas referências [1, 5, 7, 17].



CAPÍTULO

4
Conclusões

O objetivo deste trabalho é analisar as propriedades gerais dos polinômios quase-ortogonais, além de
investigar alguns de seus casos especiais, como os polinômios quase-ortogonais de primeira e segunda
ordem. Para isso, foi essencial revisar a teoria dos polinômios ortogonais, que serviu como base para este
estudo.

No contexto dos polinômios ortogonais, realizamos uma análise das principais características desses
polinômios, abordando a relação de ortogonalidade, a relação de recorrência de três termos e o com-
portamento de seus zeros. Observou-se que os seus zeros possuem características singulares: são reais,
distintos e situam-se no intervalo de ortogonalidade (a, b). Além disso, em uma sequência de polinô-
mios ortogonais {Pn(x)}∞n=0, os zeros desses polinômios estão entrelaçados, ou seja, entre dois zeros
consecutivos de um polinômio de grau n− 1, existe exatamente um zero do polinômio Pn(x), de grau n.

Com base nessa teoria, foi possível realizar um estudo similar para os polinômios quase-ortogonais,
onde também foi analisado as propriedades dos zeros, a relação de recorrência de três termos e as condi-
ções necessárias para que combinações lineares de polinômios ortogonais resultem em novas sequências
de polinômios ortogonais. Dessa forma, foi observado que os polinômios quase-ortogonais apresentam
características próprias, além de propriedades que são similares às dos polinômios ortogonais.
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