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Resumo

A principal contribuição dessa tese é propor a representação H2/H∞ do regulador
linear quadrático (LQR) para sistemas lineares invariantes no tempo e incertos. A mo-
tivação está em atender simultaneamente a minimização da função custo garantido e
dos efeitos de entradas exógenas. De início, apresenta-se uma revisão da formulação do
problema LQR usando-se a função de Lyapunov quadrática e, posteriormente, sua exten-
são aos modelos de incertezas. Neste ponto, a literatura volta-se exclusivamente ao uso
de funções de Lyapunov com uma única matriz P para testar a estabilidade de todo o
domínio de incerteza politópica, que naturalmente conduz a algum conservadorismo. Em
vista de reduzir o pressuposto conservadorismo explorou-se técnicas de relaxação matricial
através de lemas consolidados na literatura, i.e. Lema de Finsler e Lema da Projeção Re-
cíproca. As novas formulações de síntese robusta permitem obter condições suficientes em
desigualdades matriciais lineares (LMIs) por meio de funções de Lyapunov dependentes
de parâmetros, embora não considere os efeitos da perturbação no processo de síntese de
controle. Logo, o estudo da rejeição à perturbações permitiu obter condições LMIs inédi-
tas envolvendo as normas H2 e H∞. Adicionalmente, é proposto o estudo da robustez da
planta em malha fechada, via descrição combinada de incertezas nas matrizes de estados
e de entradas, e do controlador, aplicando técnicas de fragilidade via incertezas limitadas
por norma. Por fim, propõe-se um método de controle LQR gain scheduling aplicado a
sistemas lineares variantes no tempo. Nesta proposta utilizou-se a estabilidade quadrática
das formulações por Lema de Finsler. Uma abordagem mais geral permitiu projetar con-
troladores gain scheduling robustos, o qual é scheduling a falhas estruturais e robusto no
que se refere as matrizes paramétricas do sistema. Ainda, as formulações matriciais per-
mitem atribuir a priori uma restrição no tempo de estabelecimento dos sinais de estados.
Aplicações práticas demonstram o desempenho dos teoremas propostos, cuja validação
envolve testes de factibilidade sujeito a variação limite da taxa de decaimento, análise do
comportamento temporal dos sinais de interesse e custo computacional dos algoritmos de
controle.

Palavras-chave: LQR. LMI. Funções de Lyapunov dependentes de parâmetros. Controle
H2/H∞. Controle gain scheduling. Taxa de decaimento.



Abstract

The main contribution of this thesis is to propose the H2/H∞ representation of the Linear
Quadratic Regulator (LQR) for linear time-invariant uncertain systems. The motivation
is to achieve the minimization of guaranteed cost and the effects of exogenous inputs,
simultaneously. Initially, a review of the LQR problem formulation using the quadratic
Lyapunov function is presented and after, its extension to the uncertain models. At
this point, the literature turns to the use of Lyapunov functions with only one matrix
P to test the stability of the whole polytopic domain, which naturally leads to some
conservatism. The proposed to reduce the assumption conservatism allowed to explore
techniques of matrix relaxation through classic lemmas in the literature, i.e. Finsler and
Reciprocal Projection lemmas. The new robust synthesis formulations allow to obtain
sufficient conditions in Linear Matrix Inequalities (LMIs) control by means of parameter-
dependent Lyapunov functions; however, do not consider the perturbation effects on the
control synthesis process. Thus, the study of disturbance rejection allowed to obtain
new sufficient conditions via mixed H2/H∞ control. Furthermore, robustness studies
of the closed-loop plant are proposed based on a mixed representation of uncertainties
in the state and input matrices, and the controller robustness, by applying non-fragile
theories via norm-bounded uncertainty. Finally, an LQR gain scheduling control method
applied to linear time-varying systems is proposed. In this case, the quadratic stability
was used in Finsler’s Lemma formulations. A general approach allowed to design a robust
gain scheduling controllers, which is scheduling to structural failures and robust to plant
parametric matrices. The matrix formulations still allow assigning a priori a constraint in
the setting time of state signals. Practical applications evaluate the performance of the
proposed theorems, whose validation addresses tests of feasibility subject to variation limit
of the decay rate, analysis of the temporal behaviour of interest signals and computational
effort of the control algorithms.

Keywords: LQR. LMI. Parameter-dependent Lyapunov functions. H2/H∞ control.
Gain scheduling control. Decay rate.
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Capı́tulo 1
INTRODUÇÃO

A teoria moderna de controle ótimo envolvendo a realimentação de estados tem
avançado, nos últimos anos, em aplicações a sistemas dinâmicos de natureza elétrica
(OLALLA et al., 2009), mecânica (YUE; AN; SUN, 2016; GRITLI; BELGHITH, 2017),
química (KHAIRY; ELSHAFEI; EMARA, 2010) e biológica (SAFAEI; HESPANHA; PRO-
ULX, 2012), cujas vantagens concentram-se na simplicidade de adotar valores reais de ga-
nhos de controle sem a utilização de realimentação dinâmica de polos e zeros (OLALLA
et al., 2008). Dentre as classes de decisões, os índices baseados em funções quadráticas se
destacam por apresentar versatilidade na medida do desempenho, pois utilizam funções
de erro ou de energia (OGATA, 1985).

Neste contexto, a técnica de controle off-line (KANEV; VERHAEGEN, 2002) denomi-
nada Regulador Linear Quadrático (do inglês, Linear Quadratic Regulator – LQR) surgiu
devido a seguinte combinação de fatores: (a) uso de equações diferenciais de primeira
ordem, conhecida por abordagem em espaço de estados; (b) advento de sistemas com-
putacionais (microcontroladores, por exemplo); (c) lançamento das bases da teoria de
controle ótimo e, por fim, (d) o marco da publicação do artigo “On the General The-
ory of Control Systems”, na Conferência de Moscou no final da década de 50, no qual
R. E. Kalman propõe um método de síntese para problemas de controle linear ótimo
multivariável (BENNETT, 1996).

A metodologia adotada no problema LQR envolve, essencialmente, uma função de
controle ótima de realimentação de estados de horizonte infinito (LEE; KWON; CHO,
1998), que minimize a função custo garantido (NIEL et al., 2017):

J∞ =
∫ ∞

0

(
x(t)TQx(t) +u(t)TRu(t)

)
dt.

Nota-se que o índice de desempenho J∞ é parametrizado pelas matrizes simétricas
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definidas positivas {Q,R} em relação aos vetores de estado (x(t)) e controle (u(t)), res-
pectivamente (DAS; PAN; DAS, 2015). A Figura 1.1 ilustra um sistema linear contínuo
invariante no tempo (do inglês, Linear Time-Invariant – LTI) sob a ação do sinal de
controle ótimo, sendo w(t) a perturbação, y(t) a saída de interesse e z(t) a saída de de-
sempenho cuja energia deve ser minimizada. As propriedades estruturais da planta a ser
controlada (Parâmetros) são obtidas pelas matrizes de estados (A), de entradas (B) e de
perturbações (Bw), além da matriz de saídas (C).

Figura 1.1 - Diagrama de blocos do sistema em malha fechada.

+ ∫
dt CA

Bw

w(t)

x(t)

−K

LQR

B

R
1
2

Q
1
2

z(t)

ẋ(t) y(t)

u(t)

Parâmetros
Fonte: Adaptado de (ZHANG et al., 2015).

É importante destacar, ainda, algumas propriedades interessantes do controle LQR
aplicado a sistemas em malha fechada, tais como, otimalidade e robustez garantindo mar-
gens infinitas de ganhos (OLALLA et al., 2009) operando na faixa de [0,5,∞) dB (GUO;
XU; LEE, 2014) e margens de fase de no mínimo 60◦ (HONG; YANG; RAY, 2000), ga-
nhos de transição entre baixas e altas frequências com amplas margens de estabilidade
(TURKI; DUC; CLEMENT, 2004) e, por fim, ajuste simples das matrizes Q e R (MAH-
MOUD; ALYAZIDI; ABOUHEAF, 2017). Esta última apresenta um contraponto, pois a
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escolha dos elementos das matrizes de ponderação é fortemente dependente da experiên-
cia do projetista, podendo conduzir a um problema LQR infactível, dado que as opções
são ilimitadas. Neste caso, algumas propostas de sintonia podem ser encontradas em
(MONTAGNER; DUPONT, 2010; YANG; GAO; SHI, 2010; DONGMEI; XINGANG;
LI, 2012).

Não obstante, o problema de regulação ótima é uma técnica que remonta suas in-
fluências desde a década de 40. Neste período, o surgimento de métodos matemáticos
e computacionais eficientes tem impulsionado a aplicação do regulador linear a diver-
sos problemas de controle (BOYD; CRUSIUS; HANSSON, 1998; LEE, 2007; PAKSHIN;
EMELIANOVA, 2016).

Esta é a motivação para a apresentação de um breve histórico que se inicia com as
propostas emergentes de Hall (HALL, 1943) e Wiener (WIENER, 1949), que utilizavam
um índice de desempenho na forma de integral do erro quadrático (do inglês, Integral-
Square Error – ISE) aplicado à teoria de realimentação. Após uma década, retomaram-se
as bases de sistemas de controle através do critério ISE na publicação do livro “Analytical
Design of Linear Feedback Controls”. Entretanto, algumas desvantagens inerentes ao
método de projeto analítico (do inglês, Analytical Design Method) envolveram um número
reduzido de índices de desempenho e, em especial, a complexidade matemática que cresce
rapidamente. Este último incorreu no desencorajamento de engenheiros que aplicavam o
método em problemas práticos (NEWTON; GOULD; KAISER, 1957).

Após a difusão da teoria de controle baseado em índices de desempenho, Kalman
propôs condições fortemente inovadoras e influentes ao chamado controle realimentado li-
near quadrático (que, posteriormente, tornou-se controle LQR) (KALMAN, 1960b, 1960a).
Nestes trabalhos, as contribuições de Kalman foram, dentre outras: (a) apresentar, de um
ponto de vista matemático, uma teoria completa para o problema do regulador linear a
tempo contínuo e discreto, também conhecido por LQR discreto (do inglês, Discrete-Time
LQR – DLQR) (BALANDAT; ZHANG; ABATE, 2012; NAKAJIMA; KOBAYASHI; YA-
MASHITA, 2016, 2017); (b) introduzir o conceito de estabilidade da equação diferencial
de Riccati (do inglês, Riccati Differential Equation – RDE); (c) obter um algoritmo rela-
cionado ao uso de sistemas computacionais para síntese do controle ótimo quadrático por
realimentação de estados e (d) relacionar condições suficientes de estabilidade assintótica
ao segundo método de Lypunov. Por outro lado, as desvantagens das propostas resumiam-
se a: (a) dificuldades de aplicação em plantas industriais, devido à precisão dos modelos
matemáticos e sua respectiva formulação em termos da aproximação por espaço de esta-
dos; (b) disponibilidade dos estados do sistema por amostragem ou estimação (HWANG
et al., 2010; CAICEDO et al., 2012) e, (c) inoperância com restrições e perturbações
(MAHMOUD; ALYAZIDI; ABOUHEAF, 2017).
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A partir dos resultados de Kalman, fomentaram-se diversas pesquisas relacionadas à
equação de Riccati, em particular, no desenvolvimento de pacotes computacionais dedica-
dos a resolver a equação matricial por meio de programação convexa (WILSON; NEKOUI;
HALIKIAS, 1998; MONTAGNER; DUPONT, 2010). Essa estreita relação entre os con-
juntos convexos e a álgebra matricial, no estudo de controle ótimo, favoreceu a aplicação
de soluções em termos de desigualdades matriciais proposto por (YAKUBOVICH, 1962).
Em 1994, o surgimento do livro influente “Interior-point Polynomial Algorithms in Convex
Programming” escrito por Nesterov e Nemirovskii, apresentou uma ferramenta altamente
eficiente para obter soluções numéricas (NESTEROV; NEMIROVSKY, 1994).

Em meados da década de 90, Stephen Boyd e colaboradores reuniram diversos pro-
blemas de controle de relevância prática na forma de desigualdades matriciais lineares (do
inglês, Linear Matrix Inequalities – LMIs) (BOYD et al., 1994). Consequentemente, sur-
giram algumas derivações de terminologias de controle LMI do problema LQR, tais como:
LQR por realimentação da saída (do inglês, LQR-Output Feedback) que objetiva um ganho
estabilizante de realimentação estática da saída (IWASAKI; SKELTON; GEROMEL,
1994; SYRMOS et al., 1997; ASSADIAN, 2000; TZES; NIKOLAKOPOULOS, 2004;
PAKSHIN; PEAUCELLE, 2009; POLYAK; KHLEBNIKOV; SHCHERBAKOV, 2013);
LQR robusto (do inglês, Robust LQR – RLQR) que garante a estabilidade assintótica
para um domínio de incerteza (MARSH; WEI, 1996; GAJDÁR et al., 1997; MONTAG-
NER; DUPONT, 2010; NIEL et al., 2017); LQR restrito (do inglês, Constrained LQR –
CLQR) que corresponde ao problema LQR com restrições nos sinais de estado e controle
(LEE; KWON; CHO, 1998; MCKERNAN; WHIDBORNE; PAPADAKIS, 2005; OHTA
et al., 2005; LEE; KHARGONEKAR, 2007; SHAFAI; GHADAMI, 2013; ALMEIDA
et al., 2017; CAPRON; ODLOAK, 2018) e, mais recentemente, LQR fuzzy (do inglês,
Fuzzy LQR) que aplica o problema LQR a sistemas baseados em modelo fuzzy (REN;
YANG, 2004; ADELI; ZARABADIPOUR; SHOOREHDELI, 2011); LQR estocástico (do
inglês, Stochastic LQR) que trata o controle de sistemas dinâmicos estocásticos linea-
res (FISHER; BHATTACHARYA, 2009; SONG; PARK, 2016); LQR chaveado (do in-
glês, Switched LQR) que opera em sistemas lineares chaveados (NIKOLAKOPOULOS
et al., 2005, 2007; VAGIA; NIKOLAKOPOULOS; TZES, 2008; BALANDAT; ZHANG;
ABATE, 2012; LI; JAIN; ALLEYNE, 2012; PETERSON; KWATNY, 2014; CLAEYS;
DAAFOUZ; HENRION, 2016); LQR probabilístico (do inglês, Probabilistic LQR) que uti-
liza uma aproximação probabilística para projetar controladores robustos (KHAN; AWAN;
LIAQUAT, 2015; SCHILDBACH; GOULART; MORARI, 2015) e LQR derivativo (do in-
glês, Derivative LQR) que utiliza a realimentação da derivada dos estados (ALI; ALI,
2017; ALI, 2017; YAZICI; SEVER, 2017; SEVER et al., 2017; BETETO et al., 2018).

Além disso, a formulação LQR-LMI tornou-se mais atrativa devido ao enquadramento
dos critérios clássicos (por exemplo, amortecimento da oscilação e tempo de estabeleci-
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mento). Neste caso, os conceitos da D-estabilidade aplicados ao controle por realimen-
tação de estados apresentam-se em duas linhas, quais sejam: (a) restrições na forma de
LMIs (CHILALI; GAHINET, 1996; CHILALI et al., 1999; SATOH; SAITOH, 2004),
no qual tem-se rencentemente considerado aplicações de amortecimento de oscilações
(RAMOS; ALBEDO; BRETAS, 2004) aliado ao tempo de estabelecimento (SOLIMAN
et al., 2011) em sistemas de potência e a caracterização do desempenho transitório em
malha fechada que, por sua vez, limite o sobressinal, a frequência de oscilação, o tempo
de atraso, o tempo de subida e o tempo de estabelecimento de forma a garantir um nível
de desempenho para sistemas incertos a tempo contínuo (FAIRUS et al., 2015; FARD;
ALDEEN, 2016b); (b) inclusão das condições de estabilidade marginal na matriz de esta-
dos de sistemas discretos (ZHOU et al., 2006) e contínuos (ASCHEMANN; KERSTEN,
2017), cuja matriz de Lyapunov é obtida pela solução da equação de Riccati. No entanto,
este método não envolve a otimização da função custo garantido.

Na indústria, as plantas podem ser afetadas por falhas estruturais que ocasionam
problemas de segurança, como a perda de eficiência em atuadores e sensores (KANEV;
VERHAEGEN, 2002; HMIDI et al., 2018), e por leis de controle que apresentam sat-
uração (AGRAWAL et al., 1997; LIMON et al., 2005). Esta preocupação tem impul-
sionado aplicações práticas do LQR baseado em LMIs. Assim, despontaram-se as apli-
cações na área de Engenharia Elétrica, envolvendo sistemas de potência (ISHIMARU
et al., 2002), máquinas elétricas (GUPTA; BANDYOPADHYAY; KULKARNI, 2003;
SIVANANDAKUMAR; RAMAKRISHNAN, 2006; KOROISHI et al., 2016), geração de
energia (KO et al., 2006, 2008), conversores de energia (OLALLA et al., 2009; MON-
TAGNER; DUPONT, 2010; BEID; DOUBABI, 2014; AMRITHA; PAI, 2015), controle
de frequência de sistemas de geração (PANDEY et al., 2013, 2014) e de potência via
ambiente smart grid (SINGH; KISHOR; SAMUEL, 2016) e, por fim, sistema fotovoltaí-
cos (FARD; ALDEEN, 2016a). Na Engenharia Química, explorou-se a sintonia de con-
troladores proporcional-integral-derivativo (do inglês, Proportional-Integral-Derivative –
PID) em reatores de tanque agitado (GONÇALVES; PALHARES; TAKAHASHI, 2008),
tanque de cone invertido (GE; CHIU; WANG, 2002) e reatores em unidades de tratamento
de emissões de NOx (SINGH; NIKOLAOU, 2013). Outras aplicações envolvem proble-
mas de controle de vibração estrutural (JOHNSON; ERKUS, 2002, 2005, 2007), con-
trole de veículos aéreos (FISHER; BHATTACHARYA, 2009; PAKSHIN; PEAUCELLE,
2009; KONDO; OCHI, 2010; MAYER; DEHNERT; TIBKEN, 2013; TSAI et al., 2013;
PRADHAN; GHOSH, 2015; NIEL et al., 2017), terrestres (MENHOUR; CHARARA;
LECHNER, 2014; ALCALA et al., 2018) e aquáticos (BHOPALE et al., 2016; SO-
MAN; GOPMANDAL; GHOSH, 2018), controle de sistemas multiagentes (ZHANG et al.,
2013; FENG et al., 2015), controle de temperatura de um ar condicionado split (YANG
Y.; WU; CHANG, 2010; YANG; WU; CHANG, 2014), controle robótico (DALLALI et



1 INTRODUÇÃO 24

al., 2014, 2015), controle de postura humana (PRIESS et al., 2014) e controle de câmeras
(EVREN; UNEL, 2016; HAN; UNEL, 2017).

Mais especificamente na indústria automotiva, há um forte interesse em projetos de
suspensão ativa que remonta os anos 1960 (HROVAT, 1997). A função deste sistema é
prover conforto aos passageiros, segurança ao veículo e diminuir os desgastes da suspen-
são causados por irregulariedades na pista (DU; LAM; SZE, 2003). Uma característica
intríseca de operação destes sistemas dinâmicos é a robustez perante as incertezas nos
parâmetros da planta, que deprecia o desempenho de controle (DU; LAM; SZE, 2005).
Em vista disto, muitos pesquisadores têm entrelaçado a teoria de Lyapunov, as normas
de sistemas (norma H∞, norma H2) e a otimização convexa das LMIs na síntese de
controladores por realimentação de estados. O objetivo é garantir a estabilidade robusta
e o menor grau de influência no sinal de saída de um dado sistema (ZHANG et al.,
2011). Este fato consolida, na última década, uma tendência de superar a inoperância
do LQR com perturbações (MAHMOUD; ALYAZIDI; ABOUHEAF, 2017). A proposta
é combinar, também, as características do regulador linear em termos de desempenho
transitório (CHAKRABORTY; RAY-CHAUDHURI, 2017). Neste contexto, surgiram a
representação H2 do problema LQR estocástico (KO et al., 2006, 2008; PANDEY et
al., 2013, 2014; HUANG et al., 2013), o controle LQR/H∞ (POURSHAGHAGHI et al.,
2007; HUANG et al., 2011; MENHOUR; CHARARA; LECHNER, 2014; ALI, 2015) e o
controle LMI baseado no problema DLQR via algoritmo de controle H2/H∞ (YANG;
WU; CHANG, 2014).

Contudo, a literatura científica aponta, predominantemente, para o uso de condições
suficientes de estabilidade quadrática na formulação do problema de otimização. De um
ponto de vista de teoria de controle, o uso de funções de Lyapunov com uma única
matriz P conduz a algum conservadorismo e, portanto, naturalmente surgiram algumas
aplicações de relaxações matriciais. Atualmente, encontra-se apenas uma proposição, ou
seja, a aplicação do Lema da Projeção (do inglês, Projection Lemma) em problemas DLQR
com realimentação da saída (LEE, 2007). De outro modo, é possível obter condições re-
laxadas através da técnica de ganho escalonado (do inglês, gain scheduling), no qual a
dinâmica do sistema linear variante no tempo (do inglês, Linear Time-Varying - LTV)
varia em toda uma gama de condições de operação. Neste caso, um único ganho imple-
mentável não garante condições desejáveis de desempenho e estabilidade (MONTAGNER
et al., 2004). Uma alternativa é a síntese de controladores LQR com dependência afim de
parâmetros. As atuais propostas se dividem pelo método de cálculo da matriz de reali-
mentação de estados, seja utilizando funções de Lyapunov dependentes de parâmetros (do
inglês, Parameter Dependent Lyapunov Functions – PDLF) (AKTAS; SEVER; YAZICI,
2016; LIU et al., 2017), seja pelo uso de funções de Lyapunov quadráticas (ALCALA et
al., 2017, 2018). Esta última proposição é mais interessante, dado que não há a inversão
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de uma matriz literal no cálculo do ganho escalonado, ainda que a matriz B seja inde-
pendente do conjunto de variáveis scheduling nas referências citadas. Outras aplicações
de relevância do gain scheduling na estrutura LQR-Output Feedback podem ser vistas em
(WU, 1995; NIKOLAKOPOULOS et al., 2005; VESELÝ; ILKA, 2017).

Em termos de estabilidade robusta, os modelos de incertezas utilizados se resumem
as inclusões diferenciais lineares politópicas (do inglês, Polytopic Linear Differential In-
clusions – PLDIs). Por outro lado, o uso das incertezas limitadas por norma (do inglês,
Norm-Bounded Linear Differential Inclusions – NLDIs) podem ser preferíveis, pois apre-
sentam menor complexidade computacional devido ao fato de que a dimensão da ordem
das LMIs aumenta linearmente à medida que as incertezas são incluídas (BOYD et al.,
1994). Novamente, as referências são escassas e, atualmente, existe uma única proposta
que considera o LQR-Output Feedback aplicado a sistemas não lineares via modelos NLDIs
(RODRIGUES; KUIAVA; RAMOS, 2011).

Portanto, o objetivo dessa tese é obter condições suficientes e menos conservadoras da
teoria LQR, sob estrutura de LMIs, de sistemas lineares em domínios convexos e fecha-
dos estendidas ao controle H2/H∞ e gain scheduling. Embora as propostas de síntese
sejam robustas em relação às incertezas do sistema, podem apresentar sensibilidade às
próprias incertezas (erros de implementação, por exemplo) (DU; LAM; SZE, 2003). Este
problema é conhecido na literatura por fragilidade de controladores e, portanto, um obje-
tivo adicional é obter condições inéditas de estabilidade quadrática que garanta projetos
resilientes as variações limitadas por norma na matriz de realimentação de estados. Algu-
mas pesquisas sobre o problema de fragilidade do controlador LQR/H∞ estão disponíveis
na literatura, como por exemplo (XIAOJIE, 2006, 2008; HUANG et al., 2011; XIAOJIE,
2013). Uma aplicação prática no helicóptero 3-DOF da QuanserR© permite avaliar as pro-
postas de estabilidade quadrática, estendida e projetiva. O modelo de um quarto de carro
da QuanserR© é usado no estudo da suspensão ativa, no qual condições simuladas de falhas
em atuadores e fragilidade de controladores são requisitos de desempenho avançados na
avaliação dos teoremas. Por fim, a taxa de decaimento é um critério opcional de projeto,
cuja finalidade é limitar a dependência da expertise do engenheiro na escolha das ma-
trizes de ponderação {Q,R}. Por outro lado, em aplicações práticas de controle robusto,
o custo computacional do processo de otimização pode inviabilizar a implementação de
soluções em tempo real, que motivou a incorporação da taxa de decaimento a formulação
original das propostas deste trabalho.

A tese está organizada na seguinte ordem. No Capítulo 2, as formulações de síntese
LQR baseada em LMIs propostas por (BOYD et al., 1994) são revistas. Nas seções
posteriores, as condições LMIs são estendidas a sistemas incertos contínuos no tempo
e vinculadas a teoria de maior expoente de Lyapunov. O Capítulo 3 traz propostas
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menos conservadoras do problema LQR robusto pela aplicação de funções de Lyapunov
dependentes de parâmetros. A formulação H2/H∞ do controle LQR é discutida no
Capítulo 4. Outras contribuições deste capítulo envolvem a caracterização de equações
por variáveis de estados na representação combinada de incertezas politópicas e limitadas
por norma, além do estudo da robustez do controlador. E, no Capítulo 5, propõem-
se projetos de controladores gain scheduling baseado na ação simultânea de parâmetros
incertos variantes e invariantes no tempo. Finalmente, as conclusões encerram o trabalho.
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Capı́tulo 6
CONCLUSÃO

Este trabalho apresenta estudos do controle LQR baseado no custo quadrático ir-
restrito usando formulações por LMIs. De início, as estratégias propostas permitem obter
ganhos de realimentação de estados inferindo uma taxa de decaimento na formulação origi-
nal, avaliando os prós e contras em termos do custo computacional para diferentes modelos
de incerteza. O conservadorismo da função de Lyapunov quadrática é superado através
de formulações relaxadas via Lemas de Finsler e da Projeção Recíproca, que permitem
alcançar factibilidade aumentada e, por consequência, a expansão dos níveis aplicáveis de
taxa de decaimento. O objetivo resume-se a obter um controlador invariante no tempo
e menos conservador na presença de funções de Lyapunov dependentes de parâmetros.
Em contrapartida, os métodos propostos exigem um maior esforço computacional, que
pode ser crescente de forma linear ou exponencial, conforme a abordagem de incerteza
escolhida.

Os modelos foram escolhidos com base em sistemas reais descritos por equações de
variáveis de estado a tempo contínuo. Optou-se, prioritariamente, por ensaios práticos
através de protótipos disponíveis no Laboratório de Pesquisa em Controle. Em especial,
a implementação de falhas estruturais em atuadores, no sistema de suspensão ativa, per-
mitiu o estudo prático deste parâmetro variante no tempo em projetos de controle LQR
gain scheduling. Por consequência, a metodologia é extendida ao caso da coexistência
de incertezas paramétricas variantes e invariantes no tempo, motivando a enunciação do
controle LQR gain scheduling robusto, cujas matrizes de estados e controle são descritas
por modelos de incerteza limitada por norma. A vantagem está no projeto do contro-
lador que não depende da inversão de uma matriz de Lyapunov literal, além de reduzir o
conservadorismo da estabilidade quadrática pelo uso do Lema de Finsler.

Além disso, é proposto o estudo da influência de distúrbios na planta, originando
uma proposta de controle H2/H∞ do problema LQR. Nesse caso, pode-se garantir um
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compromisso entre o valor do critério quadrático de otimização (norma H2) e o nível
de rejeição da perturbação (norma H∞). Em uma abordagem inovadora, propõem-se
a representação por espaço de estados de modelos combinados de incertezas e, conse-
quentemente, formulações originais são obtidas para duas estratégias. Todavia, até este
ponto, as restrições LMIs são baseadas em parâmetros incertos que atuam na planta. Este
fato motivou a aplicação do critério de robustez à controladores e, portanto, foi possível
garantir um nível de resiliência na presença de variações limitadas por norma na matriz
de realimentação de estados.

6.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

• Considerar o uso de uma função de erro no índice de desempenho J∞ em problemas
de rastreamento ótimo de trajetórias de referências.

• Estender as metodologias de controle LMI do problema LQR discutidas para o caso
da realimentação derivativa dos estados e à sistemas lineares a tempo discreto.

• Em termos de sistemas contínuos variantes no tempo, de modo geral, poderia-se
incorporar taxas de variações limitadas nos parâmetros.

• Reduzir o conservadorismo da formulação H2/H∞ do problema LQR introduzindo
estratégias de controle gain scheduling.

• Reduzir o conservadorismo das propostas apresentadas no Capítulo 5 pelo uso de
funções de Lyapunov dependente de parâmetros.

• Obter formulações do controle LQR gain scheduling robusto para sistemas lineares
politópicos.
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