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RESUMO 

O objetivo deste trabalho consiste em se ob 

ter uma equação de estado para um sistema de esferas du- 

ras que descreva as suas fases. Simulações em computador 

mostrara que este sistema sofre uma transição de fase gaso 

sa para uma fase solida cristalina. 

0 calculo desta equação e feitoa partir dos 

coeficientes do virial, cujo desenvolvimento é muito bem 

conhecido. 0 tratamento desta serie e feito por aproximan 

tes de Padé modificados, a saber, Pade a um parametro,Pa- 

dé-fractal e Pade-Hermite, uma vez que os aproxiraantes de 

Padé usuais aplicados aos coeficientes conhecidos da sé- 

rie do virial não fornecem uma equaçao de estado com o com 

portamento desejado. Nossos resultados tem um valor quali 

tativo, pois a equaçao de estado obtida não descreve a 

transição ã pressão e densidades previstas por computador. 
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I. INTRODUÇÃO 

Este trabalho é uma tentativa de se descre 

ver a transição que ocorre em um sistema de esferas duras 

pela aplicação de aproxiraantes de Padé modificados. 

Quanto ao áisteraa de esferas duras, no pri^ 

capítulo desta dissertação de tese descrevemos algu 

e suas características, e no segundo, a obtenção de 

xpansão do virial. 

0 terceiro capitulo se refere aos aproxi- 

mantes de Padé, suas propriedades e resultados de sua a- 

plicação na série do virial. Os apendices A e B completara 

a primeira parte deste capítulo, mostrando como os aproxi 

mantes de Padé se comportam quando aplicados na equação de 

van der Waals e no modelo de Ford-Uhlenbeck. Cora relação ã 

série de virial, os resultados obtidos cora os aproximan- 

tes de Padé podem ser comparados com os obtidos com os a- 

proxiraantes de Levin, que são apresentados no apendice C. 

No capítulo três são apresentados também os resultados da 

aplicação de aproximantes de Padé à série do virial trata 

da pelo método de Euler. Detalhes deste método de trata- 

mento de série podem ser encontrados no apêndice D. 

Nossos cálculos consistem da aplicação de 

aproximantes de Padé a ura parâmetro, Padé-fractal e Padé- 

Hermite à série do virial, e se encontrara nos capítulos V, 

VI e VII, respectivamente. 

meiro 

mas d 

sua e 

No capítulo VIII estão as conclusões. 
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II. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

- - 1 
A mecanica estatística tem por objetivo 

descrever propriedades macroscópicas uma vez conhecidas as 

interações microscópicas entre os componentes de ura siste 

raa. 

Sabemos que a pressão de ura sistema gasoso 

não-ideal pode ser calculada por uma expansão em termos da 

densidade, a chamada expansão do viriai. Em 1930, Ursell 

e Mayer obtiveram expressões gerais para os coeficientes 

desta expansão em termos das forças intermoleculares. No 

cálculo destes coeficientes, utiliza-se a função de parti^ 

ção, que é a somatória sobre todas as configurações poss^ 

veis para um dado potencial. E cada coeficiente acrescen- 

ta à expansão a interação entre ura dado número de compo- 

nentes. Assim, computa-se todas as configurações entre a- 

glomerados de ura, dois, três e mais corpos. 

Pelo fato da função de partição estar pre- 

sente nestes cálculos, esta expansão deve conter alguma in 

formação da transição de fase, se esta ocorrer no sistema 

considerado. Isto porque a configuração correspondente a 

esta transição está incluída na função de partição. Mas 

resta a questão; será esta informação suficiente para se 

se descrever todas as fases do sistema ou ao menos deter- 

minar o ponto de condensação? 

Neste trabalho esta questão é examinada com 

relação a um sistema de esferas duras. Sabemos que a dis- 

tância relativa entre duas esferas é a distância entre 

seus centros de massa. Se esta for maior que o diâmetro 

das esferas, estas não percebem a existência uma da outra. 
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não existe atração nem repulsão entre elas. Mas se esta 

distância assumir o valor do diâmetro, elas se repelem.Es 

tas esferas são impenetráveis, de modo que este é o menor 

valor possível para a distancia entre elas. 

de Lennard 

sosos, líq 

porque não 

rações mic 

sistemas i 

temas mais 

tivação pa 

Um gás de esferas dura 

-Jones, são sistemas ideais 

uidos ou sólidoé são difíce 

se tem um conhecimento pre 

roscópicas entre seus compo 

deais, em princípio, permit 

complexos perturbativament 

ra o estudo de um sistema d 

s, assim como um gás 

. Sistemas reais, ga 

is de serem tratados 

ciso de como as inte 

nentes ocorrem. Os 

em que se tratem si^ 

e. Eis a principal mo 

e esferas duras. 

Este sistema, pelos dados fornecidos por 

computador, apresenta três fases distintas: 

1. fase gasosa; 

2. fase sólida amorfa; 

3. fase sólida cristalina; 

A fase cristalina está associada ã diver- 

gência da equação de estado na densidade de máximo empaco 

tamento regular. Esta é a maior densidade que o sistema po 

de ter, quando as esferas que o compõem estão ordenadas. 

É a densidade que obtemos se posicionarmos, uma a uma, as 

esferas era uma caixa segundo uma dada configuração regu- 

lar. Para a densidade do sistema temos p= N/V, onde N é 

o número de esferas de diâmetro o e V é o volume que as 

contem. A densidade de máximo empacotamento regular, em u- 

ma configuração fcc ("face centered cubic") ou hep ("hexa- 

gonal dose packing") ocorre em Pq= /2 /a^ , e presume-se 

que esta seja a maior densidade que o sistema possa alcan 

çar. 
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A fase amorfa está associada à divergência 

da equação de estado na densidade de maxirao empacotamento 

irregular, isto é, na densidade de Bernal. Esta é a dens_i 

dade máxima que pode ocorrer quando as esferas não formam 

uma configuração regular. É o que obtemos se colocássemos 

várias esferas em uma caixa e agitássemos esta caixa. Se 

restasse algum espaço colocaríamos mais algumas esferas e 

repetiriamos o processo até que a máxima densidade fosse 

3 
atingida. Experiências com rolamentos apontam esta dens_i 

como 0.8597 Pp , onde é a densidade de máximo empacota 

4 
mento regular, vista acima. Analises feitas por Le Fevre 

via Monte Cario e dinâmica molecular, também apontam para 
3 

a densidade calculada por Scott-Kilgour , ou seja,0.8597p . 

5 -o. 
Experimentos cora computador fornecera ura resultado um pou 

CO diferente, 3^ abaixo do valor de Scott-Kilgour. 

As divergências da equação de estado na den 

de máximo empacotamento regular e na densidade de 

ocorrem devido à impenetrabilidade das esferas. 

sidade 

Bernal 

Algumas simulações era computador predizem 

também uma transição de fase fluida-raetaestável com mobi- 

lidade diferente de zero para a fase de sélido araorfo. 

~ ^ 6 
Esta transiçao vitrea ocorrería no prolon 

' -1/2 
gamento da curva estável do fluido na densidade p~(2) Po. 

Os experimentos em computador apontam pa- 

ra a densidade de condensação, po= 0.667pe para a densida 
-0 — 

de de fusão, p = O.736po , onde po é a densidade de máxi- 

mo empacotamento regular. Esta transição ocorre à pressão 

 ^ = 8.27 ± 0.13. 
Po 

Podemos observar estes valores experiraen- 
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tais, os ramos cristalino e amorfo e o patamar de coexis- 

tência das duas fases no gráfico abaixo. 

Gráfico dos pontos de transiçao de um sistema de esferas 

duras (ref. 8 ) . 

Uma transição pode ser de ou 2§ ordem. 

Em uma transição de segunda ordem o sistema vai se alte- 

rando, mas sem perder sua simetria, e, no ponto de trans_i 

ção o sistema todo altera sua simetria. Em qualquer ins- 

tante podemos saber qual a simetria do sistema. Em uma 

transição de primeira ordem, algumas partes do sistema se 

9 
transformam e temos uma coexistência de fases . Presume- 

se que a transição que ocorre no sistema de esferas duras 

seja de primeira ordem. 

Em sistemas era que as fases têm a mesma si^ 

metria, como na transição gás-líquido, diferindo apenas pe_ 

lo grau de interação entre seus constituintes, há o chama 
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do ponto crítico. Este ponto é o termino da curva de equi 

líbrio de um sistema, isto é, a curva formada pelos pon- 

tos de transição. A existência de utn ponto crítico signi- 

fica que podemos passar de uma fase a outra continuamente, 

sem que ocorra uma transição, mas quando as fases têm sim£ 

trias diferentes não há condições de um ponto deste tipo 

existir, porque, ou o sistegia tem uma simetria, ou outra. 

A curva de equilíbrio deste sistema se prolonga infinita- 

mente, ou intercepta alguma outra curva de equilíbrio, 

(ver referência 9> cap. XIV, § 137). Um sistema de esfe- 

ras duras, onde uma fase é sólida e outra gasosa, não tem 

ponto crítico. 

Para um sistema de esferas duras, comas ca 

racterísticas acima, desejamos obter uma equação de esta- 

do que reproduza analiticamente os pontos de transição a- 

7 
pontados pelos cálculos numéricos . Para tanto, buscamos 

uma equação que apresente o mesmo comportamento da de van 

der Walls (ver apêndice B), que, para temperaturas abaixo 

da temperatura crítica tem um "loop". Chamamos de "loop" 

um comportamento como o da curva abaixo. 

As curvas ED e BA deste gráfico descrevem 

estados meta-estáveis e a região DB viola a condição de 

estabilidade 
( 

3 P 

9 V ) 
) < 0 
T,N 
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Este problema é contornado pela constru- 

ção de Maxwell, que consiste em se traçar uma reta EA de 

modo que as áreas determinadas por esta reta e a curva se 

jam iguais. Assim, à pressão determinada por este patamar, 

temos uma coexistência de fases. 

Os pontos B e D, onde a primeira derivada 
f 

da equação de estado se anula,' são chamados de pontos es- 

pinodais. Na busca de uma equação de estado que descreva 

todas as fases do sistema, o aparecimento de um ponto es- 

pinodal é um indício de que estamos nos aproximando do nos 

so objetivo. 

As tentativas para se obter uma equação de 

estado com as características acima são feitas a partir da 

expansão do virial, cujo desenvolvimento é muito bem co- 

nhecido. Alguns coeficientes desta expansão foram calcula 

1 0 
dos por Kratkly , e, neste trabalho, sao utilizados na 

construção de aproximantes de Padé. 

Estes aproximantes se mostram capazes, em 

varios casos, de acelerar a convergência de uma serie, 

to é, com poucos termos desta série, os Pade's nos permi- 

tem conhecer o comportamento da função associada. Alguns 

exemplos são a função exponencial, a equação de van der 

Waals (ver apêndice B) e a função / , exemplos es 
/ 1+2x — 

tes que são apresentados com algum detalhe nesta disserta 

ção. Esta capacidade de extrair informação de poucos coe- 

ficientes é o que nos estimula a utilizar os aproximantes 

de Padé na série do virial. 
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III. OBTENÇÃO DA SÉRIE DO VIRIAL 

III.a Equação de Estado de Um Gás Ideal 

Todos os ga^es a baixas densidades têm ura 

comportamento que se aproxima do de um gás ideal. 

Para a obtenção da equação de estado des- 

tes gases (ver referência 1, cap. 12), parte-se da função 

de partição canônica clássica de N partículas monoatômi- 

cas, contidas em um volume V, a temperatura T: 

(1) Q = —^ /. .. f e~ dp^...dp^dr^ ... dr^^^ 

sendo a hamiltoniada dada por; 

(2) H = 
2m 

N 
E 
n=1 xn yn zn >l > j ^ j ,,z^) 

Podemos, então escrever a função de parti- 

ção do seguinte modo: 

(3) Q = 
1 

N!h 
3N 

[/°e 2mkT ^ dp]^^^/e~ dr dr ...dr 
0 1 2 N 

3N 

(4.a) Q = 
N! 

2tt mkT 

N 

onde é a integral de configuração: 

(4.b) Z 
N 

6 U(r^, r^, 

dr dr ... dr 
1 2 N 
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to baixa 

(5) Q 

Quando o gás é ideal, ou a densidadeémui- 

permitindo que se despreze a interação, temos; 

N! 

2nmkT 

Com o aumento da densidade, a interação en 
f 

tre as partículas não pode mais ser desprezada. Neste ca- 

so não se obtém mais a equação de estado de um gás ideal. 

Foram obtidas várias equações de estado empíricas e semi- 

empíricas para a descrição deste comportamento não-ideal. 

A mais fundamental de todas, no sentido de ter um maior era 

basamento teórico, é a equação de estado do virial, que ex 

pressa a pressão em termos de uma série de potência da den 

sidade: 

(6) ^ ^ ^ ^ B2(T)p' + B^(T)p' + ... 

III.b Equação de Estado Obtida da Função de Partição 

Gran-Canênica 

mos: 

Para a função de partição gran-canônica te 

H (V,T, y) = E Q (V,T,N) onde A = exp(3y) 

N=0 

Quando N = 0 o sistema tem apenas um nível de 

energia com H=0, portanto Q(N=0,V,T) = 1. Podemos, então, 

escrever: 

(7)H(V,T,ij) = 1 + Z Qj^(V,T) A^"^ onde Qj^,( V , T )h Q (N , V , T) 

N=1 
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A equaçao de estado e obtida pela manipula 

ção da função termodinâmica característica associada a e 

e o número médio de moléculas, escrito em termos da fun- 

ção de partição gran-canSnica: 

(8) pV = kT In H 

(9) N = kT 
9 In 

9y 
= X 

V,T 

9 In 

9A 
V,T 

A função de partição gran-canônica se re- 

duz aos primeiros termos da expansão em série de potências 

em A quando se considera o limite de A ->■ 0. Isto signifi 

ca analisar o sistema quando a densidade tende a zero. 

(10) E (V,T, y ) = 1 + (V,T) A 

Assim temos um valor para a densidade quan 

do ^ ^0; 

(11) _N ^ 9 In E ^ ^1 

V " V 3A " V 

A manipulação das expressões (8) e (9) pa- 

ra a obtenção da equação de estado poderia ser feita atra 

vés da variável A . Mas é conveniente definir-se uma va- 

riável z, chamada de atividade, tal que z->- p quando p-^-0. 

Vimos pela expressão (11) que P 0 quando ^ -^0. Assim, a 

atividade pode ser escrita como: 

(12) 

Deste modo a expansão da função de parti- 

ção pode ser feita em termos de z; 
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(13) B (V, T, y) = 
00 M 

1 + I Qm(v,t) a'= 
N 

N=1 

1 

^'=1q^ (V,T) 

Definindo-se a grandeza Z = N! 
N Q 

V 

'W 1 
que é a integral de configuração (4.b), podemos reescre- 

ver a função de partição; 

Q , 
N’ 

(14) (V, T, y) = 1 + f° —  
N=1 N! 

Para se escrever a pressão e a densidade era 

termos de z, assume-se que a pressão possa ser escrita co- 

mo uma série de potências da atividade, o que pode não ser 

válido em casos de alta degenerescência ou forte intera- 

ção : 

(15) p = kTZ b.z"^ 

j = 1 

A densidade também pode ser escrita em ter 

mos de z, Para tanto precisamos da função de partição em 

termos da atividade o que pode ser obtido pela função ter 

modinâmica (8): 

(16) In . - - 
~ kT ■ V S 

j=1 

b .z' 
J 

Efetuando uma mudança de variável na ex- 

pressão da densidade (9) e utilizando o resultado acima, 

obtem-se a densidade em termos da atividade: 

(17) 
9 In 5 

9A 
9 In 5 

V,T 
V 

V,T 

E J 6 z' 
j = 1 

(18) p 
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Os coeficientes da expansão da pressão em 

termos da atividade (15) são determinados em função das in 

tegrais de configuração 2j^s. Isto porque temos duas expan 

sões da função de partição em termos da atividade, dadas 

pelas expressões (14) e (16). 

Reescrevendo a expressão (16): 

(19) exp 
kT 

= exp 
CO 

V z 

j=1 

b .z' 
J 

= ÍT exp ( Vb . z"^) 
j = 1 J 

Expandindo a exponencial da expressão aci- 

ma : 

oo . (Vb.z-^)^ (Vb.z'^)^ 
(20) H (V, T, u ) = n (1 + Vb.z-^ +  ^^ r 

j = 1 2! 3! 

+. 

= (1 + Vb z + ^^*^1^^ + ^^*^1^^ )(1+Vb z^)(1+Vb z^)+0(z^) 
p t q t ^ 

‘ „2^2 V b, ^ 33 
K 2  2. , V^b^- 3 

1 )z = 1 + Vb z + (Vb + , ) z + (Vb + V b b 
1 2 

3! 

A expressão anterior e comparada com a ex- 

pansão (14), que reescrevemos: 

(21) h(V,T,m) = 1 -^-771 z 
N = 1 N ! 

^22 ^33 ^44 
= 1 + ZiZ -H —z + —z + —z + 

Igualando os termos de mesma potência de 

(20) e (21), obtemos os coeficientes b^s em termos das in 

tegrais de configuração: 

(22.a) b, = — 1 V 
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(22.b) iií 

(22.c) 
ITV * 2Z3) 

onde; 

N 

- )2> U 

dr^ dr^ ... dr^ 

U : potencial do sistema 

Para se eliminar a atividade da expressão 

da pressão, supõem-se que a atividade z, possa ser escri- 

ta como uma série de potências de p. Isto significa in- 

verter a expansão (18) da densidade em termos da ativida- 

de; 

(23) z = a^ p + a^ + a^ p3 + ... 

Substituindo em (18); 

i 2 S 
(24) p = E jh.z'^ = b^z + Sb^z + 3b^z^ + ... 

j=1 

b^(a^ p + a^ pM + 2b^(a^ p + a^ pM + 

+ 3b^(a^ p + a^ p^ )^ + 

= (a^b^) p + (a^b.^ + 2a^b^) p^ + 

+ (^a^a^b^ + 3a^b^) p^ 

Igualando os termos de mesma potência, de- 

terminamos os coeficientes de (21) em função dos b'.s. 
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(25.a) = 1 

(25.b) a^ = - 2b^ 

Com o conhecimento dos coeficientes da ex- 

pansão (23), a pressão, que por (15) e escrita em termos 

da atividade, pode ser expressa em termos da densidade: 

(26) -2- _ 
kT 

E b .z'^ 
j = 1 J 

2 3 
b,z + b^z + b^z + 

1 2 3 

= b^(a^p + a^ p^- + a^ p^ + ...) + p + a^ p^ + 

2 2 
+ a^ p^ + ...) + t>^(a^ p + a^ p^ + a^ p^ + ...) 

2 3 
= p + (a^ + b^) p2 + (a^ + 2a^a^ + a^b^) p^ + ... 

= p + B2(T) p^+ B^(T)p^ + ... 

onde 

(27) B^d) = a^ + a^b^ = -b^ e 

B^(T) = + 2a^a^ + a^b^ = 4b^ - 2b^ 

Assim obtemos a expansão do virial com seus 

coeficientes em termos dos b^s, que por sua vez podem ser 

determinados a partir das integrais de configuração Z^^s . 

Deste modo os b’.s podem parecer simples etapas intermedia 
J 

rias. Mas esta impressão é devida ao método de cálculo a- 

qui utilizado. 0 primeiro desenvolvimento da expansão vi- 

rial foi feito por Mayer que usou o ensemble canônico co- 

mo ponto de partida. Neste caso os bis estão relacionados 1 
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com aglomerados de j partículas. 

III.c cálculo do 22 e 3- Coeficientes do Virial 

Os coeficientes do virial podem ser escri- 

tos em termos das integrais de configuração, com a substi^ 

tuição de (22) em (27): ■ *. 

(28) BjCT) = -bj = - (Zj - Z^) 

(29) B^(T) = Hbj - 2bj = - ~ LVÍZj-BZjZ^.Zzp-JÍZ^-z')^ 

As integrais de configuração são dadaspor: 

(30) = / dr^ = V 

-U /kT 
(31) Z2 = 

-II /kT 
(32) = fffe dr^ dr^ dr^ 

Para o cálculo do segundo coeficiente do vi 

rial necessitamos apenas do potencial U2, que é o poten- 

cial entre duas partículas. Em um gás monoatômico é razoá 

vel supor que este potencial U2(r^, r^) dependa apenas da 

distância relativa das duas partículas, isto é U2=u(r^2)> 

onde ^ ^2 ~ I *"2 " J ■ 

Portanto: 

(33) B2(T) = (Z2 - zp 
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‘^(r) 0 

-f 

B^CT) 
J__ 

2V ff C e 
Bu(r 

1 J dr^ dr^ 

_L 
2V / / í 

- - 6u ( r ) 
e 12 1 I dr 

12 

= - 2)1 
- 3 u ( r ) 

e r ^ d r 

O termo que aparece entre parênteses é a 

função-f de Mayer e surge frequentemente em cálculos de ga 

ses imperfeitos. Segue a sua definição e o gráfico do seu 

comportaniento para um potencial típico, cujo gráfico tam- 

bém é apresentado. 

Gráfico III-1 - À esquerda um dado potencial e à direita 

a função de Mayer correspondente. 

0 potencial de um sistema de esferas duras 

e dado por 
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(36) u(r) 
V < o 

onde: o 
r > o 

diâmetro da esfe 

ra 

u(r) 

cO 

Gráfico III-2 - Potencial de um sistema de esferas duras. 

Assim, para o segundo coeficiente do virial 

de um gás de esferas duras; 

_ a 
(37) B (T) = - 2 n I / (-1) rMr +/ (0) r^r | 

2 - » a ■ 

2iia^ 

3 

Para o cálculo do terceiro coeficiente vi- 

rial, vemos pela expressão (29) e (32) que é necessário 

conhecer o potencial de um conjunto de tres partículas. 

Neste caso se faz a aproximação de que o potencial das 

tres partículas e a soma do potencial dos tres pares; 

(38) U, (r. r^) = 
u(r^2' 

u(r,3> + u( ^23) 

Reescrevendo a expressão (29) do 3- coefi- 
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ciente do virial em termos das integrais de configuração; 

(39) B^(T) = 
3V" 

V(Z 3 -3Z2Z^+2Zp-3(Z2-z^) = 

Escrevamos os termos necessários para se 

calcular B^d) em termos da função -f de Mayer, utilizan- 

do a aditividade em pares ps^ra p potencial: 

(40) Z3 = /// e 
kT kT kT 

s e dr^dr^dr^ 

///(1+f^2^^''''^13^^''+^23^ dr^dr^dr^ 

///(fl2f t3Í’23"‘^12^13''^12^23^^13^23''^12''^13''^23^’'^- 

dr dr^dr^ 
1 2 3 

(41) ^^“"12^ 

kT 

^1^2 - ^ ^ dr^dr^ - ^ fl (f ^2+'')dr^dr^ = 

= fff (^-,2+^^ dr^dr^dr^ 

Da mesma forma: 

(42) 

Z^Z^ = fff (f^3 + 1) dr^ dr^ dr^ 

(43) 

Z^Z^ = -^^^(^23 + ^'"2 ^*"3 

E para Z^ : 

(44) 2ZJ = 2 fff dr^dr^dr^ 
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Podemos já calcular utna parte de (29), a 

saber: 

(45) - /// ^f-i2^13^23'"^12^13'^^12^23'^^13^23^'^'"l^'"2'^'"3 

Precisamos também das expressões abaixo 

ff e 
kT 

d^i^dri = ff ^*^12'^*"l 

Z^ = / dr^ 

= ff dr^dr^ = ff 

Z^ -Z; = // f^2 "*^12 

(46) 

(Z^ - Z^)"= ff 
2 1 13 13 3 

V fff f f dr dr dr V j jj "-12 13 1 2 3 

Do mesmo modo como poderiamos ter 

(•iiy) (2^ - Z^)^ = V fff dr, dr,, dr. 
12 23 1 23 

(48) (Z - Z^)^= V fff ('13^23 '^'^1 ^*^2 

Portanto, pelas expressões (39), (45), 

(46), (47) e (48), temos para o terceiro coeficiente do vi 
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rial: 

(49) B^(T) = 
1 

3V 
fff f f f 

12 13 23 
dr^dr^dr^ 

Para o cálculo desta integral efetuamos a 

seguinte substituição: 

(50) Pj ^ '•j - "l 

P2 = '"2 ■ '‘l 

E B (T) passa a ser escrito da forma: 

(51) B^(T) ff B (^2^ ^ ^ ^ P2"P2 ^ 

Pela transformada de Fourier, temos: 

(52) Y(t)= Y(|tl) = (2ll) '' f r (|p|)ê^^^dp 

Desenvolvendo esta integral: 

(53) Y(t) =(24) 
- 

/ /" / 
27T 

„ , , -it p COS0 2 
f(p)e ^ P dPsenedOdlj) 

(2 n) 
1/2 

/“/“'p"f(p) 
0 1 

d(cos0) dp 



21 

1 

(2 n ) 
1/2 

-it*p it*p 

/“pf(p) ^^— dp 
“ it 

,2,1/2 ,oo , sen(t p ) 
= (—-) / pf(p) ; dp 

Jl 0 ^ 

Para esferas duras temos; 

(54) f( 
para 0 < r < q 

para r > a 

Portanto: 

(55) Y(t) = 
n 

sen(tp) , 
/ P  ^ dp 

0 4- 
COS (pt) 

n (at)2 

sen (at) 

(ot)^ 
] = 3 *^3/2 

(at) V" 

Para o cálculo de o (t) utilizamos os re- 

sultados de S. Katsura para integrais com funções de Bes 

sei. Ele nos fornece soluções para integrais do tipo. 

00 

(56) I, \ (=^1 Jg ‘'y 

No nosso caso temos A = -5/2 e a=3=Y”= 3/2. 

Isto porque: 

(57) ~ f ( |p 2 I )f (|p 3 I )f ( |p 3-P2 I )dp2dp 3 

Pela transformada inversa de Fourier: 

(58) f(|P3-P2|) = (2n)-3/2;^ gÍt.p3-it*P2 
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Em (57): 

(59) B^(T) = 

-3/2 
(2II) 

.dp 2dp sdt 

fff Y(t)f(p2)f(p3)e"^3-^^’’2 

-3/2 - i t'p 
como: y(t) = (211) /f(|p|) e dp 

3/2 

(60) B rx, = - 
3 3 

(at)9/2 

/ dx U3/2(x)]> x-5/2 

dt 

Pelo resultado de Katsura, temos: 

(61) / x' 
0 

-5/2 
[J3/2 (X) ] ^ dx r: r r(i/2)r(3/2) 

•• t 
4(211) 1/2 r(5/2)r(5/2) 

r r 3 n 0 h ^ r(-1/2)r(1/2) r r- 1 , 
• 4^3 T ’ ’2’^’;“’ V ~':7;x'„.v,ox ” • 4^3 -1» 2 4 2 r(3)r(i/2)r(i/2) 

1. 3 1 3. 1) + 1 r(-l)r(-i/2)r(5/2) 

2’ 2’ 2 ’ ’ 4 ''4 r(7/2)r(3/2)r(0)r(0) 
• 4^3 > 1 > ~y 1 ; 2, 

3 Z. 1 )] 
9 9 / J 

2 2 4 
Sabemos que 

(62) r (n) = (n-1 ) ! 

r(i)=i e r(o)= 

z r (2) r (z-Hi) 
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E a função hipergeométrica é dada por 

(63) 4F2 ( oii, 012, «3, ai,; 61, 32, 63; x) = i: 

n=0 (Pi)j^ (32)^ (33)^ n! 

onde (a)^ = a(a+1)(a+2) ... (a+n-1) 

(a) = 1 
o 

(0) = 0 para n?í 0 
n 

Para o cálculo da integral (6I) sio neces 

sários os seguintes resultados: 

-3 n. 1 n 5. 1 
(64) 4^3 (2’ 7 » 7’ 7’ ~ ^ — 

(3/2)n(0)n(-3/2)^C0) 7n 

7’ 7’ 4^ 
n' 'n 

n=Ü (V2J^C0)^(5/2J^ 
= 1 

n! 

Z=l/4 

(65) 4F, (2. i -1, 3; -) 
^ 2 2 2 2 4 n=0 )3/2)j^(1/2)jj(3)^ 

n 

n! 
11 

18 

Z=1/4 

Portanto: 

(66) / x'^^^ [J2/3(x}]3 dx = 5 

° 48(2n)1/2 

E para o terceiro coeficiente virial: 

(67) B (T) = 
3 80 

onde b = —- 
o 

3 
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III.d Valores Numéricos dos Coeficientes 

A expansão do virial é dada por; 

(68) P.V_ . 
NkT 

1 + p + P* • • • 

onde, aqui, os coeficientes B|s nao dependem da temperatu 

ra por se tratar de um sistema de esferas duras. 

(69) 

Estes coeficientes tem dimensão; 

Para obter coeficientes viriais adimensio- 

nais, define-se 

(70) X ^ 

Po 

onde po é o máximo empacotamento na configuração fcc. To 

memos uma secçao cúbica de um espaço preenchido por esfe- 

ras duras com esta configuração; 
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Era cada vértice do cubo, 1/8 de esfera se 

encontra dentro deste, portanto, contando os 8 vértices, 

temos 1 esfera. 

E era cada face temos 1/2 esfera dentro do 

cubo, com 6 faces, temos 3 esferas. Portanto, o espaço 

deste cubo abriga 4 esferas de diâmetro o. 

0 máximo empacotamento é dado por: 

(71) Po 
volume do cubo (BC) 

Pela figura podemos ver que BC = /'^"a 

Portanto, 

/T 
(72) PO =   I 

a' 

Reescrevendo a expressão (68): 

(73) —= X [1 + (B2po)x + (B^Po )x" + CB. pg )x" + ...] 
p kT 

= X [ 1 + A^x + + AjX^ + ... ] 

onde A = B. , Po ^ e A. adimenslonal 
i 1 + 1 1 

Os resultados numéricos obtidos por Krat 

1 0 
ky para os seis primeiros coeficientes A!s sao: 
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1 A. 
1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

TABELA III.1 

1 

2.961921959 

5.483113556 

7.456350520 

8‘.485568o85 

8.8678+ 0.0912 

9.2504+ 0.4051 

Pudemos ver na dedução dos coeficientes do 

virial que estes têm expressões mais complicadas à medida 

que sua ordem aumenta. As integrais envolvidas no cálculo 

do sétimo coeficiente ja sao suficientemente trabalhosas 

a ponto de não terem sido resolvidos via cálculo numéri- 

co. Kratky calculou o sétimo, oitavo e nono coeficientes 

por aproximantes de Pade, mas seus resultados nao tem mar 

gem de erro, o que impede que sejam incluidos nos cálcu- 

los com o mesmo peso dos outros coeficientes que têm mar- 
12. 

gem de erro. Erpenbeck e Wood refizeram os cálculos com 

aproximantes de Padé e confirmaram os resultados de Krat- 

ky, que seguem abaixo: 

A^ = 8.4197 

Ag = 7.7600 

A = 7.0181 
7 

III.e Raio de Convergência 

cálculos rigorosos feitos por Lebowitz & 
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13 
Penrose e Ree apontam para o raio de convergência da 

série do virial os valores 0.02H e 0.026 respectivamente. 

Mas estes são valores bem baixos, muito aquém da região 

de interesse, que é a região de transição de fase. 

A questão da convergência da série do vi- 

rial pode ser vista de outra maneira, via critério de Cau- 

15 ~ ' 
chy-Hadamard . A definição de Cauchy-Hadamard para o raio 

de convergência X de uma série com coeficientes A's é- 
i 

X lim 
-1/i 

i 

Segue o gráfico dos coeficientes de um sis 

tema de varetas, discos e esferas rígidas: 

Gráfico (III-3) dos coeficientes de um sistema de varetas, 

discos e esferas rígidas (ref. 8) 

Podemos ver que a incerteza principalmente 

do sexto coeficiente no caso de um sistema de esferas e 

discos rígidos nos fornece um corredor, dentro do qual de 

vem se encontrar os outros coeficientes e que deve forne 
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cer o raio de convergência. Portanto, nao se tem um valor 

preciso deste porque são poucos os coeficientes conheci- 

dos para que se possa ter muita certeza da curva traçada, 

e alguns coeficientes são conhecidos dentro de uma margem 

de erro. Mas de qualquer modo temos um raio de convergên- 

cia que abrange toda a região de interesse físico. 

# 

0 gráfico sugere que o raio de convergên- 

cia seja ~1.35, densidade superior à do máximo empacota- 

mento regular, se considerarmos uma configuração fcc ou 

hep. Pode se conjecturar se há alguma outra configuração 

que permita um maior empacotamento. 

As equações de estado de algumas teorias co 

16 "1T — 
mo YBG (Yvon-Born-Green) , HNC (hypernetted-chaim),CS^^ 

(Carnahan-Starling) divergem nesta densidade, x ~1.35. 
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IV. APROXIMANTES DE PADÉ 

IV.a.1 Estrutura de Formação 

A nossa tentativa de se extrair dos coefi- 

cientes já calculados da serie do virial de um sistema de 

esferas duras informação a respeito da transição de fase 

deste, é feita através da aplicação de aproximantes de Pa 

dé. 

' 1 9 
0 aproximante de Pade de uma dada série 

00 

(1) A(x) = i a x-^ 
\J 

j = 0 
! 

e definido como um quociente de polinomios 

P| (x) 
(2) [L/M] =   

onde P (x) e Q^(x) são polinomios de grau L e M respecti- 
i_, 1 J 

vamente. Chamaremos doravante, um tal aproximante simples 

mente de um padé. 

Os coeficientes deste polinomios sao deter 

minados a partir dos 'coeficientes da série original. As e 

quaçoes necessárias para tal sao obtidas pela igualdade 

dos termos de mesma potência da expressão: 

Pl(x) 

Q^.(x) 
M 

0 (x (3) A (x) 
L+M+1) 
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(4) 

(5) 

onde P^(x) = + p^x + ... p^x 

Q^(x) = 1 + q^x + ... Qj^X 
M 

Irapõe-se a condição de normalização Q (x)=1 

0 sistema de equações resultantes é 

(6) 
o 

= P. 

^2 ^ 
= P, 

^-1^1 ^ o L = P, 

?L+1 * " 
+ a - Q,, 

L-M+1 M 

+ a 
L+M L+M-1"1 

+ = 0 

onde a = 0 
n 

. 0 

se n < 0 

se j > M 

IV.a.2 Unicidade 

Cada padé [L/M] que representa uma série 

A(x) é único. Se houvesse pelo menos dois padés 

X(x) e U(X) tal que 

Y(x) V(x) 

X(x) e U(x) fossem polinômios de mesma ordem, o mesmo a- 

contecendo com Y(x) e V(x) pela equaçao (3)> teriamos 

X(x) _ U(x) ^ Q ^^L+M+1^ 

Y(x) V(x) (7) 
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Multiplicando por V(x) Y(x) 

í + M 4- 1 
(8) X(x)V(x) - U(x) Y(x) = 0 (x ) 

/s 
Como o polinomio da esquerda é de grau L+M, 

e tanto Y(x) quanto V(x) não são nulos, temos: 

(9) X(x) _ U(x) 
Y(x) ■ V(x) 

Vemos que não é possível, portanto, haver 

dois padés [ L/M ] diferentes representando a mesma sé- 

rie, Dizemos, então que o padé tem a propriedade de unici 

dade. 

IV.a.3 Reprodução dos Coeficientes da Série Original 

Dado um pade [ L/M ] podemos recuperar os 

coeficientes da série original necessários para a constru 

ção deste padé. Isto é, obtemos a série inicial até 0(L+M). 

Sabemos que a expressão (1-x) 

escrita da seguinte forma: 

pode ser 

(10) 1 
1-x 

X + x^ X ^ + X - . . . 

Deste modo, podemos passar o polinomio do 

denominador do padé para o numerador: 
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(11) 
1 

1+q I x+...q 
M 

M 
X 

- (q^x+q^x=+ ... q^x") 

+ (q^x + q2X^+ . . . q^^x")^ 

- (q^x+q^x^+ *<5„x )’ + • • • 

Multiplicando esta serie pelo polinôrnio 

P^(x) e agrupando os termos de mesma potência. Teremos os 

coeficientes da série original, em função de q's e p's 

Segue um exemplo com o padé [ 2/2 ] 

4 Po^Pl^^P2''^ 
(12) 1+A x + A x^+A x^+A X =   ~ 

1234 1+q^x+q^x^ 

(13)  1 = 1 - (q^x + q^xM + (q x + q x^)^ - (q 
Uq^+q^x^ " ■ ‘ ^q^x + q^x2)^ 

+ (q^x+q^x^) + 0(xP) 

= 1 -q^x+(q^-q^)x^ + ( 2q ^ q^-q ^') x ^ + ( q^-3q ^ q^ + qlj ) 4 
X 

(14) l+A^x+A^x^+A^x^+A^x = (P^+p^x+p^x") . 

[ 1-q^x+(q^-q2)x^ + (2q^q2-q])x^ + (q|-3q2q^ + q^)x^j 

De onde obtemos: 

^ = Pl - ^1^0 

^2 ^2 ^1^1 '^o^^r^2^ 

(15) 
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% = P2^Pr'^2^^P/^^l'^2''^í^-^Po^'’2'"3PiP2^'^1 ^ 

Para o pade [ 2/2 ] temos o seguinte siste 

ma de equações: 

(16) P = 1 o 

P, = A, + q,P^ 

P2 = A^ H- 

0 = Aj + A^q, . A,q^ 

0 = + A^q^ 

De onde obtemos as expressões: 

(17) 
*1 = Pl - Po"l 

p, - p,q, + p„(q; - q,) O 1 

Aj = -P2q, + Pi<P;-P2' * Po'2Pi'’2-''P 

% = P2<'irP2’*p/^‘’iP2-'’P"Po'''r3p|i2-pp 

que são as mesmas que as resultantes da expansão do deno- 

minador. 

IV.a.4 Rapidez de Convergência 

Os padés nos fornecem uma convergência 

mais rápida que simplesmente a expansão de Taylor. Ilus- 

tramos esta característica dos padés cora dois exemplos que 

seguem. 
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Os coeficientes da expansão da função expo 

nencial são simples e conhecidos até a ordem que se quei- 

ra. Assim se pode calcular qualquer padé. 

'20 
Padé , em sua tese, elaborou as proprieda 

seus aproximantes com ênfase especial no exemplo da 

exponencial: é um belo exemplo de como os aproxi- 

de padé devem se comportar em uma situação ideal. 

Para a expansão da exponencial temos: 

„ X X X ^ X ^ 
(18) e 

00 '1 
X n , 1 

e = Z a X onde a = —r 
n n n! 

n = 0 

Com esta série construimos uma tabela de 

padés, o que é um procedimento comum para se analisar a 

convergência dos padés. Em uma tabela podemos também ob- 

servar o comportamento dos pades de uma mesma família, que 

são os padés construídos a partir de um mesmo número de 

coeficientes da série original. 

des de 

f unção 

mantes 

Para a série da função exponencial cons- 

truimos a tabela: 

/[O/O] [0/1] [0/2] [0/3] [0/4] \ 

[1/0] [1/1] [1/2] [1/3] [1/4] 

[2/0] [2/1] [2/2] [2/3] [2/4] 

[3/0] [3/1] [3/2] [3/3] [3/4] 

\ [4/0] [4/1] [4/2] [4/3] [4/4]/ 
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Foram obtidos os seguintes padés 

C\! 

m 

(M 

I C\J 

X 
C\J 

I 
o 
(M 

rj 

I 

à 

X OJ 

X 
o 
C\J 

o 
vo m 

X + rn 
X 

(\i 

X 
C\J 
r- 
+ 
X o 

C\1 
I 

o 
vo 
m 

X 
+ fy 
X 
o 
vo 
+ 
X 
o 
vo m 
+ 
o 
OO 

m vo 

X 
I r\l 

X ro 
4* 
X 

vo 
I 

VO 

X 
VO 

CM 

X 
I (M 

X 
vo 
+ 
X 

CO 
I 

CM 

X ro 
4* 
X 

(M 
4- 
O 
VO 

X 
I (M 

X 
CTV 
4- 
X 

VO m 
I 

o 
vo 

X 4- ry 
X 

CM 
4" 
X 
O 
VO 

4- 
O 
CM 

X 
I ry 

X 
CM 
4" 
X 
O 
VO 

I 
O 
CM 

CM CM 
X 
X 

CM 
I 

CM 

X 
CM 
4- 

VO 

X 
+ 
X 

I 
vo 

X 
+ 
X 

vo 
4- 

CM 

X 
+ 
X 

vo 
I 

CM 

X 4- fy 
X 
4* 
X 'vO 

OO 
+ 
o 

X OO 
+ 
X ::d" 

00 
I 

O 

X 
I X + 

C\j 
X 

I C\J 

X 
4* 
X 
+ 

X CM 
I MD 

X 
4- 

CM 
X 

UD 
4 
X 

OD 

4 

CM 

X 
MD 

I 

CM 

X 
4 fn 
X 

OO 
4- <\J 
X 

OO 
4 
X MD 

C7> 
4 
O 
CM 

X 
:=T 
CM 

I 
O 
CM 

X 
4 

í 

CM 
CM 

X 
4- 

<y 
X 

(O 
4- 
X 

vo 
+ 

vo 

VO 

X 
4- m 
X 
4- ty 
X 

CM 
4" 
X 

CM 
4- ■=3“ 

CM 

=t 
CM 

J 
CM 
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Para x = 1, obtemos os seguintes valore: 

numéricos: 

M 
1 

0 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

2.500000000 

2.66666666 

2.7083333 

23 2.66666666 

3 2.66666666 2.72727272 2.71698II3 

2.75000 2.71428571 2.71875000 2.71823204 

2.722222 2.71794872 2.71820986 2.71827957 

2.71875000 2.71825397 2.71828358 2.71828172 

Sabemos que o resultado exato é e=2.7l828l828 

Nesta tabela podemos ver que em uma dada fa 

mília, a aproximação melhora quando o padé se encontra na 

diagonal ou perto desta. E calculando os padés diagonais 

para poucas famílias já obtemos um resultado muito bom. 

09) [1/1] = 3 

[2/2] = 2.71428571 

[3/3] = 2.71830986 

[4/4] = 2.71828172 

A série original é dada pelos padés [L/O ], 

para L S 1. Vemos que, a uma ordem fixada, a série dá u- 

ma aproximaçao de qualidade inferior à dos pades diago- 

nais. 

Um outro exemplo é a função 

1+x 
- 2^ - J-V 2 X - 25 

16^ 
(20) f (x) 1+2x 

1 
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0 raio de convergência desta série é 1/2, 

isto é, ela diverge para |x| > 1/2. 

' 21 
Foram calculados alguns pades para esta 

série, que se encontram no gráfico (IV.1), onde podemos 

observar que o padé [1/1] não nos fornece a própria fun- 

ção, mas apresenta o mesmo comportamento que esta. Para a 

construção deste padé utiliza-se a série apenas até o ter- 

mo quadrático. 0 padé [1/2] já não fornece um resultado 

tão bom, uma vez que é claro que ele se anula para gran- 

des valores de x. 0 outro padé, [2/2] simplesmente coinci^ 

de com a função. 

0 erro relativo de vários padés para x va- 

riando de 1 a 10^ se reduz de três ordens de grandeza quan 

do se passa do padé [1/1] para o padé [3/3] , o mesmo a- 

contecendo de [3/3]pa-ra [5/5]. 

Os aproximantes de Padé [n/n+1] se aproxi. 

mam de f(x) por baixo (vide gráfico IV.1) mas não tão ra- 

pidamente quanto os aproximantes diagonais, que, por sua 

vez, se aproximam da função por cima. 

Na verdade esta é uma função de Stieltjes, 

para a qual pode-se provar que (ver referência 20, §5.2, 

pg. 170). 

(21 ) [n/n + 1] (x) S f(x) á [n/n] (x) n = 0, 1, 2, ... 

[n/n] (x) á [n+1 /n+1 ] (x) 

[n/n+1] (x) á [n+1/n+2] (x) 
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Gráfico (IV.1) Comparação entre as séries parciais, 

1 _ -X e 1 - e os padés [1/1] e [1/2] 
2 2 o 

/ 1 -l-x ' 
para a função f(x) = J (ref. 21) 

0 fato de os padés acelerarem a convergên- 

cia de uma série nos anima a aplicá-los à série do virial, 

na esperança de obter alguma informação da transição de 

f ase. 

A equação de van der Waals exibe uma tran- 

sição de fase, assim como o modelo de Ford-Uhlenbeck. 0 

resultado da aplicação de padés na série do virial destes 

modelos estão nos apendices A e B. 
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IV.b Alguns Resultados da Aplicação de Aproximantes de 

Padé na Série do Virial 

A pressão P de um sistema de N esferas rí- 

gidas de diâmetro o, dispostas em um volume V a uma terape 

ratura T é dada por: 

(22) E Z(x) = 
NkT 

p 
onde X 5 — , 

P 0 

Padeiza-se esta série na forma: 

(23) -£— = X [L/M] (x) = n(x) 

P 0 kT 

A tabela a seguir apresenta o comportamen- 

to dos padés construídos a partir desta série. Não são a- 

presentados os pades [L/O] com L = 1, 2, •••> 6, porque 

estes são polinômios com coeficientes todos positivos, i^ 

to é, são monotonicamente crescentes. 

1 + L A X 
n 

n=1 

N 

V 
P 0 = /2 / o 



^JO 

M Bcliavior in 0 < x < I 

max ül 
P/p„kT- 

x\L/M\{x) Commenls 

1 Pole alx- 0,3376 van der Waais 

I I Pole at X - 0.5402 
0 2 Max ai X ■" 0,5513 

00 
1.5022 -BBGKY 

1 Pole at 0.7354 
2 Max at 0.6571 
3 Max at 0.7265 

00 
2.6750 
3.3572 

3 1 Pole at 0.8787 
2 2 Monotone increasing 
1 3 Pole at 0.4470 
0 4 Pole at 0.5951 

00 
00 

4 1 Pole at 0,9569 oo 
3 2 Monotone increasing — 
2 3 Pole at 0.8731 oo 
1 4 Pole at 0.6901 oo 
0 5 Max at 0.7100 6.0353 

Third best RCP prediction 

5 
4 
3 
2 
I 
0 

E.XP 
(Y = oo) 

1 Pole at 0.9586 
2 Pole at 0.9587 

Pole at 0.8618 
Pole at 0.8624 
Max at 0.7292 
Max at 0.7303 

Max at 0.667 < x < 0.736 
Pole at 0.8597 

00 
co 
00 
00 

6.8252 
6.8676 

> 8.14 

Best RCP prediction 
Second best RCP prediction 

Tabela (IV. 1) do coniportaraento dos padés para a série do 

vir.ial. Não são apresentados os padés [L/O], que são poli 

nomios monotonicamente crescentes (ref. 22). 

Podemos observar que um dos resultados ob- 

~ . • 23 
tidos é a divergência na densidade de Bernal . Os padés 

que forneceram os melhores valores para esta densidade fo- 

ram [3/3J, I2/4] e [2/3], como podemos observar na tabela 

reproduzida a seguir, onde se encontram as densidades de 

divergência de alguns pades. 



L,M 3,3 2,4 2,3 3,1 4,2 4,1 

0.8618 0.8624 0.8731 O.8787 O.9587 O.9569 

A divergência de Bernal fornecida por sirnu 

lações em computador e em outros experimentoséx = O.8597. 

0 comportamento dos padés que forneceram os 

melhores resultados da densidade de Bernal pode ser obser 

vado no gráfico a seguir , onde está plotado o seu inver 

so. Portanto, a divergência do padé corresponde, no gr'áfi 

CO, ao ponto onde a função se anula. Quando se aumenta a 

escala, podemos observar que os padés [3/3] e [2/4] dife- 

re ligeiramente destes. Os valores indicados por um círcu 

lo são resultados de cálculos de dinâmica molecular para 

108 esferas rígidas, e os valores indicados por quadrados 

são resultados do método de Monte Cario para 32 esferas rí 

gidas. 

Gráfico (IV.2) do inverso de alguns padés que divergem era 

densidades próximas da de Bernal (ref. 23). 
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0 podé não-trivial mais simples é o padé 

[0/1] (x). Chamamos de padé não-trivial aquele que possui 

um polinomio como denominador. 

(2H)  ^ X [0/1](x) = —^ I X [1 - q X + ...j 

PokT 1+q^x 

- A 2 n /j-< 
onde Pi = -A-, = - — 

' ' 3 

Esta equaçao é simplesmente a equação de 

van der Waals: 

(25) _p ^  P  ^ N com 

kT l-kpP 

onde b e o volume excluido por partícula, 
o 

Um ponto espinodal na equação de estado é 

caracterizado pela expressão: 

(26) (-E) = 0 
dp P=Pg 

onde Ps é a densidade do ponto espinodal, sendo que; 

(27) Ü < ^ < 1 
P 0 

Aplicando (26) em (23), obtemos a condição; 

(28) [L/Míx) 
-1 

X ^ [ L/M] (x) 
dx 

= -1 
x = x 
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0 padé mais simples que satisfaz esta con- 

dição é o padé [0/2]; 

(29) - X [0/2] (x) =  í  
p 0 kT 1+ci^x + c(2X 

! 

; X [ I-q,x+(q2-q2)x" + (2c[^q2-qpx^+U(x''j] 

XS I 

No gráfico a seguir podemos observar os ou 

tros padés que também satisfazem a condição (28). 

X r p/po 

Gráfico (IV.3) dos padés que apresentam ponto espinodal 

(ref. 22). 
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Os padés [ L/M ], tais que L+M=4, nio apre- 

sentam pontos espinodais sem que antes haja alguma diver- 

gência. É o que ilustra o gráfico a seguir para [l/3](x). 

^-p/po 

Gráfico (IV.4) de um padé que apresenta um polo antes do 

ponto espinodal (ref. 22). 

Os pontos espinodais se encontram em pres- 

sões maiores e densidades mais próximas dos apontados por 

calculo numérico, nos padés[0/5], [1/5] e [0/6] . 0 padé 

[0/6] é o que fornece o melhor ponto espinodal,era x=0.7303. 

Este padé pode ser escrito como uma equação de van der 

Waals generalizada: 
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^30) ^ [0/6](x) =   

kT 1-bCx)p 

onde b(x) = 2II 3 r 1 V — a L I + T. 
1 1 

— X 
i = 2 q. 

A função b(x) descreve monotonicamente de 

(■^) 0^ em X = 0 para 0.2 {^)a^ em x = 1. 

A transição de fase de um sistema pode ser 

totalmente descrita por uma unica equação de estado se o 

gráfico desta for ura "loop". Neste caso o patamar de coe- 

xistência é obtido pela construção de Maxwell. 

No caso de haver um "loop", a primeira de- 

rivada da expansao do virial deve ter dois zeros na re- 

8 
gião 0 < X < 1 : 

(31) n'(x) = 1 + 2A^x + 3A^x" + ... + + ... 

Mas todos os coeficientes desta série são 

positivos. Esta situação pode ser alterada se multiplicar 

mos (31) por uma expressão igual à unidade. 

(32) n'(x) =  ^  [1 - (") X + (p) x" - 
(1-x)" 

. .. ] (1 + 2A^x + 3A^x^ + . . . 

CO 
1 i 

+ 

« + (") 

7 
X + . 

8 
X - 

. . ) 

(33) ii'(x) (1-x)'^ 
z 

i = 0 
C . X 

1 



46 

onde 

(34) 
1 
E 

j=0 
(-1)'^ \j + 1) A ^ positivo 

ü ij 

Deste modo, cada um dos coeficientes 

c. é uma combinação dos coeficientes do virial A : 
1 i 

(35) c = - ( - ) A 
o 0 o 

c, = * 2(^)A, 

= - (") A + 2 ( ,) A, - 3(„)A 
■2" o r 1 0 2 

C3 = -(^)A^ + 2(^) a, (^)A3 

n 
^ o ^ ^ - 5 í") k 

n 

3^ 1 2 " 2 1 3 0 4 

n 
c^ = - (“) k + 2 (J A. - 3(1' )A, + 4( 1' )A^ - 5 (?) A 

■5" o 

^ 6(o)A5 

4^ 1 3 ^ 2 2 ^ 3 r A * 

=6 = - -3(")''2-‘'(^A3 -5(^)A^. 

- 6(^*3 -7(';)Ag.8(^)A3 

Se a série original for considerada até o 

k-ésimo coeficiente, devemos considerar na série (33) so- 

mente termos ate ordem k também. Isto porque se conhecemos 

os coeficientes A.'s até A , os cálculos de C. em dian- 
1 K k+1 

te ficam incompletos. 
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Cora este método pode-se variar n para se 

encontrar o padé que forneça o "loop". Um polo de ordem n 

em (32), significa um polo de ordem n-1 em n (x). 

Considerando os 6 coeficientes conhecidos 

da expansão do virial (vide tabela III-1), não foi encon- 

trado nenhum "loop" para n = 1, 2, 9. 

0 passo seguinte foi ajustar um sétimo coe 

ficiente do virial,com o auxílio da curva obtida com os coe 

ficientes já conhecidos, quando aplicado o critério de Cau 

chy-Hadamard de convergência de uma série (vide gráfico 

III. 3). 

Deste modo, Aguilera et al (vide referên- 

cia 8) obtiveram ura valor para o sétimo coeficiente que 

permitiu calcular uma equação de estado com o comportamen 

to desejado. Isto é, com = 8.914, A^ = 9.453>A^= 9.64, 

para n = 9, o padé [3/4] apresentou um "loop". 0 gráfico 

a seguir ilustra o fato de que para n = 9, de todos os pa 

dés da família L+M = 7, este é o unico que apresentou es- 

te comportamento. 



Gráfico (IV.5): H'(x) x x. A primeira derivada do padé 

apresenta um "loop" terii 2 zeros para 0< x <1 (ref. 8). 

to acontece somente com o padé [3/^] da família L+M=7, 

ra n = 9. 

Podemos também observar que somente 

n = 9 o padé 13/4] tem dois pontos espinodais. 

que - 

Is 

pa 

para 
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Gráfico (IV.6): neste gráfico podemos observar onde se en- 

contram os pontos e A^ utilizados dentro do retângulo 

de possibilidades criado pelas suas margens de erros. (ref. 

8 . a ) . 

Este resultado nos fornece, como equação de 

estado de um sistema de esferas duras, 

(36) II ( X) = 
X 

/ dx' 
0 

[3/^] (x' ) 

(1-x' 

ou seja. 

(37) 

a. 

ll(x) = -a ln(l-x)+í: --r + - C In |x^-2cx + d| + 
o i=l(1-x)i 2 

+ 1 li In |x^-2ax + b| + (-^^^) 
iUCc_ 

/d-á^ 
/ d-c 2 

D + lia tan (---—) 4- K 
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onde a^, (1=1, ,,, 8), B, C, D, E, a, b, c, d e K são 

constantes determinadas em termos dos p^'s e q. 's do padé 

[3/4] de 

(38) n'(x) =  ^—■ r c. ^  [L/M] (x) 
(1-x)” i=0 ^ (1-x)n 

Segue o gráfico da equação (37) junto cora 

a construção de Maxwell que nos mostra as densidades de 

congelamento e fusão e os dados fornecidos por cálculos 

computacionais. 

Gráfico (IV.7) do trabalho de Aguilera et al ' onde po 

de-se observar o "loop" obtido quando se utilizou um séti 

mo coeficiente. 

Vemos que este é um resultado de valor qua 

litativo, visto que a curva de II (x) nao da os pontos de 
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transição conhecidos. A ordem do polo da equação (36), re 

sultado do método empregado, parece ser um pouco alta,vis 

to que algumas teorias fornecem valores menores de n. Nos 

2H 25 , ~ 
trabalhos de Wood & Salsburg e Woodcook n e igual à u 

nidade. A equação de estado de Percus-Yevick obtida da e- 
2 6 

quação da pressão fornece n = 2 e a obtida da equação 

18 
de compressibilidade, n = 3* Carnahan-Starling obtive- 

ram uma equação de estado com polo de ordem de três, tam- 

bém. 

Um resultado melhor quanto aos pontos do pa 

tamar de coexistência foi obtido com o uso do tratamento 

de Euler na expansao do virial 

Utilizando este método, a derivada da equa 

ção de estado é dada por (ver apêndice D): 

(39) n'(x) 1 

(1-x) 
N + 2 

N 
z 

m = 0 

„(N) m 
C X 

m 

onde 

(40) = (-l)"’ Z (1+n) (^”’^) B 
m „ '-m-n^ n 

n = 0 

n 

(íi) = E (-i)p A 

p = 0 

Aplicando aproximantes de Padé na equação 

(39) e considerando um sétimo coeficiente do virial, obte 

ve-se um "loop" com o padé [3/4] para N = 7. Para A =8.7766, 
5 

A.=9.6555 e A^=13.429 foram obtidos os seguintes valores 
6 7 

para o patamar de coexistência: 
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Tratamento de 

Euler 

Densidade de início da 

fase de coexistência 

Densidade do firn da 

fase de coexistência 

Pressão na fase de 

coexistência 

X = 0.699 

X = 0.738 

P 0 kT 

Método de 
Monte Cario 

X = 0.667 

X = 0.736 

= = 8.27í0.13 

Observa-se que os pontos obtidos estão bem 

proximos dos determinados pelo método de Monte Cario, e 

neste caso a equação de estado do sistema é a equação (37) , 

com constantes diferentes das do caso anterior. Mas esta 

equação tem também um polo de ordem muito alta. E esta ca 

racterístiea estará sempre presente, se aplicarmos qual- 

quer tipo de padé na equação (39). Por isso qualquer ou- 

tro método para se obter a equação de estado deve partir 

da série do virial. 

Diante do resultado obtido com a aplicação 

de padés na série do virial tratada pelo método de Euler, 

nos sentimos motivados a aplicar padés-rnodificados na sé- 

rie do virial. Estes pades modificados são o padé a ura pa 

raraetro, padé-fractal e padé-Hermite, que são expostos nos 

três capítulos seguintes. 

Existem outros aproxiraantes, semelhantes 

aos padés. Ura deles é o aproxiraante de Levin, cuja aplica 

ção na série do virial é capaz de fornecer a densidade de 

Bernal, mas não apresenta pontos espinodais quando se con 

sideram outros coeficientes conhecidos da série, além do 

segundo (vide apêndice C). 
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V. APROXIMANTES DE PADÉ A UM PARÂMETRO 

Uma das nossas tentativas de se obter in- 

formações da transição de fase da expansão virial é a a- 

plicação do padé a um parametro, definido por; 

(1) 
[L/M] (B;z) 

2 L 3+p^z+p^z"+ ... + 

1 2 M 1 +q^ z + q^z ... + q^z 

Quando B = 1 ou M = 0, temos o padé usual. 

Seguem os sistemas de equações de alguns pa 

des a um parâmetro; 

(2) 

[1/2] (b; x) = f^+f^x+f^x^+f^x^ B 
B + P-i^ 

l+q^x+q^x" 

+6 q, 

0 = *e ^2 

■ 0 = f3 H- f^q^ . f^q^ 

(3) 

[2/2](B; x) = f^ + f^x + f^x" + f^x' + f^x^ = 

g + p X + p x^ 

= 1 - B + ^^  

l+q^x+q^x' 

Pi = fi +3qi 

P2 " ^2 ^ "^2 
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0 - + f^Q2 

(4) 

[3/2] (b; x) = f^+f^x+f^x^+f^x^+f^x^+f^x^ 

2 , ^ x' 

1 - 

3+P^x+p^x +p^ 

l+q^x+q^x" 

0 

0 

fi -neq^ 

-^e Q2 

^3 ^2^1 ^1^2 

^14 ^3^1 ^ ^2^2 

^5 + ^4^1 ^3^2 

Estes exemplos ilustrara uma característica 

destes padés: para Lã M, as equações dos q's coincidem com 

as equações dos q's dos padés usuais, enquanto que para 

L<M, estas equações dependera de B, o que abre a possibili 

dade de raudança dos polos do padé usual. 

Para a relação entre o padé usual e o padé 

a um parâmetro, definimos: 

(5) ~ ~ ~ L 

[L/M] (B) = 1 - B 

+ p^x + p^x" + 

1 + q^x + q^x" + 
M 

M 

onde 3 e p são coeficientes do padé a um parâmetro. 

Podemos também escrever: 
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(6) ~ ~ , ~ L 
^ g-l + l+P^x + p^x^H- ... + p^x 

[L/M] (6) = 1 - 3+    : 
1 + q^x + q^x^ +... + q^x 

Para LgM, segue que; 

(7) 

Qi = q. 

P^ = P^ + (6 - 1)q^ 

q2 = P2 

P^ = P3 + ^ ^ ^ ^^3 

. 
« * * 
• • * 

= Pj^ + ( S - T )qL 

Então: 

3+1-1+ [p + (3-1)qJx+ [ p +(3-1)q ]x"+...+fp +(3-l)q ] 

[L/M ] ( 3) = 1 - 3 + —   ^     
1 + q^x + q^x" + ... q^^ 

(1+p^x+p^x'+...+P^x^)+ (3-1) (1+q^x+q2x"+...+q^x^) 

= 1 - 3 + ^ ~ M 
1 + q^x + q^x" + . • • + qj^x 

Se L=M, temos que: 

(9) [L/M](3) = [L/M] 

Se L>M, temos que: 

M+1 M+2 L, 

"^M+2^ ) 
(10) [L/M](3) = [L/M]+ - ^ 

1 + q^x + q^x^ + ... q^x 

Os resultados da aplicação destes padés na 

serie do virial foram os seguintes. 
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a) cora a série até : os padés [2/2], [3/1] e [4/0] não 

apresentaram alterações cora a mudança dos valores de 

3. As alterações dos padés podem ser observadas nos 

gráficos a seguir: 
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b) com a série até ; os padés [5/0], [4/l] e [3/2] per- 

manecem inalterados. Os gráficos a seguir exibem as mu 

danças dos padés [0/5], [1/4] e[2/3] para diversos va- 

lores de 3. 

[0/5] 

P/^okT 
100 

: E é o erro do i-ésimo coeficiente 
1 

OBS. 
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[2/3] * E5=»0 

c) seguindo a linha dos casos anteriores, os padés com 

L>M não apresentaram alterações com a mudança dos valo 

res de g . Como vimos, nestes padés os coeficientes q *s 

são os mesmos que os do caso usual, isto é, a variação 

de g não é capaz de alterar os polos. E isto dita o com 

portamento das curvas, que não apresentam alterações 

significativas, apesar dos seus coeficientes p.'s de- 

penderem de 6. Os padés [2/H], [1/5] e [0/6] para di- 

versos valores de 6 são mostrados a seguir: 
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■P/^okT 

[o/e], E5=E6=0 

p/r o 

X 



6o 

Variando os valores do quinto e sexto coe- 

ficentes dentro de sua margem de erro não observamos alte 

rações significativas nos gráficos dos padés.Por isso, são 

apresentados os resultados com E^=E^=0, que ilustram bem 

o comportamento destes padés. 

Os gráficos que foram apresentados podem su 

gerir que exista um valor dej?>que separe dois comportamen 

tos distintos; uma divergência e um ponto espinodal. Mas 

isto não é verdade, pois analisando estes padés em uma re 

gião maior que a de interesse físico, ou seja, além de 

-ü— = 1, vemos que aparentes divergências são fragmentos 

de gráficos com ponto espinodal. 

Estes gráficos podem até apresentar um 

"loop" para certos valores de como podemos observar a- 

baixo: 



61 

Foram analisados também os padés a um para 

metro que resultam da consideração de um sétimo coeficien 

te. Para estimar o valor deste coeficiente F(7) utiliza- 

mos o gráfico (III.3), onde as incertezas do quinto e sex 

to coeficientes produzem um "corredor" de possíveis valo- 

res dos coeficientes seguintes. Consideramos a variação de 

F(7) de 7.0 a 11.0 com passo 0.5é para cada valor de FÍ7) va 

riamos 3 de 10~^ a 10^. 0 passo da variação de 6 é apre- 

sentado na tabela que segue: 

passo intervalor 

10 10 < 3 < 10^ 

2 1 < 6 < 10 
-1 

0.ío 10 < 3 < 1 

-2 
10 < 6 <10 0.02 
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0 comportamento dos padés com a variação de 

F ( 7 ) e 3 f oi : 

variaçao 

padé 3 

[7/0 ] 

[6/1 ] 

[5/2] 

[V3 ] 

[3/4 ] 

[2/5 ] 

[1/6 ] 

[0/7 

1 
7.0 < F(7) <11.0 F(7) fixo 10 ^ <3< 10^ 

nenhuma variação na curva mo 

notonicamente crescente 

idem 

idem 

idem 

pequenas alterações, masacur 

va não deixou de ser monotonõ^ 

camente crescente 

variação do ponto espinodal, 

tanto com relação ao eixo da 

pressão quanto ao eixo da den 

sidade 

idem 

nenhuma variação na cur- 

va monotonicamente cres- 

cente 

idem 

idem 

pequenas alterações, mas 

a curva não deixou de ser 

monotonicamente crescente 

idem 

para F(7)S 9.5, as curvas e- 

ram monotonicamente crescen- 

tes e para F(7)= 9.0, as cur 

vas apresentavam um ponto es 

pinodal 

para alguns valores de a 

curva apresentava um ponto 

espinodal, para outros a 

curva era monotonicamente 

crescente 

variaçao do ponto espino- 

dal tanto com relaçao ao ei 

xo da pressão quanto ao ei 

xo da densidade 

para 3> 1 as curvas apresen 

tavam um ponto espinodal e 

para 6< 1 as curvas tinham 

divergências 
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Vemos, portanto, que para 7.0áF(7)1.0 e 

10 S3á10 os pades a ura parametro nao apresentaram "loop" 

dentro da região de interesse fisico, isto e, 

Oá —^ S 10 e 0 S — S 1 . 
P 0 1^1' P 0 

0 melhor resultado para este tipo de padé é a existência 

de pontos espinodais, que podem ser interpretados como um 

indício de um "loop". 



VI. APROXIMANTES DE PADÉ-FRACTAL 

No cálculo deste pade elevamos a série ori 

final a uma determinada potência m, obtendo assim uma no- 

va série. Dada a expansão do virial: 

6 

(1) n(x)=x E Ax'^ = xF(x) 
n = 0 " 

Elevando a uma potência: 

(2) n (x) = X F (x) = X G(x) 

onde G(x) é a nova série: G(x) = F™(x) 

Aplicando aproximantes de Padé em G(x), te 

raos: 

(3) n ™(x) = X™ [L/M] 

Portanto, a equação de estado é dada por: 

(4) n (x) = X [L/M] 
1/m 

Calculemos os coeficientes da série G(x) 

Sabemos que: 

(5) (1+Z) = 1+^Z+ ——  Z" + 
g- 1 ) „ 2 o<.(a -1 ) (g -2 )z' 

o, +... + ( “)z'^+, 3 ! p 

Com base na expansão do virial podemos de- 

finir as seguintes variáveis: 
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(6) 

Z = 
o 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

a 

E 

■ "r 

'^2 
(np( 

4 5 6 
A^x+A^x^+A^x^+A^x +A^x +A^x 

^2 ^3 2 ^4 3 ^5 4 ^6 5. 
A x( 1+—x+—x^+—x2+—X +—X ) 

1 
*1 *1 

A. A. A 
1 1 

A^x(1+Z^) 

^2 ^3 ^4 ^5 ^6 4 ^2 

r _ -^O ^4 ^5 ^5 ^3 

^X(U;^X+—x=) = —xi^+Z) 

^3 ^4 4 3 

Ac: A, 

4 5 

Portanto, temos: 

^2 ^3 ^4 ^5 ^6 
(1+Z) = 1+Z =UA.x(U—x(1+-^x(1+—x(1+-^x(1+--x))))) 

o 1 A^ A^ A^ A^ A^ 

Utilizando a equação (5): 

(UZ)“. : (“) z" 
n,=0 1 

= ^ (^ )(A.x) e' (nhz^^ 
n^=0 1 n^=0 

"1 ^2 "3 . ^ , n n A n 

^ ^ n ^ n ^ n ^ n( )(A^x) '(n')(^x) ^ :0 n2=0 n^=0 n^=0 n^=0 n^=0 1 2 A^ 

^3 >"3 "3 ^4 *"4 "4 ^5 ""5 '"5 ^6 
A^x) 
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Reescrevendo: 

(13) 

"5 "6 ' *1 *2 *3 % *5 

onde e = H-n^ + n^ + n^+n^ + ng 

Aqui temos a soma sobre todos os índices 

n|s e queremos obter um polinômio em potências de x. Ao in 

vés de efetuarmos a soma variando cada um dos valores de 

n, podemos somar no valor total da soma destes n's: 

n + n^ + n^ + n„ + n^ + n, < N 
4 5 6 

N< 6 

Podemos ver, então, para cada valor de N, 

como os n^s podem se arranjar, e obter assim, o coeficien 

te de cada potência de x* 

(14) N n + n„ + n + n„ + n^ + n, á 6 
123456 

n , s n . 
1 J 
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n. n, 

6 

5 

4 

4 

3 

3 

3 

2 

2 

2 

1 

0 

1 

2 

1 

3 

2 

1 

2 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

5 

4 

3 

3 

2 

2 

0 

1 

2 

1 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

3 

2 

2 

1 

0 

1 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

2 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Sabemos que: 

"r"2 V"3 V"6 
A '^2 ^ ^ S \ ^  

(15) (1+Z) - ZZ, (ct-n^)! (n^-n^)! (n^-n, 
N=0 

. v-2"“3^ '• ^ V"4^ ‘ ^ V"5^ • ^ V"6^ ’ 

Ultiltizahdo o 'annanjo de n^s proposto, pela 

Tabela acima, temos: 

(16) 

4 2 2 3 
A A A A A A 

1 12 12 1 3 
(1+Z) “ =a! í[ ^^ rTT— + ■:—■.: -T". + 

A 

(a-6)!6! (a-5)!4! (a-4)!2!2! (a-4)!3! 

A^A2A3 A^A^ A3, a^a^ A^A^ 

(a-3)!3! ■" (ct-3)! (a-3)!2! ^ (a-2)!2A (a -2)! (a-2)! 

A^ A^A 
1 12 

A.A^ A^A_ A.A, A^A. 
' U 1 u r  I I c- 1 ^ 1 3 1 4 2 ‘‘3 

(a-D! ^ ^ (a_5)!5! (a_H)!3! (a-3)!2! (a-2)! (a-2)l (<=^2) 

5 ^ 5 f| I I ^  I j 1 , 
_1)j ^ ■*’Ha-4)!4! (a-3)!2! (a-2)!2! (a-2)! (a-1)! ^ 

4 2 

N ^^2 A^3 A^ ^ ^ 

(a 

^^2 "3 3 . ^ 
A, 

f (a-3)!3! ■*■ (a-2)! ^ (ct-1)! ^ ^ '^^(a-2)!2! (a-1)! ^ ^ 

A 

X } + 1 = F“ (x) 
(a-D! 

(17) F(x)= 1+aA^X+[~a(a-1)A^ +aA2]x +['gCi(a-1)( a-2) A^ + 

+ ct (a-1 )a^A^ +aA^ ] + [ ^ « (a-1) («-2) (a-3)A^ + ^ a (a-1) («-2)A^A^ + 

+ ^ a(a_-i)A^ + a(a_l)A^A^ +“A^] x^ + 
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+ [Y^ct(ct-1)(a-2)(a-3)(a-4)A^ + | a( a-1 ) ( a-2 ) ( a-3 ) + 

+ a-1)(a-2)A A^ + (a-1)(a-2)A^A +a(a-1)A„A^ 
2 1 2 2 1 3 2 3 + 

1 a 
+ a ( a- 1 ) A ^ A^ ^ ^ "j^Q^ (a-1)(a-2)(a-3)(a-M)(a-5)A^ + 

+ ^a(a-1)(a-2)(ct-3)(a-il)A^A2 +|a( a-1 ) ( a-2 ) ( cí-3 ) A^A^ + 

+7“(«-1 ) (a-2)(a-3)A^A_ +^a (ct - 1 ) (a-2 ) A^ + a (a - 1 ) (ct-2 ) A A^A^ + 
D 13o 2 123 

+ ^ a (a-1 ) (a-2) A^A, + :^(a-l)A^ + a(a-l)A A, + ot(oi-l)A A + 
2 142 3 24 15 

1 ^ + aA,J X + ... 
o 

Podemos fazer: 

(18) c1 = a(a-1) 

(19) c2 = a(a-l)(a-2) = (a-2) cl 

(20) c3 = a (a-1 ) (a-2) (a-3) = (a-3) c2 

(21) c4 = a (a-1 ) (a-2) (a-3) (a-4) = (a-4) c3 

(22) c5 = a (a-1 ) (a-2) (a-3) (a-4) (a-5) = (a-5) c4 

Assim, temos: 
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(23) 
2^ 3^ 4^ 5^ 6 

F (x) = 1 + f x + f^x +f_x +f,,x +f^x +f,x , onde 12 3^00 

(24) 

f, = a A, 
1 1 

(25) 

= 0.5 c1 + a 

(26) 

= A^ [ c2 -^ + clA^ ] + a A^ 

(27) 
A 

= 0.5 A^ [ c3 A^ ] + Cl [O.5A2 + A^A^ ] + aA^ 

(28) 

^5 ' 6 
c4 ^ + C3A2 ] + 0.5 c2 A^ [ A^ + A^A^ ] + 

+ Cl [ A^A^ + A^A^ ] + aA^ 

(29) 
A 

6 " 24 

S 2 2 
[ c5 — + c4 A^ ] + c3 A^ [0.25 4^ + ^ ] + 

a; 
+ c2 [ -5- + 4^A^A^ + 0.5 A^A^ ] + c1 [ 0.5A^ + A^A^ + 

+ A^A^ ] + a Ag 

0 parâmetro a pode ser utilizado de duas 

maneiras: 

_p  , a , a „a 1â) [ F^(x) = x^[L/M] 
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—2— - X r l/m 1 ^ 
PokT ■ ^ I L/M J 

1/a 1/a 1/a 
2â) [—^] = X F (x) 

P okT 

1 / a 
X [L/M] 

= X [L/M]“ 
P 0 k i 

A análise feita considerando-se até o sex- 

to coeficiente do virial nos mostrou que o padé - fractal, 

dentro da região de interesse físico (0 < x < 1 e 

“ pokT “ 
10) 

tem curvas com os seguintes comportamentos; 

1) curvas com polos; 

2) curvas com pontos espinodais; 

3) curvas monotonicaraente crescentes. 
i 

tamentos; 

Os gráficos a seguir ilustram estes compor 



10 
[5/1] 

.2 

3/2] 

8 

6 

4 

2 

0 

lOf 

8 - 

6. . 

4 

2 . 
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Os números que rotulam as curvas são as po 

tências a que a série do virial foi elevada. Isto é, para 

curva rotulada com o número 2, temos; 

IlMx) = FMx) ^ n(x) = X [L/M] 

E para uma curva rotulada cora 1/2: 

1/2 1/2 1/2 
n (x)=x F (x)->- II(x)=x [L/M]^ 

Como podemos ver, estes padés não foram ca 

pazes de descrever a transição de fase de um sistema de es 

feras duras a partir de seus seis primeiros coeficientes 

do virial. 
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VII. APROXIMANTES DE PADÉ-HERMITE 

A equação de estado de um sistema de esfe- 

ras duras pode ser escrita da forma: 

6 

( 1 ) —^ = X ^ Ax^ = xn(x) 
i=0 ^ 

onde os Ais sao os coeficientes do virial. 
1 

Sobre a funçio n (x) utilizamos o padé-Her 

raite, definido por: 

(2) [L/M ] ll(x) = 

y P.H.(x) 
1 = 0 " ^ 

M 

1+.^.q.H.(x) 
1= 1 1 1 

onde H^(x) é o polinômio de Herraite de ordem i. Substitui^ 

mos as potências de x por polinSmios de mesma ordem. 

Se os padés são escritos em termos de polj^ 

nômios de Hermite, assim deve ser também a função R (x). 

Para tanto utilizamos as expressões: 

x^ = ^ + 2) 

x^ = 8 ^^3 
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x" = t ISHg 12) 

= -!r (H^ + 20H_ + 60H ) 
52 5 i I 

^ (Hg + 30H^ + ISOH^ + 120) 

E deste modo obtemos: 

(4) 

ll(x) = b +b H ( X )+b H ( X )+b H ( X )+b, H, ( X )+b H ( X )+b,H , ( X ) 
0II 22 33 55 bb 

onde: 

(5) 

b = 1 + 2s + 123. + 120s, 
o 2 4 6 

b^ = + 6a^ + 60a^ 

b2 = ^2 + 12a^ + I80a^ 

b = a + 20a 
3 3 5 

N = * 30aj 

onde 2^a. = A. 

Podemos observar que os coeficientes desta 



76 

série são eorabinações lineares dos coeficientes do virial. 

mais informação desta série do que da série do virial. 

merador do padé que multiplicam polinômios de Hermite de 

mesma ordem, obtemos um conjunto de equações, cuja resolu 

ção nos fornece os coeficientes do padé. Na obtenção des- 

tes sistemas de equações, utilizamos a expressão de multd^ 

plicação de polinômios de Hermite. 

Este fato nos dá esperanças de que seja possível extrair 

Com a multiplicação do denominador da ex- 

pressão (2) pelo polinSmio II (x) obtemos um polinômio do nu 

(6) H (x)H (x) 
m n 

min(m,n) 

z 
k = 0 

Seguem alguns resultados desta expressão: 

H 
2 

^1^2 = ^3 + 

«,»5 = “6 " 

H.H. = H, + 12H^ 
16 7 5 
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= H_ + 12H_ + 24H. 
2 i D i \ 

«2^4 = " ^^^4 " "^®^2 

»2^5 = «7 20H^ + 80H^ 

H^H, = H„ + 24H, + 120H„ 
2 D o D 4 

= H, + 18H„ + 72H^ + 48H 
3 6 4 2 0 

^3^4 ^ ^7 + 24H + 144H + 192H, 
5 3 1 

H^H = H„ + 30H, + 240H,, + 480H^ 
3 8o D 4 2 

+ 36H^ + 360H + 960H_ 
3 6 9 7 5 3 

= Hg + 32Hg + 288H^ + 768H2 + 384Hq 

H„H = + 40H^ + 480H + 1920H^ + 1920H, 
4597 5 3 1 

48H„ + 720H, + 3840H,, + 5760H^ 
4 6 10 8 b 4 2 

Hg = + 50Hg + 800Hg + 4800H^ + 96008^ + 38408^^ 

88=8 + 608 + 12008^ + 96008^ + 288008^ + 230408, 
5 6 11 9 7 5 3 1 

8^- 8 + 728 + 18008„ + 192008, + 864008,, + 1382408^ 
6 12 10 8 6 4 2 

+ 460808^ 
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Os coeficientes assim obtidos compõem pa- 

dés do tipo: 

[L/M]= 
Pq " Pl"l " Pz"2 " Pl«l 

"o " " '>2”2 * 

Para se obter a equação de estado é neces- 

sário substituir os polinomios H^(x) por suas expressões 

em termos de x e rearranjar os coeficientes. Deste modo 

obtêm-se: 

[L/M] = 

- - - 2 
Po + P-,^ + ^2^ ^ 

- - -2 
Qo + 

- L 
. p^x 

+ M 

M 

onde p.'s e q.'s sao os coeficientes rearranjados. 
1 1 

Os padés-Herraite se mostraram sensíveis a 

variação dos valores do quinto e sexto coeficientes den- 

tro de suas margens de erro. Por isso analisamos as seguin 

tes situações: 

caso E5 E6 

10 0 

II -0.0912 -0.4051 

III -0.0912 0.4051 

IV 0.0912 0.4051 

V 0.0912 0.4051 

Os padés-Hermite que apresentaram "loop" 

foram os [5/0] , [4/1] e [4/2] , em todos os casos da ta 

bela anterior. A seguir podemos observar a equaçãoeo grá 
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fico de um caso de cada um desses padés-Hermite: 

(12 caso) 

- 22.342l88l9+19.26229707H^+24.045J44824H2+3.973862776H^+2.5i^3lW4H^ 

1 - 0.011085295H^ - Ü.OI6971713H2 

(3- caso) 

[4/1 ] 

23.83250121+14.46398309H^428.83721269H2+2.339293957H^+4. 1179654338^ 

1 - 0.05986610 

(22 caso) 

[5/0] = 26.69067034+23.529348878^+32.61236O7OH2+ 

+ 6.4174188158^ + 4.676582 3808,,+0.2742687508^ 
345 

-6 
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Pela construção de Maxwell podemos determi^ 

nar nestes gráficos a pressão, p , em que ocorre a transi^ 

ção de fase, a densidade era que termina a fase puramente 

gasosa e começa a região de coexistência de fases, p^, e 

a densidade era que termina esta região e começa a fase pu- 

ramente sólida, p^. Deste modo temos para os diversos ca- 

sos destes padés-Hermite; 

15/Oj Caso p/p^kT 
"/“o 

I 

II 

III 

IV 

V 

0.7 

O.il 

0.4 

0.2 

0 

0.03 

0.025 

0.02 

0.01 

0 

0.87 

0.855 

0.86 

0.87 

0.87 
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[4/1 ] Caso P/PokT / 
O P2^ Pq 

I 

II 

III 

IV 

V 

0.8 

0.8 

0.9 

0.9 

0.8 

0.03 

0.045 

0.055 

0.05 

0.035 

0.85 

0.82 

0.82 

0.85 

0.85 

[4/2] Caso p/p okT 
"2''"o 

I 

II 

III 

IV 

V 

0.55 

0.6 

0.2 

0.5 

0.2 

0.06 

0.07 

0.03 

0.06 

0.03 

0.52 

0.52 

0.525 

0.53 

0.54 

Vemos que estes padés-Hermite não descre- 

vem a transição predita pelos computadores, que como já 

dissemos no capítulo II, apontam para a densidade de con- 

densação,p = 0.667p q e para a densidade de fusão, p = 

0.736 Pq, onde P^ é a densidade de máximo empacotamento re 

guiar. A pressão em que esta transição ocorre, segundo as 

simulações, e 

-kT 
= 8:27 + 0.13 

A divergência do padé-Hermite [5/0]aconte- 

ce quando x = “ , pois não há poIinSmio no denomi- 
p 

0 

deste padé que forneça um polo. 
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guintes: 

Os polos do padé-Hermite [ 4/1] são os se- 

Caso Valor do Polo 

I 8.78044069 

II 8.525547194 

III 8.351972151 

IV 9.030228582 

V 9.217899738 

E os polos do padé-Hermite [4/2] são: 

Caso Polo 1 Polo 2 

I 

II 

III 

IV 

V 

4.0797 

4.0860 

4.0936 

4.0543 

4.0479 

3.7531 

3.744 1 

3.7415 

3.7415 

3.7439 

A equaçao de estado que procuramos deve di- 

vergir em X = 1, que é a máxima densidade possível. Vemos 

que os "loops" que obtivemos divergem era densidades maio- 

res do que esta. 

0 valor dos pontos de divergência destes pa 

dés e a localização do seu patamar de coexistência de fa- 

ses é que nos fazem considerar nosso resultado de valor 

qualitativo. 
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Um outro modo de avaliar a descrição forne 

cida por estes padés, além de verificar a existência de 

"loops", é calcular os expoentes críticos. Como este sis- 

tema não tem temperatura crítica, vários expoentes já são 

eliminados. Um expoente que pode ser calculado é o <5 , que 

descreve como a pressão varia com a densidade na região 

crítica: 

(7) p - p = cte (p - p^) 
c U 

T = T 

Para o cálculo deste expoente,substituímos 

na expressão (2) os polinôraios de Hermite e obtemos um pa 

de em termos de potências de x: 

L , i 
>!: 
1 

(8) [L/M] (x) 
i = 0 

M , i 
E 

i = 0 

onde os p^s e q^s são os novos coeficientes, combinações 

lineares dos antigos pis e qls. 
1 1 

Expandimos o denominador de 

deste modo um polinõmio. Substituímos x = z 

mos o limite z 0. 

(8) e 

+ X 
c 

obtemos 

e toma- 

Seguem os cálculos do Padé-Hermite [4/1]. 

Neste caso, após a substituição dos polinômios de Hermite, 

temos: 

(9) 

[4/1] (x) 

(p^-2p2+12p^)+(2p^-12p^)x+(4p2-48p^)x"+8p^xHl6p^x^ 

1 + 2q^x 

Pi Pí^ P^^' P3^' + PqX^ 

1 + 2q^ X 
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Expandindo o denominador, obtemos: 

(10) [11/1 ] (x) p'+(p1-2p’q )x+(p'-2p'q +4q^p')x^+(p'-2p'q + 
olol 2111o i21 

+i1p!|q^)x^+(p^-2p^q^+4q^ppx^+(-2q^Pj|j+4q^p^-8p^q^+l6q*Jp:j-32p^q^)x^ 

(11) [4/1](x) = f +f x+f x^+f x^+f, x^+f x^ 
o 1 2 3 4 5 

Fazendo a substituição x = z + x , temos 
c 

(12) [ 4/1 ] (z) = (f +f X +f x^+f x^+f, x^+f x^) + (f +2x f + 
o1c2c3c4c5c 1 c2 

+3x^f-+4x^f,+5x^f )z+(f +3x f +6x^f,+10x^f )x^+(f +4x f,+ 
c3 c4 c5 2 c3 c4 c5 3 c4 

+ 10x^f )z^+(f, +5x f )z^+f z^ 
c 5 4 c 5 5 

(13) R/1] (z) = [4/1] (x )+f'z+nz^+f;z^+f!z^+f'z^ 
c 1 2 3 4 5 

onde f|'s são os novos coeficientes, combinações lineares 

dos antigos fjs. 

A pressão dada pela equação (1) pode ser 

escrita em termos de z: 

(14) 
—= (z + x ) [4/1 ] (z) 
P olíT c 

(15) —p- = —+ (f'x )z + (f'x +f')z^ + (f'x +f!)z^ + 
PokT PokT 1c 2 c 1 3 c 2 

+ (fjjx^ + f')z^ + (f»x+f')z^ -^2[4/i](x^) 4- f'z^ 



86 

Portanto: 

(16) 
P-P. 

okT 
123 4 5 +z [Vi] ( 

^5^ 

onde, do mesmo modo que nos casos anteriores, são os 

novos coeficientes. 

Assim, vemos que <5 = 1 . e este é também o re 

sultado para os outros padés-Hermite que apresentaram 

"loop". Aliás, este é o resultado para qualquer padé,pois 

este é construído com polinômios que são tratados do mes- 

mo modo como foram estes. Portanto, este valor para o ex- 

poente crítico 6 é uma característica deste tipo de trata 

mento. 

Foi analisado também o comportamento dos pa 

dés-Hermite quando se considera um sétimo coeficiente cu- 

jo valor pode variar de 7.0 a 11.0, segundo o mesmo crit^ 

rio adotado para o padé a um parâmetro. Os resultados fo- 

ram : 

Padé 7.0 á F(7) = 11.0 , passo 0.5 

[7/0] não S0'observaram alterações na curva monotoni- 

eamente crescente 

[6/1] ponto espinodal em ~ 0.2. Com o aumento de 

^0 
F(7) a pressão correspondente ao ponto espino 

dal aumentava e o polo da curva se aproximava 

de 0.8, pela direita. 

[5/2] curvas crescentes, com sua primeira derivada 

diminuida mas não nula. Cora a alteração de 

F(7) surgiam curvas paralelas à primeira, is- 

to é, com o mesmo comportamento 
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[4/3] observaram-se pontos espinodais para valores 

negativos de pressão, e com o aumento de F(7) 

a pressão correspondente ao ponto espinodal 

aumentava, mas a densidade em que ele ocorria 

não se alterava. 0 polo também se aproximava 

de 0.8, pela dir.eita. 

[3/4] este padé apresentou um ponto espinodal à pres 

são negativa que se alterava tanto com rela- 

çao à densidade quanto com relação à pressão 

mediante a variação de F(7). 

[2/5] este padé apresentou ponto espinodal e polo. 

Ambos se alteravam com a variação de F(7). 

[1/6] as curvas deste padé para os valores de F(7) 

considerados eram monotonicamente crescentes. 

[0/7 ] as curvas deste padé apresentaram polos em 

0.9<x<1 para os vários valores de F(7) con- 

siderados . 

Vemos que considerando um sétimo coeficien 

te não obtemos com o padé-Hermite um "loop", que se obtem 

quando se utiliza a série do virial apenas até o sexto coe^ 

ficiente. 
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VIII. CONCLUSÃO E COMENTÁRIOS 

A série do virial, pelo critério de Ca.uchy- 

Hadamard, apresenta um raio de convergência que abrange to 

da a região de interesse físico. Neste caso, a aplicação 

de padés atua no sentido de acelerar a convergência da sé 

rie, nos aproximando da função representada por esta. Na 

verdade, pode haver mais de uma função associada a aque- 

les coeficientes. Portanto, a equação obtida é uma equa- 

ção fenomenológica, que é boa ou não na medida em que nos 

descreve bem ou mal o sistema, mas não se pode dizer que 

seja a equação de estado. 

0 trabalho presente teve por objetivo me- 

lhorar a equação de estado obtida com a utilização do mé- 

todo de Euler no tratamento da série do virial, que apre- 

sentam um polo de ordem muito elevada. Vale observar que o 

"loop" obtido por este método necessitou de um sétimo coe 

ficiente, e para que os valores de pressão e densidade in 

dicados pelo patamar da construção de Maxwell fossem próxj^ 

mos dos indicados por cálculos de Monte Cario e dinamica mo 

lecular, este sétimo coeficiente precisou assumir um valor 

que não se encontra dentro do corredor do gráfico obtido 

quando se utiliza o critério de Cauchy-Hadamard de conver 

gência de uma série. 

A idéia era desenvolver empiricamente um mé 

todo que nos fornecesse a equação de estado a partir dos 

coeficientes do virial calculados exatamente. 

Com a aplicação do padé a um parâmetro e do 

padé fractal na série do virial não obtivemos curva que 
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descrevesse a transição de fase do sistema. Mesmo quando 

assumimos valores para o sétimo coeficiente para o padé a 

um pararnetro, o resultado foi o mesmo. 

Os padés-Hermite forneceram resultados mais 

promissores, com "loop" em^padés de ordem 5 e 6, isto é, 

padés que utilizam 5 e 6 coeficientes da série original, 

respectivaraente. Estes "loops" não se encontravam na re- 

gião. esperada, mas tinham o comportamento esperado. Neste 

caso havia uma motivação forte para se assumir um sétimo 

coeficiente para ver se algum padé-Hermite de ordem 7 ti- 

nha um "loop" mais próximo do patamar de transição de fa- 

se, ou pelo menos, apresentasse o mesmo comportamento dos 

anteriores. Infelizmente as curvas dos padés-Hermite de o£ 

dem 7 não tira "loops". Isto significa que os "loops" obt£ 

dos anteriormente com este padé são instáveis, isto é, o 

padé-Hermite não apresenta o comportamento esperado de um 

bom método de tratamento da série do virial para a descr£ 

ção da transição de fase, a saber, "loops" melhores a me- 

dida que são considerados mais coeficientes. 

Diante disto podemos afirmar com certeza 

que os padés modificados não são suficientemente eficien- 

tes quando aplicados aos seis primeiros coeficientes do v£ 

rial. 

Devemos considerar também que são conheci- 

dos poucos coeficientes do virial. A ordem do coeficiente 

do virial indica o número de partículas que compõem os 

"clusters" que são somados neste coeficiente. Isto é, o 

quarto coeficiente é a soma da contribuição de todos "clu£ 

ters" irredutíveis de quatro partículas. Deste modo, o co 

nhecimento de seis coeficientes do virial significa uma 
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contagem de "clusters" de até seis partículas. E na tran- 

sição de fase temos correlações de longo alcance, o que 

leva à formação de "clusters" de um número grande de par- 

tículas . 

Todos esses cálculos têm por base a função 

de partição, onde estão computadas todas as configurações 

que o sistema pode assumir. Mas a expansão do virial é fe_i 

ta de tal modo que os seus coeficientes têm o significado 

acima e seu truncamento significa perda de parte da infor 

mação contida na função de partição. 

Sabemos que os coeficientes conhecidos são 

exatos e que o erro do quinto e sexto coeficientes têm o- 

rigem numérica. 0 valor de cada coeficiente éresultado da 

soma de todos "clusters" irredutíveis de um certo número 

de partículas. E neste ponto reside a dificuldade do cál- 

culo numérico, pois o número de "clusters" aumenta muito 

de um coeficiente para outro de ordem maior. 

Talvez valha a pena abrir mão da complete- 

za deste tipo de calculo, onde os coeficientes aparecem co 

mo conjuntos de "clusters". Observando a contribuição numé 

rica destes "clusters" para os coeficientes podemos ter u- 

ma indicação de qual (ou quais)deles predominam sobre os 

outros, e assim tentar obter uma expressão analítica para 

eles, isto é, resolver a função de partição considerando 

este tipo de configuração. Deste modo, na pior das hipóte 

ses, saberemos qual a contribuição desta configuração pa- 

ra a transição de fase, e na melhor, obteremos a descri- 

ção da transição de fase, com um maior conhecimento do que 

ocorre a nível microscópico. 
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APÊNDICE A 

EQUAÇÃO DE VAN DER WAALS 

Em um gás ideal considera-se que não haja 

interação entre suas partículas. Esta pode ser uma boa a- 

proximação para gases de baixa densidade, mas quando nao 

se pode mais desprezar a interaçao entre seus constituin 

tes, torna-se necessário um outro tratamento. É isto o que 

27 
nos fornece van der Waals quando na sua equaçao de esta 

do inclui a informação de que as moléculas têm um tamanho 

finito e um potencial atrativo. 

0 tamanho finito das moléculas diminui o 

volume disponível, portanto esta correção da equação de e^ 

tado aparece sob a forma: 

( 1 ) P 
nRT 

(V-nb) 

onde ^ é um parâmetro característico de cada fluído, isto 

é, um parâmetro fenomenológico. 

0 fato de que as moléculas se atraem dimi- 

niu a pressão, pois afeta o momento das mesmas e o número 

de choques destas com as paredes do recipiente. Para esta 

correção temos: 

X r. nRT an ^ 
^ (V-nb) " V 

onde a é também um parâmetro fenomenológico. 
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A equaçao de van der Waals pode ser escri- 

ta da forma: 

(2.a) (P + ^ )(V - nb) = nRT 

Para temperaturas abaixo da crítica, T<T^, 

esta equação apresenta um problema: 

o que significa uma compressibilidade isotérmica negati- 

va. Isto ocorre porque nesta região temos um comportamen- 

to tipo "loop". 

Esta questão pode ser resolvida com a cons^ 

trução de Maxwell, que por uma construção ad hoc determi- 

na o patamar de coexistência das fases líquida e gasosa. 

Esta construção restabelece a convexidade do potencial de 

Helrnholtz com relação ao volume, como vemos nos gráficos 

(A-1) e (A-2). 

Gráfico (A-1) 

p 

A 

V 
Gráfico (A-2) 
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Na verdade, a consideração de que as areas 

A e B são iguais provem da potencial de Helmholtz, pois a 

regiao era que ( —)<0, corresponde a (—^)<0, pois 
9 V 9 V 

(2.c) (^) = 
9V 

- ( —) 
^ 8V 

É uma condição de estabilidade que o poten 

ciai de Helmholtz seja convexo com relação ao volume. Pa- 

ra que isso ocorra substitui-se a curva entre os pontos 1 

e 2 do gráfico A-2 por uma reta, o que implica na constru 

ção de Maxwell do gráfico A-1. 

A equação de van der Waals determina uma 

superfície de estados estáveis. Nesta superfície temos tam 

bém um ponto crítico, dado pelas coordenadas , P^ e . 

A temperatura T caracteriza o ponto em que não há mais 
c 

um patamar de coexistência, isto é, o parâmetro de ordem 

/ 9P V se anula e (T^)rp_T, = 0- Considerando-se também que neste 
3 V 1 - i Q 

ponto temos uma mudança de concavidade da curva PxV, te- 

= 0. 
, 9^P, 

mos „ 
9V' T=T 

Portanto, as coordenadas do ponto crítico 

podem ser encontradas pela resolução de um sistema de três 

equações: 

(3) a) 
9p 

( —) 
9V T = T 

0 

b) (IIP). 
9V" T = T. 

c 

0 

c) a própria equação de van der Waals. 

Estes mesmos pontos podem ser encontrados 



se observarmos que podemos igualar a equaçao de van der 

Waals a um binômio elevado a terceira potência: 

2 3 
(14) (V-V )3 = - 3V = V + 3VV - V = 0 

c c c c 

RT 

(5) - (b - |-V - = 0 
c c c 

(n = 1) 

Nestas equações considerou-se que P=P e 
c 

T=T . No ponto critico, V=V 
c c 

Igualando os termos de mesma potência, ob- 

tem-se : 

( 6 . a ) P 
c 27b‘ 

(6.b) V = 3b 
c 

(6.c) RT 
8a 

c ■ 27b 

Em termos de densidade a equação de van der 

Waals fica: 

(7) 
kT 1-bp kT 

Utilizando as variaveis 

(8) 
P 

y = 
= T 

P 0 

pode-se reescrever a equação em termos de grandezas adi- 

mencionais : 
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(9) n (y) = - 3y» 
3-y 

Expandindo esta função, que tem um polo era 

y = 3, em termo de y = 0, temos; 

(10) n (y) = [1 Ay + Z — y"] 

^ n = 2 

onde A - 
1 27 
- ( 1 - —) 
3 8t^ 

27 
Padeiza-se a série (10) 

(11) 1 + Ay + ^ — y" = [L/MJ (y) 
n = 2 3” 

Para t = 0.9 obtern-se o resultado expresso 

no gráfico A-3» Vemos que o padé [3/0 ] fornece pontos es- 

pinodais, enquanto que os padés [2/1 ] e [ 3/2]fornecern tan 

to o loop, quanto o polo em y = 3- 

Gráfico (A-3) onde vemos o comportamento dos padés [2/1], 

[3/2], [ 3/0 ] e [1/0 ]e a própria equação de van der Waals, 

Esta equação e os padés [2/1 ] e [3/2 ] são coincidentes. - 

(Ref. 21). 
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Com poucos coeficientes da série (11) já 

se obtem a própria curva de van der Waals, pois sabemos 

que são necessários apenas três coeficientes para se cons- 

truir o padé [2/1]. Esta resultado nos encoraja a aplicar 

os padés na série do virial a fim de obter informações da 

transição de fase. Isto porque conhecemos poucos coefici- 

entes desta série, dos quais os padés se mostram poten- 

cialmente capazes de obter informações que teríamos, seco 

nhecessemos a função associada a esta série. 
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APÊNDICE B 

MODELO DE FORD-UHLENBECK 

2 8 
Ford e Uhlenbeck propuseram uma função 

de partição gran-canSnica, da qual se pode obter a equa- 

ção de estado do sistemas pelas relações de Mayer. Esta 

função de partição é dada por: 

( 1 ) 
V 1 -z 

Z (V,N) = (1+z)    
gr 1 -z 

V 

Sabemos que: 

V 

(2) (Uz)^ = Z (^) z^ 

i = 0 ^ 

(3) 1 -z 

1 -z 

V 
Z 

n= 1 

n-1 
V-1 

Z z 

n = 0 

n 

Portanto: 

(4) 

V i „ V-1 . V V-1 . 
Z (V,T) = zz (^) E z'^ = Z Z ( 
sr 1 1 
^ i=0 j=0 i=0 j=0 

2V-1 V-1 
, V , n 

Z Z (, .) z com n = 1 + i 
n- 1 

n=0 j=0 ^ 

Esta função de partição tem 2V-1 raízes, 

sendo que V delas em Z = -1 e as outras V-1 no círculo u- 

nitário |Z | = 1 . 

Pela primeira relação de Mayer^® temos: 
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(5) 

(6) 

me vai 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Z (V,T,z) = exp [ V x( V , T , z ) ] 
gr 

onde, por definição: 

x(V,T,z) = I In Z (V,T,z) 
V gr 

Pode-se tomar o limite de x quando o volu- 

a infinito: 

x(V,T,z) = lim In Z (V,T,z) 
V*. '' Sr 

No caso do exemplo de Ford-Uhlenbeck 

x(V,z) = i in (Uz)'' 

x(V,z) = In (1+z) + :^ In ( | _^ ) 

Para z < 1 

x(z) = lim x(z) 
V->co 

In (1+z) 

9 ~x(z) 1_ 

az ~ z+1 

lim a_x 
z->i a z ” 2 

Para z > 1 : 

x(z) = ln(1+z) + Inz 

3X (z) 

3 z 

1 

z+1 
lim _2K 3. 

z■^^ 3z 2 z 
+ 
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Portanto, x(z) é continua ao longo do eixo 

positivo real, mas sua derivada tem uma descontinuidade - 

em z=1. 

Para se determinar as equações de estado, 

utiliza-se as equações de Mayer generalizadas: 

(14) - = z ^ 
V o 8 z 

(15) , 
- '' (z ) 

kT ~ o 

Sao analisadas tres regiões de z, cujos va 

lores correspondentes de v são determinados pela equação 

( 13) : 

(16) z < 1 

z > 1 -4- 

z = 1 ^ 

V > 2 

1 2 
2 < V < 3 

2 > V > I 

E para as equações de estado; 

(17) 
kT 

/"in 
v-1 

In 2 

V > 2 

V >- 

In 
v(1-v) 2 

V (2v-1) 
3 > V > 2 

Reescrevendo em termos da densidade. 

P = 
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3 
- < P < 2 
2 

P 

Gráfico (B.1): equação de estado do modelo de Ford 

beck 

1 
A equaçao de estado para P 2 

pandida em torno de z=0: 

(18) £_ 
kT 

In 
1-f 

In 2 

In 
V \2-^) 

(19) 
2  
kT 

l 1 

m=1 
m 

p 11 ( p ) 

( 20 ) onde ii ( p) = E 

n = 0 
b z 

n 

n 

b 
n 

_1 

n+1 

-Uhlen- 

ser ex- 
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A expressão (20) foi padeizada, e como sao 

conhecidos todos os coeficientes desta expansão, pode-se 

construir Padés's até a ordem que se queira. 

27 
Ate ordem L+M=31 nao se encontrou ne- 

nhum ponto espinodal que apontaria para uma transição de 

fase. 

Neste caso, os padés não foram capazes de 

contornar o polo da expansao da equação de estado para a 

fase gasosa em p=1. Mas, neste caso a equação de estado 

nlcial, equação (18), consiste de três partes. 

Os aproximantes de Padé não foram capazes 

de reunir estas tris partes em uma só, a partir dos coe- 

ficientes da série da parte gasosa. Como espera-se que a 

transição de fase de um sistema de esferas duras seja des- 

crita por uma equação do tipo da de van der Waals, a apli^ 

cação de padés a série do virial deste sistema ainda é 

promissora. 
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APÊNDICE C 

APROXIMANTES DE LEVIN 

Os aproxitnantes de Levin também represen- 

tam a série por uma razao de polinômios. Dada a série: 

( 1 ) F(Z) = i f Z 
n 

n = 0 

n 

29 
podemos escrever os seguintes aproximantes de Levin 

(2) F Fx • N 1 - ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
^ " Q [x ; N ] 

N-2 

onde P [x: N ] = a x 
n = 0 n 

n 

N-1 

Q [x;N ] = E 3 X 

n = 0 

n 

(3) 

n 

, k ^ ( N-n ) +k 
k = 0 

(-1)"(N) s 
n f 

N-1 

n-1 

sendo que N Ên+ 1 enea ordem em que a série foi trun 

cada. 

C. a. Aproximante de Levin para e 

Sabemos que a expansao em série de potên- 

cias da função e e dada por: 
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, I,, X In 
(4) e = E — X 

^ n ■ n = 0 

Para esta série construímos os seguintes a 

proxiraantes de Levin: 

(5) F[x;2] = 
1 

2-2x 1-x 
[0/1] 

(6) Fíx;3] = 
Q[x;3] 

onde P[x;3] = 

1 
t 

E “ X 

n = 0 

Q[x;3] = E B X 
n=0 

n 

F[x;3] = 
6 + 2x 

6-4x+x ^ 
E [1/2] 

P [ X • 4 ] 
onde P[x;4] = e u x 

n = 0 

n 

Q[x;4] = E ^ x”^ 

n = 0 
4-n 

F[x;4] = 
96 + 42x + 6x ^  

96-54x+12x"-x^ 

onde P [x;5 ] = e “ x 

n = 0 " 

n 

Q[x;5] = E X 
n 5-n n = 0 

n 

F [x; 5 ] 
- 15000- 7320x- 1440x^-120x^ 

- 15000+ 7680X- lôPOx^ + IÓOx^-Sx"^ 
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Para analisar a rapidez de convergência des 

tes aproxiraantes os calculamos no ponto x = 1. Deste modo 

podemos também comparar seu comportamento com o do padé. 

Assim, temos: 

(9) F H;2 ] = 5T 

F[1;3]= 2.66666666 

F [1 ;4 ] = 2.716981 1 32 

F [1 ;5 ] = 2.718269778 

Vemos que estes aproximantes convergem ra- 

pidamente, visto que o valor exato da função é e=2.7l828l828. 

É bom observar que um aproximante de Levin F[x;N], utili- 

za os coeficientes da série original apenas até ordem N-1. 

Portanto, devemos comparar F[1;4] com os padés da família 

de ordem 3, ou seja: 

(10) [3/0] = 

[1/2] = 

[2/1 ] = 

[0/3] = 

ser comparado 

(11) [4/0] = 

[3/1] = 

[2/2] = 

[1/3] = 

[0/4] = 

2.6666666 

2.75000 

2.6666666 

3 

0 aproximant 

com padés da 

2.7083333 

2.7222222 

2.71428571 

2.72727272 

2.66666666 

e F [1 ; 5 ] , 

família de 

por sua vez, 

ordem 4: 

deve 

Vemos que para um dado numero de coeficien 
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tes os aproximantes de Levin parecem fornecer resultados 

melhores que os padés. 

C. b. Reprodução dos Coeficientes da Série Básica 

Cora este aproxiraante, fizemos os cálculos 

até F[x;7] para uma série genérica e constatamos que, até 

esta ordem, estes aproximantes compartilham com os padés 

a propriedade de reproduzir exatamente os coeficientes da 

série original. 

Segue ura exeraplo deste calculo 

Dada a serie original 

(12) G(x) = A + A^x + A„x , 
o 1 2 

podemos construir o seguinte aproxiraante de Levin: 

(13) F[x;3] = 
P[x;3] 

Q[x;3] 

m 
(14) 

1 n 6 
onde P[x;3] = ^ a x com a = E A, ^ 

^ - n m , ^ k 3-m+k 
n=0 k=0 

2 m 

Q[x;3] = Z 6 x*^ cora ^ \(^) m^ 
n 3-n m A ^ m n=0 m-1 

Portanto, os coeficientes dos polinômios 

que compõem este aproxiraante são: 

(15) 
- 3. 

A 
Oi = _A 

o o A, 
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B 
2 

li a 
1 

A 
12 

o A, 

Substituindo era (13): 

(16) F [x;3 ] = 

a + X 
0 1 

B2 + B2^+B|X' 

”o *0 *1 
■-j; ^ i; - ^ 

■ f - - f x> 

*2 *1 *0 

12 *0^2 

V‘- -? — * S J 

' ,21 . i 1 M 

9 A, - 9 Sj, 

Expandindo o denominador: 

(17) 1 

12 ^2 3 ^2 
1-(— — X-— — xH 

1 o 

A A A 
, 12 2 3 2 , .12 2,, , 

9 A. 9 A 9 A/ 
1 o 1 

A^ 
2x3x12 2 

9x9 A A 
1 o 

Substituindo o resultado (17) era (16), ob- 

temos : 
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(18) F[x;3] . 12 V2 + [ A 
o 

12 
9 A 

3 
9 

A^ ] - 

A ^ 
3x12x2 _2 

9x9 A^ 
+ 11 ^0^2 , r11 n 

9 A^ ^ 9 ^2 

A A ^ 
12x12 O 2 

9x9 A^ 
+ 

19 ^^^9 19 ^9 9 ^9 /rt ^2 o 2. ^ p/12 2.^p 3 2-, 

" ‘*1 - ^ T7’ i;’ ■ 9 r'" 

Igualando os termos de mesma potência de x 

de F [x;3] e G(x), temos: 

(19) X A 
o 

X ' 

12 ^0^2 F2 ^0^2 

9 A, ^1 ■ 9 A. " ^1 
1 '1 

A A ^ 
12x12 o 2 _ 1 „ 12 _   

9x9 A^ 3 ^2 9 ^2 9x9 

A A ^ 
12x12 o 2 

^1 
= A, 

Este exemplo ilustra como podemos verifi- 

car a reprodução dos coeficientes da série pelo aproximan 

te. 

C.c Resultados dos Aproximantes de Levin para a Série 

do Virial 

Calculamos os valores dos polos dos aprox^ 

mantes de Levin construídos com os quatro primeiros coefj^ 

cientes da série virial, isto é, aproximantes até N = 5. 
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N Polos 

2 0.3376 

3 1.2341+0.5519 i 

4 2.3376 

0.8569+0.4285 i 

5 1.5755 

7.3626 

0.9328+0.6323 i 

Segue o gráfico destes aproximantes; 

p/(= okT 
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Incluindo o quinto (N=6) e sexto (N=7) coe 

ficientes viriais, obtemos o gráfico abaixo. Observamos 

que para N=6 o aproximante tem um polo em x~0.98 e para 

N=7, ura polo era x~0.76. 

p/fo^T 

Se E5 = -0.02, tem-se um polo em x=1 para 

N = 6. Não é possível ajustar-se ura valor de E5 de forma que 
/ 

se obtenha um polo na densidade de Bernal. 

p/fo^T 
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Pode-se ajustar um valor de E5 e E6 de tal 

modo que para N=7 se tenha um polo em x = 1. 

P/^okT 

Para N = 7. temos ura polo na densidade de Ber 

nal quando tomamos E5 = 0.0912 e E6 = 0.06. 

Neste caso, antes de x = 1 aparece um pe- 

queno ramo 

p/f o 

1 



APÊNDICE D 

MÉTODO DE EULER NO TRATAMENTO DA SÉRIE DO VIRIAL 

Dada uma série de potência era z, divergen- 

te em Z = -1, pode-se tránsformá-Ia em uma série de ou- 

I t- r> * > • j* tras variaveis: K = ~—r . Se a serie convergia ou diver- 
! *4" íj 

gia rapidamente em a = 1, ela passa a uma série que pode 

convergir era ç = 1/2, moderadaraente rápido. Estas duas sé- 

ries têm valores iguais na região em que ambas são conver 

gentes e a série Ç é uma continuação analítica em Z. 

A expansão virial de Mayer é dada por; 

= ZC1 + j: AZ^ ) 
Pokl n 

Com a aplicação do método de Euler deseja- 

mos obter a seguinte transformação: 

(2) n (Z) = -1- z a ç ^ 
1+Z n=0 ^ 

onde ç = 
1+Z 

Para tanto se faz inicialraente a substitui 

ção Z +- -Z, obtendo-se: 

(3) n(-Z) = -Z [1 + E (-1)"a z"i 
n=1 

00 
(4) Fazendo f(Z) = e (-1)'^A Z*^ 

n-n n 

temos n (Z) = -Z f(Z) 
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APÊNDICE D 

MÉTODO DE EULER NO TRATAMENTO DA SÉRIE DO VIRIAL 

Dada uma série de potência em z, divergen- 

te em Z = -1, pode-se trànsformá-ia em uma série de ou- 

tras variáveis: Ç = • Se a série convergia ou diver- 

gia rapidamente em a = 1, ela passa a uma série que pode 

convergir em ç = 1/2, moderadaraente rápido. Estas duas sé- 

ries têm valores iguais na região em que ambas são conver 

gentes e a série Ç é uma continuação analítica em Z. 

A expansão virial de Mayer é dada por: 

oo 
(1) = n(Z) = ZC1 + z A„z"^ ) 

n=1 

Com a aplicação do método de Euler deseja- 

mos obter a seguinte transformação: 

00 
(2) n (Z) = Z ar ^ onde Ç = 

UZ n=0 " UZ 

Para tanto se faz inicialmente a substitui 

ção Z -Z, obtendo-se: 

00 

(3) n(-z) = -z [ 1 + z (-1 )'^A z*^] 
n=1 

00 
(4) Fazendo f(Z) = Z (-1)'^A Z*^ , 

n 

temos n (Z) = -Z f(Z) 
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0 método será aplicado em f(Z) de modo aob 

1 “ n 
termos f(Z) = -—- j; a Ç . A substituição Z-Z é conve 

1+Z^ n=0 n 

niente porque o método de Euler se aplica bem a séries al 

ternadas, como é o caso de f(Z). 

Inicia-se multiplicando ambos os lados de 

(4 ) por (1+Z ) ; 

(5) (1+Z) f(Z) = E (i+z)(-1)"a Z*^ 

Desenvolvendo; 

(6) (1+Z) f(Z) = E (-1)'^A z"^ + E (-1)"a 
n=0 n n=0 

A + E (-1 )'^A Z*^ + E (-1 )'^A 
n=1 n 

n=0 n 

A * Z (-1)""'a X - ^ (-1)% Z""’ 
O n+1 n 

n=0 n=0 

A + Z ^ (_i )'^ (A - A J z" 
o j-^^Q n n+1 

Definindo-se ô A = A - A temos: 
n n+1 

A CXJ 

(7) f(Z) = + ç E (-1)"ô A Z" 
(1+Z) n 

onde Ç 
1+Z 

Pode-se observar que f(Z) ainda depende de 

Z e nao de Ç como se deseja. Por isso se repete o procedi 

mento anterior com o termo de f(x) que apresenta esta de- 

pendência, e que será chamado G(Z): 



1 14 

(8) G(Z) = E A z" 
n=0 

Multiplicando ambos os lados por (1+Z) 

” n n 
(9) (1+Z) G(Z) = E (1+Z) (-1) 6 A^Z 

n=0 

= E (-1 )'^ ô A Z*^ + E (-1 )" ô A Z’^"'”' 
a=0 n=0 " 

ni-, „n „,.^nr.„n+1 
= ô A + ^ (-1) 6a Z + ^ (-1) 6 A Z 

n=1 n n=0 n 

OO ^ . OO ^ 
6A t E (-1)"* Í A ,z"* t E (-!)"« A z"* 

° n=0 n=0 

6 A + Z E (-1 )" [6 A - 6 A ,1 z" 
o tl n+1 

ô A 
(10) G(Z) = ^ + Ç E (-1)“ ô^A^Z 

1 +Z 
n=0 

n 1.2 . „n 

onde í 
1+Z 

6 A = 6A - 6 A , 
n n n+1 

(11) 

6 A ô A 2 °° 2 

f(Z) = —f + —f 4 + Ç E (-1)"6 A Z" 
1+Z 1+Z n 

n=0 

Utilizando este tratamento com todos os 

termos que apresentem dependência em Z, obtem-se: 

(12) f (Z) = [A +Ç6A + ç%^A +ç^^A + ... ] 
1+Z o o o o 

Sabemos que: II (-Z) = -Z f(Z) 

e Z -X portanto: 
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n (x) = X f(-x) 

(13) H (x) = (A +Ç6A + Ç6A + T6A + ...) 
1-x 0^0^ o o 

onde r = —- 
^ X- 1 

Os novos coeficientes desta série são da- 

dos ern termos dos coeficientes da série de Mayer, do se- 

guinte modo: 

(14) A 
n 

A 
n+1 

(15) (<SA ) 
n 

6 A - ô A 
n n+ 1 

= A - A 
n+ 1 

- A 
n+ 1 n + 2 

= A - 2A , + A ^ 
n n+1 n+2 

(16) 6 (6(ÔA )) = ÔA - 26A + A ^ 
n n n+1 n+2 

=A -A ,-2A ,+2A ^+A ^-A ^ 
n n+1 n+1 n+2 n+2 n+3 

= A - 3A , + 3A „ - a _ 
n n+1 n+2 n+3 

Generalizando: 

(17) <5^ (A ) = . 
n ^ 

p = 0 
(-I)P (" 

P n + p 

Explicitando os coeficientes da nova expan 

sao: 

ô A = A 
o o 

B 
■1 

(I8.a) 



116 

(18.b) 6 A = A - 2A + A^ - 
o o 12 2 

(18.c) 5 A = A - 3A + 3A„ - A^ = B_ 
o o 1 2 3 3 

(18.d) <5 A = A - i|A + 6A^ - 4A^ + A„ = B„ 
o o 1 2 3 4 4 

(18.e) 6 A = A - 5A + lOA^ - lOA^ + 5A„ - A^ = B^ 
o o 1 2 3 4 5 5 

(18.f) <5 A = A - 6A + 15A^ - 20A^ + 15A„ - 6A^ + 
o o 1 2 3 4 5 

(18.g) ô A = A +21A^ - 35A, + 35A,, - 21A_ + 7A, 
oo2 3 4 56 

*7 - ^*1 = ®7 

Estas expressões nos fornecera os seguintes 

valores numéricos para os coeficientes B|s: 

(19) B = 1 
o 

B^ = 0.711 108 155 

B, = -1.961 921 959 B^ = 0.017 932 620 
1 5 

B„ = 0.559 269 638 B, = -0.324 974 210 
2 6 

B^ = 1.109 211 436 B^ = 9.963 096 500 - A^ 

A busca do padé mais apropriado se deu pe- 

la derivada da equação de estado. Buscou-se o padé 

gerasse em dois pontos esta derivada. 

que 



(20) n (x) 
X X 

(21 ) 

_J_ 

1- 

n 

mos: 

(22) 

(1-x 

(23) 

1 17 

1-x ^ ^ * ••• 1 

1 2 (-1)" B i-f-)" 1 
1-X „ n 1-x 

n = 0 

Para o calculo da derivada utiliza-se 

. n-1 
d ^ X _ mç  
dx 1 -X ~ ^ . n+ 1 

(1-x) 

ri' (x) 
1 

(1-X)^ n=0 
^ (-1) B (- ) + 

n 1-x 

n-1 
+ ^ [ Z (.i)*" B  r ] 

1-x 
n = 0 

n ,n+1 
(1-x) 

00 n oo n 
r / .^ X T I r ^ .V nx t 

- [ Z (-1 ) B    ] +    [ z (-1 ) B    ] 
í „ n .n+1 1-x „ n .n+1 

n=0 (1-x) n=0 (1-x) 

(-1)" B x" , 

N + 2 
Multiplica-se a expansao por (1-x) , te- 

^N+2 . n ^ n ,N-n , 
) n (x) = z (-1) B X (1-x) (1+n) 

n n = 0 

Sabemos que: 

N-n 

d-x)^~" = z (_t)K (N-n k 
k = 0 k 
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N + 2 
(24) n’(x) Z (1+n) 

„ n 

N-n 

Z 

k = 0 

(_1)k(N-n 

k 

. k + n 
)x 

(25) ( 1-x)^'*'^ n ' (x) z 
n = 0 

a 
n 

N-n 

Z 
k = 0 

e 
k 

n + k 
X 

onde: 

= (-1)‘^B (1+n) 
n k 

(-1) 
k 

( 
N-n 

k 
) 

Pode-se efetuar uma mudança nos índices de 

soma m= n+k de tal modo que quando k=0, m=n e quando k = 

N-n, m=N. 

Assim temos: 

N + 2 
N m 

(26) (1-x) ri '(X) = í: [ í Cn e„.„ 

n=0 n=0 

m 
X ] = 

N 

Z 
m = 0 

c‘“> x” 
m 

onde: 

(27) C 
(N) 

m 

m 
^ a B - (_ 1 1 

n=0 n m-n 
m /1 ^/M-n X „ 

E (1+n) ( ) B 
n = 0 

m-n n 

Portanto: 

(28) ,n ' (x) = 
1 N rr.ni 

V ( v /A T-v 1 ^ 
^ (-1) [ ^„(1+n)( B ] X 

/ - x N + 2 n = 0 m-n n 
(1-X) m=0 



Esta equação tem um polo de ordem N+2 que 

multiplica todos os termos da somatória, o que foi obtido 

com a multiplicação dos dois lados da equação ( por 

N + 2 
(1-x) . Na equaçao (21) cada coeficiente tem um polo 

de uma ordem e no cálculo do denominador comum estes coe- 

ficientes seriam rearranjados, o que já acontece na equa- 

ção (28). 

tes C 

A expressão (27) mostra que os coeficien 

^^^'s são dados em termos dos B 's. Cada inclui 
n m m 

todos os B 's até B . Portanto, não é possível se calcu 

"(N) 
lar um coeficiente C sem se conhecer o m-esimo coefi- 

ra 

ciente B . Se são conhecidos os coeficientes do virial a- 
m 

té B^, isto implica que o maior valor que m pode assumir 

é 7, isto é, N = 7. 

expressos em 

Considerando-se N=7 e os valores de B ' 
n 

(19), os coeficientes 's são dados por: 

s 

(29) C = 1 
o 

C^ = -3.076 156 082 

C^ = -0.865 254 596 

= 11.039 768 46 

C^ = -5.427 865 465 

C^ = -16.267 722 88 
5 

C, = 18.168 358 34 
b 

C^ = -84.275 89976 +8A^ 

te caso por: 

(30) H'(x) = 

A derivada da equação de estado é dada nes 

9 m=0 
(7) .m 

'm 
_J   

(1-x) 
(1-x) 

[L/M] (x) 
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