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Resumo

Este trabalho tem como objetivo levar para o Ensino Médio alguns toépicos da
Matematica que nao constam em planos de ensino e que sao de rapidas explicacoes
e aplicagoes. Objetivamente discutiremos os Lemas de Sperner para o intervalo e
para o triangulo. Abordaremos ainda a relacao de tais lemas com a nao possibilidade
de empates para determinados jogos. Por fim, apresentaremos como uma belissima

aplicacao dos Lemas de Sperner o famoso Teorema do ponto fixo de Brouwer.

Palavras-chave: Matemética - Estudo e ensino, Lemas combinatoriais, Jogos de Sper-

ner, Teorema do Ponto fixo de Brouwer.



Abstract

This study aims to take some mathematics topics that are not included at education
plan to high school. These topics are fast to explain and to apply. Objectively, we
discuss Sperner’s Lemma for interval and for triangle. We broach the relation of this
Lemma to the non-possibility of equality to certain games. Finally, we illustrate as a

brilliant application of Sperner’s Lemma the famous Brouwer’s fixed-point theorem .
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Introducao

Neste trabalho trataremos os Lemas Combinatoriais de Sperner por meio de jogos
de raciocinio/estratégia. Jogos simples e rapidos com aplicagio pratica dos resultados.
Levéa-los para a sala de aula de Ensino Bésico é levar a criatividade, a competividade
saudavel e, também, a Mateméatica do Ensino Superior com sua formalidade. Assim
queremos como parte deste trabalho.

Nao poderiamos deixar de colocar uma outra funcao para os lemas: neste trabalho,
apontaremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e sua demonstracao apoiada nos
resultados dos Lemas de Sperner.

A demonstracao apontada do Capitulo 4 neste trabalho nao é a versao inicial dos
trabalhos de Brouwer, pois esta foi apresentada a sociedade antes de Sperner apresentar
seus lemas e resultados. Ainda assim, preferimos o caminho apontado por vermos que
nele constam ideias simples e rapidas que podem ser usadas no Ensino Basico. Para
tal demonstracao nao sao necessarios muitos pré-requisitos de Matematica do Ensino
Médio ou Ensino Fundamental; os elementos necessarios estao no Capitulo 3, baseado
no estudos de funcoes e sequéncias.

O grande passo no Capitulo 3 é a procura de um ponto fixo em uma funcao continua.
O que apresentamos é a transformacao desta propriedade em uma procura de raizes
de uma funcao, tendo assim alguns termos que alunos de Ensino Médio entendem
rapidamente. E todo o capitulo traz teoremas que podem ser levados intuitivamente
ao Ensino Fundamental. O Teorema do Valor Intermediario é um deles; apresenta-lo
rigorosamente a alunos que nao seguirao necessariamente carreira da area de exatas
pode ser cansativo, enquanto que ao mostrar ludicamente pode motivé-los, incluindo
os professores, & procura da linguagem padrao.

No Capitulo 1 estao os lemas combinatoriais (Lemas de Sperner) na sua versao
rigorosa da Matematica que no Capitulo 2 apresentamos como uma demonstragao
infanto-juvenil: jogos rapidos, simples e desafiadores, pois nao h&4 empate, e a derrota

é poucas vezes por conta do azar.
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1 Lemas combinatoriais

Neste capitulo, serao apresentados lemas matematicos que envolvem intervalos reais,
que sao chamados de Lemas Combinatoriais. Os resultados destes lemas envolvem toda

a parte dos jogos indicados neste trabalho.

1.1 Primeiro Lema Combinatorial

Lema 1.1. Seja um intervalo I dividido por um conjunto finito de pontos em intervalos
menores. Suponhamos que seu extremo inferior estd marcado pelo nimero 0, o superior,
pelo nimero 1 e cada um dos pontos divisorios tem uma marca 0 ou 1. Nestas condicoes,
podemos afirmar que existe pelo menos um subintervalo cujos extremos estao marcados

com niumeros distintos. E mais, o nimero destes subintervalos é impar.

Demonstracao. i. Primeiramente, mostraremos que existe pelo menos um subintervalo
com marcas distintas. Chamaremos de razodvel um tal subintervalo. Os intervalos
razodvets podem ser de dois tipos: serd chamado de impar o intervalo razodvel com
extremo inferior marcado por 0 e superior marcado por 1 e serd chamado de par o
intervalo razodvel com marcas invertidas.

Dividindo o intervalo e marcando aleatoriamente os subintervalos com as marcas 0
ou 1: ou (a) todos sdo marcados por 0 ou (b) pelo menos um deles tem a marca 1.

No caso (a), temos um tnico intervalo razodvel: o subintervalo fmpar no final do
intervalo / (marcado com % na figura 1.1). No caso (b), escolheremos entre os elementos
do conjunto de pontos divisores o ponto divisério marcado por 1 que esta mais perto do
extremo inferior do intervalo I e o denominaremos por M. O subintervalo que possui

M tem extremo inferior marcado por 0 e por isso é um intervalo razodvel do tipo impar.

ER

I B L

[

= .
=
"
=
=

Figura 1.1: Um intervalo razoavel
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Segundo Lema Combinatorial 12

12. Demonstraremos, agora, que o niimero de intervalos razodveis é impar. Podemos
percorrer pelo intervalo a partir do extremo inferior e nomeando sucessivamente o0s
intervalos razoaveis: o primeiro subintervalo é do tipo impar e serd chamado de um, o
segundo que é par, de dois, e assim sucessivamente até o ultimo intervalo razoavel. Ja
que o ponto extremo superior de intervalo I estd marcado com 1, é impossivel o tltimo
intervalo razodvel ser do tipo par, portanto o ultimo intervalo razodvel tem a marca 1
a direita e seu nome serd o de um nimero fmpar; entao o ntimero total de intervalos

razoaveis serd impar.

= .

Figura 1.2: Mais de um intervalo razoavel

1.2 Segundo Lema Combinatorial

Considere uma casa tal que cada um de seus comodos possua zero, uma ou duas
portas. Um quarto com duas portas chamaremos de quarto de passagem. Um comodo
com somente uma porta poderd ser de dois tipos: ou a porta é uma porta exterior
(voltado para a rua) ou une a dois quartos (chamado quarto sem saida). Supomos
também que um quarto s6 pode ter uma porta exterior, e dois quartos vizinhos nao

podem ter mais de uma porta comum.

povia axctenior

Figura 1.3: Comodos de uma casa com 0, 1 ou 2 portas

Lema 1.2. Se cada quarto de uma casa tem somente uma, duas ou nenhuma porta, o
niumero de quartos sem saida e o numero de portas exteriores tem a mesma paridade.

Isto significa que ambos sao pares ou ambos sao impares.

Demonstracao. Para demonstrar este lema vamos descrever os passeios pelos quartos
de uma casa. Estes se realizarao cumprindo as seguintes regras:

(a) por cada porta é possivel passar somente uma vez;

(b) os passeios comeg¢am por uma porta exterior ou a partir de um quarto sem saida e
continuando o passeio por quartos de passagem terminam de uma das seguintes formas:

saindo por uma porta exterior ou chegando a um quarto sem saida;
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(c¢) quando se terminar um passeio, comegaremos outro até que tenhamos passado
por todas as portas exteriores e todos os quartos sem saida.

Em virtude da suposicao feita sobre o nimero de portas dos quartos, estas regras
determinam um tnico trajeto a seguir em cada passeio, jA que uma vez que se entra em
um quarto de passagem hé& uma tinica porta para sair dele. Como resultado se obtém
trés tipos de passeios:

(pl) de uma porta exterior até um quarto sem saida (011 a inversa, que é 0 mesmo
caminho);

(p2) de uma porta exterior até outra porta exterior e

(p3) de um quarto sem saida até outro quarto sem saida.

F;
i
=T 1
P, =B p; SRR i
an
-'u e o
o
HE] 1
. 4 =
il
LIL)
.=,

Figura 1.4: Passeios

Chamemos de m, n e p, respectivamente, os numeros de passeios dos tipos (p1),
(p2) e (p3). Como a cada passeio do tipo (p;) corresponde uma porta exterior e cada
passeio do tipo (ps) corresponde a duas portas exteriores temos que o niimero de portas
exteriores ¢ m-+2n. Do mesmo jeito, o nimero total de quartos sem saida serd m-+2p.
Os niimeros m + 2n e m + 2p tem a mesma paridade, dependendo somente do valor de
O]

m, como queriamos demonstrar.

Neste lema, a forma dos quartos nao tem relevancia. Podem ser, por exemplo,

triangulares, como usaremos com frequéncia daqui em diante.
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1.3 Lema de Sperner

Os lemas de Sperner sao resultados obtidos a partir dos lemas anteriores. Muitas

vezes aqui serd utilizado o termo triangulagao, que definiremos a seguir.

Definicao 1.3. Consideremos um triangulo dividido de forma arbitraria em triangulos
menores. Esta particao deve satisfazer as seguintes condicoes: dois triangulo menores
quaisquer

e nao tem pontos em comum, ou

e tém somente um ponto em comum, ou

e tem um lado comum.

A esta particao daremos o nome de triangulag¢ao. Na figura 1.5 temos um exemplo
de uma triangulacao pois satisfaz as condigoes acima. Ja na figura 1.6, temos um
exemplo que nao é de uma triangulagcao pois os triangulos 7} e Ty tém somente uma

parte da aresta em comum.

Figura 1.6: Exemplo de nao triangulacao

Em uma triangulacao, denominaremos os triangulos pequenos por faces da triangu-

lagao, os lados destes triangulos por arestas e os vértices por vértices da triangulacao.
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1.3.1 Lema de Sperner para o tridngulo

Lema 1.4. LEMA DE SPERNER: Seja um tridngulo T e marque cada um de seus
vértices com somente um dos nimeros 1, 2 e 3. Agora, considere uma triangulag¢ao
qualquer de T. Os vértices da triangulacao serao marcados pelos nimeros 1, 2 ou 3
atendendo a sequinte condigcao: se o vértice da triangulacao estiver em um lado do
triangulo T entao deve ser marcado por um dos dois nimeros indicados nos vértices
de tal lado. Nestas condigoes, pelo menos uma face da triangulacao terd vértices com

marcas diferentes 1, 2 e 3. E mais, o numero de tais faces € um nimero impar.

Figura 1.7: Lema de Sperner para o triangulo

Demonstragao. Usando os elementos e os resultados dos primeiro e segundo lemas,
associaremos:

e o triangulo 7' com a casa;

e as faces da triangulacao aos quartos;

e as arestas do triangulo as portas.

Colocaremos como portas somente as arestas que tenham necessariamente as duas
marcas 1 e 2, que indicaremos como tipo(1,2) como fizemos com os elementos do pri-
meiro lema com a diferenga que arestas tipo(1,2) nao serao diferenciadas das arestas
do tipo(2,1).

Os dez casos possiveis de distribuicao das marcas 1, 2 e 3 nos vértices da faces
sao: tipo(1,1,1), tipo(1,1,2), tipo(1,1,3), tipo(1,2,2),tipo(1,3,3), tipo(1,2,3), tipo(2,2,2),
tipo(2,2,3), tipo(2,3,3) e tipo(3,3,3).

As faces do tipo(1,2,3) tém somente uma aresta do tipo(1,2) e, como isso s6 acontece
com este tipo de face, chamaremos estas faces de quarto sem saida; as faces tipo(1,1,2)
e tipo(1,2,2) serao os quartos de passagem pois cada uma delas tém duas portas (arestas
tipo(1,2)); temos ainda que o tipo(1,1,1), o tipo(1,1,3), o tipo(1,3,3), o tipo(2,2,2), o
tipo(2,2,3), o tipo(2,3,3) e o tipo(3,3,3) sdo quartos sem portas.

Em qualquer face da triangulacao acontece uma e somente uma das opgoes: nao
possui arestas do tipo(1,2) ou possui uma aresta do tipo(1,2) ou possui duas arestas do
tipo(1,2). Com isso, podemos associar a triangulagao de qualquer triangulo marcado
sob as condicoes acima com o segundo lema combinatorial de modo que tém a mesma

paridade o niimero de faces do tipo(1,2,3) e o nimero de portas exteriores do tipo(1,2).
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Ferta externa

quarilo
sem _porta

2 3

Figura 1.8: Lema de Sperner para o triangulo - caminhos

Podemos demonstrar que este tltimo ntimero é impar usando a seguinte relacao: as
portas exteriores do tipo(1,2) se encontram somente em dos lados do triangulo T e, de
acordo com o primeiro lema combinatorial, o nimero é impar. Consequentemente, o

namero de faces do tipo(1,2,3) é impar. ]

1.3.2 Lema de Sperner para o quadrado

Um quadrado @) foi repartido em pequenos quadrados por retas paralelas a seus
lados. Para esta parti¢do também usaremos as denominagoes faces (que sao quadrados
pequenos), arestas e vértices da particao. Usaremos a demonstragao do lema anterior
para elaborar o proximo lema. O lema de Sperner para o triangulo sera chamado de
método dos passeios e o termo passeio significa que temos uma triangulacao atentando

para as relagoes entre arestas e portas e entre faces e quartos sem saida

Lema 1.5. Seja um quadrado Q com vértices marcados pelos nimeros 1, 2, 3 e 4 de
tal modo que nao temos dois vértices com marcas idénticas. Dividindo o quadrado @)
por retas paralelas aos seus lados, temos faces quadradas de tal forma que seus vértices
serao marcados pelos nimeros 1, 2, 3 ou 4 atendendo a sequinte condigao: se o vértice
da particao estiver em um lado do quadrado @) entao deve ser marcado por um dos dois
numeros relativos aos vértices de tal lado. Nestas condigoes, pelo menos uma face terd
vértices com, pelo menos, trés marcas diferentes. E mais, o niumero destas faces € um

numero impar.

Demonstragao. Comecemos dividindo os quadrados da seguinte maneira: cada qua-
drado sera dividido em duas partes formando, no final das divisoes, uma triangulacao
em que as marcas serao os nimeros 1, 2, 3 e 4.

Como no Lema de Sperner do triangulo, as portas serdo as faces do tipo(1,2) e os
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quartos sem saida indicados pelos triangulos com trés marcas diferentes. Assim, sao
possiveis quartos sem saida de dois tipos: tipo(1,2,3) e tipo(1,2,4).

De acordo com as condicoes indicadas no lema, temos que todas as portas exteriores
estarao no lado do quadrado marcado com os nimeros 1 e 2. Temos ainda, com a
propriedade do segundo lema, que o niimero de portas exteriores é impar.

Usando o método de passeio, a partir de uma porta exterior teremos os possiveis
resultados: (a) sair do quadrado por outra porta exterior ou (b) chegando em um
quarto sem saida. Como o numero total de portas exteriores é impar, pelo menos um
dos passeios acaba em um tridngulo sem saida.

Portanto, existe pelo menos uma face do tipo(1,2,3) ou do tipo(1,2,4) (pelo menos

trés marcas diferentes).

1 1 1 2 i
2 4
1 3 .2
3
i A 1 7
- - -
4 a 1 I 3

Figura 1.9: Quadrados da particao com pelo menos trés marcas distintas



2 Jogos do tipo Sperner

Neste capitulo apresentaremos alguns jogos relacionados com os lemas apresentados

no capitulo anterior.

2.1 Jogo dos Impactos

xPecas:

Um tabuleiro retangulo formado por n quadrados.

Fichas de duas cores, por exemplo as pecas do jogo de damas.

xInstrucgoes:

(1) Jogo com dois adversarios, escolhendo quem seré par ou impar.

(2) Alternadamente, os jogadores devem colocar uma ficha em um quadrado vazio.

* Fim do jogo:

O jogo acaba quando todas as casas estiverem ocupadas.

Contam-se quantos impactos ocorreram. Impacto acontece quando duas casas se-
guidas tém fichas com cores diferentes.

Ganha o jogador que tiver escolhido a mesma paridade do niimero de impactos.

Uma outra opgao ¢ apresentar o jogo num pedaco de papel:

Faz-se uma tira com n quadrados e definem dois simbolos, por exemplo H ¢ e.

Cada um dos dois jogadores escolhe se serd par ou impar.

Alternadamente, os jogadores devem colocar um simbolo em um quadrado vazio.

O jogo acaba quando todas as casas estiverem ocupadas. Contam-se quantos im-
pactos ocorreram. Impacto acontece quando dois quadrados seguidos tém simbolos
diferentes. Ganha o jogador que tiver escolhido a mesma paridade do niimero de im-

pactos.

-|.|.-|.|.--|.|.
w w W w

Figura 2.1: Jogo com 5 impactos - jogador impar ganha
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2.1.1 Resultado

Se as extremidades forem marcadas com simbolos diferentes (ou cores diferentes no
tabuleiro), no final teremos impactos indicados por um ntimero impar. Os impactos
sao como os intervalos razodveis descritos no Primeiro Lema Combinatorial.

Podemos também afirmar que teremos pares impactos se as extremidades foram
marcados pelo mesmo simbolo.

Para ganhar, o jogador que for impar deve esperar o adversario fazer um simbolo
em uma extremidade e na préoxima jogada completar a outra extremidade com o sim-
bolo diferente. Apos esta rodada, quaisquer que sejam os simbolos, os impactos serao
impares. Do mesmo modo para o jogador par, que deve marcar simbolos iguais nas

extremidades.

2.1.2 Impacto em duas dimensoes

Podemos inventar uma outra versao para o jogo dos impactos depois do mesmo ter
sido associado ao resultado dos lemas. A motivacao para a nova versao é o desafio aos

alunos de associar os lemas com um tabuleiro em duas dimensoes, como na figura 2.2.

Figura 2.2: Exemplo de tabuleiro para o Jogo impacto em duas dimensoes

A estratégia esperada apos vérias partidas é: o jogador impar deve deixar marcas
diferentes nas extremidades de uma dimensao e marcas idénticas nas extremidades da
outra, pois assim teremos ifmpares impactos em uma dimensao e pares impactos na

outra, somando impares impactos.
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Podemos propor o jogo também em um tabuleiro como o tabuleiro de damas. A
estratégia continua a mesma com a dificuldade para os jogadores estarem atentos aos

extremos em todas as linha e todas as colunas.

2.2 Jogo do sobe-desce

Nste jogo precisamos da definicao de pontos extremos, a seguir:

Figura 2.3: Pontos extremos

Definicao 2.1. No grafico da figura 2.3, os pontos x1, T2, 3 € x4 sao chamados de
pontos extremos que podem ser de dois tipos: os pontos x; e x3 sao pontos de
maximo local enquanto os pontos x5 e x4 sao chamados pontos de minimo local, pois:

e O grafico de uma linha continua tem méaximo local no ponto ¢, se existir um
intervalo aberto I, contendo ¢, de tal forma que o valor associado a ¢ é maior que
quaisquer dos valores associados aos demais nimeros do intervalo I.

e O grafico de uma linha continua tem minimo local no ponto ¢, se existir um
intervalo aberto I, contendo ¢, de tal forma que o valor associado a ¢ é menor que

quaisquer dos valores associados aos demais niimeros do intervalo 1.

Para o jogo, podemos usar aqui o tabuleiro do jogo do impacto e os jogadores devem
decidir quem seré par e quem serd impar.

Ao invés de fichas ou simbolos, os jogadores devem marcar ntimeros. Alternada-
mente, os jogadores marcam os nimeros nos quadrados vazios, podendo marcar qual-
quer nimero que nao tenha sido usado. Os niimeros devem ser positivos de 1 a n tal
que n é a quantidade de quadrados no tabuleiro.

O jogo acaba quando todos os n quadrados estiverem preenchidos com os n niimeros

esperados como no exemplo da figura 2.4.

11[3]7]2/8/9]4]|5/6]

Figura 2.4: Resultado de um jogo sobe-desce

Sao contados os pontos extremos do jogo, usando a definicao 2.1. Usando o exemplo,
obtemos o gréfico na figura 2.5.

Ganha o jogo quem tiver a mesma paridade dos pontos extremos.



Jogo para o Lema do triangulo

21

Figura 2.5: Numero j colocado no tabuleiro na jogada ¢

2.2.1 Resultado

O resultado esperado é: se uma linha continua formada por segmentos de reta tem
o primeiro segmento crescente e o tltimo segmento descrescente, entao esta linha tem
um numero impar de extremos. De fato, os segmentos crescentes sao como os intervalos
razodveis do tipo (0,1) do Primeiro Lema Combinatorial, e as retas decrescentes sao
como os intervalos razodveis do tipo (1,0). Assim, teremos impares intervalos razodveis
se tivermos segmentos com dire¢oes opostas nas extremidades da linha, como definidos

marcas diferentes nos extremos do intervalo do lema 1.1.

2.3 Jogo para o Lema do triangulo

Sao dois jogadores. Podem usar o tabuleiro ou fazé-lo no papel.

O tabuleiro é necessariamente um triangulo cujos véertices devem ter marcas dis-
tintas e deve conter uma triangulacao qualquer com a propriedade: dois subtriangulos
quaisquer (@) nao tem pontos em comum ou (b) tém somente um ponto em comum ou
(¢) tem um lado comum.

Alternadamente, um jogador deve fazer uma marcacao em qualquer vértice da tri-
angulacao seguindo a seguinte condicao: se um vértice for marcado em um lado do
triangulo deve ser marcado por uma das duas marcas da extremidade deste. Ganha o

jogador que conseguir primeiro deixar um subtriangulo com trés marcas distintas.

-

O—0—0—0—0y

Figura 2.6: Exemplo de triAngulo com triangulacao para o jogo de Sperner
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Como foi provado, existirdA um subtriangulo com os trés vértices com marcar di-
ferentes; deve-se entao tomar cuidado para nao deixar a jogada do adversario com a

possibilidade de fechar o triangulo.

1

L=
b 2

»,

G—F—0;—0—0; H—t—t;—b—0,

Figura 2.7: Algumas jogadas e o fim do jogo



3 A topologia da reta

Colocaremos, neste capitulo, os elementos necessarios para a demonstracao do Te-

orema do Ponto Fixo de Brouwer.

3.1 Funcoes continuas

Considere um intervalo I da reta numérica R e uma relacao f que associa valores
de I em R. Se para cada ponto x deste intervalo I, de acordo com certa regra, se
corresponde um unico nimero real f(x), dizemos que esta relacdo é uma fung¢dao. O
intervalo I é chamado de dominio da func¢ao e o conjunto dos elementos de R na forma
f(x) é chamado de conjunto imagem.

Intuitivamente, a continuidade de uma funcao é clara: o grafico desta funcao é uma
linha que se pode tracar sem levantar o lapis do papel. Dizemos também que uma
funcao f : R — R é continua se ela associa pontos proximos de x a pontos proximos
de y = f(x). A proximidade dos pontos é determinada pela distancia cartesiana entre

eles.

Definicao 3.1. Todos os pontos proximos ao ponto x formam sua d-vizinhanca. Se X
é um conjunto que se encontra no plano e x é um de seus pontos, a d-vizinhanca de
x é o conjunto de pontos de X cuja distancia a x é menor que 9. Do ponto de vista
geométrico, temos que a d-vizinhanca de x, no plano, é um circulo (sem o contorno)
cujo raio é 9 e o centro é o ponto x; no espaco, esta vizinhan¢a é uma esfera sem a

linha limitadora.

Se uma funcao f : R — R é continua em um ponto z se para qualquer € > 0 existe
um nimero 0 > 0 tal que a imagem de cada ponto da J-vizinhanca do ponto z se
encontra na e-vizinhanga do ponto y = f(z). A continuidade de uma fun¢io no ponto
x significa que se tomarmos uma vizinhanca qualquer do ponto y, poderemos encontrar
uma vizinhanca correspondente a ele e dele dependente. Se uma funcao f: R — R é

continua em todos os pontos do dominio dizemos que f é continua.
Proposicao 3.2. A composicao de fun¢oes continuas também é continua.

Demonstragao. Sejam g: X — Y e f:Y — Z fungoes reais continuas.

23
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Como f é continua em g(c), para cada € > 0 existe 6; > 0 tal que a imagem da
d1-vizinhanca de g(c) se encontra na e-vizinhanga de f(g((c)).

Da continuidade em ¢, a a fungdo g temos que a imagem de alguma d,-vizinhanca
de c esté contida na d;-vizinhanga de g(c). Assim, a imagem da d,-vizinhanga de ¢ pela
funcao f o g esta contida na e-vizinhanga de f(g(c))

0

3.2 Homeomorfismo

Definigao 3.3. Uma funcao continua f : X — X é chamada uma involucdo se f*(x)
= fo f(z) = x para todo z € X.

—— | —
1 %

Figura 3.1: A funcao f é involutiva

Definicao 3.4. Uma funcao f : X — Y se diz injetora se associa pontos distintos do

conjunto X a pontos distintos do conjunto Y.

_,/"1\\ I '/:_j_\'-\.

f—t—t

L I

o \__/

Figura 3.2: A funcao f é injetora

Definicao 3.5. Uma fungdo f : X — Y se chama sobrejetora se cada ponto do

conjunto Y é a imagem de um ponto (ou de varios pontos) do conjunto X.

o~ b
e e— 1A
Jod——T" ]
PR I— |
T - —.nl # 15
L \oF

Figura 3.3: A funcao f é sobrejetora

Para uma funcao sobrejetora e injetora f : X — Y podemos determinar a funcao

f~':Y — X em que cada ponto y de Y tem correspondéncia ao ponto x de X que
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se associa com y pela funcao f. A funcao sobrejetora e injetora f : X — Y se chama
homeomorfismo se ela é continua e se a funcao f~!:Y — X também é. Neste caso,

dizemos que os conjuntos X e Y sao homeomorfos.

3.3 Sequéncias

Definicao 3.6. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao s : N — R que associa
cada nimero natural n a um nimero real s, tal que n indica a posicao do elemento s,,.

Para representar uma sequéncia podemos usar (s, Sg,..., Sy, ...) ou, abreviadamente,

(8n)-

Convergéncia

Dizemos que uma sequéncia (z,,) é convergente para um nimero z, se para qualquer
nimero € > 0 existe um nimero m tal que para todos os niimeros n > m a distancia
entre os pontos zy e T, € menor que €.

De outra forma, x,, — x significa que qualquer e-vizinhaca do ponto z, possui

todos os pontos da sequéncia a partir de certa posicgao.

. . I+ (=1)", i
Exemplo 1: a sequéncia real definida por x,, = # é convergente. Pois:
n

e Todos os elementos de posi¢ao impar sao iguais a zero.

e Para os elementos da sequéncia de posi¢do par (n = 2k), temos z, =

1+ (=1)%* 1+1 1 1 1
+() _ 7 = —. Como—<5:k>—e,n:2k:k:g,
€
L,

2k 2k k k )
n
entao 5 > —. Portanto, n > —. Se pegarmos m inteiro tal que — <m < — +

€ 3 € €
o ponto z,, pertence a e-vizinhanca de 0, para todo n > m

Principio dos intervalos encaixantes

Seja uma sequéncia de intervalos fechados {Iy, I1, ..., I, } tal que cada um deles esta
contido no anterior (I, 2O I,,_1, ¥Yn). Se os comprimentos dos intervalos tendem a zero

quando n tende a infinito, ftodos os intervalos tem um, e somente um, ponto comum.

Compacidade

Se toda sequéncia (1, Sa, ..., Sp, ...) formada por elementos do conjunto S possuir
uma subsequéncia (Sy,, Spy, .-y Sny,, --.) convergente a um elemento s de S, dizemos que

S é compacto.
Proposicao 3.7. Qualquer conjunto finito X de R é compacto.

Demonstragao. Seja (s,) uma sequéncia com elementos de X. Podemos afirmar que
existe uma subsequéncia com elementos iguais a sy de X. Neste caso, a subsequéncia

converge para Sy que ¢ elemento de X. O
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Proposicao 3.8. O intervalo aberto I = (0,1) ndo é compacto.

Demonstracao. Existe uma subsequéncia de elementos de [ tal que nenhuma sub-

sequéncia dela é convergente a um ponto de [I: a sequéncia s, = % tem subsequéncia

(1111

23 T ...) que é convergente a 0. 0

Proposicao 3.9. O intervalo fechado I = [a,b] é compacto.

Demonstragao. i. Seja (s,) uma sequéncia de pontos de I = [a,b]. Dividindo o inter-

valo [a, b] na metade, pelo menos uma das duas metades, de comprimento b_T“, possui

infinitos pontos de (s,). Chamemos a tal metade por I; e tome um ponto da sequéncia

Sn, € I1. Agora, dividindo o intervalo I; na metade, temos uma dessas metades con-

b—a
22

por I, e tomemos s,, da sequéncia s, que pertence a [y, com ny > n;. Por indugao,

tendo uma infinidade de pontos de (s,). Denotemos tal metade, de comprimento

obtemos uma sequéncia de intervalos In = I = [a,b] D Iy D I D ... D I..., onde o
comprimento de [ é b;—,f Como o comprimento dos intervalos tende a zero (bz_—k“ — 0
quando k — 00), pelo Principio dos intervalos encaixantes, existe um tnico ponto s
pertecente a todos os intervalos Iy, k = {0,1,2,...}.

11. Para qualquer niimero real € > 0, existe um nimero m tal que o comprimento
do intervalo Im,la_—m“, é menor que . Como sy € I,,, todos os elementos de I, sao
elementos da e-vizinhanca deste ponto e também temos sy € I, para qualquer k£ > m.
A e-vizinhanca de sy possui todos os elementos da subsequéncia (s,,) a partir do
NnUmMero 7.

Como toda sequéncia de I = [a, b] possui uma subsequéncia convergente para um

ponto sy de I, temos que [ é compacto. ]
Proposicao 3.10. O quadrado no plano R? é compacto.

Demonstracao. Seja () um quadrado cujos lados medem 1 e sao paralelos aos eixos
Ox e Oy do plano cartesiano. Seja, também, (p,) uma sequéncia qualquer de pontos
de ). Dividindo @) por retas paralelas aos lados e pelos seus pontos médios, temos
quatro quadrados (de lado medindo %) sendo um deles com uma infinidade de pontos
da sequéncia p,. Chamemos de @); = I zJ; este quadrado e seja p,, um ponto da
sequéncia contida em ();. Dividindo )y por meio de retas paralelas aos lados pelos
seus pontos médios, teremos outros quadrados (com lados de comprimento 2%) Suces-
sivamente, encontraremos quadrados encaixados ), = Iy xJ, com comprimentos dos
lados tendendo a zero quando k tende ao infinito. Com o principio dos intervalos en-
caixados, teremos um ponto zy de () pertencente a todos os quadrados ()5, como na
figura 3.4.

Ademais, a subsequéncia p,, converge para x, de (). Portanto, ) é compacto.
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P
------- =
i
7 4:1? z
Figura 3.4: Sequéncia de quadrados @)y encaixados
m

Proposic¢ao 3.11. Uma fungao f continua em um intervalo [a, b] esté limitada superior
e inferiormente, ou seja, existem os valores reais m e M tal que m < f(z) < M para

qualquer z € [a, b].

Demonstragao. Por reducao ao absurdo, vamos supor que nao exista M, ou seja, que
nao exista no intervalo [a, b] um limite superior para a fungao f. Podemos supor, entdo,
que existem os seguintes pontos de [a, b] : 1 tal que f(z1) > 1, x5 tal que f(xg) > 2, x3
tal que f(xz3) > 3, ..., =, tal que f(z,) > n. Como o intervalo é compacto, da sequéncia
(1,9, ..., Tp, ...) € possivel obter uma subsequéncia convergente para um ponto z de
la, b] (para simplificar consideraremos a propria sequéncia (z1, xg, ..., Ty, ...) convergente
para zy). Como f é continua em xg, para qualquer € > 0 existe ¢ > 0 tal que a imagem
de cada ponto da d-vizinhanga de x( se encontra na e-vizinhanca do ponto f(z), ou

seja, para todo x desta vizinhanca

flxo) —e < f(zx) < f(xo) +¢

Como a sequéncia x,, converge para x, todos os pontos a partir de um certo ntimero
no se encontram na d-vizinhanca de o e portanto para todo n > ng, f(z,) < f(zo) +¢
contrariando as desigualdades f(z,) > n.

Portanto, f possui um limite superior.

Analogamente, podemos garantir que m (limite inferior de f) existe.
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3.4 Teorema do Ponto Fixo e o Teorema do Valor

Intermediario

Teorema do ponto fixo

Propriedade 3.1. Dizemos que um conjunto X tem a propriedade do ponto fixo se
para qualquer funcao continua f : X — X existir um ponto fixo, ou seja, para algum

xo de X, temos f(xo) = zg

Esta propriedade é um invariante topologico, isto é, se X possuir a propriedade do
ponto fixo entao qualquer conjunto Y homeomorfo a X também tem a propriedade do
ponto fixo. Segue a demonstragao:

Seja g : X — Y um homeomorfismo e f: Y — Y uma funcao continua.

Seja ¢ = ¢! fg uma funcdo de X em X. ¢ é obtido da seguinte maneira: primeiro,
no ponto x de X aplicamos g dando y = g(z) de Y; em seguida, se aplica a fun¢ao f

que resulta no ponto f(y) = f(g(x)) do conjunto Y; finalmente, se aplica g~*, obtendo

o ponto g~!(f(g(z))) de X.
Como a fun¢ao ¢ : X — X é continua (Proposi¢ao 3.2), existe um ponto fixo xy de

©:
Definindo yo a imagem deste ponto no homeomorfismo g, temos yo = g(zo). Entao:

o(x0) = g7 fg(xo) = o

Aplicando g nos dois membros da equacao:

99~ fg(x0) = g(x0) = fg(w0) = g(x0)

Como g(zo) = 4o

(o) = vo

Concluindo, 1y é um ponto fixo.

Teorema do Valor Intermediario

Nesta secao, provaremos que o teorema do ponto fixo de Brouwer para o intervalo

implica no Teorema do Valor Intermediario, como segue:

Teorema 3.12. (Teorema do valor intermediario)
Seja f uma fungao continua de I = [a,b] em R com f(a) < f(b). Se ¢ & um nimero

real tal que f(a) < ¢ < f(b) entdo existe um ponto xy de I de modo que f(zg) = c.
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Demonstragao. i. Se ¢ = 0 devemos mostrar que existe um ponto xg tal que f(xy) = 0.
Primeiramente, definiremos uma fun¢ao continua F(x) : [a,b] — [a,b] de modo que

F(z) = Af(z)+x (A # 0). Note que os pontos fixos de F'(x() sdo exatamente as raizes
de f(x):
o — X

3 =0

)\f(l’()) + Ty =190 = f(l‘o) =

O valor A (na funcdo F(x)) faz com que a fungdo f(z) tenha seu grafico alterado
pois foi trocado o conjunto imagem, deixando f totalmente no interior do quadrado

ABCD de lados com comprimento b — a. (Figura 3.5)

Figura 3.5: Teorema do Valor intermediério

Pela proposigao 3.11, temos dois nimeros m e M tal que m < f(x) < M para
qualquer z € [a,b]. Note que m <c=0e M > ¢ =0.

Com a continuidade de f, temos: f(z) < 0 para todo x proximo de a (f(a) < ¢ = 0)
e f(z) > 0 para todo = proximo de b (f(b) > ¢ = 0). Logo, temos um ponto z; de tal
modo que as imagens de todos os pontos de [a, 1] sejam negativos e um ponto xy de

tal modo que as imagens de todos os pontos de [z, b] sejam positivos.

L > > - . 3
=] Xy Xz b
- algum x tal que fix) > 0 XX -
- algum x tal quef(x) <0 X<A .
Figura 3.6:

Seja A = max {52, b‘%} Demonstraremos que para todo = € [a,b], temos (a)
F(z)>ae (b) F(x)<b:
(a)
(a) Supondo f(z) > 0, ou seja, os pontos x que nao sao pontos do intervalo [a, z1].
Temos A\ > ——L. Entio M(z) > - J;lf(x).
Como f(z) < M que implica em —f(z) > —M, entdo:

)
M(2) 2 = f(2) = = (- f(@) > A (M) =a—a
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Somando x ao primeiro e tltimo termos da inequagao: Af(x)+x > a— 1+ x, que
por defini¢do de F, F(x) > a — z1 + .

Como f(x) < 0e f assume apenas valores negativos am |[a, x1], temos x > z (figura
3.6), entao F'(z) > a para f(z) > 0.

(az) Se f(z) < 0 entdao A\f(z) > 0 e portanto F(x) = Af(z) + = >z > a.

. F(x) > a para todo x € [a, b] (3.1)

(b)

(by) Se f(z) > 0 entao A\f(x) <0 e portanto F(z) = \f(z) + 2z <z <b.

(by) Supondo f(x) < 0, ou seja, os pontos x que nao sao pontos do intervalo [z, b].
Temos A > b- 2 Entao AM(x) < b= $2f(x).

Como f(z) > m que implica em —f(xrﬁlg —m, entao:

M) S T ) = P ) < P

Somando x ao primeiro e tltimo termos da inequacao: Af(x)+x <b— 3+ x, que
por defini¢do de F, F(z) < b—x9 + x.

Como f(x) > 0 e f assume apenas valores positivos em [x9,b] (figura 3.6), entao
F(z) < b para f(z) <0.

(—m) =b— x3

. F(z) < b para todo x € [a, b] (3.2)

Logo, por (3.1) e (3.2), F(z) € [a,b] para todo x € [a, b].

it. Para o caso ¢ # 0, definiremos uma fun¢ao F(z) : [a,b] — [a,b] de modo que
F(z) = \[f(z) — ]+ (A #0). Assim, temos:
F(zo) = Alf(x0) — o] + w0 =20 = f(z0) = ¢ 0

Corolario 3.13. Se uma funcao real continua f possui f(a) < 0 e f(b) > 0, entdo
esta fungao possui, pelo menos, uma raiz real no intervalo [a,b]. Pois, se f(a) < 0 e
f(b) > 0, entdo temos f(a) <0 < f(b) e, de acordo com o teorema 3.12, existe x, tal

que f(zo) =0, ou seja, xy é uma raiz da fungao.



4 Demonstracao do Teorema do

Ponto Fixo de Brouwer

4.1 Em um intervalo

Primeiramente, nesta secao, apresentaremos uma observacao intuitiva sobre o Te-
orema do ponto fixo. Se f : [a,b] — [a,b] é uma fun¢ao continua, seu grafico une um
ponto do lado esquerdo do quadrado @ = [a,b] X [a,b] a um lado direito de Q. Logo
o grafico de f terd um ponto xy que intersecta a diagonal do quadrado, que possui
pontos da reta y = z. Isto é, o ponto z( de [a, b] tem imagem f(x¢) = x¢ sendo, assim,
um ponto fixo.

Figura 4.1: Ponto fixo 7 de um intervalo

Se qualquer extremo do intervalo for um ponto fixo, ou seja, se f(a) = aou f(b) = b,
o teorema esta demonstrado.

Caso contrario, devemos considerar f(a) > ae f(b) < b. Divida o intervalo I = [a, D]
em duas partes pelo ponto ¢y = aTH’ Continuaremos considerando que f(cy) # ¢o, ou
seja, ¢y nao é um ponto fixo ou o teorema estaria demonstrado. Indique por I; o
seguinte intervalo: se f(co) < cg entao I; = [a, col; se f(co) > co, 1 = [co,b]. Divida,
agora I; pelo seu ponto médio ¢; (¢; = “TJ“C ouc; = %b) Se f(c1) = ¢1 o teorema esta
demonstrado. Caso contrario teremos, por inducao, uma sequéncia infinita de intervalos
I, = [Pk, qx] com didmetro tendendo a zero, onde f(pg) —pr € f(qx) — qx possuem sinais
opostos. Logo, pelo Principio dos Intervalos Encaixantes, existe um ponto zy comum a
todos os intervalos. Vamos, por reducao ao absurdo, mostrar que xy é um ponto fixo.

Supondo que os pontos xg e yo = f(zo) sejam distintos e, sem perda de generalidade,

31
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vamos supor que f(zg) > xo. Assim, a funcdo f(x) — x assume valor positivo em

xo. Como essa funcdo também é continua, encontramos ¢ > 0 tal que f(z) —x > 0

b—a
2k

contém z, para todo k suficientemente grande, I = [pg, qx] C (xo — 0,29 + J). Logo,

f(pr) > pr e f(px) > pr que implica no absurdo f(px) — pr >0 e f(qx) — qr > 0, pois
estes deveriam ter sinais opostos. Portanto, f(z¢) = xo.

para qualquer x da d-vizinhanca de zy. Os intervalos [ tém possuem didmetro e
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4.2 Para o quadrado

Seja um quadrado )7 com os vértices marcados pelos niimeros 1, 2, 3 e 4, conforme

a figura 4.2:

Figura 4.2:

Se qualquer um dos vértices for um ponto fixo (f(p) = p), o teorema esta demons-
trado. Procederemos, entao, o caso f(p) # p.

Para cada n, existe uma particao p,, feita por retas paralelas aos lados do quadrado.
Seja, entao, a particao po: entre os 4 subquadrados existentes, pelo menos um possui
3 marcas distintas (Lema 1.6). Escolhamos um deles e o denotemos por o; deste
quadrado um ponto P = (z2,y2) é escolhido. Na particdo ps, um entre os 9 subqua-
drados tem pelo menos 3 marcas distintas. Entre eles, escolheremos um e daremos o
nome (3, onde escolhemos um ponto P; = (x3,y3). Repetindo o processo, chegare-
mos a particao p, e dentre os n? subquadrados um deles serd chamado @, com pelo
menos trés marcas distintas e, deste subquadrado, um ponto chamado P, = (z,, y,).
Como (P, P3, Py, ..., P,, ...) é uma sequéncia com elementos do quadrado I x I e I x [
é compacto (Proposi¢cao 3.10), existe uma subsequéncia (P,,, P,,,...) convergente a
Py = (zo,y0) € I x I.

Se algum vértice de alguma particao p, for ponto fixo de f, o teorema esti de-
monstrado. Suponha, entao, que para toda particao p, seus vértices nao sao fixados
pela funcao f. Assim, para cada particao p, iremos marcar todos os vértices com 0s
nameros 1,2,3,4 do seguinte modo: primeiro, obtemos o angulo p, p € [0, 27|, determi-
nado pelo vetor g%g em relagao ao eixo Ox; ap6s, usamos os resultados da Tabela
4.1 sempre observando as condigbes do Lema 1.6 (as marcas nos vértices contidos nos

lados do quadrado devem ser marcas iguais a uma das duas extremas do tal lado).
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Figura 4.3: Exemplo de particao p, com vértices marcados

Mostraremos que f(xo,%) = (%o,%0). Suponha, por redugdo ao absurdo, que
(x0,Y0) # f(z0,y0). Na figura 4.5, temos o quadrado @), dividido em 4 partes, sendo
uma delas contendo (z,yp) e uma outra contendo f(zg,yo). Como f é continua, po-
demos encontrar uma e-vizinhanga de f(zo,yo) contendo todas as imagens de uma
d-vizinhanga de (x,yp). Entao, para n suficientemente grande, o quadrado @,, estara
totalmente contido na J-vizinhanga de (zo,y9) (se n — oo, entdo o comprimento dos
lados dos quadrados tendem a zero) acarretando que os pontos de @, s6 podem ter no

méximo duas marcas, contradizendo a escolha de @,. Portanto, f(zo,v0) = (o, %o)

2 1

fu vl

/’

vl

3 s
Figura 4.4:
Angulo Marcas
p=0 2 ou 3
0<p<3 3
p=73 3oud
s<p<m 4
p=T loud
T<p<i 1
p:%’r 1ou?2
37”<p<27r 2

Tabela 4.1: Marcagao nos vértices de um quadrado com uma triangulacao



5 Conclusao

Mostramos aqui como os mateméticos podem apresentar invengoes para os curiosos
e demonstracoes sutis para os proprios matemaéticos. Neste trabalho, deixamos claro
que a Matematica nao precisa ser somente uma ferramenta para poupar o trabalho
dos matematicos. Pensamos que a relacao da Matemaética classica e a Matemética do
dia-a-dia deve ser mais atraente, mais vivenciada. E que isso nao fique apenas nas

brincadeiras das primeiras séries do mundo escolar.
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