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���	 ��� 
���	 �	 
��
�	 � 
������	

�	
���� �� ���� �� �������� ������� ��� �	 �!����	 1 � 2� "���	 ������ ��� �
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��
�	 � 
������	 # ��
���

$	���� � 	����� �� 
������� � 
��
�� �� ��� 
���� �������� 
�����	 �	 
�		����	

��	��
���	� (a) 	��� �� �������� 
�� ��
�� 
���� �������� �� (b) �%������ �� ��

������ ��	 ��
��� &��� � �!���� 
�
�� �� 
��
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��� ����	 ��
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���
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∗������

�� ���	
���� ����
�	
� ������� ��� n �	��������

������ �� �	�� ������ ��� �����
� �� ����� �� ���� �� ������

∗ 
���	�!���

(1) "��� ��� ���� ��#���$����� ����
��
�� �	�� ���$ ��� �	 ������

(2) %
���
�����
��� �� ��������� ��#�� ��
���� 	�� &��� �� 	� �	������ #�'���

∗ ��� �� �����

( ���� ����� �	�
�� ����� �� ����� ����#���� ��	������

)�
���*�� �	�
��� �������� ���������� ������� ���
���� �	�
�� �	�� ����� ��*

�	���� �+� &���� ��� ����� ������
����

,�
�� � ������� �	� ��#�� ����
���� � ����� �������� �� 
-���� �� ���������

��� �	��� ���.� / ������
��� � ���� 
	� ������ �� ����
�

��'*�� 	�� ���� ��� n �	������� � ��&
�� ���� �����
��� ��� �����
� � � •�
)��� 	� ��� ���� ��������� ����
�� �� ���$ ��� �	 ������

%
���
�����
��� �� ��������� ��#�� ��
���� 	� �����
� �� 	� �	������ #�'���

( ���� ����� �	�
�� ����� �� ����� ����#���� ��	������ )�
���*�� �	�
��� ��*

������ ���������� ������� ���
���� �	�
�� ���� �	������� ���	���� �+� �����
��

������
���� ,�
�� � ������� �	� ��#�� ����
���� � ����� �������� �� 
-���� �� ��*

�������

���	�� 0�1� "��� ��� 2 �������� * ������� ����� ��
��
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��
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 �������	� �
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���	����� �� ��������� I �� ���� �������� R � ��� ������� f ��� �		���� ������	

�� I �� R�  � 
��� ���� 
���� x ��	�� ��������� I
 �� ������ ��� ����� ��!��
 	�

�����	
���� �� "���� �"���� ���� f(x)
 ��#���	 ��� �	�� ������� � ��� ������� $

��������� I � �%����� �� ���	�
� �� ������ � � ���&���� ��	 ��������	 �� R �� '����

f(x) � �%����� �� ���
���� 
������

(�������������
 � ������������ �� ��� '����� � �����) � !��*�� ��	�� '����� � ���

���%� ��� 	� 
��� ������ 	�� �������� � ��
�	 �� 
�
��� +�#���	 ���,�� ��� ���

'����� f : R → R � �������� 	� ��� �		���� 
����	 
�-����	 �� x � 
����	 
�-����	

�� y = f(x)� . 
���������� ��	 
����	 � ����������� 
��� ��	�/���� �����	���� �����

���	�

�������� 	
�
 ����	 �	 
����	 
�-����	 �� 
���� x '����� 	�� δ���#��%�����  � X

� �� ���&���� ��� 	� �������� �� 
���� � x � �� �� 	��	 
����	
 � δ���#��%���� ��

x � � ���&���� �� 
����	 �� X ��&� ��	�/���� � x � ����� ��� δ� +� 
���� �� ��	��

!���������
 ����	 ��� � δ���#��%���� �� x
 �� 
����
 � �� ������� 0	�� � ��������1

��&� ���� � δ � � ������ � � 
���� x2 �� �	
���
 �	�� �
�
������ � ��� �	'��� 	�� �

���%� �����������

 � ��� '����� f : R→ R � �������� �� �� 
���� x 	� 
��� �������� ε > 0 ���	��

�� �"���� δ > 0 ��� ��� � ���!�� �� ���� 
���� �� δ���#��%���� �� 
���� x 	�

�������� �� ε���#��%���� �� 
���� y = f(x)� . ������������ �� ��� '����� �� 
����

x 	�!��*�� ��� 	� �������	 ��� ��#��%���� �������� �� 
���� y
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�������� �� ����	 �	 
����	 �� ������� ��#���	 ��� f � ���������

�
�������� 	
�
 . ���
�	���� �� '���3�	 ��������	 ���,�� � ���������

�������������  �&�� g : X → Y � f : Y → Z '���3�	 ����	 ��������	�
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����	�� �� ε����������� �
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� c� � � ���� � g 	
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 ��� ��	
���
 �
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������ �� ���	���� sn�

!��� ��
�������� 
	� ���
"���� 
���	�� 
��� (s1, s2, ..., sn, ...) �
� ����#����	�����

(sn)�

���������	
�

$���	�� �
� 
	� ���
"���� %xn& � ���#��'���� 
��� 
	 � 	��� x0 �� 
��� �
���
��

� 	��� ε ( ) �*���� 
	 � 	��� m ��� �
� 
��� ����� �� � 	���� n > m � ����+����

����� �� 
����� x0 � xn � 	���� �
� ε�

$� �
��� ���	�� xn → x0 ��'��,�� �
� �
���
�� ε-#�������� �� 
���� x0 
���
�

����� �� 
����� �� ���
"���� � 
����� �� ����� 
�������

.*�	
�� /0 � ���
"���� ���� ��,���� 
�� xn =
1 + (−1)n

n
� ���#��'����� !���0

• 1���� �� ���	����� �� 
������ �	
�� ��� �'
��� � �����

• !��� �� ���	����� �� ���
"���� �� 
������ 
�� %n = 2k&� ��	�� xn =
1 + (−1)2k

2k
=

1 + 1

2k
=

1

k
� 2�	�

1

k
< ε =⇒ k >

1

ε
�� n = 2k =⇒ k =

n

2
�

�����
n

2
>

1

ε
� !�������� n >

2

ε
� 3� 
�'��	�� m ������� ��� �
�

2

ε
< m ≤ 2

ε
+1�

� 
���� xn 
������� � ε-#��������� �� 0� 
��� ���� n > m

��
�	
�
� ��� 
��������� ��	�
������

3��� 
	� ���
"���� �� �����#���� �������� {I0, I1, ..., In} ��� �
� ���� 
	 ����� ���4

������� �� �������� %In ⊇ In−1� ∀n&� 3� �� ��	
��	����� ��� �����#���� �����	 � ����

�
���� n ����� � ��,����� ����� �� 
��������� ��� 	�� � ������� 	�� ����� ���	� �

�����	
����

3� ���� ���
"���� %s1, s2, ..., sn, ...& ���	��� 
�� ���	����� �� ����
��� S 
���
��


	� �
����
"���� %sn1 , sn2 , ..., snk
, ...& ���#��'���� � 
	 ���	���� s0 �� S� ����	�� �
�

S � ��
������

���������� 	
�
 5
���
�� ����
��� ,���� X �� R � ��	
�����

������������� 3��� %sn& 
	� ���
"���� ��	 ���	����� �� X� !���	�� �,�	�� �
�

�*���� 
	� �
����
"���� ��	 ���	����� �'
��� � s0 �� X� ����� ����� � �
����
"����

���#��'� 
��� s0 �
� � ���	���� �� X�



��������	
 ��

���������� 	
�
 � �����	
�� 

���� I = (0, 1) ��� � ����
����

��������	
��� ������ ��
 ��
��������
 �� ��������� �� I �
� ��� ������
 ��
�

��������
 ���
 � ���	������� 
 �� ����� �� I� 
 ��������
 sn = 1
n

��� ��
��������


�1
2
, 1
3
, 1
4
, 1
n
, ... ��� � ���	������� 
 !�

���������� 	
�
 � �����	
�� "���
�� I = [a, b] � ���������

��������	
��� i. 	
�� �sn
 ��� �
������� �
 ������ �
 I = [a, b]� ��������� � ���
��

���� [a, b] �� �
���
� �
�� �
��� ��� ��� ���� �
���
�� �
 �������
��� b−a
2
� ������

�������� ������ �
 �sn
� ����
��� � ��� �
���
 ��� I1 
 ���
 �� ����� �� �
�������

sn1 ∈ I1� ������ ��������� � ���
����� I1 �� �
���
� �
��� ��� �
���� �
���
� ����

�
��� ��� ��������
 �
 ������ �
 �sn
� �
���
��� ��� �
���
� �
 �������
���
b−a
22
�

��� I2 
 ���
��� sn2 �� �
������� sn ��
 �
��
��
 � I2� ��� n2 > n1�  �� ����!"��

�#�
��� ��� �
������� �
 ���
������ I0 = I = [a, b] ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ Ik...� ���
 �

�������
��� �
 Ik �
b−a
2k
� ���� � �������
��� ��� ���
������ �
��
 � $
�� � b−a

2k
→ 0

������ k → ∞
� �
��  ����%��� ��� ���
������ 
����&���
�� 
&���
 �� '���� ����� s0

�
��
�
��
 � ����� �� ���
������ Ik� k = {0, 1, 2, ...}�
ii.  ��� ������
� �'�
�� �
�� ε > 0� 
&���
 �� �'�
�� m ��� ��
 � �������
���

�� ���
����� Im�
b−a
2m
� � �
��� ��
 ε� ���� s0 ∈ Im� ����� �� 
�
�
���� �
 Im �"�


�
�
���� �� ε���$�����!� �
��
 ����� 
 ���#�� �
��� s0 ∈ Ik� ���� ������
� k ≥ m�

� ε���$�����!� �
 s0 ������ ����� �� 
�
�
���� �� ��#�
������� �snk

 � ������ ��

�'�
�� nm�

���� ���� �
������� �
 I = [a, b] ������ ��� ��#�
������� ����
��
��
 ���� ��

����� s0 �
 I� �
��� ��
 I � ���������

���������� 	
��
 ( �������� �� ����� R
2 � ���������

��������	
��� 	
�� Q �� �������� ����� ����� �
�
� ) 
 �"� �����
��� ��� 
�&��

Ox 
 Oy �� ����� ����
������ 	
��� ���#��� �pn
 ��� �
������� ������
� �
 ������

�
 Q� ��������� Q ��� �
��� �����
��� ��� ����� 
 �
��� �
�� ������ ������� �
���

������ ��������� ��
 ���� �
����� 1
2

 �
��� �� �
�
� ��� ��� ��������
 �
 ������

�� �
������� pn� ����
��� �
 Q1 = I1xJ1 
��
 �������� 
 �
�� pn1 �� ����� ��

�
������� ������� 
� Q1� ��������� Q1 ��� �
�� �
 �
��� �����
��� ��� ����� �
���

�
�� ������ ������� �
�
��� ������ ��������� ���� ����� �
 �������
��� 1
22

� 	��
��

�����
��
� 
��������
��� ��������� 
����&���� Qk = IkxJk ��� �������
���� ���

����� �
��
��� � $
�� ������ k �
��
 �� �������� ��� � �����%��� ��� ���
������ 
��

���&����� �
�
��� �� ����� x0 �
 Q �
��
��
��
 � ����� �� ��������� Qk� ���� ��

����� 3.4�

��
����� � ��#�
������� pnk
����
��
 ���� x0 �
 Q�  �������� Q � ���������



��������	
 ��

������ 	
�� 
�������� �� ��������� Qk ����������

���������� 	
��
 ��� ������ f �������� �� �� ��������� [a, b] ��� �������� ��!�����

� �������������" �� ��#�" ������� �� ������� ����� m � M ��� ��� m ≤ f(x) ≤ M !���

�������� x ∈ [a, b]


��������	
��� $�� ������� �� �%�����" ����� ��!�� ��� ��� ������ M " �� ��#�" ���

��� ������ �� ��������� [a, b] �� ������ ��!����� !��� � ������ f 
 $������ ��!��" �����"

��� ������� �� ��������� !����� �� [a, b] � x1 ��� ��� f(x1) > 1" x2 ��� ��� f(x2) > 2" x3

��� ��� f(x3) > 3" 


" xn ��� ��� f(xn) > n
 &��� � ��������� ' ���!����" �� ���������

(x1, x2, ..., xn, ...) ' !������� �%��� ��� ��%��������� ����������� !��� �� !���� x0 ��

[a, b] (!��� ���!��)��� �������������� � !�*!��� ��������� (x1, x2, ..., xn, ...) �����������

!��� x0+
 &��� f ' �������� �� x0" !��� �������� ε > 0 ������ δ > 0 ��� ��� � ������

�� ���� !���� �� δ,��-��.���� �� x0 �� �������� �� ε,��-��.���� �� !���� f(x0)" ��

��#�" !��� ���� x ����� ��-��.����

f(x0)− ε < f(x) < f(x0) + ε

&��� � ��������� xn �������� !��� x0" ����� �� !����� � !����� �� �� ����� �/����

n0 �� ��������� �� δ,��-��.���� �� x0 � !������� !��� ���� n ≥ n0" f(xn) < f(x0)+ ε

������������ �� ������������� f(xn) > n


$�������" f !����� �� ������ ��!�����


0�����������" !������ �������� ��� m (������ �������� �� f+ ������




������� �� ��	
� ��
� � � ������� �� ����� �	
���������� ��

��� ������	 
� ���
� ���� � � ������	 
� �	���

��
����
�����

������� �� ��	
� ���

����������� 	
�
 ������	 
�� �� ��
��
�� X ��� � ����������� �� ��
�� ��� 	�

���� 
���
��� ��
��� ��
��
�� f : X → X ���	��� �� ��
�� ���� �� 	���� ���� �����

x0 �� X� ����	 f(x0) = x0

�	�� ����������� � �� �
�����
�� ����� ����� �	�� �� 	� X ��		��� � ����������� ��

��
�� ��� �
��� 
���
��� ��
��
�� Y !��������� � X ���"�� ��� � ����������� ��

��
�� ���# $���� � ����
	������%

$��� g : X → Y �� !��������	�� � f : Y → Y ��� ��
��� ��
��
��#

$��� ϕ & g−1fg ��� ��
��� �� X �� X# ϕ � �"���� �� 	����
�� ��
����% ���������


� ��
�� x �� X ��������	 g ��
�� y & g(x) �� Y ' �� 	������� 	� ������ � ��
��� f


�� ��	���� 
� ��
�� f(y) & f(g(x)) �� ��
��
�� Y ' �
����
��� 	� ������ g−1� �"��
��

� ��
�� g−1(f(g(x))) �� X#

(��� � ��
��� ϕ : X → X � ��
��
�� )*����	���� +#�,� ���	�� �� ��
�� ��� x0 ��

ϕ%

���
�
�� y0 � ������ ��	�� ��
�� 
� !��������	�� g� ����	 y0 & g(x0)# �
���%

ϕ(x0) = g−1fg(x0) = x0

-�����
�� g 
�	 ���	 ���"��	 �� �
�����%

gg−1fg(x0) = g(x0) =⇒ fg(x0) = g(x0)

(��� g(x0) = y0

f(y0) = y0

(�
����
��� y0 � �� ��
�� ���#

������� �� 
���� �	
����������

.�	�� 	����� ���������	 
�� � ������� �� ��
�� ��� �� /���0�� ���� � �
�������

������� 
� 1������ �� 2���� 3
�������4���� ���� 	����%

�����
� 	
��
 )1������ �� ����� �
�������4���,

$��� f ��� ��
��� ��
��
�� �� I = [a, b] �� R ��� f(a) < f(b)# $� c � �� 
5����

���� ��� 
�� f(a) < c < f(b) �
��� ���	�� �� ��
�� x0 �� I �� ���� 
�� f(x0) = c#



������� �� ��	
� ��
� � � ������� �� ����� �	
���������� ��

��������	
��� i. �� c = 0 ������	 ��	
��� 
�� ���	
� �� ���
� x0 
�� 
�� f(x0) = 0�

�����������
�� ���������	 ��� ������ ���
���� F (x) : [a, b] → [a, b] �� ���� 
��

F (x) = λf(x)+x �λ 
= 0�� ��
� 
�� �	 ���
�	 ���	 �� F (x0) 	�� ���
����
� �	 ��� �	

�� f(x)!

λf(x0) + x0 = x0 =⇒ f(x0) =
x0 − x0

λ
= 0

�

" ����� λ ��� ������ F (x)� �� ��� 
�� � ������ f(x) 
��#� 	�� $�%��� ��
�����

���	 ��� 
������ � ���&��
� ���$��� �������� f 
�
�����
� �� ��
����� �� 
�������

'()* �� ����	 ��� ���������
� b− a� �+�$��� 3.5�

+�$��� ,�-! .������ �� /���� ��
������%���

���� �����	���� ,�00� 
���	 ���	 �1����	 m � M 
�� 
�� m ≤ f(x) ≤ M ����


���
��� x ∈ [a, b]� ��
� 
�� m < c = 0 � M > c = 0�

)�� � ���
�������� �� f � 
���	! f(x) < 0 ���� 
��� x ��2���� �� a �f(a) < c = 0�

� f(x) > 0 ���� 
��� x ��2���� �� b �f(b) > c = 0�� 3�$�� 
���	 �� ���
� x1 �� 
��

���� 
�� �	 ���$��	 �� 
���	 �	 ���
�	 �� [a, x1] 	�&�� ��$�
���	 � �� ���
� x2 ��


�� ���� 
�� �	 ���$��	 �� 
���	 �	 ���
�	 �� [x2, b] 	�&�� ��	�
���	�

+�$��� ,�4!

��&� λ = max
{

a−x1

M
, b−x2

m

}
� *����	
������	 
�� ���� 
��� x ∈ [a, b]� 
���	 (a)

F (x) ≥ a � (b) F (x) ≤ b !

(a)

(a1) ������� f(x) ≥ 0� �� 	�&�� �	 ���
�	 x 
�� ��� 	�� ���
�	 �� ��
������ [a, x1]�

.���	 λ ≥ a− x1

M
� 5�
�� λf(x) ≥ a− x1

M
f(x)�

)��� f(x) ≤M 
�� ������� �� −f(x) ≥ −M � ��
��!

λf(x) ≥ a− x1

M
f(x) =

a− x1

−M (−f(x)) ≥ a− x1

−M (−M) = a− x1



������� �� ��	
� ��
� � � ������� �� ����� �	
���������� ��

������� x �� 	
����
� � 
����� ��
��� �� ���������� λf(x) + x ≥ a− x1 + x� ���

	�
 �������� �� F � F (x) ≥ a− x1 + x�

���� f(x) ≤ 0 � f ������ �	���� ����
�� ��������� �� [a, x1]� ����� x > x1 ����
�

3.6�� ����� F (x) ≥ a 	�
� f(x) ≥ 0�

(a2) �� f(x) < 0 ����� λf(x) > 0 � 	�
����� F (x) = λf(x) + x > x ≥ a�

∴ F (x) ≥ a 	�
� ���� x ∈ [a, b] �����

(b)

(b1) �� f(x) ≥ 0 ����� λf(x) ≤ 0 � 	�
����� F (x) = λf(x) + x ≤ x ≤ b�

(b2) ��	���� f(x) < 0� �� ����� �� 	����� x ��� ��� ��� 	����� �� ����
���� [x2, b]�

 ���� λ ≥ b− x2

m
� !���� λf(x) ≤ b− x2

m
f(x)�

���� f(x) ≥ m ��� ��	��"� �� −f(x) ≤ −m� ������
λf(x) ≤ b− x2

m
f(x) =

b− x2

−m (−f(x)) ≤ b− x2

−m (−m) = b− x2

������� x �� 	
����
� � 
����� ��
��� �� ���������� λf(x) + x ≤ b− x2 + x� ���

	�
 �������� �� F � F (x) ≤ b− x2 + x�

���� f(x) ≥ 0 � f ������ �	���� ����
�� 	�������� �� [x2, b] ����
� 3.6�� �����

F (x) ≤ b 	�
� f(x) ≤ 0�

∴ F (x) ≤ b 	�
� ���� x ∈ [a, b] ���#�

$���� 	�
 �3.1� � �3.2�� F (x) ∈ [a, b] 	�
� ���� x ∈ [a, b]�

ii. %�
� � "��� c 
= 0� �����
���� ��� &����� F (x) : [a, b] → [a, b] �� ���� ���

F (x) = λ[f(x)− c] + x �λ 
= 0�� '����� ������

F (x0) = λ[f(x0)− c] + x0 = x0 =⇒ f(x0) = c

��������� ��	�� �� ��� &����� 
��� "���(��� f 	����� f(a) < 0 � f(b) > 0� �����

���� &����� 	������ 	��� ������ ��� 
��) 
��� �� ����
���� [a, b]� %���� �� f(a) < 0 �

f(b) > 0� ����� ����� f(a) < 0 < f(b) �� �� �"�
�� "�� � ���
��� ���#� �*���� x0 ���

��� f(x0) = 0� �� ����� x0 + ��� 
��) �� &������
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�

����� ���� 
� �	����	

��� �� �� ��	
��
��

�������������	 ��
�� 
���
	 ����
�������

 ��� 
�
������
 ��������� 

��� 
 ���


���� �
 �
��
 ��
� �� f : [a, b] → [a, b] � ��� �����
 �
������	 
�� �����
 ��� ��

�
��
 �
 ���
 �
 ����
 �
  ������
 Q ! [a, b] × [a, b] � �� ���
 ������
 �� Q� "
�



 �����
 �� f ���� �� �
��
 x0  �� �����
���� � ����
��� �
  ������
	  �� �


��

�
��

 �� ���� y = x� #
�
 �	 
 �
��
 x0 �� [a, b] ��� ������ f(x0) = x0 
���
	 �

��	
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