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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo da teoria de homologia e cohomologia

(absoluta e relativa) de grupos ce suas relações com cesta Leoria para

espaços topológicos. Além disso, estudamos aplicações do invariante

E(G,S,M) (definido em [3]), onde (G,S) é um par grupo e M é um

1oCG­módulo, às teorias de grupos e pares de dualidade e decomposição
de grupos, nos casos particulares M = Zoe M = XZaCG..

Abstract

Tn this work we study the Homology and Cohomology ol groups (absolute
and relative) and its relatious with the theory of topological spaces.

Furthermore, we apply the invariant E (GS, M) (as defined im [3] ),
where (G,S) is a group pair and M is a ZaC­module, to the group

and duality pairs and groups splittings theories, in lhe particnlar cases

M = X%a and M = %oC.
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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é estudar a teoria de homologia e cohomologia absoluta e relativa

de grupos, suas relações com esta teoria para espaços topológicos e através destas teorias estudar o

invariante algébrico E (G,S,M) onde G é um grupo, S = (S;i E 1) é uma família de subgrupos

de índice infinito em GeMéum ZaG­módulo, nos casos M = Zoe M = ZoG, isto é, estudar
os invariantes E(G,S,X%a)e E(G,S, ZoG) aqui denotados por E (G,S)e E(G,S) respectivamente.
Além disso estudaremos aplicações destes dois invariantes no caso em que G e S satisfazem certas

propriedades de dualidade e no caso em.que G se decompõe sobre certos subgrupos.
“O invariante algébrico E (G,S, M) foi definido por Andrade e Fanti em [1] da seguinte forma:

E (G,S, M) = 1 + dim ker ((resi)je),

onde res; : H* (G;M) — IH (Si; M) é a aplicação induzida , no nível 1 de cohomologia, das inclusões
icS;= O.

Em [1], Andrade e Fanti se dedicaram ao caso em que $ = (S e M = Z2(G/S) obtendo vários
resultados e aplicações do invariante E (G, S, Z2(G/S)) denotado por E (G,S), à teoria de grupos e

pares de dualidade.

Para cada ZoG­módulo específico M podemos tentar obter novos resultados e aplicações. Os
casos M = Z2G ce M = Za, que enfocaremos neste trabalho, foram considerados em [3] e nossos
estudos nestes casos foram baseados nesta referência.

A seguir relataremos sucintamente o objeto de estudo em cada capítulo.

No Capítulo 1 recordaremos no Parágrafol.1 alguns resultados sobre módulos projetivos, que

serão úteis no decorrer deste trabalho e introduziremos o conceito de RG­módulos, onde R é um anel

comutativo com unidade e G é um grupo denotado multiplicativamente.

Em 1.2 definiremos R­resoluções projetivas de M e faremos alguns exemplos de RG­resoluções

projetivas de NR, entre elas a resolução padrão que utilizaremos em 2.3, e veremos como obter res­

oluções livres de ft sobre RG via topologia, a saber, através de CW­complexos X cujo o recobrimento
universal é contráctil. Um espaço deste tipo é chamado K(G, 1)­complexo, onde G = 71 (X); que serão
importantes no Capítulo 2.

No Parágrafo 1.3 veremos que as várias resoluções projetivas de um R­módulo M são todas homo­

topicamente equivalentes, faremos uma breve recordação de funtores e demonstraremos o importante
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resultado: “See: F— Mee : F'— M são resoluções projetivas de M e T é um funtor aditivo então
TF e TF'são homotopicamente equivalentes”, que garante que os grupos de (co)homologia H* (G; M )
e H.(G;M) são bem definidos.

|

No Parágrafo 1.4 introduziremos o conceito de funtor coinvariante, que será útil em 2.1.

Em 1.5 estudaremos os módulos induzidos e coinduzidos, módulos estes muito importantes em

todo este trabalho principalmente na relação, dada pelo isomorfismo de Shapiro, da (co)homologia de

um grupo G com a (co)homologia de um subgrupo S de G, na obtenção de resultados sobre grupos e

pares de dualidade e no estudo dos invariantes E' (G,S)e E(G,S).

No Capítulo 2, estudaremos à (co)homologia absoluta de um grupo G.
Em 2.1 definiremos os grupos de (co)homologia de um grupo com cocficientes em um RG­módulo

M, a saber:

HG;M)=H, (« Qu) e Hº (G;M) = 1H* (HomgeG(F,M))
' RC

ondee : F— R é uma RG­resolução projetiva de R. Faremos alguns exemplos e aplicações tais como:

“Se G é um grupo ciclico finito não trivial então Z não admite resolução projetiva de comprimento

finito sobre ZG”.

No Parágrafo 2.2 daremos um interpretação topológica para H"* (G;M) e H.,(G;M) no caso em
que M é um RG­módulo trivial, isto é,

H"(G;M) = H*(K(C,); M) e H.(G;M) = H.(K(G,U;M).

Esta interpretação é importante pois nos permite calcular a (co)homologia de um grupo G através

da (co)homologia do espaço (CW ­complexo) K (G,1).

Em 2.3 estudaremos os grupos 17 (G; M) e 11º (G; M) que têm interpretações especiais ,a saber:

“Se M é um RG­módulo trivial então H1(G;M) > Gar O M e H'(G;M) > Homxz (Gar, MY”
onde Gay denota o grupoG abelianizado.

z

No Parágrafo 2.4 observaremos que H*(G;—) e H,(G;—) são funtores covariantes e veremos

H"(—;—) e HH. (—;—) como funtores de duas variáveis.

Encerrando o Capítulo 2, faremos, no Parágrafo 2.5, um breve estudo da teoria de decomposição .

de grupos, isto e, estudaremos G que se decompõe sobre um subgrupo S na forma G = G17 *s Ga

(produto livre amalgamado) ou G = G1*s7 (extensão HNN). Também veremos como se comporta a
(co)homologia de grupos deste tipo através das sequências de Mayer­Victoris.
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No Capítulo 3 veremos o conceito de (co)homologia relativa para um grupo G e uma família
S=(Ssiel) de subgrupos de G.

Em 3.1 veremos a definição de H.(G,S;M) e H"(G,S;M), devida a Bieri­Fickmann [5] e também
a definição equivalente de cohomologia relativa H* (G,S; M) devida a Ribes [16].

No Parágrafo 3.2 estudaremos a funtorialidade da (co)homologia relativa e obteremos sequências
exatas longas em (co)Jhromologia para o par (G,S).

Assim como para a (co) homologia absoluta de grupos, veremos em 3.3 uma interpretação topológica

para a (co)homologia relativade grupos, a saber: “Se M é um RG­módulo trivial então:

H(G,S;M) = 1, (K((G,S), I);M) e 1 º(G,S;M) = 1 (K((G,S),D;M)

onde K ((G,S),1) denota um par de CW­complexos (X,Y), onde X = K(G,1) e Y é um subcom­

plexo cujas componentes conexas são K (S;, l1);en, chamado par Eilenberg­MacLane". Através desta
interpretação topológica podemos calcular a (co)romologia relativa de grupos usando a (co)homologia

de espaços.

Finalizando o Capítulo 3, estudaremos em 3.4, os importantes conceitos, entre outros, de grupos

e pares de dualidade, suas interpretações topológicas e exemplos via topologia.

No Capítulo 4 estudaremos o invariante algébrico E (G, S; M).
Em 4.1, veremos a definição deste invariante e suas propriedades principais.

No Parágrafo 4.2, nos deteremos ao caso em que M é o ZaG­módulo trivial Z2o. Veremos a relação
de EN (G,S5) = E(G,5;Z2) com as teorias de decomposição de grupos e pares de dualidade. Entre

outros resultados veremos que “Se (G,S = [Si, i =1,...,r)) é um par de dualidade de Poincaré, com

[G : S;] = oo e G finitamente presentado, então E'(G,S) = 2—­r + dim Hh—1(G;Z2)” e um resultado

que fornece uma condição necessária para que um grupo G se decomponha sobre um subgrupo S.

Finalmente em 4.3, estudaremos o invariante E(G,S) = E(G,S, £Z2G), que também tem relação
com as teorias de decomposição de grupos e grupos e pares de dualidade. Entre outros resultados,

veremos que E(G,S) fornece uma condição necessária para que (G, 5) seja um par de dualidade, isto
é: “Se (G, 5) é um par de dualidade de dimensão n (n > 1), então E(G,S) = 1”.

Nos Capítulos 1 à 3, R denotará um anel comutativo com unidade, mas estaremos interessados
unos casos em que R = Z oukRk= 4%, e especificaremos cada um destes casos quando se fizer
necessário. No Capítulo 4 trabalharemos com R = Za pois estaremos interessados em ver os grupos

de (co)homologia como Zo­espaços vetoriais e assim poder usar o conceito de dimensão.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Módulos Projetivos e RG­Módulos

Neste parágrafo recordaremos alguns resultados sobre módulos projetivos e introduziremos o

conceito de RG­módulos, onde G é um grupo.

Definição 1.1.1 Um módulo P é chamado R—projetivo se existe solução para todo problema de

aplicação do tipo abairo, onde M' — M — M'" é uma segúência exata de R­módulos.

P

PLA ae Nº
1MM à MM SM

Uma solução para cste problema consiste de uma aplicação v : P — M' tal que ioyv=y.

Lema 1.1.1 Todo módulo livre é projetivo.

Demonstração: [7], 1.7.2

Lema 1.1.2 As seguintes condições para um R­módulo são equivalentes:
(1) P é projetivo

(i1) Toda seqúência exata 0 M' > M — P — O cinde.

(it) P. é somando direto de um módulo livre.

Demonstração: [7], 1.8.2

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Exemplo 1.1.1 Sejam RR um anel e e E R um elemento idempotente, isto é, eº e. Então o ideal à

esquerda he é R­projetivo.

De fato, seja nx : ? — Te dada por n(r) = re.

Dado r E , temos que r = re = a E kerm pois, n(r — re) == re — re? =re=­re"­O0.
Portanto r= a +re ondeaEktermereEReo.

Agora ker N Re = (0) pois, z E ker NRe=>n(x)=0Ox=re=xe=0exr=re=>re?
res=(Qsr=0

Portanto R = kern ED Re.
Como R é R­livre temos, pelo Lema 1.1.2 (ii), que Re é R­projetivo.

Exemplo 1.1.2 (Exemplos de módulos projetivos que não são livres).

a)

Temos 3º = 3­.3= 93 eporlanto 3d é idempotente.
Logo, pelo exemplo anterior, Zçe63 = 10,3) é Meo­projetivo. Agora se Zed fosse Ze­livre

Zed =PZ=> 2X teria no mínimo 6 elementos.

Portanto Zç6ô não é Ze livre.

b) Considere Ze = XZ%2 PÃZ3. Pelo Lema 1.1.2 (ii) Z2o é Ze projetivo. Mas Mo não é Me livre
pelo mesmo motivo do item anterior.

Dcfinição 1.1.2 Um R­módulo M é chumado R—plano se para qualquer sequência exata curta de

R­módulos 04 A — By C—>0a sequência

0 AGQM — BOOM > COM 0 é exata.
R R : R

Lema 1.1.3 Todo módulo projetivo é plano .

Demonstração: [11], 1.9 exercício 9E.

Definição 1.1.3 Sejam R um anel comutatico com unidade 1 e G um grupo denotado multiplicati­

vamente. Seja RC o R­módulo livre gerado pelos elementos de G. Daí um elemento de G é expresso
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unicamente na forma 9º ag, onde a, E R e a, = 0 para quase Lodo g.
1€CG

Em RG definimos a' multiplicação

D 060 . YX> Buh = > av bhgh
gEeC nec qhet

e uu SOTNA

27º |+| 37 A) =2/(09+69)s
a€G agEeG ae

que fazem de RG um anel comutolivo com unidade le, onde e é o elemento neutro de G, chamado

anel grupo de € sobre R.

Obscrvação 1.1.1 Neste trabalho estaremos interessados em trabalhar com RG­módulos, nos casos

R= MA ouR= Moe sempre que necessário especificaremos o anel a ser utilizado.

Para melhor caracterizarmos RG­módulos necessitaremos do conceito de ação de um grupo em

um conjunto.

Sejam G um grupo e X um conjunto não vazio. “Uma ação (à esquerda) de G em X é uma
aplicação 9: GxX X — X, (g,x) => Q(g9,x) = gx satisfazendo, para todo x E X, as condições:

a) cr=x (e: elanento neutro de G).

b) (g1g2)r = g1(goxr),Ygi, go E G.
Equivalentemente, uma ação de G em X é um homomorfismo E: G — Bij(X) dado por

(9) = v, tal que py (x) = gx onde Bij (X) = (f: XX; f é uma bijeção) é um grupo com a
operação de composição.

Para simplificarmos a notação, escreveremos g: X— X em lugar de gg: X — X.
Se X tiver estrutura de grupo (aditivo) e quisermos preservar esta estrutura através da CG­ação,

exigiremos que a aplicação g : X — X seja um homomorfismo de grupos, isto é, que & satisfaça a

condição adicional:

c) g(x1 +xo)=9r1+ gro,Vv9g EGEex 2 EX.

Assim, uma ação de G em um grupo aditivo é um homomorfismo é : G — Aut(X), onde Aut(X)
denota o grupo de automorfismos de X.

Agora, se X é um espaço topológico, é natural que queiramos que a G—ação preserve a estrutura

topológica de X.
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Para isso exigiremos que a aplicação g : X — X seja contínua, para todo g E G.
Deste modo, uma ação de um grupo G em um espaço topológico X é um homomorfismo

1: G— Homeo(X) onde Homeo(X) denota o grupo dos homeomorfismos de X.
Observe que neste caso, se considerarmos em G a topologia discreta, a ação 9: GX X — X

é uma aplicação contínua.

Sempre que tivermos um grupo G atuando em um conjunto X chamaremos este conjunto de
G­conjunto.

Dizemos que X é um G­conjunto livre se a ação de G em X é livre, isto é, gr = x para algum

TIEXSgI=E.

Dizemos que X é um G­conjunto trivial se a ação de G em X é trivial, isto é, gr =x,Vr E X
eVvgEG.

Proposição 1.1.1: Seja R um anel comutativo com unidade, G um grupo (multiplicativo) e A um

conjunto não vazio. Então A é um RG­módulo (à esquerda) se, e somente se, À é um R­módulo

munido com uma ação de G em A.

Demonstração: Seja À um RG­módulo. Temos que À consiste de um grupo abeliano munido com
um homomorfismo p : RG — End(A), onde End(A) denota o anel dos homomorfismos de A.

Este homomorfismo p induz uma ação de G em À dada pela aplicação 9: GXA y A

definida por é (9,a) = ga = p(9) (a).
Além disso podemos definir um homomorfismo P: R— End(A) dado por p(r) = p(re), onde e

denota o elemento neutro de G. Com este homomorfismo 5 fazemos de A um R­módulo.
Reciprocamente, dado um R­módulo A munido de uma ação é : G — Aut(A), temos induzido

um homomorfismo p : RG — End(A) dado por p [ >) ag |= >:agv(g).
9EG

'

Este homomorfismo, junto com a estrutura de grupo abeliano do R­módulo A, faz de A um

RG­módulo, como queriainos. "

Observação 1.1.2 a) Seja e: RG — R a aplicação aumentação usual definida pore(9) = 1,v9g E G
= ) age(g)= >" a,

94€G gEeG

Se A é um RG­módulo trivial e a= XY" aç9g E RG então am = (z ) m =X ag(gm) =9€EG 9EG g9€EG
= ce (a) m.
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b) Todo R­módulo M pode ser visto como um RG ­módulo se considerarmos em M a G—ação trivial.

Em particular um anel R pode ser visto como um RG­módulo trivial,

Neste trabalho, a menos que se especifique o contrário, veremos R como RG­módulo trivial.
c) Para todo grupo G a única estrutura de Z2 como ZoG­módulo é a de Zo9G­módulo trivial.

De fato, seja é : G — Aut(Z2) um homomorfismo tal que vp (9) = vv.
Como Aut (Z2) = (id) temos que pq = idg,, V9g E G.
Portanto à única C­ação sobre Zoo é a trivial.

Definição 1.1.4 Seja X um G­conjunto ex E X. Definimos a G­órbita de x como o conjunto

G(x)=Ígr;g9€E C).

O seguinte resultado será útil nos parágrafos seguintes:

Proposição 1.1.2 Seja X um G­conjunto livre e seja [LL um conjunto de representantes para as

G­órbitas em X. Então RX (R­módulo livre gerado por X) é um RG— módulo livre com base E.

Demonstração: [7], 1.3.1.

1.2 Resoluções Livres e Projetivas

Definição 1.2.1 Seja R um anel (comutativo com unidade 1) e M um R­módulo. Uma resolução
de M sobre R ou uma R­resolução de M é uma sequência exata de R­módulos

4 62 4
61 7 Ecs PSA MSF SM=O0.

À aplicação e : Faqy— M é chamada aplicação aumentação. Se cada F; é livre, dizemos que a resolução

é livre. Se cada F; é projetivo dizemos que a resolução é projetiva.

Notação: e : F — M denotará uma resolução de M.

Lema 1.2.1 Dado um R­módulo M sempre podemos construir uma resolução livre de M sobre R.
Demonstração: Sabemos que todo R&­módulo M é o quociente de um R­módulo livre ([14], 1.4.6).

Isto é, M = Fo/Ao, onde Fo é R­livre.
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Soja e: Fo — Fo/Ao, dadapore(x)=2T, a projeção canônica.

Temos que kere é submódulo de Fo e então kere = F1/A1, onde F'y é livre.
Seja 61 : Ff] — kere = F;1/A, a projeção. E procedendo sucessivamente desta maneira obtemos a

seguinte ft­resolução livre de M : ... — Ts 8 FF, s ROMs. =

Exerplo 1.2.1 Se F é um R­módulo livre então 0 F E rsdéuma R­resolução livre de F.

Exemplo 1.2.2 Seja M um R­módulo, onde R é um domínio de ideais principais. Temos que

M > 2, onde Fo é livre. Como R é domínio de idêéais principais temos que qualquer submódulo de
um R­módulo livre é livre ([14], 1.4 ex. 4G). Logo Fy é livre, pois é submódulo de Fo.

Assim temos que 0 — F7 Í Fo ZM 0, onde i : Fr m— Fo é ainclusão ep: Fog Méa
projeção, é uma R­resolução livre de M.

Resolução Padrão

Uma resolução projetiva de bastante importância no estudo de homologia e cohomologia de um
grupo Géa resolução padrão.

Considere a sequência eSom o Po mm 1 = om R— O, onde cada Fr éêo
R­módulo livre gerado pelas (n + 1)­uplas (909,91, ­­­, gm) de elementos de G.

O operador bordo 67 : Ff — Fn­1 é definido por
n

ón(go,­­­, gm) => "(1 (901... om)
i=0

nos geradores e estendidos por linearidade.

A aplicação aumentação e : Fo — R é definida por e(go) = 1, V go E C, e estendida por lneari­
dade.

­ ôn 6
,Afirmação: O complexo ... = Fr 3 Fr So DI RROSRS0 é exato.

De fato: Mostremos primeiramente que F' é contráctil. Para isso vamos construir uma homotopia h

entre idr e 0 ([7], 1.0).

hn(go,­­­,gm) =(e.90,­­.,m) sen>O
hn(1) =(e) sen=­l..

Defina hn : Fh — Fn41) por:
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Claramente eoh1=id

hoetóroho=id

hnY10óntóngfiolha = id
Logo, temos que 4 é homotopia de cadeia e assim idgp, — 0. Portanto Fº é contráctil. Mas, se um

complexo C€ é contráctil então C é acíclico, isto é, H4(C) = 0, VY q ([7], 1.0).
Assim temos que F é acíclico e portanto o complexo é exato.

Considerando a G­ação em F, definida por g(g90,91,­­­,m) = (99099­­.,99Mm) e

Xn = ((90;­­.,9m) ;9;: E G, Vi), temos que X, é um G­conjunto livre pois, 9 (90, ­­­, 9n) = (990,­­­, 99) =

(Io.m) e PS gse
Seja E um conjunto de representantes para as G­órbitas em X,. Assim, pela proposição 1.1.2,

F,= RX, é um RG­módulo livre com base E.

Vamos considerar representantes especiais para as G­órbitas em Xn. Tomemos como representante

da órbita de (go, ­­­, gn) o elemento (1, h1,..., hn) onde h; = 93 'g9;. Este elemento pode ser escrito na .
forma (1,41,4112,...,l1to...tn) onde th = halihn­

Portanto como basc para o RG­módulo livre Fr, podemos tomar as (n + 1) ­uplas da forma

(1,91) 9192, I192++­ In): E assim temos que ... — Fr & Fnaa Soo MO RS 0é uma
resolução livre de R sobre RG chamada resolução padrão.

Vamos agora introduzir a' notação bar.
Denotemos (1,491, 9192;­­­, 9192 ­­­ gn) por [91 | go | ­.­ | gn) eassim temos que ón [91 | ga | ­.. | gnf=­""

(C1)idilg1 |+| gn) onde

911/92 |... | on) sei=0
dilgi ld... onh= [g1 |... | giz | giga: | giro |... | on) se O0<i<n

[1 | ana se i=n

Observação 1.2.1 a) Fo=([ ]) onde [ | =1, com 1 denotando o elemento neutro de G.

b) Fo> RC.

De fato,defina é : Fo — RG por g(a[ |) = a. Claramente & é isomorfismo.
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Resoluções de R sobre RG via topologia

Veremos agora como obter resoluções livres de RR sobre RC atráves de um espaço topológico

especial (chamado CW­complexo) no qual G atua. Para isto precisaremos rever e introduzir alguns
conceitos.

Recordemos primeiramente o conceito de CW­complexo:

Definição 1.2.2 Um espaço de Hausdorff X é um CW­complero se X possui uma coleção de

subconjuntos fechados o (onde q representa dimensão (q = 0,1,2,...) e j varia sobre um con­
junto de índices Ja) e uma família de subespaços fechados X'ECXl Cc... Cc XTC... com
X1= UÚ oi (por definição X7* = 0) e s7 = oinNXIA, satisfazendo as seguintes propriedades:

PSq

jEeJp

1) o? — 2 encontra o — sf somente quando p= q ci=)j.
2) X = U(/X.

3) Para cada oi, eriste uma aplicação di : Dt — Xº (onde Dº é o disco de dimensão q) que
leva S17* (esfera de dimensão q — 1) sobre f e aplica Dt — SI) homeomorficamente sobre o — fi.

—l( Observação: S7* é o conjunto vazio.)

4) S intercepta um número finito de conjuntos (o1 — sf) .
5) Um subconjunto Y de X é fechado se YN oi é fechado em o Va=0,1,...eVj Eq,

onde o possui a topologia quociente de Dº (via di).

Notação: Em um CY— complexo X, e? denotará a célula aberta de dimensão q (e? = 0191— f9).

Como exemplos de CW —complexo temos:

Exemplo 1.2.3 (a) A esfera S":

S=edue”,
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(bh) O toro T:

T=ecºUeluciUe?.

EC?

(c) À soma conera de 2­toros:

THT = ce UelUu...UelUe?.

(d) O bouquet de 3 círculos:
3

oSi= Uecluel.
i=lq

Definição 1.2.3 Um G­complexo é um CW ­complexo X munido com uma ação de Gem X que

permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X então gS = S, Vg EG. Sea

ação de G em X permuta livremente as células dizemos que X é um G­complexo livre.

Note que, como a ação de G emX induz um homeomorfismo À: X — X definido por
Va (x) = gx, temos que se o é uma célula de X então go é uma célula de X cuja dimensão é a mesma
de o.

Dado X um C­complexo podemos formar o complexo de cadeias C.(X, R), onde CX(X,R) é o
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R­módulo livre gerado pelas células de dimensão n. A ação de G em X induz uma ação em C.(X, R)

da seguinte forma:

9 (a1o01 +... +anon)i=a19g0) +... + angon.

Deste modo Cx(X, R) torna­se um complexo de cadeias de RG­módulos.
Definimos e : Co(X, RR) — R por e (vo) = 1 nas O­células vo de X e estendemos e por linearidade.

Note que e é uma aplicação de RG­módulos pois guo também é O­célula c a ação de G em R é

trivial.

Nosso objetivo é mostrar que se X é um G­complexo livre contráctil então Cx. (X,R) é uma

RG­resolução livre de R.

Seja Xx= (0 EX; o é uma n­célula).
Temos que Cn (X,R) = RXn (R módulo livre gerado pelas n­células). Como X, C X e X é

G­complexo livre temos que X, é um G—conjunto livre e assim, pela Proposição 1.1.2, Cv (X, R)
um RG­módulo livre com base E; onde E é um conjunto de representantes para as G­órbitas em Xn.

Para ver que se X é contráctil o complexo

­— CrA(X,R) & Cn1(X,R) — ... 5 CX,R) à R — 0 é exato, basta lembrar que X
contráctil implica que X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto e deste modo

R se j=O0
H;i(X,R) = Hj((1o) , R) =

O caso contrário

e assim o complexo acima é exato

Daí temos uma resolução livre de R sobre RG.

Como aplicação deste fato temos:

Exemplo 1.2.4 Seja R=%Z, X=Rº eG=ZQPZ.
X é contráctil e além disso X é um G­complexo livre pois,

(ZFEZX)XMº 3 HR
((n1,n2), (t,7)) — (Mm+x,na+y)

é uma ação de £Z DZ em IR? que leva célula em célula livremente. Logo pelo visto anteriormente
temos que o complexo

1 CAR?) 1.2 OUR?) => A (Rº) = C(R) É Z=0

10
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, os 7 "
|

2 : : Oo ,é uma resolução livre de Z sobre ZG. Mas Ch(IR) = 0 para n > 2 pois 1º não tem células de
dimensão maior que 2. Determinemos Ci(IRº) para 1 = 0,1,2. Para isso calculemos as órbitas das
células.

1 1qrat) Crea one

7
nm) Grim)

4,4)

Z
(00)

17 G(0,0) := ((n1,n2) ­ (0,0) ; (n1,n2o) E Z DZ) = ((n1,n2); (mn) EZPDAZ)

Portanto temos uma única G­órbita de O0­células. Daí Co(X) = ZG

= (lnn2), (1 +Ln2))); (n,no)EXZ PZ) e

)
Assim temos 2 órbitas de 1­células: &G ([(0,0), (0,1)]) e G ([(0,0), (0,1))).

Portanto CI(X) = ZGPDZC.

+ G (100,0), (1,0)] x [(0,0), (0,1)]) =: ((n1,n2) ­ (10,0), (1,0)] x [(0,0), (0,1)]); (n1,n2) E ZEOZ) =
= (l(n,n2), (nm + 1,n2)] x [(n1,n2), (m,na+1)); (n1,no) E ZDAZ).

Logo temos uma única órbita de 2­células e daí Co(X) = ZCG.
Deste modo temos que 0 — ZG 8 zZG PZG E ZCÊZS0éuma resolução livre de Z

sobre % (Z DZ).

Consideremos agora Y um CW­complexo e Y ­» Y um recobrimento de Y. Por [20], 6.9.2 temos
que YéumCW­complexo onde as n­células o de Y são simplesmente as componentes conexas de
Pp (0), onde o é uma n­celula de Y ep |;: 9 o é homcomorfismo.

Prova­se facilmente que o grupo das transformações de recobrimento, G, atua em Y permutando
as células e por [17], 5.6.1 temos que a ação de G em Y é livre.

Agora do fato da ação de G em Y ser livre e de p > ser homeomorfismo temos que G permuta
livremente as células de Y. Deste modo temos que Yéum G­complexo livre, onde G é o grupo das
transformações de recobrimento.
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Portanto, pelo que vimos anteriormente, se Y for contráctil o complexo celular aumentado de Y é

uma resolução livre de R sobre RG, onde Cr (E, R) é um RG­módulo livre com um elemento básico
para cada órbita de n­célula em Y.

Agora, se Y for recobrimento regular temos, por [17], 5.8.1, que G opera transitlivamente em
p (x), isto é, G(E£) = p! (x), V Z E p”* (x), donde concluímos que cada n­célula de Y nos fornece
uma órbita de n­células em Y. Deste modo temos quesenp: Y — Y for recobrimento regular contráctil,

Cn (É, R) é um RG­módulo livre com um elemento básico para cada n­célula de Y .

O CW­complexo particular que definiremos abaixo é um CW­complexo que satisfaz todas as

condições que referimos anteriormente.

Definição 1.2.4 Consideremos Y um CW­complexo satisfazendo as condições:
(1) Y é conezxo

(ii) m(Y)=G
(it) O recobrimento universal X de Y é contráctil (note que sempre existe recobrimento universal de

x, [20], 6.9.1 e [19], 6.7 e que o recobrimento universal é regular).
Tal CW ­complexo Y é chamado complexo de Eilenberg­Maclane do tipo (G, 1), ou simplesmente,

K(G,1) ­complexo.

Nota: Algumas vezes é conveniente notar que a condição (ii) da definição acima pode ser substituída

por (11): H;i(X)=0paraiz>2 ou ainda por (331)": m;(Y)=0 para i >2. ([7], 1.4).

Obscrvação 1.2.2 a) Se Y é recobrimento universal de um CW­complexo Y temos que Yéum
G—complexo onde G = 7, (Y).

b) Neste trabalho admitiremos o importante resultado de que dado um grupo G, sempre existe um

K(C,1)­complexo ([7], 8.7.1).

Exemplo 1.2.5 Sejam G = 4% D...PÃZ (grupo abeliano livre de posto n)eY = S! x S!x...x S!

(toro n dimensional). O recobrimento universal de Y é Y = IR", que é contráctil, e m(Y) = G.
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Portanto Y é um KN(C, 1)

Exemplo 1.2.6 Seja G = F(5S) o grupo livre gerado por um conjunto S.
Scja Y = VS: um bouquet de círculos.
Temos que Y é um CW­complexo de dimensão 1 com exatamente I­vértice e uma 1­célula para

cada elemento de S e que 71(Y) = F(S).
Além disso Y é conexo e se X é o recobrimento universal de Y temos que X tem dimensão 1

(pois p: X — Y é homeomorfismo local) e portanto H;(X) = O para i > 2.

Portanto, Y é um K (F(S),1).

Lema 1.2.2 Se X é um G—complexo livre compacto então G é finito.

Demonstração: Seja X/G o espaço das órbitas de X. Temos que p: X — X/G é recobrimento

regular e G atua livremente em X como grupo das transformações de recobrimento ([13/, 1.5 er.

5.10).

Dado xo € X/G, p"'(&o) = G(xo) e G(ão) está em correpondência 1­1 com G. Agora a fibra

vp '(xo) é discreta e fechada.
|

Suponha p”! (Xo) infinita. Como p! (&o) é compacta, pela propriedade de Bolzano­Weierstress
p"' (xo) tem um ponto de acumulação e este está em p* (xo) . (Absurdo, pois p' (xo) é discreta).

Logo p7' (5) é finita e daí G é finito. =

.

F

Exemplo 1.2.7 Sejam g um inteiro maior ou igual a 1 e G = (ar ...,ag,b1,...,ba; IT fai,bi] = 1) isto
i=1

é; G.é o grupo com geradores a,...,a79,b1,...,bq e à única relação 1 [ai] = 1 onde
fai,bi] = abra! br! (G é infinito, (19), 6.4.3). =

G é o grupo fundamental da superfície orientada Y de genus q (soma conera de q toros) ([17/,4.5
Exemplo 5.3)

Vamos provar que Y é um K (G,1).

Seja X DZ Y o recobrimento universal de Y. X é não compacto, pois se X fosse compacto,
pelo lema anterior,G seria finito. Daí nós temos que X é uma superfície não compacta e conexa e

portanto por [13], 22.25, Ho(X) = O. Como HyxÕ(X) = O para k > 2, pois X tem dimensão 2, temos
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que HE(X) = O para k > 2. Logo Y é um K(G,1).

A Proposição a seguir é consequência imediata do que vimos anteriormente.

Proposição 1.2.1 SeY é um K(C, 1) então o complexo celular de cadeia aumentado do recobrimento

universal de Y é uma resolução livre de R sobre RG. =

Exemplo 1.2.8 Como vimos no Exemplo 1.2.6,Y = V Si é um K (F(S),1)­complexo, onde F(S)

é o grupo livre gerado por S.
=

Sabemos também que Cn(Y, R) tem um elemento básico para cada n­célula de Y (já que Y é
recobrimento universal de Y, e assim é regular). Assim, tomemos xo representante da única G­órbita
de vértices de Y. Daíxo gera o RG ­módulo livre Cor, R). Logo ColY, R) >= RG.

Como base para or, R) tomemos para cada s E S uma I­célula, orientada no sentido positivo,

es que é projetada sobre Si. Podemos supor que es tem como ponto inicial xo, pois se isto não ocorrer
substituímos es por um outro representante er que tem xó como ponto inicial.

O ponto final de es é então sxo.

Portanto ó(es) = sro = xo = (s — 1)xo.

Daí temos ­««— 0 — RG Í RG É RO é resolução livre de R sobre RG.

Exemplo 1.2.9 Se S = (t) então G = F(S) é cíclico infinito. Neste caso a resolução do exemplo
anterior se reduz à «= 03 RGT RGÉóRSO.

Resoluções Períodicas via Ações Livres em Esfera

O nosso objetivo é obter uma resolução livre de R sobre RG através de um G­complexo livre X
P N . P P DT ARS

E

. . .que é homeomorfo à esfera de dimensão ímpar Sº*k1. Para isto necessitamos dos seguintes Lemas:

Lema 1.2.3 G atua trivialmente em Hor 1(X,R)=R.

Demonstração: Faremos a demonstração primeiramente para o caso R= 4%.

Como G atua livremente em X temos quevQ: X — X dado por vp. (x) = gx é um homeomorfismo

sem pontos fixos se g £ 1.
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2k—1
,

.

Seja Ag, = "32 (—1)*tr (pg). ;5 onde (pads i: Hi(X,Z) — H;(X,Z) é induzida de pQ no nível i
i=

:
:

de homologia, o número de Lefschetz de vq. Pelo Teorema do ponto fixo de Lefschetz, A4, =0 ([22],

pag. 174 ou [7], 1.6 ex. 1), e assim tr (g)x.o — tr (Pg). ox­1 == O.
Como X é conexo por caminhos temos f.o = id, Vf : X — X. Daí tr (Cg)x,o == 1 pois

HoWX, ZM) =X.

Logo tr (Pg). ox1 =1 e então (Pad. orx=1 = id, pois Hog 1(X, X) = %.
Portanto C atua trivialmente em Ilog1(X,%).

Agora, por [13], 29.12 temos que Ho 1(X,R) = Hop 1(X,Z)QR = R. Como Ré um
RG­módulo trivial, temos que g (aQr) = ga Qgr = a Qr, Va Qr E Fo (X,R).

Portanto Hon1 (X, R) => R é um RG­módulo trivial.

Lema 1.2.4 À sequência 0 => R > Cor 1(X,R) Nie SE CX, R) 2 CX, R) OS R 0 é exata,
onde n ; RAR — Cor 1(X,R) é à inclusão, e C;&(X,R) é o RG­módulo livre gerado pelas células de
dimensão é, uma em cada órbita de células.

Demonstração: Considere a sequência

ETA0 keróags É Cox1(X,R 3 CAI(X,R) 8 Co(X,R) É RO.

Como dar : Con(X,R) = (0) — Cop 1(X,R) é aplicação nula, e Ho 1(X,R) = R, temos que

keróono] O R.

Como H;(X, R) = O para 0 <i < 2k — 1 temos ker 6; = Imói4,1 para O <i<2k—1.

Agora Imó, = kere, pois H9O(X, R) = R > EA
A partir da sequência acima obtemos uma resolução livre de R sobre RG que é periódica de

período 2k. De fato, denotando C,.(X,R) por Cx e considerando o diagrama

R

e Nº

= AQs q 2% Copy <<

construímos a seguinte sequência:

F) nos— Caça3O 3 Co 3 Cor
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Claramente ker(noe)=Imó, e Imínoe)=keróog—, e assim (1.1) é uma resolução livre de
R sobre RC. =

Como aplicação do Lema acima temos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.10 Seja G um grupo cíclico finito de ordem nº com gerador £.

Consideremos S* vista como um CW­complexo com nº vértices (que podem ser indentificados
com as raízes n­ósimas da unidade) e nº 1­células. &

Denotando por vo, v1, ­.., vn) os vértices e e; = [vi vin1] as 1­células de S! definimos a ação de
G em S! por thu; = VRk+i € tre; = ex+i, k=0,...,n— 1, i=O0, LL... nl.

Claramente esta ação é livre e permuta livremente as células.

Agora v; = t'vq e ej=teo, i=0,...,n—Ll.

Dar, existe uma única órbila de O­células e uma única órbita de 1­células, o que nos dá

9 (S,R) = RG e (S',R) = RG.
Assim, pelo fato anterior, temos a seguinte resolução livre de R sobre RG

nos& pe" rRcSRnRGóéRSO0

Vamos determinar 67 enoe:

Temos ó1(eo) = vi — vo = tug — vo = (t — 1)vo. Daí67 é a multiplicação por t — 1.
Para determinar n o e, observe que se N = 1+t! +... +t"! então Neg gera IH) (S';R) = R.
De fato:

R >= H(S';R) = Mes = ker6! , pois Imó2z = (0).
Temos que eg + teg + tºeg +... +t* leg E keró, pois

6 (ep+teo+...+t MTle)=(14+t+...+11) 61(0o) =
= (I+t+... +17!) (t= 1)ug= (= 1)ç=O0.

Além disso, temos que se « = ageg +... +an—1t eo E keró, então é fácil ver que
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(an1 — ao) vo + (ao — a1)tuo + ­­­+ (ana — ani)vg = 0.

Mas Co(X,R) é um R­módulo livre que tem como base as O­células fuo, tuo, ... 1”! vol. Então
ag=a1=...= ant. Doíx = ap(eg+teo+...+t* leo) =aNey e temos H(S),R)= keró] = (Neo).

Como Irmn(n oe) = keró,, temos que (no e)(vo) = Ney, e assim (noe)(lng) = N.

Logonoe é a multiplicação por N.

Portanto, temos a sequinte resolução periódica, de período 2, de R sobre RG:

ss RreTP ret ReconcóRrnsO

1.3 Resoluções e Complexos de Cadeia Homotopicamente Equiva­

lentes

Dado um R­módulo M, temos que M admite várias resoluções projetivas. Nesta seção veremos

que todas essas resoluções são homotopicamente equivalentes. Aqui estaremos usando alguns con­

ceitos sobre compleros de cadeia tais como: aplicações de cadeia, homotopia de cadeia, complexos

homotopicamente equivalentes, etc., que podem ser encontrados em [7], 1.0.

Também faremos uma breve recordação sobre funtores e demonstraremos que se T é um funtor
aditivo ee: F > M e€6!: FF M são resoluções projetivas de M então TF e TF' são homotopi­

camente equivalentes. Este resultado será importante no capítulo 2 para a definição da cohomologia e

homologia de um grupo.

Lema 1.3.1 Scjam (C,d) e (C'/,d!) complexos de cadeias e seja r um inteiro. Seja (f;: Ci — Ci)i<r
uma família de aplicações tal que d!f; = fiz1d; para i <r. Se C; é projetivo para i > r e H;&(C/) = O

para i > r, então (/;);<r se estende a uma aplicação de cadeia f : C — C' e f é única a menos de

homotopia.

Demonstração: /7/, 1.74.

Tcorema 1.3.1 Dadas resoluções projetivas F e F! de um módulo M, existe uma aplicação de
cadeia preservando aumentação f : F — F', única a menos de homotopia e f/ é uma equivalência .
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de homotopia.

Demonstração: Sejame: F— M ee: F— M duas resoluções projetivas de um módulo M.

Podemos então formar os complexos de cadeias aumentados com M na dimensão ­1.

6 o ss Rh &M 20 520
ho : fo lid 10 10

— Fi — Fl — Fl M 2 qo — O

ComoF; é projelivo e F! é exata podemos aplicar o Lema 1.3.1 para r = —1. Logo a família de
aplicações acima se estende a uma aplicação de cadeia f : F — F', única a menos de homotopia.

Note que f preserva aumentação pois E ofo=idoe=e.

Analogamente exisle uma aplicação preservando aumentução f! : EF — F
E)

— F — Fo M

th to 1 id

Fi Fi M

VA 1 1d

— PP” Fo M ss O

Agora, temos que ffof: F— F estende idy. Mas id: F— F também estende idy. Assim pela

unicidade do Lema 1.3.1 temos fã o fo mm idm, ..., Sho fnmidr,.
Portanto f'o f e idp. Analogamente Íf of ide.
Logo f é uma equivalência de homotopia.

Definição 1.3.1 Um funtor covariante T (respec. contravariante) da categoria de R­módulos na

categoria dos grupos abelianos é uma associação que a cada R­módulo M associa um grupo abeliano

T(M) e a cada homormorfismo de R­módulos f : M — N associa um homomorfismo de grupos
abelianos T(f) : TIM) — T(N) (respec. T(f) : TIN) — T(M)) tal que:

T(idn) = idrtm) e T(g os) =T(9) o T(S) (respec. T(g0 f) =T(S) o T(9)).
Se T(f+g)=T(F)+T(g) dizemos que T é aditivo.

Exemplo 1.3.1 Seja Mp a categoria dos R­módulos (à direita) e 9 a categoria dos grupos abelianos.

Scja F um R­módulo (à esquerda).
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Definimos Tp : Mp > G do seguinte modo:

TF(M):= MQF eTr(f)i= MOF NQF tal que TP (S) (n Qre) := / (m)Qu ez para todo
R R R :

homomorfismo de R— módulos f : M — N . Claramente Tr é um funtor covariante aditivo.

Exemplo 1.3.2 Analogamente se F é um R­módulo (à direita) e RM denota a categoria dos
R ­módulos à esquerda, temos que a aplicação Sp : RM — &G definida por SF(M) = FM e

R

Sr (f) (9 &Qm) = x & f (m) para todo R­módulo à esquerda M e todo R­homomorfismo f: M— N
é um funtor covariante aditivo.

Exemplo 1.3.3 Com as mesmas notações do exemplo anterior, temos que se F. é um ft­módulo
(à esquerda) a aplicação Hp :g M — G definida por HP(M) = Hompe(F,M) e pela aplicação

HF(f): Home(F,M) — Hompe(F,N) tal que Hr(f)(Ê9) = foçonde S: My Néum R

homomorfismo, é um funtor covariante aditivo e Lp : Mr — G dado por Lr(M) = IHompe(M,F)

eLr(f)(p)=7 of, é funtor contravariante aditivo.

Dados um complexo de R­módulos C e um funtor T consideremos o complexo de cadeias TC de

grupos abelianos obtido aplicando T à C termo a termo.

Lema 1.3.2 Se T é um funtor aditivo então T preserva homotopia de cadeias, isto é, se h é uma
homotopia de cadeia entre as aplicações /,g : C — C', onde C e C/ são complexos de cadeias; então

T(h) é uma homotopia de cadeia entre T(f) e T (9).
Demonstração: Suponhamos T um funtor covariante (se.T for contravariante a demonstração é
análoga).

Considere o diagrama

é E)Ca = C1 3 Oo
É

PNR LIZh nto fho
6! ó! 8!

— Cs ­ Ci > OQ 8e CO

Como h é hormotopia de cadeia, temos: hob +ó6'oh=/f—qg.([7], 1.0)
T é aditivo T é funtor covarianteTé funtorDaí T(ho6+6'oh)=T(f—g

= T(h) o T(6) + T(6') o T(h) = T(f) — T(g).

T(ho6)+T($'oh) = T(f)—T(g)
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Logo T(h) é uma homotopia de cadeia entre T(f) e T(g).

Proposição 1.3.1 Dadas duas resoluções projetivas de M, e: F—y— M ee! : F! — M, então T(F) e

T(F') são homotópicas.

Demonstração: See: F—> M ee!: = M são resoluções projetivas de M então pelo Teorema

1.3.1 existe uma equivalência de homotopia entre F e F!. Isto é, eristem f: F— Fl eg: F— F

aplicações de cadeia com fog­­nidr: egofo­nidr, onde h eh! são homotopias de cadeia.

Assim pelo lema anterior T(h) é uma homotopia de cadeia entre T (gof) e T(idp) = idqT(p)
eT(N) é uma homotopia de cadeia entre T(fog) e T(idr). = idqirpn. Portanto T(f) é uma
equivalência de homotopia entre T(F) e T(F').

|

—

Observação 1.3.1 Temos que HH,(T(F)) (homologia no nível n do complexo de cadeia T(F')) depende

somente de T c M (a menos de um isomorfismo canônico), pois complexos de cadeias homotópicos

possuem homologias isomorfas ([7], 1.0).

A seguinte definição será útil nos capitulos posteriores:

Definição 1.3.2 Sejam C e D duas categorias e T1,To : C— D dois funtoresó. Uma trans­

formação natural h : Ty — To é uma aplicação que a cada objeto X em C associa um morfismo

A(X) : TI(X) — Ta(X) de forma que se f : X — Y é um morfismo então o seguinte diagrama é
comutativo:

Tine) “É nm)
h(X) ! 109

To (X) Ta (Y)

Se h(X): T1(X) — To (X) possuir inversa dizemos que h é um isomorfismo natural.

1.4 Colinvariantes

Sejam G um grupo e M um RG­módulo (à esquerda).

Definição 1.4.1 O grupo dos coinvariantes de M, denotado por Mg, é o quociente de M pelo

subgrupo aditivo gerado pelos elementos da forma gm — m, com g E Gem E M, isto é, se
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MA=(gm—m; gEG, m E M) então Ma=":

Lema 1.4.1 Mg = ROrnÇM, onde R é visto como um RG­módulo à direita com G­ação trivial.

Demonstração: Faremos a demonstração primeiramente para R= 4.

Seja &: Mo — ZQOrgreM dada por p(m) = o (mM+A)=1Qzam.
É fácil ver que 1 está bem definida e é homomorfismo de grupos. Para provar que é isomorfismo

vamos definir uma inversa %v para o usando a propriedade universal do produto tensorial ([16], 5.11).

Considere o diagrama universal |

dUxM LE, Ma
PP

1 ”

ZEQOUM
zo

onde fí(r,m)=r­m=(m+...+m) (r vezes).

Temos que:

(1)S (ri +ro,m)=(r1 +ra)i=n mm + ras f (rm) +f (rom)
(1)f (ri, ma + ma) = r1(ma+ mo) = r1 (MM + Ma) = rm rima = f(ra, ma) + S(rimo)
(ii) f(ra,m) = f(re(a),m) =re(a)m e f(r, am) =r (am) =r (e(o0)m) = re(a)W.

Assim f(ra,m) = f(r,/vam), vreZ, mEM e a E ZG. Logo, pela propriedade universal

do produto tensorial existe um, único homomorfismo v : % DM — Mec dado por v(rQOzem) =
r,m) = rm. Claramente 4% é inversa de q.P

Agora R(Q M = Z% (Q M ([5/, pg. 4) e assim Mg = ROrREeM.
RG PA)

Em vista do lema anterior, se M é um RG­módulo, muitas vezes identificaremos Mg com

R Qro M.

Temos, em vista deste mesmo lema e das propriedades do produto tensorial o seguinte resultado:

Lema 1.4.2 Se F é um RG­módulo livre com base (e;) então Fg é um R—módulo livre com base

Demonstração: /7/, 2.2.3.

Definição 1.4.2 O funtor ­ = ROrg ­ definido da categoria dos RG­módulos à esquerda para a
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categoria dos grupos abelianos é chamado funtor de coinvariantes.

Seja C 1. = OC = Co — 0 um complexo de cadeias. Denotaremos por Cg o seguinte complexo

RG hnG .

Vimos que para qualquer grupo G sempre podemos tomar 1º a resolução padrão. Neste caso

denotaremos Fe por C.(G).

Finalizando, introduziremos um conceito dual ao conceito de coinvariantes que será útil no prórimo

capitulo.

Definição 1.4.3 Dado um RG­módulo (à esquerda) M, o grupo dos invariantes de M é o conjunto

MC (m EM; igm=m,Yg€E G).

Proposição 1.4.1 Iompg (R;M) = MC, onde R é um RG­módulo visto com G­ação trivial.

Demonstração: Defina 4 : HomeC (R;M) > MC por v(f) = fS(1). Claramente y definida desta
maneira é um isomorfismo. )

1.5 Módulos Induzidos e Coinduzidos

Para introduzirmos o conceito de módulos induzidos e coinduzidos falaremos, primeiramente, de

ertensão e coextensão de escalares.

Sejam R, 5 anéis ea: R—y S um homomorfismo de anéis.

Seja M um S­módulo à esquerda. Podemos ver M como um R­módulo à esquerda, denotado por

Res,M, definindo em M a multiplicação hu: RX M — M dada por u(r,m)=r*m=a(r).m.

Obtemos deste modo um funtor da categoria dos S­módulos (à esquerda) para a categoria dos

R­módulos (à esquerda) denominado restrição de escalares.

Através do homomorfismo a podemos ver S como um R­módulo (à direita) definindo a multi­

plicação n: S x R—S dada por n(s,r) = sa(r) (multiplicação no anel).

Assim podemos pensar no produto tensorial S (&) M.

Nosso objetivo é definir em S & M uma S­multiplicação à esquerda e assim ver SQM como um
R

S­módulo (à esquerda).
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Definimos então por 1 : S x (SQRM) — SOR M por v(s,5 Qnm)=ss Qrm

Observando que (s's)r = s'(sr), Vs,s ES eVr E R prova­se facilmente que (s&u,v) é
:

R

um S­módulo (à esquerda).

O S­módulo à esquerda SQM é dito ser obtido de M por extensão de escalares de R para S.
R :

Observação 1.5.1 Existe uma aplicação natural 1: M — S Q M definida por im) := 1Qnm.
R

Desde que 18pntTm = a(r) Qrm = a(r) ­ (1OQRm) para qualquer r E R temos que ilrm) =
=r*ilm), isto é, 1 é uma aplicação de R­módulos.

Lema 1.5.1 Dados S­módulos (à esquerda) M e N, uma aplicação de R­módulos f: M—y N eum
homomorfismo de anéis a : R — S existe uma única aplicação de S­módulos 9: SQ&M — N tal que

R

goi=/f.

Demonstração:
tM “+ SQM

POR

SNS
N kt

Se a aplicaçãoq existir, deve satisfazer 9(s Qrnm) = sa(1Gnm) = sa(i(m)) = sf(m).
Assim, definindo 9 (sQnm) := sf (m) temos que g é única.

Observação 1.5.2 Se no lema anterior M = N e f = idy temos que a aplicação à é um

R­monomorfismo.

Proposição 1.5.1 Dados S­módulos (à esquerda) M e N e um homomorfismo de anéis

a: R— S temos: HomeR(M,N) >= Homs (squ.o).R

Demonstração: Aplicando o lema anterior podemos definir q : Hom R(M, N) — Homs (s SOM, n)R

por g(f)(s Qnm) = g9(s Qhm) = sf(m).

Claramente q é um homomorfismo de grupos e além disso nv: Homs (s S&S M, n) — Home (M,N)
: R

definida por Á(g)=90i é inversa para &.
|

=

Vamos considerar agora uma construção dual na qual usaremos Hom no lugar de &.
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Dado um R­módulo M (à esquerda) consideremos o grupo abeliano Hom R(S, M) onde S é visto
­ como R­módulo (à esquerda) com a multiplicação r*s = a(r)s. Desde que rx(s­s)=(r*s)­s

podemos definir em Homp(S, M) uma S­multiplicação à esquerda da seguinte forma:

vv: 5x Hompe(S,M)— Hompe(S,M)

definida por v (s, f) (Ss!) = (sf)(s') = f (s's), que faz de Hom p(S, M) um S­módulo (à esquerda).

O S­módulo Hom p(S,M) é dito ser obtido de M por coextensão de escalares de R para S.

Obscrvação 1.5.3 Existe uma aplicação natural x : Hom R(S, M) — M, dada por n(f) = f(1).

Note que n(r* f) = n (a(r)f) = (a(r)S) (1) = f(a(r)) = f(r*1) = rf(1) = rn(f).

Então x é uma aplicação de R­módulos (vendo o S­módulo Hom p(S, M) com um R­módulo por

restrição de escalares).

Lema 1.5.2 Dados S­módulos (à esquerda) M e N, uma aplicação de R­módulos

ff: Ny Mecum homomorfismo de anéis a : R — S, existe uma única aplicação de S­módulos

9: N— Hompe(S,M) tal quer og=/f.
Demonstração:

Para provar o Lema 1.5.2 note que se q existe deve satisfazer sa(n) = g(sn) para s ES,n E N.
Daí, sg (n) (1) = 9 (sn) (1) e assim g(n)(s) = g(sn)(1) = n (g9(sn)) = f(sn).

Logo definindo gq: N — Homp(S,N) por g(n)(s) = f(sn) temos que q é único.

Proposição 1.5.2 Dados S­módulos (à esquerda) M e N eum homomorfismo de anéis a: RS

temos que Homs (N, Hom p(S, M)) = Hom eR(N, M).
Demonstração: Aplicando o Lema 1.5.2 temos bem definido um iwsomorfismo.

v: Homp(N,M) — Homs(N, Homr(S, M)) dado por v(f)=9 tal que 9 (n) (s)= f(sn).

Exemplo 1.5.1 Sejase : RG — R a aplicação aumentação e M um RG­módulo.Então o R­módulo
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RQM obtido de M por extensão de escalares de RG para R é simplesmente Meg e o R­módulo
RG

Hom p&(R, M) obtido de M por coextensão de escalares de RG para R é MC.

Consideremos agora o caso particular RII SS RG, onde H é um subgrupo de G ea é a aplicação
inclusão.

Se M é um RG­módulo podemos ver M como um RH ­módulo através da inclusão.

Neste caso denotamos o RH ­módulo M por Res M (módulo restrição).
Considere agora M um RIL­módulo. O RG­módulo obtido de M por extensão de escalares, será

denotado por IndG M. Ássim

IndGM = RC Q&Q M
RH

(Neste caso a extensão de escalares é chamada indução)

Da mesma forma, o RG­módulo obtido de M por coextensão de escalares será denotado por
CoinaM. Daí

CoindGM = Hompey (RG, M)

(Neste caso a coextensão de escalares é chamada coindução).

Observação 1.5.4 Se H = (1) temos RH x R. Deste modo Ind, M —m RGQM é chamado
R

módulo induzido c CoindyM = Iomp(RG, M) é chamado módulo coinduzido.

Proposição 1.5.3 O RG ­módulo IndGM contém M como um RI! submódulo. Além disso temos
que Ina M = EE gM, onde E é um conjunto de representantes para as classes laterais à esquerda

EE

de H em G e gM denota o conjunto obtido de M (visto como R/IH­submódulo de InadÉM) sob a ação
de G.

Demonstração: Como G= |) gH, onde E é um conjunto de representantes para as classes laterais
9€E

à esquerda de II em CG, temos por [7], pag. 13 que RG = &E R(gH)= QD a(RH). Daí
9E E 9€E

mam = (Est) gu­ & (gOnH M) : (1)
: g9E€E RH 4g€E€E :

onde 9 Qny M = (gOnym:m E M).

Agora, g Qny M, pode. ser indentificado com M via a bijeção gQRYm +P m. Em particulor
18Qpy M — M, onde 1 denota o elemento neutro de GG.
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Considere o RI ­momomorfismo i : M — RG (Q& M dado por i(m) = 1 Qnym (ver observação

1.5.2).
"”

Esta aplicação aplica M isomorficamente sobre 1Qnn M. Deste modo, através da indentificação
18 M = M podemos ver M como um RH ­submóduo de Ind M.

O somando 9 GQny M de (1) é o conjunto obtido de M = 1 rn, M atráves da ação de G, desde
que 9 (1Qnym)=9BQnm. Identificando g Qrnnn M com gM lemos demonstrada a Proposição.

Obscrvação 1.5.5 De modo análogo à indução, pode­se mostrar que M é um RII­submódulo de

gm segEeH

O c.c.

e que CoindGM = ]|gM, onde E é um conjunto de representantes para as classes laterais à
g9EE

esquerda de H em C&.

CoindSM atráves do mergulho p : M — CoindGM definido por p(m)(g) =

A aplicação p se estende a uma RG­homomorfismo à : RG (& M — Homen (RG, M) (pelo Lema
RH

1.5.1). Esta aplicação pode ser identificada com a inclusão canônica da soma direta no produto direto

([7], pag. 70) e assim podermos ver IndGM como um RG­submódulo de CoinadGM.

Proposição 1.5.4 Se (C' : II) < co então IndM > CoinadGM.
Demonstração: Se (G : II) < co temos que a soma direta e o produto direto coincidem e assim

IndGM = CoindGM.

Proposição 1.5.55cja M um RG­módulo. Então existem RG­isomorfismos naturais:

a) IndGresSM > R(G/H)QM, (com G­ação diagonal).
R

b) CoindS (resGM) = Hom R(R(G/H), M) (com G­ação diagonal).
Demonstração:

a) Seja Ff: RG XxX M — R(G/H)QM definida por f(g,m) = 9H Qngm nos geradores e estendida
R ,

por linearidade.

Mostra­se facilmente que f está bem definida e é biaditiva. Logo por [16], 5.1.1 existe

v: RG SM > R(G/I)QM khomomorfismo definido por v(g Qua m)=a2HQrngm.
RIH R

Claramente v: é uma aplicação de RG­módulos.
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Agora considere 7 : R(G/II) x M — RG (Q& M definida por g(gll,m) = gQrng9 '"m nos ge­
RH

radores e estendida por linearidade. É fácil ver que g está bem definida e é biaditiva e assim novamente

por [16/, 5.1.1 existe o homomorfismo q : R(G/IDNQG M —­ RG QM definido por
d(gH Qnm) = 9Onng *"m.

* "

Assim como à, q também é uma aplicação de RG ­módulos.

Além disso, verifica­se facilmente que q =").

Portanto Ind Res M = R(C/II) =. M.
b) Defina q : HompeN(RG,M) — Home (R(G/H), M) por ée(fF)(gI1) = 9f(g7!). Claramente q é

homomorfismo de RG ­módulos ev: Hom pe (R(G/I), M) — Hom pn(RG, M) definida por v(f)(x) =

efe?) é inversa para q. |

=

Segue imediatamente desta proposição o seguinte resultado:

Corolário 1.5.1 IndGR = R(G/H).

Proposição 1.5.6 Soja G um grupo e denote por PG o conjunto das partes de GG. LEntão
Coindf Za = omg, (Z2G,%o) = PG e o MaG­submódulo Z29G = Ind %a é levado por este
isomorfismo em FG = (FCG:F é finito).

Dermnonstração: À aplicação " : Homg, (Z2G, Za) — PG dada por df) = (gEG:S(g)= Né"
Í o

1seg!eaA
um ZoaC­homomorfismo cuja inversa é dada por 1 (A) = fa; fa(g)=

|

O ce.

Além disso atráves do Z2G­monomorfismo é : MG — Ilomg, (Z2C, %£2) dada por
1 sex=9"!

v(g)(x1) = nos geradores e estendido por linearidade podemos ver Z2G como um
O c.c.

ZoCG­submódulo de omg, (Z2G,%Zo).

Verifica­se facilmente que 9 (Pp (Z2G)) = FG isto é Z2G é levado por é em FC.

Finalizando este parágrafo enunciaremos sem demonstração, três proposições bastante úteis neste

trabalho, principalmente no capítulo 4.

Proposição 1.5.7 Scjam S eT subgrupos de G ce E um conjunto de representantes para as classes
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duplas S4T. Para qualquer ZoT—módulo M, existe um ZoaCt­isomorfismo:
; ta; ; Tg! noResSInadfM = Q Ind Resggrç­19M (Fórmula de Mackey).

9EE
Demonstração: /7/, 3.5.6.

Proposição 1.5.8 Se M é um ZoS­—­ módulo e N é um ZoC­módulo então temos o AaG­isomorfismo
NO!naZa a naS(ResSN & M), onde o produto tensorial da direita tem S­ação diagonal e do da
esquerda G­ação diagonal.

Demonstração: /1/, 1.2.10.

Proposição 1.5.9 Sojam GG éumgrupoe S um subgrupo de G com [G:S|]=c0co então
y G(Inag M) = O para qualquer RS­módulo M.

Demonstração: /1/, 1.2.11.
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Capítulo 2

(Co)Homologia de Grupos ­ Produtos

Livres Amalgamados e Extensões

HNN

2.1 A definição de H,(G;M) e H*(G;M)

Antes de definirmos Homologia e Cohomologia faremos alguns preliminares em (Q& e Iom pG,
RG

onde R é um anel comutativo com unidade.

Dado um RG­módulo à esquerda M, podemos ver M como um RG­módulo à direita, definindo a

seguinte G­ação em M : m*g=g97 I'm, Vvg EG, VY]nE M.

Observação 2.1.1 Sc M e N são RG­módulos, já vimos que M ce N são naturalmente t­módulos.

Em M (& N podemos definir a G­ação 4 (nm Qhpn) = gm Qrn gn, chamada G­ação diagonal.
R

Proposição 2.1.1 Sejam M e N RG­módulos (à esquerda). Então MQN = (MQ&rN)c =
RG

MEO, := CTA onde À =< gm Qugn—mQOnn, VvnmQnnEMQN, vYJEC>.
R

Demonstração: Considere em M (QN a relação (m * 9) Quan =mOQOngn, Vv]nEM,, VgE G.
R

:

4
.

NM NE fácil ver que MON = MON
RG

Considere agora em M (QN a G­ação diagonal e seja A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos
R
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da forma gm Qugn —mQOnn, VYJIEGeVmQOnn EMO N.
R

MQO,NDaí em (M Qua N) = —ZE estamos identificando elementos da forma gm Gngn com m Brun,
VYnEN eVgeE CG.

Im, para todom EM eg€EC.Mas m = gg”

Assim, se identificarmos gm Qn gn com mB pn é o mesmo que identificarmos gm (Qnhn =
= m*9gQnn commQBngn.

Portanto temos M (Q N = (M Qu N)o.
ho

Corolário 2.1.1 MON =NQM.
RGDemonstração: M QN (MQrNe ­ (NQnM)c=NQM.

RG RG

Considere agora Hom R(M,N) onde M e N são RG ­módulos à esquerda.

A ação de Gem M e N induz uma ação em IlomR(M,N) dada por gf (x) = 9f (9 'x).
Note que o uso de gq! para definir a ução é necessário devido a contravariância de Hom na

primeira variável.

Com isso, demonstra­se facilmente o seguinte resultado:

Proposição 2.1.2 HompeG(M,N)= Hompe(M, NJ.

Vejumos agora a definição da (co)homologia de um grupo G.

Se «— Fr, fes Fey yo Pa 2 Fo ÊRS0éuma resolução projetiva de R sobre RG e M
é um RG­módulo podemos formar o complexo de cadeias:

FORM : + Fr OneM > Fn1 Ong M — ­—­ FORM ? FoOrneM — 0 onde
dr = OL Qid.

Também podemos formar o complexo de cocadeias

HompG(F,M) : O & Hompc (Fo, M) Ss Home (Fi, M) — ­­ — Homee(Fn,M) ja O

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



onde 6x (f) = f o dx41.

: Definição 2.1.1 i) O n­ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é definido por:

HG;M)=Hn (« Qu) .
no

31) O n­ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

H”(G;M) = H" (Hompee(F,M)).

Observação 2.1.2 a) As definições de H.(G;M) e H*(G; M) independem da resolução projetiva

e: F— R escolhida (a menos de um isomorfismo cânonico). De fato:

See': Fl! — R é uma outra resolução projetiva de R sobre RG, vimos em 1.3 que os complexos

FQOMerFQM são homotopicamente equivalentes (pois — Oro M é um funtor aditivo). Assim
RG RG

H.(FOngM) = H.(F'OrgM).
Da mesma forma os complexos HompeG(F,M) e Homge(F', M) são homotopicamente equiva­

lentes e temos H* (Homga(F, M)) = H* (HomaG(F',M)).
b)/Se tomarmos R = M com G­ação trivial então H.(G;R) = H,(F&QrneR) = H.(RQOrnGF) =
H. (Fc).

Todo RG­módulo M pode ser visto como um ZG­módulo, pois é um grupo abeliano e tem uma

G­ação. O prórimo resultado relaciona a (co)homologia de um grupo G (definida sobre um anel

comutativo com unidade R) com coeficientes em um RG­módulo M com a (co)homologia de G (definida
sobre Z) vendo M como um ZG­módulo.

Proposição 2.1.35ejam G um grupo e M um RG­módulo. Então a (co)homologia de G sobre R
com coeficientes em M é isomorfa à (co)Lomologia de G sobre Z com coeficientes em M (visto como

ZG­módulo).
|

:

­ e , . e. ­ eia ,Demonstração: Se F = Z é uma resolução projetiva de Z sobre XG ento P=FQR SB Ré
Z

uma resolução projetiva de R sobre RG.
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É fácil ver que:

a)FQM­=>PQM.
4ZG RG oo

b) Hom ge (F, M) = HomeG(P, M).

Daí o resultado segue de (a) e (b) usando a definição de (co)homologia.

Em vista do resultado anterior podemos sempre que for conveniente, trabalhar com a (co)homologia

sobre Z, sem perda de generalidade.

Proposição 2.1.4 Ho(G;M)> Mç.
Demonstração: Consideremos e : F— R uma resolução projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor ­­ (Q M temos o complexo:
RG

ss nem à RKQM * ROM = 0
RG RG RC

1
0

Como o produto tensorial é exato à direita (ver [14], 1.7.9) temos que Imó) = kerey. Assim

mole;mM)= ten = PÔS =RQM=Me. "=mé, kereuy

Proposição 2.1.5 Hº(G;M) >= MC.
Demonstração: Consideremos e : F — R uma resolução projetiva de R sobre RG. Então

0 = Homrme(RM) É Homre(Fo,M) *& Homree(F,M)—­
1%
0

é exata ([14], 1.8.7).

Hº(G; M) = EemsL = kerb, = Imê= Hom rG(R, M) (pois E é monomorfismo).
Mas Hom re(R, M) = (Hom g(R, M))º = MC. Portanto Hº(G;M) = MÊ.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1.1 Seja G = F(S) o grupo livre gerado por S.
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Pelo Exemplo 1.2.8, temos que 0 — RGÍS) À, RGÊ R— O onde RG! é o RG módulo livre
com base (es)ses, ó(es) =s—1 ee(g)=1 para todo g EeG é uma resolução livre de R sobre RG,

Segue da definição 2.1.1 i) que a homologia do grupo G é a homologia do complexo
n dO0 RQORRGt9 “P ne Re =0.

Agora RQne RG = R Ore (e ne) = &Q (nr & na) = BR.ses ses RG sES

dOú )
Assim temos o complexo ­­­ — 0 EeEBR ss R—O.

ses

Calculemos idQó(id6) (r &QYX as;es) = rr Las (s 2 =) r­as, Q(si­1)=

=X ra. Qsi— ra, &Ql=X> ras; O1­— 22ras, O! CC C 2 ras, &l —draçQ&1=0
(*) si EG que atua trivialmente em R eras, E R.

Portanto idQ6ó = O e assim temos o complexo

3 0>QB,egho R ÔRS0
0

1

o

Ho (F(S);R) R

Ih (F(S);R) &;& R
sES

H;(F(S);R) O para i>2

Exemplo 2.1.2 Suponhamos que G é cíclico infinito com gerador t. Pelo Exemplo 1.2.9 temos que

ss o0m> RG "E RGERSO (*)é resolução livre de R sobre RG.
Vamos calcular H.(G;M).

Tensorizando a resolução (*) por M sobre RG temos

0 RG(QM É RG(QM Ó R(QM 0.
RG RG | RG

Agora tems M %“ RCGQM * RG & M
RG RG

! !
m —­— lQ&m — 180(t­1)n(t­1)Om

Assim podemos considerar :M — M
m — (t­1)m.
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Portanto H.(G; M) é a homologia do complexo: ­­­ — 0 M EM 2 0.
Daí temos que:

H1o(G;M) = Mc (proposição 2.1.4)

IN(C;M) = EP = rer(t= 1) = (m Ee M | (= I)m=0) = (m E M |tm =m) = MC

H(G;M)=0 para 1 > 2.

. 2.1.5Note que: IN(G;M) = MC Prop. Hº(G; M).
Vamos calcular agora a cohomologia H*(G;M).

Aplicando Hom pe(­, M) na resolução (*) obtemos o complexo:

0 — Hompec(R, M) 8 IlomeRe(RG,M) SÍ, HompG(RG,M) 0

onde ó(f)(x) = (fo (t— 1)) (x) = f((t=1)1e)= (1 ­ 1)f(2).
Logo 6 =t— 1 (multiplicacão por t — 1).
Daí lemos que H*(G;M) é a cohomologia do complexo OS MSPMS02­
Assim

Hº(G;M)= MC (prop. 2.1.5)
t

.
— kero M —H (G;M) = TED CO (EDM Mc

H'(G;M) =0 para i >2.

Note que: H(G;M) = Mg = Ho(G;M).

Exemplo 2.1.3 Seja CG um grupo cíclico finito de ordem n com gerador £.

Pelo Exemplo 1.2.10 temos a seguinte resolução de R sobre RG

sReSRei nRGSRGÓRSO
n—1

onde N= NV tt.
i==0

Vamos calcular H.(G;M) e H*(G; M).

Aplicando o funtor ­ (Q&Q M obtemos o complexo:
RG

“> RcCQu = rcQu E rRcQMS ROM rRQM=O.
RG RG RG RG RG
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Através dos isomorfismosRG QM > MeRQM> Mg este complexo toma a seguinte forma:
RC RG

— MT” ÓuMuM%D NS M 8 Mg >= 0
1%
o

Mg sei=O0

Eri sei for ímpar
kerNImeoT Sei for par.

Aplicando Hom pe(—, M) à resolução acima, temos:

0 = HompeC(R,M) É Home (RG, M) = Hompe(RG,M)* Homgec(RG,M)

e através dos isomorfismos Hom pe(RG,M)= M e Hompee(R,M)> MC obtemos:

os ME & mM Comu hn uvw 8
1%
0

Assim:

Mº sei=0

M(G;M)=4 kN sei for ímparImt—1 Sº
kert=1TN" sei for par

Em particular no caso R= Z = M (com G­ação trivial) temos que (t­1) = 0 eN=n, VYr E Z.

Daí ker(t — 1) = 4, Im(t— 1) = (0) = kerN eImN = n% e assim obtemos:

sz sei=0O ! zZ sei=0

1G;%Z)=4 Mr sei for ímpar e nm (G; Z)=< O sei for ímpar
O se i for par Mn sei for par.

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Como aplicação do exemplo anterior, para R= AZ, temos:

Proposição 2.1.6 Se G é um grupo cíclico finito não trivial então Z não admite uma resolução

projetiva de comprimento finito sobre ZG.
1Demonstração: Suponhamos que F' : OQ = FL > FL = + Fl<+ FS %Z 0 seja uman H

resolução projetiva de Z sobre £G de comprimento finito.

Temos, pelo Exemplo 1.2.10 que

Fics KAOS ZAC > ZKAC>HSO

também é resolução projetiva de Z£ sobre ZG.

Daí H,(G;Z) = H.(FL) = H.(Fo).
Mas H.(FGL&) = O para i > n e H. (Fog) não são todos nulos para i > n, como vimos no exemplo

anterior, o que gera uma contradição. Logo não podemos ter resolução de Z sobre £ZG de comprimento
finito. —

Corolário 2.1.2 Se G tem torção então Z não admite resolução projetiva de comprimento finito

sobre ZC..

Desmonstração: Suponhamos que EF &Z seja uma resolução projetiva de Z sobre £ZG de compri­

mento finito. Seja x um elemento de torção de G e considere H = (x). Temos H é um grupo cíclico

finito. Agora F S %Z é uma resolução projetiva de % sobre XI, pois:
(1) ZG é um Z H­módulo livre. :

Lema 1.1.2(iii) (1)
= FPA = DZ): = EZI)i;i€

2

2

Lema 1.1.2((iii)
= Fr(2) Como F;, é ZG­projetivo

é ZH ­projetivo.

Assim temos H um grupo cíclico finito e uma resolução projetiva finita de £Z sobre ZH, o que é

absurdo pela proposição anterior. LL

A importante proposição a seguir relaciona a homologia de um grupo G com a homologia de seu

subgrupo H.

Proposição 2.1.7 (Lema de Shapiro): Sejam G um grupo, HH um subgrupo de G e M um

RH—módulo. Então:
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a) HUM) = H. (c; InaGM) .
b) IC (IM) = 11º (O; CoindfiM).
Demonstração: Seja F uma resolução projetiva de R sobre RG. Temos, pelo fato de RG ser

RH ­livre, que Iº pode ser vista como uma resolução, projetiva de R sobre RI.

a) Temos que F (Q M = (F & no) QOM=FQ (nc & M) = F(Q& IndSM.RGRH RG RI RG RIU

Assim HM)=, (6 oO M) = H, (r Q masi) = 1, (G;InaGM).RI RG

b) Temos que Hom gRH(Fn, M) = HompeG (Fn, HomeH (RG, M)). (ver prop. 1.5.2).

Deste modo Iompn(F,M) = IlomeG(F, CoindG M) e temos portanto que I*(II;M) =
= H"(Hompn(F, M)) = H*(Hom pe(F, CoindG M)) = H*(G, CoindG M). =

Exemplo 2.1.4 Seja M = R. Então IL.(I;R) = H.(G;R(G/1)).
Shapiro Cor. 1.5.1De fato: Hm (IR) EO In(G;ImaSR) Te. (CG; R(G/D).H

Exemplo 2.1.5 Sejam G um grupo, H subgrupo de G com (G : H) < co. Vimos que dada a condição

(G: 1) < oco, CoindGM = IndfM. Então:
Shapiro Cor. 1.5.1a) H(H;R) 2 H(G;CoindSR)= 1" (G;ImaGR) FO H*(G;R(G/H))

b) H*(H;RII) = H*(G;CoindGRH) = 11” (G;ImaGRIT) = 1” (a;na & RM)) = H*(G;RG).RH

Usando a proposição 1.5.5, podemos enunciar o Lema de Shapiro da seguinte maneira:

Proposição 2.1.8 Scjam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG­módulo. Então

() H.(H,M) = 1, (G, R(G/I) QR M)
(ii) 1 (11, M) = H* (G, ITom R(R(G/II),M)).

2.2 Interpretação Topológica para H,(G;M) e H*(G;M).

Neste parágrafo relacionuremos au (co)homologia de um grupo CG com coeficientes em um

RG­módulo trivial M com a (co)homologia de um certo espaço (CW­complexo), denotado por K(G, 1),

(def.1.2.4) obtido a partir de C.

Primeiramente faremos a interpretação para R= ZM = M.
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Para isso necessilaremos do seguinte resultado:

Proposição 2.2.1 Se Xé um G­complexo livre e Y o complexo de órbitas X/G, então C.(Y) >
C.(X)o­

Demonstração: Seja X &Y=X/CG, a projeção canônica. Isto é, p(x) = G(x), onde G (x) denota
a G­órbita de x.

A nível de complexo de cadeios temos a aplicação induzida py : CK(X) — C.(Y), dada por

PH (D aioi)=>/a;G (01).

Agora, seja 0: C.(X) — Ca(X)a = mM, onde A = (ga— a; g EG ea E C.(X)), dada por
dO(a)="a+A=M.

|

Temos então o diagrama:

CX)

1

C.(X)a

Defina & : C.(X)o = C.(Y) por (a) = (Caio) = py(a) =>: a;G(0;i).
Para ver que a aplicação é está bem definida, observe que A C kerpy pois seo é uma n­célula

vp(go —o) = py(go)— py(o)=G(go)— G(0)=G(o)— G(9)=O0.

Agora, r EA DrX= 2(gio: —a), a; EC(X)>x= (gi 220) — 220) = YX(g;ES

assim pyu(x) = ps (3560 ­ o) = O.
a; então a1­a2 E A C kerpy e assim py(a1) = py(a2) o que nos dá p(aT) = (as).

É fácil ver que Ç é um homomorfismo de grupos. Além disso é é bijetora.
De fato:

+ é sobrejetora pois V x = XY a;G(0;3) E C«(Y), Jy = XY aj; €ECa(X)G; ply)=x.
Ao é injetora pois é (Caos) = 0 => XY ajG(0;)=0>a=0.
Assim > ajo;ç= 0 = Y ajo; = 0.
Logo, é é isomorfismo.

zO próximo resultado é de bastante interesse pois relaciona a homologia de um grupo G com à
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homologia do complero K(G,1).

Proposição 2.2.2 Se Y é um K(G,1) complexo então H.(G;%Z) " H.(Y).
Demonstração: Seja p: X — Y recobrimento universal de Y. Pela Proposição 1.2.1 C.(X) EZX é
resolução livre de Z sobre Z£G. Além disso temos Y = X/G ([15], 5.5.14).

Ú

Assim temos H.(C;%) = HACAX)o) = H.(C.(X/G)) = H,(C.(Y)) = H.(Y).

Exemplo 2.2.1 Seja Y o bouquet de círculos indexados por um conjunto 5.
Como vimos no Lxemplo 1.2.6, Y é um K (F(S),1) onde F(S) é o grupo livre gerado por S.

|

Z sei=0

Portanto pela proposição anterior H;i(Y) = H;(F(S); 4) = DZ sei=])se

O caso contrário.

Exemplo 2.2.2 Seja Y a soma conexa de nº toros. Como vimos no Exemplo 1.2.7, Y é um K(G,1)
nn

ondeG =< a1,...,ún,b1,­..,bn; Ilfabil=1>.
i=l1

Portanto pela proposição anterior

Z parai=0O

| Z,DZ,D...DZ (29 vezes)paraii = 1
H para i=2

[| O parai > 3.

Exemplo 2.2.3 Seja Tº=S!xS!x...x S! (n vezes). Pelo Exemplo 1.2.5, T' é um K(Z”,1).

Assim temos H;(%Z”;Z4) = I(T") = Zi, onde ki; = TCE

Proposição 2.2.3 Se G tem torção então não existe K(G,1) de dimensão finita. Em particular

K(G,1) não pode ser variedade.

Demonstração: Se G tem torção então existe H = Z, C G. Seja Xy o recobrimento de X = K(G,1)

associado a H. Temos que Xn é um K(H,1) (ver [13/, 1.12 e [17], 54.1) e Xy tem dimensão finita.
Logo existe n tal que H;K(H,1)) = H;(H;Z) = 0, Vi > nº (absurdo pois H,(H;Z%) é infinita, pelo
Exemplo 2.1.3).

Se K(G,1) = M”, variedade de dimensão n, K(G,1) seria um complexo de dimensão finita. Logo
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K(G,1) não pode ser variedade.

Exemplo 2.2.4 Y = IRP(oo)= U RP(n)é um K(Z2,1) que não é variedade pela proposição
nEN*

anterior.

Para cohomologia temos uma interpretação topológica similar.

Proposição 2.2.4 I11*(G,Z) = H* (K(G,1)).
Dernonstração: Seja Y um complezo K(G,1) com recobrimento universal X. Então CX) = %Z
é uma resolução livre de 2 sobre ZG.

É suficiente provarmos que ITom ge (C.(X), £) = Ilomzg (C.(X)a, Z), pois deste modo temos:
H*(G;%) = H* (Homgc (C.(X),Z)) = H* (Homg (C.(X)e, £)) = H* (Homxag(C. (X/C),Z))
= 11º (Ilomag (C.(Y),2%)) = 1(Y) = I1(K(G,]1)).

— Defina q : Homge(C.(X),Z) — Homg(C.(X)o,£) por p(f)(18Qu) = f(u) e defina
vv: Homzg (C.(X)o, £Z4) — Hom geo (C.(X), 4) por v (9) (u) = 9 (1G8u).

1Temos que 41º ev são homomorfismos ep “=. Logo é isomorfismo, como queríamos.

No próximo exemplo mostraremos que se X tem estrutura de Espaço Topológico e de grupos, em

geral , a homologia do espaço X é diferente da homologia do grupo X.

Exemplo 2.2.5 Seja X = IR. Temos que IR é CW ­complexo de dimensão 1 e também que (JR, +) é um
grupo. Agora se pensarmos em JR como um espaço temos que H1 (IR; Z) = m (IX) p= 10) ,= (0).

Por outro lado se olharmos JR como um grupo temos que H1 (IR;Z) = H1(K(R,1);Z) =
= nm (K(R1))|,=Ro=R.

Logo a homologia do CW ­complexo IR é diferente da homologia do grupo IR. ­

Nosso objetivo agora é obter uma interpretação topológica para H.(G;M) e H* (G;M), onde M

é um RG­módulo trivial. Para isto necessitaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.1 Seja À um grupo abeliano com G­ação trivial. Então:
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a)rFQOQAZNTITCÕOZA
zo

b) Hom ge (F,A) Y Homzg(Fgo, A).
Demonstração:

a) Defina Fx A — FEQ&A por f(x1,a) = TQa.

É fácil verificar que f é biaditiva e assim por [16], 5.1.1 eriste um homomorfismov : F Q A­FEQA
zZzOG

definido por p(x ga) =TQa.

Agora considere g : Fgx A F (8 À dada por g(£,a) = x Qa. Mostra­se facilmente que q está
bem definida e é biaditiva, e assim novamente por [16], 5.1.1 temos bem definido um homomorfismo 4 :
FOAST & A dado por y (7&a)=xrQa. É claro que v"! = e assim temos o ismomorfismo
desejado To
b) considere as aplicações 0 : Homge(F,A) — Hom (Fc,A) definida por 0 (f)(€) = f(r) e
p: Hom (Fo, A) = Hom ge(F, A) definida por p(f) (x) = f(*).

1Claramente 0 e p são homomorfismos. Além disso 0 = p”* e assim p é um isomorfismo entre

Hom (Fgc, A) e Hom gea(F, A). : —

Proposição 2.2.5 Se M é um RG­módulo trivial então:

H.L(G;M) = H.(K(G,I;M) ce IP (G;M) = IP (K(G,U;M).
Demonstração:

Seja Y = K(G )) eX o recobrimento universal de Y. Temos que:
H.(G;M) = H.(C.(X,R)Qro M) = H.(C.(X, Z) QuoM) = H.(C.(X)G OM)
= H.(C.(VY) OM) =H.(Y;M)

II (G;M) = H* (Homgeg(C. (X, R); M)) = Hº (Homge (C.(X,Z); M))
= H* (Hom (C, (X)a; M)) = H* (Home (C.(Y); M)) = H*(Y; M).

Observação 2.2.1 Se M for um RG­módulo não trivial existe também uma interpretação topológica
para H* (G;M) e H.(G; M), a saber: H.(G; M) = H.(K(G,1);M) e H*(G;M) == H*(K(G,1);M)
onde M é o sistema de coeficientes locais associado ao RG ­módulo M, mas aqui não detalharemos
este fato (ver [11]).
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2.3 Os Grupos H(G;M) e H'(G;M)

Como já vimos para qualquer grupo G podemos sempre tomar F como sendo a resolução padrão:

em Fo Fa mo FS RÔRSO

onde F, = RG­módulo livre gerado pelos símbolos [91 | ga | ­.­| gn) e

n—l
.

ón (91 | 92 1.­­|o9n))=91[92]­­­ | on) + 2 Clan | a | giro |... | on) +
i=

+(1)º(loi | go |. | ognza])

Neste caso escrevemos C.(G,M) para FQM e C*(G,M) para HompeG(F,M). Deste modo
Cn(C,M)=F,QM.

o

RG

Daí um elemento de Cr(G,M) pode ser unicamente erpresso como uma soma finita de ele­

mentos da forma m &Glg1 | ­.. | gn). O operador bordo 6 : CW(G,M) — Cn1(G,M) é dado por

6 (m &lai | ­­­ | onl) + m So foz]. (nl +m O ECN foi |­­­ | 9snca [oia |. | onl+
+(1)"m Qla1 |­­­ | on)

Ú

Temos C"(G, M) = Hom pg(Fn, M).
Assim fe C(G,M), f: Fr — M

Portanto f pode ser vista como uma função de nº variáveis de G em M, isto é, Ff: GT ­— M. O

operador cobordo ón—1 : CNG, M) — C”"(G, M) é dado, por:

nf (lg1­­­,9ml) = S(Snlgi­­­59nl) = S (g1l92,­­­,9n)) +
n—l+f (Cento. sa +(=1)"s [g11­­­) gn]
i=1

Proposição 2.3.1 Para todo grupo G, H1(G;Z) = G/[G,G] = Gar (G abelianizado).
Demonstração: Seja FS Z a resolução padrão e C.(G) o compexo Fe. Temos que

keró) Cu(G)
NH (G,Z)= =1(6,Z) Imóo Imóo

pois CG) = FLOZÇZ e (1 8OzZzaln)) = 18zcalaul) = 18Zze(nl |­[) =18Zzenl]­

18zal= 1­1 Szel |­ 18za = 18 ze ­18zZzel =
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Definamos E : C(G;Z) — Gay por Á([1 &|g]) = 7 nos geradores e estendamos & por linearidade,

isto é, Pp as(18[9:)))= 7:= Io (estamos vendo C1(G, Z) como grupo aditivo e G como
grupo multiplicativo).

4 & está bem definida pois: 3 a;(1 (9d) = E A(O) = a: = dis E = A (aqui
estamos vendo 8 = ((1&9[5:]),i E 1) como base de CKE, Z) eos ais e fis são quase todos nulos. Na
verdade 9 = ((1 &lg]),9 E G)). :

À é é homomorfismo pela própria definição.

A é sobrejetora pois dado q E Gar existe 18|9] E C(G, Z) tal que p(1Q|5)) = 7

Afirmação: Imóso C kery.

De fato:

a E Imóo => a = óo(t) para algum z E Co(G,Z).

Agora,« € C2(G) 3 = =X eng(18x0) 91)= ala) =Xanôo(18x6lo |)
Agora 82(1 &zals | 91)= 18za 19 = 1Ozalas] +1QGzalo= 1­9 Ozals1 = 1Ozalas] +

18zela = 18zals = 18zalas] + 1 Gel
Portanto Im(62) =< 18zclal + 18 zo] — 18 zelo, 1,9 EG. Mas pl Ozala] +

18zals­ 18 zela] = 7­9 (99) =1. Daí Imó9E Kerg. |

Assim temos bem definida a aplicação y : (C(G)/Im6éo) —­ Gy definida por

1 (a + Imóo) = (o).
17 é sobrejetora pois dado g € Gar, como y é sobrejetora existe x E C1(G, Z) tal que (x) = 7.
Seja y = x + Imóo. Temos v(y) = v(xz + Imó2a) = p(x) = g. Logo existe y € C(G, Z)/Imós tal

que v(y) = 7.

À é injetora.

De fato, seja a = X>as(1 &galail) tal que v(a + Imóz) = T = (a) = T= (Loi(1 gel) =
0 = [1498 =0=T]49* e|G,G] = Ig =TITLaba"!bL.

Agora note que 18Gzelada 67] = 62(1 Qzalabdabh! | da] + 1 Oz | a) — 18Zela | 0).
Logo 18xrZzaIlaba!b"! E Imóo > 18zaIl97 E Imóo >= Yao;i(1QZzegn) E Imósz =>

21 OZzen) =.
Assim & = O. Claramente % é homomorfismo. Logo 4 é um isomorfismo e temos o resultado

desejado.
|

=

Corolário 2.3.1 Se M é um RG­módulo trivial então H) (GQ;M) = Guh&M.
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Demonstração: Por [7], 11.3 ex. 3 temos que 117 (G; M) = I1 (6; Z) QM ETor (II (C;Z), M).
Mas Ho(G;%) = Zº = Z e H)(G;Z) = Gay pela proposição anterior.
Daí H1(G;M) = Ga QM BTor (Z, M) = GaOQ M.

Lema 2.3.1 ITom(G, M) = ITom(Gar, M).

Dermnonstração: Defina q: Hom(G,M) —­ Hom(Gy,M) porv(fS)(E)=/(x),;onderx EG
e x denota um clemento de G hp.

+ 4 está dem definida, pois £ = 9 = v(fS)(8) = fS(z) = 9(z) = v(9) (9). Portanto v(f) = v(g).

Claramente 4 é homomorfismo de grupos.

Agora defina 0: Hom(Gya,M) —­ Hom(G,M) poró(f)=/f/op,ondep: GG Gwéêa

projeção canônica.

HA está bem definida, pois

f=9=> fop=gop= O(S) =0(g).

+19 é inversa de 4 pois: (00%) (S)(=) =9(f(2)) = (fon) (2) = SB) e

(1 o 0) (f(x) = v((S op)(2)) = (SG) = S(x)
Assim 4 é um isomorlismo.

Proposição 2.3.2 Sejuin D = (d:G— M|d(gh)=dg+gd(h)) o grupo das derivações e

Dpy=(de D|d(g)= gm—=m,mEM fizo) o grupo das derivações principais. Então I1(G;M) =
Dr Em particular se G atua trivialmente em M então: H!(G;M) = Hom (H(G);M).
Demonstração: É claro que D, é um subgrupo de D.

Consideremos o complexo de cocadeias padrão C*(G, M)

O — CG,M) 8 CG,M) B CAG,M) ++

Temos que 11!(G,M) = FL, Mostraremos que keró, = D e que Imóo = Dy.
Seja f € C!(G, M). Então temos f : G— M e 61(f)(g,h) = 9f(h) — f(gh) + f(g).
Portanto, 61 (f) = 0 => (61 f)(g9, h) = 0 => f(gh) = f(g9) +9f(h) = f E D. Assim keró1 C D. Por

outro lado, se f/ E D => f(gh) = f(9) + 9 f(h) > 9f(h) — f(gh) + f(9) = 0 =>=>6ó f=0=>fEkeró,
edaí DCker&.

Logo keré,] = D.
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Agora se k E Imóo temos que 3 f : GO — M tal que E = 6 0 f.Mas k(9) — (6(f))g =
= 9S(11)—=s( DD

Se f([)) = m, k(g9)=gm—m. Portanto k E Dp. Reciprocamente, se k € D, então k(9) =

= gm — m = (6(f)) (9). Logo Imóg = Dyp.
|

7
DS NA

AN. Portanto H*(G;M) = Dy'
Agora se (6 atua trivialmente em M então: D = fd: M | d(gh)­ gd(h) | d(9)) =

=. (d: G— M | d(gh) = d(h) + d(9)) = Hom(C, M)

e Dp=Í(deEeD|d(g)=gm—m=0)=(0).
) Lema 2.3.1 ) prop. 2.3.1Portanto H(G;M) = Hom(G, M Hom(Gar, M Hom(H](G),M).

2.4 H.,eH*como Funtores do Módulo Coeficiente e como Funtores

de Duas Variáveis

Seja M a categoria dos RG­módulos à esquerda.

Desde que F Qng= e HompeG(F,—) são funtores covariantes em M é claro que H.(G;—), e

H”*(G;—) são funtores covariantes em M.

Proposição 2.4.1 Seja 0 M' 2 M & M" 0 uma segúência exala de RG­módulos.
a) Para todo inteiro n eriste uma aplicação 6 : HA(G;M"”) > Hn 1 (G;M') tal que a sequência

3 (GM) 8 mm(e; MI) É Ho(G;M) É Ho(G;M) 8 I(G;M)=0

é exata, onde as aplicações ix e jr, são induzidas porà ej em cada nível de homologia.
b) Para todo inteiro n. existe uma aplicação 6 : H"(G;M”"”) — H"H(G;M') tal que a seqúiência

o ;o A a0 Hº%WG;M) É Hº(G;M) É Hº(G;M) É H'(GM) O H(GM)Ô­­.

é erata onde as aplicações i* e j* são induzidas pori e j em cada nível de cohomologia.
Demonstração: Seja

|

Õ, ­ osFio RS dn cm Foo Ro 0 uma resolução projetiva de R sobre RG.

a) Como cada Fr é RG­projetivo (logo é RG plano) temos que:

0 > M'(QJFn>o MF M(QF 0.
RG RG RG
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é cxata para todo n. Daí temos a sequência exata de complexos de cadeias

0 M'(QJr>M(QIF>M"(Qr>0.
RG RG RG

Logo por [7] capítulo 1, Proposição 0.4, temos a seqiência exata longa em homologia.

­— (nº & 9) É 1 (mM & F)) — Ho (mM & P)) — Ho (1º & F)) — 0RG
|

RG RG RG

que nos dá a sequência desejada.

b) Analogamente, como os Fis são RG projetivos temos que para cada n, a sequência

0 — Hom rg (Fn, M') — HomprGg (Fn, M) — Homnrc (Fn, M") — 0

é exata ([14], 1.9.4 (e)) e daí temos uma sequência exata curta de complexos de cocadeias.

0 — Homgrg (F,M!) — Homgee(F, M) — Homee (F, M") = O

que nos fornece a sequência exata longa de cohomologia.

Veremos agora que 1/.,(—,—) é um funtor covariante nua categoria CC enjos objetos são pares

(G, M) onde G é um grupo e M é um RG­módulo e um morfismo em € de (G, M) em (CG, M') é
wmn par (a, S) com a : G& — G' um homomorfismo de grupos e / : M — M' um homomorfismo de
RG­módulos, considerando M' como RG­méódulo via a, isto é, um homomorfismo de RG­módulos

satisfazendo f(g*m) = a(g9)­ f(m).

Sejam (a, £) : (0, M) — (G/, M!), F uma resolução projetiva de R sobre RG e F' uma resolução

projetiva de R sobre RG' (note que podemos ver "F' como resolução de R sobre RG via a, ou seja,
cada Fi. poder ser visto como um EG­módulo definindo ação g * x = a(g)x').

Como F é RG­projetivo e F'/ é acíclico para à > 1 (pois F/ é RG­resolução), temos pelo Lema
1.3.1, que existe 7 : F — F' aplicação de cadeia estendendo a identidade de R, única a menos de
homotopia c tT(gx) = g * T(x) pois 7 é homomorfismo de RG­méódulos.

Seja agora TS: FOM ­ FQOM dadaporT(z gm) =7T(r) &S(nm).
RG RG

T(Q&S é uma aplicação de cadeia entre os complexos F (&Q M e FI QM' e daí 7 (&/S induz uma
RG RG

aplicação bem definida.

(a, f).: (GM) = HG; M') tal que (a, 5). (le Qm)) = (7 QS) (=Qm)).
É fácil ver que :

a) Se M=M', G=G, a=idge f=idy então (a, 1). = id, (e):
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b) Sc (a,f) : (G,M) — (GM) e (0,1): (GC, M) = (G", M"”) então (of), o(a, f).s ="
= (0,5) o(a,f)),.

Logo concluímos que Ms, —) é um funtor covariante em C.
A situação para cohomologia é análoga.

Seja D a categoria cujos objetos são os mesmos que em C€ e a aplicações são pares (a, f) onde
a: G—G'ef:M'— M (isto é necessário pois Hom(—,—) é contravariante na primeira variável).

Se F ce F' são resoluções projetivas de R sobre RG e RC” respectivamente e 7 : Ff — [F'

aplicação de cadeia compatível com a, isto é, r(gx) = a(g)T(x), existe uma aplicação de cocadeias

Hom(1, f): Home(F/,M!) — Homgeg(F,M) dado por Hom(r, S) (6) = fogor.

Logo Ilom(r, f) induz uma aplicação (a, S)t: H*(G;M') — I(G;M) talque(a, S)* (l6]))=
=/fogor]. |

É fácil ver que
a)sea: C>Géaidge f: My Méaidy então (a,F)* =idrr(GM)
b) ((a, f) o (6,9))" =(6,9)* o (a, f)*.

Logo H*(—,—) é um funtor contravariante, na categoria D.

Observação 2.4.1 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G. Considere a : HI — G a inclusão
e as RH ­aplicações canônicas i : M — IndÉM (ver observação 1.5.1) em: CoindS M — M (ver
observação 1.5.3). É fácil ver que os isomorfismos da proposiçao 2.1.7 (Lema de Shapiro) são dados
por (a,i), e (a,n)* (estes isomorfismos são chamados isomorfismos de Shapiro).

2.5) À Homologia de Produtos Livres Amalgamados e Extensões

HNN

Definição 2.5.1 Um grupo G é definido por geradores X­= (xx) e relações R= (r;=1) no caso
em que F é um grupo livre sobre X, H é o subgrupo normal de Fº gerado por (r;) e G = E Dizemos
que (X;R) é uma presentação de G.

Definição 2.5.2 Consideremos os grupos G;7 e Go com presentações Gy = (X1;R1) e Ga = (Xo; Ro).
Se Tr CG, eTo CC Go são subgrupos com um dado isomorfismo o : Ty — To, então o produto livre
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GixTCo de C7 e Go com subgrupo amalgamado T= Tr =To é dado por:

GirTG9= (X1,Xo; RN, Ro,t=o(I),VtE Ti)

Exemplo 2.5.1 Sejam G7 = (X1;R1) e Go = (Xo; Ro). Seja T= Ty = To = (1) (subgrupo trivial).

Então CG yx7pGo = (X1,Xo; R1, Ro) é chamado produto livre de Gy e Ga e é denotado por CG; * Ga.

Exemplo 2.5.2: Como caso particular do exemplo anterior consideremos G7 = (u) = Z e Go =

(b) = MZ.

Então o produto livre de G7 e Go é o grupo livre com dois geradores:

CG1*Go=(a)*(b)=(a,b)=>= Xx*Z.

Exemplo 2.5.3: Sejam G;7 = (x 1x? = 1) = X%2 e Go = (y iyº = 1) = Zoo. Então G=G]xGa=
= (x, y: xº = 21º? = 1) =ECorxMo. C é chamado grupo diedral infinito.

Exemplo 2.5.4: Sejam G7 = (aj) * (by), Go = (a2) * (bo) e S identificado à S7 = (abraz'o7') e
So = (boazbz' az") .

Então Gy*sGa = (a, bi, 42, da; arbra? br lagboaz!bz! = 1).
De fato:

G1 = (ah), Ca = (a9,b)51 € Gai, Sa C Ca eo: S — Sa definido por a (arbraçib7!) =
baanba az! é um isomorfismo.

Assim
:

'

— .
—l,7—1 —1 —lGirtrsG2 = (a1,b1,a2,b2;a1b1a b7' = boazby as )

(a1,b1,02,basaibrabr azbaaz 63! = 1).
Gi*sG>2 é o grupo fundamental da soma conexa de 2 toros (Isto segue do Teorema de Van­Kanpem

­ ver/17/,4.2).
x o yY
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G, = T1(X) = (a) * (b1) = (an, bi) , Go = T1(Y)

S1=mn(41) = (arbraztb7'),
Sa = m(Z2) = (brasbz az”)

XxX

7­2=22
17X

Portanto S = mn(4) = nm(41) = n (Zo).

Decfinição 2.5.3: Consideremos G7 com presentação G7 = (X1;M), se T,T' são subgrupos de G1

com um dado isomorfismo o : T — T'! então o grupo IINN Gi*T, sobre o grupo base G1,com respeito

ao e letra estável p,é dado por:

GitTo = (XP Rup7lt p= o(t), Vt E T) :
Exemplos 2.5.5 Sejam G;1 = (1), Ti=To=(1) eo=idfy

Gy*T,g = (Lp; p'ip= 1) = (l,p)=(p)=Z.
Excrnplos 2.5.6 Sejam CG = (x,y; sy =yx") e X = (x). Então G= X*x,, ondeo : X — X, dado

por o(x) = xº é um isomorfismo de X sobre X' =(xº*).
De fato, X*xg = (x,p ip ltp= o(t), Vt € x)

= (x,p:tp=pt,YVte X)=(rn,p:xp=prº)=G

Exemplos 2.5.7 Seja G = Z PDZ =(0) D(b) = (a,b: ab= ba).
Sejam X = (a), o=id: X— X e considere b como letra estável.

Então G= X *x.­

De fato, X*xo =(a,b; btb=o(t), VtEX) .
= (a,b; ba b=0(a)=a)
= (a,b; ab= ba) > G

Definição 2.5.4 Dizemos que G se decompõe sobre um subgrupo T se G = Gi*rGa com G7 £ T É Ga
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” e fou (7 == GG] *To.
U

Enunciaremos aqui dois resultados que caracterizam a estrutura de grupos da forma G = Gy*rG2

eG=GCGir*T0.

Teorema 2.5.1 Seja G = GixrG9o e seja T, um transversal à esquerda de G, módulo T (repre­
sentante para as classes laterias à esquerda Go módulo T ) contendo 1 E G para a = 1,2. Seja S o
conjunto de todos os produtos gr...9h%6 1<k<0co, gjtleT UTa, coma propriedade de que
fatores consecutivos gi, g9gi41 mão pertencem simultaneamente a To, a = 1,2. Então SUÍI) é um
transversal à esquerda pora CG = Gy *7Co.

Demonstração: |5], pg. 26.

Teorema 2.5.2 Seja G = G1 *554 . Considere X e Y transversais de G módulo 8 e G módulo T,

onde T = o (S), respectivamente, ambos contendo 1 E G. SejaZ o conjunto de todas as palavras
induzidas vip" xop"?...xkp"t e 1, onde nj= 1, rj EX senj=­ler;eY sen;j=1 Então Z é

um transversal à esquerda para G módulo G7.
|

Demonstração: ver [5], pg. 31.

Observação 2.5.1 Segue do Teorema 2.5.1 que um elemento q E G = Gi*rG2o pode se escrito

como q = g1ga...ghxc com g; E Ti UTo e com a propriedade de que fatores consecutivos gi, gi+1 não

pertencem a To, a= 1,2 ecET.

Da mesma forma, se g E G17*s5 então pelo Teorema 2.5.2, g = x1p"!...x1,p"te onde n; = 1,

x; EX senj=—1l,17; EY senj= lecE Gy.

Antes de prosseguirmos no estudo de decomposição de grupos necessitaremos de alguns resultados

envolvendo derivação de um grupo G.

Lembremos que uma derivação de um grupo G é uma aplicação d : G— A, A um RG­módulo,

com a seguinte propriedade d(xy) = d(x) + xzd(y), VYr,yy € G.
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Toda derivação d se estende unicamente a um R­homomofismo d : RG = A da seguinte forma:

d DDEST = SD rçd(g).
9€EG 4EG

Considere Der (G, A) o conjunto de todas as derivações de €& em A.

É fácil ver que a aplicação p : Der(G,A) — HomeG(A,A), onde À = kereo(eo : RG — Rh)
definida por p(d)(g — 1) = d(g9),Vv9 EG ed E Der(G,A) é um isomorfismo (note que g — 1 é uma
base para A, ver [7], 1.2 ex. 1) cuja inversa é dada por 4 : HomgeG(A,A) — Der(G,A) tal que
v(S)(9)=S(9­1), vYgEGefEHompeÇ(A,A).

No caso particular que G= F = (r,i E), grupo livre com geradores (tilier, temos que À éo
RF ­módulo livre gerado por fx; — Li E 1).

1sci=j

0Oseitj
nos geradores e estendido por linearidade. Do fato de p ser isomorfismo, existe uma única derivação,

que denotaremos por 2 : F— RF tal que”
1

Considere para cadai € 1, o homomorfismo, 6; : À — RF, definido por ó6;3(tj—1) =

a l1sei=j
(23) = óu(; = 1) =

Ox 0 seiz;,i,

onde 32 é a derivada parcial com respeito a x;.
Seja d: F — À uma derivação. Defina d(w) =X” Sed(xi), w E F. Como Se == 0, exceto para um

i ? ?

.
.

. Jd
­

Ow
:

, «número finito de x;s temos que a soma Yº Da d(Ti) está bem definida.
io

É fácil ver que d:F— Aéuma derivação.
Agora d(x;) =X” dtd(x;) = d(x;).

j

Portanto d = d, Vd E Der(F, A).

Logo
Ow

d(w) = Y d(x;), Vd E Der (F, A) ew EF.
ier Oi

Aplicando o resultado (2.1) ao caso especial d: F = RF dada por d(w) =w— 1.
Obtemos:

diw­l= YDei —l),YvweEF. (Fórmula Fundamental)
i

Existem duas manciras de generalizarmos este fórmula.

1) Estendendo para RF linearmente
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RF — RF

Drfrf >y— > rçad(f).
ser Set

Assim dado à E Fº temos

d(3) = d (Ex =X rça(fs) EAN"f f

of " dA no

Por outro lado d(A) = 3 rfd(f) = > rf/(f— 1) =X rff—­ > rf£=2­—­e(0).
Í ” ' Í Sf

Portanto temos À — e(X) = Dx; —1), AE RF.
Css

2) Estendendo de RF — RF para RF — RG.

Seja G um grupo com geradores (g;kies em: F. — G, uma presentação (7 é sobrejetora). F é
livremente gerado por fxilier onde x; é tal que n(x;) = g;.

Temos o homomorfismo induzido x : RF — RG. Seja AE RF.

OA OAA —e(A) = 2 Ba, — 1) > r(A— e(A))= ADESÃO — y) =fo)

= (1) 7(()) ­7(>e) TG 1) = Er (a):
Seja à == n(A) e RC.

Assim temos à — n(e(A)) = Y 7 ( %as) (gi = 1). É fácil verificar que r(e(A)) == e(3).
Portanto temos

1­e(1)=3S"7 (5) (gi =1).

O nosso objetivo agora é obter sequências de “Mayer­Victoris” para produtos livres amalgamados

de grupos e extensões H N N.

Para isto, necessitamos da definição e das proposições que seguem:

Definição 2.5.5 1) Seja G = Gi*rG2, g = a17bh1 ...anbhe E G. O comprimento À de q é definido

por A (g) = 2n.
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ii) Seja G= Gyry*To, g= rip Top... xnpíte E G. O comprimento X% de q é definido por A(g) = n.

Proposição 2.5.1 Se G = Gi*rGo2 então temos a sequência exata curta de RG­módulos:

0 > R(G/T) S R(G/G1) BR(G/G9) S RO

onde nº é dado por a(xT) = (xG1,­17G29), z ERG, es é a aumentação.

Demonstração: Claramente e é um cpimorfismo. Mostremos que kere — Ima.

i) Ima C keres. De fato: seja 11,h2 E RG tal que (MG1,22C2) E Ima 3 (MG1, 2202) = a(AT) =
(AG1, ­XACo), para algum À E RG.

|

Assim e ((11C1,42C2)) = E (AG, ­AGo)=1­1=0

à) kere C Ima

Considere Gy= | e Go= as onde Fry, Fo são grupos livres.Sejam [T;kjer e 7)bes os ceradores de G7 e Ca respectivamente.
Construa F o grupo livre gerado por (x;,yj) e a presentação 1 : Fº — Gix7TGo = G tal que

nm (x;) =T;en(y;)= MY;
— Por (2.3) temos que VA E RG,

A —­e(1)= XT (34) em ­ 1) + Dr (324) (7 1) onde À é tal que (A)= Ace: RG — Réa
aumentação usual.

Assim:

NG] — Ne = T 94

AG29 — e(MXGo) = J Pr" e( 2) Éxi
Seja (AG1, no) E R(G/G)) PDR(G/Go) tal que e(AG1, nGo) = e(MAG]) + e(nGo) = O.
Logo

e(4G1) = —e(nGa)

Tome A, M E RF; n(A) =2 eT(M)=n.
Assim a (7 (32) (9; ­1) T­ E7 (JL) (6: = NT +e0T))=

(E (éda) (; ­ 1) G1 + e(AC]), 7 (38M) (81= 1)62 e(4G2))
= (161, nG2 — e(uGo) — e(AG2)) (por (24) e (2.5)

= (NG, nGo+e(NG1) = eE(1G2)) (por (2.6))

= (AG, nG2)

AAA

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 13 14 15 16 17 18



Portanto kere C Ima e assim Ima = kere.

Resta mostrarmos que «à é monomorfismo.

Seja à E RG tal que a (AT) = (AG1, ­AGo) = O, isto é, AG) = MAGo=0. Agora À = 22,799 com
rg quase Lodos nulos, isto 6, À = rag1+... + rg

se

Seja supp (AT) = Ífg1T,..., gkT), o suporte de AT (isto é, o conjunto formado pelos 9T tais que
rg £ O na expressão de À.

Agora sejam T; um transversal à esquerda de G; módulo T, 1 = 1,2.

Temos pelo, Teorema 2.5.1, que qualquer g E G = Gi*xrG2 pode ser escrito na forma

g=a]1h1...anbhc onde a; ET, bi ET ecET. Além disso, seaj= 1=>i=leseb=1=2>i=n.

Deste modo supp (AT) = fanibi1...cambini Ty, GRIbr1 bn ben TD).

Considere w um elemento de comprimento máximo no supp (AT).
Temos dois casos a estudar:

1) w termina em uma ajnj,, isto é, w = ajibj... ajn;
Assim wC29 = ajbjr .­­ajnj Go tem o mesmo comprimento que w'T' e portanto não se anula em

XG2. Portanto AG2 é O (contra hipótese).

2) w termina em um bjn,, isto é, w=ajbj... Aju; bin;
Neste caso wG, tem o mesmo comprimento que wT7T e portanto não se anula em AG. Portanto

XAG17 É O (contra hipótese).

Deste modo não existe clemento de comprimento máximo no suporte de à. Logo à = O.

Proposição 2.5.2 Seja G = G]7 *r.o . Então temos a sequência exata curta de RG ­módulos

0 > R(G/T) É&Ê R(G/G) S R=0

onde a: é dada por a(xT) = xG; = xp !G; es é a aumentação. (p sendo a letra estável de G).

Demonstração: Claramente e é epimorfismo. Mostremos que Ina == kere.

i) Ima C kere, pois dado AG? E Ima então AG7 = a(xT) = xG1 = xp Gr Assim e (AG1) =

= e (rG] — xp!) = e (xG]) > e (tp!G]) = O.
li) kere C Ima.

Temos que G7 = Fo onde F é um grupo livre. Sejam (t;lier os geradores de G,.
Construa F o grupo livre gerado por íri,g;i EI) ea presentação F DZ G= G1*T.o, onde

n(xr;i) =X; en(g) =p.
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Temos que para todo à E RG

1­6) =XS"7 (5) EG NT (2) (P=1)
onde À é tal que x(À) = A ce : RG — R é aumentação usual.

Então19 AGLTE(AG1) = T (3) (p­1)Gi=r7" (XA) p(1=p7N)G =" (%) pCirrT (3) pplG,=
Agora seja AG, E R(G/G1) tal que e(AG,) = O. Então pelos cálculos acima temos

AG] =a (7 (3%) pT). Portanto AG) E Ima. Logo kere C Ima.
Resta então mostrarmos que e é monomorfismo.
Seja Ty um transversal para G módulo T e To um transversal para &G módulo S (S é um subgrupo

de G isomorfo a 7).

Temos, pelo Teorema 2.5.2, que o conjunto € dos elementos da forma ap“! ...anp“” com a; E Ty

seej=—1,cajETosce;=1é um tranversal de G módulo [Im
Além disso verifica­se facilmente que os elementos da forma cxro onde xo E Tr ec E Cé um

tranversal de G módulo T.

Seja jr =.) rçcgxo,T; rr ER, cr EC, tok E Ty um clemento de R(G/T) comu E Ker(n), isto é,
k '

a (1) = 22 tEa(ekxo,T) = 227k (ckxto,C1 — creo, p7G1)
21 212=0.

Considere o somando £ = rexoT de 14 com à propriedade de que exp = aplaspº...anpirao

notação= Xrgekxro,G1 — DOrgektopo Ca
k k

tenha comprimento máximo n entre as palavras que aparecem em yu.

1) Se xo £ 1 ou en = —1, então é da origem a um somando rçcxop !G, em )29 de comprimento n + 1.
Agora todas as palavras que aparecem em Y”, tem comprimento menor ou igual a n.

Deste modo rrxcrop”" "GG; deve cancelar­se com um somando que também está em do, isto é,
erop  G;7 = ckxhp GG]. Como crop"! E C, temos que crop”? = c'thp"*! e deste modo cxoT == c'xyT
ou scja já existiria cancelamento em 1.

Então podemos assumir que xo = 1 ee, = 1,isto é, t = rapítasp2.. .anipitianDT =
= rdanpT, onde ur, E Ta, cunp E C e comprimento de c&/ é n — 1. Além disso todas as palavras de

comprimento n que aparecem em 4 são deste tipo caso contrário teríamos o cancelamento em 11, como

visto acima).
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Agora as palavras de comprimento n que aparecem em X”, possuem letra final p7!, pois se a letra
1final for p, isto é, a palavra x é dada por x = a1p“! ...anp temos que rp”* = ap“! ... an deste modo

o comprimento de x em o én—l.

Deste modo t = relanpT dá origem a um somando re'dWpG,7 em 3, que deve cancelar­se comnt 1 1

outro elemento em Y”%,.

Além disso, como já vimos, todas as palavras de comprimento n em 4 são da forma c'anp E C.

Assim temos cdanpG] = canpC,, e como C é um transversal de G módulo G7 teríamos clan = can

e deste modo já existiria cancelamento em nu.

Concluímos assim que não existe somando de comprimento máximo em uy.
Logo 1 = O c assim a é injetora.

Veremos agora um teorema que relaciona a (co)omologia de um produto livre amalgamado

G = GC *5Coa com (co)homologia dos subgrupos G1, Ga e S.

Teorema 2.5.3 Sejum G = Gix5G2o eM um RG­módulo (à esquerda). Então existem sequências

exatas longas naturais (sequências de Mayer­Vietoris)
“1 core? (corS cor )o Is,1) ESSO (es M) SUL;M) STO

G G(cor&, CTC) I(G;M) É Ia (S;M) =
G resG G G(res& resã,) (ress! —ress?)

— —=.—— H(G;M)
1

HG M) QH*(Go;M)
(resS Tess? ) nt(s;M) É HIG;M) +
Demonstração: Considere a sequência exata

0 — R(G/S) S&S R(G/G1) DR(G/G) É R—=0
dada pela Proposição 2.5.1.

Como R é R­livre temos que a sequência acima cinde e assim obtemos ([14], 1.7.10 e 1.8.8) as

sequências exatas curtas de RG­módulos (com G­ação diagonal).

0 — R(G/S)(QM É (r6/e) Qu) & (r66/c0 Qu) É nr CIMPM0 (27)
R R R

|

R

0 M = Homp(R,M) É Home (R(G/Gy),M)BD Home (R(G/Go), M) É
é (2.8)

É Hompe(R(G/S),M) 0
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Usando (Proposição 2.4.1) obtemos as sequências exatas longas (de homologia e cohomologia):
­— HE (CG; R(G/S)J ORM) É HE(G;R(GC/CY)QRM) BD 11.(G;R(G/CI) Qu M) À

& H(G;M) & Hp (G;R(G/S)JORM) ="

— HE(G;M) É HY (G;Ilome (R(G/G1), M)) GIF (G; Home (R(G/Go),M)) É
E E (G; Hom (R(G/S), M)) S NE (GM) ++

Aplicando à Proposição 2.1.8 às sequências acima obtemos:

= NI(S;M)S H(CGSM)DH(CM)S (CM) Ô Ma (SM) o
— NM (GM)ÊS Mt (GM)BT (GM) Ss M)ó PP (GM) =.

Usando o mesmo raciocínio da demonstração da Proposição 3.2.1 (que veremos adiante) temos
= G1 G2 = G CG . nacrões à ; ique à, = (cors', —cors?) e E. = (cor, cora,) onde cor denota as aplicações induzidas em homologia

no ? Vino O UM . FC 6 nl TED . G: G2 a ZA — . CG CGpelas inclusões 5 — G; e G;j => G, i=1,2equea* =(ress', —ress*) e E” = (rest, reste, ) onde
res donota as aplicações induzidas em cohomologia pelas inclusões S — G; e Cj G, i=1,2. =

De modo análogo, usando a Proposição 2.5.2, obtemos:

Teorema 2,5.4 Seja G = Gy*so um HNN­grupo associado aos subgrupos S,T e letra estável p.

Então temos as sequências exata longas naturais (sequências de Mayer Vietoris)

corê, 5HE(G6M) — HEÁ(GM)>SHe (S;M) +
G

res=> NM (sM)SóST (GM) SS MGM)

S1

= Hi(S;M) T*
G7

'

—coTr o Cp*

ressl —cio resºSs ? T
—

1

AUG ;M)o

para todo RG­módulo à esquerda M. As aplicações res e cor são induzidas pelas inclusões,

cpx : ITK(S;M) — HÁ (T;M) e ep” : I1(T;M) — I"(S;M) são os isomorfismos induzidos pela
conjugação em G.

Demonstração: [5], 1.2.12.

Finalizando este parágrafo demonstraremos dois resultados que serão úteis no Capítulo 4.

Proposição 2.5.3: Se G = Gy*sG2 com G;1 £ S £ Ga então [G: G;] = 0o para i = 1,2.

Demonstração: Sejam 7; um tranversal à esquerda de G; módulo S, para i = 1,2.
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Como já vimos, g é representado por uma única palavra reduzida da forma g = ab +­+­anbne tal
que a; ET, bj ET,c ES eaj=1=>i=leb=l1=>i=n.

A palavra vazia € representada por 1€ S.

Seja T um transversal à esquerda de G módulo G;7 e suponhamos T finito. Portanto

T=Í91...,9r7,90= 1). Temos que Vg E G,g = gju; gj ETeu€EG) (gEGS9G]E G/G =
961 =9Cr>97'gECirD>9 g=ra=>g9=gia).

Agora a E G] > a5 E G/S=>aS=ajS para a; E Ty => az'a ETI=> az'a —cES=>a— aje
para algum a; E Ty e cES.

Portanto gq = giaje.

Mas g; = aj bi +++ ai, bi, com bi, É 1 sei £ O (podemos fazer a escolha de T desta mancira pois se

gi = a,b, cc agbiçeoS 9gi6G1 = ab... ai, bi G1 já quecE€E SC Giresegia= ab cce anbio, SP

g9giG1 = aj bi, ... ai, bi OC] pois aj, E G1).
Portanto q = gjaje é uma palavra reduzida.

Como T é finito, podemos tomar & como sendo o “comprimento” do maior g; € T.

Temos

(1) gi = and... aii, com aj, É l eb, Alou
(2) gi = bijanídia­.. ui bi, com bi, £Zlebi, Al

Portanto k = 2m ou k = 2m — 1 para algum m.

Como S É Ga, existe 8 E­To; 6 1 e suponhamos que gi, na forma (1) é o elemento “maior”.

Seja x = Bgi E G. Assim x = gjajce com g; ET,aj EG] ecES.

Portanto Bgig = giaic

Saio, bio, ... aj Dbom diom ajbi, ­.. ai. biçaio.

Como 68 £ 1, dio, Ale bio, £ 1 temos comprimento de g;, é igual a 2m + 1 e como b;, É 1
temos que comprimento de g;a;c é menor ou igual a 2r + 1, além disso como bi A1 0 lec=1.

is

Portanto Bgig = gi; com m < r (absurdo!!!).

Se gi (clemento máximo) é da forma (2) então gi = bio, tip bioy «+ ­ Cio bio, de comprimento
2m — 1.

Como G7 £ S > Ja E T1 tal que a £ 1. Soja y = agig (comprimento de y é 2m);
yYyEG=>y=gjaje assim agi = aj,bj, ... ai.biçajio.
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Como bio, / 1 temos que a; c= ], o assim XGio = gi; com 2 <2Q2r­+] (absurdo!!). Portanto não
existe em T palavra de comprimento máximo, logo T é infinito. Portanto [G: G1) = co. Analogamente
prova­se que [G: Gol = oo.

=

Proposição 2.5.4 Se CG — Gr*s9 então(CG: Gil=00, 0:51 3 So.
Demonstração: Sejam Ty um transversal à esquerda de Ç 1/51 e Ta um transversal à esquerda de
G1/52. Qualquer g E G, g é escrito de maneira única na forma g= at at, antanç onde
E=tlaETysee;= l,a;j E Toscer=­le a;jflsce, É Ei, un 6 arbitrário.

O conjunto 1 = ft&1a 1x9... Lx, com e; — 1 onde +; E Ty se &=lex;ETosee;=­—] é1
2 t FÃ

2

:um transversal de & módulo C,.

Temos claramente que 7 é infinito, pois não existe palavra de com primento máximo em T. Logoque
;

IG: Gi] = co.
=
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Capítulo 3

(Co)Homologia Relativa de Grupos e
Dualidade

3.1 A Definição de H*(G,S;M) e H.(G,S;M)

Neste parágrafo veremos o conceito de (co)Lomologia relativa para um grupo G ec uma família
S=(Sn,i EI|) de subgrupos de G. Este conceito foi introduzido por Bieri e Eckmann em |5]. Nesta |
referência a teoriade (co)homologia está definida sobre o anel Z£ com coeficientes em um Z G­módulo,
mas como no capítulo 2, definiremos sobre um anel comutativo com unidade R com cocficientes em
um RCG­módulo M.

Definição 3.1.1 Um par grupo (G,S) consiste de um grupo G e uma família S = [S,;i EI) de

subgrupos de G, não necessariamente distintos.

Denotaremos por R(G/S) o R­módulo livre gerado pelas classes g95S;, no qual G atua por multi­
plicação à esquerda. Daí: R(G/S) = Q R(G/S;). Pelo Corolário 1.5.1, temos que R(G/S;) = Ind&R.
Portanto R(G/S) = Q InaG R. "

Seja E: R(G/S) = R a aplicação aumentação usual que leva cada gerador gS; em 1 E R.
Denotaremos por À o núcleo de e. Temos então:

Definição 3.1.2 Sejam (G,S) um par grupo, S=(S5si E 1) e M um RG­módulo. Os grupos de
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(co)homologia relativa para (G,S) com coeficientes en M são definidos, para todo k € %Z, por:

HI (G,S;M) = HO (G;HomgR(A,M)) e HÁ(G,S;M):= Hr] (ca Qu)
R

onde as ações de G em HompR(A,M) e AQM são dadas respectivamente por gf(«) = gf(g'x) e
R :

I(x &Qm) = gr Qqgm (ações diagonais).

Observação 3.1.1 a) Segue da definição que Hº(G,S;M) = HA(G,S;M)=0 sek<O.

b) Se S=q, por convenção, temos I*(G, o; M) = I1º(G;M) e HA(G,6;M) = H1(G;M).

É conveniente, escrevermos para qualquer família S = (S;iel) de subgrupos de G,
HE (S;M) =

= 'QI.(S;M)c Nº (S;M) = Il 11º (Si; M), onde M é um R$­módulo, isto é, um RLS;­módulo
para todo 1.56 M é um RG­módulo então Méum RS­módulo por restrição.

Em [16], Ribes deu uma definição de cohomologia relativa H* (G, S; M), onde G é um grupo e

Sé um subgrupo de G.
Recordaremos aqui esta definição. Antes disso necessitaremos de alguns resultados.

Seja M um RG­mócdulo e considere o grupo abeliano:
Der(G,S, M)= (f:G > M; f(ay)=zf(y) + f(x), Ve,y EG e flç= 0).
Temos que Der(G,5S,—) é um funtor covariante, exato à esquerda, da categoria dos RCG­módulos

à esquerda na categoria dos grupos abelianos.

De fato, dado a: M — N um homomorfismo de RG­módulos definimos

ax : Der(G,S,M) — Der(G,S,N) por as(f) = a of.

Temos que

A Sea=id: M—­ M então a.(f) = aof=7f. Portanto a, = id.

A Sea: MS NebB:N—P são homomorfismos de RG­módulos então

(foa).(f)=(Boa)of=Bo(aof)=A(a(f))=(B8.0a")(fS). Portanto (Boa), =x0a0,
Além disso dada 0 —.M 8 N % P320uma sequência exata curta de RG ­módulos, entao
0 — Der(G,S,M) z Der(G,S,N) ha Der(G,S,P) O

é exala à esquerda. De fato:
1 ev.(f)(x)=0=>p(f(x))=0=> f(x) =0, Vr. Portanto f = O e assim v. é injelora.

A Im. = ker,
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Se h E Im, então h = .(f) = os. Assim v.(h) = /.(90oS) =12%o0ços. Daí (yvs(posS))(x) =

vlg(fS(x))) = O Vr. Portanto h E ker y. e assim Im. C ker y..

Agora, h E kery., > voh=0=(vyoh)(t)=0,Yr EG. Assim h(x) E kery = Im e portanto
temos h(x) = o(y) (y depende de x).

Defina f: G —­M por f(17)=y(0).

Mostremos que / está bem definida e que f E Der(G, S, M):

) Va, ro EG, 171 = 12 > h(x1) = h(x2) > p(y(x1)) = e(y(x2)) ? e y(x1) = y(x2) > f(1)) =
f(zo)

à) A(eijro)=x1h(xo) + h(x1)= x1p(y(x2)) + p(y(x)
Por outro lado h(x1t2o) = Á(y(t12)).

)=

é RG h .) é gsbomo o(r1u(r2) + y(x1)).

Assim p(y(ri1xo) P(tiy(t2) + y(x1)) pég y(r1x2) = x 1y(x2) + y(t1).
Portanto f(x1xo)= 1 f(x2) + f(x1).
Além disso fi, = O pois, /(s) = y(s) tal que p(y(s))= h(s)= O ? éo y(s) = O e assim f (s) = O.

Scja agora 0 —s M 2 Po & Py <­­­ uma resolução injetiva de AM (isto é, uma sequência exata
de RG­módulos injetivos (ver [12], 1.10).

Aplicando o funtor covariante Der (G,S,­) à resolução obtemos o complexo de cocadeias:
D:0—> Der(G, s, Po) 8 Der(G, Ssma.

Definição 3.1.3 (Ribes) Se G é um grupo, S um subgrupo de G e M um RG­módulo então:

HITI(G,S,;M) := H*(D), para todo inteiro E E Z.

Observação 3.1.2 Decorre da definição anterior que HºÚG,S;M) = I7(D) = O e

H(G,S;M) = Der(G,S,M) pois, como Der (G,S­) é erato à esquerda H!(G,S;M) = Hº(D) =

ker do = Im= PErEs! = Der(G, S, M).er

E verdadeiro que a definição 3.1.2, para S consistindo de um único subgrupo S de CG, é equivalente

à definição 3.1.3, isto é:

Teorema 3.1.1 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG­módulo. Então H“(C, (S);M) >

AAA
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Ir(G,S;M), para todo k € X.
Demonstração: ver [3], 1.3.7.

Em vista deste resultado e da observação anterior, sempre que tivermos 8 = (15), uma família con­.

sistindo de um único subgrupo de um grupo & podemos identificar 11º (G, (S); M) com Der (CG, S, M).

3.2 (Co)Homologia Relativa como Funtor de Duas Variáveis.

Neste parágrafo veremos que H.(—,—;—) e H*(—,—;—) são funtores de duas variáveis

((G, S); M). Mostraremos primeiramente, com detalhes, que a cohomologia relativa é um funtor con­
travariante numa determinada categoria C€. Os resultados para homologia relativa são análogos. Aqui
iremos usar os resultados contidos em 2.4 para cohomologia absoluta.

Seja C a categoria cujos objetos são os pares((G,S);M), onde G é um grupo, S=[S, ie) é

uma família de subgrupos de GeMéum RG­módulo e cujos homomorfismos são aplicações:
v: ((G,S =(S, i EILM) > ((L,R=(Rj, j E J);N) consistindo de:

a) Um homomorfismo a : G — L;
b) Uma aplicaçãon:l—Jtalquea(S;))&C Raças
c) Um homomorfismo de RG­módulos é : M — N tal que g(a(g)n) = gé(n), isto é, q é um
homomorfismo de RG­módulos via a.

Vamos ver que, nestas condições, existe um homomorfismo 14” : Hº(L,R;N) — H*(G,S;M)

(induzido pela 4).

Sejam ec : R(G/S) — R tal que ec(tSi) = leer: R(L/R) — R tal que epn(yRj) = l1 as

aumentações usuais.

Denotamos por Ag o núcleo de eg e por Ar, o núcleo de er.

Definimos p : R(G/S) — R(L/R) por p(xSi) = a(x)Rri(9 nos geradores e estendamos p por
linearidade.

Temos que p está bem definida, é homomorfismo e que r(Ac) EC Ar.

Deste modo podemos definir p := Place * Ag > Ar.
Temos então, por 2.4, (p, o)” : Homp(AL,N) — Mompe(Ac, M), dada por (GP, o)” (f)=q20fop,

onde é : M — N é dada em (c).

"Por simplicidadeo, denotemos Hom R(AL, N) por N e Hompr(Acg, M) por M.
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Temos que NV é um RL­módulo com L­ação diagonal (yf)(x) = ys(y 'x), para todo x E Ar,
feNeyEL.

Da mesma forma M é um RG­módulo com G ação diagonal.

Lema 3.2.1 A aplicação (6,6)* : NM — M, definida anteriormente, satisfaz a condição
(9, é) *(a(g)S) = 9(6,0)*(S), para todo f E N e todo g E G, isto é, (6,0)* é uma aplicação de
RG­módulos, onde Nº é visto como RG­módulo via a.

Demonstração: Inicialmente note que p : R(G/S) — R(L/R) é tal que p(gu) = o(g)p(u) para todo
gEGeuER(G/S).

Basta verificar isto nos geradores de R(G/S). Seja xS; um gerador de R(G/S). Temos:

p(g(zS)) = p(gxSi) = a(gx) Rr(g = a(g)a(z)Rr(y = a(g) (lx) Rx(o) = a(g)n(aSi).

Soja agora f EN cu € Ag. Temos que:

(6, é) *(a(9) F)(u) = (é o (a(g9) f) o p)(u) = g(a(g)f)(P(u))

= o(a(9)/(a(9) 'p(u)) = a9e(S(a(g) Pp(u)) =a9(d0SFS)(a(g9)'B(u)).
Por outro lado,

(9(P, 6) IS)(u) = 9((6, é) (SD(g7u)) = 9(($oSor)(g!u))
= g((d o PP)(P(gu))) = a9(d0o S)(a(g) "p(u)).

Logo (p,é)* é uma aplicação de RG ­módulos.

“Teorema 3.2.1 II ((—,—);—) é um funtor contravariante na categoria C.
5,0)Demonstração: Denotemos por 4 a aplicação (e S&S LN 9) mM) :

Pelo lema anterior (7,4)? é uma aplicação de RG­módulos e daí, por 2.4, temos que y induz,
para todo k E Z, um homomorfismo 7” : U*(L;N) — H*(G;M)

Mas por definição H*(G,S, M) = HG;M) e Hº(L,R;N) = HE(L;N).
Logo temos o homomorfismo induzido: 4* : H*(L,R;N) — H*(G,S;M).

Verifica­se facilmente que:

eSev : ((GS;M) —­ ((G,S);M)) é a aplicação identidade, então a aplicação

v* : H*((G,S);M) — H*((G,S);M) é o homomorfismo identidade.
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e Sev: ((G,S),M)) — ((L,R),N) eq: ((L,R), N)) — ((K,O), P)) são morfismos em C , então
(7ov)"=7"07".

Daí, H*((—=,—);—) é um funtor contravariante em C.

Para a homologia relativa a situação é análoga, isto é, se considerarmos a categoria D cujos objetos
são os mesmos de C mas os morfismos são aplicações y : ((G,S);M) — ((L,R);N) consistindo de
(a) e (D) e (c' : 9: M — N tal que d(gm) = a(g)é(m), mostra­se, analogamente, que existe

um homomorfismo induzido 74, : H.((C,S);M) = HJ((L,R);N) e que H.((—,—),—), é um funtor
covariante na categoria D.

Proposição 3.2.1 Sejam (G,S = (S;, i E 1)) um par grupo e M um RC­módulo. Então temos as

sequências exatas longas:

1) es HE(GIM) E TSM) > HO, Ss; M) SDHGM)o
iEel

à) > I4a(G;M) É Ia(6,S;M) > Q HS;M) É MACIM) 24
que são nalurais no RG­módulo M e no par (G,S), onde res& : Iº(G;M) — [Le (SM) e
cor : Bier MSM) — IG; M) são as aplicações induzidas, no nível k de (co)homologia, pelas
inclusões S; & Go
Demonstração:

i) Considere a seguinte sequência exata curta 0 — À Es R(G/S) à R — O onde e é aplicação
aumentação, À := kere ci a inclusão. Como R é R­projetivo, essa sequência cinde e assim por [12],

1.8.8 a sequiência 0— Iomp (R, M) = Homp(R(G/S), M) A Homp(A, M) =0 também é cxata,
onde it (À) = poi e et (4) = Ççoe.

Seja F — R uma resolução projetiva de R& sobre RG. Como os Fis são RG­projetivos temos por
[12], 1.9.4 (e) que para todo n

0 — Hompec(Fn, HomeR(R,M)) Homrpc (Fn, Home(R(G/S),M))

Hom peGc(Frn, Hom R(A, M))
é exata e assim temos a sequência exata curta de complexos de cocadeias.
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­
0 — Hompe(F,Hompe(R,M)) & HompeG(F, Hompe(R(G/S), M

it
— Hom pG(F, Hom R(A, M))

onde it (o) =it op e et (o) = et o.
*

Agora esta sequência exata curta de complexos induz a seguinte seqiiência exata longa em coho­­

mologia (ver proposiçao 2.4.1 (b)):

e*
= H"(G;llome(RM)) * IH(G;Hompe(QER(G/S),M))

iEl

3 IP(Ciomp(A,M)):D IH (G; Hompe(R,M))

onde (e3) ([£])=EO) = (e? ol; (it) (lo]) = [| = [i* o e] et, êo homomorfismo de
conexão.

“Mas ITomp(R, M) = M através do isomorfismo vv: M — Hompe(R;M) dado por
v(m) (1) = m (e estendido por linearidade).

Daí HP(G;NM) 2IP (G; Hom p(R,M)), onde 4v* é induzido de 4 e dado por vº" [5] = [4 of].
Vamos mostrar que

H1"(G, Hom R(EDB R(G/S)); M)) = [[H"(S;;M) (31)
iel iEl

através de um isomorfismo, que denotaremos por Pp”, e assim lembrando que

H”"(G; Hom R(A, M)) = H"P(G,S;M)),

a sequência exata acima toma a forma:
proer ou”

— H"(C;M): — ILAM(S;M) — (GSM) —i€El

iEelAlém disso, mostremos que p* oet o 71º = resS, onde resSSs Um= (resi[fl)jer, com
res;: H" (G;M) — II" (Si;M) induzida pela inclusão S; — G.

Para mostrar (3.1) e qie pr oerov* = res& considere o seguinte diagrama:

AAA
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Mm(GM) É IM(GHome(RM)) À H"(G; Homr(D R(G/S;), M))
a

1”(G; 1 Hompr(R(G/S;),M))1€

Pp .

uH"(G;Iomp(R(G/S;), M))
(ide

1 I1(G;CoindS M)

[1 HM(G;M)
iEel

|

| esidier

7 I1(S;M) = IM(S;M)

onde as aplicações 0”, é”, (Ti)jer, 1 E (resi)jer são dadas por:
118" é a induzida, no nível n de cohomologia, de

0: Homme (Er (G/Si) M) — IT]Mmomp (R(G/Si), M)
iel iel

definida por é (Ss) = (f o ji)jer onde ji é a inclusão de R(G/S;) em R(G/S).
17 é a induzida, no nível n de cohomologia, de À; : Home (R(G/S;)), M) — Coind£S,M definida por
vi (Si) (1) = xSfi(x7'S;). ­

À (ni) é a induzida, no nível 1 de cohomologia, de 7; : CoindS M = M tal que nm; (fi) = fi (1).
7: A" [G;]] Home(R(G/S;),M) = 1H" (G;Hom(R(G/S;),M)) é tal que 7(1f)) =
= (lpj o f)jer onde pj: Z Homp(R(G/S;), 1) > Homp(R(G/S;), M) é a projeção.
+ (resi)jey * U H"(G;M) = 1! "(S;M) tal que (res;)je, (ldilies) = (res: ([dil))jer­

Observe que 4", 7, d* e (resi)jey o (ni)jey = (res: o Ti )jer São isomorfismos, onde res; on; é o
isomorfismo de Shapiro (ver observação 2.4.1), para cada à E /.

Daí p" = (resi)jey o (ni)jer 04" 07 o d* é isomorfismo e temos que (1) é verdadeira.
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(p* o en o V)(IfI) = (6? o ez )([voSI)=rp"(letovos)=
= ((resi)ier o (n)ier 06” 07 od (let ovos) =
= ((resi)ier o (ri)ier og" on)([d8oet ovo/s])) =
= ((resi)Dier o (ri)ier o&")([pio poe? ovo fllier =
= ((resi)er o (ri)ies)(lÉi ori o dose? ovo fl)ier =
= (resilr; op; o pio doe? ovo fl)ier.

(moiopiogost ovos) (x) = (riogiopiodoe? o) (f(x)) =
= (1:90 io pio o) (et (V(fS(z)))) = (niowiopiod) (V(S(=)) oa)) =
= (no io pi) (V(S(x)) 060 jr)xer = (mio) (V(S(x))oesoj;)=
= ni (ei (S(x)) 06 0 ji)) = (ei(v(f(x)) os oj))(1)=
= (v(f(m)) oe 0 ji) (1.51) = v(f(m)) 1) = S(m),vx E F,

onde F uma resolução projetiva de R sobre RG.

Portanto res; fx; ov;opiogostovo 1 = res; [f/] e assim (o oetoy*)[fs] = (resilf])jer =
= resY como queríamos.
à) Considere novamente a sequência exata

053 A %É R(G/S É R 20
onde e é aplicação aumentação, À = kere e à a inclusão. Como R é R­projetivo a sequência acima

. cinde. Assim por [12], 1.7.10 a sequência =
i 1d ido = aqu “E nie/isem Ff rem = o

R R ' R
também é cxata.

Seja F — R uma resolução projetiva def? sobre RG. Temos então a sequência exata curta de

complexos de cadeias

0 — re(agu) E reg (r(G/s)&M) É re(reum) = oRG

onde e? (x Q&re (95: Grm)) = Ong (1 Gnm) e i* (2 One (s Qrm)) = = Ore (i (s) Qxm).
Agora pela Proposição 2.4.1 (a) esta sequência induz a sequência exata longa em homologia:
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Tn—1> Inn (GROIM) E H(GAQM) É In(GR(GC/SJORM) E
|

3 HÁGRQRKM HI(GAQRM) —

onde i, e e, são os homomorfismos induzidos de iz e ez em homologia e 7, é o homomorfismo de
conexão no nível n.

Temos que RQWM = M através do isomorfismo 0 dado por 90 (1Qm) = m (ce estendido por

linearidade).

Daí HA(G;RORM) = HA(G;M) através do isomorfismo 0* induzido por 6 definido por
MESAS) =: 91 Gm) =x Sm].

Agora, H, (G;à &grn M) := Hn+41(G,S;M). Mostremos que

Br (S;M) = Hn (e;a (G/S) Qu)iEel R

através de um isomorfismo denotado por a, e assim a sequência exata acima tomará a forma:

= HAu(GM) —­ H4Á(GSM) > GSU(S;M) PE"
:

iEel
0.068.000

= IÁAG;M) — I(G,S;M)

Mostremos também que 0. 0 E. 0 4 = cor, onde cor : BU (S;;M) — Ir (G;M) é definida
iEel

por corS (fe Onrs, mi | ) = > 1; Orngmil­
Para mostrar (3.2) e que 0, 06. 0 04 = cor considere o diagrama:
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ilie JiaiEn (sim) Pl anço;m) Tee &E !I(G;IndSM)
iel iEl iEl

|

*

& Hn(G;(R(G/S;) Ox M))v

1

Ha(C; Dr (G/S;i) Qn M))i€

he

Hn (6R(G/S;) Sr um)iEel

' 1

Hn (G, R Or M)
1º

HR (G;M)

onde:

F cor; : Hn (Si, M) — Hr (G;M) é dada por cor; (fz SOns. ml) = [17 Qrngm] é induzida da inclusão
Si; CG.

F Ji, é induzida de J;: M — Ind M dada por J;'(m) = 1Qm.
| &;i, É a induzida de 4; : IndS M — (R(G/S;)) O&Qn M) dada por 6; (9 gm) = 9; Q gm.

| 7 ((It: Sro (9: Or m1i))je = [ESSOrtd% , onde ry = O se k£i erç=g9;Qmisek=i.
F h. é ainduzida em homologia de h : P((R(G/S) O M) — (ER(G/S;)) O M dada por h (9; Qmi)jer =
> ((re)xes Qmi) onde r, = O se k Lie rk=g;sek=t. |

Fe, é a induzida em homologia de e : DER(C/5i) GOM — ROM dada por e (95; Qm) == 1Qm.
í

:

F 0. é a induzida em  homologia de 6 : ROM — M definida por

I1&Gm)=m.

Observe que hy, 7, (oisdier e (Ji)jer º (coridjer = (di. o cori);e, são isomorfismos onde Ji o cor; ­
são isomorfismos de Shapiro para cada i E / (ver observação 2.4.1).

Daí a. = hs 070 (pidjer º (Jis)jer O (cori)jer é isomorfismo e temos provado (2).

É fácil ver através das definições das aplicações envolvidas que 0. 0 €x 0 Ox (es &RS; mi])
= > rj Qpeomil e portanto 0, 08.0 Ar = corS como queríamos demonstrar.

iEel
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3.3 Interpretação Topológica da (Co)Homologia Relativa

Neste parágrafo veremos a relação entre a (co)omologia relativa de grupos e a (co)homologia

relativa de espaços topológicos.

Definição 3.3.1: Um par grupo (G,S), S = (Si; i E I) é realizado topologicamente por um par

Eilenberg­MacLane (X,Y) = K(G,S,1) se:

1) X é um K(G,1) complexo celular

ui) Y é um subcomplexo cujas componentes conexas Y,, i E 1, são K(S;,1) complexos, de tal modo
que a aplicação ig : m(Y;) — m(X) induzida da inclusão i : Y; — X é injetiva e aplica T1(Yi) sobre
S; CG, depois de uma conveniente escolha de caminhos conectados por pontos bases.

Exemplo 3.3.1 Sejam G = (1) Q(D = ZBPDZ e S=(a) >= Z. Considere X o toro Tº € os laços
a e B como mostrado na figura abaixo:

Ta= X

t

Ss

Temos que G = ([a)) D([6])) e S = ([a]) .Assim identificaremos [ax] com a e [6] com b.

Seja Y o laço representado por a. Já vimos no Exemplo 1.2.7, que X é um K(G,1). Como

Y — S'temos que Y é um K(S,1) complexo (ver er.1.2.6). Observe que ig : m(Y) — m(X)
dada por iy (la]) = [ioa], onde i: Y — X é a inclusão, é injetora. Portanto (X,Y) é um par
Filenberg­MacLane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.2 Sejam G=(t)x(s) eS = (sts717), Temos que (G,S) é realizado topologicamente
por um pur Filenberg­MacLane (X,Y), onde X é o toro Tº menos um disco aberto DeY é o bordo
de X.

De fato:
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Considere e,B os laços representados na figura abaixo

Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da figura oito, que denotaremos por 1”. Logo m(X)>
m(1) = (lol) + (l6)) = &.

Representando X como na figura abaixo, vemos que nm(Y) > (sts716l) =sS.

Agora, como Fº é um CW ­complexo conexo de dimensão 1, temos que H;(F) = (0) para 1 > 2.

Logo F é um K(G,1) e assim X é um K(G,1). Do fato de Y. ser homeomorfo a S* temos que Y é um

K(S,1).A aplicação ig: m(Y)=S—nm(X)=G induzida da inclusão é injetora. Portanto (X,Y)

é um par Eilenberg­MacLane realizando (G,S).

. k

Exemplo 3.3.3 Mais geralmente, sejam G = (a7) * (by) * ...* (ax) * (b.) e S=( IT ai,b;] ). Temos
i=1

que (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­MacLane (X,Y) onde X é a superfície
orientada de genus k menos um disco aberto D eY é o bordo de X.

De fato:
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Considere aj, bi, i=1,2,...,k identificados com as classes de homologia dos laços representados

na fiqura acima.

Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da rosácea de 2k pétalas, denotada aqui por R.

Logo m(X) = m(R) = G.
kAlém disso representando X como na figura abaixo vemos que nm (Y ) = (1 les) =s.i=1

Agora, como R é um CW­complero conerxo de dimensão 1, temos então que I1;(R) = O para 1 > 2.
Logo R é um K(G,1) e portanto X é um K(G,1).

Como já vimos no exemplo anterior Y. é homeomorfo a S! e assim é um K(S,1). Observe que a

aplicação ig zm(Y) — nm (X) induzida pela inclusão é injetora.
Portanto (X,Y) é um par de Eilenbery­MacLane realizando (C,S).

o

Exemplo 3.3.4. Sejim G =< a7,b1,0a2,bo; IT[aibi]=1> e S = (a) * (by). Temos que (G,S) é
i=)

realizado topologicamente por um par Eilenberg­MacLane (X,Y), onde X é a superfície orientada de
6 r12 2 SS FT

Êgenus 2 (T*HT“) eY é a superfície compacta como mostra a figura.

De fato:

Considere az, bi, i = 1,2 identificados com as classes de homotopia dos laços representados na

figura acima.
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Desta forma m(X)=G em (Y)=S.

Já vimos no Exemplo 1.2.7 que X é um K(G,1) e pelo Exemplo 3.3.2, Y é um K(S,1).
Mostremos que iy : Mm (Y) — m(X) a induzida pela inclusão é injetora:
Seja Z como mostra a figura acima. Assim YNZ = SL.

Considere o diagrama

nm(YNZ) &, nTn (Z)
a2 " 1º

my)  m(X)
onde iy, 1, ao, a3 são todas induzidas das inclusões. Temos que m(Y NZ) = (a) e a não é
homotópico a zero em Z. Logo à; é injetora.

Analogamente vemos que ao é injetora. Logo, por (6/, Lema 2.7.4 iy e az também são injetoras

e então podemos ver m(Y) como subgrupo de nm(X).
Logo (X,Y) é um par Eilenberg­MacLane realizando (C,S).

Exemplo 3.3.5 Sejam CG um grupo e S = (1) o subgrupo trivial. Considere X = K(G,1) e o vértice =

xo E X. O par (G,S) é realizado topologicamente por (X,fxo)).

De foto, (xo) é um K(S,1) subcomplexo de X = K(G,1).

Exemplo 3.3.6 Sejam G = (a)x(b) eY = (baba). Temos que (G,S) é realizado topologicamente
por um par Eilenberg­MacLane (X,Y), onde X é a garrafa de Klein (KB) menos um disco aberto e
Y é o bordo de X.

De fato:

Podemos representar X como na figura abaixo identificando a,b com os laços representados na

figura.
b

<
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Aqui, como no Exemplo (3.3.2), vemos que X tem o mesmo lipo de homotopia da fiqura oito,

assim concluímos que X é um K(G,1).

Na figura acima vemos que nm(Y) = (baba!) = 5, Novamente Y é homeomorfa a S!. Logo Y é
um K(S,1).

Portanto (X,Y) é um par EHilenberg­MacLane realizando (G,S).

. r e) . ­Exemplo 3.3.7 Consideremos agora X o toroT“* menos k discos abertos e Y o bordo de X.

Considere G = nm(X) eS=(S;j=m(Y), i=1,...,k). Temos que (X,Y) é um par Eilenberg­
MacLane realizando (G,S) ([5], 9.2).

|

Veremos agora, sem demonstração um resultado que relaciona a (co)Lomologia de grupos com a

(co) homologia de pares Eilenberg­MacLane.

: Teorema 3.3.1 Se (X,Y) é um par Eilenberg­MacLane realizando o par grupo (G,S) e Mé um

RG­módulo trivial então HE(C,S; M) = HE(X,Y;M) e HE(G,S;M) = HE(X,Y;M).
Demonstração: |5), Teorema 1.3.

Observação 3.3.1 Como no caso da (co)Iomologia absoluta, se M for RG­módulo qualquer, também

existe uma interpretação topológica, a saber:

IG, S;M)=IK(X,Y,M) e Iº(G,S;M)YIN(X,Y,M)

onde M é o sistema de coeficientes locais no K(G,1) associado ao RG­módulo M.

Exemplo 3.3.8 (Cálculo de (Co) Homologia Relativa de Grupos Através de (Co)homologia
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de Espaços) Seja CG o grupo abeliamo livre com dois geradores, isto é G = (a) D() = Z”EPZ

e sejam S == (a) x %. Temos que (G,S) é realizado topologicamente pelo par Eilenberg­MacLane

(T?,S!) (Exemplo 3.3.1).
notaçãoPelo teorema anterior HxE(G,S;2Z%) = HE(Tº,S4,%) HE(T?,S!). Pela definição de ho­

mologia relativa Ho(G,S; 2%) = (0). Logo Ho(Tº, S!) = (0).
Usando a sequência exata longa de homologia abaixo vamos calcular HE(T?, S!) para k > 1.

= HA(SY) > HT?) > H(TS) Hna(S) = + Ho(S) 3 Ho(Tº) = 0 (3.3)

HZ“ se no0,2
a“ se n=0,14

» À r r A |1º conhecido que Hr, (S!) = eNm(T)= 4 MEX sen]
O, caso contrário

O, caso contrário

Com estes resultados concluímos que HA (Tº,S!) = (0) paran > 3 e a sequência exata (3.3) toma

a seguinte forma:

0 ZEN, ss) Ez zQ;SzE nr, s)8zxÔÉZ>0

Analisemos a aplicação 63: HS!) = HH — H(Tº) = Z DZ induzida da inclusão Sº 2 Tº?.
Temos que IN(S!) = m(S') e IN(Tº) = m(Tº). Logo v3 é a aplicação induzida pela inclusão

Ss! Í Tº no grupo Sundamental, isto é, pa=ig:T] (8!) 3 mi (Tº?).
Como (T?º,S!) é um par Eilenberg­MacLane, temos que va é injetora (é a inclusão de S = À

em G = KEPZ). Portanto Imçpa — % e koroa = (0). Temos também % Img, = kero e

Ho(T?,S!)/ kero = Imio = kerva = (0). Assim, Ho(Tº,S!) = Z. Agora, Imy3z = MZ = kerya
e ZH PDZ/keryoa — Ima, donde concluímos que kerys = Im, = Z. Daí H(T?, S!')/ kerws >
Imeés=10) poisyvç é isomorfismo, e temos então HH T*º,S!) = Z e portantoÇ

Z se k=1,2
HRE(G,S,Z) =

(0), caso contrário.

Determinemos agora 1" (G, S,Z). Para isso usaremos os cúlculos anteriores e o seguinte re­

sultado: “Seja R um domínio de ideais principais e suponhamos Ha (X,Y;R) finitamente ge­

rado. Seja To, O submódulo de torção de HI1(X,Y;R) e F, a parte livre de HA(X, Y;R) então
HIUX,Y;R) = FABPDT..” ([11], 23.15)

Como %Z é um domínio de ideais principais e os grupos de homologia relativa IE(Tº,S';%Z) são

livres, finitamente gerados lemos Hº(Tº, S;2%) = HE(T?º,S;%).

76

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



kien92
zZ se k=1,2

Daí H(Tº, 58; Z) =
O, caso contrário

: k
7 se k=1,2

e assim temos I1"(G,S;%Z) =
O, caso contrário.

3.4 Grupos e Pares de Dualidade

Neste parágrafo faremos um estudo da teoria de grupos e pares de dualidade.

Nas definições e resultados que se seguem R denotára um anel comutativo com unidade qualquer,

mas estaremos interessados nos casos ft = Z ou R= X%o.

Definição 3.4.1 Seja G um grupo. A dimensão cohomológica de G sobre R, denotada por cdrG, é
definida porclRG = sup(n : H”(G; M) £ O, para algum RG ­módulo M ) = inffn : 1 (G;—)=0,Vi >n).

Observação 3.4.1

a) clRG > Opois Hº(G;RN)= RO = R$0.
b) Se R admite uma resolução projetiva sobre RG de comprimento finito, isto é,

03 PhyroPo R=0

então cdrgG < n.

Exemplo 3.4.1 Seja G um grupo cíclico infinito. Temos, pelo Exemplo 2.1.2 que

H'(C;M) = Mc
1º(G;M) MC

H'(G;M) O parai >2.

Assim cd£G =.

Exemplo 3.4.2 Se G é o grupo cíclico de ordem n então cdg£G = oo. De fato, pelo Exemplo 2.1.9,
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temos que

zZ sei=0

H(G;A)=4 A, seié par
O sei é impar.

Definição 3.4.2 Sejia G um grupo. Dizemos que G tem R­lorção se existe um elemento q em G

cuja ordem, denotada por o(g), é finita e não invertível em R (isto é, o(g9) é um inteiro n > O tal que
nlg não é invertívelem R).

Exemplo 3.4.3 Za tem Za torção, pois existe LE Za; o (1) =2e,2 = O que é não invertível
em do.

Obscrvação 3.4.2 cdr =0 se e somente se G é finito sem R­lorção ([4], 2.4.12 (an)).

Exemplo 3.4.4 O único grupo finito que não tem £Z torção (isto é, é livre de torção) é o grupo
trivial.

De fato:

Seja G = [91,­.., 9n) um grupo finito que não tem Z­torção. Então para qualquer 4; E G temos

que 9 (g;) é infinita ou invertível em Z.

Agora o (gi)divide o (G) = n.

Logo, para qualquer g; E G, temos que o (g;) é finita e assim pelas nossas hipóteses o(g;) é

invertível em Z. Daí o(gi) = 1, Vg; EG e assim gj = e, Vg; E G. Portanto G = fe).

Exemplo 3.4.5 Se G = (1), grupo trivial, então cd£G = 0. Reciprocamente se cdgÕãG = Q então G

é trivial (Observação 3.4.2 e Exemplo 3.4.4).

Exemplo 3.4.6 Se G é um grupo livre gerado por um conjunto S isto é GY MMX ATx...*x A (

s cópias de Z, s>1)entãocigG=L.

De fato, pelo Exemplo 1.2.8 0 — (ZC)O — ZG — Z — 0 é uma resolução livre de Z sobre ZG
de comprimento 1. Assim, Pela observação 3.4.1 (b), cdgG < 1. Se cdZG == 0, teríamos, pelo exemplo
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anterior que G = (1). Logo cd£G = 1.

Definição 3.4.3 Seja G um grupo. Dizemos que G tem dimensão cohomológica virtual finita sobre
R e denotamos por ucdrG < co se existe um subgrupo S de G com |G:S|< oo ecdnS< co.

Exemplo 3.4.7 Sejam G = Z”PZ, eS=%Z subgrupo de G.Temos que [C0:S) =n<coe

cdgS = Lpelo Exemplo 3.4.1, logo vcdgG < co.

Proposição 3.4.1 Seja G um grupo. Se G não tem Z torção então G não tem Zp­torção para
YpEN.

Demonstração: Se G não tem Z­torção então Vg E G, o(g) é infinita ou invertível em Z.
Seja g E G. Se o(g) = oo temos que g não é elemento de torção. Suponhamos que o (9) = n seja

invertível en Z. Então n = 1 e assim n.1 = 1 que é invertível en Zyp.

Logo G não tem Zyp­torção.

O exemplo que daremos a seguir mostra que a recíproca da proposição anterior é falsa.

Exemplo 3.4.8 Sep é ímpar então Zp não tem Za­torção, mas tem zZ “torção .
Sex E Zp, então o(x) divide p e assim o (x) é ímpar. Logo o (x) = 2k + 1 para algum k E IN.

Assim em Zoo, o(r) | = o(t) =2k+1= 2k+ TI =T, que é invertível em Za. Portanto Z, não
tem Za­torção. Agora Zp = (1) como (1) = p, que não é invertívelem Z. Assim Z, tem Z­torção.

Definição 3.4.4. Um yrupo G é dito ser do tipo FP sobre R se R admite uma resolução projetiva

finita e: P — R sobre RG, isto é, e: P — R é de comprimento finito com cada P; finitamente gerado
como RG ­moódulo.

Observação 3.4.3 a) SeG édotipo FP sobre R então cdrG < co.

b) SeG édo tipo FP sobre Z então G é do tipo FP sobre R, pois see: P— ZM é uma resolução

EX
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



projetiva finita de Z sobre £XG então e: POR R é uma resolução projetiva finita de R sobre RC.
R

Exemplo 3.4.9 Segue diretamente dos Exemplos 1.2.4, 1.2.8 e 1.2.9 respectivamente que, ZDAZ,

FE (S) onde S = fs,...,5sn) eZ são do tipo FP sobre Z.

Interpretação Topológica Para Grupos de Tipo FP Sobre Z

Um grupo ser de tipo FP significa intuitivamente que certas condições de finitude ( tais como

dimensão cobhomológica finita) são satisfeitas por G.
Quando se trata de CW­complexos, satisfazer condições de finitude, significa ter um número

finito de células ou dimensão finita. Como para todo grupo G existe um CW­complexo Y = K (G, 1),
veremos agora quais condições de finitude deve satisfazer Y se G for do tipo FP.

Definição 3.4.5 Um espaço topológico Y é finmitamente dominado se existe um CW­complero finito

K e aplicaçõesi: Y — Ke r:K—­Y comroiridy.

Teorema 3.4.1 Seja G um grupo. Se existe um K(G,1) finitamente dominado então G é do tipo
FP.

Demonstração: [6], 8.6.4.

Se G for finitamente presentado a recíproca do teorema acima é verdadeira,isto é,

Tcorema 3.4.2. Se G é finitamente presentado e de tipo FP então existe um K(G,1) complexo Y,

n­dimensional (n = máxfcdG,3)), com Y finitamente dominado.

Demonstração: [6], 8.7.1.

Veremos agora o importante conceito de grupos de dualidade, isto é, grupos que satisfazem

certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.

Dcfinição 3.4.6 Um yrupo G é dito ser um grupo de dualidade de dimensão n sobre R ( D"­grupo

sobre R) se existe um RG­módulo C; chamado módulo dualizante, e isomorfismos naturais tais que
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17" (C;M) = Hn­k (cg), Vk E Z e todo RG ­moódulo M, com CG aluando diagonalmenteR

no produto tensorial. Se C = R então G é chamado grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n

(PD ­grupo sobre R ).

Obscrvação 3.4.4 Na literatura, é comum distinguir entre grupos dedualidade de Poincaré orientáveis

e não orientáveis. A saber, se G é um PD" —grupo e a ação de G. no módulo dualizante C > R é
trivial, dizemos que G é um P D'"­grupo orientável. Caso contrário, &G é dito não orientável.

Se RR Mo, já vimos que à única ação possível de & em é à trivial. Daí, PD"­grupos sobre

do são sempre orientáveis. Neste trabalho não daremos destaque a essa distinção.

Mostremos agora que o módulo dualizante C e a dimensão nº que aparecem na definição de um

grupo de dualidade são determinados por CC.

Proposição 3.4.3 Seja OG um grupo de dualidade sobre Rº de dimensão nº e com módulo dualizante

CC. Então CC = IM (G;RG) en = cdrG.

Demonstração: Temos pela definição de dualidade, pela Proposição 2.1.4 e por [12], 1.7.4 que

IM (G;RG) = HQ [G;CQNRNG) = [CQORG RECQR=ZC, Ágora, pelas Proposições 1LA.1 e
R R RC R

! !

2.1.5, R = Hompe(R,R) = HO(G;R) == Hr, (scg) = HA (G;C). Assim C / 0. Além dissoR

HI (G;A) = Hank (cc&A) = 0 para E > n e qualquer RG­méódulo A. Logo cdpG < n. Como
R

HH" (G;RG) = C / 0 temos cdrG = n. ' =

Nota: É provado em [4], Tcorema 3.9.2, que todo grupo de dualidade sobre R é de tipo IP sobre

Logo para definirmos grupos de dualidade, poderíamos nos restringir à categoria dos grupos de

tipo FP.

Em [6], 8.10.1,,.é mostrado que as seguintes condições são equivalentes para um grupo de tipo
FP:

i) Existe um inteiro n e um RG­médulo C tal que H(G;M) = Hhn­i (cogu) , para todos os
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RG­módulos M e todo à E Z.

ii) Existem isomorfismos naturais H(G;­) = Hnni(G;C(Q) onde n = cedhnG e OC = NH" (G;RG);

para todo inteiro 7 € %.

ii) Existe um inteiro »2 tal que 11º & no &) = 0 para 1 / n e todos os grupos aboelianos À.R
,

Assim, se & é um grupo do tipo FPP e quisermos mostrar que 6 é um grupo de dualidade, basta

mostrarmos que à condição (1) é verdadeira.

Isto será usado nos exemplos que se segnem:

Exemplo 3.4.10 Se G é cíclico infinito então G é um PD! ­grupo sobre %.

De fato, temos que G é de tipo F P e como vimos no Exemplo 2.1.2 11º(G;M) = IN(C;M)= MC,
UN (GM) = Io(G;M)= Mg e H(G;M) = O=1INn(C;M),Yn>2.

Exemplo 3.4.11/ CC = 1/(S), grupo livre com k geradores, | < k < 00 é um D' grupo sobre ZM que

não é PD! grupo se k >.

De fato, já vimos que G é de tipo FP sobre Z e que cd £G = 1. Vamos mostrar que a condição

(iii) acima é verdadeira para n = 1, isto é, que 11º (G; ZC (Qg A) = 0 para todo grupo abeliano A.
De fato, II(C;LCQZA) = 11 (a; Imafa) = (maga) = O (pela Proposição 1.5.9).

Logo G é um Di­grupo.

Seja k > 1. Temos que, H! (G;Z) = Hom (zº, Z) = zh.
Por outro lado HH! (C;Z) = IN(G;CQZZ) = In(G;C). Se OC = Z com Cação trivial

Ho (G; OC) = Ho (GC; 4%) = Z. Portanto Z* = Z (absurdo).

Se C = Z com G—ação não trivial, temos que gn = —n, Vn E€ Z e Vg E CG. Portanto B =
(gn=nlneZXegeG) 2%. Assim Ho(G;O) = Ca = Z/2%. Assim £* — Zo (absurdo). Logo
C4 UH. Daí C não é PD'!­grupo sobreZ . =

Nos exemplos acima o anel R usado foi sempre o anel dos inteiros Z. À classe de grupos de

dualidade sobre Z está contida na classe de grupos de dualidade sobre R, onde R é qualquer anel

comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado.

Proposição 3.4.4 Se G é um grupo de dualidade de dimensão nº sobre £4 com módulo dualizante
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C então GC é um grupo de dualidade de dimensão nº sobre R com módulo dualizante C (&) R.
Z

Demonstração Seja M um RG­módulo temos que

HE (G;M) = Hnok (c;e EM) = Hn­k (6 (cg) &M) :Z d R

Portanto existe CC = C (&R tal que HF (G;M) = Hnox (6; "O M) e assim &G é um grupo de
Z R

dualidade de dimensão nº sobre R.
|

=

Obscrvação 3.4.5 Os grupos que aparecem nos Exemplos 3.4.10 e 9.4.11 são de acordo com a

Proposição anterior, grupos de dualidade sobre R. fm particular são grupos de dualidade sobre Mo.

A seguinte proposição caracteriza os grupos de dualidade em dimensões baixas.

Proposição 3.4.5 1) G é um grupo de dualidade de dimensão O sobre R, se e somente se, G é finito

sem R­torção.

il) G é um grupo de dualidade de dimensão 1 sobre R se, e somente se, G é finitamente gerado e
cdrG = 1.

Demonstração: [4], Proposição 9.17.

Interpretação Topológica Para Grupos de Dualidade de Poincaré

A teoria de grupos dualidade de Poincaré está relacionada com a teoria de variedade asféricas

(variedades X que tem o mesmo tipo de homotopia de um K (11 (X),1)).

Teorema 3.4.3 Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta e sem

bordo) de dimensão n com mn) (X) = G então G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n

sobre Z e consequentemente sobre R.

Dernonstração: [7], 5.1.1.

Exemplo 3.4.12 O toro T'=S'xS!x...xS' é uma variedade asférica fechada de dimensão n.
Logo mn) (T") = 4%" é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n. sobre %.

Exemplo 3.4.13 Seja Fº uma superfície fechada. Então pelo Teorema de Classificação de Superfícies
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([15/, 1.5.1), temos as seguintes possibilidades para F :

i) F=S"

à) F=T*?

ii) 1 = RP 2)

iv) E = TºH... HT? (soma conexa de n toros)
v) F=RP(2)H... 4 RP(2) (soma conexa den planos projetivos).

o o ­ ­ LES)Destas somente S* e IRP“ não são asféricas. Logo
'

nn

7) (1º) = (a, bla, =D, m (TºHTºH.HAT?) =< a1,..1,0n, bi... bn; [[ [05,0] =1 >
. :

1=1

em (RP (2)... k4NRPO))=<oan...,20n; IJot=1) (n >2) são grupos de dualidade de Poincaré
i=1

de dimensão 2 sobre Z.

Parcs de Dualidade

Definição 3.4.7 Seja (G,S) um par grupo. À dimensão cohomológica de (G,S) sobre R, denotada
por cdr (G,S), é dada por:

cdr (G,S) = sup (n; H” (G,S;A) £ 0, para algum RG­módulo A)

Definição 3.4.8 Um par de dualidade de dimensão nº sobre R (D”­par) consiste de um par de grupo

(G,S) e um RG­módulo C, onde S = (Si, i € né uma família finita de D""!­subgrupos de G com
módulo dualizante C (visto como RS;­módulo por restrição), e isomorfismos naturais:

Hº(GA) >» Hrse(C,S;CQRA)
Hr (G,S;A) — HAs(G;CQRA)

para todo RG­módulo A e todo K E Z.

Se C = R, (G,S) é chamado par de dualidade de Poincaré de dimensão n (PD”­par). Neste
caso cada S; E S é um PD" "!­subgrupo de G.

Observação 3.4.6 a) O conceito de grupo de dualidade é um caso particular do conceito de par de
dualidade considerando S = Q.
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b) Em [5/, Bieri e Eckmam definiram originalmente D""!­pares (G,S) como sendo um par grupo
(G,S), com S = (Si, iel) uma família não necessariamente finita e S; não necessariamente

D"!­subgrupos de C, satisfazendo isomorfismos naturais da definição anterior.

É claro que um £ n".par no sentido da definição anterior é também D”­par no sentido de Bieri­
Eckmam. Reciprocamente, se (G,S5) é um D"­par com módulo dualizante C, no sentido de Bieri­

Eckmam, temos por [5], Teorema 4.2 que S = (Si, i E 1) é uma família finita de subgrupos de €& e

cada S; é um D"!­subgrupo com módulo dualizante C' (visto como RS;­módulo por restrição). Dai
(G,S) é um D"­par no sentido da definição anterior. .

Proposição 3.4.6 Se (G,S) é um D" ­par com módulo dualizante C então G é um D""l­grupo com

módulo dualizante À Qn C.

Demonstração:  IIº(G;M)=Hnok (6,s5;c & M) = ng (6 AQ (0 Q m)) =R R

R R

Como todos os isomorfismos acima são naturais temos que & é um 1" !­grupo.

Proposição 3.4.7 Seja (G,S) um D"­par com módulo dualizante C. Então:

i) C= H"(G,S;RG) 40 e H*(G,S;RG)=0 sek£nm
ú) n= cdr(G,S). |

Demonstração:

1) Temos que

Hr (G,S;RG) = Hn­k (s;c &rs) = Hn­k (c;reQ&o)
|

R R

G
Csek=n= Hne(G; Ind,OC) = Hn­e((1);0) =
Osek£tn.

Agora, I1º(G;R) = Hn (c.sc&n) = Hn(G,S;C). Por outro lado, Hº(G;R) = RO = R.R
:

Portanto Hr (G,S; CO) = R e assim C £ 0.

ii) Temos que HF (G,S;A) = Hn­k (s;c&4) = 0 para k > n e qualquer RG­módulo A. Como
NIM (G,S;RGC)=CH0 (dem item (1)) temos que cdr (G,S) = n. =

A categoria dos pares de dualidade sobre Z está contida na categoria sobre R, onde À é um anel
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comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado:

Proposição 3.4.8 Se(G,S)é um par de dualidade de dimensão n sobre Z então (G,S) é um par
de dualidade de dimensão nº sobre R.

Demonstração: Se (G,S) é um par de dualidade sobre Z, com módulo dualizante C então temos que
S=1/S, i=1,...,r) é uma família finita de D"!­subgrupos de G (sobre Z) com módulo dualizante
C.

Pela Proposição 3.4.4, cada S; é um D"t­subgrupo sobre R com módulo dualizante C (&) R.
zZ

Considere M um RG­módulo. Logo M é também um ZG ­módulo e temos:
|

HF (G,S;M) = Hnok (6 co mM) = Hn­k (6; (c Q& n) & M)Z Z R

HI (G;M) = Hnok (e, s;C&M) = Hn­k (es; (c&) Q&M) :zZz zZ R

Como os isomorfismos envolvidos são naturais temos que (G,S) é um D"­par sobre R com módulo
dualizante C/' = CQR. | "

Z

Exemplo 3.4.15 Sejam R = %Z2, G=()P(s) = ZOZ, e 5 =(PMEO(s)  2ZPZ. Então
(G,S) é um PDº­par sobre Za.
De fato:

Temos que G/S=((t1),(LD)) =(6D,(LD) =(LT)=z2­
Calculemos À = ker e, onde e : Z2(G/S) — Z2 é a aplicação aumentação.

Temos Z29(G/S) = Z2(Z2) = faT + BT | a, BE £2) = 1o,1,T,1+T).
Agora,e (0) = 0, e(D)=1, e(7) =1ee(T+T)="e(D) +e(7) = 1+1=0
Logo A = (0,T+T) = Zx. |

Portanto Homg, (A, M)= MeAQM=M. Como G é PDº*­grupo temos:
%Z2

Ha n(G,S;M):=Haxs (ag) = Hon(G;M)>= H*(G;M)
2

.

HE (G,S;M) = H*(G; Homg, (A, M)) = HI (G;M) = H3 x(G;M)
e deste modo como os isomorfismos envolvidos são naturais temos que (G,S) é um PD*­par.
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Interpretação Topológica Para Pares de Dualidade de Poincaré

O seguinte resultado pode ser encontrado em [5] e mostra a rclação entre P D"­pares e variedades

e também fornece um critério para se produzir exemplos de P D"­pares através de modelos topológicos.

Tcorema 3.4.5 Sejam (X,Y) = K(G,S,1) um par Eilenberg­MacLane, onde X é uma n­variedade,
com bordo, compacta e Y = OX. Sejam Yi, i=1,...,r as componentes conexas de Y. Se G=n](X)

es=(Sj=m(Y;), i=1,...,r7),então (G,S) é um PD" ­par sobre Z. (Conseqientemente (G,S).
é um PD"”­par sobre R).

Demonstração: [5], 6.3. |

|

|

o =

Usando cste resultado veremos alguns exemplos de P D"­pares.

Exemplo 3.4.16 Seja X = [Po, P1|] como mostra a figura.

Temos que 9X = PQUP, e (X, PoUP) é claramente um par Eilenberg­MacLane. Realizando

(G,S) onde G=([1) e S=((1),(1)). Assim pela proposição anterior ((1) , ((1), (1))) é PD'­par
sobre Z e consequentemente sobre qualquer anel R.

Exemplo 3.4.17 Considere X como sendo o tora Tº menos um disco aberto e Y = 8X. Sejam

G=n(X) > (a)*x(D >= Z ZeS=m (Y) = (aba"!b") = Z. Já vimos no Exemplo 3.9.2
— que (X,Y) é um par Eilenberg­MacLane realizando (G,S). Assim pelo teorema anterior, (G, S) é um

PDº­par.

Exemplo 3.4.18 Seja X a superfície orientada de genus q > 1 da qual um disco aberto foi removido
e seja Y = 9X. DaíG = mn (X) é um grupo livre com 2g geradores a1,01,...ag,bg e S=m (Y) =
(la1, b1] ... [ag,bg]) onde [a;, bi] = aibjaz!b7! (Exemplo 3.9.3). Temos que (X,Y) é um par Eilenberg­
MacLane realizando (GC, S). Daí (G,S) é um par PDº­par.

Exemplo 3.4.19 Generalizando os exemplos anteriores, considere X uma superfície fechada da

87

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



qual um número finito m (m >2seX= Sº) de discos abertos foi removido e seja Y = OX. Temos
m

'

que Y = U Yi, onde cada Y; = S!. Sejum G=n(X) eS=Í(S=mnm(Y)>Z, i=1,...,m).
i=1 .

Então (X,Y) é um par Eilenberg­MacLane (Exemplo 9.3.7) realizando (G,S) e temos que (G,S) é
um PD*­par.

Exemplo 3.4.20 Seja X = S! x [0,1], o cilindro e seja Y = 8X. Sejam G=m (X) = Ze
S = (G,G). Temos que (X,Y) é um par Eilenberg­MacLane realizando (G,S) e assim (G,S) é um

PDº? ­par.

Obscrvação 3.4.7 À recíproca do Teorema 9.4.5, 18to é, “Se (G,S) é um par de dualidade de Poincaré
sobre Z de dimensão nº então (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­MacLane
(X,Y), onde X é uma n­variedade compacta com bordo e Y = 9X”é verdadeira para n <2. ([(SJ e
[9])

Em [7] Dicks e Dunwood provaram que se (G, S) é um par de dualidade de Poincaré de dimensão

n < 2 sobre um anel comutativo com unidade R e G é livre de torção então a recíproca do teorema é
verdadeira.
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Capítulo 4

Os Invariantes E'(G,S) e E(G,S)

Neste capítulo faremos um estudo do invariante E'(G,S,M ) definido por Andrade e Fanti em
[3]. Estaremos interessados nos casos em que M é o Z2G­módulo trivial Zo ou M é o anel grupo
Z2G, mas no primeiro parágrafo faremos um breve estudo deste invariante para M um Z2G­módulo

qualquer.

As refêrencias usadas neste capítulo foram [11,[3] e [4] .

Aqui sempre trabalharemos com o anel R == Z2, o que nos permite ver os grupos de (co)homologia
(absoluta c relativa) como espaços vetoriais sobre Zo e assim podemos falar em dimensão destes

espaços.

4.1 O Invariante E(G,S,M)

Definição 4.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, S = (S;i,i E 1) uma família de subgrupos de G com

[G : Si] = co para todo i ET e M um ZaG­módulo. Definimos

E(G,S,M)= 1 + dim ker resS

onde resg : H(GM) — [[H(S;M) é definida por resZ2([f]l) = (resilfl)ier com
iel

|

res; : H(G;M) — H'(S;M) a aplicação induzida, no nível 1 de cohomologia, da inclusão S;j = C.

Obscrvação 4.1.1 Seja S = (S) uma família consistindo de um único subgrupo S de G com
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[G: S] = oo denotaremos E(G,S, M) por E(G,S, M).

Seja C a categoria cujos objetos são os pares ((G, S); M) onde G é um grupo, S = (S,i E 1)
é uma família de subgrupos de índice infinito em G e M é um Z2aG­módulo ec enjos morfismos são
aplicações v : ((G, S);M) — ((L, R); N) consistindo de:
a) Um homomorfismo a : G— L;

b) Uma aplicação 7 : 1 — J tal que a(S;) = Ra(í);
c) Um homomorfismo 9 : N — M tal que g(a(g)n) = gó(n), isto é, é é um homomorfismo de

Z oG­módulos onde consideramos N como Z2oG­módulo via a.

Observamos que um isomorfismo 7% : ((G,S); M) — ((L,R);N) na categoria C consiste de:
a) a: G — L isomorfismo de grupos;

b) 7: 1 — J bijeção tal que a(S;) = Ra);
c) é: N— M isomorfismo de ZoG­módulos.

O resultado abaixo nos diz que E(G,S, M) é um invariante na categoria C.

Proposição 4.1.1 Se na categoria C, ((G,S);M) e ((L,R);N) são isomorfos, então temos que
E(G,S,M) = E(L,R,N).

Demonstração: [1], 3.1.3.

Proposição 4.1.2 Sejam (G,S) um par grupo com [G: S) = co,V SE Se M um ZoG­módulo
e suponhamos que os grupos de cohomologia Hº(G;M), Hº(S;M) e H'(G,S;M) tenham dimensão
finita. Então E(G,S;M) = 14+ dim Hº(G;M) — dim Hº(S; M) + dim H!(G;S;M).
Demonstração: Pela Proposição 3.2.1(1) temos a seguinte sequência exata longa:

0 = (GM) É Hº%S;M) É H(G,S;M) 2 8 (GM) HM(SM) =
que nos fornece a sequência exata curta

0 1%WNG;M) 3 INS;M) É H(G,Só;M)SImMIDO
Agora E(G,S,M) = 1 + dimImJ. Como x,ó e J são transformações lineares entre espaços .

vetoriais de dimensão finita temos:
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dim Im.J dim H(G,S; M) — dim ker J = dim H/(G,S;M) — dim Imó =

dim H!(G,S; M) — dim Hº(S; M) + dim keró =
dim 2H(G,S;M) — dim Hº(S;M) + dim Imx =
dim H(G,S; M) — dim Hº%(S; M) + dim H1º(G; M).

Logo E(G,S;M)=1+ dim H*(G,S;M) — dim Hº(S;M) + dim Hº(G; M).

Proposição 4.1.3 Sejam (G,S) um par grupo, S = (Si, i EI) uma família de subgrupos de G com

[G: S;ij=00, para todo i EL e M um ZaG­módulo então:

E(G,S, M) = 14+dim n kerres;
Demonstração: Temos que a € ker rest & (resi(a))ier = 0 & resi(a) = 0 Vi E 1 & a E korres;,

ViEel.

Portanto ker resY = on ker res;. Logo E(G,S, M)=1 +dim | ker res;.

Como consequência imediata da proposição acima temos as seguintes propriedades:

Propriedade 4.1.1 Seja (G,S) um par grupo com S = (Si E 1) e |[G: Sd] = oo para todo i ET.
Se S' = (Sipik E C 1) é uma subfamília de S então E(G,S,M) < E(G,S',MM) para qualquer
Z2G­módulo M. Em particular E(G,S, M) < E(G,S;i,M) para todo i E 1.
Demonstração: Temos que oker res; CG O ker res;,. Assim E(G,S;M)=1+dim A ker res; <

í inEl' i

<l1+dim f) kerres;, = E(G,S',M). =

irEl'

Propricdade 4.1.2 Se (G, S) é um par grupo, S = (S;, i E 1) com [G,S;] = co para todo i E T e

&S' = (Hi;H; é subgrupo de Si, i E 1) então E(G,S,M) < E(G,S', M).
Demonstração: Temos [G : H;] =[G: S;][S; : Hi] = co. Logo E(G,S',M) está bem definido.

Além disso resf, = resij., o res£.
Assim ker resS, C ker res, para todo à E /. Logo nker resS, Cc nker res, , donde segue que

É i

E(G,S,M)=1+dim ker resS. <1+dim f| ker resij, == E(G,S', M). =

iEel iEel

Propriedade 4.1.3 Seja (G,S) um par grupo com S = gySr=(S,i EI) ondeS&S= (S,= Rir ENG) e|[G: SS]=co,Vi E rEntão E(G,S,M)= E(G,S',M) onde

AAA
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S"=(R,lEL)eM é um ZoG­módulo qualquer. Em particular, se S = (Si =S, i E I) então
E(G,S,M) = E(G,S,M).

Dernonstração: E(G,S,M) = 1­+dim (7 kerres; = 1+dim 1 (7º kerres, = 1­4 dim (1 ker res, =
iel IEL EM tel

= E(G,S;M). =

4.2 O Invariante E'(G,S)

Estudaremos o invariante E(G,S, M) no caso em que M é o Z2G­módulo trivial Zo.

Por simplicidade, denotaremos E(G,S,%Z32) por E'(G,S).
Assim, se G é um grupo e S = [Si E 1) é uma família de subgrupos de G com índice infinito

em &G temos

E'(G,S) = 1 + dim ker resS

onde res€ : H(G;Zo) — IT H (Si Za) êa aplicação restrição.
iEel

Se S = (S]), família com um único subgrupo denotaremos E'(G,S) por E'(G,S). Neste caso
temos o seguinte resultado:

Proposição 4.2.1. Considerando G um grupo e S um subgrupo de G com [G: S|] = oo, então
E'(G, 5) = 14+ dim H!(G,S, Z2).

Dernonstração: Considere a sequência exata longa da Proposição 3.2.1 (i) para M = Za eS=(S).
0 — 11ºG;Z2) À 1º(S; £2) & 1(C,S8;X2) 3 IG; Z2) SS m(s;Z2)=
Temos: Hº(G; Za) = ZS = Zoo e H(0S;Z9)=XZ2=Xo.
Logo a aplicação x é isomorfismo e | é a aplicação nula.

Agora kor J = Iml = (0). Portanto J é injetora.

Assim H!(C,S;Z2) = ImJ = kerres&. Portanto E'(G,S) = 1+ dim H*(G,S; Z2).

Corolário 4.2.1 Se (G,S) é um D"­par com módulo dualizante C, então

E'(G,S5) = 14 dim Hr(G,C).

Demonstração:

H! (6,8; Z2) = Hn1 (G;C Qu, Z2) = Hn1(G;C)
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Logo pela proposição anterior temos que E'(G,S) = 14+ dim H11(G;C).

Exemplo 4.2.1. Considere G = (a) *(b) = Z*x% e S=(aba lb!) = Z. Como vimos no Exemplo
34.17, (G,S) é um PDº ­par. Logo E'(G,S) = 1 + dim H1(G; Za).

Mas H|(G;Z2)= Z2QPZ2. De fato, pelo Corolário 2.3.1 temos que H1(G; Za) > Gu QZo
zZ |

onde Gay denota o grupo G abelianizado, isto é, G/[G,G]).

Logo I1(G; Z2o) = (Z PpZ) QZ2= Z,PÃZ2 e temos ENG,S) = 3.
zZ

Se (G,S) é um PD"­par, S = (5, i = 1,...,r), temos que G e cada S; E S são grupos do
tipo FP (pois são grupos de dualidade). Se além disso, G é finitamente presentado então existe um
K(G,1) finitamente dominado (Tcorema 3.4.2). Veremos que nestas condições existe uma relação

entre o invariante E' (G,S5) e o número de elementos da família 5.
Para isso necessitamos do seguinte lema:

Lema 4.2.1 Se Y é finitamente dominado então os módulos de homologia H. (Y; Za) e cohomologia
H* (Y; Za) são finitamente gerados como Za­espaços vetoriais.

|

Demonstração: Como Y é finitamente dominado existem um CW­ceomplexo finito K e aplicações

i:y>s>Ker: K= Y com roi idy. Então r, oi. = id. Logo ix : Hx (Y;%2) — H.(K;X%Z2) é
monomorlismo. Agora, K é finito e então H. (K;Z2) é finitamente gerado.

Como H,. (Y;Z2) = Imis. C H.(K;Z2) temos que HH. (Y;Z2) é finitamente gerado.

Usando que r* : H* (Y;XZ2) — H*(K;Z2) é um monomorfismo, prova­se de maneira análoga

que H* (Y; Z2) é finitamente gerado. =

Observação 4.2.1 Segue do lema anterior que se G é um grupo do tipo FP e finitamente presentado

H.(G;Z2) = I.(K(G, 1); 42) e H*(G;XZ29) = H* (K(G, 1);Z2) são finitamente gerados.

Proposição 4.2.2 Sejam (G,S) um PD" ­par, S = (Si = 1,...,r), com [G: Sjj =00o e G finita­

mente presentado. Então E'(G,S) =2—r+ dim Hn­1(G;Z32).
r

Demonstração: Temos Hº(G;Z2) = Zo, HS; Z2) = DHºÚS;;Z2o) = PD Z27 eque H(G,S;Z29) >="
i=1

Hn—1(G;Z2) que por hipótese é initamente gerado. Assim pela Proposição 4.1.2 temos que E'(G,S) =
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2—r+dimHhn|(G;%o).

Segue imediatamente da proposição o seguinte resultado:

Corolário 4.2.2 Se (G,S) é um PD” ­par, S = (Si, i=1,...,r), com G finitamente presentado

e[G:S;jj=00, i=1,...,r, então r < 1 + dim HhXY1(G;XZ>2). =

Exemplo 4.2.2 Seja G= XZx*2Z. No Exemplo 3.4.11 vimos que C é um Di­grupo. Além disso,

temos H|(G;Z2) = Zo”PZo (ver Exemplo 4.2.1): Logo, a fim­de que (G,S) seja um PDº­par o
número máximo de subgrupos na família S é 3.

Vejamos agora a relação do invariante E'(G,S) com a teoria de decomposição de grupos.
Pelas Proposições 2.5.3 e 2.5.4 temos que se G = Gi*rGo com G7 £ T É Gs então

[GG] = [G: Ga] = co ese G = GirxT5 então [G: Gi] = co. Logo, nestes casos, o invariante
E'(G,S) pode ser definido quando S é uma família qualquer de subgrupos de G7 ou G2 pois se S é

um subgrupo de G;, então [G: S] = [G: G;][G;: S] = co.
Na proposição abaixo daremos uma condição necessária para G se decompor sobre um subgrupo

Proposição 4.2.3 Sejam G um grupo, G1, Ga, T subgrupos de CG.
i) Se G se decompõe sobre T na forma G = Gi*x7TGo então E'(G,(G1,G2))=1.

ii) Se G se decompõe sobre T na forma G = G;*qT,5 então E'((G,(G])) =2.
Demonstração:

i) Temos que Hº(G; Z2) = ZS = Z2 e Hº(G;Z2) DPHºCo;Z2) = XS PEL =XZPZ>
Agora considerando a sequência exata curta

0 Zo(G/T) É Zo(GC/CyY) PDZC/Ga) É Za 0
dada pela Proposição 2.5.1, temos que kere = Ima > ZUC/IT). Portanto À = kere Za(G/T).

Logo H!(G, (G1, G2); 22) := Hº(G; Hom g,(A, Z2)) = Hº(G; Hom g, (Z2(C/T); Z2) = HºT;Z2)
Zi = Za. Assim, pela Proposição 4.1.2, E(G, (G1, Ga), Z2) = 1H+dim 11º(G, Z2)—— dim(Hº(G;; Z2)S
Hº(Go; Zo)) + dim H!(G, (G1,G29), Zo)=1+1­2+1=1.
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ii) Considerando à sequência exata curta, dada pela Proposição 2.5.2,

0 — Za(G/T) É Za(G/G1)) À Za 0, temos À = kere = Ima = Za(G/T).
Assim HY)(G,G1;Za) = Hº(G; Hom(A, Z2)) = Hº(G; Hom(Z2(G/T),£9)) = HºT;X%o) —

ZT=JXHo.

Deste modo, pela Proposição 4.1.2, temos que E(C,(G1);2Z2) = 1+ dim Hº(G;Z2) —
— dim 1H º(G1;£%oa) + dim H(G,GuZo)=1+1­1+1=2. =

Corolário 4.2.3 Sejim G um grupo e n um inteiro maior do que 1 de tal modo que

dim Hn—1(G;Z2) > 1.Então:

i) Se Gy e Gg? são subgrupos de G tais que (G;(G1,G2)) é um P D"­par, então G £ Gi*xrG2 para

qualquer subgrupo T de G1 e Go.

it) Se G, é um subgrupo de G tal que (G,(G1)) é um PD”­par então G £ Gi*T.a para qualquer
subgrupo T de G7.

Demonstração:

i) Como (G, 1G1, Ga)) é um P D"­par, então H!(G, (G1,G2);X%2) = Hn1(G;%2).
Além disso temos Hº(G; Za) = Za e Hº([G1,GC29); Za) = H2DHZo.
Logo E(G, (G1,G2);Z2) = 14+1—­2+ dim HnXY1(G;%Z2)>1.
Assim, pela proposição, anterior G £ Gy*rGa para qualquer T subgrupo de G7 e Ga.

ii) Como (G, (G1)) é um PD"­par, então H!(G, (G1); Z2) = Hn1(G, Za).
Além disso Hºº(G; Z2) = Hº(G1;%Z2a) = X%o.
Logo E(G, (G1); Zo)=1+1— 1+dim Hn—1(G;%2)>2.

Assim, pela, proposição, anterior G £ G7*7T, para qualquer T subgrupo de G1.

Exemplo 4.2.3 Sejam G = (s) * (t), Sr =(s), Sa=(1) e S=(sts!47)),
Vimos no Exemplo 4.2.1 que H1(G;Z2) = Z2PD Z2. Logo dim H(C;Z9)=2>11
Agora pelo Exemplo 3.4.17 (G, 5) é um PDº­par. Logo pelo corolário anterior, G £ S*T,5 para

qualquer subgrupo T de S.

Além disso como G = S1*S2 temos, pelo corolário anterior, que (G, (S1, So)) não é um PDº*­par.
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4.3 O Invariante E(G,S)

Estudaremos agora o invariante E(G,S,M) no caso em que M é o ZoG­módulo Z2G. Por
simplicidade, denotaremos E(G,S,Z2G) por E(G,S).

Deste modo temos que: E(G,S) = 1 + dim ker res, onde G é um grupo, S é uma família de
subgrupos de G com Índice infinito em CG e res : HI(G; Z2G) — HS; HG) é a aplicação
restrição.

"

Além das propriedades 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 temos também, neste caso particular, a seguinte pro­
priedade:

Propriedade 4.3.1 Sejam (G,S5) um par grupo, S = (Si, i EI), com [G:Sj| = 0, Vi ET e

seja R=(Sj ES tal que Sj é infinito). Então E(G,S) = E(G,R).
Demonstração: Se para qualquer à E [, S; for infinito temos que S = R donde segue o resultado.

Suponhamos então que exista S; € S finito.

Temos H!(S;; Z2G) = HI (Si; IndF,Z2)
= I1(S; QD Indfi,9%o) (pela Proposição 1.5.7)

sEE

= BUS: Indigo)
= QP H(S;;Coindfi9%Z2) Ô (Proposição 1.5.4)

9EE

= BO H((1),5%2) =0 * (Proposição 2.1.7 (ii)).
9EE

Assim res; : H!*(G; ZoG) — H!(S;; Z2G) é a aplicação nula, donde concluímos que
kerres; = H(G;ZoG),VYS; ES, S; finito.

Agora, pela Proposição 4.1.3, E(G,S) = 1+dim (( n E) nN | n tres; =S; finito S; infinito

1 + dim (tras) n | nN teres;)) = 1 + dim | N ker res; = E(G,R). =S; infinito S; infinito

O invariante E(G, S) também está relacionado com dualidade. Entre outras coisas, fornece uma

condição necessária para que (G, S) seja um P D"­par, como mostra a seguinte proposição:

Proposição 4.3.1: 1) Se (G,S) é um D? ­par com [G: S) = co para todo S E S então temos

que E(C,S) =1.
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ii) Se (G,S) é um par grupo com [|G: S) = co, para todo SE S e (G,T) é um D"­par para algum
TES (n>1) então E(G,S) = 1.
it) Se G é um D'­grupo com módulo dualizante C en > 1 então E(G,S) = 1 para toda família S
de subgrupos de G com [G:S|=0o,VYSES.

Demonstração:

i) Temos que:

H!(G,S;X2G) . = ID(G, S; IndR,Za) = HnX1(G;CSInaR,Zo)
= HnX1(G;Indf (CS&Z2))=Hn1((1);COZ2)=O,

pois n > 1 e que I1º(G; ZoC) = O, (pela Proposição 1.5.9).
Assim da sequência exata longa da Proposição 3.2.1 (1), temos que 1º(S; Z29G) = 0. Portanto,

pela Proposição 4.1.2, E(G,S)=1.
3) Pela Propricdade 4.1.1, temos que E(G,S) < E(G,T). Mas por (1), E(G,T) = 1 e como
E(G,S) > 1, segue que E(G,S) = 1.
iii) Temos que

H(G;Z2G) = Hh(GC;CQHGZ2G) = HnX(G; Ind, (COZ)
= Hn1((1), COZ) =0O,

]

pois n > 1. Deste modo ker res& = (0) e portanto E(G,S) = 1.

Exemplo 4.3.1 Seja G = (a)*(b) = Z*Z e S = (aba"!b7!) = Z. Temos que (C,S) é um P Dº­par.
Logo E(G,S) = 1, pela proposição anterior (i).

Exemplo 4.3.2 Sejam G e S como no exemplo anterior e seja HH = (a) = %Z.

Pela proposição anterior (ii) E(G,(S, HY) = 1.

Veremos agora que sob certas condições o invariante E(G, S) assume somente os valores 1, 2 ou

oo. Para isto enunciaremos o seguinte lema cuja demonstração pode ser encontrada em [1].

Lema 4.3.1 Se G é um grupo infinito, fimtamente gerado com vcdG < co, então qualquer

ZoC ­submódulo de 11º (C;Z2G) tem dimensão O, 1 ou oo quando considerado como Ha­espaço
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velorial.

Proposição 4.3.2 Seja (G,S) um par grupo com [G: S|= eco, para todo 5 ES. Se G é finitamente
gerado com vcdG < co, então E(C, S) assume somente os valores 1,2 ou co.

Demonstração: Temos que res£, : HG; XZ2G) — H(5;;Z2G) é um Zo9G­homomorfismo com
H'(­; Z2G) visto como Z2G­módulo com a ação à direita [f]g = [fg] onde (fg)(x) = S(x)g.

GCLogo resC = (resS)ies é um ZoG­homomorfismo e daí kerresg é um ZoaCG­submódulo deDs t

INC; Z2C). Pelo lema anterior, ker resG tem dimensão (0, 1 ou co, o que prova a proposição. =

Estamos interessados agora em estudar o invariante E(6G, S) no caso em que & se decompõe sobre
um subgrupo finito T de GeS =(S;, i EI) é uma família de subgrupos com cada S; C G7 ou G2 se

G = G; *7 Go ou cada S; C G7 se Gy*T,9. Pelas proposições 2.5.3 e 2.5.4, não precisamos supor que
[G: S;] = oo para todo ài E I pois [G: S;] = [G: Gg[lG;: Si] = co.

Primeiramente veremos o caso em que (7; e Go são finitos. Para isto necessitaremos do seguinte

resultado que enunciaremos sem demonstração.

Lema 4.3.3 Seja G um grupo. Se G se decompõe sobre um subgrupo finito então 1(G; Z2G) z0
Demonstração: [21]. =

Com base nisto temos a seguinte proposição:

Proposição 4.3.3 Seja (G,S) um par grupo com S = (Si E 1) e |G: Si] = oo,Vi E 1. Se

G = Gy*rG2o com T, G, e Go finitos e cada S; contido em G; ou G2 ou se G= Gy*ro com G7, T

finitose SCG, ViEel, então E(G,S) >2.

Demonstração Pela Fórmula de Mackey (ver Proposição 1.5.7) ResS %2G = ResS Ind Z> ==
Ind 9%2 onde E é um conjunto de representantes para as classes duplas Sg (1) = Sg.9€EE ão :
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MMS; HG) NMN(S;; Q Indigo)
9€E

Y S;SL(Si; Indfi9%2)
= Q HU(S;; Coindfig%2) (pois S; é finito)

gEFE

= QM((sZ)=0
gEE

Deste modo res : 11! (G; Z2G) — [|] H! (S;; Z9G) é a aplicação nula e assim temos
—

iEel

E(G,S) = 14 dim 11º (6; Z26G).
Portanto, pelo lema anterior E(G,S) > 2.

Exemplo 4.3.3 Sejam Gy = (a;aº=1) = X%2a, Go=(b;V=D=2XZoeC=O xCow Hora
(grupo diedral infinito). Então E(G,S) >2, onde S=([S5iEeleS;CGiouS;C Ga).

Exemplo 4.3.4 Seja Gy = [1) e G= (1) ga 2 Z. Então E(C (Ss =G,iel))>2.

Veremos nos próximos resultados como se comporta o invariante !2(G,S) nos casos em que

G = GG] *7 Goa, com &G1 e Go infinitos ou G = Gy*r,9 com C7 infinito.

Proposição 4,3.41) Se G = Giyx*7G2o, com T finito e G?7, Gy infinitos então
E(G, (G1, Gol) = co.

ii) Se G=CrxTg com T finito e Gy? infinito então E(G,G1) = oo.
Demonstração: Como &G é infinito, temos que HG, ZoG) = (Inaf 22) = O (Proposição 1.5.9).

Além disso temos, usando a Fórmula de Mackey, que Hº(G;; Z2G) = Hº(G;; DB Ind 9%) =
= & Hº(Gi; Indigo) = O, pois G; também é infinito.
Da a sequência exata longa dada na Proposição 3.2.1 (i), toma a forma:

0 = HG, (1, Co); £2G) = 11N(G;Z26) É Mm (Cu Z20) QN (Go; LG) = ++
e assim ker res£€ — H!(G,(G1,G2); 226).

Agora considerando E' um conjunto de representantes para as classes Tg, g E G e lembrando que

se G = Gi*x7CGo2 então pela Proposição 2.5.1, À = Za(G/T) temos:

1(G, (61,62), X2oG) = HG; Hom(A, X2oG)
= Hº(G;Hom(ZX(G/T),X2G))
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Hº(T, %2G) = 1º(T, ED Indf,9%2)
gEE'

ED 1º(T, Indf9%2)
9EE'

& Hº((1),9%2) = & 9g%o.
gEE' 4gEFr!

Como E” é infinito temos dim H (GG, 1G1, Ga); Z2G) = co.
Logo temos que E(G, (C1, Col) = co.

ii) Usando o mesmo raciocínio do ítem (i) prova­se que 11º(G;Z2G) = HºWG;Z2C) =

o. HU(C,G;%2G) = QD 9%2, onde E é um conjunto de representantes para as classes Tg, g € CG.sEE :

Novamente, como E é infinito concluímos que E(G,G7) = co.
—

W
o
[Ba

Corolário 4.3.1 Seja (C,S) um par grupo com S = (Si E I). Suponhamos que G se decompõe
sobre um subgrupo finito T.

i) Se G = Gi*TGo com G7, Go infinitos e cada S; está contido em G7 ou Go então E(G,S) = co.
us) Se G = Gi*ro, com Gy infinito e cada S; está contido Gr ,então E(G,S) = co.
Demonstração:

i) Consideremos as subfamílias S, = (Sitel CLS CG) )eSsH=(S,jEJCI; S; C Go) de S.
Portanto S = S,1 U So.

Sejam S1 = (Rj= Gui El) e Sh = [Rj =Go,jEJ).
Se Si = 0 temos 5; C Go,Vi E 1. Logo usando as propriedades 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 temos

E(G,S) = E(G, Sa) > E(G,S!) = E(G,G2) > E(G, (C1, Gal) = 0o, pela proposição anterior.
Analogamente mostra­se que E(G,S) = co se Sa =.
Suponhamos agora S, £ à e So £ 9.

Deste modo temos, usando novamente as propriedades 4.1.1 e 4.1.3, que
E(G,S) = E(G, SU So) > E(G, SU SL) = E(G, ([G1, Gal) = co.
ii) Seja S" = (Ri; =Gn,i EI). Assim usando as propriedades 4.1.2 e 4.1.3 temos
E(G,S) > E(G,S') = E(G,G]) = co.

Exemplo 4.3.5 Sejam S = (a) = Z, H=(b)>Z eG=(a)x(D)= Z*xZ. Então E(C,(S,H)) =
E(G,(S)) = E(G, (H)) = co. Em particular (G, (S, H)), (G,(S)) e (G, (H)) não são Dº­pares, pela



proposição 4.3.1.

Os próximos resultados nos mostra o comportamento do invariante E(G,S) no caso em que

G = Gy*rCa com apenas um dos Gis finitos.

Proposição 4.3.5 Se G se decompõe sobre um subgrupo T na forma Gy*yGo com apenas um dos

subgrupos C1 ou Ga finitos, então E(C,(G1,G2)) >2.
Demonstração: Suponhamos que G7 é finito e G2o é infinito. Consideremos a sequência de Mayer­

Vietoris para G = Gy*rGo e M = Z2oG (Teorema 2.5.3)

0 = 1º(G;Z2aG) = 1%WG;X2aG) PI ºNGa; H2G) DB 1ºT; £2G) É
G CG

6 Tese res
DS H(G;Z2G) = HG; Z29GC) DH (Ga; Z9G) — ++

onde r(f1, fo) = res fi — res fo.
Como C& e (7 são infinitos, lemos que 11 º(G; Z2G) = 11º(Go; £Z2G) = 0. Assim temos a seguinte

sequência exata curta

Ss)

0 — 1%G1, Z2C) " Hº(T;Z2G) & mó = ker(rese,,rest,) — O

Mas Hº(G1, £2G) = (Z296) e Hº%WT, X29G) = (Z9G)T e temos a inclusão

(HG) E (LG). Logo podemos construir o seguinte diagrama comutativo

HNGZ2G) TS (DG)
res! j

"Sp l . 1

HºT,%26G) É (Z26)7

onde y;(f) = f(1), i = 1,2 são isomorfismos.

! é sobrejetora se, e somente se, j é sobrejetora. TemosCom isso verifica­se facilmente que res&.
ainda que Z2oC pode ser identificado com o conjunto formado pelos subconjuntos finitos de PG, a

saber, FG (ver Proposição 1.5.6).

Daí podemos ver j : (FG) — (FG)! tal que j(4) = A (a inclusão).
Agora, temos' que T é finito e tT = T,vt E T, logo T E (FG)T. Mas T é (FG), pois se

TE (FG)! teríamos 11 T = T,Vg1 E G17 e daí G7 = T, que pela definição 2.5.4 é uma contradição.
; Cro ;Deste modo j e logo res7', não é sobrejetora.
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Agora E(G,(C1,Ca))=1+ dim(ker(res&,) NKer(resE,)) = 1 + dim ker (resl , res), pela
Proposição 4.1.3.

Ev resê,) = 0 e portanto Imó = OQ e daí restPortanto se E(G, (G1,Ga)) = 1 temos que ker (res '

seria um isomorfismo, o que não ocorre.

Logo E(G, [C1,Ca)) >2.

Corolário 4.3.2: Se G = Gy*rG52 com apenas um dos subgrupos G; ou Go finitos e cada S; contido

em G7 ou Go então E(C,S) > 2.
Demonstração: Análoga à dada no Corolário 4.3.1 .(i).

Exemplo 4.3.6 Sejam G1 = (a) = Z, Ca = (bb BP =1) = ZaeC=GxCa= Z*X2 Então
E(G,S) >2, onde S=(Sji€ele S;CCroun S;C Cal.
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