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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo da teoria de homologia e cohomologia
(absoluta ¢ relativa) de grupos ¢ suas relagoes com esta leoria para
cspacos topologicos.  Além disso, estudamos aplicagoes do invariante

12 (G, 8, M) (definido em [3]), onde (G,S) ¢ um par grupo ¢ M ¢ um

ZoC-modulo, as teorias de grupos e pares de dualidade ¢ decomposicao

de grupos, nos casos parliculares M = Zo e M = ZoC.

Abstract

11 this work we study the ]]t)mo]o.gy and Cohomology ol groups (absolute
and relative) and its relations with the theory of topological spaces.
['urthermore, we apply the invariant £ (G, S, M) (as defined in [3] ),
where (G, 8) is a group pair and M is a ZoG-module, to the group
and dunality pairs and groups splittings theories, in the particular cases

M = Zo and M = oG,
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho ¢ estudar a teoria de homologia e cohomologia absoluta e relativa
de grupos, suas relagoes com esta teoria para espagos topoldgicos e através destas teorias estudar o
invariante algébrico £ (G, S, M) onde G é um grupo, S = {S;;i € I} ¢ uma familia de subgrupos
de indice imfinito em ¢ ¢ M é um ZoG-modulo, nos casos M — Zo e M Zo(, isto é, estudar
os invariantes E (G, S, Zo)e B (G, S, Z2G) aqui denotados por I (G, S)e (G, S) respectivamente.
Além disso estudaremos aplicagoes destes dois invariantes no caso em que G' e S satlisfazem certas
propriedades de dualidade e no caso em.que G se decompoe sobre certos subgrupos.

O invariante algébrico £ (G, S, M) foi definido por Andrade ¢ Fanti em [1] da seguinte forma:
E(G,S,M) = 1+dimker ((resi);c;) »

onde res; : H™ (G; M) = H™ (S;; M) é a aplicagao induzida , no nivel 1 de cohomologia, das inclusoes
e

Em [1], Andrade e Fanti se dedicaram ao caso em que S = {S} e M = Zo(G/S) obtendo varios
resultados e aplicagoes do invariante E (G, S, Z2(G/S)) denotado por E (G, S), a teoria de grupos e
pares de dualidade.

Para cada ZoG-modulo especifico M podemos tentar obter novos resultados e aplicagoes. Os

casos M = ZoG e M = Zo, que enfocaremos neste trabalho, foram considerados em [3] e nossos

estudos nestes casos foram baseados nesta referéncia.

A seguir relataremos sucintamente o objeto de estudo em cada capitulo.

No Capitulo 1 recordaremos no Paragrafol.l alguns resultados sobre mddulos projetivos, que
serao uteis no decorrer deste trabalho e introduziremos o conceito de RG-méddulos, onde R é um anel
comutativo com unidade e G é um grupo denotado multiplicativamente.

IEm 1.2 definiremos R-resolugoes projetivas de M e faremos alguns exemplos de RG-resolugoes
projetivas de I, entre elas a resolugao padrao que utilizaremos em 2.3, e veremos como obter res-
olugoes livres de R sobre RG via topologia, a saber, através de CW-complexos X cujo o recobrimento
universal ¢ contractil. Um espago deste tipo é chamado K (G, 1)-complexo, onde G = 71 (X ); que serao
importantes no Capitulo 2. |

No Paragrafo 1.3 veremos que as varias resolugoes projetivas de um R-médulo M sao todas homo-

topicamente equivalentes, faremos uma breve recordagao de funtores e demonstraremos o importante
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resultado: “See: FF — M ec : F' — M sao resolugdes projetivas de M e T é um funl.(.)r aditivo entao
TF e TF sao homotopicamente equivalentes”, que garante que os grupos de (co)homologia H* (G; M)
e H.(G: M) sao bem definidos. |

No Paragrafo 1.4 introduziremos o conceito de funtor coinvariante, que sera 1til em 2.1.

Em 1.5 estudaremos os médulos induzidos e coinduzidos, mddulos estes muito impm‘t.anl.('s' em
todo este trabalho principalmente na relagao, dada pelo isomorfismo de Shapiro, da (co)homologia de
um grupo G com a (co)homologia de um subgrupo S de G, na obtencao de resultados sobre grupos ¢
pares de dualidade e no estudo dos invariantes £’ (¢, S)e I (G, S).

No Capitulo 2, estudaremos a (co)homologia absoluta de um grupo G

Em 2.1 definiremos os grupos de (co)homologia de um grupo com coeficientes em um RG-moédulo

1 saber:

Ho (GiM)=H, ([ FQM | e H* (G;M) = H* (Hom g (F, M))
RC

onde £ : ' — R ¢ uma RG-resolugao projetiva de R. Faremos alguns exemplos e aplicagoes tais como:
“Se ¢¢ ¢ um grupo ciclico finito nao trivial entao Z nao admite resolugao projetiva de comprimento
finito sobre ZG”.

No Paragrafo 2.2 daremos um interpretagao topolégica para H™ (G; M) ¢ H. (G; M) no caso em

que M ¢ um RG-mddulo trivial, isto é,
H™(G;M) = H"(K (G,1); M) e H.(G;M) = H, (K (G,1); M).

Esta interpretacao ¢ importante pois nos permite calcular a (co)homologia de um grupo G através
da (co)homologia do espago (CW -complexo) K (G, 1).

Em 2.3 estudaremos os grupos 1, (G; M) e H' (G; M) que tém interpretagoes especiais ,a saber:

“Se M é um RG-médulo trivial entao Hy (G; M) ~ Gy @M e HY (G; M) ~ Homz (Gap, M)”
Zz

onde G 4 denota o grupo- G abelianizado.

No Paréagrafo 2.4 observaremos que " (G;—) e H,(G;—) sao funtores covariantes e veremos
H™ (=:=) e IH.(—;—) como funtores de duas variaveis.

Encerrando o Capitulo 2, faremos, no Paragrafo 2.5, um breve estudo da teoria de decomposigao
de grupos, isto e, estudaremos G que se decompoe sobre um subgrupo S na forma G = G xg Go
(produto livre amalgamado) ou G = G*g, (extensao HNN). Também veremos como se comporta a

(co)homologia de grupos deste tipo através das seqliencias de Mayer-Vietoris.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw-l 12 13 14 15 l1le 17 18



No Capitulo 3 veremos o conceito de (co)homologia relativa para um grupo ¢ ¢ uma familia

S={S;;iel}de subgrupos de G.

[2m 3.1 veremos a defini¢ao de H, (G,S; M) e H™ (G, S: M), devida a Bieri-Iickmann [5] e também

a defini¢cao equivalente de cohomologia relativa H* (G, S; M) devida a Ribes [16].

No Paragrafo 3.2 estudaremos a funtorialidade da (co)homologia relativa e obteremos seqiiéncias
exatas longas em (co)homologia para o par (G, S).

Assim como para a (co)homologia absoluta de grupos, veremos em 3.3 uma interpretagao topoldgica

para a (co)homologia relativa de grupos, a saber: “Se M ¢ um RG-modulo trivial entao:
Ho(G.S; M)~ H, (K ((G,8),1);M) e H*(G,8; M) ~ H* (K ((G,S),1); M)

onde K ((¢.S),1) denota um par de C'W-complexos (X,Y ), onde X = K (G,1) e ¥ é um subcom-
plexo cujas componentes conexas sao K (Sj, 1),o;, chamado par Eilenberg-MacLane”. Através desta
interpretagao topologica podemos calcular a (co)homologia relativa de grupos usando a (co)homologia
de espagos.

Finalizando o Capitulo 3, estudaremos em 3.4, os importantes conceitos, entre outros, de grupos
e pares de dualidade, suas interpretagoes topologicas e exemplos via topologia.

No Capitulo 4 estudaremos o invariante algébrico ¥ (G, S; M).

IEm 4.1, veremos a defini¢ao deste invariante e suas propriedades principais.

No Paragrafo 1.2, nos deteremos ao caso em que M ¢ o Z »G-modulo trivial Z . Veremos a relagao
de E' (G, S) = E(G,S: Z=2) com as teorias de decomposigao de grupos e pares de dualidade. Entre
outros resultados veremos que “Se (G, S = {S;, i = 1,...,r}) é um par de dualidade de Poincaré, com
[G : Si] = oc e G finitamente presentado, entao E'(G,S) = 2 —r + dim Hy—1 (G; Z2)” e um resultado
que fornece uma condigao necessaria para que um grupo G se decomponha sobre um subgrupo S.

Finalmente em 4.3, estudaremos o invariante 12(G, S) = 12(G, S, Z2G), que também tem relagao
com as teorias de decomposi¢ao de grupos e grupos e pares de dualidade. ntre outros resultados,
veremos que (G, S) fornece uma condigao necessaria para que (G, S) seja um par de dualidade, isto
¢ “Se (¢, 8) é um par de dualidade de dimensao n (n > 1), entao !_'?-((;, S)=1"

Nos Capitulos 1 a 3, R denotara um anel comutativo com unidade, mas estaremos interessados
105 casos em que I Z ou IR = Zo e especificaremos cada um destes casos quando se fizer
necessario. No Capitulo 4 trabalharemos com R = Z o pois estaremos interessados em ver os grupos

de (co)homologia como Zo-espagos vetoriais ¢ assim poder usar o conceito de dimensao.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Modbdulos Projetivos e RG-Moddulos

Neste paragrafo recordaremos alguns resultados sobre maodulos projetivos e introduziremos o

conceito de RG-modulos, onde ¢ é um grupo.

Definicao 1.1.1 Um madulo P ¢ chamado R—projelivo se exisle solugdo pare todo problema de
G pro; . I !

v - . p ! - s a . -
aplicagdo do tipo abaizo, onde M' — M — M" ¢ uma seqiiéncia exata de R-médulos.

\()
M Lo

= i . . ~ ! v
Uma solugao para este problema consiste de uma aplicagao v : P — M’ tal que i o9 = ¢.

Lema 1.1.1 Todo madulo livre ¢ projetivo.

Dcmonstragao: |[7], 1.7.2

Lema 1.1.2 As seguintes condigoes para um R-modulo sao equivalentes:
(i) P ¢ projetivo

(i1) Toda seqiéncia exalta 0 — M’ — M — P — 0 cinde.

(iii) P. ¢ somando direlo de uwm modulo livre.

Demonstragao: (7], 1.8.2
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. £ . W ) z . 2 %
Excmplo 1.1.1 Sejam R um anel ¢ ¢ € R um elemento idempolenle, islo ¢, e~ — c. Iintdo o ideal a

esquerda Re é R-projetivo.
De fato, seja « : I — Re dada por o« (rr) — re.
Dado » € [T, temos ¢ue » — re a € kermw ]](}i:-i, Tr(.f’ — r(') re — res
Portanto » = a | re  onde a € kerwere € Re.
Agora kerm N Re = {0} pois, v EkerrNRe = 7w(x) =0z = re = xe-
0.
Portanto R — kerm @ Re.

Como R é R-livre temos, pelo Lema 1.1.2 (iii), que R e ¢ R-projetivo.

Exemplo 1.1.2 (Exemplos de médulos projetivos que nao sao livres).
a) Sejam R — Zg = 3.
Temos3°=3.3=0=3 e portanto 3 € idempolente.
Logo. pelo exemplo anterior, Zg3 = {U,Fg} é Zg—projetivo. Agora se Zgd fosse Zg—livre
J’U? - P = Z{Eﬁ leria no minimo 6 elementos.
Portanto Z¢3 nao é Zg— livre.
b) Considere Zg — Zo@ Z3. Pelo Lema 1.1.2 (iii) Zo é Z¢— projetivo. Mas Zo nao ¢ Zg—livre

pelo mesmo motivo do ilem anlerior.

Definigao 1.1.2 Um R-moédulo M ¢é chamado R—plano se para qualquer seqiéncia exata curta de

R-modulos 0 — A — B — (' — 0 a seqiéncia

0— A @ M— B @ MG %} M — 0 ¢ ezata.

Lema 1.1.3 Todo modulo projetivo ¢ plano .

Dcmonstragao: [14], 1.9 exercicio 915,

Definigao 1.1.3 Sejam R wm anel comulalico com unidade 1 e G um grupo denotado multiplicati-

vamente. Seja RC o [R-mddulo livre gerado pelos elementos de . Dai um clemento de G ¢ expresso




unicamente na forma )’ a,g, onde oy € R ¢ ay = 0 para quase lodo g.
geC

Em RG definimos a multiplicacao

Zn'gy - Z_H,r,h. Z agBrgh

geCG hed! g.hed

€ SOt

Z agg | + Z Bgy Z (g + Bg) g

geC; qgels gel;

que fazem de RC wm anel comutativo com unidade le, onde ¢ ¢ o elemento neulro de ', chamado

ancl grupo de ¢ sobre IR,

Observagao 1.1.1 Neste trabalho estaremos inleressados em trabalhar com RC-médulos, nos casos

R~ 7 ou R — Zo e sempre que necessdario especificaremos o anel a ser ulilizado.

Para melhor caracterizarmos RG-maodulos necessitaremos do conceito de agao de nm grupo em
um conjunto.

Sejam ¢ um grupo e X um conjunto nao vazio. Uma acao (a esquerda) de ¢ em X é uma
aplicagao ¢ : (¢ x X — X, (g,x) — ¢(g,x) = gz satisfazendo, para todo » € X, as condic¢oes:
a) ex —x  (e: elemento neutro de G').
b) (g192)x = g1(g2x),Yg1,92 € G.

Equivalentemente, uma agao de ¢¢ em X ¢ um homomorfismo ¢: G — Bij(X) dado por

0 (g) = ¢4 tal que ¢, (x) = gz onde Bij (X) = {f: X — X; [ ¢ uma bije¢ao} é um grupo com a

operacao de composicao.

Para simplificarmos a notagao, escreveremos g : X — X em lugar de ¢4 : X — X.

Se X tiver estrutura de grupo (aditivo) e quisermos preservar esta estrutura atraves da G-agao,
exigiremos que a aplicacao ¢ : X — X seja um homomorfismo de grupos, isto ¢, que ¢ satisfaca a
condicao adicional:

c) glxy + a2) = gxy + gro,Vg € G e xy,20 € X.

Assim, uma agao de G em um grupo aditivo é um homomorfismo ¢ : G — Aut(X), onde Aut(X)
denota o grupo de automorfismos de X.

Agora, se X ¢é um espago topologico, é natural que queiramos que a (G—acao preserve a estrutura

topologica de X.




Para isso exigiremos que a aplicagao g : X — X seja continua, para todo g € G.

Deste modo, uma a¢ao de um grupo G em um espago topologico X ¢ um homomorfismo
¢ : G — Homeo(X) onde Homeo(X) denota o grupo dos homeomorfismos de X.

Observe que neste caso, se considerarmos em G a topologia discreta, a agao ¢ : G x X — X
¢ uma aplicagao continua.

Sempre que tivermos um grupo G atuando em um conjunto X chamaremos este conjunto de
G-conjunto.

Dizemos que X ¢ um G-conjunto livre se a agao de G em X ¢ livre, isto é, gz = = para algum
TEX S g=ce.

Dizemos que X é um G-conjunto trivial sc a agao de ¢ em X é trivial, isto é, gx = =, Vo € X

eVg €G.

Proposigao 1.1.1: Seja R um anel comutativo com unidade, GG um grupo (multiplicativo) e A um
conjunto nao vazio. Intao A é um RG-mdédulo (a esquerda) se, e somente se, A é um R-mddulo
munido com uma a¢do de G em A.
Demonstragao: Seja A um RG-médulo. Temos que A consiste de um grupo abeliano munido com
um homomorfismo p : RG — End(A), onde End(A) denota o anel dos homomorfismos de A.

Este homomorfismo p induz uma acao de ¢ em A dada pela aplicacio ¢: GxA — A
definida por ¢ (g,a) = ga = p(g) (a).

Além disso podemos definir um homomorfismo p : R — End(A) dado por p(r) = p(re), onde e
denota o elemento neutro de ¢¢. Com este homomorfismo p fazemos de A um R-médulo.

Reciprocamente, dado um R-médulo A munido de uma agao ¢ : G — Aut(A), temos induzido
um homomorfismo p : RG — End(A) dado por p | 3~ agg | = X age(g).

Este homomorfismo, junto com a estrutura f(;ru])o abeliano do R-modulo A, faz de A um

RG-moédulo, como queriamos. ]

Observagao 1.1.2 a) Seja ¢: RG — R a aplicagdo aumentagao usual definida por e (g) = 1,Vg € G

& (Z “9-‘?) = ) age(g) = X ay.

geld 9EG gel

Se A é um RG-mddulo trivial e « = ) agg € RG entdo am = (E agg) m= 2 ag(gm) =

geG geG geG

- & (o) m.
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b) Todo R-mdédulo M pode ser visto como um RG-maodulo se considerarmos em M o G—agao trivial.
Em particular um anel R pode ser visto como um RG-madulo trivial
Neste trabalho, a menos que se especifique o contrdrio, veremos R como RG-maodulo trivial.

¢) Para todo grupo (' a tinice estrutura de Zo como ZoG-mdodulo ¢ a de Z oG -mddulo trivial.

L
4

De fato, seja ¢ : ¢ — Aut(Z2) um homomorfismo tal que ¢ (g) = @g4.
Como Aut (Z2) = {id} temos que ¢, = idg,, Vg € G.

Portanto a ninica (/-acao sobre Zs9 ¢ a trivial.

Definigao 1.1.4 Seja X um G-conjunto e x € X. Definimos a G-orbita de x como o conjunto

G(x) = {gx;9 € G}.

O seguinte resultado sera 1til nos paragrafos seguintes:

Proposigao 1.1.2 Seja X um G-conjunto livre e sejo [Y um conjunlo de represenlanles para as
G-orbitas em X. I'nlao RX (R-maodulo livre gerado por X ) é um RG—mdédulo livre com base I5.

Demonstragao: (7], 1.3.1.

1.2 Resolugoes Livres e Projetivas

Definigao 1.2.1 Seja R um anel (comutative com unidade 1) e M um R-mddulo. Uma resolugdo

de M sobre R ou wma R-resolugao de M ¢ uma seqiéncia exata de R-modulos

oy By 23 e B S M0

A aplicagao € : 'y — M ¢ chamada aplicagao aumentagdao. Se cada FF; é livre, dizemos que a resolugao

¢ livre. Se cada F; ¢ projetivo dizemos que a resolugao é projetiva.

Notagao: : [' — M denotara uma resolugao de M.

Lema 1.2.1 Dado um R-mddulo M sempre podemos construir uma resolugdo livre de M sobre R.
Demonstragao: Sabemos que todo R-médulo M é o quociente de nm R-mddulo livre ([14], 1.4.6).

Isto é, M ~ Fy/Ag. onde Fy é R-livre.




Seja : Fy — [Fy/Ag, dada por e (z)= T, a projegao canonica.
Temos que ker e ¢ submodulo de Fy e entao kere = FF1/A|, onde Iy ¢é livre.

Seja &, : F| — kers = I'{/A| a proje¢ao. E procedendo sucessivamente desta maneira obtemos a

X il S sbipie
seguinte R-resolugéo liviede M : ... = s 2 1 2 g S M — 0. =]

Exemplo 1.2.1 Se I ¢ um R-mddulo livre entdo 0 — F 5 |7 — 0 é uma R-resolucdo livre de F.

Exemplo 1.2.2 Seja M win R-mddulo, onde R ¢ um dominio de ideais principais. Temos que

M = T:?f,owi.rlf' Fy € lLivre. Como R ¢ dominio de idéais principais temos que qualquer submddulo de
um R-mddulo livre € livre ([14], 1.4 ex. 4G). Logo I é livre, pois é submdédulo de Iy.
. L g St . ) . p . ~ 5 ;
Assim lemos que 0 — ] — Fg— M — 0, onde i : 'y — Fy ¢é a inclusio ep : I'n — M é a

projecao, € uma R-resolugao livre de M.

Resolugao Padrao

Uma resolugao projetiva de bastante importancia no estudo de homologia e cohomologia de um
grupo G ¢ a resolugao padrao.

Considere a sequencia ... — [y — Fp_| — ... — Iy — [} — [y — R — 0, onde cada I, é o
R-médulo livre gerado pelas (n + 1)-uplas (go, g1, .., gn) de elementos de G'.

O operador bordo &, : I, — F,_ ¢ definido por

mn

61:.(.'?01 Eiaiaty .'?‘n.) s Z(_‘i)’ (gﬂ: L 1 15?."1 LR s.‘hl)

g==0)
nos geradores e estendidos por linearidade.
A aplicagao aumentagao € : Fp — R ¢ definida por €(gg) = 1, V go € G, e estendida por lineari-

dade.

. _ i s 0 ex E "
Afirmagao: O complexo ... — I, & Fni— ...~ Fi =3 F3g—=>R—0 éexato.

De fato: Mostremos primeiramente que F ¢ contractil. Para isso vamos construir uma homotopia h
entre idg e 0 ([7], lI.U).

hn (g0,---,9n) = (¢,90,---,9n) sen >0

hp(l) =(e) sen=—1.

Defina hy, : Fy, — Fy4 por:
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Claramente o h_y; — id
h_.] o< - (5[ Oh[] = gl

hyp—y 06y | Oy 1 0 hy el

Logo, temos que h ¢ homotopia de cadeia ¢ assim idp, ~ 0. Portanto IV é contractil. Mas, se um
complexo (' ¢ contractil entao C' ¢ aciclico, isto ¢, Hqo(C') = 0,V ¢ ([7], 1.0).

Assim temos que [ ¢ aciclico e portanto o complexo ¢ exato.

Considerando a G-agao em F,, definida por g¢(g0,91,---,9n) = e

Xo= {(g0, / , temos que X,, ¢ um G-conjunto livre pois, g (go, ey B G)

Seja £ um conjunto de representantes para as G-orbitas em X,. Assim, pela proposi¢ao 1.1.2,
F, = RX,, ¢ um RG-modulo livre com base F.

Vamos considerar representantes especiais para as G-orbitas em X,,. Tomemos como representante
da érbita de (go,...,gn) o elemento (1, hy,...,hy,) onde h; = g7 'gi. Este elemento pode ser escrito na
forma (1,4y,L1lo, ..., 1ta. .. ly) onde &, = h,;i]h,,.

Portanto como base para o RG-mdédulo livre F), podemos tomar as (n + 1) -uplas ‘da forma
(1,91,9192 g192-.-gn) . I assim temos que ... — [, i Fpog = ... = Fg > R — 0éuma
resolucio livre de R sobre RG chamada resolugao padrao.

Vamos agora introduzir a notagao bar.

Denotemos (1, g1, 9192, --.,9192---9n) POr (91 | 92 | - .. | gn] e assim temos que &, [g1 | g2 | ... | gn] =

n N
> (=1)'di[g1 | -~ | gn] onde
i=0

gilge] ... lgn] sei=0

dilgi]...| gnl- [o1] = |gin | Gegasr | 94 | --- | 8a] s€ D<i<an

[.'?1|---|5‘n—1] se i —n

Observagao 1.2.1 a) Fop={[ |) onde | | =1, com 1 denotando o elemento neutro de G.
b) Fo= RG.

De fato,defina ¢ : Fg — RG por ¢ (o[ |) = a. Claramente ¢ é isomorfismo.
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Resolugoes de R sobre t(¢ via topologia

Veremos agora como obter resolugoes livres de R sobre RG' atraves de um espago topologico
especial (chamado CW-complexo) no qual GG atua. Para isto precisaremos rever e introduzir alguns
conceitos.

Recordemos primeiramente o conceito de CW-complexo:

Definigao 1.2.2 Um espago de Hausdorff X é um CW-complexo se X possui uma colegio de
subconjuntos fechados rr;‘-’ (onde q representa dimensao (q = 0,1,2,...) e j wvaria sobre um con-
junto de indices Jg) e uma familia de subespagos’ fechados XV e XlE o E XVEL o E0IR
X = U ar;-" (por definigao X1 = ?l) e ff — JjﬂX‘f_l, satisfazendo as sequinles propriedades:
P=q
JEJp
1) o} = J] enconlra of — f] somente quandop=q ¢ i

2) X =UX9.

3) Para cada J?. eriste uma aplicagdo ¢j : D9 — X7 (onde D? é o disco de dimensdo q) que

S§9=L (esfera de dimensio q — 1) sobre f;? e aplica D7 — 971 homeomorficamente sohre'rr;f' - ff.

( Obscrvagao: S~! ¢ o conjunto vazio.)

4) [ intercepta um nimero finito de conjuntos (cr_? - f}') :
5)  Um subconjunlo Y de X ¢ fechado se Y N r}'j é fechado em a‘;-r, Yg=0,1.eVji€dy,

onde 0;-'7 possui a topologia quociente de DT (via g?j)
Notagao: Em um CW — complexo X, e¢? denotara a célula aberta de dimensao q ( e? = o7 — f9).
Como exemplos de CW —complexo temos:

Excmplo 1.2.3 (a) A esfera S™:

st =clueh,




(b) O toro T:

T=c%u ::{ U r.’é Ue

(>

(c) A soma conexa de 2-toros:

THT =cUelu...ucluec

(d) O bouquet de 3 civeulos:

3
: U el

Definigao 1.2.3 Um G-complexo é um CW -complero X munido com uma agio de G em X que
permula as células, isto €, se S representa o conjunto das células de X enldo gS = S, Vg € G. Se a

acao de G em X permuta livremente as células dizemos que X € um G-complexo livre.

Note que, como a agao de ¢ em X induz um homeomorfismo ¢,: X — X definido por
¢g (x) = gx, temos que se o ¢ uma célula de X entao go é uma célula de X cuja dimensao é a mesma
de o.

Dado X um G-complexo podemos formar o complexo de cadeias C.(X, R), onde Cp(X,R) é o
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R-médulo livre gerado pelas células de dimensao n. A agao de (¢ em X induz uma agao em C.(X, R)
da seguinte forma:
g (u.]cq + . u,,_cr,,_) = a1g0] e I(Lngar,,.

Deste modo C. (X, I ) torna-se um complexo de cadeias de RG-mddulos.

Definimos ¢ : Co(X, R) — R por € (vg) = 1 nas 0-células vy de X e estendemos € por linearidade.

Note que e ¢ uma aplicagao de RG-mdédulos pois gvg também ¢ O-célula ¢ a agao de G em R ¢
trivial.

Nosso objetivo ¢ mostrar que se X é um G-complexo livre contractil entao C. (X, R) é uma
RG-resolucao livre de R.

Seja X, = {0 € X; o ¢ uma n-célula} .

Temos que ', (X, R) = RX, (R médulo livre gerado pelas n-células). Como X,, C X e X é
G-complexo livre temos que X, ¢ um G—conjunto livre e assim, pela Proposigao 1.1.2, C\, (X, R) €
um RG-modulo livre com base E, onde £ é um conjunto de representantes para as G-orbitas em Xp,.

Para ver que se X é contractil o complexo

. — Cp(X,R) L. Cni(X,R) — i Ut Co(X,R) = R — 0 & exato, basta lembrar que X

contractil implica que X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto ¢ deste modo
R, R se j=0
H;(X,R) = Hy({zp}; R) = Vs
0 caso contrario
e assim o complexo acima ¢é exato

Dai temos uma resolugao livre de R sobre RG.

Como aplicacao deste [ato temos:

Exemplo 1.2.4 Seja R=Z, X =IR> e GC=Z DZ.
X ¢é contractil e além disso X é um G-complexo livre pois,
(ZDZ)x R? — IR
((n1,n9), (x,y)) — (ng+a,na+y)
é uma acio de Z @ Z em IR* que leva célula em célula livremente. Logo pelo visto anteriormente
temos que o complexo

O R?) a5 Col B~ CL(IR?) — (RS Z =0

10




; AT ; 70 2 O R AT

¢ uma resolugao livre de Z sobre ZG. Mas C,(IR™) 0 para n > 2 pois 1~ nao tem células de
. ~ . 3 ) ] 7 . S

dimensao maior que 2. Determinemos C;(MR~) para i = 0,1,2. Para isso calculemos as oérbitas das

celulas.

{nmat) (rved wl

Y

(ntim)

=4G(0,0) := {(n1,n2) - (0,0) 5 (n1,n2) € ZDZ} = {(n1,n2); (n1,n2) € Z D%}
Portanto temos uma tnica G-érbita de 0-células. Dai Cy(X) ~ ZG
4G ([(0,0),(1,0)) = {(n1,n2)-[(0,0),(1,0)]; (n1,n2) € ZDZ}
{{(n1,n2), (n1 + Ln2)]; (n1,no) € ZDZ} e

4G ([(0,0),(0,1)]) = {l(n1,n2),(n1,n2+1)]; (n1,n2) € ZP%Z}
Assim temos 2 érbitas de 1-células: G ([(0,0), (0,1)]) e G ((0,0),(0,1)]).

Portanto €' (X) ~ ZG P ZCG.
4G ([(0,0), (unl < 1(0,0), (0, 1)]) =: {(n1,m2) - ((0,0), (1,0)] x [(0,0), (0, V)]); (n1,n2) € Z B 7} =
= {[(n1,n2), (n1 + 1,n2)] x [(n1,n2), (n1,n2+1)]; (n1,n2) € ZDZ} .

Logo temos uma tnica orbita de 2-células e dai (f-:()f) = ZG.

Deste modo temos que 0 — zG 3 zG @/?(. A ZG S Z — 0 é uma resolugao livre de Z
sobre Z (Z P % ).

: - SoP : . ; :
Consideremos agora Y um C'W-complexo ¢ Y — Y um recobrimento de Y. Por [20], 6.9.2 temos
que Y ¢ um C'W-complexo onde as n-células o de Y sao simplesmente as componentes conexas de

~: g — o ¢ homeomorfismo.

p~t (o), onde ¢ ¢ uma n-celulade Y e p |~

Prova-se facilmente que o grupo das transformacgoes de recobrimento, ¢, atua em Y permutando
as células e por [17], 5.6.1 temos que a agdo de G em Y ¢ livre.

Agora do fato da acao de G em Y ser livre e de p |5 ser homeomorfismo temos que ¢ permuta
livremente as células de ¥. Deste modo temos que Y éum G-complexo livre, onde ¢ ¢ o grupo das

transformacoes de recobrimento.
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Portanto, pelo que vimos anteriormente, se Y for contractil o complexo celular aumentado de Y ¢

uma resolucao livre de R sobre RG, onde C), (Y. li’) ¢ um RG-modulo livre com um elemento basico

para cada orbita de n-célula em Y.

Agora, se Y for recobrimento regular temos, por [17], 5.8.1, que ¢ opera transitivamente em
p~t(x), isto é, G (Z) = p~1(x), VT € p~! (2), donde concluimos que cada n-célula de Y nos fornece
uma 6rbita de n-células em Y. Deste modo temos quesep : Y — Y for recobrimento regular contractil,

Cy (} h’) ¢ um RG-modnlo livre com um elemento basico para cada n-célula de Y.

O CW-complexo particular que definiremos abaixo é um CW-complexo que satisfaz todas as

condi¢oes que relerimos anteriormente.

Definigao 1.2.4 Consideremos Y um CW-complezo satisfazendo as condigoes:
(1) Y € conexo
(i) m(Y) - G
(1ii) O recobrimento universal X de Y € contraclil (nole que sempre existe recobrimento universal de
X, [20], 6.9.1 e [13], 6.7 e que o recobrimento universal é reqular).
Tal CW -complexo Y é chamado complexo de Eilenberg-Maclane do tipo (G, 1), ou simplesmente,

K(G. 1)-complezo.

Nota: Algumas vezes ¢ conveniente notar que a condicao (iii) da definicao acima pode ser substituida
(=]

por (iii):  H;i(X) = 0 para i > 2 ou ainda por (iii)”: m;i(Y)=0 para i > 2. ([7], 1.4).

Obsecrvagao 1.2.2 a) Se Y ¢ recobrimento universal de um CW-complexo Y temos que Y é um
G —complexo onde G = 7 (V).
b) Neste trabalho admitiremos o importante resultado de que dado um grupo ¢, sempre existe um

K (¢, 1)-complexo ([7], 8.7.1).

Exemplo 1.2.5 Sejam G = Z @ ... Z (grupo abeliano livre de poston) e Y = S x §! x ... x §!

(toro n dimensional). O recobrimento universal de Y ¢ Y = IR", que ¢ contractil, e m (V) = G.
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Portanto ¥ ¢ um KN(C, 1)

Exemplo 1.2.6 Seja G = F(S) o grupo livre gerado por um conjunto S.
Scja ¥ = V 8! um bouquet de circulos.
sES !
Temos que Y ¢ um CW-complezo de dimensao 1 com exatamente 1-vérlice e uma 1-célula para
cada elemento de S e que m (Y ) = F(S).
Além disso Y ¢ conexo e se X ¢ o recobrimenio universal de Y lemos que X lem dimensao 1

(pois p : X — Y é homeomorfismo local) e portanto Hi(X) = 0 para i > 2.

Portanto, Y ¢ um K (I'(S),1).

Lema 1.2.2 Se X ¢ um G'—complexo livre compacto entao G ¢ finito.
Demonstragao: Seja X/G o espago das orbitas de X. Temos que p : X — X/G ¢ recobrimento
reqular ¢ G atua livremente em X como grupo das lransformagoes de recobrimento ([13], 1.5 er.
5.10).

Dado 75 € X/G, p~Y7T0) = G(xg) e G(xg) estd em correpondéncia 1-1 com G. Agora a fibra
p_“(ﬁ} ¢ discrela e fechada.

Suponha p~' (%3) infinita. Como p~' (¥5) ¢ compacta, pela propriedade de Bolzano-Weierstress
p~ L (T5) tem wm ponto de acumulagdo e este estd em p~! (7). (Absurdo, pois p~! (Tp) ¢ discreta).

Logo p~! (z7) € Jinita e dai G € finito. |

, g
Exemplo 1.2.7 Sejam g um inteiro maior ouiguala le GG = <ul, sy gt persenDt ) |11 G = l> isto
i =l

¢, GG.¢ o grupo com geradores ay,...,aq,b1,...,by; € a unica relagao I”[]u,-,b,‘] - 1 onde
i=1

lai, bi] = a;bia; b7 (G & infinito, [19], 6.4.3).

G ¢ o grupo fundamental da superficie orientada Y de genus g (soma coneza de g toros) ([17],4.5
Ezemplo 5.3)

Vamos provar que Y ¢ wm K (G,1).

Seja X Loy o recobrimento universal de Y. X € ndo compacto, pois se X fosse compacto,
pelo lema anterior, G seria finito. Dai ndés temos que X é uma superficie nao compacta e coneza e

portanto por [13], 22.25, Ho(X) = 0. Como Hi(X) = 0 para k > 2, pois X tem dimensao 2, lemos
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que Hi(X) = 0 para k > 2. Logo Y ¢ um K(G,1).

A Proposicao a sequir é conseqiencia imediala do que vimos anteriormente.

Proposigao 1.2.1 SeY éum K (¢, 1) entao o complexo celular de cadeia aumentado do recobrimento

universal de Y é uma resolugao livre de R sobre RG. [ ]

Excmplo 1.2.8 Como vimos no Exemplo 1.2.6, Y = \/ S! é um K (F(S), 1)-complexo, onde F(S)
SES
¢ o grupo livre gerado por S.

Sabemos também que Cp(Y, R) tem um elemento bdsico pare cada n-célula de Y (ji que Y ¢é

recobrimento universal de Y, e assim € regular). Assim, tomemos xg representante da dnica G-drbita

de vértices de Y. Dai xg gera o RG -mddulo livre CT{)(};, R). Logo (/'0[}::, R) ~ RG.

Como base para (.'I(i;, R) tomemos para cada s € S uma I-célula, orientada no sentido positivo,
es que ¢ projetada sobre ‘3‘.], Podemos supor que eg tem como ponlo inicial xg, pois se islo nao ocorrer
substituimos es por um oulro representante ¢, que tem xg como ponlo inicial.

O ponto final de eg ¢ entao sxp.

Portanto é(eg) — swo — xp = (s — 1)xp.

Dai temos -+ — 0 — RG®) & RG 5 R — 0 ¢ resolugdo livre de R sobre RG.

Exemplo 1.2.9 Se S = {¢} entao G = F(S) ¢ ciclico infinito. Neste caso a resolugao do exemplo

anleriopiss edRziE pese—n R VT e S B!

Resolugoes Periodicas via Agoes Livres em Esfera

Q nosso objelivo ¢ obter uma resolugao livre de R sobre RG através de um G-complexo livre X
- . . ~ - D 5 . .
que ¢ homeomorfo a esfera de dimensao impar S%k=1_ Para isto necessitamos dos sequintes Lemas:
Lema 1.2.3 ( atua trivialmente em Hop—j (X, R) ~ R.
Demonstragao: Faremos a demonstragao primeiramente para o caso R = Z .

Como G alua livremenle em X temos que ¢4 : X — X dado por ¢g (x) = gx é um homeomorfismo

sem pontos firos se g # 1.
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2k=1 g
Seja Ay, = 3 (=1)tr (@g), ;,» onde (g)ui: Hi(X,Z) — Hi(X,Z) ¢ induzida de pg no nivel i
i=0 ;

de homologia, o niimero de Lefschetz de ¢4. Pelo Teorema do ponto fizo de Lefschetz, Ay, = 0 ([22],
pay. 17} ou [7], 1.6 ex. 1), ¢ assim tr (9’.@)‘,0 — (‘fc.‘f)»,‘..’}.t—l 0.

Como X ¢ conexo por caminhos temos f.o = id, Vf : X — X. Dai tr (t,-,’?g}a‘o = 1 pois
Ho(X,Z)~ 7.

Logo tr (¢g), op_y = 1 € entio (cp‘,_,)*,ﬂ__l = id, pois Hop (X, Z) ~ Z .

Portanto ¢ atua (rivielmenlte em Hop_ (X, Z).

Agora, por [13], 29.12 temos que Hop—1(X,R) = Hop— (X,Zo’]@!f ~ R. Como R é um
RG-médulo trivial, temos que g(a@7r) = ga®gr = a@Qr, YaQr € ”{jk:—d (X,R).

Portanto Hop_1 (X, R) ~ R ¢ um RG-mddulo !.T‘itiirﬁ.
Lema 1.2.4 A seqiiencia 0 — R = Cop_1(X, R) L > ci(X, R) & co(X, R) 5 R — 0 é exata,
onde n : R — Cop_1(X,R) ¢ a inclusao, e C; (X, R) ¢ o RG-moédulo livre gerado pelas células de
dimensao i, uma em cada orbita de células.

Demonstragao: Considere a seqiéncia

Sk -1

0 — kerdop— it Cop—1(X,R) = .-+ = Ci(X,R) ] Co(X,R) SR ),

Como bof : Cop(X,R) = {0} — Cok-1(X,R) € aplicagcao nula, e Hor—1(X,R) ~ R, temos que
kerbop_1 ~ R.

Como Hi(X,R) = 0 para 0 < i < 2k — 1 temos ker §; = Imd;yy para 0 < i < 2k — 1.

ColX,R

Agora I'méy = kere, pois Ho (X, R) = R =~ T

A partir dao seqiiéncia acima oblemnos uma resolugao livre de R sobre RG que é periddica de

periodo 2k. De fato, denotando C. (X, R) por C, e considerando o diagrama

R
\"
noe

Cgp —=, Copyq —* =u
construimos o sequinte seqiéncia:

= ity , TIOE
= Cogmy — =+ — Cy = Cp — Copy
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Claramente ker(noe) = Iméy e Im(noe) = kerdog_y, e assim (1.1) é uma resolugao hivre de

R sobre RC. m
Como aplicagio do Lema acima temos o sequinte exemplo:

Exemplo 1.2.10 Seja ¢ um grupo ciclico finito de ordem n com gerador ¢.
Consideremos S' vista como um CW-complexo com n vértices (que podem ser indentificados

com as raizes n-csimas da unidade) e n 1-células. <

Denotando por vy, vy, ..., vn_1 0s vértices e ¢j = [vi,viy1] as 1-células de S' definimos a agdo de
G em St por tFv; = vpyi e tFe; =epyi, k=0,...,n—1, i=0,1,...,n— 1.
Claramente esta acdo € livre e permuta livremente as células.
Agora vi = t'vg e e; = tey, i=0,....,n—1.
Dai, existe uma dnica orbila de 0-células e uma inica érbila de 1-células, o que nos dd

C".} (<gl.fl>) ~ R e (."] (S!’ h,) ~ RG.

Assim, pelo fato anlerior, temos a sequinte resolugcdo livre de R sobre RG

ToE

A B eE BRIy pateigily |

Vamos determinar 6 e noe:
Temos 61(ep) = vi — vg = tvg — vp = (t — 1)vo. Dai §; é a multiplicagio por t — 1.
Para determinar n o €, observe que se N = 1+ t} 4 .- 4"~ entdo Neg gera H, (SI;R) ~ R.
De fato:
R~ H{(SY; R) = A8 — kers! | pois Iméa = {0}.

Temos que g+ teg + t2eg + ...+ t"Leg € kers| pois

. o3| ({‘[j +teg+ ... !."'_1(:()J (} +t 4 ...+ f‘”_i) (51(('-0) —
(Lt .41 (t—=1)vo = (t" — 1)vg = 0.

Além disso, temos que se x = ageq + ...+ an—1t""Leg € kerd, entdo é fdcil ver que

16
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an—1 — ag)vp + (ag — ay)tvg + - - - - Flap—o — ap— !,"'_lf_rg =),
2 1

Mas C'o(X, R) é um R-mddulo livre que tem como base as 0-células {vg, tvo, ..., !.""']'U[)}. Entao

ag=ay; = ...= apn—1. Datx = ap(eg+teg+...4 !-n_leo] = aoNep e temos Hl(Sl, R) = kerdy = (Ney) .
Como Im(noc) — kerédy, temos que (noe)(vg) = Neq, e assim (noe)(lpg) = N.
Logo noc ¢ a mulliplicagao por N.

Portanto, temos a seguinte resolugdao periddica, de periodo 2, de R sobre RG :

s RO RGS RGE RG-SR~ D

1.3 Resolugoes e Complexos de Cadeia Homotopicamente Equiva-

lentes

Dado um R-mddulo M, temos que M admile vdarias resolugoes projetivas. Nesta se¢do veremos
que todas essas resolucoes sio homotopicamente equivalentes. Aqui estaremos usando alguns con-
ceitos sobre complexros de cadeia tais como: aplicagées de cadeia, homotopia de cadeia, complexos
homotopicamente equivalentes, etc., que podem ser enconlrados em [7], 1.0.

Também faremos uma breve recordagao sobre funtores e demonstraremos que se T' € um funtor
aditivo e € : ' — M e &' : ' — M sao resolugées projelivas de M entdao T'F e T'I' sao homotopi-
camente equivalentes. Fsle resultado serd importante no capitulo 2 para a defini¢ao da cohomologia e

homologia de wm grupo.

Lema 1.3.1 Sejam (C,d) e (€', d’) complexos de cadeias e seja » um inteiro. Seja (fi : C; — Cf)icyr
uma familia de aplicagoes tal que d’f; = fi_1d; parai < r. Se C; é projetivo parai > r e H;i(C') =0
para i > r, entao (fi)i<,r se estende a uma aplicagado de cadeia f : ¢ — C’ e f é tinica a menos de
homotopia.

Demonstragao: [7/, 1.7.4.

Tecorema 1.3.1 Dadas resolugoes projetivas F e F/ de um médulo M, existe uma aplicacao de

1

. -~ ~/ .. . » . ~ .
cadeia preservando aumentacao f : F' — [’ unica a menos de homotopia e f é uma equivaléncia
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de homotopia.

Demonstragao: Sejam ¢ : ' — M e € :

Podemos entao formar os compleros de cadeias aumentados com M na dimensdo -1.

=% Hp

Al}
0

Como I'; ¢ projelivo e F' é exata podemos aplicar o Lema 1.3.1 para r = —1. Logo a familia de

2w Aom s e
| id

S iap M B wpdefingia 4

10 10

F' — M duas resolucoes projetivas de um mdédulo M.

aplicagoes acima se estende a uma aplicagao de cadeia f : F — F’, iinica a menos de homotopia.

Note que f preserva aumentagao pois € o fo = idoe = ¢.

Analogamente existe uma aplica¢ao preservando aumentacdio f': F' — F

I
1N
Fy
Ln
Fy

1

Fo M

1 Jo

Fy

1 £

Fo M — 0

Agora, temos que f'o f : ' — I estende idp;. Mas id : F' — F também estende idpy. Assim pela

r i
-y Jrn, 0 fn~ *’»dFﬂ.-

Portanto f'o f ~ idp. Analogamente f o ' ~ idp.

unicidade do Lema 1.3.1 temos f("] o fo~idp,..

Logo f € uma equivalencia de homotopia.

Definigao 1.3.1 Um funtor covariante 7' (respec. contravariante) da categoria de R-moédulos na
categoria dos grupos abelianos é uma associagao que a cada R-médulo M associa um grupo abeliano

T(M) e a cada homormorfismo de R-médulos f : M — N associa um homomorfismo de grupos

abelianos 7(f) : T(M) — T(N) (respee. T(f) : T(N) — T(M)) tal que:
T(idpar) = idpmy e T(go f) = T(g) oT(f) (respec. T(go f) =T(f)oT(g))-
Se T(f+g)=T(f)+ T(g) dizemos que T ¢ aditivo.

Exemplo 1.3.1 Seja M p a categoria dos R-mddulos (& direita) e § a categoria dos grupos abelianos.

Scja ' um R-mddulo (a esquerda).

AVA
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Definimos Tp : Mp — G do seguinte modo:

Tp(M):=MQF elTp(f) = M@F — N@F tal que Tp (f) (m Q@pz) := f(m)@pax para todo
I R R .

homomorfismo de R—madulos f : M — N . Claramente T é um funtor covariante aditivo.

Exemplo 1.3.2 Analogamente se F' é um R-médulo (a direita) ¢ pM denota a categoria dos

R -moédulos a esquerda, temos que a aplicagao Sp : pM — G definida por Sp(M) = FM e
R

SFp(f)(x@m) = 2@ f (m) para todo R-médulo a esquerda M ¢ todo R-homomorfismo f: M — N

é um funtor covariante aditivo.

Excmplo 1.3.3 Com as mesmas notagoes do exemplo anterior, temos que se F ¢ um R-mdédulo
(a esquerda) a aplicagao Hp :p M — @ definida por Hp (M) = Homp (I, M) ¢ pela aplicagao
Hp(f) : Homp(F,M) — Homp(F,N) tal que Hp (f)(¢) = fowponde f : M — N é um R-
homomorfismo, ¢ um funtor covariante aditivo ¢ Lp : Mp — ¢ dado por Lp (M) = Homp (M, F)

e Lr(f)(v) = wof, ¢ funtor contravariante aditivo.

Dados um complero de R-mdédulos C' e um funtor T consideremos o complezo de cadeias T'C de

grupos abelianos obtido aplicando T a C' termo a termo.

Lema 1.3.2 Se 7' ¢ um funtor aditivo entao 1" preserva homotopia de cadeias, isto &, se h ¢ uma
homotopia de cadeia entre as aplicagoes f, g : C — C’, onde €' e €' sao complexos de cadeias, entao
T (h) ¢éuma homotopia de cadeia entre 7' (f) e f(q)

Demonstragao: Suponhamos T um funtor covariante (se T for contravariante a demonsiragio €
andloga).

Considere o diagrama

Ca L C1 e Cy
gllfe Zh a1llfi /ho

i 85 8
5/ 3 G} 3 ¢ 3...

Como h ¢é homotopia de cadeia, temos: ho§ + 8’ oh = f —g. ([7], 1.0)

T é aditivo ,,, T é funtor covariante
g T =

Dai T(hoé+ 8 oh)=T(f—g) ho8)+T(8'oh) = T(f)-T(g)

= T(h)oT(8)+T(8)oT(h)="T(f)—T(g)
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Logo T'(h) ¢ wma homotlopia de cadeia entre T'(f) e T'(g).

Proposicao 1.3.1 Dadas duas resolucoes projetivas de M, e: F — M e’ : F' — M, entao T'(F) e
T (') sao homotépicas.
Dcmonstragao: See: ' — M e’ : F' — M sdo resolugées projetivas de M entao pelo Teorema
1.3.1 existe uma equivaléncia de homotopia entre F' e F'. Isto é, existem f : I — F' e g : F' = F
aplicagées de cadeia com f o g ~p idpr e go f ~y, idp, onde h ¢ b’ sio homotopias de cadeia.

Assim pelo lema anterior T (h) é uma homotopia de cadeia entre T (gof) e T (idp) = idpp)
e T (h') é wuma homotopia de cadeia entre T (fog) e T (idp1) = idppry. Portanto T (f) é uma

eqiiivaléncia de homotopia entre T(F) e T(F'). |

Observagao 1.3.1 Temos que I1,,(7'(f')) (homologia no nivel 2 do complexo de cadeia T'(F')) depende
somente de 7" ¢ M (a menos de um isomorfismo canonico), pois complexos de cadeias homotdpicos
possuem homologias isomorfas ([7], 1.0).

A sequinte definigao serd dtil nos capitulos posteriores:

Definigao 1.3.2 Sejam C e D duas categorias ¢ 77,72 : C — D dois funtores. Uma trans-
formacao natural h : Ty — T% ¢é uma aplicacao que a cada objeto X em C associa um morfismo
h(X):T1(X) — T2(X) de forma que se f : X — Y ¢ um morfismo entao o seguinte diagrama é

(‘()Ill“liil-i\’(}:

hen 19 o)
h(X) l Jh(}']
f{zg)

T2 (X) T2 (Y)

Se h (X): Ty (X) — T2 (X) possuir inversa dizemos que & é um isomorfismo natural.

1.4 Coinvariantes

Sejam G um grupo e M uwm RG-mddulo (a esquerda).

Definigao 1.4.1 O grupo dos coinvariantes de M, denotado por M, é o quociente de M pelo

subgrupo aditivo gerado pelos elementos da forma gm — m, com ¢ € G e m € M, isto ¢, se
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A={(gm —m; g€ C, m € M) entao Mg = %’L

Lema 1.4.1 M¢ =~ R@paM, onde R ¢ visto como um RG-médulo a direita com G-agao trivial.

Demonstragao: Faremos a demonstragao primeiramente para R = 7.
Seja ¢ : Mg — ZQgzaM dada por ¢ (M) =@ (m+ A) =1Qzam.
E facil ver que ¢ estd bem definida e é homomorfismo de grupos. Para provar que ¢ é isomorfismo
vamnos definir wma inversa P para @ usando a propriedade universal do produlo lensorial ([16], 5.11).
Considere o dingrama universal
S Y i
<M — Mg
| A

Z @M’
ZG

onde f(r,m)=r-m = (M + ...+ m) (T vezes).
Temos que:
(i)f (r1 +re,m) = (ry +ro)m = rim +rom = f (r;,m) + f (ro,m)
(i) (r1,m1 + ma) = ri(my + mo) = vy (Ay + M) = rimy + rime = f(r,m1) + f(r1, ma)
(iil) f(ra,m) = f(re(a),m) =re(a)m e f(r,am) = r (am) = r (¢ () M) = re (a) M.

Assim f(ra,m) = f(r,am), Yr € Z, m € M e o € ZG. Logo, pela propriedade universal
do produto tensorial existe wm tinico homomorfismo ¢ : Z ® M — Mg dado por ¢ (r @gzam) =
f(r.m) =rm. Claramente ¥ ¢ inversa de . =

Agora RQ M ~Z @ M ([5], pg. 4) e assim Mg ~ RQpaM .

RC y4e

Em vista do lema anterior, se M ¢ wm RG-mddulo, muitas vezes idenlificarernos Mg com

1{{ ®R(.- .-"'-Jf.

Temos, em vista deste mesmo lema e das propriedades do produto tensorial o sequinte resultado:

Lema 1.4.2 Se F' é um RG-mdédulo livre com base (e;) entao Fg ¢ um R—mddulo livre com base
(i)

Demonstragao: [7/, 2.2.3.

Definigao 1.4.2 O funtor - ¢ = RQpc - definido da categoria dos RG-médulos a esquerda para a

21




categoria dos grupos abelianos é chamado [untor de coinvariantes.

Seja C:+-- — (') — Cy — 0 wm complezo de cadeias. Denotaremos por Ce; o sequinte complexo
Cg:---—RC, — RQCo— 0.
no RG -
Vimos que para qualquer grupo G sempre podemos lomar I' a resolu¢ao padrao. Neste caso

denotaremos ['c; por CL.(().

Finalizando, introduziremos um conceito dual ao conceito de coinvarianies que serd itil no prozimo

capitulo.

Definigao 1.4.3 Dado um RG-mddulo (a esquerda) M, o grupo dos invariantes de M ¢ o conjunto

MC = {m € M;gm = m,Yg € G}.

Proposigio 1.4.1 Hompg (R; M) ~ M, onde R é um RG-médulo visto com G-agao trivial.

Demonstragao: Defina ¢ : Hompe (R; M) — ME por ¢ (f) = f(1). Claramente v definida desta

maneira € um isomorfismo. =

1.5 Moddulos Induzidos e Coinduzidos

Para introduzirmos o conceito de modulos induzidos e coinduzidos falaremos, primeiramente, de
extensdao e cocxlensdao de escalares.

Sejam R, S anéis e a : R — S um homomorfismo de anéis.

Seja M um S-mddulo d esquerda. Podemos ver M como um R-mddulo i esquerda, denotado por
h’c.e-"?é;\!. definindo em M a multiplica¢do p: R x M — M dada por p(r,m) =r*xm = a(r).m.

Obtemos deste modo um funtor da categoria dos S-mddulos (i esquerda) para a categoria dos
R-modulos (i esquerda) denominado restrigao de escalares.

Através do homomorfismo o podemos ver S como um R-modulo (4 direita) definindo a multi-
plicagao n: S x R — S dada por n(s,r) = sa (r) (multiplicagdo no anel).

Assim podemos pensar no produto tensorial S @ M.

R
Nosso objetivo é definir em S @ M uma S-multiplicagio d esquerda e assim ver S @ M como um

R R
S-médulo (a esquerda).




Definimos entdo por 1 : S X (SQpM) — SQpM por (s, s’ @pm) = ss' Qrm
Observando que (s's)r = s'(sr), V s, € S eV r € R prova-se facilmente que (b@ M, 'f,b) é
; R
um S-modulo (a esquerda).

O S-mdodulo a esquerda S@ M ¢ dito ser oblido de M por extensao de escalares de R para S.
R

Observagao 1.5.1 Existe uma aplicagao natural i : M — S @ M definida por i(m) := 1 @pm.
R
Desde que 1Qprm = a(r)@pm = a(r) - (1@prm) para qualquer r € R temos que i(rm) =

=r=i(m), isto ¢é. i ¢ uma aplicagao de R-maodulos.

Lema 1.5.1 Dados S-moédulos (a esquerda) M e N, uma aplicagao de R-modulos f: M — N e um
homomorfismo de anéis o : R — S existe uma tnica aplicagao de S-médulos g: SQ M — N tal que
R

goi= f.

Demonstragao:

Se a aplicagdo g existir, deve satisfazer g(s @pm) = sg(1 @pm) = sg(i(m)) = sf(m).

Assim, definindo g (s @pm) := sf (m) temos que g € unica.

Observagao 1.5.2 Se no lema anterior M = N e f = idy temos que a aplicagao i ¢ um

H—l]'lOI]OiIl()I'ﬁS]llO.

Proposigao 1.5.1 Dados S-mddulos (a esquerda) M e N e um homomorfismo de anéis

a: R — S temos: Homp(M,N)~ Homg (S® M, N) :
R

Demonstragao: Aplicando o lema anterior podemos definir ¢ : Homp(M,N) — Homg (S R M, N)
R

por ¢(f)(s @pm) = g(s @pm) = sf(m).

Claramente ¢ ¢ um homomorfismo de grupos e além disso ¢ : Homg (S R M, N) — Homp (M, N)
: R

definida por ¢(g) = goi ¢ inversa para ¢. [ ]

Vamos considerar agora uma construgdo dual na qual usaremos Hom no lugar de .
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Dado um R-mdédulo M (a esquerda) consideremos o grupo abeliano Homp(S, M) onde S ¢ visto
como R-mddulo (@ esquerda) com a multiplicagao r * s = a(r)s. Desde que r*(s'-s) = (rxs')-s

podemos definir em Homp(S, M) uma S-multiplicagdo a esquerda da seguinte forma:
Pp:Sx Homp(S,M) — Homp(S, M)

definida por i (s, f) (s') = (sf)(s') = f (s's), que faz de Hom (S, M) um S-médulo (d esquerda).

0 S-modulo Homp(S, M) ¢é dito ser obtido de M por coextensao de escalares de R para S.

Obscrvagao 1.5.3 [xiste uma aplicagao natural = : Hom (S, M) — M, dada por n(f) = f(1).
Note que w(r  f) = 7 (a(r)f) = (@(r)) (1) = £ (a(r)) = [ (r+ 1) = rf(1) = rr(f).
Entio w ¢ wma aplicagao de R-mdodulos (vendo o S-modulo Hom (S, M) com um R-médulo por

restrigao de escalares).

Lema 1.5.2 Dados S-mddulos (a esquerda) M e N, uma aplicagao de R-médulos
f: N — M ¢ um homomorfismo de anéis a : R — S, existe uma unica aplicagao de S-modulos
g: N — Homp(S,M) tal que ro g = f.

Demonstragao:

Para provar o Lema 1.5.2 note que se g existe deve satisfazer sg(n) = g(sn) para s € S, n € N.

Dai, sg (n) (1) = g (sn) (1) e assim g(n)(s) = g(sn)(1) = = (g(sn)) = f(sn).

Logo definindo g : N — Homp (S, N) por g(n)(s) = f(sn) temos que g € inica.

Proposigao 1.5.2 Dados S-mdédulos (a esquerda) M e N e um homomorfismo de anéis a: R — S

temos que Homg (N, Homp(S,M)) ~ Hompr(N, M).

Demonstragao: Aplicando o Lema 1.5.2 temos bem definido um isomorfismo

Y :Homp(N,M)— Homg (N, Hompg (S, M)) dado por ) (f) = g tal que g (n) (s) = f(sn).

Exemplo 1.5.1 Seja e : RG — R a aplicagao aumentagao e M um RG-moédulo.Entao o R-médulo
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R @ M obtido de M por extensao de escalares de RG para R ¢ simplesmente Mg ¢ o R-madulo
RG

Hom pe;(R, M) obtido de M por coextensao de escalares de RG para R é MEC.

Consideremos agora o caso particular RII L RG, onde H 6 um subgrupo de G ¢ o ¢ a aplicacao
inclusao.

Se M ¢ um RG-maodulo podemos ver M como um RH-mddulo através da inclusao.

Neste caso denotamos o RH-mddulo M por Htﬁa‘ﬁ M (mddulo restrigdo).

Considere agora M um RH -mddulo. O RG-mdodulo obtido de M por extensao de escalares, serd
denotado por :‘miﬁ M. Assim

IndiM = RG @ M
i

(Neste caso a extensao de escalares ¢ chamada indugao)

Da mesma forma, o RG-mdédulo oblido de M por coexlensao de escalares serd denolado por
('oiudﬁ;‘n’. Dai

(-'(}émf.ﬁ M = Hompy (RG, M)

(Neste caso a coextensdio de escalares ¢ chamada coindugao).

Observagao 1.5.4 Se H = {1} temos RH ~ R. Deste modo Imlg‘i}f'u’ ~ RG @M ¢ chamado
R

modulo induzido ¢ (-'r;.:'nrl?l}f'-'f ~ Homp(RG, M) ¢ chamado médulo coinduzido.

Proposigao 1.5.3 O RG -médulo Ind$jM contém M como um R submédulo. Além disso temos

que ]nr!?} M ~ @ gM, onde E é um conjunto de representantes para as classes laterais a esquerda
gl

de H em ¢ e gM denota o conjunto obtido de M (visto como R H-submdadulo de ."ndg M ) sob a agao
d(‘ .

Demonstragao: Como ¢ = |J gH, onde E é um conjunto de representantes para as classes laterais
gl

@ esquerda de H em G, temos por [7], pag. 13 que RG = @ R(gH)= @ g(RH). Dai
geE g€l

."Hu’f;jr.-'\f - (@ q(f’f”)) ®i\f — @ (9®R” J"lf) " (f)
geE RH g€E :

onde g Qpy M {9@pyym:me M}.
Agora, g @ py M, pode. ser indenlificado com M via o bije¢io g@pym « m. Em particular

1@py M < M, onde 1 denota o elemento neutro de .
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Considere o RI -momomorfismo i : M — RG @ M dado pori(m) — 1Qpy m (ver observagio
1.5.9). !

Lista aplicacao aplica M isomorficamente sobre 1 Qpy M. Deste modo, através da indentificagdo
1&pyy M — M podemos ver M como um RH -subméduo de fnu'(;; M.

O somando g @py M de (1) é o conjunto obtido de M ~ 1@ py M atrdves da agao de G, rh’-.s'(l(’

que g (1 Qpm) — 9@ pym. [dentificando g Qpyy M com gM temos demonstrada a Proposi¢io. ®

Obscrvagao 1.5.5 De modo analogo a indugao, pode-se mostrar que M ¢ um R I/-submoédulo de
) - ; Lo Leny gm se g € H
Coindjy M atraves do mergulho p : M — CoindjjM definido por p(m) (g)
0 c.e.
e que ('nindﬁ,\! = ][ gM, onde E¥ ¢ um conjunto de representantes para as classes laterais a
gel

esquerda de I em .

A aplicagao p se estende a uma RG-homomorfismo ¢ : RG @ M — Hompy (RG, M) (pelo Lema
RH
1.5.1). Esta aplicagao pode ser identificada com a inclusio canonica da soma direta no produlo direlo

([7], pay. 70) e assim podemos ver fmi?;: M como um RG-submddulo de ('-'nindﬁf‘l!.
Proposigao 1.5.4 Se (¢ : I1) < oo entao i'ndﬁf'.! v (.-'m'nn‘ﬁf'lf.
Demonstragao: Se (G : ) < oo lemos que a soma direla e o produlo direto coincidem ¢ assim

fmfﬁ,\f o (-'r;.":.'dt;j,-\.ﬂ

Proposigao 1.5.55¢ja M um RG-modulo. Entao existem RG-isomorfismos naturais:

a) !nriﬁr:z.‘;ﬁ M ~ R(G/ H)(%M._ (com G-agao diagonal).

b) ("m‘miﬁ (H\.EI _'U) ~ Homp (R(G/H), M) (com G-agao diagonal).
Demonstragao:
a) Seja f:RG x M — R(G/H)QM definida por f(g,m) = gH @pgm nos geradores e estendida
por linearidade. it

Mostra-se facilmente que f estd bem definida e ¢é biaditiva. Logo por [16], 5.1.1 existe
v:RGC@ M — R(G/H) (% M homomorfismo definido por (g @pym) = gH @pgm.

RH
Claramente v ¢ uma aplicacao de RG-mddulos.




Agora considere g : R(G/H) x M — RG @ M definida por g(gHH,m) = gQ@ru g~ 'm nos ge-
RH
radores e estendida por linearidade. F fdacil ver que g estd bem definida e ¢é biaditiva e assim novamente

por [16], 5.1.1 exisle o homomorfismo ¢ : R(G/H)@RM — RGQ@ M definido por
R RH
O(!}][ ®R J'H) q ®H“r 3‘;—'!!?.

Assim como 1), ¢ também ¢ uma aplicacao de RG-mddulos.

Além disso, verifica-se facilmente que ¢ = 1.

Portanto Ind§jRes$iM ~ R(G/H) @ M .
R

b) Defina ¢ : Hompp(RG, M) — Hom R(h’((-’/”), M) por o(f)(gH) = gf(g~"). Claramente ¢ é
homomorfismo de RG -modulos e p : Homp (R(G/H), M) — Hompy(RG, M) definida por o (f)(x)

.rf{,.-": 1) ¢ mneersa para o.
Seque imediatamente desta proposicao o sequinte resultado:
Coroldrio 1.5.1 Ind$;R ~ R(CG/H).

Proposigao 1.5.6 Scja (¢ um grupo ¢ denote por PG o conjunto das partes de ¢ .Entao

(.'r;inr[ﬁ}z;a = Hom g, (ZoG, Zs) =~ PG e o ZoG-submédulo Z oG - f"uu".‘{"‘l}Zg ¢ levado por este

isomorfismo em FG = {F C G : F ¢é finito}.

Demonstragao: A aplicagio ¢ : Hom g, (ZoG, Z2) — PG dada por ¢(f) = {g € G : f(g7!) =1} é
1l se _r;"l €A

um Z oG -homomorfismo cujo inversa ¢ dada por p (A) = fa; [a(y)
0 e
Além disso alrdves do Z oG -monomorfismo ¢ : ZoG — Homy, (Z2G, Z2) dada por
1 se x = g~}

e (g) (x) nos geradores e estendido por linearidade podemos ver Zo(i como um

0 ce.
Z oG -submodulo de Hom g, (Z oG, Z2).

Verifica-se facilmente que ¢ (¢ (ZoG)) = FG isto é Z G ¢ levado por ¢ em FG.

Finalizando este pardgrafo enunciaremos sem demonstracao, lrés proposicoes bastante iteis neste
! q 3 4

trabalho. principalmente no capitulo 4.

Proposigao 1.5.7 Scjam S ¢ T subgrupos de & ¢ £ um conjunto de representantes para as classes

27




duplas Sg7T. Para qualquer ZoT'—modulo M, existe um Z oC-isomorfismo:
G G s 9T
ResgIndp M == E,%.!”d-""ﬁﬂ?'ﬂ' "!h"k’.‘iﬁ_q'f'g' 1
gek
Demonstragao: [7/, 3.5.06.

gM (Formula de Mackey).

Proposicao 1.5.8 Sc M ¢ um ZoS—modulo e N é um Zo(-modulo entao temos o Z o(-isomorfismo
N@ IndGnM ~ ;'.-:d.ii'( Res$N @ M), onde o produto tensorial da direita tem S-agao diagonal e do da
esquerda G-agao diagonal.

Demonstragao: /1], 1.2.10.

Proposigao 1.5.9 Scjam (' ¢ um grupo ¢ S um subgrupo de ¢ com [ : S| oo enlao

Y AG
(!m!i! .-U) 0 para qualquer RS-moédulo M.

Demonstragao: [1/, 1.2.11.
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Capitulo 2

(Co)Homologia de Grupos - Produtos

Livres Amalgamados e Extensoes

HNN

2.1 A definigao de H,(G;M) e H* (G; M)

Antes de definirmos Homologia ¢ Cohomologia faremos alguns preliminares em @ e Hom pe,
RG
onde R ¢ um anel comutalivo com unidade.

Dado wm RG-modulo a esquerda M, podemos ver M como wm RG-modulo a direita, definindo a

sequinte G-acao em M 1 m * g = g*lm, Yge G, Vme M.

Observagao 2.1.1 Se M ¢ N sao RG-maodulos, ja vimos que M ¢ N sao naturalmente R-mddulos.

Em M @ N podemos definir a G-agao g (m @pn) = gm @p gn, chamada G-acao diagonal.
Iid

Proposigao 2.1.1 Sejam M e N RG-médulos (a esquerda). Entao M @ N = (M QprN)s =
RG

M N
= th onde A =< gm@Qpgn—m@pn, Vm@@urne MQQN, Vgel >.
‘ i R

Demonstragao: Considere em M @ N a relagao (m * g)@pn~mQpgn, Ym € M, , ¥ g€ G.
R
i 4 M N
I fdeil ver que M @ N —H—Q’i :
RG
Considere agora em M @ N a G-agao diagonal e seja A o subgrupo adilivo gerado pelos elementos
nr
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da forma gm @pgn —m Qpn, Vg€ G eVYm@prn e M Q N.
n

Dai em (M ®-’1‘ Ne U—@f"“{\l estamnos identificando elementos da forma gm @p gn comm @pn,
Vne N eVged(.

Mas m — gg~'m, para lodom € M ¢ g € G.

Assim, se identificarmos gm @pgn com m Qpn € 0 mesmo que identificarmos ¢ 'm Qpn =

=mx*xg@pn comm @Qpgn.

Portanlo temos M ® N=WM ®R_ N)(;.
RC

Corolario 2.1.1 M @ N ~ N @ M.
RC . RG

Demonstragao: M QN = (M QpN)e =2 (NQpM)e =N Q@ M.
RG RG
Considere agora Homp (M, N) onde M e N sao RG -mddulos a esquerda.
A agcao de & em M e N induz uma a¢ao em Homp (M, N) dada por gf (z) = gf (_r;"l.r:) ;
Note que o uso de g~ para definir a agao € necessario devido a contravariancia de Hom na
primeira variguvel.

Com isso. demonstra-se facilmente o sequinte resultado:
Proposicgao 2.1.2 Hompc(M,N) = Hompr(M,N)C.

Vejamos agora a defini¢ao da (co)homologia de um grupo G'.
: =W s Er ne 0 el ; i : 2 5
Se oo —= 1, B F, == 3 FyS R— 0 ¢ uma resolucao projetiva de R sobre RG e M

é um RG-mddulo podemos formar o complexo de cadeias:

, 4 In a + _} )

FpcM : - = FaQ@peM 3 Fum it Q@peM — -+ = Fi®peM 3 FoQpeM — 0 onde
c'_)_:_- . ® .

Também podemos formar o complexo de cocadeias

ﬁ "
Hompc (F. M) : 0 2 Hompe (Fo, M) 4, Hompe (F1,M) — --- — Hompa (Fn, M) Ll




onde 6. (f) = f 0 dpyq-

Definigao 2.1.1 i) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M ¢é definido por:
Hu(G; M) = Hp (F ®M) :
G

ii) O n-ésimo grupo de cohomologia de G' com coeficientes em M é definido por

H™(G; M) = H™ (Hompg (F, M)).

Observagao 2.1.2 a) As definigoes de H.(G; M) e H*(G; M) independem da resolugao projetiva
€ : F — R escolhida (a menos de um isomorfismo canonico). De fato:

Se e’ : I’ — R é uma outra resolugdo projetiva de R sobre RG, vimos em 1.3 que 0s complezos
F % M e F"%‘ M sao homotopicamente equivalentes (pois —~@pg M € um funtor aditivo). Assim
H. (F ®pe M) = H. (F' ®pc M) .

Da mesma forma os complezos Hompe; (F, M) e Hompe (F', M) sdo homotopicamente equiva-
lentes e temos H* (Hompg (F,M)) ~ H* (Hompg (F', M)).

b)Se tomarmos R = M com G-agao trivial entao H.(G;R) = Hy(FQpaR) = He (RQpa F) =

H.(Fc).

Todo RG-modulo M pode ser visto como um Z G-mddulo, pois é um grupo abeliano e tem uma

G-agao. O prérimo resultado relaciona a (co)homologia de um grupo G (definida sobre um anel

comutativo com unidade R) com coeficientes em um RG-mddulo M com a (co)homologia de G {deﬁm'da

sobre Z ) vendo M como um Z G -mdédulo.

Proposigao 2.1.3Sejam G um grupo e M um RG-mdédulo. Entao a (co)homologia de G sobre R

com coeficientes em M ¢ isomorfa a (co)homologia de G sobre Z com coeficientes em M (visto como

Z G-médulo).
e
Demonstragao: Se F = Z ¢é uma resolugio projetiva de Z sobre ZG entio P = FQR @r
VA
uma resolug¢do projetiva de R sobre RG.




E ficil ver que:
Q) FRM~PQRM
ZG RCG
b) Hom gz (F,M) ~ Hompc (P, M).

Dat o resultado segue de (a) e (b) usando a definigio de (co)homologia.

Em vista do resultado anterior podemos sempre que for conveniente, trabalhar com a (co)homologia

sobre Z , sem perda de generalidade.

Proposigao 2.1.4 Ho(G; M) ~ Mg.
Demonstragao: Consideremos € : ' — R uma resolugdo projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor —- @ M temos o complezo:
RG

- QM B @M Z R@M -
RG RCG RG
1%
0

Como o produto tensorial é exato a direita (ver [14], 1.7.9) temos que Imé) = A:crs#’. Assim

Ho(G; M) = kerda — PQnaM o p o pr o M. -
RG

I 1!1'51 kere 4

Proposigao 2.1.5 H%(G; M) ~ MC.

Demonstragao: Consideremos ¢ : F' — R uma resolugao projetiva de R sobre RG. Entao

0 — Hompg(R,M) = Hom pg (:F'O, M) ﬂ Hompg (F1,M) —
'{50
0

¢ exata ([14], 1.8.7).

H%G; M) = %% = keré; = Ime ~ Hompa(R, M) (pois € é monomorfismo).

Mas Hompe(R, M) = (Hompg(R, M))¥ ~ MC. Portanto HO(G; M) ~ MC.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1.1 Seja G = F(S) o grupo livre gerado por S.

32




Pelo Ezemplo 1.2.8, temos que 0 — RG() 2, RGS R— 0 onde RGS) ¢ 0 RG—mddulo Livre
com base (eg)scs, 6(es) = s—1 ee(g) =1 para todo g € G ¢é uma r_esolugrdo livre de R sobre RG.

Segue da definicao 2.1.1 i) que a homologia do grupo G ¢é a homologia do complexo
0 — R @pg RGO “4ep

Agora R @ pe: RGY) = R @ pe (GB H(:) - @ (H ® H(.‘) P n.

SES seS RCG 5€S
Assim temos o complexo --- — 0 — G}H ﬂi@ﬁ R — 0.
Calculemos id @ 8(id @) (r ® X aneer) = @ Xy (si = 1) = Xor - arg, ®si 1) =
- @ si— Erea®l= Trans®l-Srae @12 & Sray ®1- Tra,@1=0

(*) si € G que atua trivialmente em R e rag, € R.

R ®RG RG — U.

Portanto id @ 6 = 0 e assim temos o complezo

SE 0= RS RS BT
0

|
0

Ho(F(S);R) = R
Iy (F(S); R) @ nr

seS
H;(F(S;,R) = 0 para i>2

Exemplo 2.1.2 Suponhamos que & é ciclico infinito com gerador ¢. Pelo Exemplo 1.2.9 temos que

dp=t—1

-— 0— RG RCG = R — 0 (*)é resolucao livre de R sobre RG.

Vamos calcular H.(G; M).

Tensorizando a resolugdo (*) por M sobre RG temos

0—rCQRQME rCRM E RQQM — 0.

RG RG RG

Agora temos M = RG & M L2 RG @ M 5
RG RG

: Il
m — 1@m 1Rt —1)m (t—1)@m

Assim podemos considerar 6 : M — M

m — (t—=1)m.

33
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Portanto H.(G; M) é a homologia do complexzo: --- — 0 — M o

Dai temos que:

Ho(G; M) = M¢ (proposicao 2.1.4)

H (G M) - M—’{(—i%——l—) =ker(t—1)={meM|(t—-1)m=0}={meM|tm=m}= MC

Hi(G; M) = 0 para i > 2.

- . . 2.1.5
Note que: H\(G; M) = ME PTP=""° gO(@; M).
Vamos calcular agora a cohomologia H*(G; M ).

Aplicando Hom pe;(—, M) na resolugao (*) obtemos o complexo:

0— Hompc(R, M) 5 Hompa(RG, M) i Hompe(RG, M) — 0

onde 8(f)(z) = (f o (t= 1)) (&) = £ (t = D) = (t— 1)f (2)
Logo 6 = t — 1 (multiplicacao por t — 1).
Dai temos que H*(G; M) é a cohomologia do complezo 0 — M o ¥ N, ERI
Assim

HO(G; M) = MC (prop. 2.1.5)

H'(C; M) = ity = wonm = Me
HY{(G;M) = 0 para i > 2.

Note que: HY(C;M) = M¢ = Ho(G; M).

Excmplo 2.1.3 Seja ¢¢ um grupo ciclico finito de ordem n com gerador ¢.
Pelo [','u:f:mplo 1.2.10 temos a sequinte resolugdo de R sobre RG

i RGN RO h’(: SRES R 0
n—1
onde N = ) t*.
i=0
Vamos calcular H.(G; M) e H*(G; M).

Aplicando o funtor —— @ M obtemos o complexo:
RG

.~ RCQR@M T rRe Q@M —,Hc@)m Zre@M S RQQM - 0.

RG RG RG RG
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Através dos isomorfismos RCQ M ~ M ¢ R @Q M =~ Mc este complezo loma a sequinte forma:
RG RG

W = L e

Mce sei=0
Hi(G;M) = ‘F‘—)":T“;ri se i for impar

kerN. .- .
Tmi—1 S¢ i for par.

Aplicando Hom pc(—, M) a resolugao acima, temos:

0 — Hompa(R,M) —

Hom pe (RC, M) =" Hompa(RG, M) & Hom pa(RG, M)

e atraves dos isomorfismos Hom pe;(RG, M) >~ M ¢ Hompe(R, M) ~ ME obtemos:

Doy b€ ool FpehiShduges rdilagr pis)

Tﬁn

0
Assimn:

MC sei=0

T R N .
Tmi—1 J€ 1t fr)‘! mnpar

A’:f:::;,l se i for par

Em particular no caso R = Z = M (com G-agdo trivial) temos que (t—1) =0 e N

n,VreZ.
Dai ker(t —1) = Z, Im(t—1) = {0} = kerN e ImN = nZ e assim obtemos:

Z sei—=0 Z sei= 1
(G Z) = Zy se it for impar : Ui(("; Z) = 0 se i for impar

0 se i for par

Zn sei for par.
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Como aplicagao do exemplo anterior, para R = Z, temos:

Proposigao 2.1.6 Se ¢ ¢ um grupo ciclico finito nao trivial ('nt.é\o Z mao admite uma resolugao
projetiva de comprimento finito sobre Z¢G'.

Dcmonstragao: Suponhamos que ' : 0 — F) — F)_| — -+« —= I — Iy — Z — 0 seja uma
resolugao projeliva de Z sobre Z G de comprimento finilo.

Temos, pelo Exemplo 1.2.10 que
F:ooo—=ZG—-ZG— - —=ZGC—7Z — 0

também é resolucdao projetiva de Z sobre ZG.

Dai H. (G; Z) = H.(F§) ~ H.(Fg).

Mas H.(F¢) = 0 para i > n e H(Fg) nao sao todos nulos para i > n, como vimos no exemplo
anterior, o que gera uma contradigdo. Logo nao podemos ter resolucao de Z sobre ZZ G de comprimento

finito. =

Corolario 2.1.2 Se ¢ tem tor¢ao entao Z nao admite resolugao projetiva de comprimento finito
sobre Z (.

Desmonstragao: ‘Suponhamos que F < Z seja uwma resolugio projetiva de Z sobre Z G de compri-
mento finito. Seja x um elemento de tor¢io de G e considere H = (x). Temos H é um_grupo ciclico
finito. Agora I = Z é wma resolugdo projeliva de Z sobre Z I, pois:

(1) ZG ¢é um Z H-modulo livre.
Lema L] 2 (iii

’ - - (1) - Lema 1.1.2(iii)
) n@on - @@e) Y @)y S b
i€

iJ

(2) Como Fy é ZG-projetivo
€ ZZ H -projetivo.
Assim temos H um grupo ciclico finito e uma resolugao projeliva finita de Z sobre ZZH, o que é

absurdo pela proposicao anlerior. m

A importante proposi¢io a sequir relaciona a homologia de um grupo G com a homologia de seu

subgrupo H.

Proposicao 2.1.7 (Lema de Shapiro): Sejam ¢ um grupo, /I um subgrupo de ¢ e M um

R H—modulo. Entao:




a) Ha(H; M) = H. (G5 Ind§M ).
b) (17 (H; M)~ 11" ((.';('n;m;ﬁ.-t,f).
Demonstragao: Seja I' uwma resolugdao projeliva de R sobre RG. Temos, pelo falo de RG ser

R H -livre, que IF pode ser vista como uwma resolugio, projetiva de R sobre RI1.

a) Temos que [ ® M ~ (F‘ ® H(}') ® M= F ® (H(.’ ® M’) r ® !"H.r_fﬁﬁ,".

R RG R RG Rl RCG

Assim H,(H;M) = H, (l-‘ ® M) ~ H, (f«' ® mrjjn-ﬁ) = H, ((:; fndﬁﬁ-;).

RH RG
b) Temos que Hom pi(Fn, M) ~ Hompc (Fn, Hompy(RG,M)) . (ver prop. 1.5.2).
Deste modo Hompy(F, M) ~ Hompc(F, ('-'a-in.d‘;;: M) e temos portanto que H*(I; M) =

= H*(Hompy (I, M)) =~ H*(Hom pe:(F, Coind§M)) = H*(G, Coind$§jM). "

Excmplo 2.1.4 Scja M — R. Entao H.(H;R) = H.(G; R (G/H)).

Shapiro . g Cor. 1.5.1
De fato: p1,(11;R) " 2 Ho(G;Ind§R) =" H.(G;R(G/H)).

Exemplo 2.1.5 Sejam G um grupo, H subgrupo de G com (G : /) < co. Vimos que dada a condigao

(G: H) < o0, (-'n.i.rmfﬁ.f\f ~ Iudﬁf\ﬁ’. Entao:
Shapiro Cor. 1.5.1

a) H*(H;R) =~ u*(c:;cromdﬁmzu*(c;mdﬁn) ~""" H*(G;R(G/H))

b) H*(H:RH) ~ H*(G;Coind;RH) ~ H* (c.';fmzfjnn) ~ H* ((:; RCG ® m;)) ~ *(G; RG).

RH

Usando a proposi¢io 1.5.5, podemos enunciar o Lema de Shapiro da seguinle maneira:

Proposicao 2.1.8 Sejam ¢ um grupo, S um subgrupo de ¢ ¢ M um RG-médulo. Entao
(1) Ho(H,M) ~ H. (G, R(G/H)Q@pr M)
(i) H*(H,M) ~ H* (G, Homp(R(G/H), M)).

2.2 Interpretagao Topoldgica para H,(G;M) e H* (G; M).

Neste pardgrafo relacionoremos a (co)homologia de um grupo G com coeficienies em um
RG-médulo trivial M com a (co)homelogia de um certo espago (CW-complexo), denotado por K (G, 1),
(def.1.2.4) oblido a partir de C.

Primeiramente faremos a inlerpretagao para R = 7 = M.




Para isso necessilaremos do sequinte resultado:

Proposigao 2.2.1 Se X¢é um G-complexo livre e Y o complexo (-l(' orbitas X /G, entao O (Y) ~
Ci(X)e:
Demonstracao: Sejo X Y = X/, a projecio canénica. Islo é, p (x) = C(x), onde G (x) denola
a G-orbita de .
A nivel de complexo de cadeias lemos a aplicagao induzida py : Cy(X) — Cu(Y), dada por
Py (L aioi) = 32 aiG (o).
Agora, seja 0 : C.(X) — Cu(X) = %, onde A = (ga—a; g€ G e a € Cu(X)), dada por
0(a) =+ A="0a.
Temos entao o diagrama:
C(X)
!
Cu(X)a””
Defina ¢ : Cu(X)g — Cu(Y) por o (@) = ¢ (m) = py(a) = Y aiG(oi).
Para ver que a aplicagio ¢ estda bem definida, observe que A C kerpy pois se o € uma n-célula
pilge —a) = pylgo) —py(o) = G(go) — G(o) = G(o) — G(a) = 0.

Agora, x € A = & = Y(givi — ), i € Cu(X) =z = Y(gi Yo = Y0%) = Ylgiot — o) ¢
i i J

1,7

assim p " (z) = Py (X(_qf'ﬂ'j — o‘;)) = ().
(N

Dai se a7 = @3 entio ayj—az € A C kerpy e assim py(a1) = py(az) o que nos dd p(a7) = @(@3).

E fécil ver que ¢ é um homomorfistmo de grupos. Além disso ¢ ¢ bijetora.
De fato:
- ¢ € sobrejetora pois ¥V x = ) a;G(0;) € Cu(Y), Jy = Y ai07 € Cu(X)a; ¢(y) = =
4 & injetora pois ¢ (T aw1) = 0= L aiG(oi) = 0= a; = 0.
Assim > ajo; = 0= m = 0.

Logo, ¢ € isomorfismo.

O proximo resultado ¢ de bastante interesse pois relaciona a homologia de wm grupo G com a




homologia do complexo K (G, 1).

Proposigao 2.2.2 Se Y é um K (G, 1) complexo entao H,(G;Z) ~ H.(Y).

Demonstragiao: Seja p: X — Y recobrimento universal de Y. Pela Proposicio 1.2.1 Co(X) = Z é

resolugio livre de Z sobre ZG. Além disso lemosY =~ X/C ([15], 5.5.14).

Assim temos Ho(G; Z) = Ho(Cu(X)G) =~ Hy (Cx (X/GC)) = H, (Co(Y)) = Hy (V).

Exemplo 2.2.1 Seja Y o bouquet de circulos indexados por um conjunto S.
Como vimos no Ezemplo 1.2.6, Y é um K (F(S),1) onde F(S) é o grupo livre gerado por S.
Z sei=10

Portanto pela proposi¢cao anterior Hi(Y) = H; (F(S); Z) = D Z sei=1
sES

0 caso conlrario.

Exemplo 2.2.2 Seja Y a soma conexa de n toros. Como vimos no Exemplo 1.2.7, Y é um K (G, 1)

T
011(1(_‘ (: ‘:‘ ? Un, I”] g b'."l; l_.[ lu’?:! bl’] 1‘ > s
i=1

Portanto pela proposi¢ao anterior
4

Z para i =0
ZPZD..DPZ (29 vezes) para i = 1
Z para i =2

H{(GZ) = H)(Y) =

0 para i > 3.

Exemplo 2.2.3 Seja 1™ = S! x S! x ... x S (n vezes). Pelo Exemplo 1.2.5, T™ é um K (Z",1).
Assim temos Hi(Z"; ) = Hi(T") = Z* onde ki = ;f-ﬁ*-:’_-'_—?)—,

Proposigao 2.2.3 Se ¢ tem torgao entao nao existe K (G, 1) de dimensao [inita. ISm particular

K (G, 1) nao pode ser variedade.

Dcemonstragao: Se GG tem torgao entao existe H = Z, C G. Seja Xy o recobrimento de X = K (G, 1)

associado a H. Temos que Xy é um K(H,1) (ver [13], 7.12 e [17], 5.4.1) e Xy tem dimensao finita.

Logo eziste n tal (f'i;.if’ Hi(K(H,1)) = H;(H;Z) = 0, Yi > n (absurdo pois H,(H;Z) ¢ infinita, pelo

Ezemplo 2.1.3).

Se K(G.1) = M", variedade de dimensao n, K (G, 1) seria um complezo de dimensao finita. Logo
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K (G, 1) nao pode ser variedade.

Exemplo 2.24 Y = IRP(o0) = |J RP(n) é um K(Z2,1) que nao é variedade pela proposi¢ao
neiN*
anterior.

Para cohomologia temos uma interpretagao topoldgica similar.

Proposigao 2.2.4 H*(G,Z)= H*(K(G,1)).
Demonstragao: Seja Y um complexo K (G, 1) com recobrimento universal X. I'ntao ', (X ) — Z
¢ uma resolugao livre de Z sobre ZG.

E suficiente provarmos que Hom g (Co(X), Z) ~ Hom z (C.(X)c, Z), pois desle modo lemos:
H* (G, Z) = H* (Homzc: (Cu(X), Z)) ~ H* (Hom z (Cu(X), Z)) ~ H* (Homz(C. (X/C) , Z)) ~
~ 11* (HHomzg (C (Y), Z)) = H*(Y) = H*(K(C, 1)).

Defina ¢ : Homzea(Cu(X), Z) — Homz (CuX)a, Z) por ¢ (f) (1 Qu) f(u) e defina

ViHomy (Cu(X)e, Z) = Homze (Cu(X), Z) por ¢ (g) (v) = g (1 Qu).
=1

= 1. Logo ¢ ¢é isomorfismo, como queriamos.

Temos que @ e p sdo homomorfismos e @

No prozimo exemplo mostraremos que se X tem estrutura de Fspag¢o Topologico e de grupos, em
geral , a homologia do espago X € diferente da homologia do grupo X.
Exemplo 2.2.5 Seja X = IR. Temos que IR é C‘menpiexo de dimensao 1 e também que (IR, +) ¢ um
grupo. Agora se pensarmos em /R como um espago temos que Hy (IR; Z) = m (IR),, = {0}, = {0} .
Por outro lado se olharmos /R como um grupo temos que Hy (IR;Z) = Hy (K (IR,1);Z) =
= 71 (K (R,1)),, = Rab» = R.

Logo a homologia do CW -complexo IR é diferente da homologia do grupo IR.

Nosso objetivo agora é obter uma interpretagdo topoldgica para H.(G;M) e H* (G; M), onde M

é um RG-mddulo trivial. Para isto necessitaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.1 Seja A um grupo abeliano com G-agao trivial. Entao:
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a) F @ A~Fc@y A

ZC
b) Hom gz (F,A) ~ Hom gz (Fe, A) .
Demonstracgao:

a) Defina F x A — Fac@ A por f(z,a) =T@a.

E fdcil verificar que f € biaditiva e assim por [16], 5.1.1 existe um homomorfismoyp : F @ A—Fa @ A
zZ0G

definido por ¢ (x @ a) = T Q@ a.

Agora considere g : Fax A — F ®'A dada por g (T,a) = 2 @ a. Mostra-se facilmente que g estd
bem definida e é biaditiva, e assim 'n.m;f?f;entr: por [16], 5.1.1 temos bem definido um homomorfismo 1 :
Fe@A— F Q@ A dado por v (TQa) — xR a. I claro que =" — ¢ e assim temos o ismomorfismo
desejado e
b) considere as aplicagoes 0 : Hom gz (F,A) — Hom (F¢, A) definida por 0 (f) (x) = f(x) e
p:Hom (Fg,A) = Homgzq (F, A) definida por p(f) (z) = f(T).

Claramente 0 e p sio homomorfismos. Além disso 0 = p~' e assim p é um isomorfismo entre

Hom (Fg, A) e Hom za(F, A). | |

Proposigao 2.2.5 Se M ¢ um RG-médulo trivial entao:
Ho(Gi M)~ Hy (K (G,1) ;M) e H* (G; M) ~ H* (K (G, 1); M).

Demonstragao:
Seja Y — K (G,1) e X o recobrimento universal de Y. Temos que:
Hi (GiM) = Ho (Ca (X, R)@pcM) 2 Ho (Ca (X, Z) QM) ~ Ha (Ca (X ) @ M)
= Ho (Ci(Y) R M) = H,(YM)
H* (G;M) = H*(Hompe (Cu (X,R); M)) ~ H* (Homze (C« (X, Z) ; M))
~H"(Hom (Cu(X)gi;M)) >~ H*(Hompe (Cu (Y);M)) = H*(Y; M).

Observagao 2.2.1 Se M for um RG-médulo nao trivial existe tlambém uma interprelacio lopoldgica

onde M ¢ o sistema de coeficientes locais associado ao RG-mdédulo M, mas aqui nao detalharemos

este fato (ver [11]).




2.3 Os Grupos H,(G;M) e H(G; M)
Como jd vimos para qualquer grupe G podemos sempre tomar F' como sendo a resolugao padrao:
o Fp o Py > o= P = Fg S R— 0

onde F,, = RG-mddulo livre gerado pelos simbolos (g1 | go|... | gn] e

n:l .
bnllor ool c-lanl)=g1lg2]---lgn)+ 2 (=1) (g1 ].--| gigit1 | giv2|--- | gnlH
i=1

+(=1)"(lg1 | 92| --- | gn-1])

Neste caso escrevemos C.(G, M) para F ® M e C*(G,M) para Hompc(F,M). Deste modo

Cul(C, M) = Fp @ M. g
RG

Dai um elemento de Cp,(G, M) pode ser unicamente expresso como uma soma finila de ele-
mentos da forma m @lg1 | ... | gn]. O operador bordo 6 : Cp(G,M) — Cy_1(G,M) ¢é dado por
6 (n ®lgr |- gnl) +m @i lgz ] - | gnl +m ®'E (<1 lor |- | gigisr L giva |- | an] +
H(=1)"m @lg1|--- | gn-1] )

Temos C"(G, M) = Hom pe;(£7, M).

Assim f € C™C, M), f: Fyy - M

[!)‘1 I ---lgn} — Jr(’ffl | f.fhr.”
Portanto f pode ser vista como uma fungao de n variaveis de G em M, isto é, [ : G" — M. O

operador cobordo ép—) : C-'“—l((f’, M) — C™G, M) é dado, por:

é_u——lf ([yt,---,gnl) — f(él't[gl:"'sgnl}: f(gllﬂilv--;."}n” I

n—1
1 f (Z(L‘I)zlglu s GiGi4 1y - 39?:.') + (_I)nf [.qlu . 'gn-—ll

f=]

Proposigao 2.3.1 Para todo grupo G, H\(G; Z) ~ G/|G,G]| = Ga (G abelianizado).

= G B 2 d ;
Demonstragao: Seja I' — Z a resolugdao padrao e Co(G) o compexo Fg. Temos que

kerb, C1(G)
Imébo Iméo

pois C1(G) = M QucZ ¢ 61(1Qzcl9]) = 1®zcd1([91]) = 1Q®zc(anl | =11) = 1Q®zc a1l ] -
1Qzcl] =1 91Qzal) - 1@zl | = 1@zl | = 1®zc[] =0

H1(C, Z) =
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Definamos ¢ : C1(G; Z) — Gap por (|1 @lgl) = 7 nos geradores ¢ estendamos ¢ por linearidade,

isto é, p(X_i(1Q]gi])) = 177" = l[r;_:IT (estamos vendo C1(G, Z) como grupo aditivo ¢ ¢ como

grupo multiplicativo).

= ¢ estda bem delinida pois: 3 ai(1@lgi]) = 2 Bi(1@lgil) = ai = B; = SRl B (aqui
estamos vendo 8 = {(1®lgi]),7 € !l}etomo base de C-‘:fé.‘, Z) e os ks e fBis sao quase todos nulos. Na
verdade 8 = {(1Qg]), 9 € G}).

= ¢ ¢ homomorfismo pela propria definigao.

- ¢ ¢ sobrejetora pois dado g € Ggp existe 1 ®|g] € C1(G, Z) tal que (1 Rlg]) = 7-
Afirmagao: Imés C kere.
De fato:

o € Iméy = o = éo(x) para algum z € Co(G, Z).

Agora, € C2(G) = a0 = ¥ age(1@zc)lg | 9]) = b2(x) = ¥ aged2(1Q@zcly | ')

9.9'€G 9,9'€G

Agora 92(1Qzclg | 9'1) = 1®zc 9ld') — 1 Qzclog'| +1@zclal = 1-9@zcly'| — 1 @zc:log') 1
1®2zcl9) = 1®zcle'| — 1 ®@zclog) + 1 ®zclal.

Portanto  Im(62) =< 1Q@zclg] + 1®@zcld') — 1®zclod’), 9.9 € G- Mas (1@ zcly) +
1®zcld| — 1®zclog’| = -9 (99') " = 1. Dai Iméz C Kere. h

Assim temos bem definida a aplicagao 3 : (C1(G)/Imébés) — Gga definida por
Y (o + Tmébs) = ¢ (a).

-1 ¢ sobrejetora pois (_la(lo g € Gab, como ¢ € sobrejetora existe x € C'1 (G, Z) tal que ¢(x) = g.

Seja y = a + Iméo. Temos ¥(y) = ¢(x + Iméa2) = ¢(x) = g. Logo existe y € C1(G, Z)/Imés tal
que %(y) = 7.

= 1) ¢ injetora.
De fato, scja o = Y ai(l @ z¢lgi]) tal que (o + Imé2) = 0 = ¢(a) = 0 = (X i(1 @ zclgil)) =
0=[1g7 =0=[1¢% €(G,C) = [1% = [[aba~1b~ .

Agora note que 1@ zclaba™071) = 62(1 @ laba™b71 | ba] + 1 @zl | a] — 1 @ ze:la | b))

Logo 1@ zc laba™'v™1 € Imés = 1QzcIlef € Imée = Y ai(1Qzcgi) € Imés =
Y ai(1®z¢ 9i) = 0.

Assim @ = 0. Claramente ¥ é homomorfismo. Logo ¥ é um isomorfismo e temos o resultado

desejado. ]

Coroldrio 2.3.1 Se M é um RG-mddulo trivial entao H{ (G; M) ~ G @ M.
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Dcmonstracao: Por [7], 1.3 ex. 3 temos que Hy (G;M) =~ 111 (G Z) @M @ Tor (Ho (G5 Z), M) .

Mas Ho (G %) = ZC — Z e Hy (G; Z) = Gap pela proposigao anterior.

Dai Hy (G M)~ Gy @M @Tor (Z,M) = Gap @ M.

Lema 2.3.1 Hom (G, M) ~ Hom (G g, M).
Demonstracgao: Defina ¢ : Hom (G,M) — Hom (Gap,M) porv (f)(z) = f(x),ondex € G
¢ T denota um clemento de G gp,.

41 csté bem definida, pois £ = g = p(f)(®) = /(z) = 9() = $(9)(@). Portanto %(f) = ¥(g).

Claramente ¢» é homomorfismo de grupos.

Agora defina 0: Hom (Ggp, M) —  Hom (G,M) por0(f) = fop,ondep: G — Gup ¢ a
proje¢ao canonica.

- 0 esta bem delinida, pois
f=g=fop=gop=0(f)=0(g)

40 é inversa de v pois: (o) (f)(&) =0(f(z)) = (fop)(x) = [f(T) e

(0 0) (f)(x) = ((f 0 p)()) = ¥ (S(®)) = f(x)

Assim 1 ¢ um isomorlismo.

Proposigao 2.3.2 Sejam D — {d:C — M |d(gh) —dg 1 gd(h)} o grupo das derivacoes e
Dp={d € D |d(g) = gm —m, m € M fizo} o grupo das derivagées principais. Entao H'(C;M) =~
TJD_' Em particular se G atua trivialmente em M entio: H'(G; M) ~ Hom (H{(G); M) .

P

Demonstragao: IS claro que Dp ¢ um subgrupo de D.

Consideremos o complexo de cocadeias padrao C*(G, M)
0 —c%a, M) B cle,M) 8 cxe, M) — - -

Temos que Hl((-', M) = ’}:—:g—; Mostraremos que kerédy = D e que Imég = Dy,

Seja f € CY(G, M). Entao temos f : G — M e §,(f)(g,h) = gf (k) — f(gh) + f(g)-

Portanto, 61 (f) = 0= (61f)(g,h) = 0= f(gh) = f(g) + gf(h) = f € D. Assim keré; C D.Por
outro lado, se f € D = f(gh) = f(g) +gf(h) = gf(h) — f(gh) + f(g) =0== 6, f = 0= f € keré,
edai D C keré,.

Logo keré) = D.




Agora sc k € Imébgy temos que 3 f : G0 — M tal que k — & o f.Mas k(g) b(fNg -
gf(L ) =1 D

Se f([]) = m, k(g) = gm — m. Portanto k € D,, R.ociprolceunont.o. se k € D, entao k(g) =
gm —m = (8()) (g). Logo Iméo = D.

Portanto H'(G; M) = D,

Agora se ¢/ atua trivialmente em M entao: D — {d:G — M |d(gh) — gd(h) | d(g)}

={d: G — M | d(gh) = d(h) +d(g)} = Hom(G, M)
e Dp={deD|d(g)=gm—m=0}={0}.

Lema 2.3.1 prop. 2.3.1

Portanto H'(G; M) = Hom (G, M) Hom (G qp, M) Hom(H4(C), M).

2.4 H. e H como Funtores do Mddulo Coeficiente e como Funtores

de Duas Variaveis

Seja M a calegoria dos RG-modulos a esquerda.

Desde que ' @pe; — ¢ Hompa(F, —) sao [untores covariantes em M ¢ claro que I, (G5—). e
H™(G;—) sao funtores covariantes em M.
Proposigio 2.4.1 Seja 0 — M’ 5 M L M” = 0 uma seqiéncia exala de RG-modulos.

a) Para todo inteiro n existe uma aplicagio 6 : H,,(G;M") — H,_1(G;M') tal que a seqiiéncia

J1

= Hy(G; M) B Hy(0; M") S Ho(G; M) B Ho(G; M) 2 Ho(G; M") = 0

¢ exata, onde as aplicagoes iy e jp sao induzidas por i e j em cada nivel de homologia.

b) Para todo inteiro n existe uma aplicagio 6 : H™(G; M") — H™ Y(G; M) tal que a seqiiéncia
e e L e N L R T e D Ve S T
0— H(G; M) 5 HOG; M) & HOYG; M) S HY(G; M) B HY G, M) s - .

¢ exata onde as aplicagées i* e j* sio induzidas por i e j em cada nivel de cohomologia.
Demonstragao: Seja
F:..— I, In [y — -+ — Fyg — R — (0 uma resolugao projetiva de R sobre RG.

a) Como cada .F,, é RG-projetivo (logo é RG plano) temos que:

0— M QFn— MQ)Fn— M" Q) F,— 0.
RG RG RG




¢ exala para todo n. Dai temos a seqliencia exata de complexos de cadeias
0—-MQQQF-MQRF—M'QF— 0.
RG RG RG

Logo por |7] capitulo 1, Proposigao 0.4, temos a seqiiéncia exata longa em homologia.

8
- — H (A-.f” X i")) — Hp (M’ (1%4) f«')) — Hy (M ® 1-')) — Hy (M”@ 1-')) -0
RG RG RG RG
que nos da a seqiiéncia desejada.

b) Analogamente, como os F/s sao RG projetivos temos ¢ue para cada n, a sequéncia

0— Hompe (1",,_, ,’lu’f) — Hompe (Fn, M) — Hompg (Fn, )".I”) — 0

¢ exata ([14], 1.9.4 (e)) e dai temos uma seqiiéncia exata curta de complexos de cocadeias.
0 — Hompe (F, M”) — Hompg (F,M) — Hompg (F, M ”) — 0

que nos fornece a seqiieéncia exata longa de cohomologia.

Veremos agora que /. (—,—) ¢ um funtor covariante na calegoria € cujos objelos sao pares
(G, M) onde G ¢ um grupo ¢ M é um RG-médulo ¢ um morfismo em € de (G, M) em (C’, M') é
um par (o, f) com o : ¢ — G’ um homomorfismo de grupos ¢ f : M — M’ um homomorfismo de
RG-moédulos, considerando M’ como RG-médulo via «, isto é, um homomorfismo de RG-mddulos
satisfazendo f(g*m) = alg) - f(m).

Sejam (o, f) : (G, M) — (G', M'), FF uma resolugao projetiva de R sobre RG ¢ F’ uma resolugao
projetiva de & sobre RG' (note que podemos ver F’ como resolugao de R sobre RG via a, ou seja,
cada F}. poder ser visto como um RG-médulo definindo agao g x 2’ = a(g)a’).

Como I ¢ RG-projetivo e I’ é aciclico para i > 1 (pois I’ é RG-resolugao), temos pelo Lema

1.3.1, que existe 7 : F' — F' aplicacao de cadeia estendendo a identidade de R, tinica a menos de

1wmotopia ¢ 7(gx) = g *7(x) pois 7 ¢ homomorfismo de RG-maodulos.
] t 7 7 ] fi le RC lul

Scjaagora T@®f: F@M — F @M dadapor7(x@m)=17(x)R f(m).

RG RC
7@ [ ¢ uma aplicagao de cadeia entre os complexos ' @ M ¢ F' @ M’ ¢ dai 7@ [ induz uma

RG RG
aplicagao bem delinida.
(a, f), : Ho(G;M) — H.(G'; M') tal que (o, f)« ([z@m]) = [(® f) (x @ m)].

£ facil ver que :

'd.) Se M = .’”’. o= (:’f. 0 = id(; (& f iu".m‘ entao ((’t,_f)1 — 2'(1”.((;.}\”.
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b) Se (a,f) : (G, M) — (G',M') e (&, f") : (G',M") = (G",M") entao (a’o '), o (a, f)s =
= ((&/, f) o (a, f)).-

LLogo concluimos que H,.(—,—) ¢ um [untor covariante em C. I

A situagao para cohomologia é analoga.

Seja D a categoria cujos objetos sao os mesmos que em C e a aplicagoes sao pares («, f) onde
a:G—G'e f: M — M (isto é necessario pois Hom(—, —) é contravariante na primeira variavel).

Se I' ¢ F' sao resolugdes projetivas de R sobre RG ¢ RC' respeclivamente ¢ 7 @ F — [
aplicacao de cadeia compativel com a, isto ¢, 7(gx) = a(g)7r(x), existe uma aplicagao de cocadeias

Hom(r, f): Homg(F',M’) — Homg(F, M) dado por Hom(r,f)(¢) = fogor.

Logo I om(r, f) induz uma aplicagao (a, f)*: H*(G';M') — H*(G;M) talque (o, f)* ([¢]) =
=|fogor].

I facil ver que
a)sea:G—Géaidge f:M— M éaidy entao (a, f)* = idc,a
b) (o, f) o (8,9))" = (B,9)" o (o, f).

Logo H*(—,—) ¢ wm funtor contravariante, na categoria D.

Observagao 2.4.1 Scjam G um grupo, H um subgrupo de . Considere o : I — G a inclusdo
e as RH -aplicagées candnicas i : M — J’ndﬁM (ver observagao 1.5.1) e = : Cnindﬁ M — M (ver
observagao 1.5.3). E facil ver que os isomorfismos da proposicao 2.1.7 (Lema de Shapiro) sao dados

por (e, i), e (o, 7)" (estes isomorfismos sao chamados isomorfismos de Shapiro).

2.5 A Homologia de Produtos Livres Amalgamados e Extensoes

HNN

Definigao 2.5.1 Um grupo G ¢€ definido por geradores X-= {x} e relagées R = {rj = 1} no caso
em que F' é um grupo livre sobre X, H é o subgrupo normel de F gerado por {r;} e G ~ “:—! Dizemos

que (X; R) é uma presentacio de G.

Definigao 2.5.2 Consideremos os grupos G e Go com presentagoes Gy = (X1; 1) e Go = (Xo; Ro).

SeT) C Gy e Ty C Go sao subgrupos com um dado isomorfismo o : Ty — To, enldo o produlo livre




G xpGo de Gy e Go com subgrupo amalgamado T = Ty = To ¢ dado por:
GrspGo = (X1, Xo; Ry, Ro, b — o(l), ¥Vt € T|>

Exemplo 2.5.1 Sejam Gy = (X1;R)) e Go = (Xo; Ro) . Seja T' = Ty = To = {1} (subgrupo trivial).

Entao G xpGo — (X1, Xo; Ry, Ro) é chamado produto livre de ¢!y e Gy e ¢ denotado por G} * Go.

Excemplo 2.5.2: Como caso particular do exemplo anterior consideremos () (a) ¥ Z e Gg =
(by ~ Z.

Entao o produto livre de Gy e Gy € o grupo livre com dois geradores:
CGyxGo=(a) * (b) = (a,b) =~ Z x Z.

Exemplo 2.5.3: Sejam Gy = (z:2? = 1)~ Zo e Go = (y: y* = 1) ~ Zo. Entio G = G xGq =

= <.-rt. T T Y= = I} ~ Zox Zo. G € chamado grupo diedral infinito.

Exemplo 2.5.4: Sejam G = {ay) * (b)), Go = {ag) * (bs) e S idenlificado a S, <n|b1u-l_ibl']> e
Sz = (bzazbz'az').

Entao Gx5Go = <ul,.'u,ag,bg;a\hla'l"lbflaghgué'lhgl = l>.
De fato:
Gy = {ay, b)), Go = {ag,bs) Sy C Gy, So C Go e o : Sy — So definido por o (Uib]d’-l_]b]_l) =
boaaby lu.; L' ¢ wm isomorfismo.

Assim

GixgGq = <fﬂT by, as, bg;alhlal_lbrl bgagh._?la._TL>

<¢11, by, ag, bo; a.lblul_lbl_la-_wbga.;]bgl = 1> .
G1*x5Go € o grupo fundamental da soma coneza de 2 toros (Isto seque do Teorema de Van-Kanpem

- ver{17/,4.2).

X

De fato:
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{ar) * (1) = (a1, b1), G2 = 71 (V) = (a2) * (ba) = (ao, ba)
R SIVAVE <ulh1u.r1bl_1>,
}TI(ZB) = <b‘_3w_3b£]u,51>

222

Portanto § — m (%) ~ m(Z1) ~ w1 (Z0).

Definigao 2.5.3: Consideremos G| com presenlagio Gy = (X1;Ry), se T\ T' sdo subgrupos de Gy
com um dado isomorfismo o : T — T’ entdo o grupo HN N G %714 sobre o grupo base G y,com respeilo

a o e letra estavel p,é dado por:

Giéro = <X1,p; Ri,p~lt p=a(t), Vt € ;>

Exemplos.2.5.5 Sejam G1 = {1}, Ti=Te= {1} eo = iy
Grxrg = <1,p; pHp= 1> = (1;p) =p) & Z,

Excmplos 2.5.6 Sejam ¢ = <.r, Yy, Y = _7;;1?2) e X = (x). Fntdo O = X*xxq, ondeo : X — X, dado
por o(x) = x* ¢ wm isomorfismo de X sobre X' = (z*).
Detfato, | Xvx t={zp% p~lp a(t), YL € X>

= (z,p:tp=pt2,Vt € X) = (z,p:ap = pz?) = G

Excmplos 2.5.7 Sejo G = Z @ Z = (a) B (b) = (a,b: ab = ba).
Sejam X = (a), o =1id: X — X e considere b como lelra estdvel.
Entao G = X *x 4.

De fato, Xxxo (a, b; b=t b=a(t), Vt € X)) &
= (g b h=ta b—ala) =0}
{a,b; ab = ba) ~ G

Definigao 2.5.4 Dizemos que G se decompoe sobre um subgrupo T’ se G = GxpGo com Gy £ T # Ga
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ou (i — Gy=py.

Enunciaremos aqui dois resultados que caracterizam a estrutura de grupos da forma & = G *pG2

e G =Cy*1yg.

Teorema 2.5.1 Seja ¢ = G x7Go e seja To um lransversal a esquerda de GG, modulo T (repre-
sentante para as classes laterias d esquerda Go mddulo T) contendo 1 € G para a = 1,2. Seja S o
conjunto de todos os produlos gy...gr, 1 <k < o0, gi # 1 € Ty UTs, com a propriedade de que
fatores consecutivos gi.gir1 ndo pertencem simultaneamente a To, o = 1,2. Intao SU {1} é um
transversal a esquerda para G = GxpGa.

Dcmonstragao: [5], pg. 26.

Teorema 2.5.2 Sejo G = Gy x5, . Considere X e Y lransversais de G mddulo S e ¢ modulo T,
onde T = o (S), respectivamente, ambos contendo 1 € G. Seja Z o conjunto de lodas as palavras
induzidas x p™aop™ .. .xp™ e 1, onde nj = x1, ;€ X sen;=—lex; €Y sen; = 1. Entao Z ¢é
um transversal a esquerda para G modulo . I

Demonstragao: ver |5, pg. 31.

Observagao 2.5.1 Seque do Teorema 2.5.1 que um elemento g € G = GixpGo pode se escrito
como g = g1ga...gxc com g; € Ty UTs e com a propriedade de que fatores consecutivos g;, giy1 nao
pertencem a Ty, a = 1,2 ec € T.

Da mesma forma, se g € G1*5,, entdao pelo Teorema 2.5.2, g = @ 1p™ ... ap"*c onde n; = %1,

zi€Xsen;—=—1l,z; €Y sen;j=1ce€Gy.

Antes de prosseguirmos no estudo de decomposicao de grupos necessitaremos de alguns resultados
envolvendo derivagao de nm grupo G.
Lembremos que uma derivacao de um grupo G é uma aplicagao d : G — A, A um RG-modulo,

com a seguinte propriedade d(z y) = d(z) + zd(y), Yx,y € G.




Toda derivagao d se estende unicamente a um R-homomolismo d : € — A da segninte forma:
d Z;‘_q_q i Z?'ﬂd.(g).
9eC geG

Counsidere Der (G, A) o conjunto de todas as derivacoes de ¢ em A.

I2 facil ver que a aplicacio p : Der(G,A) — Hompa(A, A), onde A = kergo(eo : RG — R)
definida por p(d)(g — 1) = d(g),Yg € G e d € Der(G,A) é um isomorfismo (note que g — 1 é uma
base para A, ver [7], 1.2 ex. 1) cuja inversa é dada por ¥ : Hompg(A,A) — Der(G, A) tal que
V(f)(g) = flg—=1), Vg€ G e f € Hompc(A, A).

No caso particular que ¢ = F = (zj,7 € I), grupo livre com geradores {x;}ies, temos que A éo
RF -médulo livre gerado por {a; — 1,i € 1}.
|l sei =7

Osei#j
nos geradores ¢ estendido por linearidade. Do fato de p ser isomorfismo, existe uma tinica derivagao,

" s T LA - i
que denotaremos por I F — RF tal que

Considere paracadai € I, o homomorfismo, 6;; : A — RF, definido por 8;(xj—1) =

a lsei=j
B (z4) = 8z — 1) =
£ 0sei+#Jj,
onde i%— ¢ a derivada parcial com respeito a a;.
o SR - = L wEo TR N dw g o dw d s
Seja d : ' — A uma derivagao. Defina d(w) = lz‘ oz, 4(xi), w € F. Como 5z, = 0, exceto para um
niamero finito de a}s temos que a soma 3 %}?d(r,—) estd bem definida.
e
E facil ver que d : I — A é uma derivagao.
T -~ dug
Agora d(x;) = L .(D—%;d(;srj) =d(x:)
J
Portanto d = d,¥d € Der(F, A).

Logo

)
d(w) = Z ;—wd(z:,-_), Vd € Der (F, A) ew € F.

it 91

Aplicando o resultado (2.1) ao caso especial d: F — RF dada pord(w) = w— 1.
Obtemos:
dw

5 (xi—1),Vw € F. (Férmula Fundamental)
oy

w—1= Z

i

~ s . : . _ya . -
Existem duas maneiras de generalizarmos este férmula.

1) Estendendo para RF linearmente




Lrpf — }: red(f).
fer el
Assim dado A € RI" lvmus

d@) = d| ¥rpl 1= r

S

af
ZZ*f;r"'

Por outro lado d(\) = Y rpd(f) = > rp(f — 1) -
f f

Portanto temos A — g(\) = ) ‘)’\( — 1), VA € RF.

—
r

2) Estendendo de RFF — RF para RF — RG.
Seja G um grupo com geradores {gi}ics ¢ 7 : F¥ — ¢, uma presentagao (7 ¢ sobrejetora).

livremente gerado por {z;}ie; onde x; é tal que n(z;) = g;.

Temos o homomorfismo induzido 7 : RF — RG. Seja A € RF.

."\‘-“E(A) = Z%i\.(;;;i_ l);\ﬂ-(‘r\_s(!\))ﬁ( ()A e 1))

dr,

() = 7(eld)) = Er (52) =1 S (fer) @1

Scja A — w(A) € NG
Assim temos A — w(e(A)) = )« (g—?—) (gi — 1). E facil verificar que 7 (g(A)) = £(\).

Portanto temos

—e()) = Zn (i{\—) (gi —1).

dx;

O nosso objetivo agora ¢ obter seqiiéncias de “Mayer-Vietoris” para produtos livres amalgamados
de grupos e extensoes H N N.

Para isto, necessitamos da defini¢ao e das proposigoes que seguem:

Definigao 2.5.5 i) Seja G = GyxpGa, g = aiby ...apbye € G. O comprimento N de g é definido

por A (g) = 2n.
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ii) Sejo G = Cspg, g = x1plagp® ... xypc € G. O comprimenlo X de g é definido por A (g) — n.

Proposigao 2.5.1 Se G = GxpGo entdao temos a sequéncia exala curta de RG-mdodulos:
0— R(G/T) S R(G/C) P R(C/Ga) = R — 0

onde o ¢ dado por a(zT) = (G, —x(s), z € RG, e e ¢ a aumenlagio.

Demonstragao: Claramente € ¢ um epimorfismo. Mostremos que kers — Ima.

i) Ima C kers. De fato: seja A\, \o € RG tal que (MG, AaGa) € Ima = (MG, \oG2) = a(A\T') =

(MG, —ACa), para algum A € RG.

Assim & (MG, AeGa)) = e (MG, =AG2) =1 —=1=10

i1) kere C Ima
Considere ¢ = &L ¢ ¢y = ::"2 onde I}, Iy sao grupos livres.

Ay

Sejam {T;}ics e {¥;}jcs 0s geradores de Gp e (o respectivamente.

Construa 7 o grupo livre gerado por {x,y;} e a presentagao « : I' — GxpGo — G tal que

7 (zi) = T ¢ w (y5) = ¥;-

Por (2.3) temos que VA € RG,

A—e(\) = 3= (g;\‘—) @G-+ 3= ( ) yi— 1) onde A ¢ tal que 7(A) = A ees: RG — R éa

aumentagao usual.

Assim:
dA

AGL—e(A\Gy) =) = (—) ;i —1)Gy

dy

AGa—e(AG2) = D m (‘”\) (z:— 1) C3.

dx;
S('jﬂ {t\()l 13 ’u‘n'.(!"_z) = !l’((i’/(;]) @I{((“/(;z} t?ll (111(‘- S(/\(t’l, _“.(1'2) = S(/\(l’]) * 5(;((!’2) = (
Logo

e(A\G) = —e(nGy)

Tome A, M € RF; n(A)=Xen(M)=p
Assim a (= (({%) (7,-1) 17— (g—‘}—’)( —1)7 s(,\f))
(Z:r (88) (7, - 1) €1 +e(061), Sr (8L) (i = 1) G2 — £(AG) ) -
— (\G1, uGo — e(uGa) — (A\G2)) (por (2.4) e (2.5)
= (A\G1, pG2 + e(A\G1) — e(AG2)) (por (2.6))
- (AG1, pGo)
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Portanto kere C Ima e assim Ima = kere.

Resta mostrarmos que « ¢ monomorfismo.

Seja A € RG tal que a (AT) = (MG, =AG2) = 0, isto é, NG| = AG2 = 0. Agora A\ = ) rgg com

gels

rg quase todos nulos, isto ¢, X = rg,91 + ...+ rg, gk

Seja supp (A\T') = {g1T,..., 9T}, o suporte de AT (isto é, o conjunto formado pelos g7 tais -quo
rg 4 0 na expressao de \.

Agora sejam Tj; um transversal a esquerda de ¢; médulo 7', i = 1,2.

Temos pelo, Teorema 2.5.1, que qualquer § € G = G1x7Go pode ser escrito na forma
g=aiby...apbpcondea; €Ty, b €Toec€e€T. Além disso, seaj=1=i=1eseb;=1=i=n.

Deste modo supp (AT) = {a11b11 ... a1nyb1n, T, - .., ap1bry - .« @hny ban, T} .

Considere w um elemento de comprimento méaximo no supp (A\T').

Temos dois casos a estudar:
1) w termina em uma @jn ;s isto 6, w = aj1bji ... Qjn;

Assim wGy = ajibjy .. .ajy,Go tem o mesmo comprimento que w7' ¢ portanto nao se anula em
AGo. Portanto AG'a / 0 (contra hipodtese).
2) w termina em um by, isto é, w = aj, by, NN bjnj'

Neste caso wG) tem o mesmo comprimento que w1' e portanto nao se anula em AG'|. Portanto
AG # 0 (contra hipotese).

Deste modo nao existe elemento de comprimento maximo no suporte de A. Logo A = 0.

Proposigao 2.5.2 Seja G = G %14 . Entio lemos a sequéncia exala curta de RG-mdodulos
0 — R(G/T) = R(G/G1) > R — 0

onde a ¢ dada por a(zT) = 2G| — xzp~'C e e ¢ a aumentagio. (p sendo a letra estivel de G).

Demonstragao: Claramente € é epimorfismo. Mostremos que Ima = kere.

i) Ima C kere, pois dado AG1 € Ima entao AGy = a(z1') = xG) — xzp~ G, Assim € (\Gq) =
e (zC — :1:}:""(-'1) =e(xGy)—¢ (;1:])_1(;'1) = 0.

1) kerse C Ima.

Temos que /] = T!E‘ onde /' é um grupo livre. Sejam {T;};ic; os geradores de ().

. T . . e o T 1
Construa [ o grupo livre gerado por {z;,q;i € I} ¢ a presentagao FF — G = G*14, onde

w(x;) =T ew(q) = p.




Temos que para todo A € RG

A—e(A)=>_n (g—i‘—) (Ti—1)+= (‘-:}%) (p—1)

onde A ¢ tal que #(A) = A ee: RG — R ¢ aumentagao usual.

Entao NG —e(\NGy) = 7 (‘3—’;) p-1)Gy == (S—g) p(l—=p~ )G == (%‘ql)p(.’] -7 (%%) pp~1G, =

o ('rr (%‘%) p’f") :

Agora seja AG'y € R(G/G) tal que €(AG) = 0. Entao pelos calculos acima temos
AG1 =« (rr (%‘T}) p'f‘). Portanto NGy € Ima. Logo kere C Ima.

Resta entao mostrarmos que a ¢ monomorfismo.

Seja Ty um transversal para ¢ modulo 7' e To um transversal para ¢ médulo S (S ¢ um subgrupo
de G isomorfo a T').

Temos, pelo Teorema 2.5.2, que o conjunto € dos elementos da forma ap! ... app"* com a; € T}
se gj = —1, e a; € To se g5 = 1 ¢ um tranversal de ¢¢ médulo ¢'y.

Além disso verifica-se facilmente que os elementos da forma cxg onde 29 € T e ¢ € € é um
tranversal de ¢ médulo T

Sejap = ) rrepxo,T; v € R, ¢ €C, xor € Tt um elemento de R (G/T) comu € Ker(x), isto &,

aln) =X rrelcersT) = Fore (t"k.l.‘[]k(:l - ck;xr;}kp_l(.’|)
k K
2.:1 B Z:'.] = 0.

Considere o somando ¢ = reaxgT de g com a propriedade de que cxg = a1 paop®. .. appag

notagao

=i en e T ! s . -1
2_‘ 1 .‘.'(\R'-I‘Uk('l — L FRCELQ,.P (r'l
k k

tenha comprimento maximo n entre as palavras que aparecem em .
1) Se wp # 1 ou &y, = —1, entao t da origem a um somando rpexop™ G| em Y o de comprimento n | 1.

Agora todas as palavras que aparecem em ), tem comprimento menor ou igual a n.

Deste modo rpeagp™ G deve cancelar-se com um somando que também esta em ) o, isto ¢,
cxop~ G = ("'.'t:'np_lfa';‘ Como (-.-z:gp"1 € C, temos que {';!?[Jp_l = (".‘L‘E]p_]‘ e deste modo cxpgl’ == r-'.-::f)’['
ou seja Ja existiria cancelamento em pu.

Entao podemos assumir que g = 1 e g, = 1, isto ¢ t = ra;plaop®?...dp_1p* lappT =

rcanpt’, onde ay € 1o, c'app € C e comprimento de ¢’ é n — 1. Além disso todas as palavras de

comprimento n que aparecem em p sao deste tipo caso contrario teriamos o cancelamento em g, como

visto acima).
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Agora as palavras de comprimento n que aparecem em ), possuem letra final p~!, pois se a letra

1 = a1p®l...a, deste modo

final for p, isto é, a palavra = é dada por = = a1p®!...anp temos que xp~
o comprimento de @ em ) 5 é n — 1. I
Deste modo ¢ = rclaypT da origem a um somando »c’d,pCy em Y, que deve cancelar-se com
outro clemento em ), .
Além disso, como ja vimos, todas as palavras de comprimento n em g sao da forma ¢’a,p € C.
Assim temos ¢appGy = cappG1, e como C é um transversal de ¢ médulo ¢ teriamos c’a,, — can
e deste modo ja existiria cancelamento em .

Concluimos assim que nao existe somando de comprimento maximo em .

Logo 1t = 0 ¢ assim « ¢ injetora.

Veremos agora um teorema que relaciona a (co)homologia de um produto livre amalgamado

G = (' 1xgCo com (co)homologia dos subgrupos ¢, Gq ¢ S.

Teorema 2.5.3 Sejam G = GixgGo e M um RG-mddulo (a esquerda). linlio existem sequéncias

ezatas longas naturais (sequéncias de Mayer-Vieloris)
Gy (e

< ¢ 90 Gy)

—_

Gy el
—corg?) con

(
H(G13 M) @ Hi(Ga; M)

(resC ,re

i G
Gy -‘“(;._,J =)

&5
(resc' ,—res,;
— *

- — H¥G; M)

1

HY(G ;M) @ HE(Go; M)

(e8]
—Tesg”)

& H5S; M) S HY (G M) — -

(rc.scf‘
Demonstragao: Considere a sequéncia exata
0— R(G/S) S R(G/G1) P R(C/G2) S R — 0

dada pela Proposigao 2.5.1.
Como R ¢é R-livre temos que a sequéncia acima cinde e assim obtemos ([14], 1.7.10 ¢ 1.8.8) as
sequéncias exatas curtas de RG-modulos (com G-agao diagonal).
0— R(G/S) QM ¥ (1{((;/6‘1) ®M) D (R(G/(.‘;g) ®M) ARQ@M=M -0 (27
R R R R

0— M~ Homp(R,M) & Hom rR(R(G/G1),M)B Homp (R(G/CG2), M) o 2.8)

L Homp (R(G/S),M) — 0




Usando (Proposicao 2.4.1) obtemos as sequencias exatas longas (de homologia ¢ cohomologia):
c—= Hp (G5 R(G)S) @ M) Z Hi (G R(C/GC) @i M) D Hi (G5 R(G/Ca) @ M) =
£ HW(G;M) 2 Hi_y (G R(G/S) @pM) — ---

o= HRY(G M) S HR (G Homp (R(G/G1), M) @ HY (G; Hom g (R(G/G2), M)) &
X HE (G Hom (R(G/S), M) & 151 (G M) — -

Aplicando a Proposi¢ao 2.1.8 as sequencias acima oblemos:

£

— M (S5M) = H (G M) @ Hi (G M) = H (G M) S Hi i (5 M) — oo

— HE @ M) S HE GG M@ H (G M) S 15 (S M) S RN (G M) - -

Usando o mesmo raciocinio da demonstragao da Proposi¢ao 3.2.1 (que veremos adiante) temos
que a (cor$', —c --("2) 2 8. = (cor§ , cor§.) onde cor denota as aplicagdes induzidas em homologia
jue a, — (corg -, 0rg”) € €x = lCOT g, COTE, } CO '11C as aplicagoe: s1das e g
selas inclusdes § — i e G G, i = 1,2 ¢ que a* = (resS!, —res$?) e & = (resG , resS ) onde
pelas 5008 . 1 1 *lr, 1= 1, jue €Sg , CSg re. G TeS¢,
res denota as aplicagoes induzidas em cohomologia pelas inclusdoes S «— G 0 G5 — G, i = 1,2, [ ]

3

De modo analogo, usando a Proposigao 2.5.2, obtemos:

Teorema 2.5.4 Seja G — Gyxgqe um HNN -grupo associado aos subgrupos S, T e letra estdvel p.
Entao temos as sequéncias exata longas nalurais (sequéncias de Mayer Vieloris)

. s —r_'(nz?'l L] CI' . % ('0?‘2:1 ~ 6 v
—  Hi(S; M) Z Hi(Ci; M) = Hi (G5 M) S Hiy (S;M) — -
2 G a .

res< es !
- H*Y(s;M) S R GiM) S R (M)

(<5
cor

G
25 ¢ O‘."C.‘s“r

H (G M) — -

-,
—_

para todo RG-mdédulo a esquerda M. As aplicagoes res e cor sio induzidas pelas inclusées,
cpx 2 Hp(S;5M) — Hp(T';M) e cp™ : H"'('!'; M) — H‘t“(b';ﬂ..’] sao os isomorfismos induzidos pela
conjugacao em G,

Demonstragao: (5], 1.2.12.

Finalizando este paragrafo demonstraremos dois resultados que serao tteis no Capitulo 4.

Proposigao 2.5.3: Se G = Gx5G2 com G # S # Go entdo |G : G;] = o0 para i = 1,2.

Demonstragao: Sejam 7; um tranversal a esquerda de ¢;; médulo S, parai = 1,2.
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Como ja vimos, g ¢ representado por uma tinica palavra reduzida da forma g = a by - - - apbyc tal
quea; €T, b €To,ce€Secaj=1=2i=1lebij=1=1=n.
A palavra vazia ¢ representada por 1 € S.

Seja T' um transversal a esquerda de ¢ médulo ¢y ¢ suponhamos T finito. Portanto

T = {91-..,9r.90 = 1}. Temos que Vg € G,g = gia; gi € T'eca € Gy (g € G = gCG) € G/G) =

gG1 = giG1 = g 'g € G = gi'g = a = g = gia).

Agoraa € (/) = aS € (/S = aS = ;S para q; € T = (l;—iﬂ' cEs= ur-_lu =cE 8 = a= ajc
para algum a; € Ty e c € S.

Portanto g — g;aje.

Mas g; = a; bi, -+ - ai, b;, com b;, # 1 sei# 0 (podemos fazer a escolha de T' desta maneira pois se
gi = @i bj, ---a; bj,c= g;G1 = ajb;; ...a;,b; Grjaquec € S C Gy eseg; = a; by a4, ,bi,_,ai, =
9iG1 = a;, b;, ---ai,_,b;,_,G, pois a;, € G1).

Portanto ¢ = gjaje ¢ uma palavra reduzida.

Como 7' ¢ finito, podemos tomar & como sendo o “comprimento” do maior g; € T'.

Temos
(1) gi = aibiy ...a3,bi, coma; # 1eb, +#1ou
(2) gi = biyaibiy .. a4, by, com by # 1 eb;, # 1.

Portanto k = 2m ou k = 2m — 1 para algum m.

Como S # Go, existe 8 € To; B # 1 e suponhamos que g, na forma (1) é o elemento “maior”.

Seja x = Bgi, € G. Assim x = gjajc com g; € T,a; E Gy ec € S.

Portanto Bgi, giaic
-"3(1.' b' ({5 b' = aj b' [/ ¥ h' ;c
! | ’0; Rt B, P 0 St SR S

Como 8 # 1, aig, # 1 ¢ b,-om # 1 temos comprimento de fg;, ¢ igual a 2m + 1 e como b;, # 1
temos que comprimento de gja;c é menor ou igual a 2r -+ 1, além disso como b"u,.. s=ai=1lec=1.

Portanto B8gi, = gi com m < r (absurdo!!!).

Se gi, (clemento maximo) é da forma (2) entao g;, — big, @ig, big, - - - g, big,, de comprimento
2m — 1.

Como /1 # S = Ja € T} tal que a # 1. Scja y = agi, (comprimento de y é 2m);

y € G = y = gjajc assim agj, = aj b, ... aj.bj.aic.




Como big,, / 1 temos que @i = ¢ = 1, ¢ assim g, = g; com 2m < 2r] (absurdo!!). Portanto nao
existe em 7' palavra de comprimento maximo, logo 7" é infinito. Portanto G : ¢ = oo. Analogamente

prova-se que [(/ : (9] = oo. -

Proposigao 2.5.4 Se « Gixgg entdo G Gl = o0, 0: S = So. -
Demonstragio: Sejam 7 um transversal a esquerda de G1/S1 e T um transversal & esquerda de
G'1/S2. Qualquer ¢ € ¢/, g ¢é escrito de mancira linica na forma g u.l.'.sls.:.g.f,“...u.,f_te"-u,,_.” onde

£i = X1, a; € T sc & l,a;€Tasee; = —1¢ ai # 1 sece;_ 7 €i, ay é arbitrario.

O conjunto 7" - IS0 15200 . (Enge r com g; = +1] onde z; € Ty se gi=lex; €7TH se g =—1} ¢
] 1 2 7 i 1 2 ;

um transversal de ¢ maodulo .
Temos claramente que 7" ¢ infinito, pois nio existe palavra de comprimento maximo em 7. Logo

C: Gy) = . @
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Capitulo 3

(Co)Homologia Relativa de Grupos e

Dualidade

3.1 A Definicao de H*(G,S;M) e H,.(G,5; M)

Neste paragrafo veremos o conceito de (co)homologia relativa para um grupo ¢ ¢ uma familia
S = {S;, i € I} de subgrupos de G. Este conceito foi introduzido por Bieri e Eckmann em [5]. Nesta
referéncia a teoria de (co)homologia esta definida sobre 0 anel Z com coeficientes em um Z G-modulo,
mas como no capitulo 2, definiremos sobre um anel comutativo com unidade I? com cocficientes em

um RG-modulo M.

Definigao 3.1.1 Um par grupo (G,S) consiste de um grupo G e wma familia S = {S;;i €1} de

subgrupos de ¢, ndo necessariamente distintos.

Denotaremos por R(G/S) o R-mddulo livre gerado pelas classes gS;, no qu%nl G atua por multi-
plicacao a esquerda. Dai: R(G/S) = @ R(G/S;). Pelo Corolario 1.5.1, temos que R(G/S;) ~ )"ndgl_ﬁ'..
Portanto R(G/S) = @ .’-udgi"_R. :

Seja ¢ : h’((-'/b:)efur R a aplicagao aumentagao usual que leva cada gerador ¢S; em 1 € R.

Denotaremos por A o nicleo de . Temos entao:

Definigao 3.1.2 Sejam (G,S) wum par grupo, S = {S;;i € [} e M um RG-mddulo. Os grupos de

60
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(co)homologia relativa pore (G, S) com coeficientes em M sao definidos, para todo k € Z, por:

HY(G,5;M) := H*"Y(G;Homp (A, M)) e Hp(G,S;M): f!A._l((;';A®A-!)
n

onde as acées de G em Homp(A, M) e A@Q M sio dadas respectivamente por gf(x) = gf(g7'x) e
R

gz @m) = gx @ gm (agoes diagonais).

Observagao 3.1.1 a) Segue da definigio que H¥(G,S; M) = Hp(G,8;M) =0 se k < 0.

b) Se S — ¢. por convengdo, temos HM(G, o3 M) — HMC M) e Hi(G,d; M) — H (G5 M).

[ conveniente, escrevermos para qualquer familia S {S;;i € 1} de subgrupos de G,

Hi (S; M) -
D 1 (Sis; M) e HE(S; M) = [[ 115 (Si; M), onde M é um RS-médulo, isto & um 12.5;-médulo

para {.oﬁé i.Se M é um RG-modulo .ftitao M é um RS-modulo por restrigao.

Em [16], Ribes deu uma defini¢ao de cohomologia relativa H* (¢, S; M), onde G é um grupo e
S é um subgrupo de G'.

Recordaremos aqui esta definigao. Antes disso necessitaremos de alguns resultados.

Seja M um RG-modulo e considere o grupo abeliano:

Der(G,S,M)={f:G = M; f(zy) ==zf(y) + f(z), Va,y € G e fi; = 0}.

Temos que Der(G, S, —) é um funtor covariante, exato a esquerda, da categoria dos RG-médulos
a esquerda na categoria dos grupos abelianos.
De fato, dado o : M — N um homomorfismo de RG-médulos definimos
ax: Der(G,S,M) — Der(G,S,N) por a.(f) := ao f.

Temos que

4 Sea=id: M — M cntao a.(f) = ao f = f. Portanto a, = id.

4 Sea: M — N epf: N — P sao homomorfismos de RG-moédulos entao
(Boa)(f)=(Boa)o f=pB0(aof)=PB(ax(f)) = (B«0a.)(f). Portanto (8o a). = B. 0 a,.

Além disso dada 0 — M 2 N 2 P — 0 uma seqiiéncia exata curta de RG -modulos, entao

0 — Der(G, 8, M) % Der(G,S,N) Y Der(G,S,P)— 0
¢ exata i t'sqlu'l‘(la.. De fato:

4 wu(f)(x) = 0= p(f(z)) = 0= f(z) =0, Vz. Portanto f = 0 ¢ assim ¢, ¢ injetora.

4 Imep, = ker ..




Se h € Imp. entao h = . (f) = po f. Assim P.(h) = Y. (po f) = owo f. Dai (Y (@o f))(z)
Y(e(f(x)) 0 V. Portanto h € ker ), e assim Imp, C ker 1.

Agora, h € ker¢p, = Ypoh=0= (poh)(x) =0, Vx € G. r\ssim- h(x) € kery) = Imyp e portanto
temos h(x) = o(y) (v depende de x).

Defina f: G — M por f(z)=y(x).

Mostremos que f esta bem definida e que f € Der(G, S, M) :
i) Yoy, 20 € G, 21 = 2 = h(z1) = h(z2) = o(y(z1)) = e(y(w2)) ¥
f(x2)
i) A(ereo) = wih(en) +her) = a19(y(ee)) + e(m@) € € SO (o) +y(an))-

Por outro lado h(z123) = p(y(z122)).

Assim o(y(x122)) = p(z1y(x2) + y(z1)) % é=:'}_1 y(xiao) = a1y(ee) + y(xr).

Portanto f(xxo) = xyf(x2) 4 f(x1).
Além disso fi; = 0 pois, f(s) = y(s) tal que p(y(s)) = h(s) =0 Pe s y(s) = 0 e assim f (s) = 0.

" . K S & ~ = m S . , ~ .
Seja agora 0 — M — Py — P; — --- uma resolugao injetiva de M (isto ¢, uma sequencia exata

de RG-modulos injetivos (ver [12], 1.10).

Aplicando o funtor covariante Der (G,S,_) a resolugao obtemos o complexo de cocadeias:

D:0— Der(G, S, Py) 8 Der(G,8,P) B ...

Decfinigao 3.1.3 (Ribes) Se ¢ é um grupo, S wm subgrupo de ¢ ¢ M wum RG-mddulo enldo:

H*Y@G, S; M) :— H*(D), para todo inteiro k € Z.

Obscrvagao 3.1.2 Decorre da definigio anterior que HY(G,S;M) = H™YD) = 0 e
HYG,S;M) = Der(G,S, M) pois, como Der (G,S.) é exato a esquerda H l((:', S; M) = HO(D) =
}((‘I'g[) = Iy = 2eiGSM) Der(G, S, M).

ker 1

2 verdadeiro que a definigao 3.1.2, para S consistindo de um inico subgrupo S de ¢, ¢ equivalente

a defini¢ao 3.1.3, isto ¢

Teorema 3.1.1 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG-mdédulo. Entio H¥(G,{S}; M) ~




5,8 M), para todo k € Z.

Demonstragao: ver [3], 1.3.7.

IEm vista deste resultado e da observagao anterior, sempre que tivermos S = {5}, uma familia con-

sistindo de num 1inico subgrupo de um grupo ¢ podemos identificar I/ (G, {S} ; M) com Der (G, S, M).

3.2 (Co)Homologia Relativa como Funtor de Duas Variaveis.

Neste paragrafo veremos que H.(—, —;—) e H*(—, —; —) sao [untores de duas variaveis

((G,8); M). Mostraremos primeiramente, com detalhes, que a cohomologia relativa ¢ um funtor con-
travariante numa determinada categoria C. Os resultados para homologia relativa sao analogos. Aqui
iremos usar os resultados contidos em 2.4 para cohomologia absoluta.

Seja C a categoria cujos objetos sao os pares((GG,S); M), onde GG ¢ um grupo, § = {S;, i € [} ¢
uma lamilia de subgrupos de ¢ ¢ M ¢ um RG-méddulo e cujos homomorfismos sao aplicagoes:
(G, 8={Si,i1€l};M)— ((L,R = {Rj, j € J};N) consistindo de:

a) Um homomorfismo a : G — L;

b)  Uma aplicagao « : I — J tal que a(S;) C Ragi);

c) Um homomorfismo de RG-maodulos ¢ : M — N tal que ¢(a(g)n) = g¢(n), isto é, ¢ ¢ um
homomorfismo de RG-mddulos via a.

Vamos ver que, nestas condigoes, existe um homomorfismo * : H*(L,R;N) — H*(C,5;M)
(induzido pela ).

Sejam e : R(G/S) — R tal que e (2Si) = 1 e er, : R(L/R) — R tal que ¢y, (y ;) 1 as
aumentagoes usuais.

Denotamos por A¢: o nicleo de e¢; e por Ay, o nnicleo de 2.

Definimos p : R(G/S) — R(L/R) por p(xS;i) = a(x)Ry) nos geradores ¢ estendamos p por
linearidade.

Temos que p estda bem definida, é homomorfismo e que p(A¢) C Ap,.

Deste modo podemos definir p := Plag Ag— Ap.

Temos entao, por 2.4, (p, r;))’” :Homp(Ap,N) — Homp(Ag, M), dada por (p, r,‘;)ﬂ (f) = ¢dofop,
onde ¢ : M — N é dada em (c).

Por simplicidade, denotemos Hom rR(AL,N) por N e Homp(Ag, M) por M.
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Temos que N ¢ um R L-moédulo com L-agao diagonal (yf)(x) yf(y'i.-:r). para lodo = € Aj,
feNeyel.

Da mesma forma M ¢ um RG-mddulo com G acao diagonal.

Lema 3.2.1 A aplicagio (p,¢)* : N — M, definida anteriormente, satisfaz a condigio
(7. r.-‘.a)"{(n(y}f] — g(p.®)*(f), para todo f € N e todo g € G, isto é, (p, d:)” é uwma aplicacao de
RG-mddulos, onde N ¢ visto como R G-modulo via .

Demonstragao: Inicialmente note que p: R(G/S) — R(L/R) ¢é tal que p(gu) = a(g)p(u) para todo
geC cu€ R(G/S).

Basta verificar isto nos geradores de R(G/S). Seja a5; um gerador de R(G/S). Temos:
p(g(xSi)) = plgxSi) = algr)Ryu) = alg)a(x) Ry = a(g)(al(x) Ryu) = alg)p(xSi).

Seja agora f € N e u € Ag. Temos que:

(7, )" ((9) f)(u) = (¢ 0 ((g)f) 0 P) (1) = d(x(g) f)(P(n))
- o(a(g)f((9) "' p(u) = go(f(a(g) "' p(u)) = g(¢ o f)(a(g) ™ Alu)).

Por outro lado,

(9(@, ¢)*)(f) () = g((A, &) (f) (g™ ) = g((dp o f o p) (g7 u))
g((¢0 £)(Blg~u))) = g(¢ o f)(a(g) ' A(u)).

Logo (p,¢)" é uma aplicagao de RG -mddulos.

Teorcma 3.2.1 H™((—,—);—) € um funtor contravariante na categoria C.

= <l = )
Demonstragao: Denotemos por 1) a aplicagao ((.‘ LN L M) :

Pelo lema anterior (7, ¢)# é uma aplicagao de RG-médulos e dai, por 2.4, temos que # induz,
para todo k € Z, um homomorfismo Ek: H*(L;N) = HMG; M)

Mas por defini¢ao H*¥(G,S, M) = H*Y(G; M) e HF(L,R; N) = H*1(L; N).

Logo temos o homomorfismo induzido: v* : H*(L,R;N) — H*(G,S; M).

Verifica-se facilmente que:
e Se v : ((G,S);M)) — ((G,8);M)) é a aplicagao identidade, entao a aplicacao

v HY((G,S); M) — H*((G,S); M) ¢é o homomorfismo identidade.
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e Sey: ((G.8),M)) — ((L,R),N)e~v:((L,R),N)) — ((K,0), P)) sao morflismos em C , entao
(you)" =9y ov".

!

Dai , H*((—,—);—) ¢ um funtor contravariante em C.

Para a homologia relativa a sitnacao ¢ analoga, isto ¢, se considerarmos a categoria D cujos objetos
sao os mesmos de ¢ mas os morfismos sao aplicagoes ¢ : ((G,S); M) — ((L,R); N) consistindo de
(a) e (b) e(c): & : M — N tal que ¢(gm) = a(g)p(m), mostra-se, analogamente, que existe

um homomorfismo induzido . : H,((G,S); M) — H.((L,R);N) ¢ que H.((—,—=),—), ¢ um funtor

covariante na categoria D.

Proposigao 3.2.1 Sejam (G,S = {S;, i € 1}) wm par grupo ¢ M um RCG-mddulo. Entio temos as

sequencias exalas longas:

Gy, : ‘ ,
D i) eee— H"((-’; M) gt 11 H"(.S’,—; M) — H;"H((;',S; M) 4 1“'1’((.'; M)—---
el

cor<

35) =re > Hpe (G M) 2 Hyo (G 87 MY — D Hi(Sis M) 75 HW(G3 M) — - --
F1=

que sao nalurais no RCG-mddulo M e no par (G,S), onde 1'(!.&-2" : H¥(C; M) — ”;‘e.!”k('-qf; M) e
('m‘fq: @i Hi(Siv M) — Hp (G M) sao as aplicagoes induzidas, no mvel k de (co)homologia, pelas
inclusoes S; Q.
Demonstragao:
i) Considere a seguinte sequéncia exata curta 0 — A L R(G/S) 5 R — 0 onde ¢ ¢ aplicacao
aumentacao, A := kere ¢ i a inclusao. Como R é R-projetivo, essa seqiiéncia cinde e assim por [12],
1.8.8 a seqiiencia 0 — Homp (R, M) it Homp(R(G/S), M) =2 Homp(A, M) — 0 também ¢ cxata,
onde i# (p) = poieceh(p) =poe.

Seja F' — IR uma resolugao projetiva de R sobre RG. Como os F] s sao RG-projelivos temos por

[12], 1.9.4 (e) que para todo n

it
—

0 — Hompa(Fpn.Homp(R,M)) = Hompg(Fn,Homp(R(G/S),M))
. Hom pe(Fn, Homp(A, M))
¢ exata e assim temos a seqiiencia exata curta de complexos de cocadeias.




' -
— Hompe(I', Homp(It, M)) » Hompa(F, Homp(R(C/S),M)) —

Hom pc(F, Homp(A, M))
onde i#(p) = i* o e e#(p) = ¥ 0 .
Agora esta seqiiencia exata curta de complexos induz a seguinte seqiiencia exata longa em coho-

mologia (ver proposicao 2.4.1 (b)):

H™ (G Homp (R, M)) = H™(G;Homp(@B R(G/S;). M)) hi
iel
= H" (¢ Homp (A, M)) 3 i (as Homp (R, M)

onde (£3,) ([v]) [Sg(tﬁ)} [5# O‘P] 3 (i7) () = [fﬂ(np]} - [i# o ',o] e 7, ¢ 0o homomorfismo de

conexao.
Mas Hom p(R, M) ~ M através do isomorfismo 1) : M — Homp (I; M) dado por

¥ (m) (1) = m (e estendido por linearidade).

h*

Dai H"(CG3M) ~ H™(C; Homp(R, M)), onde * é induzido de 4 ¢ dado por *[f] = [# o f].
Vamos mostrar que
H™G, Homp(@ R(G/Si); M)) ~ [[ H™(Si; M) “(8.1)
el ief

através de um isomorfismo, que denotaremos por p*, ¢ assim lembrando que
H™(G; Homp(A, M)) = H" (G, 8; M),

a sequencia exala acima toma a forma:
o HE(G MY LTS [LAMELM) e HMRUE S M) —
i€l
— H™" Y G M) — q H™ (S M) —
Além disso, mostremos que p* o e 0 9" = resg, c:fl(lo res$ ([f]) = (res; [/])ier> com
resi : H" (G; M) — H"(S;; M) induzida pela inclusao S; — G.

Para mostrar (3.1) e que p*oep 0™ = i'esgf considere o seguinte diagrama:

AVA
AVAVEY
Ay

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp I 12 15 14 1ls 16 17
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H"(G; M) .5 (G5 Homp(R, M)) 3 H™G; Homp(@ R(G/Si), M))
icl :
1

1"(G; ] Homp(R(G/Si), M))
i€l

]":’
11 H™(G; Hom p(R(G/S;), M))
i€l
J“p.“(‘p:)i(l
11 H™(G; Coind$ M)
i€l :
| (7"-.);1 I
11 H™(G; M)
iel
l(?‘cs.]it;
11 H™(Si; M) = H"(S; M)

iel

S, LS. * ) el o N s s .
onde as aplicagoes ¢*, ¢, (7] )¢, ¥ € (resi);ep sao dadas por:

- ¢* é a induzida, no nivel n de cohomologia, de

: Homp (@H (G/5S;) ,M) [ Homp(r(C/Si), M

i€l iel
definida por ¢ (f) = (f ¢ ji) icl onde j; ¢ a inclusao de R (G/S;) em R (G/S).
- 7 é a induzida, no nivel n de cohomologia, de ¢; : Homp (R (G/S;), M) — (_-'ﬂinrfgf:_ﬂ! definida por
wi (fi) (x) = «fi (7' 5i). - ~
= (77) é a induzida, no nivel n de cohomologia, de m; : C mnd M — M tal que m; (f;i) = fi(1).
e H ™ “ Homp(R(G/Si),M)| — [l H"(G;Hom(R(G/Si),M)) é tal que ~v([/])

(Ipj o f)jer s umi( pj: l] Homp(R (G/S;), j't-;e)!——A- Homp(R(G/S;), M) é a projegao.
A (resi)ies : I 17 (G M) = [1H" (53 M) tal que (resiier (oiler) = (resi (6)ier -

OI)‘-;(‘I‘\’(‘ qn( 't ot e (: e *’ere! o(n);er = (resiom]),c, sao isomorfismos, onde res; o nf é o

isomorfismo de Shapiro (ver observagao 2.4.1), para cada i € I.

Dai p™ = (resi)ie; © (7] ) ;1 © ¢~ 07 0 ¢* é isomorfismo e temos que (1) é verdadeira.

AVA
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Agora
(p*oenon®)([f]) = (p o en)([w o f]) = p*(le* oo f]) =
= ((resi)ier o (n})icr 0 p* 0y 0 ¢*)([e# oo f]) =

((resi)ier o (x})ier 0 " 0 7) (g 0 e# oo f])) -

- ((resi)ier o (7])ier 0 @*)([pio ¢ o e? o 1po f])icr =
)

((resi)ier o (7} )ier)([piopio g o s#oyo Ier=

= (resi|miopiopiogo e#* oo fier.

(:r,-o;,;io;;,-od;os” o c,frof) () = (fr,;ocpfo;;,;OQﬁos# Oq’;) (f(z)) =
= (miogiopiod) (e#((f(2))) = (miopiopi o) (h(f(x)) o)) =
= (mi0 giom) (B(J(2)) 00 ji)es = (mi o 0i) (W(J (@) o€ 0 ji) =
=7 (pi(0(f(x)) 0 € 03i)) = (pi((f(x)) o€ 0i)) (1) =
(W (m)) 05 05) (1.5:) = $(f(m)) (1) = f (m) Y € I,
onde F' uma resolugao projetiva de R sobre RG.
Portanto res; [7-':' opiopiogoctoro f] = resi|[f] e assim (p* o e}, 09*) [f] = (resilfl)ics =
= res§ como queriamos.
ii)  Considere novamente a sequéncia exata
00 -3 A A uRr(als) S R — 0
onde £ ¢ aplicagao aumentacao, A = kere e i a inclusao. Como R ¢ R-projetivo a seqiiéncia acima
cinde. Assim por [12], 1.7.10 a seqiiéncia
0 - a@M ‘B re/siem 8" rR@M - o
R R ) R
também ¢ exata.
Seja F' — R uma resolugao projetiva def sobre RG. Temos entao a sequéncia exata curta de

complexos de cadeias

=4 I-‘®(A®M) i 1«'%(1{((1/&)%&1) = ;-'@(m!gém) =10

RG R RG

onde ¥ (z ®pe (95: ®prm)) = * @pra (1 @rm) ¢ i (z @pe (s @rm)) = = pe (i (s) Qrm)-

Agora pela Proposigao 2.4.1 (a) esta seqiiencia induz a seqiiéncia exata longa em homologia:




1 Es

S Ha(GGR@pM 3 Hu 1 (G;A@pM)
onde i, e ¢, sao os homomorfismos induzidos de iy e ¢4 em homologia e 7, é o homomorfismo de
conexao no nivel n.

Temos que R@Qp M ~ M através do isomorfismo 0 dado por 0 (1 @m) = m (e estendido por
linearidade).

Dai I, (G;R@pM) ~ Hp(G;M) através do isomorfismo 0% induzido por 6 definido por
C @1 @m) = k@0 (1Q@m)| = [z @m].

Agora, H, (G;AQpr M) := Hyyy (G, S; M) . Mostremos que

P #n (Si; M) ~ Hy, (c:; R(G/S) ®M)

iel R

através de um isomorfismo denotado por a. e assim a sequéncia exata acima tomara a forma:

~ Haa (GM) = (G SM) — @ Ha(Si M) Ll
i€
Ho(Gi M)  — Hn(G,S;M)

f).os;on.
e

Mostremos também que 0, 0 e, 0 v, = corg, onde corg P H,(Si; M) — Hy (G; M) é definida
ief

por cr)r‘g (|:JT,' Rns, m,] . ) = Y [2i@pamil -
i€l i€l

i " . -
Para mostrar (3.2) e que 0, 0¢, 0 a, = cm'g' considere o diagrama:

AVA
AVATEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17
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i)i JI'. i y
@ H,(Si; M) (corifies D Hp(C; M) (JiaJier @ Hn(C; Ind§ M)
el iel ielf

l(f:’. ),(-:_r

%9! Hn (G5 (R(G/S:) @pM))
|

Hy (G %(” (G/Si)@pM))
lh'

Hp, ((7; (B R(G/Si) Qr M)
iel
lEc
Hy (Ga I ®R ‘M)
Ji’)-

Ho (G3 M)

onde:

Fcori: Hy(Si, M) — Hy, (G; M) ¢ dada por cor; ([J: R rs; m]) = |2 @pe m| ¢ induzida da inclusao
S;i— G.

F J;i, é induzida de J; : M — !-n.dgfl_ M dada por J;(m) = 1@ m.

F @i, é a induzida de ¢; : lu.dgf‘_M — (R(G/Si) ®p M) dada por ¢ (9 @m) = 7; Q gm.

Fy (i Qpre (7: ®pmi)l)icr) = [2‘?‘”1'@!{ (rk)rer|onderg =0sek #icrp=g;Qmiseck =i
€

F h. ¢ ainduzida em homologiade h : @((R (G/Si) @ M) — (D R (G/Si)) @ M dada por h (7; @ mi)
X (("k)per ®mi) onde 74 = 0 se k -,éz?c re=7; se k=1,

I?—Es,, ¢ a induzida em homologia de e : P R(G/Si)) @M — RQ M dada por € (95 @m) == 1 Qm.
F 0. ¢ a induzida em hm:i:logia de 0 : R@M — M  definida por

6(1Qm)=m.

Observe que h., 7, (¢i.)ier € (Ji.)ier © (cori)ie; = (Ji. © cori);c; sao isomorfismos onde J o cor;

iel —

sao isomorfismos de Shapiro para cada ¢ € I (ver observagao 2.4.1).
Dai o = 070 (94 )i © (JiL)igr © (cori);cp € isomorfismo e temos provado (2).

E facil ver através das definigoes das aplicagoes envolvidas que 0, 0 €, 0 a. ({;r;@;m.. m,:]) i
= 1€

=Y [z il e portanto: 8 o £ = s d stre

= z; @pcmi| e portanto 0, 0 €, 0 a. = corg como queriamos demonstrar.

iel
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3.3 Interpretacao Topoldgica da (Co)Homologia Relativa

Neste paragrafo veremos a relagao entre a (co)homologia relativa de grupos e a (co)homologia

relativa de espagos topoldogicos.

Definicao 3.3.1: Um par grupo (G,S), S = {Si; i € 1} € realizado topologicamente por um par
Eilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S,1) se:

i) X ¢ um K(C, 1) complezo celular

ii) Y ¢ um subcomplexo cujas componentes conexas Y;, i € I, sao K(S;j, 1) complexos, de tal modo
que a aplicagio iy : w1(Y;) — 71 (X) induzidae da incluséo i : Yi — X € injetiva e aplica m((Y;) sobre

S; C G, depois de uma conveniente escolha de caminhos conectados por ponlos bases.

Excmplo 3.3.1 Sejam G = (a)@ )~ Z@% e S = (a) ~ Z. Considere X o toro 1" ¢ os lagos

a e 3 como mostrado na figura abaizo:

T?-':X

5‘\

Temos que G ~ ([o]) B ([B]) e S =~ ([«]) .Assim identificaremos || com a e [3] com b.

Seja Y o lago representado por o. Jd vimos no Ezemplo 1.2.7, que X ¢ um K(G,1). Como
Y ~ Sltemos que Y é um K(S,1) complexo (ver ex.1.2.6). QObserve que iy : m(Y) — m1(X)
dada por iy (la]) = [iocal], onde i : Y — X ¢é a inclusao, € injetora. Portanto (X,Y) é um par

Eilenberg-MacLane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.2 Sejam G = (t)*(s) ¢ S = (sts~1t~1). Temos que (G, S) € realizado topologicamente
por wm par Filenberg-MacLane (X,Y), onde X é o toro T?% menos um disco aberto D e Y é o bordo
de X.

De fato:




Considere o, 3 os lagos representados na figura abaizo

?

Temos que X lem o mesmo tipo de homotopia da figura oito,que denolaremos por I'. Logo m1(X) =~
w1 (F) = (laf) = (|8]) =~ G.

Representando X como na figura abaizo, vemos que wi(Y) ~ (mﬂx“”.“') S.

Agora, como I ¢ um CW -complexo conexo de dimensao 1, temos que H;(FF) = {0} para i > 2.
Logo I’ ¢ um K (G, 1) e assim X é um K(G,1). Do fato de Y ser homeomorfo a S' temos que Y ¢ um
K(S,1).A aplicagao iy : m(Y) =S — m(X) = G induzida da inclusio € injelora. Portanto (X,Y)

¢ um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S).

. L.
Exemplo 3.3.3 Mais geralmente, sejam G = (aj) * (b1) * ... % (ag) * (bg) ¢ S = { 1] [ai, bi] }. Temos
i1

que (G, S) ¢ realizado topologicamente por um par Eilenberg-MacLane (X,Y) onde X ¢ a superficie
orientada de genus k menos um disco aberto D ¢ Y € o bordo de X.

De fato:

AVA
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Considere aj, by, i — 1,2,..., k idenlificados com as classes de homologia dos lagos representados
na figura acima.

Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da rosdcea de 21;7 pétalas, denotada aqui por R.

Logo m1(X) = m(R) = G.

k
Além disso representando X como na figura abaizo vemos que wi(Y) =~ ( || laibi] ) = S.
i=1

Agora, como R € um CW-complexo conexo de dimensao 1, temos entao que IHi(IR) — 0 para i > 2.

Logo R ¢ um K (G, 1) e portanto X é um K(G,1).

Como ji vimos no exemplo anterior Y ¢é homeomorfo a S' e assim é um K(S,1). Observe que a
aplicagao iy : m\(Y) — 7 (X) induzida pela inclusao é injetora.

Portanto (X,Y) ¢ um pur de Eilenberg-MacLane realizando (G, S).

1

Exemplo 3.3.4 Sejam ¢ =< ay, by, ao, bo; l-[ [a;, bi] = 1> e S = (a1) * (b)) . Temos que (G,S) é
i=1

realizado topologicamente por wm par Eilenberg-MacLane (X,Y ), onde X € a superficie orientada de

. gl el I ’_ox 3 ]
genus 2 (T<#T<) e Y é a superficie compacta como mostra a figura.
) 1 7 q

De falo:

Considere a;, bi, i — 1,2 identificados com as classes de homolopia dos lagos representados na

figura acima.
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Desta forma 71(X) =G em (Y)=S.

Jd vimos no Izemplo 1.2.7 que X é um K(G,1) e pelo l‘.a':zem?)f‘o 3.3.2,Y é um K(S,1).
Mostremos que iy : w1 (Y) — m1(X) a induzida pela inclusao ¢ injetora:

Seja Z como mostra a figura acima. Assim Y N7 ~ S,

Considere o diagrama
e @ .
m(YNnz) — m(2)

az | |3

w2y %)

onde iy, ay, a2, az sao todas induzidas das inclusoes. Temos que (Y NZ) = (a) e a; nio é
homotopico a zero em Z. Logo ay € injelora.

Analogamente vemos que ag é injetora. Logo, por [6], Lema 2.7.4 iy e as lambém sao injeloras
e entao podemos ver (YY) como subgrupo de m(X).

Logo (X,Y) ¢ um par Kilenberg-MacLane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.5 Sejam G um grupo e S = {1} o subgrupo trivial. Considere X = K (G, 1) e o vértice
xo € X. O par (G,S) ¢é realizado topologicamente por (X, {zo}).

De fato, {xo} ¢ um K(S,1) subcomplezo de X = K(G,1).

Exemplo 3.3.6 Sejam G = (a)*(b) e Y = <buba_l>, Temos que (G, S) € realizado topologicamente
por um par Filenberg-MacLane (X,Y), onde X ¢ a garrafa de Klein (K B) menos um disco aberto e
Y é o bordo de X .
De fato:

Podemos representar X como na figura abaizo identificando a,b com o0s lagos representados na

figura.




Aqui, como no Fremplo (3.3.2), vemos que X tem o mesmo lipo de homolopia da figura oilo,

assim concluimos que X é um K (G, 1).

Na figura acima vemos que wi(Y) = (baba™') = S. Novamente Y ¢ homeomorfa a S, Logo Y é

um K (S, 1).

Portanto (X,Y) é um par Filenberg-MacLane realizando (G, S).

o ' - - 0 . . -
Excmplo 3.3.7 Consideremos agora X o loro T= menos k discos aberlos ¢ Y o bordo de X.

X

Considere G = m(X) e S = {S; = m1(Yi), i = 1,...,k}. Temos que (X,Y) é um par Filenberg-

MacLane realizando (G, S) ([5], 9.2).

Veremos agora, sem demonstragao um resultado que relaciona a (co)homologia de grupos com a

(co)homologia de pares Eilenberg-MacLane.

Teorema 3.3.1 Se (X,Y) ¢ um par Eilenberg-MacLane realizando o par grupo (G,S) ¢ Mé um
RG-modulo trivial entao Hp(G,S; M) ~ Hi(X,Y; M) e H*(@G,S; M)~ H¥X,Y;M).

Dcmonstragao: |5], Teorema 1.3.

Observagao 3.3.1 Como no caso da (co)homologia absoluta, se M for RG-mddulo qualquer, também

existe uma interpretagcao lopoldgica, a saber:

(G, S; M) ~ Hi(X,Y,M) e H¥G, S;M)~ HI*(X,Y,M)

onde M ¢ o sistema de coeficientes locais no K (G, 1) associado ao RG-mddulo M.

Exemplo 3.3.8 (Cdlculo de (Co)Homologia Relativa de Grupos Através de (Co)homologia
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de Espacgos) Seja G o grupo abeliano livre com dois geradores, isto ¢ G (a) D) ~ ZDZ
e sejam S (a) >~ Z. Temos que (G,S) € realizado topologicamente pelo par Eilenberg-MacLane
('.-":. Sl ) (Fzemplo 3.3.1).

o taca
Pelo teorema anterior Hi(G, S, Z) ~ H;,-(’l'“,S', Z) e

Hi (T2, 8Y). Pela definicio de ho-

mologia relativa Ho(G,S; %) = {0}. Logo Ho(T?,S') = {0}.

Usando a seqiiéncia exata longa de homologia abaizo vamos calcular Hy(T%,S') para k > 1.
e = Hy(SY) = Huy(T?) = Huy(T%SY) = Hpy(SY) — - = Ho(S') — Ho(T?) = 0 (3.3)

Z se n=072
: Zoose n 0,1 T
Is conhecido que 11, (."J’l) e Il (f") VA @7/ s¢n |
0, rcaso conlrdrio
0, caso conlrdrio

v ” . . e ” .
Com estes resultados concluimos que H, (1=, bl) = {0} paran > 3 e a seqiiéncia exata (3.2) toma

a seqguinte forma:

3

0—zZ 21, sY 2z 8 zQPz2 ma*s""B2z2z -0

Analisemos a aplicagdo 3 : H\(S') = Z — H\(T?) = Z @ Z induzida da inclusio S' —’~ T

Temos que H(S') = w1 (SY) e H(T?) = 7(T?). Logo 3 é a aplicagio induzida pela inclusio
51 & T= no grupo fundamental, isto €, pa = iy : m(‘)‘]] — m (T ’).

Como (T7.8Y) é um par Eilenberg-MacLane, temos que s € injetora (¢ a inclusio de S — Z
em G- //@J/J Portanto I'mg Z e kerepa {0}, Temos também Z — Tmg) kergo e
Ha(T?, ~ Impo = kerpy = {0}. Assim, Ho(T% S') ~ Z. Agora, Imps = Z = kerpy
e Z@PZ|kerpy >~ Ihnpy, donde concluimos qu(’.l kerps = Impg ~ Z. Dai H1(T?,S')/ ker pg ~

Imyps = {0} pois g ¢ isomorfismo, e temos entao H(T?, SY) ~ Z e portanto

Z se k=1,2
Hp (G, S, Z) =
{0}, caso contrdrio.

Determinemos agora Hk((-',ﬁ'. Z). Para isso usaremos os cdilculos anteriores e o seguinte re-
sultado:  “Sejo R wm dominio de ideais principais ¢ suponhamos HHq_1(X,Y;R) [finilamenle ge-
rado. Seja To—) o submdodulo de tor¢ao de Hq_1(X,Y;R) e Fq a parte livre de Hy(X,Y;R) entdo
HIYX,Y;R) ~ Fa@T,—1.” ([11], 23.18)

Como Z ¢é win dominio de ideais principais ¢ os grupos de homologia relativa (T, S'; Z) sio

livres, finitamente gerados lemos Il ""('!'2, s, Z) o~ !f;-['."':. 51 Z).
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i Z se k=12
Dai H*(T2,8'; %)
0, caso contrdrio

! Z se k=12
e assim lemos H*(G,S; Z)

(0, caso conlrdrio.

3.4 Grupos e Pares de Dualidade

Neste paragrafo faremos um estudo da teoria de grupos ¢ pares de dualidade.
Nas definicoes e resultados que se seguem R denotira um anel comutativo com unidade qualquer,

mas estaremos interessados nos casos & = Z ou R = Zo.

Definigcao 3.4.1 Seja ¢ um grupo. A dimensdao cohomolégica de G sobre R, denotada por edrG, é

definida por cd pG' = sup{n : H™(G; M) # 0, para algum RG-médulo M} = inf{n : H' (G;—) = 0,Vi > n}.

Observagao 3.4.1
a) edpG >0 pois HO(G;R) ~ R¢ = R # 0.

h) Se R admile wina resolugao projeliva sobre RG de comprimenlo finilo, isto ¢,
0—P,— = Py—=R—=0

entao cd pG; < n.

Exemplo 3.4.1 Seja & um grupo ciclico infinito. Temos, pelo Fxemplo 2.1.2 que

HY(G;M) = Mg
HY(G;M) = ME
HY(G;M) = 0Oparai>2.

Assim ed zC!

Exemplo 3.4.2 Se G ¢ o grupo ciclico de ordem n entao cdzG = oco. De fato, pelo Exemplo 2.1.3,
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temos que
Z sei=1(
HY(G;Z) = Zn seié par

0 sei ¢ impar.

Definigao 3.4.2 Seja & um grupo. Dizemos que G lem R-tor¢ao se existe um elemento g em G
cujo ordem, denotada por o(y), é finita e ndao invertivel em R (isto é, ofg) é um inteiro n > 0 tal que

nlp nao € mvertivel em R).

Exemplo 3.4.3 Zo lem Zo lor¢ao, pois existe 1 € Zo; o (T) =2 ¢,21 =2 =0 que ¢é nio inverlivel

em o,

Observagao 3.4.2 cdpCl — 0 se e somente se (O ¢ finito sem R-torcao ([4], 2.4.12 (a)).

Exemplo 3.4.4 O inico grupo finito que nao tem Z tor¢ao (isto é, € livre de torg¢dio) é o grupo
trivial.
De [ato:

Seja G = {yg; gn} um grupo finito que nao tem Z-tor¢ao. Iintao para qualquer g; € ¢ temos
que o (g;) ¢ infinita ou invertivel em Z.

Agora o (g;)divide o (G') = n.

Logo, para qualquer g; € G, temos que o(g;) ¢ finita e assim pelas nossas hipdteses o (g;) €

invertivel em Z. Dai o (g;) = 1, Vgi € G e assim g; — e, Vg; € (. Portanto G = {e}.

Exemplo 3.4.5 Se & = {1}, grupo trivial, entio ed zG = 0. Reciprocamente se edzG —~ 0 entao G

é trivial (Observacdo 3.4.2 ¢ Exemplo 3.4.4).

Exemplo 3.4.6 Se G € um grupo livre gerado por wm conjunto S isto é, G ~ Z « Z x Z % ...x Z |

s copias de Z, s > 1 ) entio cdzG = 1.

De fato, pelo Exemplo 1.2.8 0 — (ZG’)(S) — ZG — Z — 0 ¢é uma resolugao livre de Z sobre ZG

de comprimento 1. Assim, Pela observagao 3.4.1 (b), edzG < 1. Se ed zG = 0, teriamos, pelo exemplo
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anterior que G — {1} . Logo «dzC

Definigao 3.4.3 Seja ¢ um grupo. Dizemos que G lem dimensao cohomoldgica virtual finita sobre

R e denotamos por vedpG < 0o se existe um subgrupo S de G com |G : S| < 00 e edpS < oo.

Exemplo 3.4.7 Sejam G = Z@Zn e S = Z subgrupo de G.Temos que |[G: S| = n < oo e

edyS = 1,pelo Fremplo 3.4.1, logo ved z G < o0.

Proposigao 3.4.1 Seja G um grupo. Se G ndo tem Z tor¢do entao G nao tem Z p-tor¢ao para
Vp € IN.
Demonstragao: Se ¢ nao tem Z-torgao entao Yg € G, o(g) ¢ infinita ou invertivel em 2.

Seja g € G. Se o (g) = oo temos que g nao ¢ elemento de tor¢gao. Suponhamos que o (g) = n seja
invertivel em Z. Entao n = 1 e assim n.1 = 1 que é invertivel em 7.

Logo ¢/ nao tem 7 ,-torgao.
O exemplo que daremos a seguir mostra que a reciproca da proposicao anterior é falsa.

Exemplo 3.4.8 Sep ¢ impar entio Zp, nao tem Zo-torgao, mas tem Z -torgao .
Se a € Z,, entao o(x) divide p e assim o (x) ¢ impar. Logo o (x) = 2k | 1 para algum & € IN.
Assim em Zo, o(x).1 = o(x) = 2k + 1 = 2k + 1 = T, que é invertivel em Zs. Portanto Z p nao

tem Zo-torgao. Agora Zp = (T) com o (T) = p, que nao ¢ invertivel em Z. Assim Zp tem Z —torgao.

Definigao 3.4.4 Um grupo G ¢ dito ser do lipo P sobre R se R admile uma resolu¢cdo projeliva
Jinitae : P — R sobre RG, isto é, e : P — R ¢ de comprimenlo finilo comn cada P; finitamente gerado

como RG -modulo.

Observagao 3.4.3 a) Se (& é do tipo FP sobre R entio cdpC < 0.

b) Se G é do lipo FP sobre Z entao G é do tipo FP sobre R, pois se € : P — Z ¢ uma resolugio




projeliva finila de Z sobre ZZG entio € : P @ R — R ¢é uma resolugdo projeliva finita de R sobre RG'.
R

Exemplo 3.4.9 Segue diretamente dos Exemplos 1.2.4, 1.2.8 e 1.2.9 respeclivamenle que, Z P Z ,

F(S) onde S = {s1,...,35p} ¢ Z sdo do tipo FP sobre Z.

Interpretagao Topolégica Para Grupos de Tipo F'P Sobre Z

Um grupo ser de tipo /7P significa intuitivamente que certas condigoes de finitude ( tais como
dimensao cohomoldgica finita) sao satisfeitas por G.

Quando se trata de C'W-complexos, satisfazer condi¢oes de finitude, significa ter um niamero
finito de células on dimensao finita. Como para todo grupo ¢ existe um CW-complexo ¥V = K (G 1),

veremos agora quals condigoes de finitude deve satisfazer Y se G for do tipo F P.

Definicao 3.4.5 Um espago lopolégico Y é finitamente dominado se existe um CW-complezo finito

K e aplicagoes i : Y — K e r: K —=Y comroi~idy.

Teorema 3.4.1 Seja G um grupo. Se existe um K.(G,1) finitamente dominado entao G ¢ do lipo

IFE:

Demonstragao: (6], 8.6.4.

Se G for finitamente presentado a reciproca do Leorema acima ¢ verdadeira,isto é,

Teorcema 3.4.2. Se ¢ ¢ finitamente presenlado e de tipo I'P enldao existe um K (G, 1) complezo Y,
n-dimensional (n = max{edC,3}), com Y finitamente dominado.

Demonstragao: (6], 8.7.1.

Veremos agora o importante conceito de grupos de dualidade, isto ¢, grupos que satisfazem

certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.

Decfinigao 3.4.6 Um grupo G ¢é dito ser um grupo de dualidade de dimensdo n sobre R ( D™-grupo

sobre R) se existe um RG-médulo C; chamade mdédulo dualizante, e isomorfismos naturais tais que
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11 I"((’.': M) = Hy_y ((.';('@M) , Yk € Z e todo RG-maodulo M, com ' aluando diagonalmente
R
no produto lensorial. Se ' =~ R entao GG é chamado grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n

(P D"-grupo sobre R ).

Obsecrvagao 3.4.4 Na literalura, ¢ comum distinguir entre grupos dedualidade de Poincard orvientdveis

e nao orientdveis. A saber, se (¢ ¢ um PD"—grupo ¢ a acao de (¢ no médulo dualizante (' ~ R é

trivial, dizemos que G ¢ um P D" -grupo orientavel. Caso conlrario, ¢; ¢ dilo nao orienlavel.

Se [t Zo. ja vimos que a tnica acao possivel de ¢ em 2 ¢ a trivial. Dai, 2D"-grupos sobre
Z o sao sempre orientaveis. Neste trabalho nao daremos destaque a essa distingao.
Mostremos agora que o modulo dualizante €' e a dimensao n que aparecem na delinigao de um

grupo de dualidade sao determinados por G

Proposigao 3.4.3 Seja ¢ um grupo de dualidade sobre R de dimensao n e com modulo dualizante
C. Entao C ~ H" (G RG) e n — edpG.
Demonstragao: Temos pela defini¢ao de dualidade, pela Proposigao 2.1.4 e por [12], 1.7.4 que

H" (G5 RG) = Hyg ((;'; ('® H(:’) ~ ((' ® h'(.') ® R~ ('® It >~ . Agora, pelas Proposicoes 1.4.1 ¢
It n no n

2.1.5, R~ Hompe (R, R) ~ H° (G; R) ~~ H, ((.':("@H) ~ [, (). Assim ¢ 7/ 0. Além disso
n

HE(G;A) = Hoyi (()’:(-’@."l) = 0 para k > n e qualquer RG-madulo A. Logo edp¢; < n. Como
R
H" (G5 RG) '/ 0 temos edpCG — 1. : B

Nota: I3 provado em [4], Teorema 3.9.2, que todo grupo de dualidade sobre It ¢ de tipo /7P sobre

Logo para definirmos grupos de dualidade, poderiamos nos restringir a categoria dos grupos de
tipo F'P.
[Em [6], 8.10.1, ¢ mostrado que as seguintes condicoes sao equivalentes para um grupo de tipo

o i

i) Existe um inteiro n e um RG-médulo C tal que H' (G;M) ~ H,_; (G;(-'@M) , para todos os
R
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RG-modulos M e todo i € Z.
ii) Existem isomorfismos naturais H' (G;-) ~ Hp—i (G;C @) onde n cdpCl e C! H" (G RG);
para todo inteiro i € Z. .
i) Ixiste um inteiro » tal que 117 ((;’; H(-’@zl) 0 para i / n ¢ todos os grupos abelianos A.
T
Assini, se ¢ ¢ um grupo do tipo P e quésvrnms mostrar que ¢ ¢ um grupo de dualidade, basta

mostrarmos que a condigao (i) ¢ verdadeira.

Isto serd usado nos exemplos gue se seguem:

Exemplo 3.4.10 Se & ¢ ciclico infinito entao G é um P D'-grupo sobre Z.
De fato, temos que ¢ ¢ de tipo F' P ¢ como vimos no Exemplo 2.1.2 17° (G;M) (s M) = MC,

HY(C; M) Ho(G; M) = Mg e H™(G; M) 0 =Hi_n(G; M), Vn > 2.

Excmplo 3.4.11 « I (S), grupo livre com k geradores, 1 < I < 0o ¢ um ;")I-‘r,n".'zpu sobre Z que
nao ¢ PDY grupo se ko> 1.
De fato, ja vimos que &' ¢ de tipo F'P sobre Z ¢ que cdzG — 1. Vamos mostrar que a condicao

iii) acima ¢ verdadeira para n = 1, isto &, que H2(C; ZC ® 4 A) — 0 para todo grupo abeliano A.
1 1 zZ 1 1

; . «
De fato, Y (G ZG Qg A) He ((.’; fn.d'i'”/l) {""”"i?l}’l} 0 (pela Proposicao 1.5.9).

Logo G é um D'-grupo.

Scja k > 1. Temos que, H' (G5 %) = Hom (2%, 22) ~ 7*.

Por outro lado ' ((;Z) ~ Ho(C;CQu Z) = Ho(C;C). Se ¢ ~ Z com (—agao (rivial
Ho (G C) = Hy (G Z ) ~ Z. Portanto zh~ 7 (absurdo).

Se (" ~ Z com ('—agao nao trivial, temos que gn —n, Yn € Z ¢ Vg € G. Portanto BB
(gn—n|n€ZegeC)~2%. Assim Ho(G;C) ~ Cq = Z[2%. Assim Z* ~ Zo (absurdo). Logo
C' 4 Z. Dai ¢ nao é P D'-grupo sobre Z . u

Nos exemplos acima o anel R usado foi sempre o anel dos inteiros Z. A classe de grupos de
dualidade sobre Z esta contida na classe de grupos de dualidade sobre R, onde R ¢ ¢ualquer anel
comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado.

Proposigao 3.4.4 Se (¢ ¢ um grupo de dualidade de dimensao n  sobre ZZ com madulo dualizante
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C entao G ¢é um grupo de dualidade de dimensao n sobre R com modulo dualizante C' @ I.
zZ
Demonstragao Seja M um RG-moédulo temos que

7 Z R

Z

Portanto existe ¢/ = C ® R tal que H¥ (G;M) =~ Hyp ((:;(-"@ M) e assim (¢ ¢ um grupo de
Z R '

dualidade de dimensao n sobre R. ]

Obscrvagao 3.4.5 Os grupos que aparecern nos Fzemplos 3.4.10 ¢ 3.4.11 sao de acordo com a

Proposiciao anlerior, grupos de dualidade sobre R. Km particular sao grupos de dualidade sobre Zo.

A seguinte proposicao caracteriza os grupos de dualidade em dimensoes baixas.

Proposicao 3.4.5 i) (¢ ¢ um grupo de dualidade de dimensao 0 sobre R, se e somente se, G ¢ finito
sem R-lor¢ao.

it) G ¢ um grupo de dualidade de dimensdo 1 sobre R se, e somente se, (¢ ¢ [initamenle gerado e
cdpG = 1.

Demonstracao: |4], Proposi¢ao 9.17.
G

Interpretagao Topoldgica Para Grupos de Dualidade de Poincaré

A teoria de grupos dualidade de Poincaré esta relacionada com a teoria de variedade asféricas

(variedades X que tem o mesmo tipo de homotopia de um K (7 (X), 1)).

Tecorema 3.4.3 Se G ¢ um grupo lal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta e sem
bordo) de dimensio n com 71 (X) = G entao G ¢é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensdo n
sobre Z e conseqiientemente sobre R.

Demonstragao: |[7], 5.1.1.

Exemplo 3.4.12 O toro T" = S' x §' x ... x §' ¢ uma variedade asférica fechada de dimensio n.

Logo w (T") = Z" é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensio n sobre Z .

Exemplo 3.4.13 Seja I' uma superficie fechada. Entio pelo Teorema de Classificagao de Superficies
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([15], 1.5.1), temos as sequinles possibilidades para F :

$) B= 5"

i) F=T°2

iii) I° — IRP (2)

iv) I = T2# .. #7172 (soma coneza de n loros)

v) F'= IRP (2)4#...#IRP (2) (soma coneza de n planos projetivos).

o5 5% LS s
Destas somente S= ¢ IR P~ nao sao asféricas. Logo

T
T ('{'2) - (u, b; [u.. bl |> SHSTT (,1,'_3#,].2# — #T'.:) =< QYyeeny Oy b1y ..., by H [ai, bil 1 >
[ =1

em (IRP (2)#...#IRP (2)) =< ay,...,an; l [1 ai = 1) (n >2) sao grupos de dualidade de Poincaré
1=

de dimensao 2 sobre Z.

Pares de Dualidade

Definigao 3.4.7 Seja (G, S) um par grupo. A dimensdio cohomolégica de (G,S) sobre R, denotada

por cdp (G,S), € dada por:

cdp (G,8) = sup {n; H" (¢, S;A) # 0, para algum RG-mddulo A}

Definigao 3.4.8 Um par de dualidade de dimensao n sobre R (D™-par) consisle de um par de grupo
(G,8) e um RG-madulo C, onde § = {S;, i € I}E uma familia finita de D™ -subgrupos de G com

modulo dualizante C' (visto como RS;-mddulo por resirigao), e isomorfismos nalurais:

nk(a;A) ~ Hp(G,S;C@pA)
H*(G,S;A) ~ Hp_k(G;C®rA)
para todo RG-mdédulo A e todo k € Z.
Se C ~ R, (G,S) ¢é chamado par de dualidade de Poincaré de dimensio n (P D™-par). Neste

caso cada S; € S € um P D" -subgrupo de G.

Obsecrvagao 3.4.6 a) O conceito de grupo de dualidade é um caso particular do conceito de par de

dualidade considerando S = 0.




b) Em [5], Bieri e Eckmam definiram originalmente I)TL_I-;!J(L'I‘I?<9 (¢, 8) como sendo um par grupo
(G.S), com S = {S;, i €1} wuma familia nao necessariamente finila e S; ndo necessariamente

D" subgrupos de G, satisfazendo isomorfismos naturais da definicao anterior.

I2 claro que um D"-par no sentido da deflini¢ao anterior ¢ também D™ par no sentido de Bicri-
Eckmam. Reciprocamente, se (G,S) é um D™par com moédulo dualizante ', no sentido de Bieri-
Eckmam, temos por [5], Teorema 4.2 que S = {S;, i € I} ¢ uma familia finita de subgrupos de ¢ e
cada S; ¢ um D" -subgrupo com médulo dualizante €' (visto como RS;-médulo por restricao). Dai

(G, 8) ¢ um D™-par no sentido da definigao anterior.

Proposigao 3.4.6 Se ((/,8) é um D™ -par com mddulo dualizante C' entio & é um D" -grupo com
modulo dualizante A @, C.
Demonstragao: [/ & (G M) >~ Hyye ((_.',8;(.:’ ®M) = i ((,';& X ((® M)) o~
R {4 R
‘”f?l’—lj—}r ((-’; (& ®(') ® J'\Jf)
I R

Como todos os isomorfismos acima sao naturais temos que ¢ é um D™ '-grupo.

Proposigao 3.4.7 Seja (G,S) um D™-par com mddule dualizante C. Entdo:
i) C~H"(G,S;RG)#0 e H*(G,8;RG) =0 se k # n

ii) n=cdp(G,S).

Demonstracgao:

i) Temos que

H¥ (G, 8;RG) ~ Hpoy (G;C @nc.') ~ Hp_k (c:; RG@C)
R R

; & Csek=mn
~ Hy, (G; Ind§,C) & Hn_ ({1};C) =
0sek #n.

Agora, HO(C;R) ~ Hy (G,S;(]‘@H) ~ Hp(G,S;C). Por outro lado, H(¢/;R) ~ R® = R.

R
Portanto I, (G,8;C) >~ R e assim C # 0.
ii) Temos que H*(G,S;A) ~ Hp_p ((:‘;(-‘@A) = 0 para k& > n e qualquer RG-mddulo A. Como
‘ R

H™"(G,S:RC) =~ C 40 (dem. item (i)) temos que cdp (G, S n. |
1 .

A categoria dos pares de dualidade sobre Z esta contida na categoria sobre R, onde R é um anel




comulativo com unidade, como mostra o seguinte resultado:

Proposicao 3.4.8 Se (G, S)¢é uwm par de dualidade de dimensdo -n sobre Z entio (G,S) é um par
de dualidade de dimensao n sobre R.
Demonstragao: Se ((+, S) ¢ um par de dualidade sobre Z, com mddulo dualizante C' entao temos qluc
S ={S;, i = 1,...,r} é uma familia finita de D™ !-subgrupos de G (sobre Z) com médulo dualizante
C.

Pela Proposicao 3.4.4, cada S; ¢ um D" l-subgrupo sobre R com mddulo dualizante C @ R.

Z
Considere M um RG-médulo. Logo M é também um Z G -modulo e temos:

H* (G, 8;M) =~ Hy_i ((:;(-‘@ M) ~ Hopp ((:; (( ® h’) ® M)

VA VA R

H*(G;M) ~ Hpy_ye ((;,.S;(;'@ M) ~ Hp_p (c:,s; (c@n) ® M) :
Zz Z R

Como os isomorfismos envolvidos sao naturais temos que (G, S) ¢ um D™-par sobre R com mdédulo

dualizante ¢/ = C @ R. [ |
Z

Excmplo 3.4.15 Sejam R = Zs, G = ()@ (s) ~ ZDZ, e S = () D (s) ~ 2Z D Z. Entio
(G, 8) é um P D>-par sobre Zo.
De fato:

Temos que G/s = {6 D, (LD} ={ED,TD} = {LT}=2z=

Calculemos A = kere, onde € : Z9(G/S) — Z2 é a aplicagao aumentagao.

Temos Zo(G/S) = Zo(Zz2) = {an + 8T |a, BE YAQ} = {U, 1.T,T+ T}

Agora, €(0) =0, (D) =1, ¢(T)=1ee(T+T)=e(@) +¢(T)=1+1=0

Logo A = {ﬂ,T i 'T'} ~ Zo.

Portanto Homz, (A,M)=M ¢ A@ M = M. Como G é PD*-grupo temos:
Z2

H3_1(G,8;M) := Ha_j_; (G’;A ® M) = Ho_ (G; M) ~ H* (G; M)
Z2
H*(G,8; M) := H*1(G;Hom gz, (A, M)) = H*1(G; M) ~ H3_; (G; M)

e deste modo como os isomorfismos envolvidos sao naturais temos que (G, S) é um PD>-par.




Interpretagao Topolégica Para Pares de Dualidade de Poincaré

O seguinte resultado pode ser encontrado em [5] e mostra a relagiao entre P D"-pares e variedades

e também fornece um critério para se produzir exemplos de P D™-pares através de modelos topolégicos.

Tecorema 3.4.5 Sejam (X,Y) = K(G,S, 1) um par Eilenberg-MacLane, onde X ¢ uma n-variedade,
com bordo, compacta ¢ Y = dX. Sejam Y;, i = 1,...,r as componenles conexas de Y. Se G = 71 (X)
eS ={Si=m (Y3), i=1,...,r} entio (G,S) é um PD"-par sobre Z. (Conseqiientemente (G,S)
¢ um PD"-par sobre R).

Demonstragao: [5], 6.3.
Usando este resultado veremos alguns exemplos de P D™-pares.

Exemplo 3.4.16 Seja X = [Py, Pi| como mostra a figura.

Temos que X = PoU Py e (X,PoU Pp) é claramente um par Eilenberg-MacLane. Realizando
(G,S) onde G = {1} e S = {{1}, {1}}. Assim pela proposi¢io anterior ({1},{{1},{1}}) é PD'-par

sobre 7 e conseqientemente sobre qualquer anel R.

Exemplo 3.4.17 Considere X como sendo o toro T? menos um disco aberto e Y = dX. Sejam

G=m(X)~(a)x(b) ~Z*xZ ¢S =m(Y) ~ (aba"'b7') ~ Z. Jd vimos no Ezemplo 3.3.2
que (X,Y) € um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S). Assim pelo teorema anterior, (G,S) ¢ um

P D?-par.

Exemplo 3.4.18 Seja X a superficie orientada de genus g > 1 da qual um disco aberto foi removido

e seja Y = 0X. Dai G = m (X) € um grupo livre com 2g geradores ay,by,...aq,bg € S = m (V) =

(la1,b1] ... [ag, bg]) onde [a;, b;] = a,-bia;'lb;'l

(Ezemplo 3.3.8). Temos que (X,Y) é um par Eilenberg-

MacLane realizando (G, S). Dai (G, S) é um par PD*-par.

Exemplo 3.4.19 (Generalizando os ezemplos anleriores, considere X uma superficie fechada da

87




qual um nimero finito m (m > 2 se X = .9'2) de discos abertos foi removido e seja Y = 9X. Temos
m

que Y = |J Vi, onde cada Y; ~ S'. Sejam G = m(X) e S = {Si=m (Vi) >~ Z, i=1,...,m}.
i=1

-

Entao (X,Y) é um par Eilenberg-MacLane (Ezemplo 3.3.7) realizando (G,S8) e temos que (G,S) é

um P D*-par.

Exemplo 3.4.20 Seja X = S' x [0,1], o cilindro e seja Y = dX. Sejam G = 7 (X) ~ Z e
S ={G,¢}. Temos que (X,Y) € um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S) e assim (¢, S) é um

P D*-par.

Observagao 3.4.7 A reciproca do Teorema 3.4.5, isto é, “Se (G, S8) é um par de dualidade de Poincaré
sobre Z de dimensao n entao (G,S) ¢ realizado topologicamente por um par FEilenberg-MacLane

(X,Y), onde X é uma n-variedade compacta com bordo e Y = 0X” é verdadeira para n < 2. ([8] e

[9])

Em [7] Dicks e Dunwood provaram que se (G, S) é um par de dualidade de Poincaré de dimensao
n < 2 sobre um anel comutativo com unidade R e G ¢é livre de torgao entao a reciproca do teorema é

verdadeira.
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Capitulo 4

Os Invariantes E'(G,S) e E(G,S)

Neste capitulo faremos um estudo do invariante E'(G,S, M) definido por Andrade e Fanti em
[3]. Estaremos interessados nos casos em que M ¢é o Z2G-moddulo trivial Z9 ou M ¢é o anel grupo
Z oG, mas no primeiro paragrafo faremos um breve estudo deste invariante para M um Z 9G-moédulo
qualquer.

As reférencias usadas neste capitulo foram [1],[3] e [4] .

Aqui smhpre trabalharemos com o anel R = Z o, o que nos permite ver os grupos de (co)l:.lomologia
(absoluta ¢ relativa) como espagos vetoriais sobre Zs e assim podemos falar em dimensao destes

espagos.

4.1 O Invariante E(G,S,M)

Definicao 4.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, S = {S;,i € I} uma familia de subgrupos de G com
[G : Si] = oo para todoi € I e M um ZoG-médulo. Definimos

E(G,8,M) = 1+ dimker rcsfq"

onde res§ : HYG; M) — [[lir HY(Si; M) ¢é definida por resG([f]) = (resilf])ier com
i€
resi : HY(G; M) — H'(Si; M) a aplicagio induzida, no nivel 1 de cohomologia, da inclusio S; — G.

Observagao 4.1.1 Seja S = {S} wuma familia consistindo de um iunico subgrupo S de G com
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[G : S| = oo denotaremos E(G,S, M) por E(G,S, M).

Seja C a categoria cujos objetos sao os pares ((G,S); M) onde G é um grupo, S = {S;,i € I}

¢ uma familia de subgrupos de indice infinito em G e M ¢é um ZG-médulo ¢ cujos morfismos sao
aplicagoes 9 : ((G,S); M) — ((L,R); N) consistindo de:
a) Um homomorfismo o : G — L;
b) Uma aplicagao 7 : I — J tal que a(S;) = Ry(i);
¢) Um homomorfismo ¢ : N — M tal que ¢(a(g)n) = go(n), isto é ¢ ¢ um homomorfismo de
Z o(G-modulos onde consideramos N como ZoG-modulo via a.
Observamos que um isomorfismo 9 : ((G,S); M) — ((L,R); N) na categoria C consiste de:
a) a : G — [ isomorfismo de grupos;
b) @ : 1 — J bijegao tal que a(Si) = Rn(i);
c) ¢ : N — M isomorfismo de ZoG-médulos.

O resultado abaixo nos diz que E(G, S, M) é um invariante na categoria C.

Proposigio 4.1.1 Se na categoria C, ((G,S); M) e ((L,R); N) sio isomorfos, entio temos que
E(G,S,M) = E(L,R,N).

Demonstragao: [1], 3.1.3.

Proposigao 4.1.2 Sejam (G,S) um par grupo com |G : S| = 0o,V S € S e M um ZoG-modulo
e suponhamos que os grupos de cohomologia HO(G; M), HO(S; M) e HY(G,S; M) tenham dimensio
finita. Entio BE(G,S;M) = 1+dim HO(G; M) — dim HO(S; M) + dim HY(G;S; M).
Demonstragao: Pela Proposigao 3.2.1(i) temos a seguinte sequéncia exata longa:

0— HO(G; M) X HOS; M) 5 HY(G,S; M) 2 HY(G M) ™ HI(S; M) — -
que nos fornece a sequéncia exata curta

0— HOG; M) D HYUS; M) S HY(G,S;M) 2 Imd — 0

Agora E(G,S,M) = 1+ dimImJ. Como x, é§ e J sao transformagdes lineares entre espagos

vetoriais de dimensao finita temos:




dimImJ = dim#HY(@,8; M) — dimkerJ = dim HY(G,S; M) — (11111 Imé -

(
dim #'(¢, 8; M) — dim H°(S; M) + dim ker § =
(¢
(G,

dim HY(G,8; M) — dim H(S; M) + dim Imy =

dim HY(G,S; M) — dim HO(S; M) + dim HO(G; M).
Logo E(G,S;M) = 1+ dim H (G, S; M) — dim HO(S; M) -+ dim HO(G; M).

Proposigao 4.1.3 Sejam (G, S) um par grupo, S = {Si, i € 1} uma familia de subgrupos de G com
|G : Si] = o0, para todoi € 1 e M um Z oG -mddulo entdo:
E(G,S8, M) =1+ dim [ kerres;.
icl

Demonstragao: Temos que o € ker rc.sg" & (resi(a))ier = 0 @ resi(a) = 0 Vi € I & o € kerres;,

Viel.

Portanto ker ”".b = [ kerres;. Logo E(G,S8, M) = 1+ dim [ kerres;.
iel icl

Como consequéncia imediata da proposi¢ao acima temos as seguintes propriedades:

Propricedade 4.1.1 Seja (G,S) um par grupo com S = {S;,i € I} e |G : Si] = oo para .!odo i €1

Se ' = {Si,ixr € I' C I} é uma subfamilia de S entio E(G,S,M) < E(G,S’,M) para qualquer

Z oG -médulo M. E‘m particular E(G,S, M) < E(G,S;, M) para todo i € I.

Demonstragao: Temos que () kerres; C [ kerres; . Assim E(G,S; M) = 1+ dim [ kerres; <
iel ivel’ il

<1+dim () kerres; = E(G,S', M). @
ip€l’

Propricdade 4.1.2 Se (¢, S) ¢ um par grupo, S = {S;, i € I} com [G,S;] = oo para todo i € I e
S’ = {H;; H; é subgrupo de S;, i € I} entao E (G,S,M) < E(G,S',M).

Demonstragao: Temos [G : H;] = [G : S;][S; : H;] = o0. Logo E(G,S’, M) esta bem definido.

Além disso ?("’(;I = n*s'?; o rc.sg_.
Assim l\mu,ss = k(‘r:rc,.sﬁ para todo i € I. Logo g ker rcag C QI k('ru.sH donde segue que
T 1
E(G,8,M) =1 +dim () kerres§ . <1+dim [']kerrc.su = E(G,S’, M). il
icl i€l

Propriedade 4.1.3 Seja (G,S) um par grupo com § = |J §; = {Si,i € I} onde
lel
S = {S?'t = Ry, 7€ It € f} e |G : S = o00,Vi € I. Entdo E(G,S, ;"l'f) = E(G,SI,M) onde

AVA
1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17

18



S = {Ri,l € L} e M é um ZoG-mddulo qualquer. Em particular, se S = {S; = S, i € I} entdo
E(G,S,M) = E(G, S, M).
Demonstragao: £E(G,S5,M) = 1-4dim () kerres; = 1+ dim [ [ kerres;, = 14 dim [ kerres; =

i€l leLijel) lelL
= E(G,S; M). L

4.2 O Invariante E'(G,S)

Estudaremos o invariante E(G,S, M) no caso em que M é o ZoG-mddulo trivial Zo.

Por simplicidade, denotaremos E(G,S, Z2) por E"(G’, S).

Assim, se G ¢ um grupo e & = {S;,i € [} ¢ uma familia de subgrupos de G com indice infinito
em G temos

E'(G,S) = 1+ dimkerres§

onde res$ : HY(G; Z2) — || HY(Si; Z2) é a aplicagio restrigao.
iel

Se § = {S}, familia com um tnico subgrupo denotaremos E’(G,S) por E'(G,S). Neste caso

temos o seguinte resultado:

Proposigao 4.2.1 Considerando G um grupo e S um subgrupo de G com [G : S] = oo, entio
E'(G,S) = 1+dim HY(G, S, Z5).

Demonstragao: Considere a sequéncia exata longa da Proposigao 3.2.1 (i) para M = Zg e S = {S}.

0 — HOG; Z3g) X HO(S; Z3) > HN(G, S; Z2) > HY(G; Z2) = HM(S; Z2) — +--

Temos: H(G; Z2) = ZS = Zo e HY(S;Z2) = Z5 = Zo.

Logo a aplicagao x ¢ isomorfismo e [ é a aplicagao nula.

Agora ker.J = Iml = {0}. Portanto J é injetora.

Assim H'(C, S;Z2) ~ ImJ = kerres$. Portanto E'(G,S) = 1+ dim HY(G, S; Z2).

Coroldrio 4.2.1 Se (G, S) ¢ um D"-par com médulo dualizante C, entio
E'(G,S) = 1+dim H,_1(G, C).
Dcmonstragao:

HY (G, 8; Z2) ~ Hn-1 (C;C @z, Z2) ~ Hn—1 (G;C)




Logo pela proposigao anterior temos que E'(G, S) = 1 + dim H,_1(G;C).

Exemplo 4.2.1 Considere G = {a)*(b) ~ Z xZ e S = <abcc‘lb“i) ~ 7Z. Como vimos no Exemplo
3.4.17, (G,S) é um PD? -par. Logo E'(G,S) = 1+dim H\(G; Z>).

Mas H\(CG;Zg) = Zo @ Zo. De fato, pelo Corolario 2.3.1 temos que H(G; Z2) ~ Gub®Z{‘2
onde G, denota o grupo G abelianizado, isto é, G/|[G, G. 5

Logo H\(C;Z2) = (Z PZ)QR Zo = Zo@ Zo e temos E'(C,S) = 3.
Z

Se (G,S) é um PD™par, S = {S;, i = 1,...,r}, temos que ¢ e cada S; € S sao grupos do
tipo ['P (pois sao grupos de dualidade). Se além disso, G ¢ finitamente presentado entao existe um
K(G,1) finitamente dominado (Teorema 3.4.2). Veremos que nestas condigoes existe uma relagao
entre o invariante £’ (G, S) e o niimero de elementos da familia S.

Para isso necessitamos do seguinte lema:

Lema 4.2.1 Se Y ¢ finitamente dominado entao os mdédulos de homologia H. (Y ; Z2) e cohomologia
H™ (Y ;Z2) sdo finitamente gerados como Zo-espagos vetoriais. -
Dcmonstragao: Como Y ¢ finitamente dominado existem um CW-complexo finito K ¢ aplicagoces
i:Y - Ker:K—Y comroin~idy. Entao r, 0i, = id. Logo i.: H.(Y;Z2) — H.(K;Z2) é
monomorfismo. Agora, K ¢ [inito e entao H. (K; Z=2) é linitamente gerado.

Como H,.(Y;Z2) ~ Imi, C Hy(K;Z2) temos que H, (Y; Z2) ¢ finitamente gerado.

Usando que »* : H*(Y;Zo) — H*(K;Z2) é um monomorfismo, prova-se de maneira analoga

que H*(Y; Z=2) ¢ finitamente gerado. &

Observagao 4.2.1 Segue do lema anterior que se G é um grupo do tipo F'P e finitamente presentado

Ho(G;Z2) = Ho (K(G,1);Z2) e H*(G;Z2) = H* (K (G,1);Z2) sdo finitamente gerados.

Proposigao 4.2.2 Sejam (G,S) um PD™-par, S = {Si,i = 1,...,r}, com [G : Sj] = 00 e G finita-
mente presentado. Entio E'(G,S) =2 —r+dim Hp—1(G; Z2).

r
Demonstragao: Temos HY(G; Zo) ~ Zy, HO(S; Z3) = @ HO(S,‘;PZQ) ~ @ Zo eque HY(G,S;Z2) ~
i=1

Hyn—1(G; Z2) que por hipétese é finitamente gerado. Assim pela Proposigéo 4.1.2 temos que E'(G,S) =

93
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2—r+dimHy,_1(G; Zo).
Segue imediatamente da proposi¢ao o seguinte resultado:

Coroldrio 4.2.2 Se (G, 8) é um PD™ -par, S = {S;, i = 1,...,r}, com G finitamente presentado

e[G:8] =00, i=1,...,r, entéor <1+ dim Hyn_1(G; Z2). [ |

Exemplo 4.2.2 Seja G = Z x Z. No Ezemplo 3.4.11 vimos que G ¢é um D'-grupo. Além disso,
temos H\(G,Zo) = Zo@ Z= (ver Exemplo 4.2.1): Logo, a fim de que (G,S) seja um P D%-par o

nimero mdzximo de subgrupos na familia S € 3.

Vejamos agora a relacao do'invariante E’(G,S) com a teoria de decomposi¢ao de grupos.

Pelas Proposigoes 2.5.3 e 2.5.4 temos que se ¢ = GixrGg com G; # T # Gy entao

[G: G =[G : Go] = o0 ese G = G*1s entdo |G : Gi| = oo. Logo, nestes casos, o invariante

E'(G,S) pode ser definido quando S é uma familia qualquer de subgrupos de G; ou G pois se S é

um subgrupo de G, entao [G : S] = [G : Gi][G;: S] = 0.

Na proposigao abaixo daremos uma condigao necessaria para G se decompor sobre um subgrupo

Proposigao 4.2.3 Sejam G um grupo, G1,G29, T subgrupos de G.
1) Se G se decompade sobre I' na forma G = Cs‘l*'[‘-Cv‘IQ entio E'(G,{G1,G2}) = 1.
ii) Se G se decompée sobre T na forma G = G1¥1s entio E'(G,{G1}) = 2.
Demonstragao:
i) Temos que HO(G; Zo) =~ ?Zg; =Zoe HO(G1; Z32) @HO(GQ;}ZQ) ~ Zgl @Z?gQ =X Zo

Agora considerando a sequéncia exata curta

0— Zo(G)T) S Zo(C/CL) D Z2(C)C2) = Zo— 0

dada pela Proposicao 2.5.1, temos que kere = Ima ~ Zo(G/T). Portanto A = kere ~ Zo(G/T).

Logo HY(G,{G1, G2}; Z2) := HY(G; Hom z,(A, Z2)) ~ H(G; Hom z,(Z (G |T); Z2) ~ H(T; Z2)
ZY = Zo. Assim, pela Proposigao 4.1.2, E(G, {G1, G2}, Z2) = 1+dim HNG, Zg)—— dim(H(C1; Z2)®
H%Go; Z2)) + dim HY(G,{G1,G2}, Z2) =1+1-2+1=1.
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ii) Considerando a sequeéncia exata curta, dada pela Proposicao 2.5.2,
0— Zo(G/T) 2 Zo(G)G1) = Zo — 0, temos A = kere = Ima ~ Zo(G/T).

Assim HY(G,G; Z2) = HY(C;Hom(A, Z2)) ~ HNG; Hom(Zo(G)T), Z2)) ~ HNT'; Zo) ~
z¥ = zo.

Deste modo, pela Proposigao 4.1.2, temos que E(G,{G};Z2) = 1 + dim HO(G;Zfz) -

—dim HNG; Z2) +dim H(C,G;Z2) =14+ 1=1+1=2. [ ]

Corolario 4.2.3 Sejam G wm grupo e n um inleiro maior do que 1 de tal modo que
dim H,,_1(G; Z2) > 1.Entao:
i) Se G e Go sdo subgrupos de G tais que (G;{G1,Ga}) é um PD"-par, entao G # G1*pGq para
qualquer subgrupo T de G ¢ Go.
ii) Se G| é um subgrupo de G tal que (G,{G1}) é um PDm™-par entao G # Gi*7q para qualquer
subgrupo T de G.
Demonstragao:
i) Como (G, {G1, G2}) é um P D™par, entao H'(G,{G,Go}; Z2) ~ Hy_1(C; Z>2).

Além disso temos HO(G; Zo) = Zo e HO({Gl,Gg};Zg) = Zo@P Zo.

Logo E(G,{G1,G2};Z2) =1+1—-2+dimHn,_1(G; Z2) > 1.

Assim, pela proposigao, anterior G # G1*1Ga para qualquer 7' subgrupo de G, e Ga.
ii) Como (G, {G1}) é um PD™par, entao HY(G,{G}; Z2) = Hn_1(C, Z2).

Além disso H(G; Z2) = HY(G1; Z2) = Zo.

Logo E(G,{CG1}; Z2) =1+ 1—=1+dim H,_1(G;Z2) > 2.

Assim, pela, proposicao, anterior ¢ # G 1x1 para qualquer 7' subgrupo de G.

Exemplo 4.2.3 Sejam G = (s) % (t), S1 =(s) , Se=(t) e S = (Sf..s_l!._l>.
Vimos no Exemplo 4.2.1 que H(G;Z2) = Zo @ Zo. Logo dim H\(G; Z2) =2 > 1.
Agora pelo Exemplo 3.4.17 (G, S) é um PD%par. Logo pelo corolario anterior, G # S¥7s para

qualquer subgrupo 1" de S.

Além disso como G = S1 % Sg temos, pelo corolario anterior, que (G, {S1, S2}) nao é um I’Dz-par.




4.3 O Invariante E(G,S)

Estudaremos agora o invariante £(G,S, M) no caso em que' M é o ZoG-médulo Z2G. Por
simplicidade, denotaremos E(G, S, ZoG) por E(G,S).

Deste modo temos que: E(G,S) = 1 4 dim ker 'r‘cz.b'(s', onde G ¢ um grupo, S é uma familia de

subgrupos de & com indice infinito em G e r::.sg" : HY(C; Z2G) — || HY(Si; Z2G) é a aplicagao
el

restrigao.
Além das propriedades 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 temos também, neste caso particular, a seguinte pro-

priedade:

Propriedade 4.3.1 Sejam (G,S) um par grupo, S = {Si, i €1}, com |G :Si| = oo, Vi € I e
seja R = {S; € S tal que Sj é infinito}. Entio E(G,S) = E(G,R).
Demonstragao: Se para qualquer i € I, S; for infinito temos que & = R donde segue o resultado.
Suponhamos entao que exista S; € S finito.
Temos H1(S;; ZoG) = H(S;; !ml?l}Zg)

= HY(S;; @ !nri'{'ql‘}gPZQ) (pela Proposigao 1.5.7)
geL

~ S -
gé%”l(bi;hzd{l}gdfg)

= @ H'(Si;Coind{}}9Z,) (Proposicio 1.5.4)
geLr

= @ HY{1},9%2) =0 * (Proposigao 2.1.7 (ii)).
geE
Assim res; : Hl( L ZoG) — HI(S;; ZoG) é a aplicagao nula, donde concluimos que
kerres; = HY(G; Z12G),¥S; € S, S; finito.

Agora, pela Proposi¢ao 4.1.3, E(G, S) = 1+dim N kerres; | N N kerres;
s; finito s; infinito

1 +dim | (HY(G; Z2G))N N kerres; = 1+ dim N kerres; | = E(G,R).

s; infinito s; infinito

O invariante E(G, S) também esta relacionado com dualidade. Entre outras coisas, fornece uma

condigao necessaria para que (¢, S) seja um P D™-par, como mostra a seguinte proposigao:

Proposigao 4.3.1: i) Se (G,S) é um D™ -par com |G : S] = oo para todo S € S entao temos
que E(G,S) = 1.




ii) Se (G, S) ¢ wm par grupo com |G : S| = o0, para lodo S € S ¢ (G,T) ¢é um D"-par para algum
T €5 (n> 1) entio B(G,S) = 1.

iti) Se G € um D"-grupo com mddule dualizante C' e n > 1 entao };'—(C,\S) = 1 para toda familia S
de subgrupos de G¢ com [C : S| = 00,VS € S.

Demonstragao:

i) Temos que:

HY(G,S8;ZsC) . = H‘((;',S;rndﬁ}zg) = U"_,((:;C®rndﬁ}zg)
= H-_.,__;((a';f':lff?ﬁ((f@%g)) = Hp—1({1};C® Z2) = 0,

pois n > 1 e que HY(C; ZoC') = 0, (pela l’mposig?so-l.:').g).

Assim da sequéncia exata longa da Proposi¢ao 3.2.1 (i), temos que H(S; ZoG) = 0. Portanto,
pela Proposicio 4.1.2, E(C,S) = 1.
ii) Pela Propriedade 4.1.1, temos que E(G,S) < E(G,T). Mas por (i), E(G,T) = 1 e como
E(CG,S) > 1, segue que E(G,S) = 1.

iii) Temos que

HYG; ZoC) =Hp (G CRZC) = n,t_l((;;:mz?'l}((:@7@)) |

= Hn—1({1},C @ Z2) = 0,

pois n > 1. Deste modo ker res$ = {0} e portanto E(G,S) = 1.

Exemplo 4.3.1 Seja G = (a)x (b)) ~ ZxZ e S = {aba='b~') ~ Z. Temos que (G, S) é um P D?-par.

Logo E (G, 8) = 1, pela proposi¢io anterior (i).

Excmplo 4.3.2 Sejam G ¢ S como no exemplo anterior ¢ seja Il = {(a) >~ Z .

Pela proposi¢do anterior (i) E (G, {S, H}) = 1.

Veremos agora que sob certas condigoes o invariante E(G, §) assume somente os valores 1, 2 ou

oo. Para isto enunciaremos o seguinte lema cuja demonstragao pode ser encontrada em [1].

Lema 4.3.1 Se G € um grupo infinito, finitamente gerado com wvedG < o0, entao qualquer

Z oG -submddulo de 11' (G ZoG) tem dimensdo 0, 1 ou 0o quando considerado como Zo-espago
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velorial,

Proposigao 4.3.2 Seja (G, S) um par grupo com |G : S| = oo, para todo S € S. Se ' ¢ finitamente
gerado com vedC' < 00, entdo E(C, S) assume somente os valores 1,2 ou 0o.
Demonstragao: Temos que rr:.-;gt“_ - H!(G;ZQ('}) — H'(Sg;.%’g(,‘) ¢ um ZoG-homomorfismo com

HY(-; Z2G) visto como ZoG-médulo com a agao a direita [f]g = [fg] onde (fg)(z) = f(z)g.

‘; ¢ um ZoG-subméddulo de

Logo -r.«-.sf;:? (f't".‘ig:‘);e! ¢ um ZoG-homomorfismo ¢ dai kerre:

H Y5 ZoC). Pelo lema anterior, ker 'rc.'..-;_(‘,! tem dimensao (), 1 ou 00, 0 que prova a proposicao. |

Estamos interessados agora em estudar o invariante (¢, S) no caso em que ¢ se decompée sobre
um subgrupo finito 7" de G ¢ § = {S;, i € I'} ¢ uma familia de subgrupos com cada S; C G| ou Gg se
G = G #p G2 ou cada S; C G se Gy*719. Pelas proposicoes 2.5.3 e 2.5.4, néo precisamos supor que
[G : Si] = oo para todo i € I pois [G : S| =[G : Gi][G; : Si] = o0.

Primeiramente veremos o caso em que G) ¢ G'o sao finitos. Para isto necessitaremos do seguinte

resultado que enunciaremos sem demonstragao.

Lema 4.3.3 Seja G um grupo. Se G se decompée sobre um subgrupo finilo entido H'(G; Z2G) # 0.

Demonstragao: [21]. m
Com base nisto temos a seguinte proposicao:

Proposigao 4.3.3 Seja (G,S) um par grupo com S = {Si,i € I} e [G : Sij] = oco,Vi € I. Se
G = Gy*x7pGo com T, Gy e Go finitos e cada S; contido em Gy ou Gg ou se G = Gyx7yg com G, T
finitos e S; C G1,Yi €1, entao E(G,S) > 2.

Demonstragao Pela I'6rmula de Mackey (ver Proposi¢ao 1.5.7) h’(-..sgf:?ég(r' H{’.sgif?uﬁ?i}%'_;

D In.d?i'}gf/dg onde I ¢ um conjunto de representantes para as classes duplas Sg {1} = Sg.
geE




Logo 1Y (Si; Z2G) (S @ fn.d‘{q]'}g%-_g)
gell

. St &
g HY(S5; Ind{},972)

& H‘(f;f-;(-’m'n.d?{}g%g} (pois S; ¢ finito)
geld

@D H'({1};9%2) = 0
gel

Deste modo res$ : HY (G ZoG) — || H' (Si; Z2G') é a aplicagao nula e assim temos

— icl
1(G,S) = 1 4 dim 1 (C; Z2G).

.

Portanto, pelo lema anterior £(G,S) > 2.

Excmplo 4.3.3 Sejam () <r_r.; a® ]) ~ o, Go (h; b? ]> ~oel — Gy xUo~ Hox Mo

(grupo diedral infinito). Entio E (G,S) >2, onde S ={Si;i € Ie S; C Grou S; C Ga}.

Exemplo 4.3.4 Seja Gy = {1} e G = {1} x(1} i = Z. Entdo E(G,{85:=Cy, iel})=>2.
Veremos 1nos proximos resultados como se comporta o invariante (¢, S) nos casos em que

G = Gy *7 Gg, com G ¢ Gg infinitos ou G = Gixpy com ¢ infinito.

Proposiq:&lo 4.3.4i) Se G = G*7Ga, com T finito e Gy, Gy infinitos entdo

E(G, {G1,G2}) = o0.

i) Se G = Gixpy com T finito e G| infinito entio I(C,C ) = oco.

Demonstragao: Como G ¢ infinito, temos que H i)((-‘, ZoG) = (f'n.d?;};ﬂg)c = () (Proposig¢ao 1.5.9).

Além disso temos, usando a ['érmula de Mackey, que H%(Gy; ZoG) = HY(G; @ fud?l}gZQ) =
geLE

= @, H(G;; Ind?t’}g%g) = 0, pois G; também ¢ infinito.
gtjlr‘:)ai a sequeéncia exata longa dada na Proposigao 3.2.1 (i), toma a forma:
0 — HY G, {G1,Co}; Z2C) — HY(C; Z2G) s ! (C1;Z2C) P H' (Go; Z2G) — ---
e assim ker r::.sg" ~ H1(G, {G1,G2}; Z:G).

Agora considerando £’ um conjunto de representantes para as classes T'g, ¢ € G e lembrando que

se G = G1*7Go entao pela Proposigao 2.5.1, A ~ Zo(G/T) temos:
HY(G, {C1,G2}, Z2G) = HY%G;Hom(A, ZoG)
HG; Hom(Z (G T), ZoG))
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) sl r, v Al 'l" Ly
- HYT, Z-:G) = HO(T, é]? Indj,y9%2)
gl

@ ‘IIO(?‘? lrf?.l‘jr{‘l }.UZ{‘_})
=y o

= @ H[)({ 1},9%0) ~ @ g .

gel gl
Como £’ é infinito temos dim H'(G, {G, Go}; Zo2G) — co.
Logo temos que E(G,{C1,G2}) = oco.
ii) Usando o mesmo raciocinio do item (i) prova-se que H(C;ZoCG) = HYG;Z:C) = 0 ¢
HYG,G1; Z:CG) = @ gZo, onde E é um conjunto de representantes para as classes T'g, g € G.

gekl :
Novamente, como £ ¢ infinito concluimos que E (G, G) = oo.

Coroldrio 4.3.1 Seje (G, S) um par grupo com S — {S;,i € I}. Suponhamos que ¢ se decompdie
sobre um subgrupo finito T.
i) Se G = Gx1Go com Gy, Gy infinitos e cada S; estd contido em G| ou G2 entio E(G,S) = oo.
it) Se G = G=pg, com G infinilo e cada S; estd contido G,entio E((.‘,S) = 00.
Demonstragao:
i) Consideremos as subfamilias Sy = {S;,i € I' C1; S, C G 1} e So={S;,j €J CI; S; C Ga} de 8.
Portanto S = 8| U 8.
Scjam 8] = {R; = G1,i € I'} e 8§ = {Rj = Go,j € J}.
Se 5 0 temos S; C Go,Vi € I. Logo usando as propriedades 4.1.1, 4.1.2 ¢ 4.1.3 temos
E(G,8) = E(G,$2) > E(G, Sh) = E(G,G2) > E(G, {CG1,G2}) = oo, pela proposicao anterior.
Analogamente mostra-se que E(G,S) = o0 se So = 0.
Suponhamos agora Sy # 0 ¢ So # 0.
Deste modo temos, usando novamente as propriedades 4.1.1 ¢ 4.1.3, que
E(G,8) = E(G,51USs) > E(G, S| US) = E(G, {G1,G2}) = c.
ii) Seja 8" = {R; = G1,i € I}. Assim usando as propriedades 4.1.2 ¢ 4.1.3 temos

E(C"e ‘SJ 2 }_':;((:f. S’) - E(Ct‘,(:]) = 00.

Exemplo 4.3.5 Sejam S = (a) > Z, H = (b) ~ Z e G = (a) x (b) = Z x Z. Entio E(G,{S,H}) =

E(G.{S}) = B(G,{H}) = co. Em particular (G, {S, H}),(G,{S}) e (C,{H }) ndo sao D*-pares, pela




proposi¢ao 4.3.1.

Os proximos resultados nos mostra o comportamento do invariante F(¢,S) no caso em que

M _] . .
¢ = G1#pGo com apenas um dos (s finitos.

Proposigao 4.3.5 Se GG se decompoe sobre um subgrupo 1" na forma G pGo com  apenas um dos
subgrupos (/1 ou Gv finilos, enldo E((:’, {G1,G2}) > 2.
Demonstragao: Suponhamos que 71 ¢ [inito e G'o ¢ inlinito. Consideremos a sequéncia de Mayer-
Vietoris para G = GixpGo e M = ZoG (Teorema 2.5.3)

0 — HYG; Z2G) — HOG1; Z2G) @ HO(Co; Z2G) 5 HOT; Z2G) S

S »qO
(r(.s(..] rese,

Y HNG; Z9C) @ HNGa; ZoG) — -+
onde »( fy, f2) J‘f‘-b‘?-.'h = ?‘f“-"'g':gfi!-

Como ¢ e (/9 sao infinitos, lemos que /f ”(('.';Zf:-_g(.') 1 “((.’-_-; ZoG) — 0. Assim temos a seguinte

3y ¢ 24.0)

sequencia exata curta

[
Tes.

1
0 — HO(C1, Z2G) = HOT; Z2G) 2 Imé = ker(res,, resl,) — 0

Mas H(G, ZoC) ~ (Z2G)C1 ¢ HNT, Z2G) ~ (Z2G)T ¢ temos a inclusao

” " . J Ly v i1 2 ~ e .
(Jf;_:(:)(l - (/A';_s(,)[‘ Logo podemos construir o seguinte diagrama comutativo

HYG,, Z:G) &

r(:.‘-'?:' l : l_j

(%2(:‘) C"I

P2

HYT, Z2G) 2 (Z20)T

onde ¥;(f) = f(1), i = 1,2 sao isomorfismos.

Com isso verifica-se facilmente que r'csg':' ¢ sobrejetora se, e somente se, j é sobrejetora. Temos
ainda que Z oG pode ser identificado com o conjunto formado pelos subconjuntos finitos de PG, a
saber, G (ver Proposi¢ao 1.5.0).

Dai podemos ver j : (FG)¢1 — (FG)T tal que j(A) = A (a inclusao).

Agora, temos que T é finito e ¢tT' = T,Vt € T, logo T' € (FG)T. Mas T ¢ (FG)®1, pois se
T e (."'(I}("1 teriamos ¢g\1"' = 1, Vg, € (1 e dai G = T, que pela defini¢ao 2.5.4 é uma contradicao.

) G :
Deste modo j e logo resy!, nao é sobrejetora.
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Agora E(G,{C,C2}) =1+ (lilll(f..'(l?'(."t‘.'sgl N )(\’ft'l‘(?'ft,‘a‘g::z)) 1+ dim ker (rt‘.sg::i ! rc'.sg::z). pela

Proposigao 4.1.3.

Portanto se I(G, {G1,Ga}) = 1 temos que ker (r('..sg::] : rr’.sgz) 0 e portanto Imé — 0 e dai rr‘sg‘.'

seria um i:'SOIll()l'ﬁSIIIO, 0 que Nao 0COoITe.

Logo E(G,{G,Ca}) > 2.

Coroldrio 4.3.2: Se G = G xpGo com apenas um dos subgrupos G| ou Go finilos e cada S; contido
em Gy ou Go entdao E((.’,S) =2,

Demonstragao: Analoga a dada no Corolario 1.3.1.(i).

Exemplo 4.3.6 Sejam ¢ = (a) ~ Z, G2 = (b; b = 1)~ Zoe G = Gy xGo ~ Z x Zo. Entao

E(G,8)>2,0onde S = {Si;i€le S;C Gyous;CGa}.
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