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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo sobre os principios basicos de codificacao de
fonte. Neste sentido desenvolvemos os conceitos bésicos de fonte de dados, informacao e
entropia, requisitos para apresentar o Teorema da Codificagao de Fonte de Shannon [1]
como também o resultado que fornece os parametros e as limitacoes para a codificacao
de fonte sem perda de informacdo. O Coédigo de Huffman [2] e [3], é discutido pela
sua importancia teoérica e o trabalho é concluido com uma descricao do Algoritmo
Lempel-Ziv [4] e [5].

Palavras-chave: Criptografia, Codigo de fonte, Codigo de Huffman, Algoritmo Lempel-
Ziv.






Abstract

This work consists of a study about the basic principles of source coding. In this
sense we develop the basics of data source, information and entropy, requirements to
present the Shannon’s Source Coding Theorem [1] as well as the result that provides
the parameters and limitations for source coding without loss of information. The
Huffman Code |2] and [3] is discussed for their theoretical importance and the work is

concluded with a description of the Lempel-Ziv Algorithm [4] and [5].

Keywords: Cryptography, Source Code, Huffman Code, Lempel-Ziv Algorithm.
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1 Introducao

Este trabalho concerne em desenvolver conceitos basicos sobre Teoria da Infor-
magao, tendo como fio condutor apresentar o Teorema de Codificacao de Fonte de
Shannon. Historicamente, o marco que estabeleceu a Teoria da Informacao e chamou
imediatamente a atenc¢ao mundial foi o artigo [1] escrito por Claude Shannon em 1948.

Neste artigo, Shannon apresenta pela primeira vez um modelo quantitativo e
qualitativo da comunicacao, vista como um processo estatistico subjacente a teoria da
informacao.

A Teoria da Informacao desde a sua formulagao e sistematizagao por Shannon [1] é
responsavel por uma parte significativa do perfil atual da nossa sociedade. O processo
de comunicacao envolve, entre outros, trés aspectos essenciais que sao: a compressao de
dados, a codificagao para a correcao de erros de transmissao e a criptografia. O presente
trabalho consiste no estudo e na descricao dos algoritmos de Huffman e Lempel-Ziv,
fundamentais tanto para o estudo académico como para implementacoes praticas de
codificacao de fontes de informacao.

Este trabalho esté organizado da seguinte maneira: apos esta introducao no capitulo
2, apresentamos algumas das noc¢oes béasicas de cédigos e entropia como a construcao
de codigos instantaneos e livres de prefixo, as desigualdades de Kraft e McMillan que
serao essenciais para a demonstracao do primeiro teorema de Shannon e os conceitos
de informacao e entropia que sao vitais para o entendimento da importancia do co-
digo de Huffman; no capitulo 3, demonstraremos o Primeiro Teorema de Shannon e
estudaremos os codigos de Huffman; e, por fim, no capitulo 4, descrevemos os algo-
ritmos de Lempel-Ziv em suas duas versoes originais (LZ77 e LZ78) e encerraremos

demonstrando a otimalidade de ambos.
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2 Nocoes sobre Codigos e Entropia

Neste capitulo descrevemos os objetos necessarios para o entendimento deste ma-

terial. Primeiramente apresentamos a simbologia utilizada.

2.1 Decodificacao

Inicialmente é preciso fazer a distingcao entre simbolos que sao transmitidos, por
exemplo, as letras do alfabeto, e simbolos que sao utilizados pelo sistema de sinalizacao
ou simbolos processados pelo codificador de fonte, os quais, em geral, sao representados
binariamente, ou seja, por "0"s e "1"s. Neste contexto, representamos os simbolos que
sao transmitidos pela sequéncia aq, as, ..., a; enquanto que os simbolos do alfabeto do
codigo sao realizados por "0"e "1". Chamaremos de cédigo r-ario o codigo cujo
alfabeto possui r simbolos.

A primeira propriedade que precisamos garantir ao executar uma codificacao é a
decodificacao tnica. Afinal, a mensagem recebida deve ter uma tnica interpretacao
possivel.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 2.1. Consideremos um codigo tal que o alfabeto da fonte J tenha 4 simbolos

a serem codificados na forma binaria, isto é,

j == {ala a2, a3, Cl4}

Suponha que o codigo C;, mostrado na Tabela 2.1, seja utilizado.

J |G
a; | O

as | 01
as | 11
aq | 00

Tabela 2.1: Codigo para a fonte J.
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Suponha ainda que a mensagem recebida seja 0011, entao temos que 0011 pode ser
decodificado como asas ou como ajaas.
Para decodificacao tinica a condigao necessaria é que nao devem existir duas men-

sagens codificadas igualmente.

Para adequar este exemplo basta gerar uma sequéncia de simbolos da fonte de forma
que a sequéncia codificada nao resulte em mais de uma sequéncia de simbolos da fonte
ap6s o processo de decodificacao.

Para fontes cuja cardinalidade do conjunto de simbolos é pequena, é possivel realizar
este teste heuristico. J& para fontes cuja cardinalidade é grande, a complexidade do
teste para verificacao se o codigo a ser utilizado é unicamente decodificavel é enorme,
podendo conduzir a resultados erroneos. Porém, existe um teste que sempre podera ser
utilizado para determinar se um c6digo é unicamente decodificavel ou nao, esse teste

tem sua garantia através do seguinte teorema.

Teorema 2.1. Consideremos Cy um codigo e, para n > 0, definimos:
Ch={w|uw=vondeuecCy veC, 10uuclC,q, veCl}

Assim, Cy € unicamente decodificivel se, e somente se, nenhum dos conjuntos Cy, Ca,

.., Cp, ... contém uma palavra-codigo que pertenca ao conjunto Cy.

Demonstragao. Vide pagina 332, de [6].
O exemplo a seguir ilustra a utilizacao deste teorema.

Exemplo 2.2. Considere uma fonte J com alfabeto {ai,as,...,ar} tal que o codigo
associado seja Cy = {a, ¢, ad, abb, bad, deb, bbcde}. Deseja-se determinar se Cy é unica-

mente decodificivel. O procedimento a ser seguido é mostrado na Tabela 2.2.

Co |G| C |G |G| G |G| G
a d | eb|de| b | ad | d |eb
¢ bb | cde bede
ad
abb
bad
deb
bbcde

Tabela 2.2: Procedimento de verificacao de cédigos unicamente decodificaveis.

Inicie a construgao desta tabela alocando as palavras-codigo do codigo Cy na forma

de coluna. As colunas C;’s sao preenchidas utilizando-se do seguinte procedimento:
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selecione uma palavra-codigo de Cy, por exemplo, a palavra-codigo a. Esta palavra-
codigo é denominada de prefixo. Identifique nas demais palavras-codigo de Cy as
palavras-codigo que tenham a como prefixo. Os sufixos das correspondentes palavras-
codigo sao alocadas na coluna C;. Neste caso, a é prefixo das palavras-codigo ad e
abb. Portanto, os sufixos d e bb sao alocados em C;. Como a é a tnica palavra-
codigo em Cy que é prefixo, segue que a coluna de C; estd completa. Verifique se alguma
palavra-codigo em C; é também uma palavra-codigo de Cy em caso positivo, temos que
Co nao é unicamente decodificavel em caso negativo, continue o procedimento, porém
considerando os codigos Cy e C; na montagem do codigo Cs.

Agora consideramos a construcao da coluna Cy;. A cada palavra-codigo de Cy
considerada como prefixo, identifique em C; quais palavras-c6digo possuem a palavra-
codigo de Cy como prefixo. Os correspondentes sufixos devem ser colocados em Cs.
Repita o procedimento considerando agora as palavras-codigo de C; que sao prefixo
das palavras-codigo de Cy. Os correspondentes sufixos deverao ser alocados em C,.
Completando este procedimento, C, estd determinado. Verifique se alguma palavra-
codigo de Cy é também uma palavra-codigo de Cy. Em caso positivo, segue que C
nao é unicamente decodificivel. Em caso negativo, continue o procedimento, porém
considerando os codigos Cy e Co na montagem do codigo Cs.

Esses passos devem ser seguidos até que se obtenha uma das seguintes possibilida-
des:

1. Existe uma palavra-cédigo comum tanto a Cy quanto a C;;

2. A condicao anterior nao é verificada e que a partir de um determinado valor de

i, digamos i=n, C, é vazio.

Nesse exemplo, note que C,, é vazio para n > 7.
Como em C5 temos uma palavra-codigo de Cy entao este codigo nao é unicamente
decodificavel.

Note que poderia ocorrer o fato de se argumentar que uma vez que no conjunto Coy
existe uma palavra-codigo que é prefixo de uma outra, entao o c6digo nao é unicamente
decodificavel, sem necessitar dessa forma do emprego do teorema. Este raciocinio é
falso, pois o fato de uma palavra-codigo ser prefixo de uma outra somente implica que
este codigo nao é instantaneo.

Um contra-exemplo a este argumento é suficiente para caracterizar a importancia

do teorema.

Exemplo 2.3. Considere uma fonte J com alfabeto {a1, as, as, as} e cujo codigo asso-
ciado & Cy = {10, 100, 1000, 10000}. Note que este codigo contém varias palavras-codigo
que sao prefixo de outras. Pelo argumento apresentado no paragrafo anterior, este co-

digo nao é unicamente decodificavel. Esta conclusao é falsa, como veremos a seguir.
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Considerando o Teorema 2.1, apresentamos na Tabela 2.3 a verificacao de que este

c6digo é unicamente decodificavel.

10 0
100 | 00
1000 | 000

10000

Tabela 2.3: Verificagao se o codigo Cp é unicamente decodificavel.

Como os C,, para n > 2, sdo conjuntos vazios e em C; os sufixos (palavras-codigo)
nao pertencem ao codigo Cy, entao o cddigo é unicamente decodificavel. Todavia, se ao
codigo Cy for incluida a palavra-codigo 0, entao o codigo Cy = {0, 10, 100, 1000, 10000}
nao sera unicamente decodificavel. Se ao invés do 0, contiver a palavra-codigo 1, entao
o codigo Cy = {1, 10, 100, 1000, 10000} & unicamente decodificavel.

2.2 (Codigos Instantaneos

No que segue definimos como

e Arvore de decisao: um grafo cujos nos representam palavras-cédigo de um

codigo r-ario.

e Ramos: os caminhos de uma arvore de decisao que ligam dois, e apenas dois,

nos.

e N6 raiz: o no do topo da arvore, do qual descendem os demais nos. E o primeiro

n6 da arvore.
e Nos intermediarios: nos do interior da arvore (que possuem descendentes).
e No6s terminais: noés que nao possuem descendentes.

Agora tratamos brevemente dos Codigos Instantaneos (ou Codigos Decodificaveis
Instantaneamente). Para tanto, considere o codigo Cy de comprimento variavel associ-
ado a fonte J esta com alfabeto {ai, as, asz,as}, como mostrado na Tabela 2.4.

Suponha que a fonte J envie uma sequéncia de simbolos em que cada simbolo é
codificado segundo a correspondente palavra-codigo do codigo Cy. Vejamos qual deve
ser a estratégia a ser usada de tal forma que da sequéncia de palavras-codigo recebida o

decodificador decodificari corretamente na sequéncia de simbolos emitidos pela fonte.
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Cédigos Instantaneos
J | Co
aq 0
as | 10
as | 110
as | 111

Tabela 2.4: Codigo Cy de comprimento variavel associado a fonte 7.

A estratégia é utilizar a arvore de decisao no processo de codificacao, como mostrado
na Fig. 2.1.

Iniciando o processo de decodificacao na raiz desta arvore, o primeiro bit recebido
seguird o ramo em direcao ao "0"se este bit for "0". Por outro lado, ird para o no
intermediario a se o bit for "1". Em seguida ird para o "10"se o segundo bit recebido
for "0"ou para o n6 intermediario b se for "1". Finalmente, ir4 para o n6 terminal

"110"se "0"for recebido ou para "111"se "1"for recebido.

110

111

Figura 2.1: Arvore de decisao.

Uma vez que a codificacao de uma mensagem atinge um né terminal, o decodificador
volta para a raiz da arvore de decisdo. E importante frisar que cada bit recebido,
da cadeia de bits, é examinado somente uma tinica vez e que os nos terminais
desta arvore compoe as quatro palavras-codigo 0, 10, 110, 111, associadas aos
correspondentes simbolos da fonte.

Neste exemplo, a decodificagao é instantanea pois quando uma sequéncia de
simbolos do alfabeto do codigo é recebida, o receptor reconhece imediatamente cada
palavra-codigo nesta sequéncia recebida. Portanto, nao é preciso continuar o processo

de busca antes de decidir que simbolo da fonte foi transmitido.
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Definicao 2.1. Um cddigo € instantineo se, e somente se, nenhum simbolo codificado

deste codigo € prefizo de qualquer outro simbolo.

Exemplo 2.4. O codigo 0, 01, 101 nao é instantaneo pois "0"é prefixo de "01", isto é,
o decodificador tem que esperar pelo proximo digito para determinar que mensagem foi
recebida. Este codigo nao é unicamente decodificavel pois 0101 pode ser decodificado
como 0, 101 ou 01, 01.

Exemplo 2.5. Considere o codigo 0, 01, 011, 111. Note que este codigo possui pa-
lavras com o mesmo prefixo que outras palavras-codigo do codigo, portanto, nao é

instantaneo, mas é unicamente decodificavel. Para isso, considere a sequéncia

Nesse exemplo vemos que o decodificador tem que esperar pelo recebimento de
toda a cadeia de bits transmitidos para poder fazer a decodificacao. Caso contrério,

nenhuma conclusao pode ser realizada.

2.3 Construcao de Codigos Instantaneos

Deve estar claro que dentre todos os codigos unicamente decodificaveis, os co-
digos instantaneos tem preferéncia devido ao fato de que nao existe nenhuma com-
plexidade adicional para a sua obtencao.

Considere o codigo Cy = 0,10,110,111. A correspondente arvore de decisao é
mostrada na Fig. 2.2. Note que as palavras-codigo do codigo Cy estao associadas aos
no6s terminais da arvore de decisao.

Portanto, as palavras-codigo de um c6digo instantaneo devem ser identificadas como
sendo os correspondentes caminhos do no6 raiz até os nds terminais de uma arvore.
Consequentemente, dada uma arvore, se na ramificacao da arvore de decisao binaria
nenhum no6 terminal é deixado em aberto, significa que o codigo é instantaneo e 6timo,

caso fique um ramo em aberto o cédigo é instantaneo porém nao 6timo.

2.4 Desigualdade de Kraft

Nas codificagoes anteriores a construgao de codigos instantaneos foi tratada, de certa
forma, heuristicamente. Todavia, existe um resultado devido a Kraft, que constréi um
codigo instantaneo. Mais especificamente, este resultado exibe uma desigualdade que
estabelece a condicao de existéncia de codigos instantaneos para um dado conjunto
de valores, esta desigualdade ocorre sob os comprimentos das palavras-codigo; esta

desigualdade é conhecida como desigualdade de Kraft.
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110

111

Figura 2.2: Arvore de decisio do codigo instantaneo.

Teorema 2.2. (Desigualdade de Kraft) A condigao necessdria e suficiente para
a existéncia de um cddigo instantineo C composto das palavras-cidigo c;, para i =

1,2,...,J, com respectivos comprimentos l; < ly < ... <l; € que

T 1\
>(;) <
=1

em que r € a cardinalidade do alfabeto do codigo.

Demonstracao. Na demonstracao deste teorema, fazemos uso do fato de que em uma

N=l 1165 terminais

arvore r-aria completa de comprimento (profundidade) N, existem r
que emanam de cada n6 a profundidade [, em que [ < N.

Suponha primeiramente que exista um codigo r-ario instantaneo cujas palavras-
cddigo tenham comprimento ly,ls,...,l;. Seja N = max; [;, e considere a construcao
de um grafo para este codigo através de podas a serem realizadas na arvore completa
r-aria de comprimento N. Comecando com ¢ = 1, encontramos um noé z; nesta arvore
e, se [; < N, entao iremos podar esta arvore de modo a tornar este ndé um né terminal

N-=li nos terminais da

a profundidade [;. Por este procedimento, estamos eliminando r
arvore completa que poderiam ser utilizados para identificar outras palavras-codigo,
uma vez que nenhum destes nos poderiam ser utilizados como palavras-codigo dada a

N nos terminais que podem ser

condi¢ao do codigo ser instantaneo. Como existem 7
eliminados, deveremos encontrar, ap6s eliminarmos todas as outras possibilidades de

palavras-codigo, que

pN=h Nl g p Nl < N (2.1)
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Dividindo por rV

, conduz a desigualdade 2.1 como a condicao necessaria para o
codigo ser instantaneo.
Reciprocamente, suponha que [; <[y < ... < [;. Considere entao o seguinte algo-

ritmo: Seja N = max; [; e que comece com a arvore r-aria completa de comprimento

N.
1 i—1;

2. Escolha z; como sendo qualquer né sobrevivente a profundidade I; (que nao foi
usado como uma palavra-codigo) e, se [; < N, pode a arvore em z;. Pare se nao

existir um no6 sobrevivente;
3. Se i = J, pare. Caso contrario, faca ¢ <— ¢+ 1 e va para o Passo 2.

Se formos capazes de escolher z; no Passo 2, entao teremos construido um codigo -
ario instantaneo satisfazendo os comprimentos das palavras-cédigo. Mostraremos que
de fato podemos escolher z; no Passo 2 para todo ¢« < J. Suponha que zy,29,...,2_1
tenham sido escolhidos. O numero de nés sobreviventes a profundidade N que nao
emanam de qualquer palavra-cédigo é

i—1

v — (TN_ll +TN_Z2+...+7“N_Z"‘1) =V l1- g Pl
=1

Assim, se ¢ < J, a condicdo 2.1 mostra que o numero de nbés sobreviventes a
profundidade N é maior do que zero. Mas se existem nos sobreviventes a profundidade
N, entdo também deve existir (ndo utilizados) nés sobreviventes a profundidade [; < N.
Como [y <1, < ... <l <;, nenhuma palavra-cddigo ja escolhida pode emanar deste
no6 sobrevivente e entao ela podera ser escolhida como z;. Desse modo, a condicao 2.1
é suficiente para a construcao de um co6digo r-aria instantaneo com os comprimentos

das palavras-codigo especificados. ]

Observacao 2.1. Note que a demonstracao da desigualdade de Kraft é construtiva.
Observe que esta construcao baseia-se em um algoritmo para a construcao de um codigo
r-ario instantaneo sabendo-se os comprimentos das palavras-codigo [y, ls, ..., [; sempre
que este codigo existir, isto é, sempre que a condicao 2.1 seja satisfeita. Nao é necessario
iniciar o processo a partir da arvore completa de comprimento max; l;, uma vez que o
algoritmo oriundo da demonstracao do teorema, é completamente equivalente a geragcao
da arvore a partir do noé raiz, ja que seleciona qualquer n6 a profundidade [; para a
palavra-codigo z; com a condicao de que as palavras-codigo de menores comprimentos

tenham sido selecionadas anteriormente.

Exemplo 2.6. Vejamos como construir um co6digo binario livre de prefixo cujas palavras-

codigo tem comprimentos Iy = 2,1y = 2,13 = 2,1, = 3,15 = 4.
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_. a1
0
1 a,
- — 0 o,
1 0 a,
1 0
—————@® a

Figura 2.3: Codigo binério livre de prefixo

U Z
ai 00
as | 01
as | 10
as | 110
as | 1110

Tabela 2.5: Codigo binério livre de prefixo.

5 ol 14111, 1 _15 : .
Uma vez que ) 7 127" = 3+ +;+5+ 3 = 15 < 1, sabemos que existe o codigo
binario livre de prefixo. A arvore associada a este codigo é mostrada na Fig. 2.3. As

correspondentes palavras-codigo sao mostradas na Tabela 2.5.

Exemplo 2.7. Seja agora um codigo binario livre de prefixo cujas palavras-codigo tem
comprimentos [ = 1,1, = 2,13 = 3,1, = 4,15 = 5.
Pelo teorema anterior nao é possivel construir um codigo-livre, uma vez que
5 -l _ 1 1 1 1 1 _ 19
Y2 =g tits T te =6 > L
Ou seja, este nao satisfaz a desigualdade de Kraft.
Exemplo 2.8. Encontremos um c6digo instantaneo com comprimentos 1, 2, 2, 2, 2,

2,3, 3, 3,3 comr = 3. Na desigualdade de Kraft temos que

1+51+41—28>1
379 27 27 '
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Portanto, é impossivel determinar um co6digo instantaneo com esses comprimentos.

Por outro lado, se usarmos os seguintes comprimentos 1,2,2,2,2,2,3,3,3. Temos que

1 1 1 27
—+5-4+3==—==1
3 * 9 - 27T 27
Consequentemente, é possivel determinar tal codigo. A arvore de decisao cor-

respondente é como mostra a Fig. 2.4.

Figura 2.4: Arvore de decisao ternéaria

2.5 Codigos de Bloco Reduzido

Vejamos nessa secao que é possivel reduzir palavras de um cédigo. Para tanto, supo-
nha que um co6digo de bloco tenha exatamente 2™ palavras. Deste modo, poderiamos
usar m digitos para representar cada simbolo. Por outro lado, suponha que o ntmero
de mensagens nao seja um submailtiplo de 2™, por exemplo, 2™ — 1. Como poderia-
mos a partir do cédigo de bloco com 2™ palavras construir um c6digo de comprimento
variavel com um nimero de palavras menor que 2™7

Nesta direcao, considere o caso em que a fonte contém 5 mensagens. Seja m = 3.
Neste caso, o codigo tem 8 palavras dadas por 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.
Suponha que descartemos deste codigo as seguintes palavras 001, 011 e 101. Com
isso reduzimos de 3 ramos a arvore de decisao, porém, mantivemos a condicao de
decodificacao instantanea, como mostra a Fig.2.5.

Como outro exemplo, considere o caso onde eliminamos as palavras 001, 010 e 011

do codigo original. A nova arvore de decisao é como mostra a Fig. 2.6.
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Figura 2.5: Arvore de decisdao do codigo reduzido (eliminando as palavras 001, 011 e
101)

Figura 2.6: Arvore de decisiao do cédigo reduzido (eliminando as palavras 001, 010 e
011)

2.6 Desigualdade de McMillan

A desigualdade de Kraft se aplica a codigos instantaneos. Tais codigos formam
uma classe especial de cédigos unicamente decodificiveis. Por outro lado, McMillan
mostrou que a desigualdade de Kraft continua sendo valida para cdédigos unicamente

decodificaveis. Ou seja, ele provou o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Se um codigo unicamente decodificavel tem palavras-codigo de compri-

mento ly,ls, ..., 17, entdao

i=1

Das consideracoes realizadas até o presente momento com relagao a existéncia e

construcao de codigos instantaneos apenas consideramos os parametros comprimento
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das palavras-c6digo e a cardinalidade do alfabeto. Todavia, as fontes de infor-
macao sao inerentemente aleatérias implicando que as mensagens emitidas ocorrem
segundo uma caracterizagao estatistica da fonte. No caso de uma fonte discreta esta
caracterizagao estatistica vem com a probabilidade de ocorréncia da mensagem. Di-
ante disto, fica claro que temos que considerar as probabilidades de ocorréncia das
palavras-codigo nos codigos que foram construidos.

A introducao das probabilidades de ocorréncia das mensagens e consequentemente
das palavras-codigo tem como objetivo principal codificar as mensagens da fonte J de
modo a minimizar o comprimento médio das palavras-codigo, denotado por E[L] ou
Lmédio-
associar as palavras-codigo de menor comprimento as mensagens mais provaveis da

Dos Exemplos 2.6 e 2.8 fica claro que, de uma forma intuitiva, deveriamos

fonte J. Porém, quais devem ser os comprimentos das palavras-codigo? Ou ainda,
qual é o menor valor de E[L] que pode ser alcancado? Estas questoes sao tratadas
mais adiante.

Na proxima se¢ao iremos considerar os conceitos de informacgao e de entropia, ele-
mentos fundamentais para o estabelecimento dos resultados sobre codificagao de fontes

discretas.

2.7 Conceitos de Informacao e Entropia

Um método geral para a descricao da fonte necessariamente utiliza do conceito
de entropia. Entropia é um conceito bastante utilizado em Fisica Quantica e
Termodinamica. Basicamente este conceito fornece o grau de liberdade associado a
estrutura e a organizacao do sistema. Neste contexto, a entropia é descrita como sendo
uma simples funcao de distribuicao de probabilidades p;.

A caracterizacao de uma fonte discreta consiste de um conjunto finito de mensa-
gens, denotado por J = {aj,as,...,a;} e de um conjunto de probabilidades P =
{p(a1),p(as),...,p(as)}, onde p(a;) denota a probabilidade de ocorréncia do simbolo
a;. Dessa forma, dizemos que a fonte discreta J é caracterizada por (J,P). O grau
de liberdade ou de estruturacao desta fonte é dado pelo conceito de entropia. Mais
especificamente, este niimero estabelece a quantidade minima de digitos que deverao
ser utilizados para caracterizar de maneira biunivoca cada simbolo com a respectiva
representacao digital.

Caracterizamos a seguir a fun¢ao que permite tratar da quantidade de informacao.
A saber, sabe-se que a saida de uma fonte discreta é uma sequéncia aleatoria de simbolos
de um alfabeto com J valores, isto é, {a,as,...,a;s}. Esta sequéncia de simbolos é
produzida segundo uma regra ou lei de probabilidade.

Se a fonte for deterministica, a incerteza associada é zero, portanto sem interesse
algum em termos da transmissao da informagao associada. Logo, este tipo de fonte

nao sera considerada.
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Se a saida da fonte a; ocorrer com probabilidade p(a;) = p;, entdo definimos a

quantidade de informacao associada como sendo a funcao

1
I(a;) = —logp(a;) = —logp; = log ;
J

Se a base do logaritmo for 2 entao a unidade associada é o bit (binary digit). Se a
base do logaritmo for e, entao a unidade associada sera o nat (natural unit). O nat
é mais facil de se tratar matematicamente pois as operacoes com derivadas sao menos
complexas.

Se para uma fonte discreta sem memoria (o simbolo emitido pela fonte no instante
k nao depende do simbolo que foi emitido no instante k — 1) a probabilidade de ocorrer
o simbolo a; é p(a;), consequentemente a informagao gerada é I(a;) = —logp(a;).

Por outro lado, considere uma sequéncia muito longa, digamos N >> 1, de simbolos
emitidos pela fonte. A frequéncia relativa, denotada por f;, do simbolo a; é dada pela
razao do numero de vezes que o simbolo a; ocorre nesta sequéncia, denotado por n(a;),
pelo comprimento da sequéncia, assumido N, isto é, f; = n(a;)/N. Sabe-se que para

N tendendo a infinito, f; tende a probabilidade de ocorréncia do simbolo a;, isto é,
Jim f; = play).

Portanto, p(a;) = n(a;)/N.

Desta equacao podemos fazer a interpretacao de que o nimero de vezes que o
simbolo a; ocorreu na sequéncia (de comprimento V) de simbolos emitidos pela fonte
¢ n(a;) = Np(a;). Por outro lado, cada vez que o simbolo a; ocorre, a quantidade
de informacao associada em bits vale I(a;) = —logp(a;). Consequentemente, como
o simbolo a; ocorreu n(a;) vezes, a quantidade total de informacao associada vale
Liotai(aj) = —Np(a;j)logp(a;), onde j =1,2,3,...,J.

Dessa forma, a quantidade de informacao associada & sequéncia emitida pela fonte

¢ dada pela soma das quantidades de informacao Lipq(a;), j =1,2,...,J, isto é,

1 1
Np(ay)log —— + Np(az)log —— + ...+ Np(ay)log bits

p(a1) p(az) p(ay)

Se dividirmos esta expressao por NV, temos a quantidade média de informacao gerada

pela fonte a cada simbolo. Esta é a entropia ( ou incerteza). Ou seja,

J J
H(p1,p2,...,ps) =H(p) = — Zp(aj) log p(a;) = — ij logp;, bits/smbolo

Jj=1 Jj=1
Também usamos a notacao de que a fonte é uma variavel aleatoria X. Quando esta

variavel aleatoria assume o valor a;, isto é, X = a; com probabilidade p(a;), entao a
notagao H(X) é considerada, (H(X) = H(p)).

Vejamos agora algumas propriedades da Fungao Entropia.
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Proposigao 2.1. H(p) € uma fun¢ao continua em p. Note que pequenas variagoes

em p, implicam em pequenas variagoes em H(p).
Demonstracao. O resultado segue pois H é dada em termos de fungoes continua. [
Proposicao 2.2. 1. H(p) >0;

2. H(p) =0 se, e somente se, p € tal que um p; # 0 e os demais sao zeros.
Demonstracao. Este fato segue pela propria definicao de H. O

Proposigao 2.3. Para uma dada fonte discreta J, temos que H(p) < logJ com

igualdade se, e somente se, p; =1/J .

Demonstragao. Esta propriedade é demonstrada usando a desigualdade logx < x — 1,
isto é,

H(p)—logJ =— ijlogp] log J = — ijlogp] ijlogj— Zp]long]

Jj=1 j=1 j=1 j=1
J J
=Ymtor g <3 (1) == (G n) =1-1=0
j=1 j=1 Jp] j=1
Logo, H(p) — log J <0, e portanto, H(p) < log J. O]

Proposigao 2.4. A fun¢ao H(p) € concava, isto é,
H(Op' +Ap") > AH(p') + \H(p"), para 0< A< 1.

Demonstracao. Esta propriedade é provada através do uso da desigualdade logx >
1—1/x.
Seja A =1 — A, onde 0 < \ < 1. Entdo,

J / J "
I NI / \ "o / D; 3 1" D;
H(\p' 4+ Ap”) — \H(p') — AH(p") = )\ijlogm +/\ij 1ogm
j=1 J J j=1 J J
usando da desigualdade temos
J
M\ + A i + A\ _
ZAZp;( pJ £ ) )\Z "(1— LR ) A= 1)+ A1 1) =0,
Jj=1 J
logo,
H(Ap' + Ap") > AH(p') + AH (p").
O

Proposicao 2.5. A entropia de um par de varidveis aleatorias independentes € igual
a soma de cada uma das entropias. A entropia associada a n varidveis aleatorias

independentes € igual a soma das n entropias.
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Observacgao 2.2. Se uma fonte binaria contém somente dois simbolos, digamos a; e
as com probabilidades p e 1 — p, respectivamente. A entropia de uma fonte binaria é

descrita pela fungao entropia binaria como
Hy(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p).

Note que Hy(p) é uma fungdo de uma tunica variavel, p. O grafico de Hy(p) é

mostrado na Fig. 2.7

Figura 2.7: Funcao entropia binéria

Chamamos a aten¢ao para a diferenca entre digito binério que é a saida de uma
fonte binaria e bit usados como medida de informacao. A fonte binaria fornece
1 bit de informacgao para cada escolha de simbolo somente quando os dois simbolos
Sa0 equiprovaveis.

Veja ainda que uma variavel aleatoria pode ser condicionada em uma informacao
extra. Denotaremos a distribuigdo de probabilidade condicional p(by/a;) por p(y/z)
ou p(a;/by) por p(z/y), onde x € {ay,aq,...,a;} ey € {b1,ba, ..., bk}

Se x (ou y) é fixado, entdo a entropia condicionada em z (ou em y) é dada por

H(Y/X =x)=—> p(y/z)logp(y/z),

ou
H(X)Y =y) ==Y pla/y)logp(z/y),
onde pela formula de Bayes temos,

~plzy)  pla/y)py)
Ply/e) = p(z) X, pl/y)ply)




38 Nogoes sobre Cédigos e Entropia

Se quisermos saber o valor médio da variavel aleatoria H (Y /X = z) basta considerar
H(Y/X) = Zp H(Y/X =x) = Zp )Y ply/x)logply/x).
y
O mesmo ocorre com o valor médio da variavel aleatoria H(X/Y = y), isto é,

H(X/Y) = Zp H(X/Y =y) = Zp )Y pla/y)logp(z/y).

Teorema 2.4. A informacao extra nunca aumenta a incerteza. Isto €,
H(X/Y) < H(X).
Demonstracao. Sabemos que

H(X) - H(X/Y) = Zp )log p(x +Zp )Y p(x/y)logp(x/y).

Agora, uma vez que p(x Zp p(z/y), entdo

H(X)—-H(X/Y) = ZZP p(a/y)logp™ +ZZP p(x/y)log p(x/y)

p(z/y)
=2 2 prleln)los s Ty

= ZZP p(z/y)lo

1
como logxr > 1 — —, entao
x

HX) - HX/Y) 2 ) ) pu)p(a/y) (1 - Zyiii)/l;(f/y))

-5 St~ (Lot ) (S Sotomtern) <1-1-0

Logo,
H(X/Y) < H(X).
O
Teorema 2.5. A entropia € aditiva para eventos aleatorios independentes.
Demonstracao. Temos que,
H(Xy, X, ..., X ZZ Zp 1, %2, ..., xp) logp(zy, e, ... 2,)  (2.2)

1 2

Como

p(z1, 2, ..., Ty) = Hp(:ci),
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entao

log p(z1, xa, . .., x,) = log Hp(a:‘l) = Z log p(z;). (2.3)
i=1 i=1

Substituindo 2.3 em 2.2 temos,

D D) DD Y (A [Zlogpw)]

r1  x2 Tn

== > . plx)p(za) .. plas) [Z logp(l“i)] :

1 2 In

para cada x; temos,
H(X;) = — ZP(%) log p(z;).

Como existem n termos, segue que
H(X1,Xs,...,X,) =Y H(X),

isto conclui a prova do teorema e da Proposicao 2.5. O

2.8 C(Codigos Livres de Prefixo

Para o que segue definimos:

Definicao 2.2. Uma drvore r-dria € uma drvore tal que r ramos ou nenhum ramo
derivam de cada no.

Definicao 2.3. Um drvore r-dria completa de comprimento N € uma drvore r-dria

N

cujos nos terminais sao os v nos a profundidade N do no raiz.

Considere o esquema de codificacao como mostrado na Fig. 2.8.

Vamos supor que J é uma variavel aleatoria com alfabeto {ai, as, ...,as}; cada X;
assume valores em um alfabeto r-ario, denotado por {0,1,...,7 — 1}; e ainda que L é
uma variavel aleatoria, isto é, os valores da variavel aleatoria Z sao sequéncias r-arias
de comprimento variavel.

Adotamos o menor valor possivel sob E[L], isto é, min{E[L]}, onde E[L] denota o
comprimento médio das palavras-codigo. Se z; = [z;1, X2, ..., Tq,] € a palavra-codigo
para a; e l; ¢ o comprimento desta palavra-c6digo, entao o comprimento médio das

palavras-codigo ¢ dado por
J
E[L] =) 1iPy(a),
i=1

uma vez que podemos pensar que L é uma funcao de valor real da variavel aleatoria J.
Note que X1, Xo, ..., X sdo, em geral, variaveis aleatorias definidas condicionalmente

pois X; assume valores somente quando L > 1.
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Figura 2.8: Esquema de codificacao de comprimento variavel

A seguir, estabelecemos os requisitos que um esquema de codificagao para J tem

que satisfazer:

1. Nenhuma palavra-codigo pode ser igual a outra palavra-codigo, isto é, z; # z;

para i # j. Este requisito assegura que H(J) = H(Z);

2. Nenhuma palavra-cédigo ¢ prefixo de uma outra palavra-codigo de comprimento
maior. Este requisito assegura que uma palavra-codigo pode ser identificada logo
apos o recebimento de seu tultimo digito, mesmo que o codificador seja utilizado

ininterruptamente no envio de mensagens.

Um codigo para J que satisfaz as condigoes 1. e 2. é chamado um cédigo livre
de prefixo ou um cédigo que é decodificavel instantaneamente. Note que se
usarmos a convencao que uma sequéncia é prefixo dela mesma, poderiamos estabelecer
1. e 2. juntamente com a condicao que nenhuma palavra-codigo seja prefixo de uma

outra palavra-codigo.

Exemplo 2.9. Considere J e Z como mostrados na Tabela 2.6.

J | Z
a; | 0

as | 10
as | 11

Tabela 2.6: Codigo livre de prefixo.

Exemplo 2.10. Considere J e Z como mostrados na Tabela 2.7.
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J | Z
aq 1
(05} 00
as 11

Tabela 2.7: Codigo que nao é livre de prefixo.

De modo a dar um significado a natureza dos codigos livres de prefixo, em geral
se associa os digitos das palavras-codigo aos ramos de uma arvore. A Fig. 2.9 mostra
as arvores binarias correspondentes aos codigos dos Exemplos 2.9 e 2.10. Note que as
palavras-codigo do codigo livre de prefixo estao identificadas com os nos terminais da
arvore, estes marcados com circulos pretos, enquanto que a do codigo que nao ¢ livre
de prefixo, uma das palavras-codigo, circulo preto, ¢ um né intermediario da arvore

binaria correspondente.

Figura 2.9: a) Arvore binaria livre de prefixo do Exemplo 2.9; b) Arvore binaria que

nao é livre de prefixo do Exemplo 2.10.

Estabelecemos a seguir algumas definicdes no sentido de tornar mais precisas as
consideracoes anteriores.
A Fig. 2.10 ilustra exemplos de duas arvores r-arias, a primeira binaria e a segunda

ternéaria completa.

Observe que um codigo livre de prefixo r-ario pode ser identificado com um con-
junto terminal de nés de uma arvore r-aria. Reciprocamente, qualquer conjunto de
no6s terminais de uma arvore r-aria define um codigo livre de prefixo r-ario. Conven-
cionamos que nenhum ramo é derivado a partir de um no6 terminal associado a uma
palavra-codigo de um codigo livre de prefixo.

Considere o codigo livre de prefixo dado por z; = [011],22 = [10],25 = [11] e

z4 = [00]. A arvore correspondente é mostrada na Fig. 2.11.
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o}

Figura 2.10: Exemplos de arvores r-arias.

2.9 Arvore com Probabilidades

Por uma arvore com probabilidades entendemos uma arvore finita com ntmeros

nao negativos (probabilidades) associados a cada um dos nos tal que:

(a) Ao no raiz associamos probabilidade 1;

(b) A probabilidade de cada no6 intermediario (incluindo o no raiz) é a soma das
probabilidades dos nos a profundidade 1 na subarvore que deriva deste corres-
pondente noé intermediario. Observe que nao estamos impondo a condicao de que
a arvore seja r-aria, isto é, ter o mesmo numero de ramos derivados de todos os

nos intermediarios.

Definicao 2.4. Uma drvore € classificada como uma drvore com probabilidades se, e

somente se, satisfaz as condicoes:

1. p; > 0, onde os p; sao as probabilidades associadas aos nos terminais para i =
1,2,...,N;

N

2. Zpi =1, isto €, a soma de todas as probabilidades dos nos terminais € igual a
i=1
1;

3. P; denota a soma das probabilidades dos nds terminais da subdrvore com profun-
didade 1 que emanam do no a profundidade l;, isto €, P; = ij.
J

Exemplo 2.11. A Fig. 2.12 mostra uma arvore com probabilidades. Note que esta

arvore nao é uma arvore ternaria nem uma arvore binaria.

Exemplo 2.12. A Fig. 2.13 mostra uma arvore com probabilidades.
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Figura 2.11: Arvore associada ao cédigo livre de prefixo.

Figura 2.12: Arvore com probabilidades I.

Note também que em uma arvore com probabilidades a soma das probabilidades

dos nos terminais deve ser 1.

Lema 2.1. (Comprimento de Caminho) Em uma drvore com probabilidades, a profun-
didade média dos nos terminais iquala a soma das probabilidades dos nds intermedidrios

(incluindo o nd raiz).

Demonstracao. A probabilidade de cada no6 intermediario é igual a soma das proba-
bilidades dos nos terminais da subarvore que deriva de cada né intermediario. Porém,
um noé terminal a profundidade d estd em uma das d tais subarvores correspondentes
aos nos intermediarios no caminho que vai do no raiz ao n6 terminal. Assim, a soma das
probabilidades dos nos intermediarios iguala a soma dos produtos da probabilidade de
cada no terminal pela sua profundidade ou comprimento, mas esta soma é exatamente

a profundidade média dos nos terminais.

]
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Figura 2.13: Arvore com probabilidades II.

No Exemplo 2.11, a profundidade média dos noés terminais é 1 4+ 0,7 = 1,7, pelo
Lema anterior. Como uma verifica¢ao, note que 1.(0,1) 4 1.(0,2) 4+ 2.(0,3) +2.(0,4) =
1,7.

Podemos considerar varias incertezas, que naturalmente podem ser definidas, para
uma arvore com probabilidades. Ainda podemos pensar nas probabilidades de cada no
como a probabilidade que alcancariamos um n6 em uma caminhada aleatoria através
da arvore, iniciando no no6 raiz e concluindo a jornada em algum né terminal. Entao,
dado que atingimos um determinado n6 intermediério, a probabilidade condicional de
escolher cada um dos ramos que derivam deste né como sendo o proximo passo a ser
dado ao longo desta jornada é a probabilidade de atingir o proximo n6 intermediario di-
vidida pela probabilidade do n6 intermediario anterior. Por exemplo, no Exemplo 2.11,
a probabilidade de deslocar para os nds terminais com probabilidades 0,3 e 0,4, dado
que estava no noé intermediario com probabilidade 0,7 é 3/7 e 4/7, respectivamente.

De modo geral, suponha que uma arvore tenha 7' nés terminais cujas probabilidades

Sao p1,P2,---,pr. Definimos a incerteza né terminal da arvore com probabili-
dades como sendo
i:p;7#0

Note que Hp pode ser considerada como a incerteza H () de uma variavel aleatoria
J cujos valores especificam os nés terminais alcancados durante a caminhada aleatoria
descrita anteriormente.

Suponha que a arvore tenha N nos intermediarios ou nao terminais, incluindo o
no6 raiz, cujas probabilidades sao Py, Ps, ..., Py. Recorde do Lema do Comprimento

de Caminho que P, + P, + ... + Py iguala ao comprimento médio, em ramos, da
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caminhada aleatoria descrita acima. Iremos, agora, definir a incerteza de ramificagao
para cada um dos no6s intermediarios tal que iguale a incerteza da variavel aleatoria
que especifica o ramo saindo deste nd, dado que aquele no foi alcancado na caminhada
aleatoria em consideragao. Suponha que ¢;1, o, ..., ¢ir, sejam as probabilidades dos
nos (alguns podem ser nos intermediarios e outros noés terminais) apos L; ramos tenham
sido atravessados do n6 cuja probabilidade é P;. Entao, a incerteza de ramificacao, H;,

no i-ésimo noé intermediario é dada por

dij dij
H;,=— —1 -, 2.
¥ Boe (%) (25)
i:qi5 70
pois ¢;;/P; é a probabilidade condicional de escolher o j-ésimo destes ramos como o

proximo passo nesta caminhada dado que estamos no i-ésimo n6 intermediério.

Exemplo 2.13. Suponha que os 4 nés terminais e os 2 nés nao terminais da arvore
do Exemplo 2.11 tenham sido numerados tal que p; = 0,1,ps = 0,2,p3 = 0,3,ps =
0,4, P, =1,FP, =0,7. Entao,
4
Hy = - plogp; = 1,846, bits

i=1

Com isso, temos que L1 =3 e q11 = 0,1,¢120 =0,2,¢13 = 0,7. Assim,
H, =-0,1log0,1 —-0,2l0og0,2 —0,7log0,7 = 1,157, bits

Finalmente, vemos que Ly = 2, go1 = 0,3 e que goo = 0,4. Assim,
3 3 4

4
Hy=—=log-—-log== )
2 7og7 7og7 0,985, bits

Devido a segunda condicao da definicao de arvore com probabilidades, temos

L;
7j=1

De (2.6) juntamente com log(g;;/P;) = loggq;; — log P, em (2.5), obtemos para o
produto P;H; o seguinte valor

PH;, = — Z ¢ij log q;; + P;log P;. (2.7)
i:qi; 70

Utilizaremos a (2.7) para provar o seguinte resultado.

Teorema 2.6. (Entropia da Folha) A incerteza nd terminal de wma drvore com
probabilidades € igual a soma sobre todos os nds nao terminais (incluindo o nd raiz)
das incertezas de ramificacao naquele no ponderadas pelas probabilidades dos nads, isto

¢,

N
Hy =Y PH;. (2:8)
=1



46

Nogoes sobre Cédigos e Entropia

Demonstragao. De (2.7) temos que o k-ésimo n6 ndo terminal, se este ndo é o no raiz,
contribuird com Py log Py, para o termo na soma em (2.8) com ¢ = k, mas contribuira
com —Pylog P, para o termo i tal que ¢;; = Py (isto é, para o termo i tal que o k-
ésimo n6 nao terminal esta ao final do ramo emanando do n6 terminal 7). Entao, a
contribuicao total de todos os nés nao terminais, exceto o n6 raiz, para a soma em
(2.8) é zero. O no raiz, digamos i = 1, contribui somente com o termo P log P, para a
soma em (2.8), mas este valor é também zero pois P, = 1. Finalmente, de (2.7), vemos
que o k-ésimo no terminal contribui com —py log py para a soma em (2.8), uma vez que
a mesma afeta somente o termo para aquele ¢ tal que ¢;; = pr. Entao, acabamos de

provar que
N T
> PH;=-> pilogps (2.9)
=1 k=1
O

Exemplo 2.14. Continuando o Exemplo 2.13, calculamos Hr através da equacao (2.8)

de modo a obter
Hr =1.H,+0,7.Hy = 1,157+ (0,7).(0,985) = 1,846, bits

de acordo com os célculos diretos realizados no Exemplo 2.13.



3 Algoritmo de Huffman

3.1 Primeiro Teorema de Shannon

Procedemos da seguinte maneira para apresentar o primeiro teorema de Shannon
relativo a codificacao de fontes: estabelecemos um limitante inferior absoluto do com-
primento médio das palavras-codigo de um codigo 6timo; em seguida apresentamos
o esquema de codificacao proposto por Fano e Shannon, em que um limitante su-
perior é estabelecido, finalmente através da estratégia de extensao de fonte proposta
por  Shannon, mostramos que o limitante superior podera ser feito tao preciso quanto
desejado através de quanto se queira estender a fonte.

O procedimento acima exposto tem como ponto de partida o problema de codifica-
cao sem ruido.

No que segue, seja J uma variavel aleatoria que pode assumir valores no conjunto

{a1,as,...,a;} com probabilidades p(a;) = p1,p(az) = pa,...,plas) = ps, respectiva-

mente. Considere também um codigo C cujas palavras-codigo sao cq,ca,...,cy, com
comprimentos I, ls, ..., ;. As palavras-codigo ¢; € C sao compostas por simbolos de
um alfabeto r-ario, r > 2, isto &, {ay, s, ..., a,}.

Queremos construir um c6digo unicamente decodificavel e ainda que minimize o
J
comprimento médio das palavras-codigo, isto €, Lyeqio = g Dil;.
i=1

A solucao deste problema inicia com o estabelecimento de um limitante inferior
absoluto. Isto se da pelo proximo teorema.

J
Teorema 3.1. Se L,¢4i0 = Zpili € o comprimento médio das palavras-codigo de um
i=1

codigo unicamente decodificdvel para a varidvel aleatdria J, entao Liyeqio > H(T)/logr

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, p; = (1/r)% parai =1,2,...,.J. Note que

H(J)/logr é a incerteza de J tendo como base do logaritmo o valor r, isto é,

7 J
H(j) _ _Zpilogpi _ _Zpi log,. p;.
=1

logr c~""logr

H
Demonstragao. Note que Ly adio > ] (J) implica em H(J) — Ly adio logr < 0.
ogr

47



Algoritmo de Huffman

Assim,

J 1 J J 1
ZPilOgE—Zpililog’r’IZpilog{ ]
i=1 tg=1 i=1

pirti

Como log z < (z — 1) log e, temos

J i J Ui
Zpilog{ } SZPi[ —1} loge
i=1 i=1

Di Di

J

J J
Z [r’li — pi} loge = (Z Pl — sz> log e.
i=1 i=1

=1

Pela desigualdade de MacMillan, concluimos que

H(T) = Lypedio logr <0

a igualdade ocorre se, e somente se, p; = r~%, i = 1,2,...,.J, ou seja, a maxima

entropia. N

Um codigo unicamente decodificivel cujo comprimento médio atinge a igualdade é
dito absolutamente 6timo. Um exemplo de um c6digo binario absolutamente 6¢timo

é mostrado na Tabela 3.1.

J | Probab | C Entropia
ap | 1/2 0
as | 1/4 | 10 | H(J) = Leaio = 7/4
as 1/8 110
ay 1/8 111

Tabela 3.1: Codigo binario absolutamente 6timo.

Como em geral nao é possivel construirmos c6digos absolutamente 6timos para um
dado conjunto de probabilidades py,ps,...,ps, uma vez que se escolhermos [; para
satisfazer p; = (1/7)", entdo I; = log p;/ logr pode ndo ser um inteiro. Porém, sabemos
que existe um nimero inteiro entre a e a+1, onde a ¢ um nimero real qualquer. Segundo
este resultado, se log p;/logr nao é um namero inteiro, entao podemos determinar um

nimero inteiro para [; entre log p;/logr e log p;/logr + 1, isto é,

_logpi _ I, < _ logp;
logr — "= logr

+1, (3.1)

parat=1,2,...,J.

Esta proposta fica sem sentido se nao for possivel construir um coédigo unicamente
decodificavel com os comprimentos [; fornecidos por (3.1). Para tal, usaremos a de-
sigualdade de MacMillan para verificar ou nao a existéncia deste codigo. Considere

o lado esquerdo de (3.1), isto &, p; > r~%. Somando em i em ambos os lados, temos
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sz > Z ~i. Como sz 1, entao Z i < 1. Portanto, existe um codigo

unlcamente decodlﬁcavel
De modo a obtermos o valor do comprimento médio, iremos multiplicar (3.1) por
p; € somarmos em ¢, isto é,
b log pi < < _bi log p; i

zlz = %

logr — log r

pilogpi _ d d pilogpi
_Z logr ;pili s - — logr sz

Com isso, acabamos de provar o seguinte teorema.

Teorema 3.2. (Primeiro Teorema de Shannon) Dada uma varidvel aleatoria J com
incerteza H(J), existe um cddigo unicamente decodificavel com alfabeto r-drio para a

varidvel aleatoria J cujo comprimento médio das palavras-codigo Lyeéqio satisfaz

Sabemos que o limitante inferior do L é o menor possivel, porém, o limitante

médio
superior nao é tao preciso quanto desejado. Entretanto, podemos fazer com que o
mesmo seja mais preciso. Esta precisao estd diretamente relacionada com a extensao
de um co6digo. Por extensao de um codigo queremos dizer que ao invés de codificarmos
cada simbolo na saida da fonte, codificamos blocos de n simbolos de cada vez.

Sejam J o conjunto de simbolos da fonte e C o correspondente conjunto de palavras-
codigo, isto é, J = {ai,as,...,a;} e C = {c1,ca,...,cs}, em que q; esta relacionado

com cada ¢;. Assim, dada uma sequéncia de simbolos da fonte, digamos
, a1, a5, a3, as, a1, Gr, A1, A2, A2, - - .
a correspondente sequéncia de palavras-codigo é
» C1, Cj, €3, C5,C1, Cry C1, C2, Ca, - - -

onde J e r sao maiores do que 6.
A n-ésima extensao de J, denotada por J", consiste da concatenacao de n simbolos

de J, conduzindo a todas as possiveis combinacoes dos J simbolos de J, isto é,

J"=A{aa;...a1,a1,a1...a2,...,a5a5...a;5}.

Sabemos que a cada simbolo da fonte J temos a correspondente palavra-codigo do
codigo C, C = {cy,¢a, ..., cs}. Como consequéncia, a n-ésima extensao de C, denotada
por C", & C" = {¢1¢1...¢1,¢1,¢1...Cay ..., CyCy...Cy}, em que cada elemento em C™
¢ a concatenacao de n palavras-codigo, e estd em correspondéncia biunivoca com os

simbolos da fonte.
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Por exemplo, considere a seguinte sequéncia
a; a3 g a4 a5 a1 a2 a2 a1 as ag as
de simbolos na saida da fonte. A correspondente sequéncia codificada é
Ci C3 Cg C4 Cy C1 Co2 Cg (C1 Cy Cg Cg

Uma possivel extensao consiste em agrupar 4 elementos da sequéncia de simbolos,
dando origem a sequéncia {ay, as, as, ...}, onde

ai as as
7\ 7\ 7\

7 N 7 N 7 Y
ap az Aar a4 as aip Qo G12 @1 as dag ag

em que os a;’s sao os correspondentes simbolos da fonte estendida cujos simbolos per-

tencem a J. A correspondente sequéncia codificada é {¢1, ¢o, ¢35, ...}, onde

é1 C2 c3
A\ A\ A
7 7

C1 €3 C C4Cs € Cy C2C C5 Cg Cg

onde os ¢;’s pertencem ao codigo estendido C”.

Definigao 3.1. A n-ésima extensao da fonte discreta J = {ai,as,...,a5} possui

stmbolos da forma a;,, a;,, ..., a;, tendo probabilidades
p(&iudiza s 7&271) = p(dil)p(diz)p<di3) - p(dln)

Cada bloco de n simbolos da fonte original passa a ser um tunico simbolo a;, da

fonte estendida J" com probabilidade p(as,).

Observe que a entropia da fonte estendida J" é dada por

H(T") = pla,)log ———

1
p<d’bk> ,

ip=1

No entanto, como os simbolos a;,’s sao gerados por n simbolos independentes da

fonte J, segue pelo Teorema 2.5 que
H(J")=nH(T).

Ou seja, a entropia da n-ésima extensao da fonte é igual a n vezes a entropia do
alfabeto original.

A partir do Primeiro Teorema de Shannon, pode-se provar que o limitante superior
do comprimento médio do codigo é nH(J) + 1. Finalmente, o comprimento médio,

L,, do codigo estendido é dado por



Cédigos de Huffman

ol

L, 1
H(J) < - gH(j)-i-g-

Como cada palavra-codigo ¢; do codigo estendido consiste da concatenagao de n
palavras-codigo do codigo original, segue que o comprimento médio das palavras-codigo
do codigo estendido L,, é igual a n vezes o comprimento médio das palavras-codigo do
codigo original, isto é, ~

[y
n

Consequentemente,

Portanto, se n — oo, entao

3.2 (Codigos de Huffman

Nesta secao é levado em consideragao, no processo de construcao de codigos para
compactacao de dados, a frequéncia relativa (probabilidade) das mensagens, isto é, o
niumero de vezes que cada simbolo (mensagem) da fonte ocorreu em um longo intervalo
de tempo. Seja p; a probabilidade associada a i-ésima mensagem. Suponha que esta
mensagem tenha comprimento [;. Entao, o comprimento médio das palavras do

codigo é dado por
J
Lingdio = D Pili-
i=1

Do problema de codificacao sem ruido discutido e estabelecido na secao anterior,
0 que permanece para ser respondido é a apresentacao de um método de construgao
de codigos que minimize o comprimento médio das palavras-codigo para um dado
conjunto de probabilidades p1, ps, ..., ps. Dentre os cédigos unicamente decodificaveis,
os codigos instantaneos sao aqueles onde poderemos efetuar a busca dos codigos 6timos

como mostra o lema a seguir.

Lema 3.1. Suponha que C seja o codigo dtimo pertencente a classe dos cidigos ins-
tantdneos para um dado conjunto de probabilidades py,po, ..., py, isto €, nao existe um
outro cddigo instantdneo para pi,ps,-..,py que apresente um menor valor de L, s4.-
do que o apresentado por C. Entao C € o cddigo dtimo na classe dos cddigos unicamente

decodificdvers.

Demonstracao. A demonstracao deste lema usa o fato de que, se C’ é um codigo uni-

camente decodificavel com L menor do que o apresentado por C, entao C' é

médio
um codigo contendo palavras-codigo com comprimentos I1, 15, ..., l;. Este codigo deve
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J !
1 i
satisfazer a desigualdade de MacMillan, isto é, g (—> < 1. Por outro lado, da de-
r
i=1

sigualdade de Kraft existe um codigo instantaneo C"™ com palavras-coédigo cujos com-
primentos sao {1,105, ...,l;. Entdo, o comprimento médio destas palavras-codigo é o

mesmo que aquele de C'. Portanto, contradizendo que C’ é o c6digo instantaneo 6timo.

]

O codigo 6timo pertence a classe dos codigos instantaneos. A seguir estabelecemos
as condig¢oes necessarias para que este codigo 6timo seja instantaneo. Isto é realizado

através do seguinte lema.

Lema 3.2. Seja C um cddigo bindrio (q-drio) instanténeo com comprimentos ly,ls, . . .,
Ly associado com o conjunto de probabilidades py,pa,...,ps.Suponha que os simbolos
sejam arranjados em ordem decrescente de probabilidades e que um grupo de simbolos
com a mesma probabilidade € arranjado em ordem crescente de comprimento das pala-
vras. Nestas condigoes, para que o cddigo dtimo C seja um cidigo instantineo, C deve

satisfazer as propriedades

a. simbolos com alta probabilidade devem apresentar comprimentos menores, isto €, se

pi > pj entao l; < lj;

b. os dois simbolos menos provdveis apresentam palavras-codigo com o mesmo com-

primento, isto €, l;_1 = l;;

c. entre as palavras-codigo de comprimento ly, deverd existir pelo menos duas palavras-
codigo diferindo apenas no tultimo digito sendo que os demais sao iguais. Por
exemplo, o codigo a sequir nao pode ser o otimo visto que as palavras-codigo 4 e

5 nao estao de acordo nos trés primeiros digitos.

z; O

xy 100

x3 101

xy 1101
x5 1110

Demonstragao. Para provar (a), notamos que se p; > p; e l; > 1, é possivel construir
um codigo melhor C’ trocando as palavras-codigo i e j. A diferenca entre o comprimento
médio da palavra-codigo de C' e de C é

L'—L= pilj + pili — (pili + pily) = (pi — pj)(l; — 1;) < 0;

portanto C' é melhor que C.
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Para provar (b), notamos primeiro que l;_1 < l;, pois se p;_1 > p; entdo l;_1 <,
por (a); se pj_1 = p;, entdo ;1 < [; pela nossa suposigio sobre arranjo de palavras-
codigo associadas com simbolos igualmente provaveis. Agora, se [; > [;_;, podemos
retirar o tltimo digito da j-ésima palavra-cdédigo para obter um codigo que ainda é
instantaneo, e melhor do que o cédigo original.

Finalmente, (c) é provado pela observagao de que, se ndo ha duas palavras-codigo
de comprimento maximo que concordam em todas as posigoes exceto no ultimo digito,
podemos retirar o ultimo digito de cada uma para obter um codigo melhor.

m

A seguir, apresentaremos o método de construcao de codigos 6timos instantaneos

proposto por Huffman.

3.2.1 Determinagao do Cé6digo de Huffman

O algoritmo é realizado com uma rotina, primeiramente arrange em ordem decres-
cente as probabilidades de ocorréncia das mensagens. Se o codigo é binario, entao some
as duas menores probabilidades. Rearrange este novo conjunto de probabilidades em
ordem decrescente. Note que a este conjunto de probabilidades um c6digo estara sendo
associado. Novamente, some os dois menores valores de probabilidades e rearrange esse
novo conjunto de probabilidades. Da mesma forma que no passo anterior, a este novo
conjunto de probabilidades um novo codigo estara sendo associado. Continue este pro-
cesso até que tenha somente dois valores de probabilidades. Atribua valores "0"e "1"a
cada uma delas. Em seguida, siga o caminho inverso das somas das probabilidades
concatenando "0"e "1"as palavras-codigo do codigo obtido no passo anterior, as pro-
babilidades que deram origem a soma destas probabilidades. Continue esse processo
até que o arranjo inicial seja alcancado.

Vejamos como este algoritmo funciona na pratica. Considere o seguinte exemplo:

p1 = 0.3, po = 0.2, p3 = py = 0.15, p; = pg = 0.1. Aplicando o algoritmo de Huffman
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a este conjunto de probabilidades temos o seguinte diagrama:

0.3(00) 0.3(00) 0.3(00) 0.4(1) 0.6(0)
0.2(10) 0.2(10) 0.3(01) 0.3(00/0.4(1)
0.15(010) 0.2(11) 0.2(10)/  0.3(01)
0.15(011) / £.15(010 0.2(11)
0.1(110) 0.15(011)
0.1(111)

Portanto, o codigo de Huffman é: 00, 10, 010, 011, 110, 111. O correspondente codigo

construido a partir da arvore de decisao é como mostrado na Fig. 3.1.

Figura 3.1: Arvore de decisido do codigo de Huffman.

O comprimento médio deste codigo é

L 2(0.3) + 2(0.2) 4 3(0.15) + 3(0.15) + 3(0.1) + 3(0.1) = 2.5.

médio —

A entropia da fonte é facilmente calculada e vale H(J) = 2.32. Note que Ly adio >
H(J), porém é o valor de L

que a fonte seja estendida.

meédio Mais proximo que podemos chegar de H(J) sem

Para o caso em que o alfabeto do codigo é g-ario, o niimero de simbolos que a fonte
devera ter é dado por n = (¢ — 1)k + ¢q. Assim, para ¢ = 2, n = k + 2, para ¢ = 3,
n=2k+3,..;parak=0,1,2,....
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Para finalizar este capitulo facamos algumas consideracdes sobre o comprimento
variavel para fontes discretas sem memoria.

Primeiramente, note que a maioria das fontes de informacao nao emitem uma tnica
variavel aleatoria, mas ao invés, imite uma sequéncia de varidveis aleatoérias.

Este fato foi considerado quando do estudo realizado para a codificacao de variaveis
aleatérias por codigos livre de prefixo, de tal forma que pudesse ser detectado o final
das palavras-codigo associadas a sequéncia de palavras-codigo.

Ao intuito de abordar esta vertente tratamos, a seguir, dos Codigos de Comprimento

Variavel para Fontes Discretas sem Memoria

Definigao 3.2. Uma fonte discreta sem memdria (DMS) é um dispositivo cuja sequén-
cia de saida Ji,Ja,... € uma sequéncia de varidveis aleatorias estatisticamente inde-

pendentes e identicamente distribuidas.

Ou seja, uma fonte discreta sem memoria é a mais simples das fontes de informacao
a ser considerada. Além disso, é um modelo apropriado para certas aplicacoes prati-
cas. Entretanto, muitas fontes de informacoes reais possuem memoria, no sentido de
que sucessivos simbolos na saida da fonte nao sao estatisticamente independentes dos
simbolos que aconteceram anteriormente. O resultado a seguir mostra que a taxa de
informagao de uma fonte discreta sem memoria é precisamente H(J) bits/simbolo,

onde H(J) é a incerteza associada a um simbolo na saida da fonte.

Teorema 3.3. Eziste um codigo r-drio livre de prefixo para um bloco de comprimento
N de simbolos de uma fonte discreta sem memdria tal que o comprimento médio da
palavra-codigo satisfaz
ElL] < HJ) + l, (3.2)
N logr N

onde H(J) denota a incerteza de um tnico simbolo da fonte. Reciprocamente, para

todo codigo r-drio livre de prefizo para um bloco de N simbolos,

E|L] - H(J)
N ~ logr’

(3.3)

Demonstracao. Primeiramente, note que podemos codificar a saida de uma fonte
discreta sem memoria através da codificacao de variaveis aleatorias V, em que V =
(J1, Joy - - In|. Assim, do Teorema 2.5, temos

H(V)=H(J) + H(J%) + ...+ HJy) = NH(J), (3.4)

onde a segunda igualdade segue da condicao de que as variaveis J1, Jo, ..., N sao
identicamente distribuidas.

Com isso, podemos aplicar o Primeiro Teorema de Shannon para concluir que
H(V) _ NH (J)
log r log r

E[L] >
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do qual a equagao (3.3) segue.
Reciprocamente, podemos fazer uso do Primeiro Teorema de Shannon para concluir

que existe um codigo livre de prefixo para V tal que

g < W NI

1.
~ logr log r +

Apos a divisao por N chegamos a equagao (3.2).
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Para abordarmos este tema é preciso primeiramente estabelecer definicoes, resul-
tados e notacoes acerca da teoria sobre processos estocésticos e outros topicos. Para

mais detalhes veja [7].

4.1 Preliminares

Para o que segue consideramos como variaveis aleatorias i.i.d. (independentes e
identicamente distribuidas) variaveis que sdo independentes entre si e possuem mesma

funcao de distribuicao de probabilidades.

Definigao 4.1. (Convergéncia de varidveis aleatdrias). Dada uma sequéncia de va-
riaveis aleatorias, Xy, Xa, ..., dizemos que a sequéncia X1, Xa, ... converge para uma

varidvel aleatoria X:
1. Em probabilidade se para cada ¢ >0, Pr{| X,, — X |> ¢} =0
2. Em média quadratica se F(X,, — X)*> =0
3. Com probabilidade 1(também chamada quase certamente) se

Pr{lim X, =X} =1
n—oo

Note que para variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.),

1 n
— E X; esta proximo de seu valor esperado E(X) para grandes valores de n.
n

i=1

Teorema 4.1. Se X1, Xo,... sdo i.i.d. com distribuicao de probabilidade p(x), entao
1
——logp(Xy, Xa, ..., X)) = H(X) em probabilidade.
n

Em que H € a entropia.

Demonstragao. Vide pagina 58, de |7].

S7
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O j t t 11 L t4 OXi d t
u seja, esse teorema garante que — log estd proximo da entro-
& n p(X17X27"'7Xn)
pia H, em que X, Xs,..., X, sdo variaveis aleatérias i.i.d. e p(Xi,Xs,...,X,) é a

probabilidade de observar a sequéncia X, Xo, ..., X,,.

Definigao 4.2. A entropia de um processo estocdstico {X;} € definida por

1
H(X) = lim —H(X1,Xo,...,X,)

n—oo M

quando o limite existe.

Teorema 4.2. Se H € a tara de entropia de um valor finito de processos ergodicos

estaciondrios {X,}, entao
1
——logp(Xy, Xa, ..., Xp_1) = H(X) com probabilidade 1.
n

Demonstragao. Vide paginas 645 e 646, de [7].

Observacao 4.1. Para definir com rigor o significado de um processo ergodico e esta-
cionério é preciso um aprofundamento em teoria da probabilidade, o que nao faremos
aqui. Porém, apresentamos uma breve nocao, com efeito:

Uma fonte ergodica é definida em um espaco de probabilidade (€2, B, P), onde B é
um o-algebra de subconjuntos de €2, e P é uma medida de probabilidade. Uma variavel
aleatoria X é definida como uma fun¢ao X (w), w € €, no espaco de probabilidade.
Temos também uma transformacao T : 2 — ), que desempenha o papel de um
desvio de tempo. Dizemos que a transformagio é estacionaria se P(TA) = P(A)
para todo A € B. A tranformagao é chamada ergddica se cada conjunto A de tal
modo que T'A = A, satisfaz P(A) = 0 ou 1. Se T é estacionaria e ergodica, dizemos

que o processo definido por X, (w) = X(T"w) é estacionario e ergodico.

Para convergéncia de um processo estacionario e ergodico, usaremos também o

seguinte resultado.

Lema 4.1. (Aproximacoes de Markov) Para um processo estocdstico estaciondrio e
ergodico {X,},
1
——log p"(Xg™') — H" com probabilidade 1,
n
1
——logp(Xy'| X—L) — H*> com probabilidade 1.
n

Demonstrac¢ao. Vide pagina 647, de [7].

Para abordarmos o tltimo resultado necessario para o desenvolvimento deste capi-

tulo enunciamos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 4.3. A fungao f(z) € dita convexa ao longo de um intervalo (a,b) se para
cada x1,x5 € (a,b) e 0 < A <1,

fQOz1+ (1= Nzg) < Af(21) + (1= A) f(22).

Uma funcgao f € dita estritamente convexa se a igualdade vale apenas se A =0 ou

A=1.

Além disso, dizemos que uma funcao f é concava se —f é convexa.
Exemplos de fungdes convexas incluem 22| z |,e*,xlogz (para z > 0), entre

outras. Enquanto que logz e y/x, para z > 0, sao fun¢oes concavas.

Teorema 4.3. (Desigualdade de Jensen) Se f é uma fung¢ao convera e X €é uma

varidvel aleatoria,
E(f(X)) = f(E(X)). (4.1)

Além disso, se f € estritamente convexa, a desigualdade (4.1) implica que X =
E(X) com probabilidade 1 (isto é, X é uma constante).

Demonstragao. Vide pagina 27, de [7].

4.2 Codificacao Lempel-Ziv

Apresentaremos neste tltimo capitulo uma destacada classe de técnicas de codifi-
cagao de fonte cuja taxa de compressao assintotica se aproxima da taxa de entropia da
fonte para qualquer fonte ergddica estacionaria e, além disso, este tipo de codificacao
é simples de implementar, a saber, codificacao Lempel-Ziv.

Esta classe de algoritmos é chamada de Lempel-Ziv, em homenagem aos autores de
dois artigos [4] e [5], que descrevem os dois algoritmos basicos que fundamentam esta
classe.

Por outro lado, estes algoritmos podem também ser descritos como algoritmos de
compressao adaptativa baseados em dicionario. A ideia de usar dicionéarios para com-
pressao remonta a invencao do telégrafo. Nessa época, as empresas eram cobradas pelo
numero de letras usadas, e muitas empresas produziram livros de codigos para as fra-
ses usadas com maior frequéncia e usavam as palavras-c6digo para a sua comunicagao
telegrafica. Outro exemplo é a nocao de telegramas de saudagoes que sao populares
na India, ha um conjunto de saudacoes padrdo, como "25:Merry Christmas"("25: Fe-
liz Natal") e "26:May Heaven’s choicest blessings be showered on the newly married
couple."("26: Que os céus de maio derramem as mais preciosas béngaos sobre os recém-
casados). Uma pessoa que deseja enviar um cumprimento precisa apenas especificar o
ntmero, o qual é usado para gerar o cumprimento real no local de destino.

Sistemas baseados em dicionario de adaptacao nao foram explorados até que Ziv e

Lempel escreveram seus trabalhos em 1977 e 1978. Existem dois artigos que descrevem
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duas versoes distintas do algoritmo, nos referimos a estes trabalhos como LZ77 (ou
janela deslizante de Lempel-Ziv) e LZ78 (ou arvore-estruturada de Lempel-
Ziv).

Destacamos que o principal objetivo das versoes do algoritmo Lempel-Ziv é analisar
a sequéncia de simbolos e substituir a sequéncia pela indicacao de onde ocorreu a
mesma sequéncia no passado. O que distingue estas versoes é o conjunto de possiveis
localizacoes das sequéncias (e comprimentos das sequéncias), que o algoritmo permite.

No que segue, exploraremos LZ77 e LZ78.

4.2.1 Algoritmo de janela deslizante de Lempel-Ziv

O algoritmo descrito no artigo de 1977 consiste em procurar sequéncias repetidas,
isto é, comparar o contetido de uma janela que contém os caracteres ainda nao codifica-
dos com uma sequéncia ja codificada em uma outra janela (designada por dicionario),
tentando encontrar a maior sequéncia igual aquelas ja codificadas. A sequéncia en-
contrada é substituida por um par de ntimeros composto por: uma distancia, que
representa a diferenca entre o inicio da sequéncia ja codificada e o inicio da sequéncia
ainda nao codificada; um comprimento, que representa o ntimero de caracteres iguais
na sequéncia do dicionario. O algoritmo LZ77 divide a sequéncia de simbolos a codifi-
car num conjunto de subsequéncias, e associa a cada subsequéncia um c6digo composto

por 2 inteiros e o tltimo simbolo (caractere) dessa subsequéncia .

Exemplo 4.1. Suponha que queremos codificar a sequéncia "a_asa_da casa'", sendo
Ny = 8 o comprimento do dicionario e N, = 4 o comprimento da janela que contém
os proximos N, simbolos a serem codificados. Esse tipo de janela é chamada buffer.

Usando o algoritmo teremos o seguinte:

Dicionario | Buffer | Restante da sequéncia | Codigo

a_as |a_da_casa (0,0,a)

a| asa | da_ casa (0,0, )

a_ | asa_ | da_casa (2,1,s)

a_as|a_da | casa (4,2,d)

a_asa_d|a ca |sa (3,2,¢)
asa_da_c | asa (8,3, null)

Tabela 4.1: Codificacao pelo algoritmo LZ77

A palavra null significa apenas que nao ha mais simbolos a serem codificados.

Assim, a saida completa do codificador é

(0,0,a) (0,0, ) (2,1,s) (4,2,d) (3,2,¢) (8,3, null)
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Veremos no proximo exemplo que o processo de descodificacao consiste somente
em interpretar as palavras de cddigos recebidas. Ao longo da formacao da sequéncia

estabelecemos a base para descodificar futuras palavras de cédigo.

Exemplo 4.2. Suponhamos que a sequéncia de entrada de um descodificador LZ77 seja
a sequéncia que acabamos de codificar: (0,0,a) (0,0, ) (2,1,s) (4,2,d) (3,2,¢) (8,3, null).
O descodificador usa uma janela com as mesmas dimensoes (Ng = 8 e N, = 4). Assim,

temos:
Apontador 1 (0,0,a)
Sequéncia de saida: a
Apontador 2 (0,0, )
Sequéncia de saida: a
Apontador 3 (2,1,s)
Sequéncia de saida: a_ as
Apontador 4 (4,2,d)
Sequéncia de saida: a_asa_d
Apontador 5 (3,2,¢)
Sequéncia de saida: a_asa_da_c
Apontador 6 (8,3, null)

Sequéncia de saida: a_asa_da_c asa

Vejamos uma sintese de como é implementado esse algoritmo. No que segue consi-
deramos
Ny = comprimento do buffer.

Ny = comprimento do dicionéario.

e Inicializa-se o buffer (de dimensao N;) com os primeiros N, simbolos da sequéncia

a codificar.

e Inicialmente o dicionario nao contém nenhum simbolo.

Enquanto houver simbolos para codificar

— Identificar no dicionario a maior sequéncia de simbolos que também esteja

presente no buffer (a comegar no cursor).
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— Associar a sequéncia o seguinte codigo (p,l,c), onde
p € a posicao relativa (a contar do cursor) da maior sequéncia do dicionéario.
[ é o comprimento da maior sequéncia.

¢ é o simbolo do buffer que se segue a sequéncia.
e Deslocar as janelas (dicionario e buffer) de [ 4+ 1 simbolos

O codigo (p,l,c) significa que a sequéncia no buffer pode ser obtida recuando p
simbolos no dicionario, copiando [ simbolos a partir dai, e acrescentando no fim o
simbolo c.

4.2.2 Otimalidade de LZ77

No artigo original de Ziv e Lempel, os autores descreveram o algoritmo bésico
LZ77 e provaram que poderiam comprimir qualquer sequéncia. No entanto, eles nao
demonstravam se este algoritmo alcangava a otimalidade assintotica (isto é, que a taxa
de compressao converge para a entropia da fonte). Este resultado foi provado por
Wyner e Ziv [8].

A prova conta com um lema simples devido a Kac: a duracao média de tempo
que vocé precisa esperar para ver um simbolo especial é o inverso da probabilidade
de um simbolo. Assim, estamos propensos a ver as sequéncias de caracteres de alta
probabilidade dentro da janela e codificar essas sequéncias de forma eficiente. As
sequéncias que nao se encontram dentro da janela tem baixa probabilidade, de modo
que assintoticamente, eles nao influenciam a compressao alcancgada.

Em vez de provar a otimalidade da versao pratica do LZ77, vamos apresentar uma
prova mais simples para uma versao diferente do algoritmo, que, embora nao seja tao
pratico, captura algumas das ideias basicas.

Este algoritmo assume que ambos o emissor e o receptor tenham acesso ao passado
infinito da sequéncia, ou seja, a todas as vezes que esta sequéncia ocorreu no passado,
e representa uma sequéncia de comprimento n, apontando para a ultima vez que a
sequéncia ocorreu no passado.

Supomos que temos um processo estacionario e ergoédico definido para o tempo de
—00 a 00, e que ambos o codificador e o decodificador tem acesso a ..., X 9, X 1, 0
infinito passado da sequéncia, ou seja, acesso a todos os simbolos ja vistos na sequéncia.
Em seguida, para codificar Xy, X1, ..., X,,_1 (ou seja, um bloco de comprimento n),

encontramos a ultima vez que vimos esses n simbolos no passado. Seja entao

Rn(X07 Xla . 7Xn71) = max{j <0: (X,j, X,jJrl, c ,X,jJrn,l) = (Xo, . 7Xn71)}

(4.2)
Entao, para representar Xo, ..., X,,_1, precisamos apenas enviar R,, para o receptor,
que pode, entao, olhar para R,, bits atras no passado e recuperar Xy, ..., X,,_1. Assim,

o custo da codificagao é o custo de representar R,. Vamos mostrar que este custo é de
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aproximadamente log R, e que assintoticamente + E[log R,,] — H(X), comprovando,
assim, a otimizacao assintotica desse algoritmo.

No que segue precisamos dos seguintes lemas.

Lema 4.2. Existe um codigo livre de prefizo para os nimeros inteiros de tal forma que

o comprimento da palavra-codigo para o inteiro k €

logk + 2loglog k + O(1). (4.3)

Demonstracao. Se soubéssemos que £ < m, poderiamos codificar k£ com logm bits. No
entanto, uma vez que nao temos um limite superior para k, precisamos dizer ao receptor
o comprimento da codificagao de k (ou seja, é preciso especificar log k). Considere a
seguinte codificagao para o niimero inteiro k: representamos primeiro [log k| em unario,
seguido pela representagao binaria de k:

Ci(k)=00...0 1 gzx...x

flogk] 0’s  r em binario
Note que o comprimento desta representacao é 2[logk| +1 < 2logk + 3. TIsso
¢ mais do que o comprimento que procuramos ja que usamos o c6digo unario muito
ineficiente para enviar o log k. No entanto, se usarmos (' para representar log k, essa
representacao tem um comprimento inferior a logk + 2loglogk + 4, o que prova o

lema. O

O resultado fundamental subjacente & prova da otimizacao de LZ77 é o lema de
Kac, que relaciona o tempo médio de recorréncia para a probabilidade de um sim-
bolo para qualquer processo ergodico estacionario. Por exemplo, se X, Xq,..., X1
é um processo i.i.d.(independente e identicamente distribuida), perguntamo-nos qual
é o tempo médio de espera para ver o simbolo a novamente, condicionada ao fato de
que Xy = a. Neste caso, o tempo de espera tem uma distribuicao geométrica com
parametro p = p(a) := Pr(Xy = a), e, assim, o tempo médio de espera é 1/p(a). O
resultado surpreendente é que o mesmo ¢ verdadeiro mesmo se o processo nao ¢ i.i.d.,
mas estacionario e ergodico. A razao intuitiva simples para isso é que, em uma longa
amostra de tamanho n, esperariamos ter a aproximadamente np(a) vezes, e a distancia

média entre estas ocorréncias de a é n/(np(a))(isto &, 1/p(a)).

Lema 4.3. (Kac) Seja ..., U_o,U_1,Uy, Uy, ... um processo ergddico e estaciondrio em
um alfabeto numerdvel. Para qualquer u tal que p(u) := Pr(Uy=u) >0ei=1,2,...,
considere

Qu=Pr{U_;=uw;U; #upara —i<j<0|Uy=u} (4.4)

isto €, Qu(i) € a probabilidade condicional de que a ocorréncia anterior mais recente

do simbolo u € i, dado que Uy = u.
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Sob estas condicoes

E(R(U) | Uy =u) =Y _iQu(i) = ]ﬁ. (4.5)

i
Ou seja, o tempo médio de espera condicional para ter o simbolo u novamente, anteri-

ormente ao zero, € 1/p(u).

Observe o fato interessante de que o tempo de recorréncia esperado é

=> plu L): , (4.6)

em que m é o tamanho do alfabeto.
Demonstracao. Seja Uy = u. Defina os eventos para j = 1,2,...e k=0,1,2,.. .
Ajk:{U_j:u,Ul%u,—j<l<kJ,Uk:u}. (47)

O evento Aj; corresponde ao caso em que a ultima ocorréncia de u que é anterior ao
zero, acontece no tempo —j, a primeira vez apos o zero em que o processo ¢ igual a u é

k. Estes eventos sao disjuntos, e pela ergodicidade, a probabilidade Pr {Ujk Ajk} = 1.

1=Pr {U Ajk} (4.8)

Assim,

3.k
@ ZZPT {Aji} (4.9)

7j=1 k=0
=> Y PrUs=w)Pr{U_j=u,U #u,—j <l <k|U=u} (4.10)

7j=1 k=0

0SS Pr(U = u)Qu(j + K (411)

7j=1 k=0

OSSN Pr(Uy = w)Qu(j + ) (4.12)
j=1 k=0

=Pr(Uo=u) ) Y Qu(j+k) (4.13)

7=1 k=0
r(Us = u) ) iQu(), (4.14)

onde (a) decorre do fato de que o Aj;, sdo disjuntos, (b) segue-se a partir da definicao

de Qu(+), (c) segue da estacionariedade, e (d) decorre do fato de que hé ¢ pares (j, k)
de tal modo que j + k =i. Ou seja, 1 = p(u) Z@Qu(z) ]

=1
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Corolario 4.1. Seja ..., X_1, Xy, X1,... um processo ergddico e estaciondrio e seja
R.(Xo,...,Xn-1) 0 tempo de recorréncia olhando para trds como definido em (4.2).
Entao

FE [Rn(XOw--?Xn71> | (Xo,...,anl) :3}'871] = . (415)

Demonstra¢ao. Defina um novo processo com U; = (X;, X1, ..., Xiyn_1). O processo
de U também é estacionario e ergodico, e assim pelo lema de Kac o tempo médio de
recorréncia para U condicionado a Uy = u é 1/p(u). Adaptando isso para o processo

X temos o corolario. L]

Estamos agora em condig¢oes de provar o principal resultado, que mostra que a
taxa de compressao para a versao simples de Lempel-Ziv com tempo de recorréncia
se aproxima da entropia. O algoritmo descreve X/~ descrevendo R,(X{'), que pelo
Lema 4.2 pode ser feito com log R,, + 2loglog R,, + 4 bits. Vamos agora provar o

teorema que comprova a otimalidade de LZ77.

Teorema 4.4. Seja L, (X)) = log R, + 2loglog R, + O(1) o comprimento da des-
cricdo para X' no algoritmo simples descrito acima. Entdo

LB, (xr Y] — H(X) (4.16)

n

quando n — 0o, onde H(X) € a entropia do processo {X;}.

Demonstra¢ao. Vamos provar que existem limites superiores e inferiores para FE(L,).
O limite inferior segue diretamente dos resultados de codificagdo de fonte padrao (ou
seja, o E(L,) > nH para qualquer codigo livre de prefixo). Para provar que o limite

superior existe, mostraremos primeiro que
, 1
limsup —E(log R,) < H (4.17)
n

e depois limitar os outros termos na expressao para L,,.
Para provar o limite para o F(log R, ), expandimos a expectativa pelo condiciona-

mento sobre o valor de X{)‘_l e, em seguida, aplicamos a desigualdade de Jensen 4.1.

Assim,
El Ell XY | xgt=apt 4.1
—B(log R,) Zp log B(X3 ™) | X5 = 23] (418)
1 _ ne n— n—
sﬁzp@:g ) log BR, (X5 ™) | X3! = a7 (419)
CC071
(@ 1 n-1 1
= — T lo 4.20
0

= EH(X{]H) (4.21)
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onde (a) segue do Lema 4.3.
Logo,

1 1
EE(Iog R,) = EH(X(?’I) — H(X), quando n — oo

O segundo termo na expressao para L, é loglog R,,, e queremos mostrar que
1
~E[loglog R, (X ")] — 0. (4.22)
n
Novamente, usamos a desigualdade de Jensen,
1 1 n—1
—E[loglog R,,| < —log Ellog R,,(X{ )] (4.23)
n n
1 n—1
< —log H(Xy ), (4.24)
n

onde a ultima desigualdade segue de (4.21).
Para qualquer ¢ > 0, para um n suficientemente grande, H (X)) < n(H + €), e,
por conseguinte,
1 1 1 1 1 1
—E[loglog R,] < —log H(X] ") < —log[n(H + €)] = —logn + —log(H + ¢) — 0.
n n n n n
O]
Assim, um sistema de compressao que representa uma sequéncia pela codificagao
feita a ultima vez que foi observada a mesma sequéncia no passado é assintoticamente
6tima. E claro que este sistema nio é pratico, uma vez que pressupoe que o remetente
e o destinatario tenham acesso ao infinito passado de uma sequéncia. Para sequéncias
mais longas, seria necessario estudar mais o passado para encontrar uma correspon-
déncia. Por exemplo, se a taxa de entropia é % e a sequéncia tem comprimento de 200
bits, seria preciso procurar uma média de 2% ~ 103 bits no passado para encontrar
uma correspondéncia. Embora isso nao seja viavel, o algoritmo ilustra a ideia béasica
de que combinando com o passado é assintoticamente ideal. A prova da otimizacao da
versao pratica de LZ77 com uma janela finita é baseado em ideias semelhantes. Nao

vamos apresentar os detalhes aqui, mas a prova original pode ser encontrado em [8].

4.2.3 Algoritmos de arvore-estruturada de Lempel-Ziv

No artigo de 1978, Ziv e Lempel descreveram um algoritmo que analisa uma sequén-
cia em frases, em que cada frase é a frase mais curta nao vista anteriormente. Este
algoritmo pode ser visto como a construgao de um dicionario, sob a forma de uma
arvore, onde os nos correspondem a frases ja vistas.

O algoritmo é particularmente simples de implementar e tornou-se popular como
um dos primeiros algoritmos padroes para compressao de arquivos em computadores
por causa de sua velocidade e eficiéncia. E também usado para a compressio de dados
em modems de alta velocidade.
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A sequéncia de origem é analisada dividindo-a em subsequéncias que ainda nao
haviam aparecido até entao.

Por exemplo, se a sequéncia ¢ ABBABBABBBAABABAA..., Vamos analisa-la da
seguinte maneira: A, B, BA, BB, AB, BBA, ABA, BAA ... . Na Figura 4.1 fica
claro que a maneira como a sequéncia ¢ analisada forma uma &rvore onde os nos
representam as frases formadas. Depois de cada virgula, olhamos ao longo da sequéncia
de entrada até que chegamos a sequéncia de caractéres mais curta que ainda nao tenha
sido analisada. Uma vez que esta é a mais curta ainda nao analisada, todos os seus
prefixos ja devem ter sido analisados anteriormente (Assim, podemos construir uma
arvore com essas frases). Em particular, a sequéncia que consiste de todos os caracteres.
Codificaremos esta frase dando a localizacao do prefixo e valor do ultimo simbolo da

frase. Assim, a sequéncia considerada seria representada por (0, A), (0,B), (2, A),
(2,B), (1, B), (4, A), (5, 4), (3, A),....

A
ABA
AB
BAA
BA
B BBA
BB

Figura 4.1: Arvore das frases.

Envio de um caractere descompactado em cada frase resulta em uma perda de
eficiéncia. E possivel contornar esta situacdo, considerando o caractere de extensio
(como é chamado o tltimo caractere da frase atual), como parte da proxima frase.
Esta variagao, devido & Welch [9], é a base da maioria das implementagdes préticas
de LZ78, como compressao em Unix, na compressao em modems, e nos arquivos de
imagem em formato GIF. Essa variacao ficou conhecida como LZW.

Uma das vantagens do algoritmo LZ78 em relacao ao LZ77 é que frases frequen-
tes podem ser codificadas mais eficientemente, pois no algoritmo LZ77 as frases so
permanecem no dicionario durante um tempo limitado e, normalmente, curto.

Neste algoritmo nao existem restri¢oes, a principio, quanto a distancia (em termos

temporais) a que se podem fazer referéncias a sequéncias passadas.
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Contudo, o dicionério nao pode crescer indefinidamente, por isso, é necessario algum

mecanismo que permita a eliminacao de sequéncias pouco referenciadas.

4.2.4 Otimalidade de LZ78

Consideremos agora a versao arvore-estruturada de Lempel-Ziv, onde a sequéncia
de entrada é analisada em frases, cada frase sendo a sequéncia de caracteres mais curta
que ainda nao foi vista até aquele momento.

A prova da otimalidade deste algoritmo é muito diferente da prova para LZ77, a
esséncia da prova é um argumento de contagem que mostra que o nimero de frases nao
pode ser muito grande se elas forem todas diferentes, e que a probabilidade de qualquer
sequéncia de simbolos pode ser limitada por uma fungao do nimero de frases distintas
na andlise da sequéncia.

O algoritmo descrito em 4.2.3 requer duas passagens sobre a sequéncia - na primeira
passagem, analisamos a sequéncia e calculamos ¢(n), o nimero de frases na sequéncia
analisada. Em seguida, usamos isso para decidir quantos bits [log ¢(n)] para colocarmos
os ponteiros no algoritmo. Na segunda passagem, calculamos os ponteiros e produzimos
a sequéncia de codificacao, tal como indicado acima.

O algoritmo pode ser modificado sendo necessario apenas uma passagem sobre a
sequéncia e também utilizando menos bits para os ponteiros iniciais. Essas modificacoes
nao afetam a eficiéncia assintotica do algoritmo. Alguns dos detalhes de implementacgao
sao discutidos por Welch [10] e Bell [11].

Vamos mostrar que, assim como a versao de janela deslizante de Lempel-Ziv, este
algoritmo atinge assintoticamente a taxa de entropia para a fonte ergddica. Primeiro,

definimos uma analise da sequéncia para ser uma decomposicao em frases.

Definicao 4.4. Uma andlise S de uma sequéncia bindria x1zs . ..x, € uma divisio da
sequéncia em frases, separadas por virgulas. Uma anélise distinta ¢ uma andlise de

tal forma que nao existam duas frases idénticas.

Exemplo 4.3. 0,111,1 é uma anélise distinta de 01111, mas 0,11,11 é uma anélise

que nao ¢ distinta.

O algoritmo LZ78 descrito acima da uma anélise distinta da sequéncia fonte. Sendo
¢(n) o nimero de frases na andlise LZ78 de uma sequéncia de comprimento n, entao,
¢(n) depende da sequéncia X".

A sequéncia comprimida (depois da aplica¢ao do algoritmo Lempel-Ziv) consiste de
uma lista de c¢(n) pares de nimeros, cada par consistindo de um ponteiro que aponta
para a ocorréncia anterior do prefixo da frase e o ultimo bit da frase.

Cada ponteiro requer logc(n) bits, e, por conseguinte, o comprimento total da
sequéncia comprimida é c¢(n)[log c(n) + 1] bits.

c(n)(log c(n)+1)

Vamos agora mostrar que — H(X) para uma sequéncia ergodica

estacionaria Xq, Xo,..., X,,.
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Nossa prova é baseada na prova simples de otimizacao assintotica de codificagao
LZ78 devido a Wyner e Ziv [12].

Antes de passarmos para os detalhes da prova, fornecemos um resumo das principais
ideias. O primeiro lema mostra que o niimero de frases em uma anélise distinta de uma
sequéncia ¢ menor do que n/logn, o principal argumento da prova se baseia no fato de
nao haver frases curtas distintas suficientes. Este limite é valido para qualquer anélise
distinta da sequéncia, e nao apenas a analise LZ78.

A segunda ideia-chave é um limite sobre a probabilidade de uma sequéncia com base
no numero de frases distintas. Para ilustrar isso, considere uma sequéncia de variaveis
aleatorias i.i.d. X, X», X3, X4 que pode assumir quatro valores possiveis, {A, B,C, D},
com probabilidades pa, pg, pc e pp , respectivamente. Considere agora a probabilidade
de uma sequéncia P(D, A, B,C) = pppapppc (visto que as variaveis aleatorias sao
i.i.d.). Uma vez que pa+pp+pc+pp = 1, o produto pppapppc é maximizado quando
as probabilidades sdo iguais (isto é, o valor maximo da probabilidade de uma sequéncia
de quatro simbolos distintos é de 1/256) . Por outro lado , se n6s considerarmos uma
sequéncia A, B, A, B, a probabilidade desta sequéncia é maximizada se py = pp =
%,pc = pp = 0, e a probabilidade méaxima para A, B, A, B é % . Uma sequéncia da
forma A, A, A, A, poderia ter uma probabilidade de 1. Todos estes exemplos ilustram
um ponto basico - sequéncias com um grande nimero de simbolos (ou frases) distintos
nao pode ter uma grande probabilidade. Desigualdade de Ziv (Lema 4.6) ¢ a extensao
dessa ideia ao caso Markov, onde os simbolos distintos sao as frases da analise distinta
da sequéncia de origem.

Uma vez que o comprimento de uma sequéncia descrito, apds a andalise, cresce a
medida que clogec, as sequéncias que tém poucas frases distintas podem ser compri-
midas de forma eficiente e correspondem as sequéncias que poderiam ter uma alta
probabilidade.

Por outro lado, as sequéncias que tém um grande ntimero de frases distintas nao
compactam bem, mas a probabilidade dessas sequéncias nao pode ser muito grande
pela desigualdade de Ziv.

Assim, a desigualdade de Ziv nos permite conectar o logaritmo da probabilidade
da sequéncia com o nimero de frases na sua andlise, e este é por fim utilizado para
mostrar que o algoritmo arvore-estruturada Lempel-Ziv ¢ assintoticamente 6timo.

Vamos primeiro demonstrar alguns lemas que necessitamos para a prova do teorema.
O primeiro é um limite para o nimero de frases possiveis em uma analise distinta de

uma sequéncia binaria de comprimento n.

Lema 4.4. (Lempel e Ziv [5]) O nimero de frases c¢(n) em uma andlise distinta de

uma sequéncia bindria Xy, Xo, ..., X, satisfaz

c(n) < “ (4.25)

(1—-¢€,)logn’
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log(logn) + 4

onde €, = min {1,
logn

} — 0 quando n — oo e log = log,.

Demonstracao. Seja

k
np =Y j2 = (k—1)2"" 42 (4.26)
j=1

sendo a soma dos comprimentos de todas as sequéncias distintas de comprimento infe-
rior ou igual a k. O ntmero de frases c em uma anélise distinta de uma sequéncia de
comprimento n é maximizado quando todas as frases sao tao curtas quanto possivel.

Se n = ny, isto ocorre quando as frases sao de comprimento < k, e assim

g

R, (4.27)

k
clng) <Y 2 =2 -2 <2t <
j=1

Se n, < n < nyy1, podemos escrever n = ny + A\, onde A < (k + 1)281. Em
seguida, a analise em frases mais curtas tem cada uma das frases de comprimento < k

e AN/(k+1) frases de comprimento k + 1. Assim,

N AN ne + A n

< < = .
O s T s

Agora limitamos o tamanho de k£ por um dado n. Temos n;y < n < ngyq. Entao

(4.28)

n>ng = (k—1)28 42> 2%
e, por conseguinte
k <logn. (4.29)

Além disso,
n < gy = k2" £ 2 < (k +2)2872 < (logn + 2)2812,

por (4.29), temos

k42 >log

Y

n
logn + 2
ou para todo n > 4,

kE—1>logn —log(logn +2) —3

log(1l 2
_ <1_ og(logn + )+3> log

logn
log(21
> <1 _ log(2logn) —1—3) log 1
logn
_ <1 _ log(logn) + 4) log n
logn
= (1—¢,)logn. (4.30)
log(logn) + 4

Note que €, = min {1, ] } Combinando (4.30) com (4.28), provamos
ogn

o lema. O
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Vamos precisar da propriedade de entropia méaxima para a prova do teorema prin-
cipal.
Para o proximo resultado, considere o seguinte problema: maximizar a entropia

h(f) ao longo de todas as densidades de probabilidade f satisfazendo

1. f(z) >0, com igualdade fora do conjunto suporte S

2. [ flx)dz =

SfS z)dr = oy para 1 <i < m.

Assim, f é uma densidade no conjunto suporte S satisfazendo certas condicoes
a1, 2y ey Oy

Seja f*(z) = fa(z) = Mt im A i@ € S em que Ao, ..., A\ sdo escolhidos de
modo que f* satisfaca 1,2 e 3.

Teorema 4.5. (Distribuicao de mdzima entropia) Nas condi¢oes acima f* mazimiza
exclusivamente h(f) sobre todas as densidades de probabilidade f satisfazendo as con-
digoes 1,2,3.

Demonstragao. Vide pagina 410, de |7].

Lema 4.5. Se Z ¢é uma varidvel aleatéria nao negativa de valores inteiros com média

w. Entao a entropia H(Z) é limitada por

H(Z) < (p+1)log(p+ 1) — plog p.

Demonstracao. O lema segue diretamente a partir dos resultados do Teorema 4.5, que
mostram que a distribuicao geométrica maximiza a entropia de uma variavel aleatoria

nao negativa de valores inteiros sujeita a uma média constante. O]

Seja { X;}2

bilidade P(z1,xs,...,x,). Para um inteiro k fixado, definimos a aproximagao Markov

um processo estacionério e ergodico com funcao densidade de proba-

1=—00

de k-ésima ordem para P como

n
A
Qre(T_(k—1y; - L0, T1,...,Tp) = P HP T ]:z: ),
Jj=1
de # £ (2;, z; ), i< j tado inicial 2° ,_, é parte d ificacd
onde =] = (x;, Tit1,...,x;), i < j, e o estado inicia 2% ;,_1) € parte das especificagoes

n—1\ 4 : . 1e
de Q. Como P(X,, | X]7,) é em si um processo ergodico, temos

1 j—1
——log Qx(X1, Xa, .., Xo | X0 0y ———ZlogPX | X77)
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— —E[log P(X; | X]7,)]
= H(X; | X]7p).

Teremos limitado a taxa do codigo LZ78 pela taxa de entropia da aproximacao
Markov de k-ésima ordem para todo k.

A taxa de entropia da aproximagao Markov H (X | X ;:,1 ) converge para a taxa de
entropia do processo quando k — 00, e isto prova o resultado.

Suponhamos que Xf(k_l) = xﬁ(k_l), e também que z7 seja analisado em c frases
distintas, y1,y2, . . ., Ye.

Seja v; o indice do inicio da i-ésima frase (isto é, y; = xﬁfl_l).

Para cada i = 1,2,...,c, definimos s; = xZ:,lg Assim, s; representa os k bits de x
precedentes de y;, veja que, 51 = x(i(kfl).

Seja c;s o nimero de frases y; com comprimento [ e precedente s; = sparal =1,2,...

e s € X*. Entdo,
Y ai=c (4.31)

l,s

Z log=n (4.32)
l,s

Mostraremos agora um surpreendente limitante superior para a probabilidade de

uma sequéncia baseada na analise da sequéncia, a saber

Lema 4.6. (Desigualdade de Ziv) Para qualquer andlise distinta (em particular, a

andlise LZ78) da sequéncia x5 . .. T,, temos

long(xlaajZa' -y I | 31) S _chs 1Ogcls-
l,s

Note que o lado direito da desigualdade nao depende de Q).

Demonstracao. Temos

Qk($1,332, vy Ty | 51) = Qk(y1,927 < Ye | 51)

- HP(yZ | 5:)
i=1
ou

log Qk(z1, 22, ..., 20 | $1) = ZlogP(yZ- | 5:)
=1

=D > logPuils)

ls di|y;|=l,s,=s

:chs Z ilogP(yi | 5i)
l,s

. ls
, iy |=l,si=s
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C
i:lyilzlvsi:S ls

< chs log Z ip(yi | si) |
l,s

onde a desigualdade segue a desigualdade de Jensen e da concavidade do algoritmo.

Agora, ja que as y; sao distintas, nos temos Zirlyi P(y; | s;) < 1. Assim,

|=l,s,=s
1

10ng($1,$2, <oy T | 51) < chs log o
Is ls

provando assim o lema. O
Agora podemos provar o teorema principal sobre a otimalidade de LZ78.

Teorema 4.6. Seja {X,,} um processo estaciondrio ergddico bindrio com taza de en-
tropia H(X), e seja c(n) o nimero de frases de uma andlise distinta de uma amostra
de tamanho n a partir deste processo. Entao

c(n)logc(n)

lim sup
n—oo

< H(X)
com probabilidade 1.

Demonstracao. Comecamos com a desigualdade de Ziv, que reescrevemos como

CisC

log Qp(x1, 22, ..., @ | 51) < _ZZCZS log c

Cls

= —clogc—c E G log —=.
c c
ls

Escrevendo m, = =, temos

n
§ s = 17 E l7rls =

C
l,s l,s

de (4.31) e (4.32).

Vamos agora definir as variaveis aleatorias U, V' tais que
Pr(U=1V =s)=ms.

Assim, E(U) =" e

log Qr(z1, T2, ..., 2n | 51) < cH(U,V) —cloge

ou
1
——log Qr(x1,z2, ..., 2y | $1) > Elogc— EH(U, V).
n n n
Agora

H(U,V) < H(U) + H(V)
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e H(V) <log| X | = k. Pelo Lema 4.5, temos
HU) < (E(U) +1)1og(E(U) + 1) — (E(U)) log(E(U))
= <E—I—1> log <2+1> — ElogE
c c c c
—log L+ <E+1>log<£+l>.
c c n
Assim,
EH(U7 V) < Skt logﬁ + o(1).
n n n c
Para um dado n, o maximo de <log % ¢ alcancado para o valor maximo de ¢ (para
<1). Mas do Lema 4.4, ¢ < %~(1 4+ o(1)). Assim,

logn

log 1
Slogl <0 REREL).
n c logn

<
n

e, portanto £H(U,V) — 0 visto que n — oco. Por consequéncia,

c(n)logc(n 1

dmloactn) o Lyog Quwn,n,. . | 32) + (),
n n

onde ¢(n) — 0 enquanto n — oo.

Portanto com probabilidade 1,

lim sup

n—o00 n—00

1 1
M < lim ——1Ong(X17X27--'7Xn | Xg(k—l))
n n

:H(XO ‘ X*l?"'aka)

Mas H(Xo | X_1,...,X_x) — H(X), quando k — oc.
1

Portanto, lim sup cln)log e(n) < H(X) O
n

n—oo

No proximo resultado provamos que a codificagao LZ78 é assintoticamente ideal.

Teorema 4.7. Se {X;}>*_ € um processo estocdstico ergddico estaciondrio bindrio e
(X1, X2, ..., X,) €0 comprimento da palavra cédigo de LZ78 associado com X1, Xa, ..., X,.

Entao 1
limsup —1( Xy, Xo, ..., X,) < H(X) com probabilidade 1,
n

n—oo

em que H(X) € a taza de entropia do processo.

Demonstragao. Mostramos que o [(X1, Xo, ..., X,,) = c¢(n)(logc(n) + 1), onde ¢(n) é o
numero de frases na andlise LZ78 da sequéncia X1, Xs,..., X,,.
Pelo Lema 4.4, limsup ¢(n)/n = 0, e, assim, o Teorema 4.6 estabelece que

c(n)log c(n) c(n))
_l’_

n n

(X1, X, ..., X3)

lim sup = lim sup (

< H(X), com probabilidade 1.
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Assim, o comprimento por simbolo fonte da codificacao LZ78 de uma fonte ergodica
é assintoticamente nao maior do que a taxa de entropia da fonte.

Existem algumas caracteristicas interessantes da prova da otimizacao de LZ78, por
exemplo, os limites sobre o niimero de frases distintas e a desigualdade de Ziv se aplicam
a qualquer andlise distinta da sequéncia de caracteres, e nao apenas a versao de analise
usada no algoritmo. A prova pode ser estendida em muitas formas com variagoes sobre
o algoritmo de andlise. Desigualdade de Ziv (Lema 4.6) permanece particularmente
intrigante, uma vez que se relaciona a probabilidade de um lado, com uma funcao
puramente deterministica da andlise de uma sequéncia de outro.

Os codigos Lempel-Ziv sdo exemplos simples de um c6digo universal (isto é, um
codigo que ndo depende da distribui¢do da fonte). Este codigo pode ser usado, sem o
conhecimento da distribui¢ao da fonte e ainda alcancard uma compressao assintotica-

mente igual a taxa de entropia da fonte.
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