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Resumo

O presente trabalho apresenta uma pesquisa de mestrado em Matematica Apli-
cada e Computacional, onde sdo apresentados os tépicos de estabilidade estocéstica
via fung¢oes de Lyapunov e uma aplicagao inicial tedrica estudada, em crescimento
populacional, com uso de simula¢des numéricas com programacao em linguagem Python
para gerar graficos e melhor entender o comportamento do modelo estudado. Para isso,
primeiramente sao apresentados os conceitos de estabilidade via fungao de Lyapunov
em sistemas deterministicos, contendo Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOS), os
quais foram necessarios para um melhor embasamento do caso estocastico. Assim, sdo
apresentados nogoes basicas de probabilidade e processos estocdsticos, conceitos de
integragao estocastica (contendo integral de It6 e integral de Wiener), formula de 1t6,
e Equagoes Diferenciais Estocésticas (EDES), para entéo ser abordado a estabilidade
estocdstica via func¢des de Lyapunov e a aplicacao inicial apresentada. Ademais, é
apresentado o estudo de estabilidade estocastica em modelagem epidemiolédgica, uti-
lizando modelos SIR estocésticos, a partir dos quais ¢ apresentado, como uma das
contribuigoes deste trabalho, a demonstracao de uma proposicao que garante a es-
tabilidade do sistema, sob certas condicoes. E apresentado simula¢des numeéricas em
linguagem Python, com uso do método de Milstein, de modo a verificar através dos
graficos, as condigoes de estabilidades demonstradas analiticamente. Além disso, pode
ser considerada uma segunda contribuicao deste trabalho, a estimagao de parametros
do modelo SIRD Estocastico, com os dados reais do inicio da pandemia de Covid-19 na
cidade de Bauru e Rio Claro, de modo a permitir a se fazer previsdes do ntimero de
infectados, comparando os modelos SIRD Deterministico e Estocastico. Dessa forma,
foi possivel mostrar que o modelo estocastico pode trazer melhores resultados e ser mais
assertivo em previsoes epidemioldgicas. Ademais, sao apresentados nos Apéndices todos
os codigos, em linguagem Python, das simulagoes numéricas apresentadas ao longo do
trabalho, de modo que o leitor possa acessa-los na plataforma Google Colab, com a
possibilidade de modifica-los, estendé-los ou adapté-los, segundo suas necessidades em
pesquisas futuras.

Palavras-Chave: Equagoes Diferenciais Estocasticas, Fstabilidade, Método de Lyapunov,
Modelo SIR, Covid-19.



Abstract

This work presents a master’s degree research in Applied and Computational
Mathematics, that the topics of stochastic stability via Lyapunov functions are presented
and an initial theoretical application studied, in population growth, in the use of
numerical simulations with Python programming language to generate graphs and
better to understand the behavior of the studied model. For that, firstly, the concepts of
stability via the Lyapunov function in deterministic systems are presented, containing
Ordinary Differential Equations (ODEs), which were necessary for a better basis of
the stochastic case. Posteriorly, basic notions of probability and Stochastic Processes,
concepts of Stochastic Integration (containing It6 integral and Wiener integral), 1t6
formula, and Stochastic Differential Equations (SDEs) are presented, and stochastic
stability is then addressed via Lyapunov functions and the initial application presented.
In addition, the study of stochastic stability in epidemiological modeling is presented,
using stochastic SIR models, from which, as one of the contributions of this work, the
demonstration of a proposition that guarantees the stability of the system under certain
conditions. Numerical simulations in Python language, using the Milstein method,
in order to verify, through graphs, the analytically demonstrated stability conditions.
Besides, a second contribution of this work can be considered, that the parameter
estimation of the Stochastic SIRD model was carried out, with real data from the
beginning of the Covid-19 pandemic in the cities Bauru and Rio Claro, in order to allow
for vary the number of infected people, comparing the Deterministic and Stochastic
SIRD models. In this way, it was possible to show that the stochastic model can bring
better results and be more accurate in epidemiological predictions. Furthermore, all the
codes, in Python language, of the numerical simulations showed throughout the work
are presented in the Appendices, so that the reader can access them on the Google
Colab platform, with the possibility of modifying, extending or adapting them according
to your needs in future research.

Keywords: Stochastic Differential Equations, Stability, Lyapunov Method, SIR model,
Covid-19.
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Introducao

O Calculo Estocastico, area de nosso estudo na presente pesquisa, tem apre-
sentado uma demanda crescente pelo estudo de ferramentas e métodos nas ultimas
décadas. De uma perspectiva aplicada, o Calculo Estocéastico pode ser descrito vaga-
mente como um campo da Matematica, que se preocupa com o calculo infinitesimal em
fungoes nao diferenciaveis, ligados a um espago de probabilidade. A necessidade desse
célculo vem da necessidade de incluir fatores imprevisiveis na modelagem. E aqui que
entra a probabilidade e o resultado é um calculo para fungoes aleatorias ou processos
estocasticos.

Uma das integrais estocésticas mais utilizadas é a de integral de It6, introduzida
em 1944 pelo matemaético japonés Kiyoshi It6 (1915-2008), a qual foi originalmente mo-
tivada por uma construcao de processos de difusao. Equagoes Diferenciais Estocasticas
(EDESs) sao tteis para modelagem de problemas de engenharia, biologia e economia, nos
quais uma incerteza significativa esta presente decorrente de parametros desconhecidos
ou ruidos propostos pelo ambiente. Como em geral nao é possivel explicitar as solugoes
das [EDES], é de grande interesse poder caracterizar, pelo menos qualitativamente, o
comportamento das solugoes. Algumas perguntas naturais e interessantes sao se existe
uma solugao unica e definida para sempre; se é possivel determinar a probabilidade da
solucao alcancar determinadas regidoes num determinado tempo especifico; se a solucao
é limitada em um sentido estocéstico adequado (se temos probabilidade igual a um, de
as trajetérias da solugdo estocdstica estarem abaixo de uma constante); se a solugao é
estavel em um sentido estocdstico adequado (se temos probabilidade igual a um, de as
trajetérias da solugao estocastica estarem em uma certa vizinhanga de um ponto). E

responder a essas questoes, na maioria dos casos, é mais interessante do que obter a
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prépria solucao exata, sobretudo no caso estocastico em que a solucao é composta por
variaveis aleatérias indexadas pelo tempo.

Quando falamos sobre o controle de algum sistema, estamos falando indireta-
mente sobre sua estabilidade. O objetivo do estudo da estabilidade de um sistema
é analisar sob quais condi¢oes um processo sera estavel. O primeiro trabalho teérico
sobre a estabilidade de um problema surgiu com o matematico e fisico russo Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), que em 1892 introduziu o conceito de estabilidade
de um Sistema Dinamico, através da funcao de Lyapunov, sendo esta uma fungao que
nos da caracteristicas sobre a energia potencial do sistema.

A analise da estabilidade de um Sistema Dinémico é feita sem se resolver as
equacgoes diferenciais. A ideia basica do método direto de Lyapunov é uma extensao
matematica de uma observagao fisica (Primeira Lei da Termodindmica): Se a energia
potencial de um Sistema Dinamico decresce em um processo dissipativo continuo, entao
o sistema (linear ou nao linear) deve atingir o ponto de equilibrio. Assim, pode-se
concluir sobre a estabilidade do sistema examinando-se a variacdo de uma tnica funcao
escalar.

Dessa forma, temos que da teoria da Mecanica Cléssica sabe-se que um sistema
¢ estavel se sua energia potencial (uma fungao positiva) for continuamente decrescente
(derivada em relagao ao tempo negativa) até que um ponto de equilibrio seja alcangado. A
analise dos pontos de equilibrio de uma equagao diferencial ¢ muitas vezes extremamente
importante para ajudar no entendimento global do comportamento das trajetorias no
espaco de fase. No caso de equagoes diferenciais definidas por campos de vetores
nao-lineares, o comportamento das solugoes da equacao diferencial em torno de uma
singularidade pode exibir uma riqueza dinamica muito maior do que no caso de campos

lineares.

O presente trabalho apresenta a seguinte organizacao:
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« Capitulo [I} apresentamos as Preliminares de Conceitos Estocasticos, contendo
nogoes basicas de Probabilidade e Processos Estocasticos, onde abordamos os
conceitos de probabilidade de base axiomatica, segundo Kolmogorov, que baseiam
nosso trabalho, bem como no¢oes do Processo Estocastico de tempo continuo que
trabalharemos, o Movimento Browniano. Ademais, apresentamos uma revisao de
conceitos sobre Integrais Estocéasticas, Formula de 1t6 e Equagoes Diferenciais
Estocésticas (EDES). De posse de tais conceitos serd possivel, na na Se¢ao do
préximo capitulo, apresentar o tema principal de nossa pesquisa, a Estabilidade

Estocastica.

« Capitulo [2} sdo apresentadas, primeiramente, as ideias iniciais de estabilidade e
conceitos de estabilidade via fungdes de Lyapunov envolvendo Equacoes Diferen-
ciais Ordindrias (EDQOg), isto é, no caso deterministico. Apés essa base inicial de
estabilidade em sistemas deterministicos, é apresentada a estabilidade via fungoes
de Lyapunov para o caso estocastico, com o uso de [EDES Ainda nesse capitulo
apresentaremos uma aplicagao inicial utilizando a teoria estudada, em crescimento
populacional, verificando a estabilidade, com uso de simulagoes numéricas com
método de Euler-Maruyama, em linguagem Python, para gerar graficos e melhor

entender o comportamento dos modelos analisados.

« Capitulo[3} apresentamos o cerne de nosso trabalho, uma aplicagao em estabilidade,
com a analise de um Modelo Epidemiolégico Suscetiveis-Infectados-Removidos
(SIR]) Estocdstico, comprovando analiticamente, por meio da demonstra¢ao de
uma proposicao, para quais condigoes o sistema tera estabilidade. Apresentamos
ainda neste capitulo, simula¢ées numéricas, a partir de linguagem em Python,

gerando graficos que verificam os resultados de estabilidade apresentados.

« Capitulo [} para tornar o estudo com modelos epidemiolégicos mais real, saindo
de modelos tedricos com parametros abstratos, realizamos a estimativa dos para-
metros através da andlise dos dados da cidade de Bauru, estado de Sao Paulo,
no periodo inicial da pandemia de Covid-19, para um Modelo Epidemiologico
Suscetiveis-Infectados-Recuperados-Mortos (SIRD]), apresentando previsoes nos
modelos deterministicos e estocdsticos, comparando com os dados reais de infecta-

dos.
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« Capitulo [p} apresentamos uma verificagao da estabilidade do modelo traba-
lhado no Capitulo [3], todavia utilizando o modelo com os parametros estimados
com os dados reais da pandemia de Covid-19 para a cidade de Bauru, estado
de Sao Paulo. Foram gerados graficos, a partir de simula¢gbes numéricas com
programagao em Python, de modo a verificar a partir do modelo com parametros

estimados, os resultados de estabilidade provados analiticamente no Capitulo [3]

o Por fim, tecemos as consideragoes finais do trabalho, abordando possiveis trabalhos

futuros.

» Nos Apéndices [A] ao [K] apresentamos todos os codigos utilizados, em linguagem
Python, bem como os links para acesso ao ambiente Google Colab, para que o
leitor possa ter acesso a todos os resultados que alcancamos e, se desejar, possa
prosseguir em futuras pesquisas aperfeicoando os cddigos ou aplicando a outras

doengas.

Objetivos:

O objetivo de nosso estudo é a analise, do ponto de vista qualitativo, buscando
entender qual o comportamento de um sistema, deterministico e estocastico, sem precisar
encontrar sua solucao. Visamos trabalhar com modelos estocasticos, adicionando ruido
em modelos deterministicos, compostos por [EDQd|, gerando as[EDES, de modo a estudar
a estabilidade destas a partir do Método de Lyapunov. Ademais, com a utilizacao de
dados reais para a estimagao dos parametros de modelos epidemioldgicos estocasticos,
buscou-se verificar que tais modelos podem se apresentar como uma melhor opcao,
comparado aos deterministicos, apresentando melhores resultados em previsoes em

modelos epidemiologicos.

21



Contribuicoes:

Ressalta-se ainda, que podemos considerar como contribuigdes em nosso trabalho:

o A Demonstragdo da Proposi¢ao [d com detalhamento de todos os célculos e
passos da prova, referente a estabilidade via funcao de Lyapunov em sistemas [SIR!

Estocésticos, apresentado no Capitulo [3]

o A estimacao de parametros do modelo [SIRDI| Estocastico, com os dados de Bauru
(e Rio Claro), para o inicio da pandemia de Covid-19, apresentada no Capitulo [4]
(e no Apéndice , comparando as previsoes do modelo SIRD Estocéstico e

Deterministico com dados reais.

o A disponibilizacao, nos Apéndices, de todos os codigos em Python utilizados,
incluindo acesso ao ambiente da plataforma Google Colab, permitindo que o leitor

tenha pleno acesso ao contetido apresentado.
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CAPITULO

1

Preliminares de Calculo Estocastico

Neste capitulo, apresentamos uma revisao sobre conceitos do Calculo Estocés-
tico, iniciando por conceitos introdutérios da teoria de probabilidade e de processos
estocasticos, segundo [Ruffino (2009)), Evans (2013)), Klebaner| (2005) e |Oksendal (2003)).
Ressaltamos que o presente capitulo, de forma alguma visa ser uma revisao ampla
destes temas, mas apenas uma breve introducao de alguns conceitos, com o intuito de

apontar a notacao utilizada em nosso trabalho.

1.1 Uma introducao a teoria de probabilidade

E conhecido da literatura que uma medida em conjuntos € é uma funcdo que
atribui um ntmero real ndo-negativo para um subconjunto de §2. Em particular, probabi-
lidade é uma medida que assume valores em [0, 1] em subconjuntos de € que chamamos
de eventos e definiremos a seguir. Aqui, €2 denota o espaco amostral; entendemos por
um experimento qualquer processo que permite ao pesquisador realizar observagoes e
na realizagdo de um experimento, temos o espaco amostral como o conjunto de todos

os resultados possiveis.
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Uma maneira de definir probabilidade é o da frequéncia relativa, ou seja, podemos
definir P(A) como o limite da frequéncia relativa da ocorréncia de A em n repetigoes

independentes do experimento, com n tendendo ao infinito, i.e.

1
P(A) = lim — x {nimero de ocorréncias de A em n “ensaios” independentes} .
n—oo n,

A definicao de probabilidade apresentada acima, chamada de “frequentista” ou
“estatistica” de probabilidade, baseada na experiéncia da estabilidade da frequéncia
relativa de ocorréncia de eventos, quando realizados com muitas repeticoes do expe-
rimento, nao é a Unica para definir probabilidade. Em nosso trabalho, seguiremos
uma definicdo axiomética para probabilidade, introduzida pelo matematico soviético
Andrei Kolmogorov, a qual conseguiu proporcionar a teoria da probabilidade uma base
matematica robusta.

Dessa forma, apresentamos a seguir defini¢oes formais de Espaco Amostral,
Eventos, Algebra de Eventos e o—algebra, para entdo apresentar os conceitos de

probabilidade, segundo Kolmogorov.

Defini¢ao 1 (Espaco Amostral e Eventos).

Seja Q um espago amostral de um experimento, temos definido como evento todo conjunto
A, de forma que A C Q2. Temos € sendo o evento certo e & o evento impossivel. Se w
¢ um resultado, de forma que w € Q, o evento {w} é chamado de evento simples (ou

elementar).

Definigao 2 (Algebra de Eventos).
Seja €2 o conjunto referente ao espagco amostral, uma classe de eventos aleatorios,
denotada por §, subconjunto de €2, chama-se dlgebra se:

1.Q€e€F,ed€5,

2. Um subconjunto A € §, se e somente se, seu complementar A® € §;

3. Se AcFeBeF, entio AUB € 3.
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E fcil ver que § é uma &lgebra de eventos e vale a seguinte propriedade: V n € N

e para toda sequéncia de subconjuntos A;, As, ..., A, € §, temos

UAZGS e ﬂAZES
=1 =1

Definicao 3 (o-dlgebra).
A classe de eventos aleatorios § serd chamada de o-dlgebra se o item 3 da Definicdo
anterior valer para toda sequéncia infinita enumerdvel de elementos em §, ou seja:

Se A, €§ paran =1, 2, 3, ... entdo

U A, €5
n=1

Observagao 1. Uma o-dlgebra é sempre uma dlgebra, pois a Defini¢cdo @ (item 3) é

consequéncia da Definigdo [,

Definigao 4 (Espago mensuravel).
O par ordenado (€2,§) chama-se um espago mensurdvel, e dizemos que um subconjunto

A C Q € mensurdvel (ou §-mensurdvel, quando for preciso enfatizar a o-dlgebra), se

Aeg.

Defini¢ao 5 (Medida sobre espago mensuravel).
Uma medida p sobre um espago mensurdvel (2, §) € uma funcio p: §F — Rxg tal que:
1. pu(0) = 0;
2. (0-aditiva), Se (Ey),~, € uma sequéncia de subconjuntos disjuntos §-mensurdveis
entdo pn (UpZy En) = 2500, 1 (Ehn).
A medida p € dita finita em Q se p(Q) < oco.

Defini¢ao 6 (Medida de probabilidade).
Dada a Definig¢io (3, estamos particularmente interessados naquelas medidas finitas p
onde a medida do espago todo u(2) = 1. Neste caso chamamos p de uma medida de

probabilidade, ou simplesmente uma probabilidade no espago mensurdvel (£2,F).
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Defini¢ao 7 (Espaco de Probabilidade).

Um espago de probabilidade é uma tripla (2, §,P), onde temos:
1. Q um conjunto ndo vazio;
2. § ¢ uma o-dlgebra de subconjuntos de €);

3. P € uma probabilidade em §.

Veremos a seguir, a definicdo de probabilidade condicional.

Definigao 8. (Probabilidade condicional): Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade.
Se Be€ g, eP(B) >0, a probabilidade condicional de A dado B € definida por:

P (AN B)

P(AIB) = 557

Aeg.

Definicao 9. (Eventos Independentes): Seja (2, §,P) um espago de probabilidade. Os

eventos aleatorios A e B sdo independentes se:
P(ANB)=P(A)-P(B).

Observagao 2. Neste caso, temos P (A|B)=P(A), pois se eventos independentes,

temos:
PUIE) =g = pg = PA)

ou seja, se A e B sdo independentes, o fato de B ter ocorrido, nao altera a probabilidade

de A.

Apresentaremos, a seguir, o conceito de fun¢ées mensuraveis e variavel aleatéria,
importante topico para posteriormente apresentarmos processos estocasticos.

Dados dois espacos mensuraveis (X,§) e (Y,®), dizemos que uma fungao
f:(X,F) — (Y,8) é mensuravel se ela preservar a estrutura de mensurabilidade no
sentido de imagens inversas de subconjuntos mensuraveis em Y sao subconjuntos
mensuraveis em X.

Em teoria de probabilidade, fun¢des mensuraveis recebem o nome especial de

variaveis aleatorias.
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1.1.1 Variaveis aleatérias
Podemos enunciar uma variavel aleatéria (v.a.), informalmente, como um carac-

teristico numérico do resultado de um experimento, como no exemplo a seguir.

Exemplo 1. Langar uma moeda n vezes e observar a sequéncia de Caras (denotadas

por C) ou Coroas (denotadas por K ) obtidas. Os resultados possiveis sdo:

Q={(w,wg,...,wy) :w;=CouK; i=1,2,...n}.

Ou seja, o nimero observado de Caras nos n langamentos é um caracteristico
numérico da sequéncia de Caras e Coroas. E se definirmos X = “ntmero de Caras

observadas”, vemos que o valor de X depende do resultado do experimento e podemos

definir:

X (w) = ntmero de C em w = (wy,wa, ..., wy) = #{i:w; = C, 1 <i < n}.

Podemos entender uma variavel aleatoria como uma funcao do espago amostral
2 em R a qual é possivel calcular as probabilidades de ocorréncias de seus valores.

Assim, temos a seguinte defini¢cao formal de variavel aleatoria:

Definicao 10 (Variavel Aleatoria).
Uma varidvel aleatoria X em um espago de probabilidade (0, §,P) é uma fung¢io X :

Q — R, tal que [X < z] €F, Yz € R.

Teorema 1. X ¢ uma variavel aleatoria em (§2,F) se, e somente se, for uma fungdo

simples ou um limite de funcoes simples.

A Demonstragao deste teorema pode ser vista em Klebaner (2005) p.30.

1.1.2 Esperanca e distribuicao gaussiana

Nesse momento, introduzimos o conceito de Esperanga (média de uma v.a.).

e distribuigdo gaussiana. Novamente, seja X uma varidvel aleatéria em (Q,F,P). A



1. Preliminares de Calculo Estocdstico 28

esperanca de X é definida por

E(X) = /QX(w)dIP’(w).

Além disso, temos a definicao da varidncia da v.a. X, que é uma medida de

dispersao e é dada por
V(X) = /Q X () — E(X)[2dP(w).

A variancia satisfaz as seguintes propriedades:
1. V(aX +b) =a?V(X); onde a,bsdo constantes reais.
2. V(X)=E(X?) — (E(X))>

Seja X uma varidvel aleatdria no espago de probabilidade (€2, §,P). A fungao de
distribuigao de X é a funcdo Fx : R — [0, 1] definida por

Fy(a) = Plw; X (@) < ).
Além disso, se tivermos

d

- Fx(a) = pla),

entao dizemos que p(x) é a fungdo densidade de probabilidade de uma v.a X qualquer.
E importante observar a seguinte relacio entre funcdo de distribuicdo, probabili-

dade e funcao de densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X

Fy(z) = P(X < 2) = /{ oy (B) = / p(u)du.

A funcao de densidade de probabilidade p(z) tem as seguintes propriedades:
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Diz-se que uma variavel aleatoria X tem distribui¢do normal se sua funcao

densidade de probabilidade for dada por

1 2 2

_ —(z—)2/(20?)
)= e .

p(x) = 7=

com os parametros constantes e o > 0.

A média e a varidncia sao dadas por

E[X] =p, Var[X]=o%

Se X tem uma distribui¢do normal com média p e varidncia o, escrevemos

X ~ N (p,0%).
A seguir, temos o resultado conhecido como desigualdade de Markov:
Se X é uma variavel aleatoria com X > 0 e a > 0, entao

E(X)

P(X >a) <
a

(1.1)

Por exemplo, a desigualdade de Markov nos diz que, desde que X nao assuma
valores negativos, a probabilidade de X ser duas vezes maior que seu valor esperado é

de no mdximo 1

5, 0 que podemos ver definindo a = 2E(X).

1.2 Uma introducao aos processos estocasticos

De modo geral, processos estocasticos podem ser apresentados como uma cole¢ao
de variaveis aleatorias que sao utilizadas para estudar a evolucao de fenémenos que sao
observados ao longo do tempo, seguindo a ideia que dado uma condicao inicial, ainda
temos diversas trajetérias possiveis para a evolugao do sistema.

Temos que qualquer sequéncia de variavel aleatoria é mensuravel, porém o caso
mais interessante e utilizado é quando temos uma sequéncia crescente de informagoes
chamadas de filtracao.

Devido a esta evolucao temporal das varidveis aleatorias, uma filtracao é usada
para modelar esse fluxo de informagoes, isto é, conforme o tempo passa, um observador

consegue saber mais detalhes sobre os acontecimentos, ou seja, particoes mais “finas” de
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Q2. Por exemplo, seja §; C H; , onde §; e H; sao duas filtragdes dadas que representam
o conhecimento que dois observadores podem adquirir até o tempo t. Dessa maneira, o
observador H; possui mais informacoes.

Mais precisamente, uma filtracao F é uma colecao de o-dlgebras de eventos §,,,

com

FZ{SO)SI)"'?‘S’R7"'7§T}; Onde SnCSn—‘rl)

sendo utilizada para modelar um fluxo de informacgoes, obtidas com o decorrer dos
experimentos. Em geral, se toma §o = {0, 2}, ou seja, no instante n = 0 nao temos
nenhuma informacao. Com o passar do tempo, obtemos informagoes mais detalhadas.

A seguir, apresentamos defini¢oes formais de Filtragao, Processo Adaptado e

Processo Estocéstico.

Definic¢ao 11 (Filtragao).
Uma familia de sub-o-dlgebras (St)tzo C § € chamada de filtracdo no espago mensurdvel
(Q,§) se for crescente no sentido de Fs C §; quando 0 < s < t. Quando necessdrio

enfatizar, denotamos o espago de probabilidade filtrado por (2, §, &, P).

Definigao 12 (Processo Adaptado).
Um processo X ¢é dito adaptado a uma filtracao (St)tZO se X; for §i-mensurdvel para

todo t > 0.

Defini¢ao 13 (Processo Estocastico).
Um processo estocdstico adaptado a filtragio F = {§1,...,8r} € uma sequéncia de
varidveis aleatorias X, tal que cada X, é uma varidvel aleatoria com relagio da (€2, §n)

para cadan=1,2,3,...,T.

Exemplo 2. Considere o exemplo do lancamento de uma moeda ndo viciada, para n =
1,2. Entio Q = {w; = (C,C),wy = (C,K),ws = (K,C),ws = (K, K)}.

Tome A = {wi,ws}, 0 qual representa o evento em que no tempo n = 1 o
resultado obtido foi cara. Assim, Fi = {0,Q, A, A°} e tome Fy = 2. Considere as

sequintes funcoes em ) :
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e X(w)=X(w2)=15¢e X (w3) = X (wy) = 5.

X € uma varidavel aleatoria em Fy, ja que {w: X(w) =15} ={wi,wa} = A€ F

e{w: X(w) =5} ={ws,wy} = A° € F}.

e YV(wy)=15Y (we) =75,Y (w3) =75, e Y (wy4) = 5.

Y ndo é uma varidvel aleatoria em Fy, pois {w : Y(w) = 75} = {we,ws} ¢ F1.

Por outro lado, é claro que Y é uma varidvel aleatoria em F,.

Temos que a sequéncia {X, Y} é um processo estocdastico adaptado a filtra¢ao

F = {F, Fy}.

Muitas vezes queremos fazer previsdes com o que vai ocorrer num determinado
tempo futuro, e por isso é interessante trabalhar com uma sequéncia infinita de variaveis
aleatérias. Podemos destacar duas classes de processos mais estudados: processos
estocdsticos com tempo discreto (enumeravel como apresentado na Defini¢ao e
processos estocasticos com tempo continuo, por exemplo, o Movimento Browniano que
discutiremos na préxima secao, sendo esse o principal processo utilizado no calculo
estocastico de processos continuos, gerando fungoes de variacao quadratica positiva.
Além dos casos de processos discretos e continuos, podemos citar como exemplos o
Movimento Browniano Fracionério (que estd no limiar da continuidade), os Processos
de Lévy e Fungoes Cadlag (continuas a esquerda e que existem limites a direita). Mais
detalhes sobre esses processos, que nao podem ser classificados como discretos ou
continuos, podem ser vistos em Ruffino (2009).

No caso em que o tempo ¢é continuo, a ideia é que ¢ > 0 serd interpretado como
tempo e o conjunto de indices T serd tomado como um intervalo de tempo da forma
(=00, +00), [0, +00) ou [a, f]. Sendo assim, um processo estocastico continuo é indicado

por X;.

1.2.1 Movimento Browniano

Robert Brown, botanico e fisico escocés, descreveu o movimento de uma particula
de pélen suspensa em um fluido em 1828. Foi observado que uma particula se movia de
maneira irregular e aleatoria. Albert Einstein, em 1905, argumentou que o movimento

se deve ao bombardeio da particula pelas moléculas do fluido, desse modo, ele obteve
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as equacoes para o Movimento Browniano. Em 1900, Louis Bachelier, matematico
francés, usou o Movimento Browniano como modelo para o movimento dos pregos das
agoes em sua teoria matematica da especulagao. A base matemaética para o Movimento
Browniano como um processo estocastico foi feita por Norbert Wiener, matematico
norte-americano, em 1931, e esse processo também é chamado de processo de Wiener, e
denotada por diversos autores por W;, sendo o processo equivalente a nossa notagao
adotada B;.

Na pratica, normalmente observamos apenas uma unica realizacao desse processo,
um unico caminho, dentre uma infinidade de caminhos possiveis. Qualquer caminho é
uma funcao aleatéria de ¢t no intervalo [0, T]. Para descrever a distribuigdao e poder fazer
calculos de probabilidade sobre o futuro incerto, é preciso conhecer as distribuicoes de
dimensoes finitas. Assim, precisamos especificar como calcular probabilidades da forma

P(B(t) < b) para qualquer momento t, isto é, as probabilidades na forma

]P(B(tl) S bl,B(tg) S bg, c B(tn> S bn),

para qualquer escolha de pontos no tempo 0 <ty <ty---<t, <T, e qualquer n > 1,
com by, ---b, € R.

O Movimento Browniano B(t) serve como modelo bésico para a acumulagao do
efeito de ruido branco. O ruido branco é um dos principais processos estocasticos encon-
trados na natureza, que possui propriedades parecidas com o Movimento Browniano.
Esse termo é mais utilizado, por exemplo, na fisica e na engenharia. Se B(t) denota
a posicao de uma particula no tempo ¢, entdo o deslocamento B(t) — B(0) é o efeito
puramente aleatério do ruido ao longo do tempo t. Apresentaremos a seguir, a defini¢ao

do Movimento Browniano.

O Movimento Browniano 1-dimensional B; é um processo estocastico continuo

com as seguintes propriedades:

 (Independéncia de incrementos) B(t) — B(s), para t > s, ¢ independente do
passado, ou seja, de By, 0 < u < s, ou de §; (informagao). A o- dlgebra é gerada

por B(u),u < s.
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o (Incrementos normais) B(t)—B(s) tem distribuigao normal com média 0 (esperanca
¢ 0) e varidncia ¢t — s. Isso implica (considerando s = 0) que B(t) — B(0) possui

distribuigao N(0,t). Em particular, se B(0) = 0, segue que E(B;)* = t.

 (Continuidade dos caminhos) B(t),t > 0 sao fungdes continuas em relagao ao

tempo .

Quando B(0) = x, o Movimento Browniano é iniciado em z. Qualquer = a ele é
firo? As propriedades acima determinam todas as distribuigoes finitas dimensionais.
Além disso, o tempo no intervalo no qual o Movimento Browniano é definido é [0, T

para T" > 0, que é permitido ser infinito.

Definigcao 14. A definicio do Movimento Browniano em um modelo mais geral é dada
por um par (B(t),§:),t > 0, onde §; € uma sequéncia crescente de o- dlgebra (filtragao),
B(t) € um processo adaptado, isto €, B(t) é §; mensurdvel, de modo que as condigoes

ditas anteriormente se mantém.

Uma importante representacao usada para calculos em processos com indepen-

déncia de incrementos ¢é aquele que para qualquer s > 0
B(t+s) = B(s)+ (B(t +s) — B(s)),
onde as duas variaveis sao independentes.

A variagdo quadratica do Movimento Browniano [B, B](t) é definida como

[B, B](t) = [B, B]([0,1]) = limz; |B(t) = B(ti_,) P,
esse limite é assumido sobre todas as parti¢oes de [0, ], com §,, = maw;(t?,; — ) — 0,
com n — 00. Pode ser visto em Klebaner| (2005)), que esta variagao é igual a ¢ .
Em resumo, podemos citar que o Movimento Browniano B; tem as seguintes
propriedades, para quase todo w:
1. E uma funcdo continua em ¢, para qualquer ¢;
2. Possui variagao quadratica em [0, ¢] igual a ¢;

3. Nao é monoétona em nenhum intervalo, por menor que seja o intervalo;
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4. Nao ¢é diferenciavel em nenhum ponto;

5. Possui variacao total infinita em qualquer intervalo, por menor que seja.

O Movimento Browniano também pode ser definido em dimensoes superiores.
Mais precisamente, o Movimento Browniano n-dimensional pode ser visto como um
vetor aleatério B(t) = (B (t), B%(t),..., B"(t))) com todas as coordenadas B‘(t) sendo
movimentos brownianos unidimensionais independentes. E nesse caso, define-se §; = En)
como a o-algebra gerada pelas varidveis aleatérias B;(.); s < t.

Apresentaremos a seguir algumas realizacoes do Movimento Browniano unidi-
mensional, através de simula¢oes computacionais em Python, que ilustrardo os conceitos,
defini¢oes e propriedades apresentados. Os cdédigos em Python sao apresentados no
Apéndice [A]

Vemos na Figura|l.1ljuma simulacao do Movimento Browniano. Devido a natureza
aleatéria do processo estocastico, se gerarmos varias simulac¢oes, podemos notar que
cada simulagao vai gerar uma trajetéria distinta, como é possivel ver a seguir, na Figura
.2l

Figura 1.1: Simulacdo numérica do Movimento Browniano

Simulagao do Movimento Browniano

40 -

30

20

10 ~

Posicao

—10 4

—20 1

T T T T T
"] 200 400 600 800 1000
Tempo

Fonte: Elaborada pelo proprio autor



1. Preliminares de Céalculo Estocdstico 35

Figura 1.2: Simulag¢ées numéricas do Movimento Browniano: 4 trajetorias
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Muitas vezes é interessante gerar um maior nimero de simulagoes e calcular a
média entre elas, ou seja, a Esperanca entre as trajetérias dos Movimentos Brownianos,
como apresentado na Figura (1.3 com 10 simulagoes.

Figura 1.3: Simulagées numéricas Movimento Browniano: 10 trajetérias e Esperanca
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Apresentamos ainda, na Figura uma simulacdo com 100 trajetorias e a

Esperanca entre elas.

Figura 1.4: Simulac¢ées numéricas do Movimento Browniano: 100 trajetérias e Esperanca
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1.2.2 Martingales

A teoria de Martingales se estende, com varias intersecgoes interessantes com
problemas geométricos, analiticos, além dos probabilisticos.

Um Martingale é uma sequéncia de variaveis aleatorias para o qual, a qualquer
tempo especifico na sequéncia observada, a esperanca do proximo valor na sequéncia
¢ igual ao valor presentemente observado, mesmo dado o conhecimento de todos os
valores anteriormente constados.

Apresentamos a seguir uma defini¢ao formal de um Martingale.

Definigao 15. Um processo estocdstico {X (t),t > 0} é um Martingale, se E| X (t)| < oo

e para qualquer s > 0,

E(X(t + 9)[51) = X(1),



1. Preliminares de Céalculo Estocdstico 37

onde §; € a informacao sobre o processo até o momento t, e a igualdade se mantém
quase certamente.
Também dizemos que um processo estocdstico X (t) € supermartingale se for

uniformemente integrdvel e

E(X(t+s)|F:) < X(%).

A propriedade Martingale pode ser entendida da seguinte forma:
Se conhecermos os valores do processo no tempo t, e X (t) = x, o valor futuro

esperado a qualquer momento futuro é z.
Proposigao 1. Seja B(t) um Movimento Browniano, entao B(t) é um Martingale.

A prova dessa proposi¢ao pode ser encontrada em Klebaner| (2005) p.65 ou Calin

(2015) p.46.

1.2.3 Processo de Markov

Alguns processos estocdsticos possuem a Propriedade de Markov, que significa
que se soubermos o estado atual do processo, entao o comportamento futuro do processo
é independente de seu passado. O processo X () possui essa propriedade se a distribui¢ao
condicional de X (¢ + s) dada X (¢) = z, ndo depende dos valores passados (mas pode
depender do valor presente x).

Apresentamos a seguir uma defini¢ao formal de Processo de Markov.

Definicao 16. Seja §; a o-dlgebra gerada pelo processo até o tempo t, X € um processo
de Markov se, para qualquert e s > 0, a distribuicao condicional de X (t+ s) dado §; é

a mesma que a distribuicio condicional de X (t + s) dado X (t), isto é,

P(X(t+s) <yl§) =P(X(t+s) <y|X(1)).

Proposicao 2. O Movimento Browniano B(t) possui a propriedade de Markov.

A prova desta proposigao pode ser encontrada em Klebaner| (2005) p.67.
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1.3 Integral de It6

Sera apresentada, nesta secao, uma motivacao para uso de integrais estocasticas,
como a integral de It6, inspirada em |Oksendal (2003), a partir de um modelo de

crescimento populacional utilizando as seguintes equagao diferencial ordinaria

AN
—= = a()N (), (1.2)

onde N(t) é o tamanho da populacdo no tempo t e a(t) é a taxa de crescimento
populacional no tempo ¢.

Ao considerarmos a(t) de modo deterministico, sem uma aleatoriedade, nao
levamos em conta alguns ruidos aleatérios que ocorrem em nosso sistema, que podem
alterar a taxa de crescimento populacional e refletem em oscilagoes aleatérias no
crescimento de nossa populacao.

Dessa forma, para uma melhor modelagem, pode-se adotar uma aleatoriedade
em a(t), adicionando um termo que usualmente é chamado de Ruido e denotamos a

seguir por R(t). Assim, temos

alt) = a(t) + R(t), (1.3)

onde a(t) é uma fun¢ao nao aleatéria.

Substituindo a Equacao ([1.3) em (1.2]), temos

dN
5 = () +R(t) - N ()

— N(H)a(t) + N(t) - R(t).

Fazendo g(t; Ny) = N(t)a(t), f(t; Ny) = N(t) e representando o Ruido por algum

processo estocastico W, temos

dN

E = g(t; Nt) + f(lf; Nt)Wt, (1.4)

onde f e g sdo determinadas fungoes e W; representa o termo de ruido, assumindo as
seguintes propriedades:

(1) Se t; # to = Wy, e Wi, sdo independentes;
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(2) {W,} seja estaciondrio, ou seja, a distribuicao conjunta de {Ws, 14, ..., Wi, 44}
nao depende do tempo t;

(3) E(W,) = 0.

Entretanto, verifica-se que nao existe nenhum processo estocastico continuo que
satisfaz as propriedades (1) e (2). Portanto, é usual tomarmos W;dt como sendo dB; a
partir da Equagao (3.3), ou seja, ficamos com a seguinte Equagao Diferencial Estocastica
(EDE)

AN, = g(t; N)dt + f(t; N,)dB,, (1.5)

a qual é representada na forma integral por

t t
N, :NO+/ g(t: Ns)ds+/ (s N,)dB,, (1.6)
0 0

onde a existéncia das integrais da Equacao (1.6 é garantida a partir da condi¢ao de
existéncia de coeficientes de Lipschitz nas funcoes f e g, implicando na convergéncia
das integrais e unicidade da solugado. Assim, as integrais da equacao (|1.6) podem ser

obtidas da seguinte forma:

e a primeira integral, sendo ¢ uma funcao suficientemente comportada, se fixarmos

0 acaso (w = wp) a integral torna-se uma integral de Riemann-Stieljes.

e para a segunda integral, o artificio utilizado na primeira integral nao é valido,
pois esta segunda integral nao existe como uma integral de Riemann-Stieljes,
pelo fato de B; nao ser diferenciavel em nenhum ponto e nao ter variacao total
finita. Todavia, pode-se definir esta segunda integral, desde que f(t, V;) satisfaga
a seguinte condicao: Seja f(t, N;), ou simplesmente f(¢), uma fungao da varidvel
aleatoria Ny, com t € [a,b] e {N; : t € [0,00)} um processo estocéstico, em que f
satisfaca

b
/mﬁ@w<m, (1.7)
desde que F(f*(t)) exista. Logo, a integral (1.7) é uma integral de Riemann.

Sera apresentada, a seguir, a definicdo da integral estocastica de Ito.
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Definicao 17. Seja f(t) uma fungao aleatoria que satisfaca . Tomando a particio
a=1t <ty < - - <t < tht1 = b, At = t+i+1—t;, = lFTa e AB(tZ) = B(tz+1)—B(tl),
onde B(t) é o Movimento Browniano. Entao, a integral estocdstica de Ito € definida

como

/ " H)dBy = Limg oo i F(t)AB,, (1.8)

onde l.i.m denota uma convergéncia em média quadrdtica. A convergéncia em média
quadrdtica equivale a convergéncia LP, com p = 2. Maiores detalhes de convergéncia LP

podem ser vistas em |Ruffino| (2009) p. 16.

Se Fy =% f(t;)AB,, eI = [ f(t)dB,, entio l.i.m.j_eoFy = I significa que
. . 2] _
kh_}rgo E[(Fy — I)*] = 0. (1.9)

Temos que o fato da fungao f(t) ter que satisfazer (1.7) nao é evidente na
defini¢do, mas necessario para que o limite (|1.9) exista.
A seguir, sao apresentadas algumas propriedades da integral de It6, onde as

provas podem ser vistas em Oksendal (2003).

Proposicao 3. Sejam f e g fungoes mensurdveis e adaptadas a informacao gerada pelo
Movimento Browniano, S < U < T; c,a € R, entdo temos

(1) [s f(t)dB, = [ f()dB, + f; f(t)dBy;

(2) Js cf(t) +ag(t)dB, = ¢ [5 f(t)dB; +a [ g(t)dBy;

(3) E (J§ f(t)dB,) = 0;

WE((fF 10dB.)") =B (7T L))

Apresentaremos, a seguir, a integral de Wiener, que é considerada como um caso
particular da integral estocastica de Ito.

A integral de Wiener é obtida substituindo na Integral de It o integrando, que
pode ser um processo estocastico ndo adaptado, por uma fun¢ao deterministica f(t).

A integral de Wiener é geralmente denotada por

/ ' f(t)aw.
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Todas as propriedades das integrais de [t6 também valem para as integrais de
Wiener. Com relagao a distribuigdo, a integral de Wiener é uma variavel aleatoria com

média zero

E Vabf(t)dwt] —0 (1.10)

(/abf(t)dwtﬂ - /abf(t)%zt. (1.11)

e variancia

Sera apresentado, a seguir, a formula de It6 unidimensional.
Seja B; o Movimento Browniano unidimensional em (€2, §,P) e X; um processo

estocdstico no mesmo espaco de probabilidade tal que:

X, =X+ /Otg(s,w)ds - /Otf(s,w)st, (1.12)

que também pode ter sua representacao na forma diferencial, como segue:

dX, = gdt + fdBt. (1.13)

Temos que o processo X, dado pelas integrais, ¢ chamado de processo estocastico
de It06.
Considere ¢(t,z) € C? ([0,00) x R), isto é, uma fungdo que possui derivadas

parciais de segunda ordem continuas em ([0, 00) x R).

Teorema 2. (Formula de It6) Y, = ¢(t, X;) é um processo estocdstico de Ito e

1 2
v, = 220 x)d+ 220 xax, + 228

ot oz 5 72 (b X0 (dX)?, (1.14)

onde € utilizada a regra dada por
dt-dt =dt-dB, = dB, - dt = 0; e (dB)* = dt.

Temos que a féormula de It6 (1.14]), de uma maneira superficial, podemos dizer
que faz o papel da regra da cadeia para a derivada de uma composicao de fungoes, a

qual nao tem o termo extra que aparece na formula de Ito.
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Em dimensoées maiores, seja B(t,w) = (B (t,w), -, Bn(t,w)) um Movimento

Browniano m-dimensional, podemos formar o seguinte processo n-dimensional

dX1 = uldt + UlldBl =+ 4 UlmdBm

dX,, = u,dt + v,1dBy + - - + Upmd By,

Ou na notagao matricial simplesmente dX (¢) = udt 4+ vdB(t), onde

Xi(t) Uy Vi1 Vim dBi (1)

Seja g(t,x) = (g1(t, ), -, gu(t,x)) € C*([0,00) x R™) para RP.
Entao Y (t,w) = g (¢, X;) é novamente um processo de Itd, cujo nimero de

componente k, Yy, é dado por

% (4 x,) dt+z 005 (1 X,y dx, + Z g1

e =5 z; dz:0x;

(ta Xt) : ddeX]7

onde dedB] = (5ijdt, onde 5ij = ]_, se 1 :] e 5ij = O, se 1 7é j, dBZdt = dtde =0.

Vamos supor que exista uma fungao continua nao negativa V (¢, z) com derivadas
parciais continuas 9V/0t, 0V /dx; e 0*V/dx;0x;. A férmula de It6 de varias varidveis

garante que

AV (t, X (1)) = mt/Jréfig an > gzkg]kaaa (t, X (¢))dt

Li 7,j=1 k=1

" oy . (1.15)
+> P (t, X (1)) 2::1 gi5(t, X (t))dB;(t).

=1

A expressao presente na equagao (|1.15)) pode ser escrita de forma simplicada por

|
qv — [Vt + [TV st (GGTVM)] dt + VIGdB, (1.16)
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onde temos

= (W),

ot Ox;”  Oxg

9%V . 9%V

Ox10x1 0x10xq

%
‘V‘.T.T = =
8%8% dxd

o’v. ... _9*W

O0x 011 O0xg0zg

Quando escrevemos a equacao (|1.16)) na forma integral e tomamos a esperanca
dos dois lados a integral de It6 resulta em zero, portanto o termo ftz VIGdB desaparece,

assim temos

to

E<V(t,X(t))> — V(to, X (o)) = E(/T LV(t, X(s))ds), (1.17)

onde temos

LV (t,z) = l(g V.V f ;tr (GGTVM)] (t, ). (1.18)

1.4 Equacgoes Diferenciais Estocasticas (EDEs)

1.4.1 Uma abordagem heuristica para o modelo de difusao

O fenémeno fisico que da origem ao modelo matematico da difusao (e do Mo-
vimento Browniano) é o movimento microscopico de uma particula suspensa em um
fluido. Moléculas do fluido se movem com varias velocidades e colidem com a particula
de todas as direcoes possiveis produzindo um bombardeio constante.

Como resultado desse bombardeio, a particula exibe um movimento erratico
sempre presente. Esse movimento se intensifica com o aumento da temperatura do
fluido. Denotemos por X (¢) o deslocamento da particula em uma diregdo a partir de
sua posigao inicial no instante ¢. Se o(x,t) mede o efeito da temperatura no ponto x
no tempo t, entao o deslocamento devido ao bombardeio durante o tempo no intervalo

[t, t+ A] é modelado como

o(z,t)(B(t+ A) — B(t)).
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Se a velocidade do fluido no ponto x no tempo t é pu(x,t), entdo o deslocamento
da particula devido ao movimento do fluido é p(x,t)A. Assim, o deslocamento total de

sua posi¢ao x no tempo t é dado por
Xt+A) -z~ plx,t)A+o(x,t) (Bt+A) — B(t)). (1.19)

Assim, obtemos desta equacgao, o deslocamento médio de x durante o curto

tempo A é dado por
E(X({t+A) —X(@)| X(t) =x) ~ u(x,t)- A, (1.20)
e o segundo momento do deslocamento de x durante o curto tempo A é dado por
E((X(t+A) = X()?| X(t) = 2) ~ o*(2,1)A. (1.21)

As relagoes apresentadas anteriormente mostram que para pequenos intervalos
de tempo tanto a média quanto o segundo momento (e variancia) do deslocamento de
uma particula em difusdo no tempo ¢ no ponto = sdo proporcionais ao comprimento do
intervalo, com coeficientes u(x,t) e o%(z,t), respectivamente.

Pode-se mostrar que, tomadas como relagoes assintoticas quando A — 0, ou
seja, substituindo o sinal ~ pela igualdade e acrescentando termos o(A) ao lado direito,
esses dois requisitos caracterizam processos de difusao.

Assumindo que u(x,t) e o(x,t) sdo fungoes suaves, a Equagao Heuristica
também aponta que para pequenos intervalos de tempo A, as difusoes sdo aproxima-
damente processos gaussianos. Dado X () =z, X (t + A) — X (t) é aproximadamente

normalmente distribuido,

N (p(z,t)A, o*(z, )A).

Temos claramente que, para grandes intervalos de tempo, as difusdes nao sao
gaussianas, a menos que os coeficientes nao sejam aleatérios. Uma equagao diferencial
estocastica é obtida heuristicamente da relacao substituindo A por dt e AB =
B(t+ A) — B(t) por dB(t), e X(t + A) — X(t) por dX (t).
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Seja B(t), t > 0, um processo de Movimento Browniano. Uma equacdo da forma
dX(t) = (X (t),t)dt + o(X(t),t)dB(t), (1.22)

onde as fungoes pu(z,t) e o(x,t) sdo dadas e X (t) é o processo desconhecido, é chamado
de Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDES) conduzidas pelo Movimento Browniano.

As fungoes p(x,t) e o(z,t) sao chamadas de coeficientes.

1.4.2 Definicao formal de EDEs

Definicao 18. Um processo X (t) é chamado de solugio (ou solugao forte) da EDE
se para todo t > 0 as integrais [ (X (s),s)ds e [i o(X(s),s)dB(s) existem,

sendo a sequnda uma integral de Ito, e temos que

X(#) = X(0) —i—/otu(X(s),s)ds—i—/Ota(X(s),s)dB(s). (1.23)

Equagoes da forma ([1.22)) sao chamadas [EDES do tipo difusao.

[EDEd mais gerais tém a forma
dX(t) = p(t)dt + o(t)dB(t), (1.24)
onde p(t) e o(t) podem depender de t e todo o passado dos processos
X(t) e B(t)(X(s), B(s),s <),

ou seja,

p(t) = p(X(s),s <1),1), o(t) =o(X(s),s <1),1).

A tnica restrigdo em u(t) e o(t) é que eles devem ser processos adaptados, com
respectivas integrais definidas. Embora muitos resultados (como resultados de existéncia
e unicidade) possam ser formulados para [EDES gerais, nos concentramos neste estudo
em [EDEY do tipo difuséo.

Apenas algumas classes de[EDEs admitem uma solucao de forma fechada. Quando

uma solucao de forma fechada é dificil de encontrar, um resultado de existéncia e
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unicidade é importante, porque sem ele, nao fica claro o que exatamente a equagao
significa. Quando uma solugao existe e é tinica, entdo métodos numéricos podem ser
empregados para calcula-la. Da mesma forma que as Equagoes Diferenciais Ordinarias,

as [EDES lineares podem ser resolvidas explicitamente.

De posse dos conceitos apresentados neste capitulo, podemos apresentar, na
Sec¢ao do proximo capitulo, os resultados de nosso estudo qualitativo envolvendo

estabilidade via fun¢oes de Lyapunov para o caso estocastico.



CAPITULO

2

Estabilidade via funcoes de Lyapunov

2.1 Caso deterministico

Neste capitulo, serdao introduzidos, segundo (Gard| (1988)), Mao (2007)) e Doering
e Lopes| (2016]), uma sintese dos conceitos de estabilidade via fung¢oes de Lyapunov para
sistemas deterministicos, a fim de tornar mais compreensivel a teoria da estabilidade
estocdstica, a ser apresentada na Secao deste capitulo.

Assim sendo, apresentaremos a seguir como se da o método de Lyapunov e o

teorema que garante a estabilidade ao sistema.

2.1.1 Meétodo de Lyapunov

O método de Lyapunov torna possivel a verificagdo, sem conhecimento explicito
de solugao do Sistema ([2.1)), a partir de uma funcdo auxiliar, chamada de fungao de

Lyapunov, definida a seguir.

Defini¢ao 19 (Fungao de Lyapunov).
Seja f(t,z) uma fungio continua de R™-valor definida para t € [ty,T] e x € R".

Seja x(t;tg, zo) uma solugao do problema de valor inicial deterministico:

% =f(t2)

T (to) =Xy

(2.1)

A7
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A fungio de Lyapunov V (t,x), que torna possivel a verifica¢io da estabilidade

no sistema, tem a sequinte derivada ao longo da curva solugdo:

ot

AVt () oV
AL 1,000 = |

+V,V f] (t,2(t)).

onde V.,V - f indica o produto escalar do campo gradiente da funcao V pelo campo

vetorial f.

Considerando que f(t,0) = 0, temos, a partir do Teorema [3| garantida a estabili-
dade do sistema .

A estabilidade para uma solugao de equilibrio, ou outra solu¢ao escolhida de uma
equagao diferencial, constitui um conceito qualitativo importante para aplicagoes. De
maneira geral, solugoes que comecam perto da solugao escolhida permanecem sempre
préximas a essa solucao particular para o tempo tendendo ao infinito. Mais precisamente,
consideremos a equacao diferencial e suponhamos também que f(t,0) = 0, para
todo ¢; entdo x (t;t,0) = 0 seja uma solugdo de (2.1]). Esta solugdo é dita estével se

dado £ > 0, existe um § = §(s,e) > 0 tal que para todos t > s > ¢,
|zt s, 2)|] < e
sempre que ||z|| < 0.
Se, além disso, existir um § = 6(s) > 0 de tal modo que
z(t;s,x) — 0 com t — 00, (2.2)
sempre que ||z|| < 6, entdo a solucdo zero é assintoticamente estével.

Se § (0 ) ndo é dependente de s, a estabilidade (estabilidade assintética) é
uniforme. Se a condi¢ao ([2.2) vale para todos xg, entao x(t) = 0 é referido como

globalmente assintoticamente estével.
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Teorema 3. (Teorema de Lyapunov)

Assuma, para t > 0 e |x| < K, para alguma constante K, existe uma fungdo
continuamente diferencidvel V(t,x) que satisfaz as condigoes:

i) a(lz|) < V(t,z) < b(|z|), onde as fungoes a e b sao continuas e positivas
definidas em R ;

i) V(t,x) <0.

Entdao a solugdo zero, isto €, x(t) = 0, da Equagdo ¢ (uniformemente)

estavel.

A prova para o teorema acima pode ser vista em Yoshizawa (1966), apud Gard

(1988).

Apresentaremos, a seguir, aplicagoes em casos particulares envolvendo um sistema
onde buscaremos uma fungao de Lyapunov candidata V' (z), para que possamos melhor

entender os conceitos apresentados.

2.1.2 Aplicagcoes da andlise de estabilidade via funcoes de

Lyapunov em casos particulares

Caso 1.
Consideremos um sistema dindmico a analisar a estabilidade, modelado pela
EDO (2.3). Seja uma fungdo continua f : R* — R, definida como f(¢,x) = —z?, onde

x = z(t). Assim, temos:

i = —1° (2.3)

com o ponto de equilibrio igual a 0, pois quando x = 0, temos @ = 0.

Podemos considerar como func¢ao candidata a funcdo de Lyapunov, a fungao
V(z) = ~2°. (2.4)

Notemos que V(x) > 0, para x # 0, portanto V(z) é uma func¢ao positiva

definida, como requer o método.

Dada a fungdo V(x), apresentada em ({2.4)), temos
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. dVv dV dx
V) = o T wa

= <—:c3) =zt
por (2.3)

Como z* > 0, para qualquer valor de z, temos

V(z) <0, V.

Temos ainda

V(0)=0
V(z) >0, Vz#£D0.
Dessa forma, temos pelo Teorema [3| (Teorema de Lyapunov) e a fungao V' (z),
apresentada em , que o sistema ¢é uniformemente estavel e x = 0 é um ponto

de equilibrio estavel do sistema.

Ainda pode-se mostrar que o sistema ([2.3]) é globalmente assintoticamente estével.

Apresentaremos, a seguir, mais um caso de aplicacdo, onde temos um sistema

contendo [EDOs no R3.

Caso 2.

Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

21 = 215 (x5 — 1)
l:g = —I (ZE3 - ].) (25)

ZL;3 = —T3

definidas pelo campo de vetores nao-lineares

f (1,29, 23) = (20023 — 209, 11 — T 123, —T3) .
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A parte linear do sistema (2.5) no ponto de equilibrio dado pela origem
zo = (0,0,0) e R? ¢

0 -2 0
Df(zg)=11 0 0
0 0 -1

Vamos buscar uma func¢ao de Lyapunov para o sistema na origem no formato

quadratico

V(z1, 29, 23) = axt + brs + cr3, com a,b,c >0

Claramente, temos V' (0,0,0) = 0 e V(z) > 0, para cada = # x¢ = (0,0, 0).

Também temos

<VV (x17 T2, ZEg) ) f('rla X2, Z’3)>
= ((2aw, 2bxs, 2¢cx3) , (2x9w3 — 229, 11 — T1T3, —X3))

= (20 — 4a)z 79 + (4a — 2b)2 17973 — 2073

e assim, se tomarmos a =1, b=2a=2 e c¢=1, resulta que pra todo x1, xs, x3:
<VV (33'1,5172,333) 7f(xlax27$3)> == _ng S Oa

para V (a1, T9, r3) = 27 + 223 + 3.
Logo, pelo Teorema 3| (Teorema de Lyapunov), podemos concluir que xy é um

ponto de equilibrio estavel do sistema ([2.5).

Na proxima secao, serda apresentado o escopo de nossa pesquisa, isto é, a estabili-

dade via funcoes de Lyapunov para o caso estocdstico, utilizando [EDEs|
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2.2 Caso estocastico

De modo anélogo ao apresentado, na Segao [2.1] onde introduzimos os conceitos
de estabilidade via funcoes de Lyapunov para sistemas modelados por [EDO¢|, apresen-
taremos nesta segao, segundo (Gard| (1988) e [Mao (2007)), uma sintese dos conceitos
de estabilidade via func¢ao de Lyapunov para sistemas estocasticos, ou seja, sistemas
modelados por [EDES

A teoria qualitativa das equacoes diferenciais engloba técnicas e métodos que
permitem investigar o comportamento geral das solugoes a partir da forma das equacgoes
diferenciais e de qualquer informagao disponivel sobre condi¢oes iniciais ou dados
da vizinhanca. Para [EDOs, em particular, os resultados correspondentes englobam a
versao mais simples de integrar uma desigualdade diferencial envolvendo uma funcgao
auxiliar. Ou seja, deduz-se, da nao positividade de sua derivada, que uma funcao do
tipo Lyapunov aplicada a uma solugao ¢ uma fungao nao crescente. Um ponto-chave
aqui que torna essa abordagem 1til para resultados qualitativos é que apenas a forma
da funcao de Lyapunov e a equagao diferencial, e nao a forma explicita da solucao,
sao necessarias para estabelecer a nao positividade da derivada. As propriedades das
solucoes sao determinadas, entao, a partir daquelas que a func¢ao do tipo Lyapunov
possui. No caso estocastico utiliza-se a Férmula de Itd, apresentada no Capitulo [T}
Equacao , para fornecer uma expressao para a diferencial estocéastica da fungao
de Lyapunov, aplicada a uma solugdao da Equagao Diferencial Estocastica.

Ao longo das proximas defini¢oes, considera-se o seguinte sistema estocastico,
sob condicoes que garantem a existéncia e unicidade de solu¢oes para problemas de
valor inicial:

dX () = f(t, X(8))dt + G(t, X (t))dB(t), (2.6)

onde f é uma fung¢do continua com valor vetorial n para t € [tg,T],x € R"; G é uma
fungdo continua, em que os coeficientes assumem os valores de uma matriz n x m;
f(t,x) e G(t, ) sao pelo menos localmente Lipschitz em z; e B = {B;}, é o Movimento
Browniano m-dimensional.

Assim, serd apresentado a seguir, os teoremas de Lyapunov referente a [EDES.
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Teorema 4. (Teorema de Lyapunov para EDEs - Parte I)

Suponha t > 0 e alguma constante K. Se temos que:

i) Ezistem uma fungao continua V(t,x) que satisfaz, para |z| < K:
a(lz]) < V(t,z) < b(|z]),

onde as funcoes a e b sdo continuas e positivas definidas em R ;

it) As derivadas parciais OV/0t, OV/0z; e 0*V/0x;0x; existem, sdo continuas

LV (t,xz) <0,

para 0 < |x| < K, onde LV (t,x) é dado por:

1

LV(t,x) = il +V,V-f+_-tr (G’GTVm) (t,x). (2.7)
ot 2

Entdo a solugdo zero, isto é, z(t) = 0, da Equagdo (2.6) é (uniformemente)

estdvel.

Notemos na condigao ii) que nao é exigido que as derivadas parciais sejam
continuas em x = 0. Isto torna a prova deste resultado um pouco mais técnica, pois se
faz necessario trabalhar com a Férmula de It6 levando em conta tempos de paradas
que atingem uma determinada bola de raio pequeno e centrada na origem. Esta prova
com todos estes detalhes pode ser vista em |Gard (1988), p. 136-139.

Todavia, apresentaremos a ideia central e alguns passos importantes para tal
prova, inspirados em [Kloeden e Platen! (1992). Para isso, vamos assumir que as derivadas
parciais da fungao V', apresentadas em ii), existem e sdo continuas em todos os pontos, e
na condigao i) vamos assumir que a = a(r) e b = b(r) sdo fungoes continuas e crescentes,
para r > 0, e a(0) = b(0) = 0, tal que a(|z|) < V(t,z) < b(|z|). De acordo com nossas
consideragoes, a fungao V (¢, z) é suficientemente suave para que a Férmula It6 possa

ser aplicada. Logo, V (¢, X;) tem o diferencial estocastico de It6 dado por

ov
dV (t, Xt> - LV (t, Xt) dt + b (t, Xt) 871‘ (t, Xt) th,
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ou ainda, na forma integral

V(t, X:) =V (to, Xy,)

t ¢ oV (2.8)
= [ LV (s,Xs)ds+ [ b(s, Xs) — (s, Xs)dW,
to to 8x
onde o operador L satisfaz a condigao
LV (t,z) <0, (2.9)

para todo x e t. Entao a igualdade (2.8) pode ser substituida pela desigualdade

t
V(X)) — V (o, X)) < [ (s, X.) g‘; (s, X.) dWV.. (2.10)
to

Tomando a esperanca condicional e usando uma das propriedades das integrais

de Itd obtemos

E(V (X)) | Ay) <V (to, Xs,) s

onde A;, é a o-dlgebra gerada por X, para to < s < t. Esta desigualdade diz que
a fungao de Lyapunov V (¢, X;) avaliada ao longo das solugoes da equagao ([2.6) é
um supermartingale. Portanto, podemos usar a desigualdade méaxima de martingale

(conforme apresentada em |[Kloeden e Platen| (1992), p. 66, desigualdade (3.6)) para

obter
1
P ( sup V (t,X;) > 6) < =V (to, o),
to<t<T €
para todo € > 0 e todo T" > t3. Assim
1
P (SupV (t, Xt) 2 6) S -V (to,ﬂfo) . (211)
t>to €

Como a funcao V' é continua, segue que V' (tg,zo) — 0 quando zy — 0, e assim,

pela condigao i) segue que

lim P (sup | X | > 6) =0,
xg—0

t>to
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ou seja, a solugao zero é estocasticamente estavel como queriamos provar.

Teorema 5. (Teorema de Lyapunov para EDEs - Parte II)

Se as premissas do Teorema [J] forem mantidas, exceto que em (ii) LV (t,z) <0
for substituido por LV (t,x) < —c(|z]), onde a fungao c é continua e definida positiva
em Ry, entdo a solugio x(t) = 0, da Equagao (@, ¢ estocasticamente assintoticamente
estavel. Além disso, se as hipdteses deste teorema valem para todo x, e a funcao a que
aparece em (i) também satisfaz a(r) — oo quando r — oo (V' é chamado radialmente

ilimitado), entao x(t) = 0 é globalmente assintoticamente estdvel.

A prova dos Teorema [5 pode ser vistas em |Gard (1988), p. 136-139.

Muitos problemas relativos a estabilidade dos estados de equilibrio de um sistema
estocastico nao linear podem ser reduzidos a problemas relativos a estabilidade de
solugoes do sistema linear associado. (TORNATORE; BUCCELLATO; VETRO| 2005

(GARD, [1988)). Seja X(t) = 0 a solugdo trivial do sistema [2.6| A forma linear da
Equagéo [2.6) é definida da seguinte forma:

dX (t) = F()X (H)dt + G() X (£)dW (t). (2.12)

Teorema 6. Se a solucao trivial X (t) = 0 é assintoticamente estdvel para o sistema
linear [2.19 com coeficientes constantes (F(t) = F, G(t) = G) e os coeficientes dos
sistemas e satisfazem a sequinte desigualdade:

em uma vizinhanga suficientemente pequena de x = 0, com uma constante suficien-
temente pequena 7y, entdo a solugao trivial X (t) = 0 do sistema ¢ globalmente

assintoticamente estdvel.

A prova dos Teorema @ pode ser vista em Tornatore, Buccellato e Vetro (2005)),

p. 121.
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A partir dos conceitos apresentados nos Teoremas 4 e 5, podemos considerar o

corolario a seguir, que apresentaremos sua demonstracao.

Corolario 1. Consideremos a equagdo escalar ndo autonoma
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(2))dW (1), (2.13)

onde, além das condicoes de existéncia e unicidade, as fungoes f e g satisfazem, para

as constantes a e b:
t,x) =ax + f t,x
Fltx) = ax+ f(t,2) 210
g(t,r) = bx + g(t, x)

com

lim + =0, wuniformemente em t,

onde uniformemente em t significa que para qualquer valor de t esse limite vai para
zero.

Entao, a solug¢io X (t) = 0 da Fquagdio ¢ estocasticamente assintoticamente
estavel se temos:

1
-~ <0.
7y

Demonstragao:

De fato, considerando a fungdo V(z) = |z|*, para k > 0 e || > 0. Sabemos que

LV(t,z) = %Z FVV 4 ;tr (GGTVM)] (t, ). (2.15)

Para a nossa de escolha de V', temos entao
1
LV(X) = [0+ klz[*f + 9 k(k — 1)]a*72).

A partir da Equagao (2.14)), obtemos

LV(X) = [kmk_l <ax + fl(t, a:)> + ; (bx + g(t, a:)>2k(k — 1)@]’“—2]]



2. Estabilidade via fungées de Lyapunov 57

_ [a RIS (b:v g, x))zfc”] klzft

X

= [a + f(t.2) + ;(k: —1) ((ba:)2 + 2bxg(t, ) + (9)*(t, w))xQ] k|ax|®

o L0 Ly (o 2000 @80y
e e (5o (e P R
o e e R e L)
g o @) (), )

2 x 212

_ [ by f<tf> . bzk (i 1)<bg<t,x> . @Q(t’x))]w.

Como k pode ser escolhido tao pequeno (préximo de 0) e como temos que o

T T L0
=0 |z ||

presente em ([2.14)), podemos notar que

f(t,x)

xz

bg(t,$)+§2(t,$)]‘<’a_lb2
2

1 2
+ kb +‘(k—1)[ . =

l

em B,\{0}.

Com isso temos que:

o As derivadas parciais de V' existem e temos

LV (z) < —ck|z|®, (2.16)
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onde h(|z]) = ck|z|*, continua e positiva definida no R,. No Teorema [5, h é a

funcdo procurada para LV (t,z) < —c(|z]).

e Ainda temos que vale
V(t,x) = |z|" (x #£0, k> 0).

Tomando a(|z|) = b(|z|) = |z|¥, logo a e b sdo fungdes continuas e assumem

valores positivos.

Para o caso particular com a equagao linear correspondente
dX(t) = aX(t)dt + bX(t)dW (1), (2.17)

com f =0 e g =0 para qualquer z (inclusive z — c0).

A andlise anterior resulta em ([2.16]) valendo para todo = # 0.

Como V(z) = |z|¥ é radialmente ilimitado, pode-se concluir que X (t) = 0 é
estocasticamente assintoticamente estavel globalmente se a — %bQ < 0, pela segunda

parte do Teorema [5] n

Serd apresentado, a seguir, uma aplicagdo do Corolario [I, que é apresentada
como exercicio proposto em (Oksendal| (2003) p. 77, onde temos um caso em que a
Equacao Diferencial Estocastica aplicada em um problema de Crescimento Populacional,

sendo estudado a condicao de estabilidade.

2.2.1 Aplicacao em Crescimento Populacional

Temos a equacao diferencial estocastica

com Xy =z > 0, que é frequentemente utilizada como modelo para o crescimento de
uma populagado de tamanho X; em um ambiente que possui um ruido aleatério. A

constante [ € R é uma constante que mede a intensidade da parte aleatoria.
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Podemos notar que a EDE tem os seguintes campos:

f(z) =rKz + f(z), onde f(x) = —ra® e g(x) = Bz + g(z), onde g(x) = 0.

Assim, temos

f(x glx
fim (L@ lg@
EE ||
e, portanto, por uma consequéncia do Teorema de Lyapunov para o caso estocastico,
isto é, Teorema 5| temos que a solucao X; = 0 é estocasticamente assintoticamente

estavel se

(rK — ;&) <0, (2.19)

ou seja, se

1
rK < 552. (2.20)

2.2.2 Simulagoes numéricas do crescimento populacional

A partir dos resultados encontrados na aplicacao apresentada na se¢do anterior,
foram realizadas simulagdes numéricas da Equacao ([2.18]), com utilizagdo de programacao
em linguagem Python, fazendo uso do método Euler-Maruyama (ROSSANT, 2018)),
para gerar os graficos apresentados nas Figuras e[2.2] de modo a variar os seguintes

parametros:

« a constante r, que é chamada de taxa de crescimento (ou decrescimento) intrinseca;
 a constante K, que é a capacidade do ambiente (portanto temos sempre K > 0);

e e a constante (3, que representa o ruido presente no sistema.

Rossant| (2018)) apresenta um cédigo para gerar graficos de [EDES| implementado
na plataforma Jupyter, a qual modificamos para utilizar no ambiente Colaboratory do
Google (Google Colab). Optamos pelo uso em tal ambiente para utilizagao da linguagem
Python, devido ao fato de ja possuirmos experiéncia nessa plataforma, bem como pela
facilidade de acesso ao Google Colab, por fazer parte das ferramentas e servicos do G
Suite for Education, disponibilizados pelo Termo de Cooperacao Técnica firmado entre

a Google e a universidade em que se realiza esta pesquisa, a Unesp. Ademais, Rossant
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(2018)) apresenta o codigo fonte, em Python, aplicado para uma equagao de Langevin,
modelando um processo de Ornstein-Uhlenbeck; o qual ajustamos para a EDE ([2.18)),
que modela a aplicagao em crescimento populacional que trabalhamos.

Os conhecidos métodos de Euler, definidos considerando o método de Runge-
Kutta de ordem 2, permitem que seja encontrado numericamente tantos pontos quanto
se queiram, de um determinado intervalo de uma EDO. Com uso computacional de
tais métodos, é possivel trabalhar com um grande ntimero de pontos, ao discretizar o
intervalo, tendo um resultado préximo do valor exato da equacao diferencial. Para o
caso estocdstico, ao se trabalhar com [EDES, temos o método de Euler-Maruyama que
envolve um termo deterministico (como no método padrao de Euler para [EDOs) e um
termo estocéstico (referente a variavel aleatéria), da seguinte forma:

Consideremos a seguinte equacao diferencial estocastica
dX; =a(t,X;)dt+b(t, X;) dBt,
O método de Euler-Maruyama apresenta o seguinte esquema iterativo
Y1 =Y + aly + bAW,.

Mais detalhes do método podem ser vistos em [Kloeden e Platen| (1992) p. 305.

Apresentamos no Apéndice [B] o c6digo em Python na plataforma Google Colab,
como adaptamos e utilizamos para gerar os graficos apresentados nas Figuras 2.1 e [2.2]
de modo a variar os pardmetros como descrevemos a seguir, em (2.21)) e (2.22)).
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Figura 2.1: Simulacdo numérica do crescimento populacional utilizando os parametros 1)
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Figura 2.2: Simulacdo numérica do crescimento populacional utilizando os parametros 1’
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Temos na Figura [2.1] uma simulacao utilizando os parametros
K=20, r=0,25 e =1, (2.21)

tendo rK — 552 > 0, que mostra que quando nao se tem a condigao (rk — %Bz) <0, 0
sistema nao é estocasticamente assintoticamente estavel.

Todavia, na Figura [2.2] temos uma simula¢ao utilizando os parametros
K =20, r=0,25 e =4, (2.22)

tendo rK — %62 < 0, mostra que se esta condicao, (rkK — %52) < 0, é satisfeita, temos

estabilidade no sistema.
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Destaca-se que os graficos apresentados nas Figuras[2.1]e[2.2] por serem modelados
a partir de uma EDE, sao gerados a partir de uma variavel aleatéria. Dessa forma, a
cada vez que o programa ¢é rodado este gera um novo grafico (assim como apresentado
para o Movimento Browniano na Figura , no Capitulo . Contudo, permanecendo o

mesmo tipo de comportamento.

Além do cédigo utilizado em linguagem Python, disponibilizado no Apéndice [B]
em tal apéndice também ¢é possivel acessd-lo no ambiente Google Colab, a partir do

link disponibilizado (para isso, sendo necessario uma conta Google).

A Aplicacao em Crescimento Populacional apresentada neste capitulo foi de
grande importancia para, na fase inicial da pesquisa, visualizar uma aplicagdo do

conteudo tedrico abordado.

Sera apresentado, no préximo capitulo, a aplicacao central de nossa pesquisa,
um estudo de Estabilidade em modelos epidemiolégicos, com a utilizacao de modelos

SIRI Estocasticos.



CAPITULO

3

Aplicacao: Estabilidade em modelos

epidemiolégicos SIR

Pode-se definir a epidemiologia como a ciéncia que estuda as causas, a evolugao
e a distribuicdo de doencas em populacoes. Na epidemiologia matematica, doencas
infecciosas sdo modeladas com o objetivo de buscar melhores estratégias de prevencgao e
controle, bem como auxiliar governos e agentes de satide na tomada de decisao. Desse
modo, os modelos matematicos sdo importantes ferramentas para realizar a anélise da
propagagao e controle de doengas infecciosas (ALMEIDA| 2020)).

E uma estratégia usual na modelagem, considerar inicialmente o modelo mais
simples possivel, mesmo que algumas caracteristicas de contagio nao sejam levadas em
conta. Desse modo, o modelo [SIR] introduzido por McKendrick E] e Kermackﬂ (1927),
que é um modelo compartimental que divide a populagao nos estados de (S)uscetiveis,
(I)nfectados e (R)emovidos (que contém os que se recuperaram e os que, infelizmente,
faleceram), embora simples, tem sido usado amplamente no estudo de diversas doengas,
inclusive, da (COMUNIAN et al, 2020; COOPE et al, 2020; e NEVES e
GUERRERO, 2020; apud (ALMEIDA. [2020)).

ITenente-coronel, médico militar e epidemiologista escocés, Anderson Gray McKendrick (1876-1943),

foi pioneiro no uso de métodos mateméaticos em epidemiologia.
2Bioquimico escocés, William Ogilvy Kermack (1898-1970).

63
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Apés o estudo do método de Lyapunov para sistemas estocésticos, apresentado
no capitulo anterior, procurou-se entender como ¢ utilizado o modelo epidemiolégico
[SIR] primeiramente no modelo deterministico para modelagem de epidemias, para entao
se trabalhar também com modelos Estocasticos com uso de Equagoes Diferenciais
Estocasticas (EDEs), que fornecem uma importante abordagem para o estudo de
fendmenos naturais, utilizando-se de distribui¢cbes de probabilidade de modo a ser
possivel gerar conclusoes que nao seriam possiveis com uma modelagem deterministica

(ALLEN] 2010).

3.1 Modelos SIR deterministicos

Consideremos o seguinte modelo deterministico, introduzido por [Kermack e

Mckendrick| (1927):

Figura 3.1: Diagrama do modelo SIR

B A
TAXA TAXA
—— —
DE DE
CONTATO RECUPERACAO

Fonte: Elaborado pelo proprio autor

S(t) = —BS M1 (2):
I'(t) = BS(H)I(t) — (1) (3.1)
R(t) = M(2),

onde, nas Equagoes (3.1]), S(¢), I(t), R(t) denotam o niimero (ou proporgio) de indivi-
duos Suscetiveis a doenga, de membros Infectados e de membros que foram afastados
da possibilidade de infecgao por imunidade total, ou que, infelizmente faleceram (Re-
movidos), respectivamente. A populacao considerada tem tamanho constante N, e as
varidveis podem ser normalizadas para N = 1, ou seja S(t) + I(t) + R(t) = 1, para todo
t > 0. O pardmetro A representa a taxa de recuperagao de pessoas infectadas; e 5 é o
nimero médio de contatos por infectante por dia (ou taxa de infecgdo). Obviamente,

temos A\, 3 € R,.
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Tal modelo, baseia-se nas seguintes suposicoes:

(i) Um membro da populagao faz contato suficiente para transmitir a infec¢ao
com SN por unidade de tempo, onde N representa o tamanho total da populacao.

(ii) Os infectantes deixam a classe infecciosa na taxa AI por unidade de tempo.

(iii) Nao hé entrada ou saida da populacdo, exceto possivelmente através de
morte pela doenca.

(iv) Nao ha mortes por outras doengas e o tamanho total da populagao é um N
constante (LOPES)| 2023).

Ademais, este modelo considera ainda que um individuo recuperado nao volta
a ser contagioso. Além disso, o periodo de incubagao (o tempo entre a infeccao e o
aparecimento visivel dos sintomas) e laténcia (o tempo entre a infecgao e a capacidade de
infectar) sdo considerados irrelevante para o estudo da propagagao da doenca (LOPES,
2023).

Quando a epidemia a ser modelada nao satisfaz as suposi¢oes apresentadas, é
possivel apresentar extensoes ou modificacdes do modelo SIR classico, apresentado em
, para que o novo modelo possa abranger tais caracteristicas, como por exemplo,
ser relevante o periodo de incubagao ou laténcia ser relevante ao modelo, o niimero
de nascimentos e 6bitos naturais (bem como por outras doengas), vacinas. Kermack
e McKendrick apresentam uma série de trés artigos apresentando uma variedade de
modelos epidemioldgicos, estendendo e modificando o modelo SIR classico (Kermack;
McKendrick, 1927), (Kermack; McKendrick, 1932), (Kermack; McKendrick, 1933). Uma
forma de realizar essa extensao é com a utilizacdo de mais compartimentos no modelo.
Outra forma, é a utilizacao de novos parametros. Apresentamos, a titulo de exemplos,

alguns desses modelos:

« SEIR (Suscetiveis, Expostos, Infectados, Recuperados)

Modelo para doencas infecciosas que ha um periodo de exposicao apds a trans-
missdo da infeccdo de individuos susceptiveis para membros potencialmente
infecciosos, mas antes que estes potenciais infecciosos desenvolvam sintomas e

possam transmitir a infeccao.
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o SITR (Suscetiveis, Infectados, Tratamento, Recuperados)

Uma forma de tratamento possivel para algumas doencas é a vacinacao para
proteger contra infecgoes antes do inicio de uma epidemia. Uma forma de modelar
isto seria reduzir o tamanho total da populagao pela fragdo da populacao protegida

contra a infec¢ao, no compartimento Tratamento.

o SLIAR (Suscetiveis, Latentes, Infectados, Assintoméaticos, Recuperados)

Em algumas doengas, como a gripe, no final de um estagio (Latentes) os individuos
podem prosseguir para um de dois estagios: parte dos individuos Latentes prossegue
para um estagio de Infecciosos, enquanto o restante prossegue para um estagio do

compartimento Assintomaéticos.

« SEQIJR (Suscetiveis, Expostos, Quarentena, Infectados, Hospitalizados (em isola-

mento), Recuperados)

Modelo para doencas onde ndao existe vacina disponivel, o isolamento dos infecciosos
diagnosticados e a quarentena das pessoas suspeitas de terem sido infectadas sao

as unicas medidas de controle disponiveis.

o SIRD (Suscetiveis, Infectados, Recuperados, Mortos)

Modelo que acrescenta o compartimento Mortos, dividindo o compartimento

Removidos do SIR cléssico, nos individuos que se recuperaram e os que faleceram.

Maiores detalhes destes e outros modelos epidemiologicos derivados do SIR

classico, podem ser encontrados em Brauer e Castillo-Chavez| (2012).

Para o estudo de estabilidade a ser apresentado no presente capitulo, considera-
mos o modelo com Nascimentos e Obitos, apresentado por Kermack e Mckendrick
(1932), onde ao Sistema ¢é adicionado o parametro pu, que representa a taxa de
natalidade e a taxa mortalidade ao longo do tempo em que se modela a epidemia, ou
seja, mortes da populagao exceto dos infectados pela epidemia em estudo (TORNA-
TORE; BUCCELLATO; VETRO], 2005). Ressaltamos que, por motivos de simplificagdo
do modelo, é usual utilizar-se o mesmo valor para taxa de natalidade e para taxa
mortalidade, portanto, utiliza-se um mesmo parametro p para ambos. Tal modelo, ¢é

apresentado a seguir:
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S'(t) = =BSHI(t) — pS(t) + p;
I'(t) = BS(L(t) — (A + ) I(t); (3.2)
R'(t) = NI(t) — pR(t).

3.2 Modelos SIR estocasticos

E possivel introduzir um ruido nas equacdes do Sistema , transformando
o problema deterministico em um problema estocastico. O ruido pode induzir efeitos
nao triviais em sistemas fisicos e bioldgicos. A presenca de uma fonte de ruido de fato
pode modificar o comportamento da evolucao deterministica correspondente do sistema.
Dessa forma, temos o seguinte modelo estocastico, como apresentado por [Tornatore.

Buccellato e Vetro (2005):

dS(t) = (=BS@)I(t) — pS(t) + p)dt — o S(t)I(t)dW (t);
dI(t) = (BSA)I(t) — (A + p)I(t))dt + oS(E)I(L)AW (t); (3.3)
dR(t) = (A(t) — pR(t))dt,

onde ¢ é uma constante positiva e W é um processo real de Wiener definido em base
estocastica (Q, Fi(Ft)i0 IP’) :

Se usarmos a seguinte funcao de Lyapunov:

A+ 2u + o?
2 2
Vv + A
(w) = 2/\+2u—26—02u2 A (34)

onde u = (uy,ug, ug), entdo vale o seguinte resultado para estabilidade estocastica no
sistema ({3.3)), apresentado na Proposi¢ao , a qual demonstraremos de modo detalhado

a seguir, como uma das contribuicoes de nosso trabalho.

Proposicao 4.
Se as condi¢oes 0 < [ < min {)\ + - %2, ZM} e > A\ se mantém, entao o equilibrio
livre de doenga, dado no ponto de equilibrio Ey = (1,0,0) de ¢ globalmente

assintoticamente estdvel.

Demonstragao:
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Substituindo, no Sistema (3.3), S(t) = ui(t) + 1, I(t) = ua(t), R(t) = us(t),

podemos reescrever o sistema da seguinte forma:

du(t) = (—=B(wr(t) + Dua(t) — pua(t) + p)dt — o(ur(t) + Dua(E)dW ()
dug(t) = (B(ur(t) + 1) = A + p)ua())dt + o (uy () + V)ua(t)dW (¢); (3.5)

dus(t) = (Aug(t) — pus(t))de.

Utilizando o Teorema [6], podemos considerar o seguinte sistema, como um sistema

linearizado de (3.5)):

duy(t) = (—Pua(t) — puy(t))dt — oug(t)dW (t);
dus(t) = (8 — A — p)ue(t))dt + ous(t)dW (t); (3.6)
dus(t) = (Aua(t) — pus(t))dt.

O sistema linearizado (3.6) pode ser visto, como na forma do seguinte sistema

estocastico n-dimensional:

dX(t) = f(t, X(¢))dt + g(t, X(t))dW (t),

onde f(t, X) é uma funcio em R? definida em [ty, +0o[ x R3;
g(t, X) é uma matriz 3 x 1;

f, g sdo fungoes localmente Lipschitz em x;

e W (t) é um processo de Wiener 1-dimensional.

Portanto, temos

ftz,y,2) = ((=By — px), (B = A= pn)y), Ay — pz));

Y (3.7)
g(tvl’)yvz): gy

0

Considerando a fun¢ao V' (u) apresentada em (3.4)), com u = (z,y, z) temos:
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A 20+ 0?
Feptor a2 M (3.8)

N+ 2u—28—a2” A

Vu) =V(x,y,2) =2+

entao temos, sob as condigoes 0 < [ < min {/\ + - %2, 2,u} e pu> A que V(u) é uma
fungao de Lyapunov. Além disso, para todo (z,y, z) diferente de (0,0,0) mostremos o

valor de LV, sendo apresentados os calculos nas seguintes parcelas:

1% 1
LV(tx) = |5 + VsV f + St (GG"Vi) | (1), (3.9)
~ (i)

Q) (i)

onde temos x = (z,y, 2).

(1)

v

Temos % = 0, pois V, apresentada em l) nao possui a variavel ¢.

Para encontrar os valores das parcelas (ii) e (iii), busquemos primeiramente os
valores das primeiras e segundas derivadas parciais da funcao V(u) = V(z,y, 2), que
irao compor o Vetor Gradiente e a Matriz Hessiana, utilizados no Gerador Infinitesimal

apresentado em (3.9), em (ii) e (iii).

. ov ov oV
Encontremos, primeiramente, os valores de a—(x,y, z), a—(x,y,z), 8—(x,y, 2).
x

A+2 2
R A NS ¥ SN

_ _ 2
Viu) =V(x,y,z) ==z +2>\+2H—25—02 3

gZ(w,y,Z)ZQJI
8V( )= 2 A+ 2+ o A+ 2+ o

J}, ,Z — . . g 5
dy Y 2\ +2u — 20 — o2 Y Atp—pB—2 J
0

() =2
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Para entao encontrar as seguintes derivadas parciais de ordem 2:

§E£(x ) =2 §ﬂ£(m Y, 2) = At2pto® Eﬁi(x 2) = 21,
ax2 7y7 Y ay2 ) Y A_I_M_/B_%Q, 822 7y7 A?
(3.10)

ov ov ov ov ov ov

OyOx T 0201 Oxdy - 020y T Ordz Oy0z =0

Vamos determinar o Vetor Gradiente da fungao V:

_[oV oV oV B A+ 2407 ‘ ]
VV_<&E<x’yaz)a aiy('r7y7z>a 8Z(x7y7z>>_<2x7 )\+M_6_%2y7 QXZ

A partir do qual, podemos encontrar o seguinte produto interno VV - f, isto é,

a parcela (ii) de (3.9).

VV-f=<<2x; Muto 2’“‘2), ((—ﬁy—m;<<B—A—u>y>;<xy—uz>)>

/\—f—,u—ﬁ—";’ A

A+ 2u+o? 1 )
= |22 - (—PBy —puzx) + 5y - —A— + 2=z (\y— pz
< (—=By — px) A+M_5_%y((6 1y 2 (A —pz)
A+ 2p + o? 202
= | —2Bzy — 2uz* + 5 2o\ - w?) + 2uyr — 2P
< Py —2p A+u—6—g(@/ v =y’ pyz = =

= (—261:y—2u:1:2 +

+/ﬂf—A%”ﬂwf+ﬂmw”—%mf—hﬁﬂ+ﬂﬁ¢—kﬁf—uﬁf N

Ap—B-5%
2
+ 2uyz — %22
o (M Hn—-B-%) (—28zy — 2p2?)
Ap—B-%
N BAY? = Ny =  uy® + 2Bpy” — 2 \uy® — 2p°y* + Bo’y® — Ao®y® — po’y® .
Ap—B-5%

()\+u—ﬁ—"22>-<2uyz—2ﬁf2z2> )

_|_
Ap—5-5%
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= (—26)\17; — 2 \pa? — 2Bpxy — 2pta? + 23%xy + 2Bux? + 25%2xy + 2,u%2x2 +

BAY? = Ny = Auy® + 2Bpy” — 2 uy® — 20°y° + Bo’y® — Ao®y® — po’y®

212 203 261? 2u%0?
+2\uyz — Tﬂzz + 2uPyz — i 28uyz + bu 2% — 2,u%2yz RO )

A A 2\

1
Abp—0-%

2
= <+25ua¢2 — 2 \pux + QM%Q:Q — 2ux?+

2
g
—2B\xy — 2Bpxy + 2%y + 265903/%—
+ANY? = NP = Ay + 28uy” — 2y — 20y + Boty? — Ao®y? — potyP+

2
o
—2Buyz + 20 pyz + 2uyz — Q;L?yz%-

) P W)

[tz )
Ap—0-5%

+25M2z2 _ 202 _ 207 i 2420 2) )

2

2
= (-ﬁ(%wﬂ—2w+2ﬁ;—2ﬁ)+my(4@w#wA+m?+2ﬁ;)+

+y° (ﬂ)\ — N = A\ 4281 — 20 — 2% + Bo? — No? — /w2) +

52
+yz (—ZB,LL + 20+ 2u* — 2u2) + 22 (
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o2 o2
= ( —2/m;2(—ﬁ+)\+u—2) — 2ﬁ:cy<—5+)\+u—2> +

+f(MB—A—m+2MB—A—M%HFW—A—M0+
o2 12 o2
+2uyz —5+)\+u—? — 272 —ﬁ—i—/\—i-,u—? :

1
Ap—0-%

Abpu—B-2 Atpu—-p-2
= —2ux’ ( n=p 022 ) — 25:101/( a 022 ) +
Ntn-f-2 Ntu-f-2

+ﬁ(ﬂ+ﬂu+ﬁ)W—A—uv#

A+2u+02) (B—\— 2
(+—u+a)(502 u» +oouye — 2Ps2
Atp—0—%

= —2uzr* — 2Bzy + y2< 3

Ou ainda, podemos reescrever a expressiao acima como:

2

20\ + 2u + 0?) (5—)\—#)>+2ﬂyz_2’liz2, (3.11)

2N+ 2u — 28 — o2

VV-f = =2uz* — 2Bzy + v* (
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Assim, em (3.11]) encontramos o valor para a parcela (ii) da expressao (3.9)),

para finalizar o valor de LV.

Determinemos a parcela (iii) de 1} isto é, %tr (GGTVXX>.

Temos Vi, dada pela Matriz Hessiana:

OV o Tl 2wy,
83:2 ) y7 ayax Y y7 azam Y y’
Vix = Fv (r,y,2) aQ—V(x 2) 827‘/(1‘ 2)
XX T axay 7y7 8?2 7y’ azay 7y’
o’V o0V o’V

axaz($ay72) m(l‘ayaz) ﬁ(xvyaz)

Portanto, substituindo os valores das derivadas parciais de ordem 2, calculada

em ([3.10), temos a seguinte matriz Hessiana V,:

2 0 0
A+ 20 + o
Vix = a )
Atp—p—%
0 0 2—“
A

Assim, calculemos a matriz GGT.

—oy
G=| oy |. GT = ( —oy oy 0 ) ., temos:
0
o2?  —g? 0
GGT = _02y2 02y2 0
0 0 0

Entdo podemos calcular a matriz GG7 Viy:

%2 —o%? 0 2 0 0

GGTVXX = GGT'VXX = —0'2y2 O'2y2 0
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2(cy?) (—0292)-< A2t o” ) 0

>\+M—5—2%2
_ A+ 2
GGV = 2(—2%?) (02y2)'< +2u+0 2) 0
Atp—F-5%
0 0 0

Assim, temos o seguinte Trago da Matriz (G’GTVXX):

A4 2 2
tr (GGTVXX> = 2(c%y?) + rent 002 oy’
Atp—B0—%
Dessa forma, encontramos o valor da parcela (iii) de (3.9):

1 A+ 24+ o2
—tr (GG V) = o%? 22,
5 ( ) S W v g R

Assim, encontrados os valores para (i), (ii) e (iii), temos:

M5 =0
(ii) VV - f = —2u2® — 2Bzy + 3> <2()\ —gf/j_—g;i) 2(5:;\2_ N)) + 2uyz — 2fz
mn;m(GGﬁ@J = ﬁﬁ+¢Ai;i:¥i02ﬁﬁ.
Dessa forma, podemos encontrar o valor de LV:
LV(t,x) = BV SV f it (GGTVXX)] (t, %)
t 2
=:—ZMQ—mhy+f(éQ;fi;:?;§:2;#0>+me—ﬂf£+
*’U@2+2Ai;fﬁ;;i0202?
(3.12)

Podemos ainda reescrever a expressio LV, apresentada em (3.12)), pois temos

valida a seguinte igualdade da parcela de y? em LV:
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2A+2u+0%) (B—A—p) ) A2u+a® L), 2
= — (A +2u) %
( to-28-02 7 T otou—2p3-27)Y (A+2m)y
A qual mostraremos a seguir:
200+ 2u+0%) (B— X —p) L2 A+ 24+ o? ),
2 N+ 2 — 28 — o2 2N+ 2u — 28 — o2

(204 2u+0%) (B=A—p) + 2A+2u—-28-0") 0® + A\ +2u+0%) ) ,
- 2\ + 21 — 28 — o2 4

= (25/\ + 481 4 280 — 2X% — 4y — 200? — 2\ — 4p® — 2uo® +

1
2 2 2 4 2 2 4 2
+ 2 0° + 2uo” = 200" — 0" + Ao +2uc°+o ) . (2)\+2M—25—02>y

= (25)\ — 207+ No? — 2\ — A\ + 4B — 4p® + 2u0’ +

1
2 2 2 2 2 2 4 4 2
+200% — 200” + 2p10” — 2p0” + 260% — 260° + 0 _U>'<2)\+2u—25—02>y

:<—)\(2)\+2,u—25—02) _2“(””“_25_02))'<2A+2ui25—o—2 >y2

:<_(A+2u) (2 +2p-28-07) ) ' <2>\+2ui2ﬁ—02>y2

=—(A+2n) v
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Dessa forma, podemos reescrever LV (3.12)) da seguinte forma:

2

LV(t,x) = —2ux® —2Bzy — (A +2p) y* + 2pyz — 2%22'

E temos a seguinte desigualdade:

2

LV(t,x) = —2ux®—2Bxzy — (A +2u)y* + 2uyz — 2%2’2
2
1
<=2p (2 +97) + B (2 +97) — A+ 20 v* +2u (v* + 2°) — 257"
(3.13)
Pois temos:

i) —2ur® < =20 (2° + 4%)

i) —2Bzy < B (2 + 7).
De fato:

(x+9)*>0 = v+22y+9y* >0 = 22 +y* > 21y

= ey <2i+y? = —26zy<ﬂ(m2+y2).

i) — (A +2p) y? < — (A +20) y%;

) 2uyz < 20 (Y + 2°).
De fato:

(y—2)220 = 3> —2yz+22>0 = > +22>2y2

= <Y+ 22 = 2@yz<2u(y2+z2).

2 2
_oK- 2 _op” 2
'v) 2)\z< 2)\2'.

Assim, podemos reescrever a expressao (3.13]) como:
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2

Lv(t,x) <-=2u(a®+9?) +B8 (22 +9?) — A+ 2m) v* + 2 (1 +22) — 2“722
2 2
= —2ua” 4 fx® — 2uy® + By® — N — 2uy” + 2uy” + 2p2% — %22
21

= =@2p=B)* = 2u+ A= By’ — (= V)"

(3.14)

Portanto, de (3.13]) e (3.14)), temos:
2

LV(t,x) = —2ux®—2Bxy — (A+2u)y* + 2uyz — 2722

(3.15)

2
< —(2u=B)a’ = u+ A= By’ — (1= N2,

Ou seja, temos LV (t,x)) < —c¢(|x)]), onde a fungdo ¢ é continua e definida
positiva em R, e, portanto, pelo Teorema [5| temos que o sistema é estocasticamente

assintoticamente estavel, se satisfeitas as condigoes apresentadas, isto é, quando satisfaz:

2

O<B<min{)\—|—u—02,2,u} e [> A

Pois, na expressao (3.15)), temos:
e 2u—p)>0, pois 2u> 0.
e 2u+A—=p)>0, pois 2u+A—0%/2)>8 = (2u+A\) > 0.

o (u—A)>0, pois pu> A

A partir de simulagoes numéricas com programagao em linguagem Python, buscou
verificar-se que a estabilidade via fung¢oes de Lyapunov do modelo matematico [SIRI
Estocastico estudado, de maneira analitica, é confirmado pelas simulagoes numéricas,

como apresentado na préxima secao.
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3.3 Simulacoes numéricas: verificacao da estabili-

dade do modelo SIR

De modo analogo ao apresentado na Segao para a aplicacdo de crescimento
populacional, utilizamos a mesma programacao em linguagem Python, fazendo uso do
método Euler-Maruyama (ROSSANT) 2018). Todavia, agora para o sistema em
trés dimensoes. O cédigo utilizado é apresentado no Apéndice [C

Considerando a condicao , apresentada a seguir, introduzida na Proposicao

realizamos as seguintes simulacoes, com utilizacao de valores para os parametros:

f: Taxa de contato (ou taxa de infecgao);

A: Taxa de Recuperacao;

p: Taxa de Nascimento e Taxa de Obitos (excedo os falecidos pela pandemia);

o: Taxa Estocastica.

2

0<6<min{/\+,u—02,2,u} e pu> A, (3.16)

SIMULACAO 1
Inicialmente, realizamos uma simulagdo com o parametro o igual a 0 (ou seja,
considerando o modelo como deterministico), tomando a taxa de natalidade e ébitos

=0 e com valores de § = 0,3 e A = 0, 15, temos apresentado o comportamento da

Figura pois temos que tais pardmetros nao satisfaz a condicao (3.16]), pois temos:

B=03 A=0,15 p=0; c=0 (3.17)

= 0,3 <min{0,15+0; 0} 7 = 0,3 <min{0,15; 0} ? = A condiciio nao é vilida.

Portanto, pelo resultado da proposicao apresentada, temos que, como a condicao
da desigualdade nao é vélida, entdo nao temos o equilibrio livre de doenca Ey = (1,0,0)
sendo globalmente assintoticamente estavel. Resultado esse, que de fato pode ser

verificado nos graficos apresentados na Figura [3.2]
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Figura 3.2: Simula¢ao numérica do modelo SIR utilizando os pardmetros 1’
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

SIMULACAO 2
Nesta segunda simulagdo, mantivemos os valores dos parametros 3, 4 e o, mas

alteramos o valor de A de 0,15 para 0,05. Assim, temos:

8=0,3; X=0,05; u=0; o0=0 (3.18)

= 0,3 <min{0,05+0; 0} ? = 0,3 <min{0,05; 0} ? = A condicdo nio é valida.

Ou seja, assim como na simulagdo anterior, temos que como a condi¢ao da

desigualdade nao ¢é valida, entdao nao temos o equilibrio livre de doen¢a no ponto
)

Es = (1,0,0) sendo globalmente assintoticamente estavel. Todavia, podemos perceber

que com a diminuicao da taxa de recuperacao, onde tinhamos um ponto de maximo

na curva dos infectados préximo de 16% na simulagao anterior, agora chegamos a um

ponto de méximo na curva de infectados acima de 50%, como pode ser visto na Figura

5.0l
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Figura 3.3: Simula¢ao numérica do modelo SIR utilizando os pardmetros 1)

Modelo SIR Estocastico

1.0 7

0.8

0.6 1
— s

1)
— R(t)

Populagdo

0.2 9

0.0+

T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 120
Tempo

Suscetiveis Infectados

° e
S &

e
w

Populacéo
Populacio

°
iy

°

0.0

o 20 40 60 80 100 120 o 20 40 60 80 100 120
Tempo Tempo

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

SIMULACAO 3

Por outro lado, se temos os parametros: 5 =10,05 A=0,3; p=0;e 0=0;
analisando somente a relagdo < A+ pu — %2, teriamos que a condi¢ao se mantém. O
que de fato, implicara em um comportamento diferente das simulagoes anteriores, pois
o valor de 8 é menor que A + y — ”—22, como pode se perceber na Figura e com isso,
a epidemia nao se propaga como nos casos anteriores e a curva de infectados decresce.

Todavia, como a condicao nao se satisfaz, pois com p = 0 teremos a

expressao min {)\ + - %2, 2,u} da seguinte forma, para esta simulacao 3:

=005, A=0,3; u=0; 0=0 (3.19)

= 0,05 <min{0,3+40; 0} ? = 0,05 <min{0,3; 0} ? = A condicio nio é valida.
Ou seja, por mais que nesse caso percebemos na Figura [3.4 que o comportamento
se alterou, como verificamos que a condi¢ao acima nao foi satisfeita, temos que, nova-
mente, ndo temos o equilibrio livre de doenga no ponto Ey = (1,0,0) como globalmente

assintoticamente estavel.
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Figura 3.4: Simula¢ao numérica do modelo SIR utilizando os pardmetros 1’
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor

Podemos perceber que enquanto utilizarmos a taxa de natalidade p = 0, nao
teremos equilibrio no sistema, pois a condigao (3.16) depende desta taxa, de natalidade,

ser maior que [3.

SIMULACAO 4
Na presente simulagao. mantivermos os valores da simulagao anterior, exceto
que adicionamos um valor de 0,1 para o parametro u, ou seja, gerando uma simulacao

com 0s seguintes parametros:
B=0,05 AX=0,3; pu=0,1; 0=0 (3.20)
= 0,05 <min{0,3+0,1; 0,2} 7 = 0,05 < min{0,4; 0,2} ?
= 0,00 < 0,2 = A condicdo é valida.

Portanto, como a condicdo da Proposicao {4 é satisfeita, temos o o equilibrio livre

de doenga Ey = (1,0,0) sendo globalmente assintoticamente estavel, como podemos
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verificar na Figura [3.5] que, de fato, a curva dos Suscetiveis sai de uma vizinhanca de 1,

e com o decorrer do tempo ela volta ao ponto de equilibrio S = 1.

Figura 3.5: Simula¢do numérica do modelo SIR utilizando os pardmetros 1)
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

SIMULACAO 5

Por outro lado, voltando ao caso da Simulacao 2, onde foi realizada uma simulacao
com os parametros § =0,3; A=0,05 pu=0; o =0, acrescentando um valor para o
parametro pu = 0, 1, apesar de alterar o comportamento do sistema, manteremos nao

satisfeita a desigualdade da condicao, isto é, temos:

8=0,3 A=0,05 pu=0,1, c=0 (3.21)

= 0,3 <min{0,05+0,1; 0,2} ? = 0,3 <min{0,15; 0,2} ?
= 0,3 < 0,157 = A condigdo nio é valida.

Portanto, assim como podemos verificar na Figura [3.6] apesar de um comporta-

mento diferente do caso da Simulagao 2 (Fig. [3.3)) pelo fato de agora termos uma taxa
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de natalidade acrescentada ao sistema, mas, ainda assim, nao temos o equilibrio livre

de doenca.

Figura 3.6: Simulacdo numeérica do modelo SIR utilizando os parametros 1)
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

SIMULACAO 6
Realizamos uma nova simulagao, alterando o parametro u = 0,1 para = 0,3

(mantendo 8 = 0,3 e = 0,05), teremos agora satisfeita a condi¢ao da desigualdade:
=03 AX=0,05 p©=0,3 c=0 (3.22)
= 0,3 <min{0,05+0,3; 0,6} 7 = 0,3 < min{0,35; 0,6} ?

= 0,3 < 0,35 = A condigdo ¢ valida.

Portanto, temos novamente um caso que a condigao da Proposigao [] é valida e,
portanto, temos o equilibrio no sistema, como pode ser verificado na Figura [3.7], que a
curva de Suscetiveis se inicia de uma vizinhanga do ponto de equilibrio S = 1, e como o

decorrer do tempo, ela volta para o equilibrio S = 1. E da mesma forma, a curva de
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infectados se inicia de uma vizinhanga do ponto de equilibrio I = 0, e como o decorrer

do tempo, ela volta para o equilibrio I = 0.

Figura 3.7: Simulacao numeérica do modelo SIR utilizando os parametros 1)
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Ressaltamos que em todas as simulagoes apresentadas até o momento utilizamos
o parametro o = 0, isto é, com o termo estocastico nulo; assim, temos o equivalente a
um sistema SIR deterministico. Apresentaremos a seguir, algumas simulagoes, incluindo

valores para o parametro ¢ e analisando a condi¢ao de estabilidade.

SIMULACAO 7

Realizamos uma nova simulacao, com os seguintes valores para os parametros:

8=0,3 AX=0,05 pu=0,01; 0=0,1 (3.23)

= 0,3 <min{0,05+ 0,01 — 0,005; 0,02} 7 = 0,3 < min{0,055; 0,02} ?

= 0,3 < 0,027 = A condigdo nio é valida.
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Assim, pelo resultado da proposicao apresentada, temos que, como a condicao da
desigualdade nao ¢é valida, nao temos o equilibrio livre de doenca no sistema. Resultado

esse, que de fato pode ser verificado nos graficos apresentados na Figura [3.8]

Figura 3.8: Simula¢do numérica do modelo SIR utilizando os pardmetros 1)
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

SIMULACAO 8
Por outro lado, realizando uma nova simulacao, com os seguintes valores para os

parametros:

=03 A=0,15 p©=0,2; c=0,1 (3.24)
= 0,3 <min{0,15+ 0,2 —0,005; 0,4} ? = 0,3 <min{0,345; 0,4} 7
= 0,3 < 0,345 = A condigdo ¢ valida.

Temos novamente um caso em que quando a condigao da Proposigao [] é valida
e assim temos o equilibrio no sistema, como pode ser verificado na Figura [3.9, agora

para o caso estocastico (pois temos o # 0).
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Figura 3.9: Simulacao numérica do modelo SIR utilizando os parametros 1)
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Dessa forma, foi possivel verificar nas Simulacoes de 1 a 8 e nos graficos apresen-
tados, que houve equilibrio no sistema somente nos casos das Simulacao 4 (Fig. [3.5)),
Simulagao 6 (Fig. e Simulagao 8 (Fig. , pois os parametros utilizados nesses
casos cumpriram a condigao apresentada da Proposicao [l

Ademais, além de disponibilizarmos no Apéndice [C] o cédigo utilizado, em
linguagem Python, das simulacgoes apresentadas, em tal apéndice também é possivel
acessd-lo no ambiente Google Colab, a partir do link disponibilizado (para isso, sendo

necessario uma conta Google).

No proximo capitulo, sera apresentado o estudo de um modelo compartimental
utilizado para [Covid-19], derivado do [SIR], o0 modelo [SIRD], que acrescenta o comparti-
mento (D)eceased para os individuos falecidos; de modo que realizou-se a estimagao dos
parametros para este modelo, através da analise dos dados da pandemia de [Covid-19|

no municipio de Bauru, no inicio da pandemia.



CAPITULO

4

Estimacao dos parametros do modelo

SIRD: analisando os primeiros meses

da pandemia de COVID-19 em Bauru

O presente capitulo teve por objetivo a analise dos dados do inicio da pandemia de
no municipio de Bauru, estado de Sao Paulo, no periodo de 64 dias, no intervalo
de 29 de margo de 2020, a 31 de maio de 2020, para a busca dos parametros do modelo
epidemiolégico, segundo Rubio et al.| (2023). O modelo trabalhado foi o modelo [SIRD],
um modelo derivado do tradicional, que estende o modelo inicial, acrescentando um
novo compartimento para separar os individuos que se recuperaram dos que faleceram e,
consequentemente, acrescenta uma nova variavel ao modelo. (OKABE; SHUDO) 2020)).

A partir da estimagao dos pardmetros do modelo foi possivel simular previsoes,
supondo estarmos em 31 de maio de 2020, logo ap6s a coleta dos dados, onde foi possivel
prever qual o nimero de infectados, por exemplo, 30 dias apds o término da coleta dos
dados para estimacao dos pardmetros, comparando o nimero de infectados estimados
pelo modelo, com o ntimero dos dados reais coletados.

Para a coleta dos dados utilizamos a plataforma SP Covid Info Tracker (acesso
em https://www.spcovid.net.br), sendo esta um projeto coordenado pelos pesquisadores

Wallace Casaca e Marilaine Colnago desenvolvido com o propdésito de disponibilizar
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a sociedade civil, érgaos de imprensa, formuladores de politicas governamentais e
comunidade cientifica uma plataforma interativa para monitoramento em tempo real e
analise preditiva de dados da Covid-19, fornecendo informacdes precisas e relatérios
detalhados sobre o progresso diario do coronavirus em mais de 90 cidades espalhadas
pelo estado de Sao Paulo (AMARAL et al., 2001)). Optamos por utilizar a SP Covid Info
Tracker, pois esta divulgara os dados organizados como ntimero de novos casos, nimero

de novos 6bitos e recuperados, informacoes necessdrias para nosso sistema [SIRDI

Modelo SIRD deterministico

Para simplificar o modelo, optamos por nao trabalhar com o parametro de taxa
de natalidade u, como no sistemas (3.2)) e (3.3)) do capitulo anterior. Mas adicionamos o
compartimento (D)ead / Mortos, no sistema ({3.1]), de modo que ficamos com o seguinte

modelo:

Figura 4.1: Diagrama do modelo SIRD
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor

S'(t) = =BS)I(1);
I'(t) = BS()I(t) — AL(t) — yI(t);
(4.1)
R'(t) = M (t);
D'(t) = ~1(t)

onde, nas equagoes do sistema (4.1)), de modo andlogo aos sistemas [SIR] apresentados
no capitulo anterior, temos que S(t), I(t), R(t), D(t) denotam o nimero de individuos

Suscetiveis a doenga, nimero de membros Infectados, nimero de Recuperados e nimero
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de Mortos, respectivamente. A populagao considerada tem tamanho constante N, e as
varidveis podem ser normalizadas para N=1, ou seja, S(t) + [(t) + R(t) + D(t) = 1, para
todo t > 0, ou trabalhadas com o nimero total da populagao analisada. Trabalhamos
com a populacao da cidade de Bauru informada no site SP Covid Info Tracker, de
379300 habitantes. O parametro S é o nimero médio de contatos por infectante por dia
(ou taxa de infecgao); A representa a taxa de recuperagiao de pessoas infectadas; e o
parametro v representa a taxa de mortalidade. Obviamente, temos 5, A,y € R,
Coletamos os dados de novos casos, nimero de novos Obitos e recuperados,
calculamos os nimeros de casos acumulados e ébitos acumulados, para formar nossa
base de dados de Suscetiveis, Infectados (isto é, os casos ativos no momento, excluindo
do total de casos acumulados os que ja se recuperaram ou faleceram), Recuperados
e Mortos, conforme apresentado a seguir, na Tabela Optamos por apresentar tal
tabela apontando somente alguns dias, de maneira ilustrativa, por questoes de espago

(todavia, é apresentado no Apéndice @ a versao completa, com os 62 dias).

Tabela 4.1: Dados relativos a Covid-19 em Bauru no inicio da pandemia

Dia | Data | Suscetiveis | Infectados | Recuperados | Mortos
t S(t) I(t) R(t) D(t)
0 | 29/mar 379300 0 0 0
1 | 30/mar 379298 2 0 0
2 | 31/mar 379298 2 0 0
3 1/abr 379297 3 0 0
8 6/abr 379294 5 0 1
11 9/abr 379289 10 0 1
16 | 14/abr 379276 21 0 3
18 | 16/abr 379264 30 2 4
20 | 18/abr 379242 50 3 5
28 | 26/abr 379213 70 10 7
34 | 2/mai 379183 86 24 7
41 | 9/mai 379140 93 58 9
45 | 13/mai 379107 103 80 10
53 | 21/mai 379062 110 116 12
57 | 25/mai 379044 93 149 14
61 | 29/mai 379016 102 167 15

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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4.1 Estimacao dos parametros deterministicos: 3, A\, v

As Equagoes do Sistema (4.1)) do modelo [SIRD] permitem a determinagao dos
parametros 3, A e 7 com base na evolucao dos dados oficiais dos efeitos da [Covid-19]

apresentados na Tabela através da aproximacao da derivada pela diferenca central

Py = ORI

onde para cada dia dos dados da amostra t = 1,2, ...,62 = T calculamos os parametros

Be, A\v € Y, que nos fornecem uma sequéncia de dados, como apresentado nas Equagoes

(4.2), (4.3) e (4.4). Os calculos e manipulagoes que resultam em tais equagoes sao

apresentados no Apéndice [E]

Yy’ CS(t+1)=S(t—1)
B = =7 onde temos 3, = 25()1(1) ; (4.2)
DY EpY _ R(t+1)—R(t—1)
A= = onde temos A\, = 21(0) ; (4.3)
r D(t+1)—D(t—1
v = ZtTl%, onde temos v = (t+ ;I(t) ( ) (4.4)

Em seguida, calculamos a média simples de tais valores, gerando os parametros

apresentados na Tabela [£.2]

De posse de tais parametros, considerando o momento inicial da pandemia, apos
62 dias iniciais, foi possivel gerar os graficos do modelo a partir de codigo em
linguagem Python, apresentado na Figura|4.2] Foi utilizada a funcao Odeint, do médulo
scipy.integrate, da biblioteca SciPy, que resolve numericamente EDOs, no cédigo em
linguagem Python, do modelo SIRD. Tal cédigo é apresentado no Apéndice [F], o qual
além do gréfico do modelo SIRD, retorna o nimero de previsao de infectados nos dias

t=0at=90 (informacao essa que usaremos mais adiante, na Tabela .
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Tabela 4.2: Pardmetros estimados, no tempo ¢ = 62, do modelo SIRD Det. para cidade de Bauru

N - Populacao Total 379300
So - Nimero Inicial de Suscetiveis 379298
Iy - Nimero Inicial de Infectados 2
Ry - Nimero Inicial de Recuperados 0
Dy - Numero Inicial de Mortos 0
to - Data Inicial 30/03/2020
[ - Taxa de Contato 2,94858301579693 - 10~
A - Taxa de Recuperacao 3,45122943418598 - 1072
v - Taxa de Mortalidade 8,35692416616626 - 103

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Figura 4.2: Modelo SIRD com parametros da cidade de Bauru estimados no tempo ¢t = 62
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor a partir de simulagado numérica em linguagem Python

Ressaltamos que tais parametros refletem o comportamento previsto naquele
momento da pandemia na cidade de Bauru, e é recomendado uma atualizacao dos
parametros a cada 7 ou 15 dias, a fim de proporcionar um melhor comportamento a médio
e longo prazo no modelo. Até porque a prépria divulgacdo de estudos epidemiologicos,
bem como as tomadas de decisoes governamentais alteraram o comportamento dos

individuos, alterando o comportamento futuro da epidemia.
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A partir do grafico do modelo [SIRD] da Figura [4.2] isolamos somente a curva de
Infectados do modelo, e colocamos um grafico de dispersao dos dados analisados no

perfodo de 62 dias, o qual é apresentado a seguir na Figura [£.3]

Figura 4.3: Gréfico de dispersao dos dados reais (62 dias analisados) e curva de Infectados - Bauru
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor a partir de simulagado numérica em linguagem Python

Analisando o gréfico da Figura [4.3] bem como os dados da Tabela [£.1] podemos
ver que com dois meses de pandemia, na cidade de Bauru-SP, havia na faixa de 100
individuos infectados. Nesse momento hipotético, a partir desse modelo, podemos prever
quantos infectados teriamos apds 4 semanas, ou seja, no tempo ¢ = 90. Podemos ver no
grafico apresentado a seguir na Figura [4.4] que a curva de infectados apresenta o valor
estimado de 986 individuos infectados, para o dia 90 (ponto azul). Enquanto o dado
real que temos para o nimero de infectados nessa data é de 843 individuos infectados

(ponto vermelho). Isto é, uma estimativa com um erro de menos de aproximadamente

17 %.
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Figura 4.4: Previsdo de infectados (dia ¢ = 90) modelo SIRD Deterministico vs Dados Reais - Bauru
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulacdo numérica em linguagem Python

Modelo SIRD estocastico

Todavia, um modelo deterministico como o apresentado no Sistema , pode
nao ser a melhor forma de se modelar uma epidemia. Podemos observar que no modelo
deterministico todos os parametros sao considerados deterministicos, independentemente
das flutuagoes ambientais. Do ponto de vista bioldgico, o modelo deterministico impoe
algumas limitagoes a modelagem matematica de sistemas ecoldgicos, pois podemos
observar no comportamento dos dados, que estes apresentam oscilacoes. A imprecisao
dos dados, é outro ruido que pode ser considerado que um modelo estocastico pode
vir a modelar melhor que um deterministico. Formas de infec¢ao, além do contato
direto, como pelo contato a um objeto infectado, também pode trazer variagoes que um
sistema estocastico viria a modelar melhor. Assim como a variacdo nos dados analisados,
que pode ser observada na tabela completa apresentada no Apéndice [D] ou no gréfico

da Figura 4.5 os quais mostram que a variacdo da coleta dos dados dos infectados
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lembra mais um comportamento estocastico, com certa imprevisibilidade, do que um
crescimento deterministico.
Figura 4.5: Gréfico de dispersao de Infectados com dados reais (62 dias analisados) - Bauru

120

o
=]

Infectados

10 20 30 40 50 60
Tempo

Fonte: Elaborado pelo préprio autor no software Microsoft Excel

Dessa forma, podemos considerar perturbagoes aleatorias nas variaveis suscetiveis
e infectados, e sua influéncia ndo muito conhecida entre estas varidveis por um ruido
branco, propondo para as Equagoes do modelo deterministico, o seguinte
modelo Estocdstico:

dS(t) = —BS(H)I(t)dt + o1 S(t)dW, (¢), S(0) = so,
dI(t) = (BS(O)I(t) — M (t) — vI(1))dt + ool (H)dWa(t),  I(0) = g, W)
dR(t) = M (t)dt, R(0) = o,
dD(t) = ~vI(t)dt, D(0) = do.

onde temos sg, ig, 79, dg > 0 com sy + 19 + 9 + dy = N;
sendo N o total da populacao;
Wi (t) e Wa(t) sao Movimentos Brownianos cldssicos independentes;

ec?>0,i= {1, 2} representam as intensidades de Wy(t) e Wa(¢).
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4.2 Estimacao dos parametros estocasticos: o; e o9

Considerando o modelo SIRD Estocastico apresentado em , 0s parametros
B, X e v apresentados na Tabela podemos calcular o parametro o; a partir da
primeira EDE do sistema do modelo SIRD Estocastico apresentada no Sistema [4.5] ou
seja:

dS(t) = —BS(t)I(t)dt + o1 S(t)dW, (L)

Dessa forma, encontramos a seguinte equacao para o parametro o;, onde apre-

sentamos no Apéndice [E.4] os cdlculos e manipulagoes que implicam em tal resultado:

T
Zt:1 O1¢
T )

S(t+1)—S(t—1)
S(t) ’

o] = onde temos oy = (4.6)
De modo anélogo, para encontrar o valor do parametro o, do modelo estocéstico,
utilizamos a segunda EDE do sistema do modelo SIRD Estocastico, apresentada no

Sistema [4.5] ou seja:

dI(t) = (BS()I(t) — M(t) — vI(t))dt + oI (£)dWa(t).

onde foi possivel encontrar a seguinte equagdo para o parametro oy, sendo apresentado

no Apéndice os calculos e manipulagoes que implicam em tal resultado:

T
o9 = Zt%am, onde temos: (4.7)
_ S(tH1)=S(t=1) | I(t+1)—=I(t=1) | R@+1)—R(t=1) | D(t+1)+D(t—1)
02t = — 21(1) + 21(%) + 21(t) + 21(1)

Dessa forma, a partir das Equagoes (4.6]) e (4.7]), foi possivel realizar os calculos,
utilizando os dados dos 62 dias apresentados na Tabela[4.1], onde chegamos nos seguintes

valores dos parametros estocasticos:

Tabela 4.3: Parametros estocasticos estimados para o modelo SIRD para a cidade de Bauru

o1 - Taxa Estocéstica | 2,41622620562151 - 10~°
o9 - Taxa Estocédstica | 2,069235991256 - 101

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Assim sendo, realizamos varias simulagoes numéricas, em um codigo em linguagem
Python das trajetérias das EDEs com o Movimento Browniano (em um mesmo gréfico),
do modelo SIRD Estocéastico apresentado no Sistema com os parametros estimados,
e calculamos a Esperanca entre elas, para as variaveis S, I, R e D, como apresentado na
Figura [£.6] O cédigo em linguagem Python onde tal figura é gerada é apresentando no

Apéndice [G] onde utilizamos o método e Milstein, o qual é apresentado da seguinte

forma:

Consideremos a seguinte equacao diferencial estocastica
dX; =a(t,X;)dt +b(t, X;) dBt,

O método de Milstein adiciona ao método Euler-Maruyama a seguinte parcela,

como fator de correcao

;bb’ {(am)? — A},

Ou seja, o método de Milstein apresenta o seguinte esquema iterativo

1
Yier = Yo 40l + bAW + b {(aw)? — A},

Mais detalhes do método podem ser vistos em Kloeden e Platen| (1992), p. 345.

Figura 4.6: Modelo SIRD Estocéastico com 10 simulagdes e Esperanca, pardmetros a partir de dados da
cidade de Bauru no tempo t = 62 e o; da Tabela

Modelo SIRD Estocastico Bauru dados reais em t=62, 10 Simulagdes e Esperangas

500000

—— Esperanga de Suscetiveis

Esperanca de Infectados.
—— Esperanga de Recuperados
—— Esperanga de Mortos

400000 4

300000

Populagao

200000

100000 4

Tempo

Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulagdo numérica em linguagem Python
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Aumentamos o nimero de simulagoes para 50, com as Esperancas de S, I, R e

D, na simulagdo numérica, gerando o grafico a seguir, apresentado na Figura [1.7}

Figura 4.7: Modelo SIRD Estocéastico com 50 simulagdes e Esperanca, pardmetros a partir de dados da
cidade de Bauru no tempo t = 62 e o; da Tabela

Modelo SIRD Estocastico Bauru dados reais em t=62, 50 Simulagdes e Esperancas

—— Esperanca de Suscetiveis
Esperanca de Infectados.
—— Esperanca de Recuperades

—— Esperanga de Mortos
500000

400000

a0

300000 A

Populag

200000 4

100000

Tempo

Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulagdo numérica em linguagem Python

Porém, ao aumentar consideravelmente o niimero das simulagoes, para mil
simulacoes, ocorre um aumento do processamento exigido, onde a plataforma Google
Colab utilizada para compilar o cédigo em linguagem Python apresentou o seguinte
erro:

Figura 4.8: Erro no Google Colab ao compilar cédigo com mil Simulagdes do modelo SIRD Estocéstico

A sessio falhou depois de utilizar toda a RAM
disponivel. Se tiver interesse em aceder a

tempos de execugao com mais RAM, consulte o
Colab Pro.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor / print do ambiente Google Colab

Para contornar esse problema, optamos por editar o cédigo, retirando o grafico
que seria gerado ao final, onde foi possivel realizar a compilacao do cédigo com um
maior nimero de simulagoes com sucesso, entregando como resultado o niimero de

infectados em um tempo solicitado (¢ = 90), conforme apresentado no Quadro .
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Quadro 4.1: Compilagdo cédigo em Python contendo dez mil simulacées do modelo SIRD Estocéstico

Nimero de simulag¢ées: 10000

Esperanga de Infectados em ¢ = 90: 901

Tempo de execugao: 32,5 minutos

Fonte: Elaborado pelo préprio autor

Dessa forma, temos os valores apresentados na Tabela 4.4, comparando o valor
estimado a partir do modelo SIRD Estocastico, apresentado no Quadro 6.1, o modelo

SIRD Deterministico, apresentado na Figura [4.4] e os Dados Reais para o dia t = 90.

Tabela 4.4: Comparacao entre estimativas do nimero de infectados no dia ¢ = 90 em Bauru do modelo
deterministico e com dez mil simulagoes numéricas do modelo estocastico

SIRD Det. | SIRD Est. | Dados Reais

986 901 843

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Assim, pode se verificar que o modelo SIRD Estocastico, com 10 mil simulagoes,
resultou em uma estimativa de 901 infectados no tempo ¢ = 90, apresentando um
erro relativo de 6,88% em relagdo aos dados reais (de 843 infectados). Enquanto o
modelo SIRD Deterministico, vimos anteriormente que apresentou um erro de 16, 96%,
mostrando, portanto, que o modelo estocastico pode apresentar previsoes mais assertivas

que o modelo deterministico (assim como ilustra a Figura [4.9)).
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Figura 4.9: Previsao de infectados para o dia t = 90: modelo SIRD Deterministico
vs SIRD Estocéstico (Esperanca de dez mil simulagoes) vs Dados Reais - Bauru

—a— |nfectados - Previsao pelo modelo SIRD Deterministico
e Infectados - Dados Reais (62 dias) utilizados para estimacao dos parametros
Previsao pelo modelo SIRD Deterministico no dia 90: 986 infectados
Dado Real para o dia 90: 843 infectados *
Infectados - Previsdo pelo modelo SIRD Estocdstico (média)
Previsdo pelo modelo SIRD Estocastico (média) no dia 90: 901 infectados

900 4

800 4

700

600 +

500 +

400 +

Numero de Infectados

300 +

200 4

100 A

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Tempo

Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulagdo numérica em linguagem Python

O cbédigo em linguagem Python utilizado para o produzir o grafico apresentado

na Figura [£.4] é disponibilizado no Apéndice [H}

Apresentamos, a seguir, na Tabela os dados estimados pelo modelo SIRD
Deterministico, modelo SIRD Estocdastico (com a esperanca das dez mil simulagoes) e
os dados reais, do dia t = 63 até do dia t = 90. Apresentamos também, na Figura [4.10
o grafico da comparacao de tais dados (o qual apresentamos o cédigo em linguagem
Python no Apéndice , mostrando que em todo intervalo analisado o modelo estocastico

apresentou previsoes mais assertivas que o modelo deterministico.
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Tabela 4.5: Comparagao dos Infectados em Bauru: Dados reais (nfo utilizados na estimagio), modelo
SIRD Deterministico e Esperanca de dez mil simula¢ées do modelo SIRD Estocastico do dia 63 ao 90

Dia (t)

Infectados
Previsdo pelo
modelo SIRD Det.

Infectados
Previsao pelo
modelo SIRD Est.

Infectados
Dados reais

63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
33
84
85
86
87
88
39
90

154,05
165,03
176,80
189,41
202,92
217,39
232,38
249,48
267,26
286,31
306,71
328,56
351,97
377,03
403,88
432,63
463,42
496,40
531,72
569,53
610,03
653,39
699,82
749,53
802,75
859,73
920,73
986,02

154.01
164.1
174.87
186.26
197.85
210.7
227.51
244.36
258.84
277.41
296.19
317.65
339.61
360.46
384.33
407.2
433.75
465.6
501.47
536.59
575.43
619.3
665.76
704.73
743.94
799.95
848.12
901.29

80

83

99

134
135
156
149
137
142
175
224
231
231
247
243
286
294
333
449
534
5953
545
041
634
702
768
733
843

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Mumero de Infectados

Figura 4.10: Comparagdo entre estimativas de Infectados vs Dados Reais - Covid-19 em Bauru

Comparacao de Infectados em Bauru-SP ao longo do tempo (dias 63 a 90)

1000 1 —=— Infectados (Previsdo pelo modelo SIRD Deterministico)
Infectados (Previsé@o pelo modelo SIRD Estocéstico - Esperanca de dez mil simulagées)
—o— Infectados (Dados Reais)
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200 A

65 70 75 80 85 90
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor a partir de simulacado numérica em linguagem Python

De modo analogo ao apresentado no presente capitulo, para os dados reais da

cidade de Bauru, realizamos também a estimacao de parametros do modelo SIRD

Estocdstico para a cidade de Rio Claro. Apresentamos tais resultados no Apéndice [K]



CAPITULO

5

Verificacao da Estabilidade do modelo

SIR com parametros estimados:

dados reais de Bauru

Apresentaremos, neste capitulo, os resultados obtidos em relagao a analise da
estabilidade do modelo epidemiolégico [SIR], com utilizacao de dados reais, onde para isso
buscamos dados de nascimentos e 6bitos na cidade de Bauru para estimar o parametro
i (que representa a taxa de natalidade e a taxa mortalidade ao longo do tempo em
que se modela a epidemia, ou seja, mortes da populacao exceto dos infectados pela
epidemia em estudo) e realizar a analise da estabilidade do modelo [SIR], apresentado
no Capitulo [3 a partir dos dados reais de Bauru no inicio da pandemia de Covid-19.
Todavia, nao encontramos os dados de nascimentos e 6bitos por dia, ou més. Para
isso, seria necessario solicitagao como pesquisador ao Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE])), o que envolve
certas burocracias como apresentacio de projeto e aprovacio no Comité de Etica em
Pesquisa, o qual demandaria de um tempo que nao tinhamos disponivel, por se tratar
de uma pesquisa de mestrado em fase final. Assim, como alternativa, coletamos no
site do os seguintes dados de nascimentos e mortes no ano de 2020, conforme

apresentado na Tabela

102
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Tabela 5.1: Dados de Nascimentos e Obitos no ano de 2020 em Bauru

Nascidos Vivos* | Obitos*

4366 2845

Fonte: Elaborada pelo préprio autor com dados do [BGEI

*Utilizamos os dados dos Nascidos Vivos no lugar de residéncia da mée e Obitos
no lugar de residéncia do falecido, isto é, a categoria que exclui os casos de nascimentos
e Obitos de individuos residentes em outras cidades.

Sendo que no modelo SIR Estocastico apresentado no Sistema o parametro
p é apresentado como a taxa de nascimento e 6bitos (excluindo os falecidos pala doenga
analisada no modelo), buscamos os dados dos mortos por Covid-19 na cidade de Bauru
no ano de 2020, como apresentado na Tabela para posteriormente subtrair dos
dados de 6bitos totais apresentados na Tabela [5.1]

Portanto, do total de Obitos em Bauru em 2020 de 2845 individuos, apresentados
na Tabela 5.1} excluindo 299 falecidos por Covid-19, conforme apresentado na Tabela[5.2]
temos um total de 2546 individuos falecidos em Bauru, em 2020 (exceto por Covid-19).
O qual nos resulta em uma média de 212 falecidos por més (exceto por Covid-19).
Temos ainda, do nimero total de nascimentos em Bauru no ano de 2020, de 4366, uma
média de 364 nascimentos por meés.

Ressalta-se que temos no modelo SIR Estocéastico apresentado no Sistema (3.3)),

isto é, o sistema:

dS(t) = (=BS)1(t) — pS(t) + p)dt — oSE)I(t)dW (8);
dI(t) = (BSHI(t) — (A + p)I())dt + o S(E)I(t)dW (¢);
dR(t) = (\I(t) — pR(t))dL.

onde o pardmetro u apresentado como a taxa de nascimento e ébitos (exceto os da
epidemia estudada), em um sistema onde essas duas taxas sdo iguais, por questoes de
simplificacao do modelo. Como ao coletar os dados de nascimentos e 6bitos na cidade de

Bauru no inicio da pandemia, observamos que tais dados nao sao iguais, consideramos
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Tabela 5.2: Obitos por Covid-19 no ano de 2020 em Bauru

Meés Obitos Obitos acumulados
Jan 0 0
Fev 0 0
Mar 0 0
Abr 7 7
Maio 8 15
Jun 15 30
Jul 43 73
Ago 67 140
Set 56 196
Out 51 247
Nov 23 270
Dez 29 299

Fonte: Elaborada pelo préprio autor com dados do SP Covid-19 Info Tracker

denotar a taxa p como pu, para a taxa de nascimentos e y, a taxa de ébitos (exceto os
da epidemia estudada).
Assim sendo, do Sistema (3.3)) que apresentava uma tinica taxa p para nascimentos

e 6bitos, substituimos este por yu, e p,, obtendo o Sistema (5.1):

dS(t) = (=BS)I(t) — poS(t)+puy)dt — o1 S (1) AW (2);
dI(t) = (BS()I(E) — (A + 11,)I(1))dt + oS () (£)dWa(t); (5.1)
dR(t) = (M(t) — p, R())dL.

A partir dos dados encontrados para o ano de 2020 em Bauru, de 2546 individuos
falecidos (exceto por Covid-19) e de 4366 nascimentos, calculamos a média didria para
nascimentos e falecimentos (exceto por Covid-19) de, respectivamente, 7 e 12 individuos.
A partir do qual foi possivel, considerando a populagao total de Bauru de 379300,

calcular os seguintes valores para os parametros fi, e p,:
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Tabela 5.3: Taxas de Nascimento e Obito no ano de 2020 em Bauru

[ix Ho

1,86395992617981 - 10~° | 3,15317690482468 - 10>
Fonte: Elaborada pelo préprio a partir de dados do

Efetuamos a analise da estabilidade no modelo SIR Estocéstico apresentado no
Sistema , o qual apresentamos a prova analitica da Proposicao {4 envolvendo a
estabilidade do sistema, no Capitulo [3] Todavia, primeiramente, manipulamos os dados
para estimativa dos pardmetros a partir do modelo SIR Deterministico apresentado
no Sistema , para buscar o parametro [ (taxa de contato) e o parametro A\ (taxa
de recuperagao), como realizado na Segao , do Capitulo 4} a partir das Equacoes
@.2), e (£.4), com base na evolucio dos dados oficiais dos efeitos da [Covid=-19]
apresentados, de modo ilustrativo, na Tabela (e apresentado a tabela completa com

os 55 dias no Apéndice @[) através da aproximacao da derivada pela diferenca central

OGS (D)

onde para cada dia dos dados da amostra t =1,2,...,62 = T calculamos os parametros

By e Ay a partir das seguintes equagoes:

Yy , _S(t+1)=S(t-1)
b= =T onde temos: f; = SO0 ;
I EPY _ R(t+1)— R(t—1)

A= 7 onde temos A\, = 20 (0)

Ressaltamos que para o modelo SIR, o compartimento Removidos corresponde
a soma dos individuos presentes no compartimento Recuperados e no compartimento
Mortos, do modelo SIRD. Assim, calculamos a média simples dos valores de ; e \;, ao

longo dos 62 dias, gerando os parametros apresentado na Tabela [5.4}
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Tabela 5.4: Pardmetros estimados, no tempo ¢ = 62, do modelo SIR para cidade de Bauru

p

Taxa
de
Contato

A

Taxa
de
Recuperagao

2,94858301579693 - 107

4,2888420071182 - 102

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Para a estimativa dos parametros estocasticos, o; e 09, do modelo SIRD

Estocastico apresentado no Sistema [3.3] utilizaremos a estimativa realizada da mesma

forma apresentada na Secdo [4.2] do Capitulo [4] a partir das Equagoes [4.6] e [4.7] isto é:

T
Zt:1 O1¢
o= —/— onde temos
T 9
T
_ doi—102t
09 = T )

S(t+1)—S(t—1)

01t =

I(t+1)—I(t—1)

St+1)—-S(t—-1)
S(t) ’

onde temos:

R(t+1)— R(t—1)

oan = 0

21(%)

21(%)

Assim, calculamos os valores de o; e 05, ao longo dos 62 dias, gerando os

parametros, e condigdes iniciais, apresentados na Tabela [5.5

Tabela 5.5: Condigoes iniciais e pardmetros estimados (no tempo t = 62) do modelo SIRD - Bauru

N - Populacao Total 379300
So - Numero Inicial de Suscetiveis 379298
Iy - Numero Inicial de Infectados 2
Ry - Numero Inicial de Recuperados 0
Dy - Ntumero Inicial de Mortos 0
to - Data Inicial 30/03/2020

B - Taxa de Contato

2,94858301579693 - 107

A - Taxa de Recuperacao

4, 2888420071182 - 102

iy - Taxa de Natalidade

1,86395992617981 - 10~°

1, - Taxa de Mortalidade

3,15317690482468 - 10~°

o1 - Taxa Estocéstica

2,41622620562151 - 10~°

o9 - Taxa Estocéstica

2,23637447457932 - 101

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Dessa forma, utilizamos os parametros deterministicos e estocasticos e as con-
digoes iniciais apresentados na Tabela [5.5] para realizar simulagoes numéricas, em
linguagem Python com uso do Método Milstein, de modo a verificar a estabilidade do
modelo SIR, apresentado no Capitulo [3| a partir dos dados reais de Bauru no inicio da
pandemia de Covid-19. O cédigo é apresentado no Apéndice [J} o qual gerou os gréficos,
apresentados, a seguir (Fig. , realizados a partir de mil simulacoes estocasticas do

modelo SIR, sendo apresentadas as esperancas destas.

Figura 5.1: Modelo SIR, contendo parametro p, com pardmetros estimados com dados de Bauru

Modelo SIR Estocastico - Método de Milstein - Esperancas de mil simulagdes

—— Suscetiveis - Esperanca de mil simulagdes
Infectados - Esperanca de mil simulagées
—— Removidos - Esperanca de mil simulagdes

350000 +

300000 +

250000 ~

200000 ~
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04

T T T T T
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor

Dessa forma, é possivel verificar nos gréaficos apresentados na Figura [5.1] que
com os parametros estimados com os dados de Bauru, para o modelo SIR do inicio da
pandemia de Covid-19, se manteve o comportamento de nao estabilidade como esperado,
apresentado no Capitulo , com a Proposicao 4| (que demonstramos analiticamente)
e verificou-se com as simulagoes apresentadas na Se¢ao [3.3, onde quando nao temos
satisfeitas as condigoes da proposicao, apresentada em , como no inicio de uma
pandemia como a da Covid-19, nao temos o equilibrio livre de doenca no ponto

Ey = (1,0,0) como globalmente assintoticamente estével.



Consideracoes finais

Neste trabalho, o nosso objetivo foi apresentar um estudo qualitativo, envolvendo
os conceitos de estabilidades e método de Lyapunov, para sistemas deterministicos e para
os sistemas estocasticos. Para isso, iniciamos apresentando os conceitos de Estabilidade
via Lyapunov para [EDOd, para entao apresentar uma breve revisao dos conceitos de
Probabilidade e Processos Estocasticos, bem como apresentar nogoes basicas sobre
Integrais Estocésticas, Formula de Itd e Equagdes Diferenciais Estocésticas (EDEs]).
Dessa forma, foi possivel estender o estudo de estabilidade via fungoes de Lyapunov
para sistemas estocésticos, isto é, modelados por [EDES, adicionando um ruido nas
[EDOd, modelado pelo Movimento Browniano, e com o estudo de uma aplicacdo inicial
em crescimento populacional.

Apresentou-se ainda, como cerne de nosso trabalho a aplicacao de estabilidade
em modelos epidemiolégicos, com a demonstracao do resultado que garante estabilidade
para sistemas estocdsticos, no Capitulo [3] Além disso, para a verificacdo dos
resultados a partir de simulagoes numéricas foi implementado e compilado um codigo
em linguagem Python com uso do método Euler-Maruyama para EDEs, gerando gréaficos
da andlise de estabilidade no modelo SIR Estocéstico.

Ademais, realizou-se a estimacao de parametros do modelo utilizando
dados reais do inicio da pandemia de no municipio de Bauru-SP (e de Rio
Claro-SP, apresentado no Apéndice , de modo a poder fazer previsoes a partir do
modelo proposto, comparando o modelo SIRD Deterministico com o modelo SIRD
Estocéstico e os Dados Reais. Assim, foi possivel verificar que o modelo Estocastico

apresentou previsoes mais assertivas que o modelo Deterministico.
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Ressaltamos que no modelo para Covid-19 abordado nessa pesquisa considerou-se
o periodo inicial da pandemia e, com isso, nao foi levado em consideracao a possibilidade
de reinfec¢ao, bem como nao foi considerado a existéncia de vacinas.

Dessa forma, podemos propor como tema para pesquisas futuras, o estudo
da pandemia de Covid-19 considerando a possibilidade de reinfeccao, assim como a
vacinacao, a partir de modelos epidemiolégicos estendidos do modelo SIR classico, como
por exemplos os modelos apresentados em [Brauer e Castillo-Chavez (2012).

Além disso, disponibilizamos nos Apéndices os cdédigos em linguagem Python
produzidos ou adaptados, utilizados ao longo deste trabalho, com links para acesso a
plataforma Google Colab, onde o leitor pode acessé-los e utilizd-los com inspiragao em

pesquisas futuras.

Assim sendo, deste conteudo apresentado, podemos considerar como contribui¢oes

que nosso trabalho apresenta:

1. Demonstragao da Proposigao [ referente a estabilidade, via fungdo de Lyapunov,

em sistemas [SIR] Estocdsticos, apresentado no Capitulo [3

2. Trabalho com dados reais das cidades de Bauru (Capitulod) e Rio Claro (Apéndice
para a estimacao de parametros do modelo SIRD Estocastico, permitindo fazer

previsoes do nimero de infectados, comparando com os Dados Reais.

3. Compartilhamento de todos os cddigos em Python utilizados, com a possibilidade

de acesso pelo ambiente da plataforma Google Colab.

Ademais, apresentamos ainda, na préxima Secao, (|- Producao Cientifica), a
producao realizada a partir da presente pesquisa, na forma de Apresentacao de Trabalhos

e Publicagdo em Anais de Eventos.
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Producao Cientifica

Sera apresentado a producao realizada em Apresentagao de Trabalhos e Publica-

¢do em Anais de Eventos, a partir do trabalho desenvolvido nesta pesquisa.

Apresentacao de Trabalhos

o Apresentacao do trabalho intitulado “Um estudo de estabilidade para EDEs via
fungoes de Lyapunov”, 12° Congresso Cientifico da Semana Nacional de Ciéncia
e Tecnologia do IFSP - CONCISTEC 2022. Evento promovido pelo Instituto
Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo (IFSP) - CaAmpus Braganga
Paulista, de 19 a 21 de outubro de 2022.

o Apresentacao do trabalho intitulado “ Estabilidade para EDEs via fung¢oes de
Lyapunov aplicada ao crescimento populacional”, na XXXIV Semana da Licencia-
tura em Mateméatica - SELMAT 2022. Evento promovido pelo Departamento de
Matematica da Unesp, Campus de Bauru, de 28 de novembro a 1 de dezembro de

2022.

o Apresentacao do trabalho intitulado “Estabilidade via fung¢oes de Lyapunov em
modelos SIR Estocasticos”, no XLII Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional - CNMAC 2023. Evento promovido pela Sociedade Brasileira
de Matematica Aplicada e Computacional - SBMAC, de 18 a 22 de setembro de
2023, em Bonito - MS.

110



e Apresentacao do trabalho intitulado “Estimacao de pardmetros do modelo SIRD:
analisando os primeiros meses da pandemia de COVID-19 em Bauru-SP”, na
XXXV Semana da Licenciatura em Matematica - SELMAT 2023. Evento promo-
vido pelo Departamento de Matematica da Unesp, Campus de Bauru, de 16 a 20

de outubro de 2023.

o Apresentacao, em Sessao de Comunicagoes Orais, do trabalho intitulado “ Modelo
SIRD Estocastico: estimativa de parametros com dados de Rio Claro - SP nos
primeiros meses da pandemia de Covid-19” no II Encontro do Programa de Pos-
Graduagao em Mateméatica (PGMAT) do Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas - IGCE, da Unesp, Campus de Rio Claro, realizado nos dias 25 e 26 de
janeiro de 2024.

Premiacoes

o Trabalho “ Modelo SIRD Estocastico: estimativa de parametros com dados de
Rio Claro - SP nos primeiros meses da pandemia de Covid-19” classificado em
segundo lugar na Sessao de Comunicagdes Orais do II Encontro do Programa de
P6s-Graduagao em Matematica do IGCE, Unesp / Rio Claro, realizado nos dias

25 e 26 de janeiro de 2024.

Publicacao em Anais de Eventos

o« PASCOLAT, G. S.; SANTOS, E. O. V.; SILVA, F. B. Um estudo de estabilidade
para EDEs via fung¢oes de Lyapunov. In: 122 Congresso Cientifico da Semana
Nacional de Ciéncia e Tecnologia do IFSP. 2022, Braganca Paulista, SP. Anais do

12°Congresso Cientifico da Semana Nacional de Ciéncia e Tecnologia no IFSP

(CONCISTEC 2022) . 1SSN 2178-9940. 2022.

Disponivel em: |[<https://drive.ifsp.edu.br/s/fnpinHOECDbiSk9#pdfviewer>.
Acesso em 01 mar 2023.
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« SANTOS, E. O. V.; PASCOLAT, G. S.; SILVA, F. B. Estabilidade para EDEs
via fungoes de Lyapunov aplicada ao crescimento populacional. In: XXXIV
Semana da Licenciatura em Matematica (SELMAT), 2022, Bauru, SP.
CADERNO DE RESUMOS - XXXIV SEMANA DA LICENCIATURA EM
MATEMATICA - SELMAT. p. 12 - 14. 2022.

Disponivel em: <https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/
semanadalicenciatura/caderno-selmat-2022publicado.pdf>. Acesso em 01 mar

2023.

« SANTOS, E. O. V.; SILVA, F. B. Estimagao de parametros do modelo SIRD:
analisando os primeiros meses da pandemia de COVID-19 em Bauru-SP. In:
XXXV Semana da Licenciatura em Mateméatica (SELMAT), 2023, Bauru, SP.
CADERNO DE RESUMOS - XXXV SEMANA DA LICENCIATURA EM
MATEMATICA - SELMAT. p. 32 - 34. 2023.

Disponivel em: <https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/
semanadalicenciatura/00--caderno-de-resumos---selmat-2023.pdf>. Acesso em 30

jan 2024.

« SANTOS, E. O. V.; SILVA, F. B. Estabilidade via fungdes de Lyapunov em
modelos SIR Estocasticos. In: XLII Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional (CNMAC), 2023, Bonito, MS. Proceeding Series of the Brazilian
Society of Computational and Applied Mathematics - CNMAC 2023. v. 10 n. 1.
2023.

Disponivel em: <https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view/4385>.
Acesso em 30 jan 2024.

Ademais, estamos trabalhando para publicagdo de artigo em periédico.
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A. Cédigo em Python: simulacao numérica do Movimento Browniano 117

04/10/2023, 14:20 Simulagdes Movimento Browniano.ipynb - Colaboratory

Simulagdo do Movimento Browniano
Elias Oliveira Vieira dos Santos
elias.ov.santos@unesp.br

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros

num_passos = 1000 # Numero de passos no movimento
media = © # Média dos deslocamentos

desvio padrao = 1 # Desvio padrao dos deslocamentos

# Gere os deslocamentos aleatdrios
deslocamentos = np.random.normal(loc=media, scale=desvio_padrao, size=num_passos)

# Calcule as posig¢des acumuladas
posicoes = np.cumsum(deslocamentos)

# Crie um vetor de tempo
tempo = np.arange(num_passos)

# Plote o Movimento Browniano
plt.figure(figsize=(10, 4))

plt.plot(tempo, posicoes)

plt.xlabel('Tempo")

plt.ylabel('Posig¢do")

%plt.title('Simulag¢do do Movimento Browniano')
plt.grid(True)

plt.show()
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A. Cédigo em Python: simula¢ao numérica do Movimento Browniano 118

04/10/2023, 14:20 Simulagdes Movimento Browniano.ipynb - Colaboratory

10 Simulagdes do Movimento Browniano e Esperancga
Elias Oliveira Vieira dos Santos
elias.ov.santos@unesp.br

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros
num_simulacoes = 10 # Numero de simula¢des

num_passos = 1000 # Numero de passos em cada simulacao
media = © # Média dos deslocamentos
desvio padrao =1 # Desvio padrao dos deslocamentos

# Inicialize uma matriz para armazenar todas as simula¢des
simulacoes = np.zeros((num_simulacoes, num_passos))

# Realize as simulacoes

for i in range(num_simulacoes):
deslocamentos = np.random.normal(loc=media, scale=desvio_padrao, size=num_passos)
simulacoes[i, :] = np.cumsum(deslocamentos)

# Crie um vetor de tempo
tempo = np.arange(num_passos)

# Plote as 10 trajetdrias sem a esperancga
plt.figure(figsize=(10, 6))
for i in range(num_simulacoes):

plt.plot(tempo, simulacoes[i, :], alpha=0.5)
plt.xlabel('Tempo')
plt.ylabel('Posi¢do")
plt.title('10 Simula¢des do Movimento Browniano')

# Plote a esperanca

plt.figure(figsize=(10, 4))

plt.plot(tempo, esperanca, color='red', label='Esperanca')
plt.xlabel('Tempo')

plt.ylabel('Posi¢do Média')

plt.title('Esperan¢a das 10 simula¢des do Movimento Browniano')
plt.legend()

# Plote as 10 trajetdrias e a esperan¢a no mesmo grafico
plt.figure(figsize=(10, 6))
for i in range(num_simulacoes):

plt.plot(tempo, simulacoes[i, :], alpha=0.5)
plt.plot(tempo, esperanca, color='red', linewidth=2, label='Esperang¢a')
plt.xlabel('Tempo")
plt.ylabel('Posi¢do")
plt.title('10 Simula¢des do Movimento Browniano e Esperanc¢a')
plt.legend()

plt.show()
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04/10/2023, 14:20 Simulagdes Movimento Browniano.ipynb - Colaboratory
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APENDICE

B

Codigo em Python: simulacao

numeérica de aplicacao em crescimento
populacional com Método de

Euler-Maruyama para EDEs

Link do ambiente Google Colab com cddigo em linguagem Python com Método
de Euler-Maruyama para EDEs, utilizado na aplicacao de Crescimento Populacional
estudada. Disponivel em:
< |https://colab.research.google.com /drive/1QwLqJOxI12dSTNI6Z50I0AF 7r0rQeAN3v

>. Acesso em 08 mar 2023.
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B. Cédigo em Python: simulagao numérica de aplicacao em crescimento populacional
com Método de Euler-Maruyama para EDEs 121

02/03/2023, 22:00 EDEs - Método de Euler-Maruyama.ipynb - Colaboratory

Compartilharemos neste documento o cédigo em Python utilizado em nossa pesquisa, intitulada Estabilidade estocastica via fungoes de
Lyapunov e aplicagdes, de autoria de Elias Oliveira Vieira dos Santos, sob orientagdo do Prof. Dr. Fabiano Borges da Silva, fomentado pela
Bolsa FAPESP de Mestrado Processo n. 2021/11857-6.

0 cédigo em Python utilizado, foi inspirado em Rossant (2018), fazendo uso do método Euler-Muruyama para gerar os gréficos da aplicagdo
apresentada em nosso trabalho.

Cadigo para o grafico da Figura 1:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
%matplotlib inline

beta = 1 # Standard deviation.
k = 20 # Mean.

r 0.25 # Time constant.
x_init = 10

dt = .001 # Time step.

100. # Total time.

int(T / dt) # Number of time steps.
np.linspace(@., T, n) # Vector of times.

+ 3> -
mou

sqrtdt = np.sqrt(dt)

X = np.zeros(n)
x[0] = x_init

for i in range(n - 1):
x[1 + 1] = x[i] + dt *

((r * k *x[1]- r* x[1]*x[1i])) + beta *x[i]* sqrtdt * np.random.randn()

fig, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(10, 5))
ax.plot(t, x, lw=2)

print ('Temos o seguinte grafico para para o sistema com os parametros
K="k, ', r="y,r,'e p=", beta,"'.")

[» Temos o seguinte grafico para para o sistema com os parametros K = 20 , r =0.25e B =1 .
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B. Cédigo em Python: simulagao numérica de aplicagao em crescimento populacional
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02/03/2023, 22:00 EDEs - Método de Euler-Maruyama.ipynb - Colaboratory

Cadigo para o grafico da Figura 2:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
%matplotlib inline

beta = 4 # Standard deviation.

k = 20 # Mean.
r = 0.25 # Time constant.
x_init = 10

dt = .001 # Time step.

= 1. # Total time.

int(T / dt) # Number of time steps.
np.linspace(@., T, n) # Vector of times.

1l

T
n
t

sqrtdt = np.sqrt(dt)

X = np.zeros(n)

x[0] = x_init

for i in range(n - 1):
x[i + 1] = x[i] + dt *

((r * k *x[1]- r* x[i]*x[i])) + beta *x[i]* sqrtdt * np.random.randn()

fig, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(10, 5))
ax.plot(t, x, lw=2)

print ('Temos o seguinte grafico para para o sistema com os parametros
K=", k, ', r="y,r,'e p=", beta,"'.")

Temos o seguinte grafico para para o sistema com os parametros K = 20 , r =0.25e B =4 .
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Obrigado! :)



APENDICE

C

Codigo em Python: simulacao

numeérica de aplicacao de estabilidade

em modelo SIR

Link do ambiente Google Colab com c6digo em linguagem Python com Método
de Euler-Maruyama para EDEs, utilizado na aplicacao do Modelo Estocastico.
Disponivel em:

< https://colab.research.google.com/drive/113VvZ1TEdb{NM-DRTuifsADbcXwigM8T
>. Acesso em 29 set 2023.
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C. Cédigo em Python: aplicagao de estabilidade em modelo SIR 124

03/10/2023, 01:55 Modelo SIR Estocastico - Método Euler-Maruyama.ipynb - Colaboratory

MODELO SIR ESTOCASTICO (Tornatore et al, 2005)

dS(t) = (~BS(HI(t) — uS(t) + w)dt — oSHI(E)dW (1),

dI(t) = (BS(t)I(t) — (A + w)I(t))dt + o S(t)I(t)dW (t),

dR(t) = (AI(t) — pR(t))dt.

Trabalho de Qualificagado de Mestrado Programa de Pés-graduagdo Matematica Aplicada e Computacional Unesp.

Elias Oliveira Vieira dos Santos

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import random

from scipy.integrate import odeint
%matplotlib inline

tend = 500
beta = 0.3
lamb = 0.15
mu = 0.2
sigma = 0.1
S_init = 0.99
I_init = 0.01
R_init = o

dt = 0.001 # Time step.

T = 120 # Total time.

n = int(T / dt) # Number of time steps.

t = np.linspace(@., T, n) # Vector of times.

sqrtdt = np.sqrt(dt)

X = np.zeros(n)
x[0] = S_init
y = np.zeros(n)
y[0] = I_init
z = np.zeros(n)
z[@] = R_init

for i in range(n - 1):

x[i+ 1] = x[i] + (dt * ( ( - beta * x[i] * y[i] ) - mu * x[i] + mu )) +
+ ( ( - sigma * x[i] * y[i] ) * sqrtdt * np.random.randn() )

y[i+ 1] = y[i] + (dt * ( beta * x[i] * y[i] -( lamb + mu ) * y[i] )) o+
+ ( sigma * x[i] * y[i] ) * sqrtdt * np.random.randn()

z[i + 1] = z[i] + (dt * ( lamb * y[i] - mu * z[i] ))

fig, ax = plt.subplots(1, 1, figsize=(10, 5))
ax.plot(t, x, lw=2, label="S(t)")

ax.plot(t, y, lw=2, label="I(t)", color= ‘'orange')
ax.plot(t, z, lw=2, label="R(t)", color= 'green')
plt.legend()

plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagao")

plt.title("Modelo SIR Estocastico")

fig, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(10, 5))
ax.plot(t, x, lw=2, label="S(t)")

plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagao")
plt.title("Suscetiveis")

fig, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(10, 5))
ax.plot(t, y, lw=2, label="I(t)", color= 'orange')
plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populac¢ao")

plt.title("Infectados")

fig, ax = plt.subplots(1, 1, figsize=(10, 5))
ax.plot(t, z, lw=2, label="R(t)", color= 'green')
plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagao")

plt.title("Removidos™)

print ('Temos o seguinte grafico para o sistema com os parametros B =', beta,
\

's A=", lamb, ', p =", mu,', o =", sigma,’,
Se =', S_init,'e I0 =', I_init,'.")
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03/10/2023, 01:55 Modelo SIR Estocastico - Método Euler-Maruyama.ipynb - Colaboratory

Temos o seguinte grafico para o sistema com os parametros p = ©.3 , A =0.15 , u=0.2 , 0=0.1, S0 =0.99 e I0 = 0.01
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APENDICE

D

Dados relativos a Covid-19 em Bauru

no inicio da pandemia

Apresentamos do decorrer do texto, no Capitulo 6, a Tabela [4.1] onde apontamos,
de maneira ilustrativa apenas alguns dias, por questoes de espago, os nimeros de
Suscetiveis, Infectados, Recuperados e Mortos. Todavia, apresentamos a seguir, a tabela

completa com os 62 dias coletados, a qual dividimos em duas partes.
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Tabela D.1: Dados relativos a Covid-19 em Bauru no inicio da pandemia. Tabela completa parte 1.

Dia | Data | Suscetiveis | Infectados | Recuperados | Mortos
t S(t) I(t) R(t) D(t)
0 | 29/mar 379300 0 0 0
1 | 30/mar 379298 2 0 0
2 | 31/mar 379298 2 0 0
3 1/abr 379297 3 0 0
4 2/abr 379297 3 0 0
5 3/abr 379297 3 0 0
6 4 /abr 379296 4 0 0
7 5/abr 379296 4 0 0
8 6/abr 379294 5 0 1
9 6/abr 379293 6 0 1
10 7/abr 379291 8 0 1
11 9/abr 379289 10 0 1
12 | 10/abr 379289 10 0 1
13 | 11/abr 379287 12 0 1
14 | 12/abr 379287 12 0 1
15 | 13/abr 379282 17 0 1
16 | 14/abr 379276 21 0 3
17 | 15/abr 379272 24 0 4
18 | 16/abr 379264 30 2 4
19 | 17/abr 379255 39 2 4
20 | 18/abr 379242 50 3 5

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Tabela D.2: Dados relativos a Covid-19 em Bauru no inicio da pandemia. Tabela completa parte 2.

Dia Data Suscetiveis | Infectados | Recuperados | Mortos
t S(t) I(t) R(t) D(t)
21 | 19/abr 379239 52 3 6
22 | 20/abr 379237 54 3 6
23 | 21/abr 379237 53 4 6
24 | 22/abr 379236 54 4 6
25 | 23/abr 379227 62 5 6
26 | 24/abr 379222 66 6 6
27 | 25/abr 379214 71 8 7
28 | 26/abr 379213 70 10 7
29 | 27/abr 379213 70 10 7
30 | 28/abr 379209 72 12 7
31 | 29/abr 379205 76 12 7
32 | 30/abr 379192 84 17 7
33 1/mai 379183 89 21 7
34 2 /mai 379183 86 24 7
35 3/mai 379183 78 32 7
36 4 /mai 379177 75 41 7
37 5/mai 379168 72 53 7
38 6/mai 379156 82 55 7
39 7/mai 379154 80 57 9
40 8 /mai 379142 92 57 9
41 9/mai 379140 93 58 9
42 | 10/mai 379140 84 67 9
43 | 11/mai 379132 87 72 9
44 | 12/mai 379123 88 79 10
45 | 13/mai 379107 103 80 10
46 | 14/mai 379100 110 80 10
47 | 15/mai 379092 113 84 11
48 | 16/mai 379090 110 88 12
49 | 17/mai 379090 97 101 12
50 | 18/mai 379082 96 110 12
51 | 19/mai 379079 99 110 12
52 | 20/mai 379073 105 110 12
53 | 21/mai 379062 110 116 12
54 | 22/mai 379055 108 125 12
55 | 23/mai 379053 98 137 12
56 | 24/mai 379048 102 137 13
57 | 25/mai 379044 93 149 14
58 | 26/mai 379044 91 151 14
59 | 27/mai 379039 96 151 14
60 | 27/mai 379034 92 159 15
61 | 29/mai 379016 102 167 15
62 | 30 /mai 379015 87 183 15
63" | 31 /mai 379015 80 190 15

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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* Observagao: Trabalhamos com andlise de 62 dias, (t = 62), mas como para calcular

os valores dos pardmetros 3, A e 7y as expressoes e[d.4 pedem os valores de ¢t + 1

para Sy, R; e Dy, foi necessario encontrar os valores de t = 63.



APENDICE

E

Calculos e Manipulacoes para

Estimacao dos Parametros

do modelo SIRD

Apresentamos no presente apéndice os célculos e manipulagoes que resultam nas

expressoes apresentadas, para os seguintes parametros do modelo SIRD:

o [3: Taxa de Contato;
e \: Taxa de Recuperacao;
o ~: Taxa de Mortalidade;

e 01 ¢ 09: Coeficientes Estocasticos.
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E.1 Taxa de Contato do modelo SIRD:
parametro (3

Para buscar a estimacao dos parametros, trabalhamos com modelo SIRD Deter-

ministico apresentado no Sistema (4.1)), isto é, o seguinte sistema:

(t) '
I'(t) = BS@)I(t) — M(t) — yI(1);
R(t) = M(1);
D'(t) = ~I(t).

onde a partir da primeira EDO do sistema, isto é:

S'(t) = —BS(t)I(t)

realizamos as seguintes manipulacoes, a fim de encontrar uma féormula para estimar o

valor do pardmetro  do modelo SIRD:
S(t+1)—S(t—-1)

Como podemos escrever S'(t) = 5 , pela aproximacao da deri-

vada pela diferenca central, temos:

S(t+1)—S(t—1)
2

— —BS(HI()

S(t+1)— S(t—1)
25()1(t)

b=
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E.2 Taxa de Recuperacao do modelo SIRD:
parametro A

Para buscar a estimacao dos parametros, trabalhamos com modelo SIRD Deter-

ministico apresentado no Sistema (4.1)), isto é, o seguinte sistema:

(t)
I'(t) = BS(O)I(t) — M (t) — vI();
R(t) = M(1);
D'(t) = AI(t)

onde a partir da terceira EDO do sistema, isto é:

R(t) = M (t)

realizamos manipulacdes, a fim de encontrar uma féormula para estimar o valor do

parametro A do modelo SIRD:

Rit+1)—R(t—1
Como podemos escrever R'(t) = (t+1) 5 ( ), pela aproximacao da derivada

pela diferenca central, temos:

R(t+1)— R(t 1)
2

— (1)

R(t+1)— R(t — 1)

A= 21(t)
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E.3 Taxa de Mortalidade do modelo SIRD:
parametro v

Para buscar a estimacao dos parametros, trabalhamos com modelo SIRD Deter-

ministico apresentado no Sistema (4.1)), isto é, o seguinte sistema:

S(t) = —BS(I(2):

I'(t) = BS(OI(t) = \I(t) - 7I(2);
R(t) = M(1);

D'(t) =A1(t)

realizaremos manipulagoes, a fim de encontrar uma férmula para estimar o valor do
parametro v do modelo SIRD:

D(t+1)—D(t —1)
2

Como podemos escrever D'(t) = , pela aproximacao da

derivada pela diferenca central, temos:

D(t+1)—D(t —1)
2

=1(1)

_ D(t+1)—D(t—1)
21(t)
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E.4 Coeficiente Estocastico do modelo SIRD:
parametro o

Para buscar a estimacgao dos parametros referente aos coeficientes estocasticos,
trabalhamos com modelo SIRD Estocéstico apresentado no Sistema (4.5)), isto é, o

seguinte sistema:

dS(t) = —BS()I(t)dt + oS (t)dW,(t), 5(0) = so
dI(t) = (BS()I(t) — M (t) — vI(t))dt + ooI(£)dWs(t),  1(0) = 4o,
dR(t) = M (t)dt, R(0) =g

dD(t) = ~I(t)dt, D(0) = do.

onde a partir da primeira EDE do sistema, ou seja
dS(t) = =BSt)I(t)dt + o1S(t)dWi(t)

realizamos as seguintes manipulacoes, a fim de encontrar uma féormula para estimar o

valor do parametro o; do modelo SIRD Estocéstico:

dS(t) — o1 S(£)dW, (1) = —BSH)I(t)dt

dS(t) — o1 S(t)dW, (1)
dt

S'(t) — Uls(t)dcw = —BS(t)I(t)

— —BS)I(1)

Como 5, — SEFD = S(t=1)

(como apresentado no Apéndice ?77), temos:

251 (2)
S'(t) — Ols(tzwl 1) _ _st +21S><t_) I“?g — 1 S(t)I(t)
§(0) o SHAWL(E)  S(t+1) = S(t—1)
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S(t+1)—S(t—1)
2

Como podemos escrever S’'(t) = , pela aproximacao da derivada

pela diferenca central, temos:

S(t+1)—St—1) o1S(t)dWi(t) S(t+1)—S(t—-1)

2 dt 2
O'15<t)dW1(t)
dt
o S(t)dWy(t) = (S(t+ 1) — S(t — 1))dt
(S(t+1)—S(t—1))dt
S(t)dWi(t)

(S(t+1)—S(t—1)) dt
S(t) AW (t)

= S(t+1)—S(t—1)

o1 =

01 =
Como podemos considerar dW, (t) = V/dt, temos:

(S(t—i—l)—S(t—l)). dt
S(t) Vadt
Considerando os dados analisados, em cada dt varia um dia, podemos considerar

dt =1 e +/dt = 1. Assim, temos:

g1 =

S+ 1) = S(t—1)
- S(t)
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E.5 Coeficiente Estocastico do modelo SIRD:
parametro oy

A partir da segunda EDE do sistema do modelo SIRD (4.5)), ou seja:
dl(t) = (BS(t)I(t) — M (t) — vI(t))dt + ool (t)dW,(t)

realizamos manipulacoes, a fim de encontrar uma férmula para estimar o valor do

parametro g, do modelo SIRD Estocéstico:

dI(t) — oo I (H)dWa(t) = (BSH)I(t) — N (t) — ~I(t))dt

dt

‘”I@)CZWZ’@ = (BS(t)I(t) — M (t) —~I(t))

. CSEt+1)=S8(t—1) . RE+1)—R(t—1)  D({t+1)—D(t—1)
omo == aminy T 21(t) e 21(t)

(como apresentado nos Apéndices [E.1} [E.2| e |E.3), temos:

= (BS(OI(E) = M(t) —7I(t))

I'(t) -

I'(t) — 02 (t)dWs(t) _ (S(t+ 1)—St-1)

dat 25(01(t) ) SO+

R(t+1) — R(t—1) D(t+1)— D(t —1)
- ( 10 ) 10 - ( 10 ) 1)

() — sz(t);jwﬂt) _ (S(t—f—l);S(t—l)) B (R(t—i—l)gR(t—l)) B (D(t—&—l)gD(t—l))
I+ 1)~ I(t—1)

Como podemos escrever I'(t) = 5 , pela aproximacao da derivada pela

diferenga central, temos:
It+1) =1t —1) o l(t)dWa(l)  ses1)-S(=1)  RE+D—-R(=1) _ D(t+1)-D(t-1)

9 dt 2 2 2
ool (t)dWs(1) _ S@+1)=S(t—1) , It+1)—I(t—1) , R(t+1)—R(t—1) , D(t+1)+D(t—1)
T 2 + 2 + 2 + 2
dt
U2I(t)% _ _S(t—i—l);S(t—l) + I(t—i—l);[(t—l) + R(t+1);R(t—1) + D(t+1)42rD(t—1)

S(t+1)—=S(t—-1 I(t+1)—I(t—1 R(t+1)—-R(t—1 D(t+1)+D(t—-1
0y = — WS | S0 | BOSIZRGS) | D)D)
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F

Codigo em Python modelo SIRD Det.

com dados de Bauru

Link do ambiente Google Colab com cédigo em linguagem Python utilizando a
funcao Odeint, do modulo scipy.integrate, da biblioteca SciPy, que resolve numericamente
EDOs do modelo SIRD deterministico com parametros estimados a partir de dados
reais da cidade de Bauru, no inicio da pandemia de Covid-19. Disponivel em:

< https://colab.research.google.com /drive /1th0Y22PIgLURi3GufYo6 UHBtZZVo90RM
>. Acesso em 06 jan 2024.

O codigo retorna o grafico do modelo SIRD Deterministico e a previsao de

infectados do dia ¢t =0 e t = 90.
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01/02/24, 00:16

Mode

lo SIRD Deterministico

Com uso da fungdo Odeint

Modelo SIRD Deterministico_Parametros Bauru.ipynb - Colaboratory

Parametros obtidos através de andlise de dados reais do municipio de Bauru no inicio da pandemia de Covid-19.

Elias Oliveira Vieira dos Santos

impo
impo

rt numpy as np
rt scipy.integrate

import matplotlib.pyplot as plt

def SIRD_model(y, t, beta, gamma, delta):

t =

S, I,R, D=y

dS = -(beta)*S*I
dI =

dR = gamma*I

dD = delta*I

return ([dS, dI, dR,

(beta)*S*I - gamma*I - delta*I

dD])

np.linspace(®, 360,361)

#Condig¢Oes Iniciais e Parametros para cidade de Bauru-SP

N =
SO =
I0 =
RO =
Do =
beta

379300
379298

o oN

.0
.0
Q.

000000294858301579693

gamma = 0.0345122943418598
a = 0.00835692416616626

delt

#Ro = beta/(delta+gamma)

#pri
solu

plt.
plt.
@ikes
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
#plt
plt.

nt('RO =',R0)

tion = scipy.integrate.odeint(SIRD_model, [SO, I@, RO, DO], t, args=(beta, gamma, delta))

figure(figsize=[12,8])

plot(t, solution[:,
plot(t, solution[:,
plot(t, solution[:,
plot(t, solution[:,
grid()

legend()
xlabel("Tempo")
ylabel("Populacao")
.title("Modelo SIRD
show()

0], label="S(t)
1], label="I(t)
2], label="R(t)
3], label="D(t)

deterministico")

Suscetiveis")
Infectados")
Recuperados")
Mortos")

print("Modelo SIRD Deterministico cidade de Bauru - Fung¢do Odeint™)
print(f"Dia 90: {solution[:, 1][90]} Infectados")

print(" ")
# Identificando os indices correspondentes a t=0, t=1, t=2, ..., t=90
indices_tempo = np.arange(9, 91, 1)

# Imprimir os valores de previsado dos infectados para t=0 até t=90
for indice in indices_tempo:
print(f"Dia {indice}: Previsao de Infectados = {solution[:, 1][indice]}")
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01/02/24, 00:16
B

Modelo SIRD Deterministico_Parametros Bauru.ipynb - Colaboratory
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G

Codigo em Python modelo SIRD Est.

com dados de Bauru

Link do ambiente Google Colab com c6digo em linguagem Python com Método
de Milstein para EDEs, utilizado na aplicagdo do modelo epidemiologico SIRD Estocas-
tico, com parametros estimados com dados da cidade de Bauru, no inicio da pandemia
de Covid-19. Disponivel em:
< https://colab.research.google.com/drive/1cOuicd A6GGi3t1ELoWY KNz X f4luJeb
>. Acesso em 23 jan 2024.

Observacao: O presente codigo utiliza o modelo SIRD com os parametros es-
tocasticos apresentados na Segao do Capitulo {4} trabalhando vérias simulagoes
numéricas, das trajetorias das EDEs com o Movimento Browniano (em um mesmo
grafico), calculando a Esperanga entre elas, para as varidveis S, I, R e D.

Ademais, o cédigo retorna o grafico do modelo SIRD Estocéastico de Bauru, com
a Esperancas das varias simulacgoes realizadas e o tempo de execuc¢ao. Além disso, o
c6digo apresenta a Esperanca da previsdo de infectados do dia ¢t =0 e ¢ = 90.

Ressaltamos que para um namero grande de simulagoes, como apresentado
no Capitulo (] onde realizamos dez mil simulagoes, o Google Colab nao suporta o
processamento exigido, sendo necessario retirar do cédigo as linhas que geram o grafico

(em marca d’agua cinza para as simulagoes).
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import time

start_time = time.time()

# Parametros do modelo para Bauru

beta = 0.000000294858301579693 # Taxa de transmissao
lambda_ = 0.0345122943418598 # Taxa de recuperacao
gamma = 0.00835692416616626 # Taxa de mortalidade
sigmal, sigma2 = 0.0000241622620562151, ©.2069235991256

# Condig¢des iniciais para Bauru
populacao_total = 379300

10 = 2 # Infectados iniciais
RO = 0 # Recuperados iniciais
Do = 0 # Mortos iniciais

SO = populacao_total - I0 - RO - D@ # Suscetiveis iniciais

# Tempo de simulagd@o e passo de tempo (dt)

T = 700

dt = 0.01

N = int(T/dt) + 1 # Numero de pontos no tempo

t = np.linspace(@, T, N) # Criando o array de tempo

# numero de simulacoes
num_simulacoes = 10
S_esperanca = np.zeros(N)
I_esperanca = np.zeros(N)
R_esperanca = np.zeros(N)
D_esperanca = np.zeros(N)

print("Modelo SIRD Estocastico com parametros estimados a partir
print("Ndmero de simula¢des a serem realizadas:", num_simulacoes)
print("Contando:")
# Realizando as simulacgdes
for sim in range(num_simulacoes):

print("Simulacao:", sim)

S_sim = np.zeros(N)

I_sim = np.zeros(N)

R_sim = np.zeros(N)

D_sim = np.zeros(N)

S_sim[@], I_sim[@], R_sim[@], D_sim[@] = Se, I@, Re, D@

for i in range(1, N):
dWl = np.random.normal(@, np.sqrt(dt))
dW2 = np.random.normal(@, np.sqrt(dt))
dW3 = np.random.normal(@, np.sqrt(dt))
dW4 = np.random.normal(@, np.sqrt(dt))
dW5 = np.random.normal(@, np.sqrt(dt))

milstein_term_S
milstein_term_I

S_sim[i] = S_sim[i-1]

de dados reais da cidade de Bauru")

0.5 * (sigmal * S_sim[i-1] * dwWl) * (sigmal * dwWl) * ((dwWi**2) - dt)
0.5 * (sigma2 * I_sim[i-1] * dW2 ) * (sigma2 * dwW2) * ((dW2**2) - dt)

beta*S_sim[i-1]*I_sim[i-1]*dt + sigmal*S_sim[i-1]*dW1l + milstein_term_S

I sim[i] = I_sim[i-1] + (beta*S_sim[i-1]*I_sim[i-1] - lambda_*I_sim[i-1] - gamma*I_sim[i-1])*dt +

R_sim[i] R_sim[i-1] + lambda_*I_sim[i-1]*dt
D_sim[i] = D_sim[i-1] + gamma*I_sim[i-1]*dt

# Acumulando as somas para o calculo da esperanca
S_esperanca += S_sim
I_esperanca += I_sim
R_esperanca += R_sim
D_esperanca += D_sim

+ sigma2*I_sim[i-1]*dW2 + milstein_term_I
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# Plotando as simula¢des em marca d'agua cinza

# ATENCAO, para um ndmero grande de simulacdes o processamento exigido ndo suporta
#(sendo necessario retirar as préximas linhas com #):

plt.plot(t, S_sim, color='grey', alpha=0.5)

plt.plot(t, I_sim, color='grey', alpha=0.5)

plt.plot(t, R_sim, color="grey', alpha=e.5)

plt.plot(t, D_sim, color="grey', alpha=e.5)

# Calculando a esperan¢a (média) para S, I, R, D
S_esperanca /= num_simulacoes
I_esperanca /= num_simulacoes
R_esperanca /= num_simulacoes
D_esperanca /= num_simulacoes

# Encontrando o valor da média de infectados no tempo t = 90
indice_t90 = int(90 / dt)
media_infectados_t90 = I_esperanca[indice_t90]

print("Ndmero de simulag¢des:", num_simulacoes)

# Exibindo o valor da média de infectados no tempo t = 90
print("Média de Infectados em t = 90:", media_infectados_t90)
print(" ")

# Imprimir os resultados dos infectados de t=0 até t=90
#for dia, infectados in zip(range(T+1), I_odeint):
# print(f"Dia {dia}: Infectados = {infectados}")

# Identificando os indices correspondentes a t=0, t=1, t=2, ..., t=90
indices_tempo = np.arange(@, 91) * 100

# Imprimir os valores médios dos infectados para t=0 até t=90
for indice in indices_tempo:
print(f"Dia {indice // 100}: Média de Infectados = {I_esperanca[indice]}")

print(" ")

end_time = time.time()

elapsed_time = end_time - start_time
print(f"Tempo de execug¢do:")
print(f"{elapsed_time} segundos")
elapsed_time_min = elapsed_time / 60
print(f"{elapsed_time_min} minutos")

#Plotando as esperangas com cores

plt.plot(t, S_esperanca, label='Esperan¢a de Suscetiveis', color='blue')
plt.plot(t, I_esperanca, label='Esperanca de Infectados', color='orange')
plt.plot(t, R_esperanca, label='Esperan¢a de Recuperados', color='green')
plt.plot(t, D_esperanca, label='Esperan¢a de Mortos', color='red")

plt.xlabel('Tempo")

plt.ylabel('Populac¢do’')

plt.title('Modelo SIRD Estocastico Bauru dados reais em t=62, Esperancas de varias simulag¢des')
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()
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E) Modelo SIRD Estocdstico com parametros estimados a partir de dados reais da cidade de Bauru
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Cadigo em Python: grafico

com previsao de infectados

no dia ¢t = 90 em Bauru

Link do ambiente Google Colab com c6digo em linguagem Python que gera um
grafico a partir de listas de dados com numeros de infectados dos dados reais e previsao
dos modelos SIRDs deterministicos e estocésticos (esperanca de dez mil simulagoes) e
previsoes para o numero de infectados em ¢t = 90. Disponivel em:
< https://colab.research.google.com/drive/1DGF LsoUkruljihtGE,9E—nY QjU DAGx N
>. Acesso em 06 fev 2024.
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Gerando grafico a partir de listas de dados com nimeros de infectados dos dados reais e previsédo dos modelos SIRDs deterministicos e
estocasticos (esperanga de dez mil simulagdes).

import matplotlib.pyplot as plt

# Dias do intervalo de 1 a 90
dias = list(range(1, 91))

# Infectados - DADOS REAIS Bauru dias t=1 a t=62
infectados_reais = [

2, 2,3,3,3,4, 4,5, 6, 8, 10, 10, 12, 12, 17, 21, 24, 30, 39, 50, 52, 54, 53, 54, 62, 66, 71, 70,
70, 72, 76, 84, 89, 86, 78, 75, 72, 82, 80, 92, 93, 84, 87, 88, 103, 110, 113, 110, 97, 96, 99, 105,
110, 108, 98, 102, 93, 91, 96, 92, 102, 87]

# Dados de Infectados (SIRD Det.)
infectados_sird_det = [

2.14, 2.30, 2.46, 2.64, 2.82, 3.03, 3.24, 3.47, 3.72, 3.99, 4.27, 4.58, 4.99, 5.25, 5.63, 6.03, 6.46,
6.92, 7.42, 7.94, 8.51, 9.12, 9.77, 10.47, 11.22, 12.02, 12.87, 13.79, 14.78, 15.83, 16.96, 18.18,
19.47, 20.86, 22.35, 23.95, 25.66, 27.49, 29.45, 31.56, 33.81, 36.22, 38.81, 41.58, 44.55, 47.73,
51.13, 54.78, 58.69, 62.88, 67.37, 72.18, 77.33, 82.85, 88.76, 95.09, 101.88, 109.15, 116.94, 125.28,
134.22, 143.79, 154.05, 165.03, 176.80, 189.41, 202.92, 217.39, 232.88, 249.48, 267.26, 286.31, 306.71,
328.56, 351.97, 377.03, 403.88, 432.63, 463.42, 496.40, 531.72, 569.53, 610.03, 653.39, 699.82, 749.53,
802.75, 859.73, 920.73, 986.02]

# Dados de Infectados (SIRD Est.) #Bauru Esperanca de dez mil simula¢des
infectados_sird_est = [

2.15, 2.3, 2.46, 2.64, 2.83, 3.03, 3.25, 3.48, 3.74, 3.99, 4.28, 4.58, 4.93, 5.28, 5.66, 6.04, 6.44, 6.92,
7.41, 7.95, 8.54, 9.11, 9.79, 10.46, 11.19, 11.9, 12.76, 13.7, 14.55, 15.57, 16.73, 18.11, 19.32, 20.61,
22.13, 23.75, 25.43, 27.3, 29.15, 31.27, 33.29, 35.84, 38.34, 41.21, 44.27, 47.75, 51.42, 55.11, 58.86,
63.46, 67.8, 72.68, 77.93, 83.67, 89.55, 95.86, 102.85, 110.2, 118.76, 127.56, 136.11, 144.27, 154.01, 164.1,
174.87, 186.26, 197.85, 210.7, 227.51, 244.36, 258.84, 277.41, 296.19, 317.65, 339.61, 360.46, 384.33, 407.2,
433.75, 465.6, 501.47, 536.59, 575.43, 619.3, 665.76, 704.73, 743.94, 799.95, 848.12, 901.29]

# Coordenadas do ponto a ser adicionado
ponto_dado_real = (90, 843)
ponto_dado_prev_det = (90, 986.02)
ponto_dado_prev_est = (90, 901.29)

# Coordenadas dos pontos a serem adicionados - Dados Reais t=1 a t=60
pontos_infectados_reais = list(zip(dias, infectados_reais))

# Criando o grafico

plt.

figure(figsize=(12, 8))

# Plota as curvas no grafico
#plt.plot(dias, infectados_reais, 'o-', label='Infectados (Dados Reais)')

plt.
plt.

plt.
plt.

plt.
plt.

plot(dias, infectados_sird_det, 's-', label='Infectados - Previsdo pelo modelo SIRD Deterministico')
scatter(*zip(*pontos_infectados_reais), color='black', label='Infectados - Dados Reais (62 dias) utilizados
para estimacdo dos parametros', zorder=5)
scatter(*ponto_dado_prev_det, color='blue', label='Previsdo pelo modelo SIRD Deterministico no dia 90:
986 infectados ', zorder=5)
scatter(*ponto_dado_real, color='red', label='Dado Real para o dia 90: 843 infectados ', zorder=5)

plot(dias, infectados_sird_est, '~-', label='Infectados - Previsdo pelo modelo SIRD Estocastico')
scatter(*ponto_dado_prev_est, color='salmon', label='Previsdo pelo modelo SIRD Estocdstico no dia 90:
901 infectados ', zorder=5)

# Define a graduacdo do eixo x em intervalos de 20

plt.
plt.

xticks(range(0, 91, 10))
yticks(range(0, 1000, 100))

# Adiciona titulo e rdétulos
#plt.title('Comparacao de Infectados em Bauru ')

plt.
plt.
plt.

xlabel('Tempo')
ylabel('Numero de Infectados')
legend(fontsize=14)

# Mostra o grafico
plt.grid(True)

plt.

show()
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Codigo em Python comparacao de

Infectados em Bauru

Link do ambiente Google Colab com c6digo em linguagem Python que gera um
grafico comparando os dados de previsao de Infectados do modelo SIRD Estocastico,
previsao de Infectados do modelos SIRD Deterministico e Dados Reais de Infectados,
no intervalo de t = 63 a t = 90. Disponivel em:

< https://colab.research.google.com /drive /1qBfUoPC8LsAWo0QZ1dNLhiQIRqdCin6iN
>. Acesso em 31 jan 2024.
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#Comparacdo de Infectados em Bauru-SP ao longo do tempo (dias 63 a 90)
import matplotlib.pyplot as plt

# Dias do intervalo de 63 a 90
dias = list(range(63, 91))

# Dados de Infectados (Dados Reais)

infectados_reais = [
80, 83, 99, 134, 135, 156, 149, 137, 142, 175, 224, 231, 231, 247, 243, 286,
294, 333, 449, 534, 553, 545, 541, 634, 702, 768, 733, 843]

# Dados de Infectados (SIRD Det.)

infectados_sird_det = [
154.05, 165.03, 176.80, 189.41, 202.92, 217.39, 232.88, 249.48, 267.26,
286.31, 306.71, 328.56, 351.97, 377.03, 403.88, 432.63, 463.42, 496.40, 531.72,
569.53, 610.03, 653.39, 699.82, 749.53, 802.75, 859.73, 920.73, 986.02]

# Dados de Infectados (SIRD Est.)

infectados_sird_est = [
154.01, 164.1, 174.87, 186.26, 197.85, 210.7, 227.51, 244.36, 258.84, 277.41, 296.19,
317.65, 339.61, 360.46, 384.33, 407.2, 433.75, 465.6, 501.47, 536.59, 575.43, 619.3,
665.76, 704.73, 743.94, 799.95, 848.12, 901.29]

# Criando o grafico

plt.figure(figsize=(12, 8))

# Plota as curvas no grafico

plt.plot(dias, infectados_sird_det, 's-', label='Infectados (Previsdo pelo modelo SIRD Deterministico)')

plt.plot(dias, infectados_sird_est, '~-', label='Infectados (Previsdo pelo modelo SIRD Estocdstico -
Esperan¢a de dez mil simulagdes)')

plt.plot(dias, infectados_reais, 'o-', label='Infectados (Dados Reais)', color='k')

# Adiciona titulo e rdétulos

plt.title('Comparacao de Infectados em Bauru-SP ao longo do tempo (dias 63 a 90)')

plt.xlabel('Tempo")

plt.ylabel('Numero de Infectados')

plt.legend(fontsize=11.5)

# Mostra o grafico

plt.grid(True)
plt.show()
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Codigo em Python modelo SIR:

verificacao de estabilidade com

dados reais de Bauru

Link do ambiente Google Colab com c6digo em linguagem Python com Método
de Milstein para o modelo SIR com parametros estimados a partir de dados reais
da cidade de Bauru, no inicio da pandemia de Covid-19, utilizado para analise de
estabilidade. Disponivel em:
< https://colab.research.google.com /drive/1LIIt CF6ruZlgtRyAOIEDHgGylzS1qk0Oy >.
Acesso em 05 jan 2024.
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import random

from scipy.integrate import odeint

# Parametros do modelo SIR

tend = 700

beta = 0.000000294858301579693 # Taxa de Contato

lamb = 0.042869218508026 # Taxa de Recuperacgao

muM = 0.0000315317690482468 # Taxa de MortalidadeNatural
muN = 0.0000186395992617981 # Taxa de Nascimento

sigmal = 0.0000241622620562151 # Taxa Estocdstica
sigma2 0.223637447457932

# Condig¢des iniciais
S_init = 379298
I_init = 2

R_init = @

# Configuracdes temporais
dt = 0.001 # Time step.

T = 700 # Total time.
n = int(T / dt) # Number of time steps.
t = np.linspace(@., T, n) # Vector of times.

sqrtdt = np.sqrt(dt)

# Numero de simulag¢des
num_simulations = 1000

# Arrays para armazenar as médias de S, I e R
S_avg = np.zeros(n)
I_avg = np.zeros(n)
R_avg = np.zeros(n)

# Realiza as simulacodes
for simulation in range(num_simulations):
S = np.zeros(n)
I = np.zeros(n)
R = np.zeros(n)
S[e] = S_init
I[0] = I_init
R[@] = R_init

# Loop principal usando o método de Milstein
for i in range(n - 1):

dWl = np.random.randn() * sqrtdt

dW2 = np.random.randn() * sqrtdt

# Termos de Milstein para S e I
milstein_term_S = 0.5 * sigmal * sigmal * S[i] * (dW1**2 - dt)
milstein term I = 0.5 * sigma2 * sigma2 * I[i] * (dW2**2 - dt)

# Atualizag¢les das varidveis de estado

S[i + 1] = S[i] + dt * ((-beta * S[i] * I[i]) - muM * S[i] + muN) + sigmal * S[i] * dW1l
+ milstein_term_S

I[i + 1] = I[i] + dt * (beta * S[i] * I[i] - (lamb + muM) * I[i]) + sigma2 * I[i] * dW2
+ milstein_term_I

R[i + 1] = R[i] + dt * (lamb * I[i] - muM * R[i])
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# Acumula as somas para calcular a média

S_avg += S
I avg += 1
R_avg += R

# Calcula a média (esperanga) de S, I e R
S_avg /= num_simulations
I_avg /= num_simulations
R_avg /= num_simulations

# Plotting - Modelo SIR com médias

fig, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(1@, 5))

ax.plot(t, S_avg, lw=2, label="Suscetiveis - Esperanca de mil simula¢des", color='blue')
ax.plot(t, I_avg, lw=2, label="Infectados - Esperan¢a de mil simulag¢des", color='orange')
ax.plot(t, R_avg, lw=2, label="Removidos - Esperan¢a de mil simulag¢des", color='green')
plt.legend()

plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagao")

plt.title("Modelo SIR Estocastico - Método de Milstein - Esperanc¢as de mil simulag¢des")
plt.show()

# Plotting - Modelo SIR com médias

fig, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(1@, 5))

ax.plot(t, S_avg, lw=2, label="Suscetiveis - Esperanc¢a de mil simula¢des", color='blue')
plt.legend()

plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagdo")

plt.title("Suscetiveis - Modelo SIR Estocastico - Método de Milstein")

plt.show()

# Plotting - Modelo SIR com médias

fig, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(10, 5))

ax.plot(t, I_avg, lw=2, label="Infectados - Esperanc¢a de mil simula¢des", color='orange')
plt.legend()

plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagdo")

plt.title("Infectados - Modelo SIR Estocastico - Método de Milstein")

plt.show()

# Plotting - Modelo SIR com médias

fig, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(10, 5))

ax.plot(t, R_avg, lw=2, label="Removidos - Esperan¢a de mil simula¢des", color='green')
plt.legend()

plt.grid()

plt.xlabel("Tempo")

plt.ylabel("Populagao")

plt.title("Removidos - Modelo SIR Estocdstico - Método de Milstein")

plt.show()
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APENDICE

K

Estimacao de Parametros do modelo

SIRD a partir de dados de Rio Claro

Apresentamos no presente apéndice a estimagao de pardmetros do modelo SIRD
a partir de dados da cidade de Rio Claro - SP, realizado com objetivo de apresentacao
na Sessao de Comunicagoes Orais do II Encontro do Programa de Pés-Graduacao em
Matemética (PGMAT) do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas - IGCE, da Unesp,
Céampus de Rio Claro, realizado nos dias 25 e 26 de janeiro de 2024. Para apresentagao
de trabalho neste evento, preparamos o conteido apresentado no Capitulo [ com
estimacgao de parametros do modelo SIRD Estocastico, para os dados da cidade de Rio
Claro, para o inicio da pandemia de Covid-19.

De modo andlogo ao que foi realizado com os dados de Bauru, elaboramos
a partir dos dados de Rio Claro, com coleta dos dados fornecidos pela Secretaria
da Saude de Rio Claro, a partir da plataforma SP Covid Info Tracker (acesso em
https://www.spcovid.net.br). Foi utilizado o periodo de 55 dias, no intervalo de 7 de
abril de 2020, a 31 de maio de 2020, para busca dos parametros do modelo epidemioldgico
SIRD Estocastico apresentado no Sistema , porém utilizando os cinco coeficientes

estocésticos apresentado em Rubio et al.| (2023), como apresentado o Sistema (K.1J).
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dS(t) = —=BS(t)L(t)dt + o1 S(t)dWy(t) — o5S(t)1(t)dW5(1);

dI(t) = (BS()I(t) — M(t) — yI(£))dt + o2l (£)dWa(t) + o5S ()1 (£)dWs(t); -

dR(t) = A(t)dt + o5 R(t)dWs(t);

dD(t) = yI(t)dt + o4 D(t)dWa(t).

onde temos que W;(t) sao Movimentos Brownianos 1-dimensionais independentes e o;
representam as intensidades de W;(t),7 = 1,2,3,4,5.

A partir da estimacao dos parametros do modelo foi possivel simular previsoes,
supondo estarmos em 31 de maio de 2020, logo apds a coleta dos dados, onde foi
possivel estimar qual o nimero de infectados, por exemplo, 3 semanas apds o término da
coleta dos dados para estimativa dos parametros, comparando os nimeros de infectados
estimados pelo modelo deterministico e estocastico, com o nimero dos dados reais
coletados.

De modo andlogo ao realizado no Capitulo [4] primeiramente foram estimados os

pardmetros /3, A e 7 do modelo SIR Deterministico apresentado no Sistema (4.1f), isto é:

§'(t) = =pSO1(t);

I'(t) = BS()I(t) — AI(t) — ~1(t);
R(t) = M(1);

D'(t) = ~I(t)

Assim, coletamos os dados de 55 dias do niimero de novos casos, nimero de
novos 6bitos e recuperados, calculamos os ntmeros de casos acumulados e 6bitos
acumulados, para formar nossa base de dados de Suscetiveis, Infectados (isto é,
os casos ativos no momento, excluindo do total de casos acumulados os que ja se
recuperaram ou faleceram), Recuperados e Mortos, conforme apresentado a seguir,

na Tabela [K.11
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Tabela K.1: Dados relativos a Covid-19 em Rio Claro no inicio da pandemia.

Dia | Data | Suscetiveis | Infectados | Recuperados | Mortos
t S(t) I(t) R(t) D(t)
0 6/abr 208000 0 0 0
1 7/abr 207998 2 0 0
2 8 /abr 207998 2 0 0
3 9/abr 207998 2 0 0
4 | 10/abr 207998 2 0 0
5 | 11/abr 207998 2 0 0
6 | 12/abr 207993 4 1 2
7 | 13/abr 207993 3 1 3
8 | 14/abr 207993 3 1 3
9 | 15/abr 207993 3 1 3
10 | 16/abr 207989 6 1 4
11 | 17/abr 207987 8 1 4
12 | 18/abr 207987 8 1 4
13 | 19/abr 207987 8 1 4
14 | 20/abr 207981 13 1 5
15 | 21/abr 207981 13 1 5
16 | 22/abr 207976 18 1 5
17 | 23/abr 207983 20 1 6
18 | 24/abr 207973 18 3 6
19 | 25/abr 207972 19 3 6
20 | 26/abr 207972 19 3 6
21 | 27/abr 207972 19 3 6
22 | 28/abr 207971 20 3 6
23 | 29/abr 207968 19 6 7
24 | 30/abr 207967 21 5 7
25 | 01/mai 207967 21 5 7
26 | 02/mai 207967 21 5 7
27 | 03/mai 207967 18 8 7
28 | 04/mai 207967 16 10 7
29 | 05/mai 207966 17 10 7
30 | 06/mai 207964 19 10 7
31 | 07/mai 207962 16 15 7
32 | 08/mai 207960 18 15 7
33 | 09/mai 207960 13 20 7
34 | 10/mai 207960 11 22 7
35 | 11/mai 207960 11 22 7
36 | 12/mai 207960 9 23 8
37 | 13/mai 207960 9 23 8
38 | 14/mai 207955 14 23 8
39 | 15/mai 207953 15 24 8
40 | 16/mai 207953 13 26 8
41 | 17/mai 207952 13 27 8
42 | 18/mai 207952 13 27 8
43 | 19/mai 207948 17 27 8
44 | 20/mai 207946 19 27 8
45 | 21/mai 207940 25 27 8
46 | 22/mai 207936 28 28 8
47 | 23/mai 207931 30 30 9
48 | 24/mai 207931 27 32 10
49 | 25/mai 207931 25 34 10
50 | 26/mai 207927 29 34 10
51 | 27/mai 207927 29 34 10
52 | 28/mai 207913 42 34 11
53 | 29/mai 207913 43 33 11
54 | 30/mai 207913 43 33 11
55 | 31/mai 207894 55 38 13

56* | 01/jun 207894 53 40 13

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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* Observagao: Trabalhamos com andlise de 55 dias, (t = 55), mas como para calcular
os valores dos pardmetros 3, A e 7y as expressoes ([4.2)), e pedem os valores de
t+ 1 para S, R; e Dy, foi necessario encontrar os valores de t = 63.

Dessa forma, para realizar a estimacao dos pardmetros, primeiramente do modelo
SIRD Deterministico apresentado no Sistema , trabalhou-se com as expressoes
([“.2), e (4.4), de modo a encontrar os valores de 3, A e v com base na evolugao
dos dados oficiais dos efeitos da Covid-19 na cidade de Rio Claro nos 55 dias analisados.

Assim, encontrou-se os valores apresentados na Tabela [K.2

Tabela K.2: Pardmetros estimados, no tempo ¢ = 55, do modelo SIRD para cidade de Rio Claro

N - Populacao Total 208000
So - Nimero Inicial de Suscetiveis 207998
Iy - Numero Inicial de Infectados 2
Ry - Nimero Inicial de Recuperados 0
Dy - Ntumero Inicial de Mortos 0
to - Data Inicial 07/04/2020
B - Taxa de Contato 7,06711703606731 - 10~7
A - Taxa de Recuperacao 4, 34032492168967 - 10~2
v - Taxa de Mortalidade 3,16004480263487 - 1073

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

De posse de tais parametros, considerando o momento inicial da pandemia, apos
55 dias iniciais, foi possivel gerar os graficos do modelo [SIRD| em linguagem Python
com uso do Método de Euler, como apresentado a seguir, na Figura
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Figura K.1: Modelo SIRD com pardmetros a partir de dados da cidade de Rio Claro no tempo ¢t = 55
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150000 +
Qo
L]
wn
L)
= 100000 -
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor a partir de simulacado numérica em linguagem Python

A partir do grafico da Figura [K.I do modelo [SIRD] isolamos somente a curva
de Infectados do modelo, e colocamos um grafico de dispersao dos dados analisados no

periodo de 55 dias, o qual ¢ apresentado a seguir na Figura

Figura K.2: Gréfico de dispersao dos dados reais (55 dias analisados) - Rio Claro

—=— |nfectados - Previsdo pelo modelo SIRD Deterministico
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulagdo numérica em linguagem Python
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Analisando esse gréfico, apresentado na Figura[K.2] bem como os dados da Tabela
[K1], podemos ver que com 55 dias de pandemia, na cidade de Rio Claro-SP, havia 55
individuos infectados. Nesse momento hipotético, a partir desse modelo, podemos prever
quantos infectados teriamos apds 3 semanas, ou seja, no tempo t = 76. Podemos ver no
grafico apresentado a seguir na Figura [K.3| que a curva de infectados apresenta o valor
estimado de 471 individuos infectados, para o dia 76 (ponto azul). Enquanto o dado real
que temos para o numero de infectados nessa data é de 416 individuos infectados (ponto

vermelho). Isto é, uma estimativa com um erro relativo de 13 %, aproximadamente.

Figura K.3: Gréfico de dispersdo dos dados reais (55 dias analisados) e curva de Infectados do modelo
SIRD - Rio Claro
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Fonte: Elaborado pelo préoprio autor a partir de simulacdo numérica em linguagem Python

Todavia, assim como apresentado no no Capitulo [} um modelo deterministico
apresentado em , pode nao ser a melhor forma de se modelar uma epidemia. E
de forma andloga ao apresentado com os dados de Bauru, no Capitulo 4, podemos ver
agora, com os dados de Rio Claro, que a variagdo nos dados analisados, que pode ser
observado na Tabela [K.I, bem como no grafico da Figura o qual mostra que a
variacao da coleta dos dados dos infectados lembra mais um comportamento estocastico,

com certa imprevisibilidade, do que um crescimento deterministico.
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Figura K.4: Gréfico de dispersao de Infectados - dados reais (55 dias analisados) - Rio Claro
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor no software Microsoft Excel.

Dessa forma, podemos considerar perturbacoes aleatérias de cada uma das
variaveis e sua influéncia ndo muito conhecida entre os suscetiveis nos infectados e os
recuperados por um ruido branco, propondo para as Equacoes do modelo
Deterministico, o modelo Estocastico apresentado no Sistema e estimando
os parametros estocasticos.

Assim, considerando o modelo SIRD Estocastico apresentado em , 0s
pardmetros 3, A e vy apresentados na Tabela [K.I] tomando valores iguais para oy, o2
03 04 € 05 e considerando trés possiveis cenarios: pessimista, otimista e regular. Dado
que a Taxa de Contato é da ordem de 10~7, tomamos como palpite os seguintes valores,
apresentados na Tabela para 01 = 0y = 03 = 04 = 05 para gerar o grafico do
Modelo SIRD Estocéstico apresentado na Figura [K.5] a partir do método de Milstein

em linguagem Python.

Tabela K.3: Pardmetros estocasticos utilizados para modelo SIRD Estocéstico - Rio Claro

Cenario Otimista | Cenario Pessimista | Cenario Regular

g; 0; ag;
i=1{1,2,3,4,5} i=1{1,2,3,4,5} i=1{1,2,3,4,5}
1-1077 1-1078 5-1078

Fonte: elaborada pelo préprio autor.
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Figura K.5: Modelo SIRD Estocéastico com parametros a partir de dados da cidade de Rio Claro no
tempot=55e0; =5-10"8
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulagdo numérica em linguagem Python.

Realizando a estimativa para o nimero de infectados no tempo ¢ = 76, como apre-
sentado na Figura [K.3para o [SIRDI Deterministico, agora no modelo [SIRD] Estocéstico,
temos os dados apresentados na Tabela [K.5]

Tabela K.4: Estimativas para o nimero de infectados no dia t = 76 em Rio Claro

SIRD Det. SIRD Est. SIRD Est. SIRD Est. | Dados Reais

Cendrio Otimista | Cendrio Pessimista | Cendrio Regular

471 377 461 423 416

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Dessa forma, pode se ver que utilizando os valores de o; = 5- 1078, isto é, o que
chamamos de Cenario Regular, obtivemos um niimero estimado de infectados de 423
individuos (como apresentado na Figura , com erro relativo de apenas 1, 7% para o
nimero apresentado pelos Dados Reais, de 416 individuos, mostrando que o sistema
estocastico pode apresentar previsdes mais acertivas que o modelo deterministico, com
previsoes mais confiaveis. Ademais, apresentamos na os dados comparativos entre
o numero de infectados pelo modelos SIRD Deterministico, Estocastico no Cenario

Regular e os Dados Reais em Rio Claro, nos dias t = 56 a t = 76.
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Tabela K.5: Previsao de Infectados pelo modelo SIRD Deterministico, Estocastico

e Dados Reais - Rio Claro

Dia (t) | Infectados | Infectados | Infectados
Previsdo pelo Previsdo pelo Dados reais
modelo SIRD Det. | modelo SIRD Est.
56 112,46 111,69 53
Y 120,83 116,82 53
58 129,83 123,98 82
59 139,49 131,82 82
60 149,88 140,65 78
61 161,03 151,15 76
62 173,01 160,15 111
63 185,87 172,02 116
64 199,69 184,64 146
65 214,54 195,39 183
66 230,48 207,91 201
67 247,60 224,05 224
68 265,98 236,62 263
69 285,72 253,39 260
70 306,92 277,38 283
71 329,68 299,36 316
72 354,11 321,05 346
73 380,34 351,40 377
74 408,50 375,57 416
75 438,73 401,26 410
76 471,17 423,29 416

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura K.6: Gréfico de dispersdo dos dados reais (55 dias analisados) e curva de Infectados do modelo
SIRD Deterministico e Estocéstio - Rio Claro
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor a partir de simulagdo numérica em linguagem Python.
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Observagao: Os codigos, em linguagem Python, para gerar os gréaficos apresentados
no presente Apéndice, com dados da cidade de Rio Claro, sao os mesmos apresentados

nos Apéndices anteriores, com dados da cidade de Bauru.
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