AVA
AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp " «90LI0 DE MESQUITA FILHO”

Campus de Presidente Prudente

ARTUR MARQUES SOARES GUIMARAES

MODELAGEM DE VAZAO E PRECIPITACAO NO RIO
AGUAPEI VIA COPULAS

PRESIDENTE PRUDENTE
2024



ARTUR MARQUES SOARES GUIMARAES

MODELAGEM DE VAZAO E PRECIPITACAO NO RIO
AGUAPEI VIA COPULAS

Relatério Final de Trabalho de
Conclusédo de Curso apresentado ao
Curso de Graduacdo em Estatistica da
FCT/Unesp para aproveitamento na
disciplina Trabalho de Conclusdo de
Curso.

Orientador: Prof. Dr. Fernando Antonio
Moala.

PRESIDENTE PRUDENTE
2024



G963m  Guimardes, Artur Marques Soares
Modelagem de vazéo e precipitagdo no rio Aguapei via
copulas / Artur Marques Soares Guimarées. -- Presidente
Prudente, 2024
75 p. :il., tabs.

Trabalho de conclusao de curso (Bacharelado - Estatistica) -
Universidade Estadual Paulista (UNESP), Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia, Presidente Prudente

Orientador: Fernando Antonio Moala

1. Copula. 2. Precipitagéo. 3. Vazdo. 4. Modelo bivariado. 5.
Aplicacao de copulas. I. Titulo.

Sistema de geracao automatica de fichas catalograficas da Unesp. Dados fornecidos pelo
autor(a).



TERMO DE APROVACAO

Artur Marques Soares Guimaraes

MODELAGEM DE VAZAO E PRECIPITACAONO RIO

AGUAPEI VIA COPULAS

Relatorio de Final de Trabalho de Conclusdo de Curso aprovado como requisito

para obtencdo de créditos na disciplina Trabalho de Conclusdo do curso de

graduacdo em Estatistica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Unesp,

pela seguinte banca examinadora:

Orientador:

Assinado de forma digital por Fernando Antonio Moala:10928917819
Dados: 2024.12.20 12:40:08 -03'00'

Prof. Dr. Fernando Antonio Moala

Departamento de Estatistica

Assinado de forma digital por

Ed||50n Edilson Ferreira Flores
Dados: 2024.12.16 15:58:48

Ferreira Flores ;oo

Prof. Dr. Edilson Ferreira Flores

Departamento de Estatistica

Presidente Prudente, 05 de dezembro de 2024.



RESUMO

O foco deste estudo € modelar a vazdo e a precipitacdo do Rio Aguapei
usando a metodologia de copulas. A vazao, definida como o volume de agua
que passa por uma secéao transversal de um rio em um determinado periodo, é
influenciada diretamente pela precipitacdo. Este estudo visa explorar a relacao
entre essas duas variaveis usando distribui¢cdes univariadas Gamma, Weibull e
de valor extremo (Gumbel). Os dados utilizados incluiram medi¢cdes locais e
bases de dados meteorologicos. A andlise ajusta as distribuicbes aos dados de
precipitacdo e vazdo usando técnicas estatisticas avancadas. Além disso, a
teoria das cépulas é usada para representar a relacdo entre essas variaveis. A
técnica escolhida permite superar os limites dos métodos tradicionais que
ignoram a estrutura de dependéncia ao capturar de forma precisa a complexa
relacdo entre precipitagcdo e vazao. Os resultados mostram que as distribui¢cdes
marginais escolhidas sado adequadas para os dados em questdo, e as
distribuicdes conjunta via copula construidas mostram que a probabilidade dos
eventos terem valores moderados e baixos € maior, 0 que mostra que a
probabilidade de eventos extremos ocorrerem € baixa. A modelagem precisa
também pode ajudar na criacdo de estratégias de mitigacao e adaptacédo para
lidar com mudancas climéticas e eventos hidrolégicos perigosos. Este estudo é
uma aplicacdo de técnicas estatisticas modernas no campo da hidrologia,
destacando a importéncia de considerar distribuicdes conjuntas para uma

analise mais robusta e precisa das variaveis ambientais.

Palavras-chave: Vazdo; Precipitacdo; Rio Aguapei; Metodologia de coépulas;
Distribuices univariadas; Gamma; Weibull; Gumbel; Técnicas estatisticas
avancadas; Teoria das copulas; Estrutura de dependéncia; Distribuicdes

conjuntas; Eventos extremos; Modelagem precisa; Hidrologia.



ABSTRACT

The focus of this study is to model the flow and precipitation of the Aguapei
River using the copula methodology. Flow, defined as the volume of water
passing through a cross-section of a river over a given period, is directly
influenced by precipitation. This study aims to explore the relationship between
these two variables using univariate Gamma, Weibull, and extreme value
(Gumbel) distributions. The data used included local measurements and
meteorological databases. The analysis adjusts the distributions to the
precipitation and flow data using advanced statistical techniques. Additionally,
copula theory is used to represent the relationship between these variables.
The chosen technique allows overcoming the limitations of traditional methods
that ignore the dependency structure by accurately capturing the complex
relationship between precipitation and flow. The results show that the chosen
marginal distributions are adequate for the data in question, and the joint
distributions via copula constructed show that the probability of events having
moderate and low values is higher, indicating that the probability of extreme
events occurring is low. Accurate modeling can also help in creating mitigation
and adaptation strategies to deal with climate change and hazardous
hydrological events. This study is an application of modern statistical techniques
in the field of hydrology, highlighting the importance of considering joint

distributions for a more robust and accurate analysis of environmental variables.

Keywords: Flow; Precipitation; Aguapei River; Copula methodology; Univariate
distributions; Gamma; Weibull; Gumbel; Advanced statistical techniques;
Copula theory; Dependency structure; Joint distributions; Extreme events;

Accurate modeling; Hydrology.
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1 INTRODUCAO

As chuvas e as vazbfes de um rio sdo inteiramente ligadas, sendo,
portanto, variaveis dependentes de extrema importdncia para os estudos
ambientais. Vazéo de um rio é por definicdo o volume de fluido que passa por
uma secao por determinado periodo de tempo, sendo assim, dependente da
varidvel chuva, por esta ser uma fonte extra do fluido (no caso, a agua),
aumentando entdo o volume de um rio. As implicacbes sao diversas e
extremamente prejudiciais, incluindo a deterioracdo do ambiente onde peixes e
outras espécies vivem, o aumento de inundacdes devido ao acumulo de agua e
a alteracdo das margens dos rios, bem como a reducdo do fluxo de agua
devido ao depdsito de sedimentos e outros eventos desfavoraveis.

O complexo modelo estudado é multivariado. Dessa forma, usou-se
copulas, para estudar a dependéncia entre essas duas variaveis. Copulas séo
ferramentas matematicas que descrevem como duas ou mais variaveis
aleatérias se relacionam, sem fazer suposi¢cdes sobre as distribuicdes
individuais dessas variaveis. Elas se tornam valiosas quando se busca
compreender a interconexao entre eventos de sobrevivéncia em um conjunto
de dados. Portanto, é fundamental considerar alguma das distribuicbes
conjuntas de tempo de vida previamente estudadas na literatura, (como as
apresentadas por Gumbel (1960), Freund (1961), Marshall & Olkin (1967),
Downton (1972), Bloco e Basu (1974), Sarkar (1987), Hawkes (1988) apud
Achcar et al., 2015, p.165).

Em resumo, é essencial compreender a complexa relacao entre chuva e
vazao, pois isso permite prever e analisar os padrdes climaticos e suas
possiveis mudancas. Até alguns anos atrds, era complexo estudar e simular
com precisdo a esses dois fatores devido a limitacdo dos recursos
computacionais disponiveis na época. No entanto, essa situacdo mudou
significativamente com os avancos tecnologicos recentes.

O objetivo geral deste trabalho é aplicar as diversas técnicas estatisticas
para analisar a influéncia da chuva na vazéo, visando a constru¢do de um
modelo bivariado. Os objetivos especificos sdo: construir uma distribuicdo
bivariada que se adeque aos dados via copula; usar inferéncia para analisar os

dados; avaliar a dependéncia das variaveis precipitacédo e vazao.
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Este argumento visa fornecer uma base estatistica sélida para a
pesquisa no campo do meio ambiente, utilizando a teoria da probabilidade,
copulas, inferéncia e métodos computacionais como ferramentas essenciais,
ou seja, calcular o quanto a chuva influencia na vazdo. Este estudo esta em
total consonancia com as metas estabelecidas pelas Nagbes Unidas,
especificamente os Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel (ODS). E
importante ressaltar que a intencédo tedrica abordada neste trabalho ndo so6
constata, mas também se alinha de maneira consistente com as seguintes
ODS: Objetivo 6, que se concentra em Agua Potavel e Saneamento, Objetivo
13, que trata da Acdo Contra a Mudanca Global do Clima, e por fim, o Objetivo

14, que aborda a Vida na Agua.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo de revisdo bibliografica, exploraremos os estudos e
pesquisas existentes que fundamentam nosso trabalho. Discutiremos o0s
principais conceitos, teorias e metodologias previamente desenvolvidas,

fornecendo uma base sdlida para o entendimento do nosso estudo.

2.1 Precipitacéo

A precipitacdo € um fendmeno meteoroldgico essencial no ciclo
hidrolégico, ocorrendo quando a agua, na forma de vapor, condensa-se em
particulas liquidas ou sélidas na atmosfera e cai sob a influéncia da gravidade.
A formacdo da precipitacdo esta intrinsecamente ligada a dindmica da
atmosfera, incluindo processos de resfriamento do ar e formacdo de nuvens. A
umidade presente na atmosfera se condensa ao atingir niveis de saturacao,
formando gotas de agua ou cristais de gelo que, ao se agregarem, tornam-se
suficientemente pesados para vencer a resisténcia do ar e precipitar em
direcéo ao solo (Torres & Machado, 2011).

A precipitacdo desempenha um papel crucial em diversas dimensdes
ambientais e sociais. Primeiramente, € a principal fonte de reposi¢do de agua
doce nos ecossistemas terrestres, sendo fundamental para a manutencédo da
vegetacdo, abastecimento dos corpos hidricos e recarga de aquiferos. Em
regides semiaridas, como o Nordeste do Brasil, a distribuicdo temporal e
espacial da precipitacdo é particularmente irregular, influenciando diretamente
a disponibilidade hidrica e, consequentemente, as atividades agricolas e a
seguranca alimentar da populacgéo local (Cabral Junior & Lucena, 2021).

2.2 Vazao derios

A vazéo de um rio é uma das variaveis hidrologicas mais importantes
para o gerenciamento e planejamento de recursos hidricos. A vazéao, definida
como o volume de agua que passa por uma secao transversal de um rio por

7

unidade de tempo, é influenciada por diversos fatores, como precipitacao,
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evapotranspiracéo, infiltragdo e uso do solo na bacia hidrografica (Novo &
Araujo 2007).

A formacdo da vazdo em um rio ocorre a partir da precipitacdo que
atinge a superficie terrestre e se divide em diferentes fluxos. Parte dessa agua
infiltra no solo, reabastecendo os aquiferos, enquanto outra parte escoa
superficialmente em direcdo aos cursos d'agua. A interacdo entre estes
processos, juntamente com as caracteristicas da bacia hidrografica (como
topografia, tipo de solo e cobertura vegetal), determina a quantidade e a
variagao temporal da vazao dos rios.

A vazao dos rios é fundamental para atividades como irrigacao, geracao
de energia hidrelétrica, navegacdo e abastecimento de agua potavel. A
avaliacao correta da vazao garante que estas atividades possam ser realizadas
de maneira sustentavel e eficiente, além disso a vazdo dos rios influencia a
disponibilidade de agua para consumo humano e a protecdo contra eventos
extremos, como secas e inundacgdes. A gestdo eficiente da vazéao é crucial para
a seguranca hidrica das populacdes que dependem dos recursos hidricos de

uma bacia.

2.3 Copulas

As coOpulas tém ampla aplicacdo em varias disciplinas devido a sua
capacidade de modelar a dependéncia de forma mais flexivel do que os
coeficientes de correlacéo tradicionais, como Pearson, Spearman e Kendall. No
setor financeiro, por exemplo, as copulas séo utilizadas na gestédo de riscos, na
otimizagdo de portfolios e na precificagdo de derivativos. No entanto, a crise
financeira de 2008 destacou o0s perigos do uso inadequado de copulas,
ressaltando a importancia de uma aplicacdo criteriosa e fundamentada desses
modelos (Silva & Souza, 2023).

Além das finangas, as coOpulas sdo empregadas em areas como
hidrologia, para modelar eventos extremos conjuntos, e ciéncias atuariais, na
analise de riscos dependentes. A capacidade das coépulas de capturar
dependéncias complexas e nao lineares entre varidveis as torna valiosas para
a modelagem de fendbmenos multivariados em diversas éareas do

conhecimento.
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3 TEORIA DE COPULA

Diversos pesquisadores tém desenvolvido uma variedade de modelos
probabilisticos com o objetivo de descrever e compreender 0S processos
hidrolégicos. Neste projeto, apresenta-se uma abordagem inovadora para a
modelagem dos processos de vazao e precipitacdo, fazendo uso de copulas
como ferramenta fundamental para estabelecer um modelo bivariado e
quantificar a relacdo entre essas variaveis. Copulas, de fato, oferecem a
capacidade de capturar uma ampla gama de estruturas de dependéncia entre
duas ou mais variaveis aleatorias, tornando-as uma escolha valiosa para esse
propasito especifico.

A principal vantagem do uso de copulas reside na sua flexibilidade e
capacidade de modelar diferentes tipos de dependéncia, indo além das
limitacbes impostas por distribuicbes marginais tradicionais. Enquanto as
distribuicbes marginais descrevem o0 comportamento de cada variavel
individualmente, as fungbBes coOpulas permitem a criagdo de uma distribuicao
conjunta que leva em consideracdo as relacdes especificas entre as variaveis.
Isso € de extrema importancia em hidrologia, onde a precipitacdo e a vazao
muitas vezes exibem uma dependéncia complexa e variavel ao longo do tempo

e do espaco.

3.1 Definicéao

No contexto de um cenario bivariado, conforme estabelecido pelo
teorema de Sklar, quando lidamos com duas variaveis aleatorias, X e Y, que
seguem distribuicbes marginais arbitrarias, representadas por Fy(x) e Fy(y),
respectivamente, é possivel estabelecer a existéncia de uma cépula, denotada
por C, que combina essas duas distribuicbes marginais para gerar a funcéo de

distribuicédo conjunta Fy y)(x,y). Essa relagédo € expressa da seguinte forma:

F(X,Y)(xr y) = C(Fx(x),Fy(}’)) (1)

Para uma compreensdo mais aprofundada dos fundamentos teoricos e
orientacdes praticas sobre o uso de copulas, informacgdes detalhadas podem
ser encontradas nos trabalhos de Joe (1997), Nelsen (2006) e Salvadori et al.
(2007).
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Caso desejemos representar a densidade conjunta, fxy)(x,y),
juntamente com as densidades marginais de X e Y, fi)(x) e fy)(y), com
fw.r)(x,y) representando a fungéo de distribuicéo conjunta, podemos expressar
a densidade conjunta em termos da densidade da cépula e das densidades
marginais da seguinte maneira:

f(X,Y)(x: y) = fX(x)fY(}’)C(Fx(x)Fy(}’)), (2)

d?C(uqg,uy)

onde c(uq,uy) = dui

, denotando a densidade de coépula de C. Este

enfoque permite uma andlise mais completa das relacdes entre as variaveis X
e Y, destacando a influéncia da cépula na distribuicdo conjunta e nas
densidades marginais, facilitando a modelagem e a compreensdo de eventos

conjuntos em contextos bivariados.

3.2 Copulas de Sobrevivéncia e Rotacéao

A coOpula de sobrevivéncia esta relacionada a cépula complementar a
cOpula original, isto €, uma coOpula que modela a dependéncia das
variaveis(1 —u,1 —v), onde u = Fx(x) e v = F, ().

Dada uma copula C(u,v), a copula de sobrevivéncia €(u,v) € definida
como:

Cwv)=u+v—1+C(1-ul-v) (3)
essa transformacdo "inverte" o comportamento das varidveis e é usada
principalmente em cenarios onde se deseja modelar a dependéncia de cauda
superior (ou eventos extremos associados a altas probabilidades simultaneas
de u e v).

J4 a rotacdo de uma coOpula é uma técnica aplicada para adaptar
copulas a diferentes padrdes de dependéncia nas caudas (superior e inferior)
das distribuicbes de variaveis aleatérias. Em esséncia, essa rotacao permite
modificar a coOpula original para modelar dependéncias opostas as que ela
originalmente capturaria.

Para cOpulas bivariadas é possivel transformar uma ou duas variaveis u,

vem1l—uoul—wv,rotacionando a cOpula em 90°, 180° ou 270°.
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3.3 Familias de Copulas Bivariadas

Nesse subtdpico apresentaremos as copulas que seréo utilizadas nesse

trabalho e mostraremos sua forma utilizando duas marginais U|[0,1].

3.3.1 Copula Clayton
Criada por David George Clayton (1978), para variaveis aleatérias u e v
com distribuicdes marginais uniformes no intervalo [0,1], a copula de Clayton

C(u, v; 0) é definida como:

Cu,v;0) =Wl +v9— 1)_71 4)
onde 8 > 0 & um parametro de dependéncia. Esse parametro controla a forca
da dependéncia entre as variaveis:

e Quando 6 -0, a coépula de Clayton se aproxima da coépula
independente, ou seja, C(u,v; 0) = uv.

« A medida que 6 aumenta, a dependéncia entre U e V também aumenta,
especialmente na cauda inferior.

e Para 6 - o a dependéncia é completa (as variaveis sdo quase

completamente dependentes na cauda inferior).

Figura 1: Funcdo de Densidade da Copula Clayton com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6

0= o2

Densidade
1.0 3.0
0.8 2.5
06 2.0
> 1.5
04 1.0
0.2 0.5
0.0 0.0

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
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0= 05 Densidade
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o =2 N W e o0 o
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6= 1 Densidade

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.2 Copula Tawn
A copula de Tawn criada por Jonathan A. Tawn (1988), tem trés
parametros principais:

o Pardmetro de dependéncia 6 € [1,): controla a intensidade geral da
dependéncia entre as variaveis U e V.

o Pardmetros de peso §1€([0,1] e 42 €[0,1]: permitem ajustar a
dependéncia de cauda inferior e cauda superior respectivamente de
maneira independente.

Para variaveis aleatérias u e v com marginais uniformes, a copula de Tawn

C(u,v;0,81,62) é dada pela formula:

Cw,v;6,61,62) = (1-61)t—(1-62)(1—06) +[61(1—0)% + (62t)9]% . (5

log(v)

ondet = Tog (uv)’

Se 61 = 62, entdo obtemos a copula de Gumbel. E importante dizer que

0s parametros 61 e 62 podem ser considerados como parametros de
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assimetria. Assim, podemos dividir a cépula de Tawn em dois tipos: “Tipo 17,

com &1 = 1 (assimetria negativa) e “Tipo 27, com §2 = 1 (assimetria positiva).

Figura 2: Funcdo de Densidade da Copula Tawn Tipo 1 com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6 e 62

6= 6= 5
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0.2 05 02 1
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6= g = 5
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52— Densidade Densidade
1.0 10 30
08 8 08 25
20
06 6 06
> > 15
04 4 04
10
02 2 02 5
0.0 0 00 0
: ~ 691= H
- =1 "
52 = Densidade 52— 0.9 Densidade

15
0.8 .
06 10 .
> >
04 X
5
02 :
0.0 0 I

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 3: Funcdo de Densidade da Copula Tawn Tipo 2 com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6 e 62

6': 9= 5
61701
1

Densidade

. - |
0.8 20 .
N 0.6 15 v
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0.2 05 g
0.0 0.0 .

Densidade

o - N oW B oo
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6= 4 0= 5
81= 05 . 8l= g5 .
52— 1 Densidade 52— 1 Densidade
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e N B o ©

u u
ST S8
2% Densidade D% Densidade

50
40
30
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.3 Copula Frank
A coépula de Frank criada por Josef Frank (1979), para variaveis u e v

uniformes em [0,1], é definida por:

Clu,v;0) = %log (1 + (e_eu_l)(e_ev_l)) (6)

e 9-1
onde 6 € o parametro de dependéncia e possui as seguintes caracteristicas:
e 6 > 0 indica dependéncia positiva.
e 6 < 0indica dependéncia negativa.
e 6 =0 indica independéncia, caso em que a copula de Frank se reduz a
C(u,v) = uv, a copula independente.

Figura 4: Funcdo de Densidade da Copula Frank com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.4 Copula Gaussian
A cOpula Gaussiana é construida a partir de uma distribuicdo normal
multivariada, em que as margens sao normalizadas para serem uniformes no
intervalo [0,1]. Para variaveis aleatorias u e v com distribuicdes marginais
uniformes, a copula Gaussiana C(u, v; 8) é definida como:
C(w,v;0) = Pp(P~ (W), @' (v)) (7)
onde:
e &y € a funcéo de distribuicdo cumulativa bivariada normal com média
zero, variancia unitaria e coeficiente de correlacao 6,
« ®71é afuncéo inversa da distribuicdo normal padrédo univariada (quantil
da normal),
e 0 é o parametro de correlacdo, que controla a forca e direcdo da

dependéncia entre as variaveis.
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Figura 5: Funcdo de Densidade da Copula Gaussian com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6

6 =-0.5

Densidade

4
3
2

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.5 Copula Gumbel
Criada por Emil Julius Gumbel (1960), para variaveis aleatorias u e v
com marginais uniformes no intervalo [0,1], a cépula de Gumbel C(u,v;0) €

dada por:
C(u,v;6) = exp (~[(~log ()7 + (~log (w)7]°) ®)

onde:
e 0=>1 €& o pardametro de dependéncia. Quando 8 =1, a copula de
Gumbel se reduz a copula de independéncia C(u, v) = uv.
« A medida que 6 - o, a dependéncia entre as variaveis se torna

completa.
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Figura 6: Funcdo de Densidade da Copula Gumbel com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.6 Copula Joe
Criada por Harry Joe (1993), para variaveis aleatérias u e v com

marginais uniformes no intervalo [0,1], a cOpula de Joe C(u, v; 0) é definida por:

Cavi0) = 1-[(1-w? + (1 -v)° — A -1)° - (1 - )] ©
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onde:
e 6>1 ¢é o parametro de dependéncia. Para 8 = 1, a copula de Joe se
reduz a copula de independéncia C(u, v) = uv.
« A medida que 6 aumenta, a intensidade da dependéncia de cauda

superior se intensifica.

Figura 7: Funcéo de Densidade da Copula Joe com Marginais Uniformes
(0,1) para Diferentes Valores de 6.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



26

3.3.7 Copula BB8
A copula BB8 €& um caso especial da familia de coépulas Joe
caracterizada por dois parametros: 8 e §.
e 6 > 1: Controla a intensidade da dependéncia geral.
« & € [0,1]: Controla a intensidade especifica de dependéncia de cauda,
permitindo modelar a for¢ga nas caudas inferior e superior.
A funcéo copula BB8 para variaveis u e v com marginais uniformes no

intervalo [0,1] é dada por:

C(w,v;0,8) = g<1 - [1 - Tl-a)e (1-(1-6wl(- 6v)9)]3> (10)

Esse formato é mais complexo do que o de outras copulas

arquimedianas, refletindo a flexibilidade adicional para capturar caudas.

Figura 8: Funcdo de Densidade da Copula BB8 com Marginais
Uniformes (0,1) para Diferentes Valores de 6 e 6
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 DISTRIBUICOES

Neste capitulo, abordaremos as distribuicbes Gumbel, Gamma e
Weibull, que sdo utilizadas neste estudo. Serdo apresentadas as funcdes de
densidade de probabilidade (FDP), as funcbes de distribuicdo acumulada
(FDA), as funcbes de sobrevivéncia e as funcbes de risco para cada uma

dessas distribuicdes.

4.1 Valor Extremo Gumbel

A Distribuicdo Valor Extremo é amplamente usada em previsdes de
eventos extremos, tais como: inundacao, previsdes de terremotos, economia,
meteorologia e varios outros.

E também muita utilizada em problemas de confiabilidade e testes de
sobrevivéncia, sendo usada em testes de falhas para produtos manufaturados
e circuitos elétricos (veja Hahn e Shapiro, 1967).

A distribuicdo Gumbel, também conhecida como distribuicdo valor
extremo, surge como distribuicdo limite para méaximos ou minimos (valores
extremos) de uma amostra de variaveis aleatérias independentes,
identicamente distribuidas, quando o tamanho da amostra aumenta.

Existem basicamente duas formas da distribuicdo valor extremo. A
primeira, ou Tipo |, esta relacionada com valores minimos e a segunda, Tipo Il,
com valores maximos.

Tal distribuicdo de probabilidade é comumente chamada de distribuicédo
Gumbel, Tipo | ou Tipo II, respectivamente, em homenagem ao aleméo Emil
Julius Gumbel (1891-1966) que foi pioneiro na aplicacdo da Teoria do Valor
Extremo, particularmente em Climatologia e Hidrologia.

4.1.1 Definicao e propriedades

Seja X uma variavel aleatdria que represente um comportamento
extremo.

A distribuicdo Gumbel (valor extremo Tipo Il) para valores maximos tem

a funcao densidade de probabilidade dada por:

flxlg, @) = ieXp {—?— eXp{— %}} (11)
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para —oo < x < 400, —00 < ¢p < 400 e @ > 0, onde ¢ € o pardmetro de posicao e
@ € o0 parametro de escala.

A probabilidade P de que ocorra uma precipitagdo pluvial maxima maior
que um certo valor x, que também é a funcéo de sobrevivéncia da distribui¢éo

Gumbel, é dada por:
P=PX>x)=1—exp {—exp {— %}}, (12)

em que x é a precipitacdo maxima do periodo e 0 < x < +oo.

O nivel de retorno associado ao periodo de retorno T € dado por:

Xp = ¢ — plog[—log(1 — P)] (13)

4.1.2 Estimacao de méaxima verossimilhanca (Estimacéo Pontual)
Considerando uma amostra aleatoria x,, x,, ..., x, obtida da distribuicdo

Gumbel, a funcdo de verossimilhanca para os parametros ¢ e ¢ ¢€

simplesmente o produto das densidades de cada uma das observacdes na

amostra, dada entéo por:

N o (I _x$_ _x¢
Lol =TTy exp{ £ —exp{- % }} (14)
O estimador de maxima-verossimilhanca € obtido como segue. A funcao

log-verossimilhanca é dada por:

b 9lx) = —nloge — 2 (2 - ¢) — T, exp (=2) (15)

Os estimadores de maxima verossimilhanca ¢ e @ s&do obtidos
o
ap
Uma vez que estas equacOes ndo podem ser resolvidas analiticamente

~ . ol .
resolvendo as equac0des de verossimilhanca 0Oe rrie 0 simultaneamente.

para ¢ e @, um método numérico deve ser utilizado, por exemplo, Método de

Newton-Raphson (Ruggiero e Lopes, 1988).

4.1.3 Estimagdo de méaxima verossimilhanca (Estimacé&o por Intervalos)
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A estimacgao com intervalos de confianca para os parametros do modelo
pode ser obtida pela aproximacdo normal assintotica dos estimadores de

maxima verossimilhanca, isto é:

(8)~m((2). 17 (39) (16)

paran — oo, onde I~1(, §) é a matriz de Informag&o de Fisher dada por:

n

; — 2 [1+ )]
1—1(&)‘, (T)) — [ [

n n 2 ' (17
“LIHp] S+ +92@)]

e Y (k) é a funcdo digama Y (k) = ;—kl“(k), conforme definido em Lawless

(1982).

Assim, as regides de confianga conjunta aproximadas para ¢ e ¢ podem
ser obtidas. Intervalos de confianga individuais aproximados para o0s

parametros ¢ e ¢ com coeficiente de confianca 100(1 — @)% sao dados por:

g5 — Zg/2 /Var(q,’A)) <¢p< qB + 242 /Var((f)) (18)

9 — 2\ Var (@) < ¢ < @ + 24 Var (@)

4.2 Gamma

A distribuicio Gamma é amplamente utilizada em varias areas, como
confiabilidade, financas, e modelagem de tempo de vida, devido a sua
flexibilidade em modelar diferentes formas de dados. E particularmente Gtil para
modelar o tempo até um evento, como falhas de componentes ou o tempo de

espera em filas.

4.2.1 Defini¢céo e Propriedades

Seja X uma variavel aleatdria que representa o tempo até um evento
especifico. A distribuicio Gamma é parametrizada por dois parametros: a
forma e a escala. A funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo Gamma

€ dada por:



30

ek

flxlp, ) = F(k)xk‘lexp{—xe}, (19)
onde 6 >0 e k>0 sdo os parametros de escala e forma da distribuicéo,

respectivamente. E I'(k) é a funcédo gama definida como:

(k) = [ x*te™ dx (20)

4.2.2 Funcao de Sobrevivéncia
A funcdo de sobrevivéncia S(x) para a distribuicio Gamma € a

probabilidade de que a variavel aleatoria X seja maior que um valor especifico

_ v(k,0x)

x. S(x|k,0) =1 T

(21)

onde y(k, 6x) é a funcdo gama incompleta inferior.

4.2.3 Funcéao de Risco
A funcéo de risco h(x) € a taxa de falha instantdnea no tempo x, dada
pela razdo entre a funcdo densidade de probabilidade e a funcdo de

sobrevivéncia:

0" exp(~x0)
——exp(—x
h(x|k,6) = F(k)yw (22)

T®

4.2.4 Estimacao de Maxima Verossimilhanca (Estimacao Pontual)
Considerando uma amostra aleatéria x;, x,, ... , x,, obtida da distribuicéo
Gamma, a funcdo de verossimilhanca para os parametros k e 6 é o produto

das densidades de cada uma das observagdes na amostra, dada por:

k

L(k, 81%) = [T, — x*~texp(6x;) (23)

i=1ﬁ
A funcéo log-verossimilhanca é entédo dada por:
l(k,0|x) = —nlogT'(k) + (nk)logh + (k — 1) X~ logx; — 0 X7 x; (24)

Os estimadores de méaxima verossimilhanca k e 6 s&o obtidos

~ - al al ,
resolvendo as equacgdes de verossimilhanca Fri Oe Frin 0 simultaneamente.
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4.2.5 Estimacédo de Maxima Verossimilhanca (Estimacao por Intervalos)

A estimacao com intervalos de confianca para os parametros do modelo
pode ser obtida pela aproximagdo normal assintética dos estimadores de
maxima verossimilhanca. Supondo que os estimadores k e 6 seguem uma
distribuicdo normal conjunta, os intervalos de confianga para k e 6 com

coeficiente de confianca 100(1 — @)% sao dados por:

)
)

&

— Za/2 Var(lAc) <k<k+ Za/2 Var(

k
, (25)
]

D)

— Zg/5 [Var(8) < 0 <0+ zy), |Var(

onde z,,, € o quantil da distribuicdo normal padrdo correspondente ao nivel de

confianca desejado.

4.3 Weibull

A distribuicdo Weibull apresenta grande flexibilidade onde S controla a
forma da funcéo, permitindo modelar distribuicdes decrescentes, crescentes e

"em formato de sino".

4.3.1 Definicdo e Propriedades
Seja X uma variavel aleatdria que representa o tempo até a falha. A
distribuicdo Weibull é parametrizada por dois parametros: forma (f) e escala

(A1). A funcéo densidade de probabilidade da distribuicado Weibull € dada por:

reip D =5 e (- (3)') (26)

onde >0 e 1> 0 sdo os parametros de forma e escala da distribuicéo,

respectivamente.

4.3.2 Fungéao de Sobrevivéncia
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A funcdo de sobrevivéncia S(x) para a distribuicdo Weibull é a

probabilidade de que a variavel aleatéria X seja maior que um valor especifico

X S(X) = P(X > x) = exp (— (g)ﬁ) 27)

4.3.3 Funcéao de Risco
A funcao de risco h(x) é a taxa de falha instantanea no tempo x, dada
pela razdo entre a funcdo densidade de probabilidade e a funcdo de

sobrevivéncia:

h(x|k,0) = %(—)ﬁ ' (28)

4.3.4 Estimacao de Maxima Verossimilhanca (Estimacao Pontual)
Considerando uma amostra aleatoria x4, x5, ... , x, obtida da distribuicdo
Weibull, a funcdo de verossimilhanca para os parametros 8 e 1 é o produto das

densidades de cada uma das observagfes na amostra, dada por:

1210 =2 (2) e (- (2)) 29)

A funcéo log-verossimilhanca é entdo dada por:

(8, 21) = ~nlogh — nflogh+ (B — DZiy logx — 31, (%) (30)

Os estimadores de maxima verossimilhan(;a f e X sdo obtidos

resolvendo as equacgdes de verossimilhanca ﬁ =0 e — = 0 simultaneamente.

4.3.5 Estimacéo de Maxima Verossimilhanca (Estimacao por Intervalos)
A estimacgao com intervalos de confianca para os parametros do modelo
pode ser obtida pela aproximagdo normal assintética dos estimadores de

méaxima verossimilhanca, isto é:

(3)~ (). 6.9) @
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paran — oo, onde I71(¢, d) é a matriz de Informag&o de Fisher dada por:

(E)Z _¥@
1A =| Y oo (32)
-5 ml+yv@)

onde ¥Y(2) e Y'(2) sao chamadas funcbes digamma e trigamma,

respectivamente.

Supondo que os estimadores 8 e A seguem uma distribuicdo normal
conjunta, os intervalos de confianca para f e 4 com coeficiente de confianca
100(1 — a)% séo dados por:

,B — Zq/2 /Var(ﬁ) <pB< ,8 + Zq /2 /Var(/j‘
— Za/2 fVar(/l) <A<+ Za/2 /Var(/l

onde z,,, € o quantil da distribuicdo normal padréo correspondente ao nivel de

(33)

confianca desejado.



34

5 METODOLOGIA

Primeiramente foi feito um estudo sobre as func¢des coOpula e suas
aplicacbes préticas. Além disso, também foi feito um estudo das possiveis
distribuicdes que possam modelar os dados, como a distribuicdo univariada de
Valor Extremo (Gumbel) para os dados de precipitacdo e distribuicdes
univariadas Gamma e Weibull para os dados de vazéo.

Os dados de vazao foram disponibilizados pelo Prof. Dr. Edilson Ferreira
Flores do projeto Morfologia fluvial, variabilidade/mudancas climéaticas e
conectividade nos sistemas aluviais do baixo curso dos rios Aguapei e
Peixe, Oeste Paulista, Brasil, coordenado pelo Prof. Dr. Paulo Cesar Rocha
Doutorado. J& os dados de precipitacdo foram coletados a partir do site

https://power.larc.nasa.qgov/beta/data-access-viewer/, onde selecionamos a

area desejada (-21.714444 ; -50.290555), selecionamos o0 nivel temporal
(diario) e o periodo temporal que sera trabalhado (de jan. 1981 a dez. 2019).
Com os dados de precipitagcdo usamos o pacote “dplyr’ do software R para
selecionar os valores extremos mensais 0s quais serdo usados no trabalho.

A estimacdo de maxima verossimilhanca para as distribuicbes marginais
foi feita com o auxilio do pacote “maxLik”, que permite o uso de métodos de
calculo numérico para obtencdo dos estimadores dos parametros de forma
aproximada.

Os ajustamentos da funcdo de sobrevivéncia, risco e o grafico de tempo
total de teste (TTT-Plot) foram feitos usando os pacotes “survival’, “muhaz’ e
“ttplot” respectivamente.

Para selecionar a coOpula que melhor se ajusta aos dados mensais,
utilizamos o pacote “VineCopula”, que testa diferentes copulas e seleciona a
gue melhor se adequa aos dados, comparando o AIC e o BIC. Com a cépula
selecionada, utilizamos o comando “optim” para estimar os parametros da
distribuicdo bivariada sob cépula. Verificaremos a adequabilidade dos ajustes
obtidos para a distribuicdo bivariada construida e determinaremos as
probabilidades de ocorréncia conjunta de niveis maximos de precipitacdo e

vazao.


https://power.larc.nasa.gov/beta/data-access-viewer/
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6 RESULTADOS

Nesta etapa, apresentaremos os resultados iniciais obtidos a partir da
base de dados selecionada. Isso inclui os estimadores calculados, os graficos

gerados e os ajustes das fun¢des escolhidas para cada variavel analisada.

6.1 Inferéncia das Marginais da Distribuicdo Conjunta

A seguir apresentamos trés tabelas para cada uma das distribuicdes
estudadas. Cada tabela mostra os valores dos estimadores, desvios padrdo e
intervalos de confianca para os parametros de cada distribuicdo. Os
estimadores representam as melhores estimativas dos parametros com base
nos dados; o desvio padréo indica a dispersdao dos valores em torno da
estimativa, e os intervalos de confianca fornecem uma faixa dentro da qual
acreditamos que o verdadeiro valor do parametro se encontra com uma
probabilidade de 95%. Essas informacfes sao essenciais para entender a
precisao e a confiabilidade das estimativas obtidas.

Tabela 1. Estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros
de interesse da distribuicdo valor extremo (Gumbel) para os dados de

precipitacao.

Més Parametros | Estimador Desvio Limite Limite
Padréo Inferior Superior
Janeiro ¢ 26.29281 1.489128 23.37412 29.2115
1) 8.533107 1.153474 6.272298 10.79391
Fevereiro ¢ 22.68129 1.400391 19.93652 25.42606
) 8.81968 1.046856 6.767843 10.87152
Margo ¢ 21.3917 1.349642 18.7464 24.037
7 8.05546 1.003313 6.088966 10.02195
Abril ¢ 18.52014 1.865021 14.8647 22.17558
7 10.02352 1.267032 7.540132 12.5069
Maio ¢ 17.10159 1.690596 13.78802 20.41516
7 9.670574 1.17464 7.368279 11.97287
Junho ¢ 8.826534 1.513161 5.860739 11.79233
) 8.599245 1.139066 6.366676 10.83181
Julho ¢ 5.830405 1.147354 3.581591 8.07922
) 6.724792 0.931473 4.899105 8.550479
Agosto ¢ 6.383633 1.436077 3.568923 9.198344
) 8.122598 1.089676 5.986833 10.25836
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Més Parametros | Estimador Desvio Limite Limite

Padréo Inferior Superior

Setembro ¢ 13.78676 1.585298 10.67958 16.89395
) 9.551672 1.227966 7.144858 11.95849

Outubro ¢ 19.19193 1.47503 16.30087 22.08299
) 8.621545 1.057798 6.54826 10.69483

Novembro ¢ 21.98125 1.477488 19.08538 24.87713
7 8.66208 1.075031 6.55502 10.76914

Dezembro ¢ 25.25293 1.527776 22.25849 28.24737
[0 9.522675 1.176082 7.217554 11.8278

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 2: Estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros
de interesse da distribuicdo Gamma para os dados de vazao.

Més Parametros | Estimador Desvio Limite Limite
Padrao Inferior Superior
Janeiro k 4.632593 1.011108 2.650822 6.614364
0 0.082936 0.01915 0.045402 0.12047
Fevereiro k 6.224962 1.352779 3.573516 8.876408
0 0.105141 0.023849 0.058396 0.151885
Margo k 9.68098 1.985982 5.788455 13.5735
0 0.19998 0.042325 0.117023 0.282937
Abril k 8.737401 1.979122 4.858322 12.61648
0 0.230436 0.053706 0.125172 0.335699
Maio k 11.75802 2.872174 6.128564 17.38748
0 0.350959 0.087332 0.179788 0.52213
Junho k 6.277055 1.324548 3.680941 8.873169
0 0.188552 0.041613 0.106989 0.270114
Julho k 14.9903 2.577434 9.938527 20.04207
0 0.547878 0.096965 0.357826 0.73793
Agosto k 14.77281 1.032438 12.74924 16.79639
0 0.580634 0.047403 0.487724 0.673543
Setembro k 7.070657 1.590114 3.954033 10.18728
0 0.26072 0.060751 0.141647 0.379793
Outubro k 7.536203 1.670156 4.262698 10.80971
) 0.26369 0.060476 0.145156 0.382223
Novembro k 7.579108 1.669175 4.307526 10.85069
) 0.251055 0.05723 0.138883 0.363227
Dezembro k 7.853897 1.808279 4.309671 11.39812
) 0.193575 0.045956 0.1035 0.283649

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 3: Estimadores de méaxima verossimilhanca para os parametros
de interesse da distribuicdo Weibull para os dados de vazéao.

Més Parametros | Estimador Desvio Limite Limite
Padrao Inferior Superior
Janeiro A 63.18041 6.412002 50.61288 75.74793
B 1.945761 0.221367 1.511882 2.379641
Fevereiro A 66.84009 4.453772 58.11069 75.56948
B 2.501575 0.299593 1.914372 3.088777
Marco A 53.87712 3.693914 46.63705 61.11719
B 2.849761 0.319503 2.223535 3.475987
Abril A 4250977 2.605029 37.40392 47.61563
B 2.972087 0.3601 2.266291 3.677883
Maio A 37.13641 2.007173 33.20235 41.07047
B 3.301209 0.375978 2.564293 4.038126
Junho A 37.91308 3.762037 30.53949 45,28667
B 2.047442 0.222454 1.611432 2.483452
Julho A 30.0943 1.23079 27.68196 32.50665
B 4.115147 0.497705 3.139646 5.090649
Agosto A 27.99824 1.193662 25.65866 30.33781
B 4.096652 0.499345 3.117936 5.075367
Setembro A 30.53025 2.22278 26.1736 34.88689
B 2.373382 0.256238 1.871156 2.875608
Outubro A 32.20175 2.103356 28.07917 36.32432
B 2.748796 0.322851 2.116008 3.381584
Novembro A 33.86437 2.109134 29.73047 37.99827
B 2.882198 0.347785 2.200538 3.563857
Dezembro A 45.69908 2.7789 40.25244 51.14573
B 2.554531 0.275965 2.01364 3.095422

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.2 Andlise Gréafica das Marginais da Distribuicdo Conjunta

Nas figuras a seguir, apresentamos diversos graficos que ajudam a
visualizar os dados e os resultados de maneira intuitiva. Esses gréaficos sao
ferramentas visuais importantes para entender o comportamento dos dados e a

adequacao dos modelos estatisticos utilizados no estudo.

6.2.1 Precipitacéao
A Figura 9 mostra a distribuicdo dos dados de precipitacdo maxima e
como eles se ajustam a funcdo de densidade de probabilidade da fungcdo de

valor extremo de Gumbel.
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Figura 9: Histograma e funcdo densidade de probabilidade para os
dados de precipitacdo maxima mensais

Janeiro Fevereiro
2
2 — Kemel s — Kemel
21 ~—  Gumbel —— Gumbel
= =
2 T g
1 % 3
g o 4 T g
2 o 13
w w
g J 8
=3 I L I T L I o 1 I I T T I T
10 20 30 40 50 60 o 10 20 30 40 50 60 70
Chuva Maximas Chuva Maximas
Margo Abril
- — Kemel
= — Gumbel
1 s °
3 E g \
H L L]
(=]
2 |
o T T T T T T
10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Chuva Médximas Chuva Maximas
Maio Junho
— Kemel 3 — Kermel
8 | —— Gumbel s — Gumbel
s © ° 4
5 8 -
s o | 2 8
o _ o o
uw o w
2 ;QZ 4
o o
8 8
o T T T T T T o T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 60
Chuva Méximas Chuva Maximas
Julho Agosto
8 _
u —— Kemel < — Kemel
< — Gumbel . — Gumbel
& 2 ©
o o o
L §3
i g °
w o w -
. N :
(=} et o
S T T T T T oS T T T T T
0 20 40 60 80 0 10 20 30 40
Chuva Maximas Chuva Maximas
Setembro © Outubro
3
— Kernel ° _ — Kemnel
8 | — Gumbel < — Gumbel
g ° 2 3 S
g 8 | & ,
g o &
@ [
i3 =]
o -
Qo Qo
S S
E T T T T T T T T E T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 50
Chuva Maximas Chuva Maximas
Novembro - Dezembro
3
< d
S — Kernel ° — Kemel
— Gumbel g — Gumbel
K] - g o
2 g o
@ oy @ o -
3 o El g
g€ ° g °
w w5
- o
o o
o o
E T T T T T T o T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60 70 80
Chuva Maximas Chuva Maximas

Fonte: Elaborado pelo autor.



39

A Figura 10 exibe a probabilidade acumulada dos dados de

precipitacdo maxima até determinado ponto e a curva ajustada da FDA de valor

extremo de Gumbel.
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Figura 10: Funcao densidade acumulada para os dados de precipitagao
maxima mensais
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A Figura 11 Representa o tempo total observado até a ocorréncia de

eventos especificos, neste caso a precipitacdo maxima.
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Figura 11: Gréfico de tempo total de teste para os dados de precipitagdo
maxima mensais
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A Figura 12 é o gréfico de Kaplan-Meier que mostra a probabilidade
acumulada de sobrevivéncia ou de ndo exceder determinados valores de

precipitacdo maxima ao longo do tempo.

Figura 12: Ajuste da fung&o de sobrevivéncia para os dados de
precipitacdo maxima mensais
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 13 indica a taxa de

precipitacdo maxima ao longo do tempo.
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ocorréncia de eventos no caso a
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Figura 13: Ajuste da funcao de risco para os dados de precipitacao
maxima mensais
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De acordo com as Figuras 9, 10 e 12 a distribuicdo de valor extremo

de Gumbel se ajusta muito bem aos dados, pois ela se mostra muito

semelhante a funcdo empirica dos dados.

Na Figura 11 verificamos que a curva de risco empirica dos dados

apresenta um comportamento de funcéo de risco com forma crescente, que

€ a mesma da distribuicao selecionada.

Analisando a Figura 13, a funcdo de risco ndo tem um bom ajuste

para dados com valores muito alto e meses de seca, mas como as figuras

anteriores mostram um bom ajuste seguiremos com essa distribuicdo para

os dados de precipitacdo maxima.

6.2.2 Vazao

A seguir faremos 0s mesmos ajustes para os dados de vazao segundo

as distribuicbes Gamma e Weibull.



Figura 14: Histograma e comparacgéao entre as fun¢des densidade de

probabilidade para os dados de vazdo mensais
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Figura 15: Comparacao entre as funcdes densidade acumulada para os
dados de vazao mensais
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Figura 16: Grafico de tempo total de teste para os dados de vazao
mensais
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Figura 17: Ajuste e comparacao das funcfes de sobrevivéncia para 0s

de vazao
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Figura 18: Ajuste e comparacao das funcdes de risco para os dados de

vazao
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De acordo com as Figuras 14 e 15, as distribuicdes Gamma e Weibull

se ajustam bem aos dados. Além disso, a curva de risco apresentada no

TTT-Plot (Figura 16) também é crescente, assim como as duas distribuicdes.

No entanto, ao analisarmos a fungdo de sobrevivéncia (Figura 17),

percebemos que a curva da distribuicdo Weibull sai do intervalo de confianca.

A curva de risco apresentada na Figura 18 mostra que a distribuicdo Gamma

se ajusta melhor, enquanto a distribuicdo Weibull ndo segue o mesmo

formato dos dados. Portanto, para a constru¢cdo da distribuicdo conjunta,

usaremos a distribuicio Gamma como nossa marginal para os dados de

vazao, descartando assim a distribuicdo Weibull.

6.3 Escolha da Copula

Utilizando as marginais selecionadas e os dados mensais no pacote

“VineCopula”, o mesmo ajusta todas as copulas disponiveis pela estimacéo

de maxima verossimilhanca e por meio do AIC e BIC seleciona-se a copula

gue melhor se ajusta aos dados. Os resultados obtidos estdo na Tabela 4.
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Tabela 4: Copula selecionada para cada més e o parametro estimado
pelo pacote “VineCopula”.

Més Copula A [
Janeiro Clayton 0.751071 0
Fevereiro | Rotated Tawn type 1 180
degrees 3.183486 0.191316
Marco Frank 3.25627 0
Abril Frank 1.84198 0
Maio Gaussian 0.344682 0
Junho BB8 3.08716 0.799638
Julho Rotated Tawn type 2 180
degrees 20 0.040335
Agosto Survival Clayton 0.559199 0
Setembro Survival Gumbel 1.684489 0
Outubro Clayton 0.353076 0
Novembro Survival Joe 1.534991 0
Dezembro Survival Clayton 0.20432 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.4 Inferéncia da Distribuicdo Conjunta

Com as copulas selecionadas usamos a estimacdo de maxima

verossimilhanga para estimar os parametros da nossa distribuicdo conjunta

pelo comando “optim” e com isso obtivemos seus estimadores (Tabela 5),

seus desvios (Tabela 6) e seus intervalos de confianca (Tabela 7).

Tabela 5: Estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros
de interesse da distribuicdo conjunta via copula.

~

~

~

~

A~

Més ¢ [0 k 0 0, )
Janeiro | 26.06265| 9.097 | 4.54785 [0.081739 0.86395 -
Fevereiro | 22.65344 | 8.509861 | 6.07138 |0.103353 30 0.039798
Marco |22.11975|8.431356|9.967911|0.206839 | 3.454697 -

Abril 18.67297|10.10151 |8.866329 |0.235779| 1.902248 -

Maio 17.10031 |9.655998 | 11.85927 |0.354286 | 0.342884 -
Junho [9.456512|9.166217 |6.313298|0.188746| 3.102591 0.811604

Julho  15.830679 | 6.724558 | 14.99019 |0.551921 | 20.00002 0.047954
Agosto | 6.38909 |8.102527|15.18464|0.601124| 0.549714 -
Setembro | 13.61831 |9.902239 | 7.076905 | 0.258649 1.71767 -
Outubro |19.16801 |8.730983|7.589565 |0.265532| 0.361276 -
Novembro | 22.04869 |8.726321 | 7.807412|0.259782| 1.532879 -
Dezembro | 25.16257 |9.401886 | 7.68299 |1 0.188986| 0.208942 -

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 6: Desvio padréo para os parametros de interesse da distribuicao
conjunta via copula.

Més s(¢) s(¢) s(k) s(6) s(6.) s(6)
Janeiro |1.548704|1.243801|0.998723|0.018959| 0.409015 -
Fevereiro |1.455617 |1.027942|0.521296 |0.009699 | 40.32286 0.014167
Marco |1.422364|1.088557|2.211185|0.046951| 1.129217 -

Abril 1.720401|1.254894|1.986526 | 0.054094| 1.019933 -

Maio 1.65794211.182822|2.701966 | 0.082491| 0.147481 -
Junho |1.531336|1.279984|1.339537| 0.042 2.522412 0.324902

Julho  1.135188|0.923331|3.407383|0.126605| 24.61623 0.022424
Agosto  [1.374348|1.094398 |3.334045]0.133496| 0.261625 -
Setembro | 1.658345 | 1.294387 | 1.553647 |0.059453| 0.260726 -
Outubro |1.498247|1.086229|1.686756 |0.060989| 0.253457 -
Novembro | 1.476459 | 1.053496 | 1.670641 |0.057429 | 0.289901 -
Dezembro|1.606779|1.177493|1.741818 |0.044293| 0.178976 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 7: Intervalo de confianca para os parametros de interesse da
distribuicdo conjunta via copula.

Més LI ¢ LS ¢ LI LS & LI k LS k
Janeiro  [23.0271929.09811 |6.659149 |11.53485|2.590353 | 6.505348
Fevereiro | 19.80043 | 25.50645 | 6.495094 | 10.52463 | 5.04964 |7.093119
Marco [19.33191(24.90758 |6.297784 |10.56493 | 5.633989 | 14.30183

Abril  |15.30098 | 22.04495|7.641919| 12.5611 |4.972737|12.75992

Maio  |13.85075|20.34988|7.337667 |11.97433|6.563414 |17.15512
Junho |6.455093[12.45793| 6.65745 |11.67499 | 3.687805 | 8.938791

Julho  |3.605711|8.055648 |4.914829 | 8.534287|8.311721 | 21.66866
Agosto  [3.695369 |9.082812 |5.957507 | 10.24755 | 8.649909 | 21.71936
Setembro | 10.36795 | 16.86866 | 7.365241 | 12.43924 | 4.031757 | 10.12205
Outubro |16.23145|22.10458 |6.601974|10.85999 | 4.283523|10.89561
Novembro | 19.15483 | 24.94255 | 6.661468 | 10.79117 | 4.532957|11.08187
Dezembro | 22.01328 | 28.31185 | 7.093999 | 11.70977 | 4.269026 | 11.09695

Més LI § LS 8 LI &, LS 8, LIS LS é
Janeiro |0.044579|0.118898|0.062279 | 1.66562 - -
Fevereiro | 0.084344 |0.122363 | -49.0328 | 109.0328 | 0.012031 | 0.067565
Margo |0.114815(0.298862|1.241432|5.667962 - -

Abril  10.129754|0.341803 | -0.09682 | 3.901315 - -

Maio  |0.192604 |0.515968 | 0.053822 | 0.631946 - -
Junho |0.106426|0.271067 | -1.84134 | 8.046519|0.174796 | 1.448412

Julho  |0.303775|0.800068 | -28.2478 | 68.24783|0.004002 | 0.091906
Agosto |0.339471|0.862777|0.036929 | 1.062499 - -
Setembro |0.142121|0.375178|1.206646 | 2.228693 - -
Outubro |0.145994 |0.385071| -0.1355 |0.858052 - -




Vazao

Més LI § LS 6 LI 8, LS 8, LIS LS $
Novembro|0.147221|0.372344|0.964673|2.101086 -
Dezembro|0.102171| 0.2758 |-0.14185 |0.559734 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.5 Visualizacao da Distribuicao Conjunta
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Usando as distribuicbes marginais, as copulas selecionadas e os

estimadores calculados para cada parametro criamos a Figura 19 que ilustra a

andlise da dependéncia entre variaveis de precipitacdo e vazdo, por meio da

funcdo de densidade conjunta. A esquerda representa as curvas de nivel,

indicando as

regides com maior concentracdo de densidade para a

combinacdo dessas variaveis, com maior intensidade de cor nas areas de

maior densidade. As imagens a direita exibem a mesma funcéo de densidade

conjunta em um grafico tridimensional, oferecendo uma visualizacdo em

relevo que facilita a identificacdo das areas de maior densidade.

Figura 19: Grafico de contorno e de perspectiva 3D da distribuicao

conjunta via copula para cada més
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Precipitacdo

Analisando a Figura 19 conseguimos perceber

gque ha uma
dependéncia clara entre precipitacdo e vazdo. Quando a precipitacdo aumenta,
€ mais provavel que a vazéo do rio também aumente e isso € mostrado pelas

regides de alta densidade no grafico, onde valores elevados de precipitacdo

estdo associados a valores elevados de vazao.

Nos meses de fevereiro, marco, abril, maio, outubro e dezembro as

areas mais escuras do gréafico de contorno estdo concentradas no centro o que

indica que a probabilidade dos eventos terem valores moderados é maior, que

significa que eventos de valores extremos tem probabilidade mais baixa de
ocorrer.

J& nos meses de janeiro, junho julho, agosto, setembro e novembro as
areas mais escuras do grafico de contorno estdo concentradas em direcdo ao
canto inferior esquerdo, ou seja, 0s valores mais provaveis de ocorrerem estéao
em niveis baixos tanto de precipitacdo quanto de vazédo, sugerindo que, nesses

meses, 0s eventos de baixa precipitacao e baixa vazao sao mais frequentes.
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Dito isso as copulas escolhidas para esse trabalho proporcionam
dependéncia assimétrica entre precipitacdo e vazao. Isso significa que a
relacdo é mais evidente quando uma das variaveis esta em valores extremos
(geralmente altos), mas ndo € igualmente forte em todas as dire¢cdes. Por
exemplo, chuvas muito fortes podem causar vazdes altas, mas vazodes altas
nem sempre estado associadas a chuvas intensas (podem ser influenciadas por

outros fatores, como o escoamento acumulado).
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7 CONSIDERACOES

Este trabalho teve como objetivo construir distribuicdes conjuntas por
meio de coOpulas para dados reais, permitindo-nos estudar a relagédo entre as
variaveis de vazdo e precipitacdo no rio Aguapei. Com isso, foi possivel
calcular a probabilidade de a vazdo do rio atingir um determinado valor dado
que a precipitacdo atingiu x (Tabela 8), ou calcular a probabilidade dos eventos
ocorrerem simultaneamente (Tabela 9). Essas andlises fornecem uma viséo
detalhada sobre a dependéncia entre essas variaveis, permitindo interpretar os
Impactos das chuvas no comportamento da vaz&o do rio.

Esse estudo contribui para uma melhor compreensao da influéncia
muatua entre essas variaveis, possibilitando que, com o conhecimento das
variacbes da vazdo do rio, as pessoas possam se planejar para atividades
como a pesca e a irrigacdo de plantacdes. Além disso, essa analise pode
auxiliar na tomada de decisfes quanto a seguranca de pessoas e de gado
préximo ao rio em determinados periodos.

Como sugestdo para trabalhos futuros, propomos a utilizagdo de dados
maximos diarios para ambas as variaveis. I1sso permitiria capturar com maior
precisdo 0s eventos extremos, como enchentes e secas severas. Além disso,
recomenda-se a separacdo dos dados com base nos fendmenos climaticos El
Nifio e La Nifia, o que possibilitaria a constru¢do de distribuicbes especificas
para cenarios climéticos distintos, refletindo melhor as condi¢cdes reais e
aprimorando as previsdes e o planejamento.

Tabela 8: Probabilidade condicional.

Més Vazdo = 40 Vazdo = 50 Vazédo =60 Vazdo =70 Vazdo = 80
Janeiro | 0,555715713 | 0,382917232 | 0,252466452 | 0,161335842| 0,10054057
Fevereiro | 0,769288931| 0,591926294 | 0,417773537 | 0,273745323| 0,16845112
Margo 0,578956722 | 0,287715776 | 0,117062202| 0,04339882 | 0,015076206
Abril 0,321266833 | 0,121861489 | 0,038917757 | 0,010841916 | 0,002686057
| Maio 0,187597316 | 0,039078419 | 0,005674896 | 0,000627937|  5,63E-05
Precipitagac I ho 0,224386456 | 0,075738527 | 0,022926112 | 0,006721041 | 0,001894337
50 |utho 0,045711503 | 0,003335413 | 0,000150223|  4,77E-06 1,16E-07
Agosto | 0,011772891| 0,000160911|  7,36E-07|  1,76E-09|  2,74E-12
Setembro | 0,07525816| 0,01522451| 0,00260994| 0,00039906|  5,60E-05
Outubro | 0,123651375| 0,03146591 | 0,006565545 | 0,001180153 | 0,000189146
Novembro | 0,140045438 | 0,038685201| 0,00879351 | 0,001720155 | 0,000299362
Dezembro | 0,425628699 | 0,196258928 | 0,074214871 | 0,023914166 | 0,006764603
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Més Vazao =40 Vazao =50 Vazao =60 Vazao =70 Vazao =80

Janeiro | 0,649828817 | 0,477475057 | 0,331059873 | 0,219362388 | 0,140117899
Fevereiro | 0,772353304 | 0,506689677 | 0,423448466 | 0,279360757 | 0,17329811

Margo 0,647575377 | 0,369090753 | 0,171039905| 0,06855449 | 0,024673632

Abril 0,357448803| 0,14252747 | 0,046666395 | 0,013119658 | 0,003259212

~ | Maio 0,211761876 | 0,047947124 | 0,007612945 | 0,000923047|  9,08E-05
Precipitagac o 0,257391055 | 0,097992468 | 0,032360927 | 0,009853998 | 0,002813381
40 |Jutho 0,045874294 | 0,003347291| 0,000150758|  4,79E-06 1,17E-07
Agosto | 0,016116373 | 0,000296643 1,52E-06]  3,70E-09|  577E-12
Setembro | 0,095639935 | 0,021050127 | 0,003826735 | 0,000609439|  8,81E-05
Outubro | 0,131938668| 0,03373573 | 0,007048038 | 0,001267224 | 0,000203111
Novembro | 0,159836532 | 0,044608195| 0,01016878 | 0,001990498 | 0,000346457
Dezembro | 0,444375408 | 0,212694382| 0,08404777 | 0,028377261 | 0,008404983

Janeiro | 0,679339934 | 0,509900027 | 0,359969206| 0,241817519 | 0,155975374
Fevereiro | 0,773132695 | 0,597901193 | 0,424891825 | 0,280788984 | 0,174530892

Marco 0,668988302 | 0,398482787 | 0,194202719 | 0,080747069 | 0,029616952

Abril 0,373157259 | 0,152253937 | 0,050476179 | 0,014258287 | 0,003547169

| Maio 0,223881769 | 0,053021209 | 0,008868387 | 0,001137925 | 0,000118737
Precipitagac 1 iho 0,269694267 | 0,10761019| 0,037062045 | 0,011535163 | 0,003320142
so  |Jutho 0,04592945 | 0,003351316 | 0,000150939|  4,79E-06 1,17E-07
Agosto | 0,019124049| 0,00048597|  2,98E-06|  7,55E-09 1,18E-11
Setembro | 0,106458145 | 0,024821093 | 0,004738113 | 0,000784204 | 0,000116846
Outubro | 0,134677467 | 0,034490749 | 0,007208802 | 0,001296247 | 0,000207766
Novembro | 0,166504455 | 0,046658843 | 0,010648703 | 0,002085015 | 0,000362928
Dezembro | 0,457160584 | 0,224773244 | 0,091938212 | 0,032308584 | 0,009989073

Janeiro 0,68889989 | 0,520721415 | 0,369860018 | 0,249646125 | 0,161577976
Fevereiro | 0,773359523 | 0,598253784 | 0,425311889 | 0,281204644 | 0,174889671

Marco 0,675502499 | 0,407809374 | 0,202003235 | 0,085064655 | 0,031417373

Abril 0,379325161 | 0,156208253 | 0,052056789 | 0,014734473| 0,00366789

~ | Maio 0,229422593 | 0,055594316 | 0,009572289 | 0,001270551 | 0,000137665
Precipitacac o 0,273955572 | 0,111117811 0,038883084 | 0,012210871 | 0,003526836
so  |Jutho 0,04594648 | 0,003352558 | 0,000150995|  4,79E-06 1,17E-07
Agosto | 0,020660565| 0,00069237|  556E-06]  1,51E-08|  2,38E-11
Setembro | 0,111471612 | 0,026865746 | 0,005303687 | 0,000904781| 0,00013834
Outubro | 0,135559299 | 0,03473437 | 0,007260705 | 0,001305618 | 0,000209269
Novembro | 0,168659536 | 0,047328355| 0,01080587 | 0,002115989 | 0,000368326
Dezembro | 0,464095025 | 0,231796867 | 0,096938424 | 0,035050974 | 0,011209756

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 9: Probabilidade conjunta (Precipitacdo > X, Vazido > Y)

Més Vazdo=40 |Vazao=50 |Vazido=60 |Vazdo=70 |Vazdo=80
Precipita(;éo Janeiro 0,767756 0,677428 0,609237 0,5616 0,52982
=30 Fevereiro 0,84868 0,73235 0,618126 0,52366 0,454599
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Més Vazdo=40| Vazdo=50| Vazdo=60| Vazdo=70| Vazdo=80

Margo 0,715707| 0,519057| 0,40383| 0,354091| 0,334968

Abril 0,510013| 0,366059| 0,306181| 0,285913| 0,280025

Maio 0,375419| 0,261237| 0,235556| 0,231675| 0,231236

Junho 0,302624| 0,16897| 0,121485| 0,106914| 0,102574
Precipitacdo | Més Vazdo=40| Vazdo=50| Vazdao=60| Vazdo=70| Vazao =80
= Julho 0,071581| 0,030354| 0,027255| 0,027113] 0,027109
30 Agosto 0,063963| 0,052964| 0,052812| 0,052812] 0,052812
Setembro | 0,236207| 0,186622| 0,176203| 0,174377| 0,174094

Outubro | 0,343735| 0,274701| 0,256054| 0,252021| 0,251279
Novembro| 0,424734| 0,356929| 0,336933| 0,332201| 0,331251
Dezembro | 0,684081| 0,557921| 0,490794| 0,463127| 0,453694

Janeiro 0,717879| 0,579019| 0,461057| 0,371066] 0,307222

Fevereiro | 0,800152| 0,645939| 0,493852| 0,367359| 0,274248

Marco 0,687412| 0,440405| 0,264741| 0,17384] 0,134919

Abril 0,430726| 0,240314| 0,155385| 0,125664] 0,116928

| Maio 0,282004| 0,132787| 0,096047| 0,089953| 0,089195
Precipitagao 'y /hho 0,283445| 0,129639| 0,06631| 0,044593 0,0378
40 Julho 0,051783| 0,009519| 0,006343| 0,006197| 0,006193
Agosto 0,031533| 0,015961| 0,01567| 0,015669] 0,015669
Setembro | 0,156488| 0,086917| 0,070853| 0,067852| 0,067366

Outubro | 0,208236| 0,118664| 0,094322| 0,089049| 0,088079
Novembro| 0,260645| 0,159243| 0,128935| 0,121738| 0,120292
Dezembro| 0,547977| 0,359495| 0,254836| 0,209546| 0,193298

Janeiro 0,70161| 0,543938| 0,404421| 0,294475| 0,214594

Fevereiro | 0,782075| 0,613751| 0,447561| 0,309138| 0,207069

Marco 0,680896| 0,420121| 0,223189| 0,113815| 0,064524

Abril 0,400736| 0,189552| 0,092252| 0,057628| 0,047388

| Maio 0,249177| 0,083885| 0,041171| 0,033693| 0,032707
Precipitacao 'y /hho 0,278403| 0,118252| 0,048545| 0,023322| 0,015205
50 Julho 0,047268|  0,00475| 0,001554| 0,001408| 0,001403
Agosto 0,023623|  0,00507| 0,004589| 0,004586] 0,004586
Setembro | 0,128844| 0,049253| 0,029673| 0,025818| 0,025167

Outubro | 0,159635| 0,062338| 0,035843| 0,030101| 0,029044
Novembro| 0,199695| 0,084622| 0,050046| 0,041823|  0,04017
Dezembro| 0,494485| 0,278077| 0,154375| 0,098845| 0,078061

Janeiro 0,696271| 0,532077| 0,38479| 0,267424| 0,181443

Fevereiro | 0,776157| 0,603212| 0,432404| 0,290075| 0,185072
Precipitacio | Margo 0,679113| 0,414399| 0,210883| 0,095245] 0,042195
= Abril 0,389616| 0,170199| 0,067774| 0,031071] 0,020188
60 Maio 0,238434| 0,066638| 0,021154| 0,01295| 0,01183
Junho 0,276875| 0,114692| 0,042748| 0,016183| 0,007534

Julho 0,046249| 0,003669| 0,000468| 0,000322] 0,000317
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Més Vazao=40| Vazdo=50| Vazdo=60| Vazao=70| Vazao=80

Agosto 0,02197| 0,002029| 0,001343| 0,001337| 0,001337

Precipitagdo | Setembro 0,119646| 0,035818| 0,014455| 0,010096| 0,009337
= Outubro 0,14357| 0,043679 0,01646 0,01056| 0,009474

60 Novembro 0,17933| 0,059557| 0,023503| 0,014925| 0,013199
Dezembro| 0,477113| 0,250458| 0,118875| 0,058491| 0,035229

Fonte: Elaborado pelo autor.



69

8 REFERENCIAS

Achcar, J.A., Moala, F.A., Tarumoto, M.H.; Coladello, L.F. A Bivariate
Generalized Exponential Distribution Derived From Copula Functions in
the Presence of Censored Data and Covariates. Pesquisa Operacional, 35,
165-186, 2015.

JOE, H. Multivariate Models and Dependence Concepts, Editora Chapman
& Hall, Londres, 1997.

Nelsen, R.B. An Introduction to Copulas. 2nd ed. Springer, 272 pp, 2006.

Salvadori, G.; De Michele, C.; Kottegoda, N. T.; Rosso, R. Extremes in Nature:
An Approach Using Copulas. Springer, 292 pp, 2007.

Sklar, A. Fonctions de repartition a n-dimensions et leurs marges, Inst.
Stat. University Paris, 8, 229-231, 1959.

Almeida, F. Disponivel: https://repositorio.unifesp.br/handle/11600/61550.

Acesso em: 05 nov. 2023.

TORRES, F. T. P., MACHADO, P. J. de O. Introduc¢édo a climatologia. Sao
Paulo: Cengage Learning, 2011.

Cabral Junior, R. G., & Lucena, D. A. (2021). Variabilidade da precipitacdo e
temperatura do ar no semiarido do Nordeste do Brasil. Revista de Estudos
Climaticos, 13(24), 169-183. DOI: 10.30612/rel. v13i24.181.

NOVO, E. M. L. M.; ARAUJO, C. B. Hidrologia Estatistica, Editora CPRM,
Belo Horizonte, 2007.

Shahirinia, Amir et al. Spatial modeling sensitivity analysis: Copula

selection for wind speed dependence. AIP Advances 2024.



ANEXO A - BASE DE DADOS

Na Tabela 10 esta o ano e 0 més do dado em questdo e em seguida 0s

valores de vazdo média e precipitacdo maxima obtidos.

Tabela 10: Base de dados usada para o trabalho.
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Ano Més Precipitacdo Vazdo | Ano Més Precipitacdo Vazao
1981 1 20,89 57,17 |2000 1 38,52 46,58
1981 2 15,64 43,85 |2000 2 39,74 63,32
1981 3 18,01 26,63 2000 3 33,33 54,84
1981 4 37,12 23,88 2000 4 10,03 28,63
1981 5 0,83 24,3 2000 5 12,41 24,86
1981 6 37,26 26,16 |2000 6 10,59 23,81
1981 7 0,42 19,9 2000 7 12,16 25,39
1981 8 4,34 20,06 2000 8 35,14 24,22
1981 9 3,53 17,44 | 2000 9 36,73 36,87
1981 10 30,51 25,87 (2000 10 9,46 22,58
1981 11 36,8 31,41 |2000 11 34,89 38,95
1981 12 20,06 26,94 (2000 12 38,11 52,55
1982 1 53,46 56,23 |2001 1 22,15 36,56
1982 2 30,73 48,38 |2001 2 37,35 62,32
1982 3 38,23 110,96 |2001 3 13,54 43,06
1982 4 23 47,43 |2001 4 20,79 28,66
1982 5 35,77 33,36 |2001 5 25,26 30,06
1982 6 10,8 41,44 2001 6 24,25 28,36
1982 7 10,74 36,08 |2001 7 13,26 25,59
1982 8 7,13 25,86 |2001 8 6,99 23,87
1982 9 17,71 20,46 |2001 9 8,57 23,12
1982 10 30,2 64,56 (2001 10 28,43 29,96
1982 11 29,38 39,68 (2001 11 39,57 22,11
1982 12 28,57 64,5 |2001 12 36,81 50,83
1983 1 43,33 140,34 |2002 1 61,37 52,62
1983 2 24,15 94,32 2002 2 38,83 58,29
1983 3 24,53 89,17 |2002 3 24,64 37,28
1983 4 45,77 54,68 |2002 4 1,99 23,22
1983 5 27,35 57,05 |2002 5 43,04 26,82
1983 6 20,15 113,71 |2002 6 0,04 22,18
1983 7 4,92 45,36 |2002 7 40,1 23,32
1983 8 0,04 33,08 |2002 8 32,31 23,5
1983 9 38,36 77,62 |2002 9 14,3 22,55
1983 10 25,61 47,43 |2002 10 8,32 17
1983 11 27,72 65,18 |2002 11 18,52 23,88
1983 12 23,3 58,57 (2002 12 34,31 39,41
1984 1 25,11 51,34 |2003 1 27,75 59,59
1984 2 16,23 47,6 2003 2 45,18 95,37
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26,93
20,96
25,59
33,51
18,68
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51,83
21,55
24,45
34,38
39,6
29,73
12,2
45,41
22,26
25,66
6,62
33,17
6,88
30,35
13,1
19,3
35,5
14,56
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30,35
38,92
7,91
0,1
19,34
9,26
40,3
33,88
40,06
29,72
23,01
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6,87
2,14
1,03
14,29
17,2
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20,93
14,29
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33,972
23,414
46,75
46,891
62,55
41,739
48,099
37,461
35,868
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23,874
16,024
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1999 7 1,65 30,73 |2019 7 15,2 18,915
1999 8 0 25,41 |2019 8 10,9 18,986
1999 9 10,21 26,68 |2019 9 12,54 19,686
1999 10 8,33 21,62 |2019 10 16,95 16,266
1999 11 23,8 2534 2019 11 27,78 16,9

1999 12 38,18 32,99 |2019 12 33,82 28,619

Fonte Precipitacdo: POWER(NASA). Organizacdo elaborado pelo autor.
Disponivel em: https://power.larc.nasa.gov/beta/data-access-viewer/. Acesso
em: 15 jul. de 2024,

Fonte Vazéo: Prof. Dr. Edilson Ferreira Flores do projeto Morfologia fluvial,

variabilidade/mudancas climéticas e conectividade nos sistemas aluviais
do baixo curso dos rios Aguapei e Peixe, Oeste Paulista, Brasil,
coordenado pelo Prof. Dr. Paulo Cesar Rocha Doutorado. Organizacéo

elaborado pelo autor. Organizacao elaborado pelo autor.
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