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Resumo 

Estudamos alguns resultados clássicos e recentes sobre desigual- 

dades polinomiais dos tipos Markov e Kolmogorov. Uma ênfase especial 

é dada as desigualdades na norma L2. Novas desigualdades polinomiais 

dos tipos Landau e Kolmogorov são provadas. 
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Abstract 

We study some classical and recent results on Markov and Kol- 

mogorov type polynomial inequalities. A special emphasis is given to 

the inequalities in L2 norm. New polynomial inequalities of Landau and 

Kolmogorov's type are established. 
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Capítulo 1 

Introdução 

E conhecido que existem funções suaves e limitadas cujas derivadas podem atingir 

quaisquer valores. Como exemplo, citamos as funções /c(x) = e~cx2. Para qualquer 

c £ IR, essas funções atingem seus valores de máximo e mínimo quando f'c{x) = 
2 

—2cxe~cx = 0, ou seja, quando x = 0. Assim, o valor máximo atingido por fc é 

/c(0) = 1 e, dessa forma, ||/c||oo = max|/c(x)| = 1. 
xEl 

A derivada de fc{x), por sua vez, atinge os valores máximo e mínimo quando 

f"{x) — —2ce~cx2 + 4:C2x2e~cx2 = 0, ou seja, quando x = i^/^. Assim, o valor 

máximo atingido por /' é /'( — ^^) = \/2ce_?. Desse modo, percebemos que o valor 

da derivada da função aumenta conforme o valor de c. 

Quando trabalhamos com polinômios isso não ocorre, ou seja, se a norma uni- 

forme do polinômio (||/|| = max|/(x)|) é limitada, então a norma da derivada desse 
xG/ 

polinômio também será. 

O primeiro a observar esse fato foi o famoso químico Dmitrii Mendeleev, o desco- 

bridor da tabela dos elementos químicos. Em 1887, em seu trabalho [17], ele colocou 

o seguinte problema: 

Problema de Mendeleev: Se p{x) é um polinômio de segundo grau e max{|p(x)| : 

x Ç [—1,1]} = 1, qual é o maior valor possível de p'{x) em [—1,1]? 

Mendeleev mostrou que |p'(a:)| < 4 em [—1,1]. Esse limite é o maior possível porque 

para o polinômio p(x) = 1 — 2x2 temos |p(x)| < 1, [//(x)] < 4 para x G [—1,1] ^ 
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|p'(±l)|=4. 

A partir daí, um problema correspondente para polinômios de grau n foi con- 

siderado por A. A. Markov. Seja ||.||Lr(/), 1 < ^ < oo, a norma no espaço LT{I), 

onde I é um intervalo na reta real, definida por 

l/r 

IM') 

ll/|Uoo(/) 

\f{x)\rdx 1 < r < oo, 

sup{|/(x)l :x e I}. 

A. A. Markov [14] provou em 1889 que: para todo número natural n e para todo 

polinômio p £ TTn (onde 7rn denota o conjunto dos polinômios algébricos de grau 

não maior do que n), a desigualdade 

IIP'1 -i.i] < n' -i.i] (1.1) 

vale, ou seja, Markov provou que a norma da derivada do polinômio é limitada pela 

norma do polinômio. A desigualdade acima se reduz a igualdade se, e somente se, 

p{x) = cTn{x), onde Tn é o polinômio de Chebyshev de primeira espécie de grau 

n e c é qualquer constante não nula. 0 fato de termos igualdade em (1.1) segue de 

||rn|| = 1 e |rj[((f)| = = n2 se, e somente se, £ = ±1. Três anos depois, 

em 1892, V. A. Markov [15], o irmão mais jovem de A. A. Markov, estendeu esse 

resultado investigando o limite superior para altas derivadas do polinômio, provando 

que, para todo l < k < n e para todo polinômio p G 7rn, 

n2(n2 — l2)... (n2 — [k — l)2) 
Hp"0!! Loct-l.l] < 

1.3 ... (2k — 1) 

onde a desigualdade se reduz a igualdade se, e somente se, p(x) = cTn{x), e 

\p(k){0\ = IIpWIIw-i,i] = M ("2(n2 - l2) • ■ • ("2 -{k- l)2)) / (1.3 ...{2k- 1)) se, 

e somente se, = ±1. 

Suponhamos que p{x) G 7r„ tal que |p(x)| < 1 no intervalo ( — 1,1). De acordo 

com a desigualdade de A. A. Markov, |p (x)| < n2 nesse mesmo intervalo e seguindo 

os resultados de V. A. Markov obtemos 

nV —(.-!)') 1<x<1. 

" 1.3... (2k — 1) " " 
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Duffin e Schaeffer [9], mostram que se supusermos |p(x)| < 1 apenas nos pontos 

onde Tn{x) atinge seus extremos no intervalo [—1,1], então as conclusões dos irmãos 

Markov não mudam. Os resultados de Duffin e Schaeffer serão demonstrados no 

Capítulo 3. 

Em 1912, S. Bernstein [4] provou que 

n 
\p\x)\ < -7=fiim0o[-M] 

para todo polinômio p £ nn e para todo x G ( — 1,1). No Capítulo 4, provaremos a 

desigualdade clássica de Bernstein na norma 

Outras desigualdades interessantes do tipo Markov foram obtidas por Bojanov. 

Em [5] ele provou que 

|b'||Lr[-l,l] < ll^nlUrl-l.llIblUoohl.l] 

para todo r, 1 < r < cx), todo n natural e todo polinômio p G tt^. Além disso, a 

igualdade é possível se, e somente se, p{x) = Tn{x). 

Outros tipos de desigualdades clássicas, que valem ainda para funções suficiente- 

mente suaves e tais que as suas derivadas até a ordem m são limitadas no intervalo 

7, são do tipo Landau e Kolmogorov. 

A desigualdade 

II/WI|l» < 

para funções com todas as derivadas de ordem até m limitadas no intervalo I, onde 

o problema é encontrar a melhor constante possível, foi introduzido por Landau em 

1913. Ele mostrou que a desigualdade 

11/ Ibocí-oo.oo) < V/2||/||^(_00,oo)]]/ IIloo( —oo,oo) 

vale para toda /, tal que /, /' e /" são limitadas na reta real e a desigualdade 

ll/IU.io.oo) <211/11^(0,oo)!!/"!!^^) 
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vale para toda /, tal que /, / e / são limitadas no intervalo / = [0, oo). 

Em 1938, Kolmogorov [12] achou a constante extrema /^(m, j), tal que a desi- 

gualdade 

vale para toda função com todas as derivadas de ordem até m limitadas na reta real. 

O problema para I = [0, oo) foi estudado em 1914 por Hadamard [10] e em 1955 

por Matorin [16] que mostrou que /^(m, j) < (2m_1m!)_^rjjJl(l) = Mm<j com 

igualdade para m = 2 e m = 3, onde Tm é o polinômio de Chebyshev. Em 1970, 

Schoenberg e Cavaretta [21] resolveram o problema para I — [0, oo) e mostraram 

que K^m^j) < Mmtj quando m > 4. 

Recentemente, Eriksson [3] provou que se f é uma função com todas as derivadas 

de ordem até m limitadas no intervalo [—1,1], então, para todo k, tal que 0 < k < 

(cos (7r/2m))_2, e para todo j tal que 1 < j < m — 1, 

ll/(,)IU>i-i.ii (i - £) r«(i)ll/ll^[-.,.i 

Lm-j * 

E bem conhecido que as funções extremas para as quais as desigualdades de 

Landau-Kolmogorov se reduzem a igualdades não são polinômios. Este fato e a 

importância das desigualdades desse tipo motivaram o problema de provar desigual- 

dades do tipo Landau-Kolmogorov para polinômios. A idéia principal é que, conhe- 

cendo a norma do polinômio e a norma de uma derivada de alta ordem desse po- 

linômio, limite-se superiormente a norma de uma derivada intermediária do mesmo. 

Seja 

11/11 = (11e"', 

Citamos assim, a desigualdade polinomial de Varma [25], 

IIp' < 
i 

-||P"II2 + 
2n2 

(1.2) 
2(2n - l)Mr " ' 2n - l1 

que vale para todo p E 7rn. Em um recente trabalho, Bojanov e Varma [6] conside- 

raram o seguinte problema: 

unesp 
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Achar as constantes extremas A e B, tais que a desigualdade 

||/«||2<A||/<"l||2 + B||,/f 

vale para todo / G 7rn. 

Bojanov e Varma mostraram que, para 0<j<m<n, bl desigualdade 

' ' n! ^ 
||/0)||2 < ^||/(m)||2 + {2j- 

n\ 

(«-;)! 

vale para todo / G 7r„ e para todo A, tal que 

J 1 

A2T 

(n — m)\ n/ir (1.3) 

A < 
m2m_J (n — j) • • • (n — m -f 1) 

Os resultados de Bojanov e Varma, bem como suas demonstrações, se encon- 

tram no Capítulo 5. Ainda nesse Capítulo, para a norma ||/||2 = e'*2 f2[x)dx, 

provamos algumas desigualdades polinomiais do tipo Kolmogorov. Nas afirmações 

dos teoremas a seguir, por Hn denotamos os polinômios de Hermite, definidos no 

Capítulo 2. Nossos resultados seguem: 

Teorema 1.1 Sejam j < m < n inteiros positivos e A e B constantes positivas. 

(í) Se 
A í rt — ml' i 

(1.4) 
A ^ (n — m)\ j ^ ey—Tn \ / J__ 
B n\ rn — j 

então 

\\fU)\\2 < 
A\\fW\\2 + B 

A2m~]{n — i)![(n — m)!]_1 + B2~^{n — ^^(n!)-1 (1.5) 

para todo f G TTn- Além disso, temos igualdade se, e somente se, f{x) = cHn{x), 

onde c é uma constante. 

(") (m + l)! (rn—j) < B ' en^0 

AWf^W2 + B\\f\\2 

ii/(,)ii2 < A2m~i[m — i)! + B2~^{m — j)!(m!)-1 
(1.6) 

2 3 4 unesp 
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para todo f G 7rn. Além disso, temos igualdade se, e somente se, f{x) 

onde c é uma constante. 

C-H-m ( ^ ) 5 

(m) Se £ > 2 m—f7J—-v, então 

WfV < 
AWf^r+BW/W- 

B2~^{m — j — — 1)!]_1 (1.7) 

para todo f G 7rn. Além disso, temos igualdade se, e somente se, f[x) = ci/m_i(x), 

onde c é uma constante. 

{iv) Se ^ = 2~Tn , então as desigualdades (1.6) e (1.7) coincidem e valem 

para todo f G TTn- Nesse caso, a igualdade é atingida se, e somente se, f{x) é 

qualquer combinação linear de //m_x(x) e Hm{x). 

Como conseqüência imediata do Teorema' 1.1 (í) obtemos 

Corolário 1.1 Seja 

a < 
(n - m)!j 

2m_J(n — j)\m 

Então, a desigualdade 

( \ / \ " 

<a\\f^\\2 + < 2] 

n 
j\ - a2m 

n 
m! 

i } V m ) 

vale para todo / G 7rn. Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se, f — cHn. 

Esta é exatamente a afirmação do resultado de Bojanov e Varma, citado ante- 

riormente. 

Para o caso particular j = 1 e m = 2, demos a completa caracterização das 

constantes A e B, para as quais as correspondentes desigualdades do tipo Landau 

valem. 

TEOREMA 1.2 Sejam A e B constantes positivas. 
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{i) Se O < < B 4n(n—1): então 

n/ir < 2A{n - 1) + B(2n) rTÍI/"ll2 + 
B 

2A{n - 1) + 5(2n)-1 (1.8) 

para todo f (E 7rn. Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se, f{x) = 

cHn(x), onde c é uma constante. 

(") Se 4k(l+i) < li < 4fc(fe_1)i onde k (E N", 2 < k < n — 1, então 

\\f'\\2< 2A{k - 1) + B{2k) tII/ lr + 
B 

2A{k - 1) + B{2k) Tll/ll' (1.9) 

para todo / (E 7rn. Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se, f{x) = 

cHk{x), onde c é uma constante. 

(m) 5e | < ^ < oo, então 

I|/||2<^II/"||2 + 2||/||2 (1.10) 

para todo f G 7cn. Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se, f{x) = 

cHi(x), onde c é uma constante. 

(iü) Se = 1 fc(fc+i)' enldo as desigualdades 

A ,, ,/..o B 
li/ir < 2A{k - 1) + B{2k) — 11/11 + 2A{k - 1) + B{2k) -i (1.11) 

ll/ll2 < prll/"il2 + 
B 

(1.12) 
2Ak +B[2{k+l)]-l"J 11 2Ak + B[2{k + 1)]-* 

são equivalentes e valem para todo / G 7rn. Nesse caso, a igualdade em (1.11) e 

(1.12) é atingida se, e somente se, f{x) é qualquer combinação linear de Hk{x) e 

Hk+i{x). 

Em particular, tomando B = An2A no Teorema 1.2(z), obtemos a desigualdade 
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II/' < :II/T + 
2n' 

> f £ i 2(2n — 1) 11 '271 — 1 

onde a igualdade é atingida se, e somente se, /(x) = cHn{x). 

Este é exatamente o resultado de Varma anteriormente citado. Vemos, dessa 

forma, que o resultado de Varma é um caso bem particular do Teorema 1.2(i). 

Os Teoremas 1.1 e 1.2 são os resultados principais do artigo [1], 
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ATA ATATAT I W 
11 12 13 14 15 16 17 18 



Capítulo 2 

Resultados Preliminares 

Introdução 

Neste capítulo, introduziremos alguns resultados básicos que serão utilizados 

no decorrer deste trabalho. 

2.1 Polinômios Ortogonais 

DEFINIÇÃO 2.1 Seja u[x) uma função real não negativa e não identicamente nula 

em (a, b) C JR, tal que [in = xnuj{x)dx, n = 0,1,... existem. 

Então a;(a:) é chamada função peso, e os p.n são chamados seus momentos. 

DEFINIÇÃO 2.2 Dizemos que Pn{x),n > 0, e um sistema de polinômios ortogonais 

se; 

i) Pn{x) é de grau n, isto é, se Pn{x) = anxn + ... + aix + ao, então an 0. 

ll) fa Pn{x)Pm{x)w{x)dx 
0, se m ^ n 

7n > 0, se m — n 

Se então Pn{x) é chamado um sistema de polinômios ortonormais. 

DEFINIÇÃO 2.3 Os polinômios pn{x),n > 0, são linearmente independentes se exis- 

tem constantes ao, ■ ■ ■, an, tais que, 

n 
Y q,Pi(x) = 0, para qualquer x (z JR, 
i=o 
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se, e somente se, a,- = O, ? = O,..., n. 

TEOREMA 2.1 Se Po{x),..., Pn{x) são polinômios ortogonais, então eles são linear- 

mente independentes em 7r„. 

71 
Demonstração: Seja ^q;,P,(x) = 0. Então, 

1=0 

pb n ^ IL pfr 
/ ^2aiPi{x)Pj{x)uj{x)dx = / Pi{x)Pj{x)u(x)dx = 0, i = 0,...,n. 
a i—O 1=0 a 

Por outro lado, temos que 

fb 
/ Pi{x)Pj{x)uj{x)dx = 0, para i ^ j 

J a 

í Pl[x)Pi{x)u[x)dx ^ 0. 
J a * 

Portanto, 

a. / Pi{x)Pi[x)ui[x)dx = 0, íí = 0,..., n, 
J a 

se, e somente se, q,- = 0. □ 

TEOREMA 2.2 Seja P £ iTn e {P,}"_0 , uma seqüência de polinômios ortogonais. 

Então existe um único vetor (oui • • •, «n) G IRn+l, tal que 

P{x) = a0P0{x) + ... + anPn{x). 

Demonstração: Como os n + 1 polinômios, Pq,. .., Pn, são linearmente independentes 

no espaço 7rn cuja dimensão é n + 1, eles formam uma base nesse espaço . Por outro 

lado, todo vetor do espaço pode ser escrito de forma única como combinação linear 

dos elementos da base, assim, podemos escrever, 

P{x) = aoPo{x) + ... + anPn{x). □ 

Um resultado ainda mais geral vale: 

10 
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TeoREMA 2.3 Sejam qo,...,qn, (n + 1) polinômios algébricos tais que para qual- 

quer i, i = 0,... ,n, qi é um polinômio de grau exatamente i. Então, os polinômios 

qo, ■ ■., qn-, formam base em irn. 

Demonstração: Suponhamos que existem Qq, ..., tais que 

ao<7o(z) + ... + Oín-iqn-i{x) + anqn{x) = 0. 

Pela hipótese do teorema, çt, i = 0,..., n, é de grau exatamente i, então, 

aiqi = 0, se, e somente se, a, = 0, i = 0,..., n. 

Portanto, pela definição 2.3, os polinômios qo,... ,qn são linearmente independentes 

em 7rn. Ou seja, temos n + 1 polinômios Li. no espaço 7rn cuja dimensão e n + 1. 

Logo, os polinômios ç,, i = 0,..., n, formam uma base em 7rn. □ 

Lema 2.1 (è6*) =è(602 + 2 Y. bkbJ 
\A:=0 / k—Q 0</c<j <n 

Demonstração: Provemos por indução. Para n=l temos, 

{bo + 6i)2 = (^o)2 + (bi)2 + 2bobi. 

Suponhamos que o lema vale para (n — 1) pontos, então 

{b0 + ... + ò„_i)2 = (Òq)2 + ... + (6n_i)2 + 2 ^2 bkbj. 
0<A;<i7<n—1 

Mostremos que vale para n 

{bo -f ... + è„_i + òn)
2 = {ho + ... + ãn_i)2 + 2bn{bo + ... + bn-\) + 62 

= (^o)2 + • • • + (^n-i)2 + 2 Yj bkbj 
0<k<j<n—l 

-\-2{bobn + . . . + bn-ibn) + {bn)
2 

= {bo)2 + • • • + (ãn_i)2 + {bn)
2 + 2 Y, bkbj. 

0<k<j<n 

Portanto por indução, mostramos o lema. □ 

Vejamos agora alguns polinômios ortogonais particulares. 

Polinômios de Jacobi: 
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Os polinômios de Jacobi P(a'P\x), são ortogonais em [—1,1] com relação a função 

peso ujafi[x) = (1 — x)Q(l + xY. A normalização de é dada por 

I i \ n + q 

n 
(n + a){n + a — 1)... (a + l)/n!. 

Seja 

2 
o,/? j ^ f2{x)uaip{x)dx. 

Os polinômios de Jacobi satisfazem as seguintes relações (cf. (4.21.7),(4.3.3) e (4.2.1) 

em [22]): 

—P(a'p)(x) = ik + a + P+ 
dxk 2 k~l 

(2.1) 

A(.,« = = 

onde F é a função gama e 

2^/3+1 , Y{k + a + l)T{k + p+l) 

{2k + a + /3 + l)T{k + l)T{k + a + 0 + 1)' 
(2.2) 

d_ 

dx 
(2.3) (1 - i2)^,,^)] = -k(k - ] )Pt-i(x). 

Polinômios de Laguerre: 

Definimos os polinômios de Laguerre, LY\x), para a > —1 pelas seguintes 

condições de ortogonalidade e normalização: 

roo 
/ e-'x"4»l(i)iM(i)<fa = r(Q + 1) 

Jo 

( 

\ 

n oí 
^nm) ^ i TTl — 0,1,..., 

n 

onde 6nim é o conhecido delta de Kronecker. 

Eles satisfazem as seguintes relações (cf. (5.1.13), (5.1.14) e (5.1.1) em [22]): 

- iS.W. (2.4) 

=-ii-tw. 
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^XL'n(X)) = -nLn^x) (2.6) 

e 

e^dli^IlMÍ^rta + l)! " + Q 

\ n ) 

Polinômios de Hermite: 

(2.7) 

Os polinômios de Hermite são ortogonais em ( —oo,+oo) com a função peso 

u:{x) — e~x2. Eles satisfazem as seguintes condições de ortogonalidade (cf. (5.5.1) e 

(5.5.10) em [22]): 

f+OO 2 

/ e~x Hn{x)Hm{x)dx = y/Tr2nn\ ínim, n,m = 
J — OO 

0,1,..., (2.8) 

e 

H'n{x) = 2nHn-i{x). (2.9) 

Polinômios de Chebyshev; 

Os polinômios de Chebyshev de primeira espécie de grau n, são denotados por 

Tn{x) e são definidos no intervalo [—1,1] pela equação 

Tnix) = cos{narccosx), x G [—1,1]. (2.10) 

Assim, segue imediatamente que 

Tn(x) < 1 para x G [—1,1]. (2.11) 

Além disso, teremos | cos(narccosx)| = 1, x G [—1,1], para 

narccosx = vir, v = 0,... ,n. 

Dessa equação, determinamos os pontos extremos de Tn{x) em [—1,1]. Obtemos 

T/iz — cos , 1/ = 0,... ,n. 

Podemos verificar diretamente que 

TM = (-1)^, í/ = 0, ...,n, (2.12) 
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ou seja, dizemos que o polinômio Tn se alterna nos pontos {t)u}^=0. 

De (2.12), segue que Tn{x) tem exatamente n diferentes zeros em [—1,1]. Eles 

podem ser achados imediatamente pela expressão (2.10). Obviamente Tn{x) = 0 

para narccosx = (2i/ — 1)|, v — l,...,n. Daí, determinamos os zeros de 

Tn{x): 

(2^ — l)7r 
= cos   , i/ = 1,..., n. 

Zn 

Diferenciando Tn{x) = cosnO com respeito a x, obtemos 

, f d n\ d0 —n sen n9 sen n9 
1^x' ^ hrÃcos hr = ã- = n Tf' x = cose- \dU dx — sen d sen d 

O polinômio de grau n — 1, 

1 < sen n6 
Un-iix) = -Tn[x) =  --,X = COS V, 

n sen d 

é chamado polinômio de Chebyshev de seguhda-espécie. 

(2.13) 

2.2 Interpelação de Lagrange 

Consideremos o seguinte problema de interpolação. 

Sejam xi,...,xn pontos distintos e yi,...,yn números reais dados. Existe um 

único polinômio algébrico P{x) de grau < n, que satisfaz as condições 

P{xv) = y», ^ = 1,... ,n. (2.14) 

Em outras palavras, dados n pontos {(x,,, ?/^)}"_1 no plano, constrói-se um único 

polinômio P de grau n — 1, cujo gráfico passa pelos pontos dados (xl/,yl/), v = 

l,...,n. 

A solução do problema de interpolação (2.14) pode ser dada por 

pw = n 
f=l 1=1,1^1/ 

X — Xi 

X^ - Xi 

= J2y 
U){x) 

' J oV I \ 'í \ ' 
(x - XjJu; (x,/) 
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onde w(x) (x Xi)... (a; xn) e uj (x,,) — Xi)...(x1/ xí/_i)(x^—xJy^.i)...(x1/ — 

■^n ) • 

Em particular, quando os dados ?/„ coincidem com os valores de uma função /(x), 

isto é, quando í/„ = /(x^), f = 1,... ,n, o polinômio de Lagrange que interpela a 

função / nos pontos {xí}"=1 é dado por 

lj(X) 
Ln-l (/; x) = ^ /(Xi/)- (2.15) 

^ (x - X1/)üa'(Xi/) ' 

A propriedade principal dos polinômios de interpelação de Lagrange Ln_1(/;x), 

é que Z,ri_i(/;x) = /(x), para qualquer / G 7rn_i. 

2.3 Teorema de Rayleigh-Ritz 

Este é o resultado fundamental usado em nossa dissertação. Para a compreensão 

deste teorema, bem como da sua demonstração, daremos algumas definições: 

2.3.1 Matrizes Unitárias 

DEFINIÇÃO 2.4 A matriz U G Mn, onde Mn denota o espaço das matrizes de ordem 

n x n, é unitária se U*U — I (onde U* = U* e í/', e a matriz conjugada transposta 

deU). Se U G Mn{lR), então U é chamada ortogonal. 

DEFINIÇÃO 2.5 Recordamos que os vetores Xi,...,Xfc G (R1 formam um conjunto 

ortogonal se x*Xj = 0 para quaisquer 1 < i < j < k. Se, além disso, os vetores 

são normalizados, isto é, x*x, = 1, i = 1,2, ...,A:, então o conjunto é chamado 

ortonormal. 

DEFINIÇÃO 2.6 A matriz B G Mn é unitariamente equivalente a A £ Mn, se existe 

uma matriz unitária U G Mn, tal que B = U*AU. Se U for tomada como real (e 

por isso é ortogonal real), então B é ortogonalmente equivalente a A. 

Um teorema importante dentro desta seção é o Teorema de Schur: 
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TEOREMA 2.4 Dado A € Mn com auto-valores Ai,...,An de qualquer ordem pre- 

estabelecida, existe uma matriz unitária U € Mn tal que U*AU — T, onde T é 

triangular superior com diagonal ítt- = A,-, i = 1,..., n. 

Demonstração: Provemos por indução. Para n = 1, (an) = (l)(aii)(l). 

Suponhamos que o teorema vale para n = k — l. Vamos provar que o teorema 

vale para k. 

Seja A € (í*:xfc e seja A um auto-valor de A associado a um auto-vetor rq G (T* 

tal que ||ui||2 = 1- Tomemos Ui qualquer matriz unitária tal que íq e a primeira 

coluna. Seja 

u1 = {v1,w)e(i**k, 

onde w é formada pelas colunas 2 a. k de U\. Então, 

Ai — 

\ w / 
/ 

' u* \ / . \ 
A[yi,w) 

\ ) 

* v\Avi v\Aw 

, w* Avi w*Aw j ^ 

A v^Aw 

0 w* Aw 

(Aui, Aw) 

Xv^vi v\Aw 

\w'vi w* Aw 

Como w*Aw G <lXk P, pela hipótese de indução, existe uma matriz unitária 

tal que Ü^w*Aw)Ü2 = T. Seja 

/ 1 0---0 ^ 

Uo = 
Uo 

0 

G (Z^x' 

A matriz U2 é unitária, pois U2U2 = /• Observe que 

u;AiU2 = = 
(1 0 N 

* 
' A v^Aw \ (l 0 N 

K0 Ü2 ) 0
 

G * 6 K0 Ü2 j 
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1 o 

o ü; 

A v^Aw 

O w*Aw 

\ l 
/ 

/ 

A v^Aw 

O Aw) 

A V1AWÜ2 

^ O Aw)U2 I 

1 O 

O Ü2 

1 o 

O Cf2 

\ 

/ 

A / X . , T~r \ A v1AWU2 

o r / 
= r. 

Então, U2A1U2 = U^U*AU1U2 = T logo, {U\U2)'A{U\U2) = T e portanto 

U*AU = T, onde U é unitária. □ 

2.3.2 Matrizes Hermitianas 

DEFINIÇÃO 2.7 yl matriz A € Mn e hermitiana se A = A*, onde A* = A4. 5e 

A = — A*, então A é chamada anti-hermitiana. 

Observações : 

1. A + A*, AA* e A*A são hermitianas para todo A € Mn. 

2. Se A é hermitiana então Ak é hermitiana para k = 1,2,.... 

3. Se A é não-singular então A-1 é hermitiana. 

4. Se A, B são hermitianas, então aA + bB é hermitiana para todos os escalares 

reais a e b. 

5. Se A G Mn é hermitiana, então an G Mn{lR),i — e = ãij para 

todos os i e j tais que 1 < z < i < n. 

LEMA 2.2 Sejam a e b números complexos, então, aò + õò G Mn{lR). 
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Demonstração: Seja a = ai -f m2 e b = 61 -f Í62, onde 01,02,61 e 62 são reais. Então, 

ab + ãb = [ai + ia2){bi — i M 4- (oi - m2)(6i 4- 262) 

— üibi + «2^2 4- aibi + <22^2 + i[a2b\ — 0162 — C[2^i 4" ai^2) 

— 2(016! + 0262), 

que é um número real. □ 

Teorema 2.5 Seja E Mn hermitiana. Então, 

(a) x* Ax é real para todo x E (E1. 

(b) Todos os auto-valores de A são reais. 

(c) S*AS é hermitiana para todo S E Mn. 

Demonstração: (a) Seja x E (E1, assim, 

4- eti2^'2 4- • • ■ 4- oinxn 

x*Ax = (xi,...,xn) 
021X1 + 022X2 4" • • • 4" Cl2nxn 

^ OniXi -j- On2X2 4" ' * * 4~ etnnx7l 1 

— UllXiXi + 012X2X1 + . . . + ainXnXi 

4-021X1X2 4" 022^2^2 4" • • • 4" 0.2nxnx2 

+ ■■■ 

4-OniXiXn -(- an2x2xn 4~ • • • 4~ ^jnnxnxn 
TI 

= ^ OiiX.xT + ^ [ttijXiXj 4- ãijXiXj) 
i=l l<i<j<n 

71 

2 = 1 
^ ^ [(a,jXj)x, (a,'jXjjxt']. 

[<i<j<n 

Pela Observação 5 acima, o,, E M para i = 1,..., n. Logo, a primeira soma é 

real. 0 fato da segunda soma ser real segue imediatamente do Lema 2.2. 

(b) Seja A auto-valor de A com auto-vetor x. Então, Ax — Xx e escolhemos 

x*x ' 1. Logo, A = Ax*x = x*Ax = x 'Ax que é real pelo item (a). 
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(c)Mostremos que {S*AS) é hermitiana. 

{S*ASy = S'A*S = S*AS. 

Logo, S*AS é hermitiana. □ 

Teorema 2.6 (Teorema Espectral) Seja A G Mn hermitiana. Então, existe uma 

matriz unitária U G Mn e uma diagonal D G Mn{lR) tais que D = U*AU. (Os 

auto-vetores são as colunas de U e os auto-valores os elementos da diagonal de D). 

Demonstração: Como A é hermitiana, A = A*. Pelo Teorema de Schur existe U 

unitária tal que VAU = T onde T é triangular superior. Então, {U*AU)* = T*. 

Mas, U*A*U = U*AU = T. Logo, T = T*. Assim temos que txj = 0, i 7^ j e tu = tu 

ou seja, tu G Mn[lR). 

Portanto, T é diagonal e real. □ 

2.3.3 Teorema de Rayleigh-Ritz 

TEOREMA 2.7 Seja A G Mn hermitiana e seus auto-valores ordenados da forma 

^min =: ^1 T ^2 ^ ^ -^n — ^max- 

Então, \ix*x < x*Ax < Xnx*x para todo x £ (E1, 

\ X'AX *A \n = max  = max x Ax, 
x^O x*X x,x=l 

\ \ ■ % Ax , „ 
Amin = Ai = mm  = mm x Ax. x^O X*X x'x=l 

Demonstração: Como A é hermitiana, podemos escrever A = UDU* , onde D = 

diag{Xi,..., An) e Í7 G Mn unitária, isto é, U*U = 7. Para qualquer x £ (P1 temos: 

n 
x'Ax = x*{UDU')x = {U'xYD{U*x) = J2Xi\iU*x)i\2- 

! = 1 

Como cada termo |(7/*x),|2 > 0, temos então: 

A^EK^I2 < = ÊA.K^).-!2 < Amaxèl(^).l2- 
t=i t=i «=1 
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Por outro lado, U é unitária, logo, 

n 

E — [U*x)*(U*x) = x'UU*x = x*x. 
i=l 

Dessa forma, 

X* ■y» ' ** yi * y> ^^ «Z/ 

Então, se a: 7^ 0, temos An > , com igualdade quando x é auto-vetor de A, ou 

seja, 

An = max 
x* Ax 

x'x 
(2.16) 

Analogamente, 

^ > a1EK^M! = A1. X~ y» ■ " y» * y» «A/ t-"1 

Então, se x 7^ 0, temos Ai < , com igualdade quando x é auto-vetor de A, isto 

é' 
x* Ax 

Ai = min 
x*x 

(2.17) 

Ou seja, Aix*x < x*Ax < A„x*x. 

Finalmente, de x 7^ 0, temos 

x*Ax / x 

xx V XX . \/x*X 

X 

\/x'x J \\/x*Xj 

= 1. 

então, as condições (2.16) e (2.17) são equivalentes às condições maxx*Ax = An e 
X* X=\ 

min x*Ax = Ai, respectivamente. □ 
X* X=\ 

2.4 Teorema de Rouché e o Teorema de Gauss- 

Lucas 

Estes resultados serão utilizados no trabalho de Duffin e Schaeffer apresentado 

no Capítulo 3. 

Consideremos algumas definições: 

20 

cm 1234567 unesp 

ATA ATATAT I W 
11 12 13 14 15 16 17 18 



2.4.1 Funções de Variáveis Complexas 

Seja S o conjunto dos números complexos. Se ^ é qualquer um dos números 

desse conjunto, então z é chamado de variável complexa. 

Se, para cada valor z de 5", o valor de uma segunda variável complexa w é 

determinado, temos que w é uma função da variável complexa 2 no conjunto S tal 

que w — f{z). 

Toda função f(z) tem partes real e imaginária, as quais são funções reais de x e 

y. Sejam u e v essas partes. Então, 

f{z) = u{x,y) + iv{x,y). 

2.4.2 Limite e Continuidade 

Dizemos que uma função f{z) tem limite-T quando z tende a zq se a distância, 

|/(z) — L\, entre /(z) e L pode ser feita arbitrariamente pequena, desde que se 

restrinja z a uma vizinhança conveniente de zq. Em outras palavras, dado qualquer 

e > 0 que mede a proximidade entre /(z) e L, pode-se determinar um <5 > 0 de tal 

forma que para todos os valores de z sujeitos a condição 0 < |z — Zo| < ú, tenhamos 

l/(z) — L\ < £. 

Damos então a seguinte definição de limite: 

DEFINIÇÃO 2.8 Seja Zo um ponto de acumulação do domínio D de uma função /, 

isto é, toda vizinhança de zq contém algum ponto de D diferente do próprio zq- Diz- 

se que f tem limite L para z tendendo a zq se, dado qualquer £ > 0, existir ú > 0, 

tal que 

0 < |z — Zo| < ú => \f{z) — L\ < £. 

Escrevemos, limz^Zof{z) = L. 

DEFINIÇÃO 2.9 Quando o ponto Zo pertence ao domínio de f e T = /(^o), então 

dizemos que f é contínua no ponto zq : 
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limz_+Zof{z) --- f{z0), 

ou seja, dado e > O, encontramos 6 > O tal que 

O < |2 — Zoi < 6 => 1/(2) - f{z0)\ < £. 

2.4.3 Diferenciabilidade 

DEFINIÇÃO 2.10 Da classe de funções complexas contínuas, tomemos aquelas que 

podem ser diferenciáveis. Temos então: dado qualquer e > O encontramos S tal que 

f{z) - f{zo) 
f{zo) 

Z - Zo 
< £, sempre que \z — zo\ < 6, 

ou seja, f (20) = Hm e dizemos que f{z) é diferenciável se o limite existir. 
2—>20 

Tomemos, agora, as funções u{x,y) e v{x,y), que são as partes real e imaginária 

da função f{z). 

Suponhamos que 2 — 20 seja puramente real. Então, 

zq = xq + iyo e z = x + iyo- 

Temos 

f{z) - f{zo) u{xi yo) + yo) - u{xo, yo) + ív(xo, yo) 

2 - 2o X — Xo 
u(x, yo) - u{xo, 2/0) + iv{x,yo) - v{xo,yo) 

X — Xo X — Xo 

Se esta expressão tende ao limite quando x —> Xo, então suas partes real e imaginária 

também tendem a limites, separadamente. Então, e existem no ponto (xq, j/o). 

Temos também 

, f du .dv^ 
fM = (d-x 

+ 'rx, x=xo,y=yo 

Se tomarmos agora z — zq puramente imaginário então, 

(2.18) 

Zo = Xo + iyo e 2 = Xq + iy. 

22 

2 3 4 unesp 

ATA ATATAT I W 
11 12 13 14 15 16 17 18 



Temos 

/(z) - fjzo) _ u{xOi y) + y) - ujxo, yo) + iv{x0, y0) 
z - Zq iy - iy0 

v{xo,y) - v{xo,yo) iu{xo,y) - u{xo,yo) 

y -Vo y -yo 

Da mesma forma, e existem no ponto (xo,yo)- Temos 

, (dv .du\ 
f{z°) = [ry-%) \ V V / x=XQ,y=yQ 

(2.19) 

Comparando (2.18) e (2.19) e igualando as partes real e imaginária, temos 

du dv dvdu 
= Tx 

= -Fy (* = *°'S = yo)- 
(2.20) 

As equações (2.20) são chamadas de Equações de Cauchy-Riemann. Vemos dessa 

forma, que as funções u(x,y) e v(x,y) não apenas possuem coeficientes diferen- 

ciais parciais de primeira ordem, mas estão conectadas pelas equações de Cauchy- 

Riemann. Isso significa que mesmo que u e,v sejam funções de a; e y com coefi- 

cientes diferenciais parciais de primeira ordem, u -f iv poderá não ser uma função 

diferenciável em 2. 

2.4.4 Funções Analíticas 

DEFINIÇÃO 2.11 A função que é diferenciável no sentido definido acima, é dita ser 

analítica. 

A função é analítica em uma região se ela é analítica em todos os pontos da 

região. Se uma função é analítica em algum ponto de cada vizinhança de um ponto 

zq, exceto no próprio zq, então zq é dito ser ponto singular ou singularidade da 

função. 

2.4.5 Contorno 

DEFINIÇÃO 2.12 São curvas contínuas consistindo de um número finito de arcos 

definidos como um conjunto de pontos (x,y) tais que 

x = (j){t), y = 0(í), {a<t < b), 
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onde (j) e tp' são continuas. 

A definição estabelece uma transformação contínua de pontos t do intervalo (a, 6) 

no arco e uma orientação dos pontos {x,y) de acordo com o sentido de crescimento 

de t. Se nenhum par de valores diferentes de t corresponde a um mesmo ponto (x, ?/), 

o arco se diz arco de Jordan. Se (f){a) = (^(ò) e ijj{a) = ■0(6) e nenhum outro par de 

valores diferentes de t corresponde a um mesmo ponto {x,y), então o arco contínuo 

é uma curva simples fechada. 

0 círculo 

x = r0 cos t, y = ro sen t, (0 < f < 27r), 

é um exemplo de curva simples fechada. 

2.4.6 Teorema de Cauchy 

Seja F{t) = U{t) iV{t) uma função contínua da variável real t num inter- 

valo [a, 6], Sua integral é definida em termos das integrais das funções reais U e V, 

mediante a expressão 

f F{t)dt= íbU{t)dt + i íbV{t)dt. 
J a J a J a 

A integral de uma função / de variável complexa 2 de um ponto 2 = a a um ponto 

z = f3 é definida em termos dos valores de f{z) nos pontos de um arco C que se 

estende do ponto a ao ponto /?. Temos então 

/ f{z)dz ou í f{z)dz. 
Jc Ja 

TEOREMA 2.8 Se a função f{z) é analítica em todos os pontos interiores e sobre 

um contorno fechado C, então 

í f{z)dz = 0. 
J c 

Se existe um número finito de contornos C , C . dentro de C e 7(2) é analítica 

na região entre eles, então 

í f{z)dz= í if{z)dz+ í ii f{z)dz + .... 
J c J C. J c 
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Teorema 2.9 Seja f{z) analítica no interior e sobre um contorno fechado C. 

Então, se z é qualquer ponto do interior de C, 

-dw. 
ic w — z 

Essa é chamada fórmula integral de Cauchy. 

2.4.7 Derivadas de uma Função Analítica 

Seja 2 um ponto qualquer no interior de C e 2 + /i um pontos nas vizinhanças 

mas também dentro de C. Então, pela fórmula acima temos 

/H 
f{z + h)= í — h

dw- Zti Jc w — z — n /c w — z — h 

Subtraindo essas duas equações apresentadas e dividindo por h, temos 

f{z + /i) - /(2) 1 í 1 y f[w) f{w) 

h = M-/ h y 2ttí Jc 

= M-/ h [27n Jc 

-dw 
c w — 2,— h w — z 

1 [ 1 r {w — z)f{w) — {w — z — h)f{w) 

c 

M-/ h 2iri Jc 

[w — z — h)[w — z) 

hf{w) 

dw 

= -LI 
2m Jc 

lc {w — 2 — h){w — z) 

f{w) dw. 

dw 

c {w — z){w — z — h) 

f{w) 
Quando /i —> 0, o integrando tende ao limite   —. 

[w — 2 j 
Mostremos que é possível passar o limite sob o sinal da integral. Consideremos 

a diferença 

Ic (w — 
/H 

{w — 2)(ií; — z — h) 
dw 

L 
/H 

c {w — z)' 
-dw 

-i 

-L 

= "L 

(w — z)f(w) — (w — z — h)f{w) 

(w — z)2(w — z — h) 
dw 

hfjw) 

c {w — z)2 
dw 

fM -dw. 
Ic {w — z)2{w — z — h) 

Seja M o valor máximo de |/(u;)| sobre C e L o comprimento de C. Se <5 é a distância 

mínima de 2 a C e se |/í| < é, então 

l 

f{w) 
c [w — z)2(w — z — h) 
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que é limitado quando |/i| —> 0. Assim, a última fração tende a zero com \h\. Con- 

sequentemente, 

rA \ 1 í /H j 
7 (z) = 2ÍI Ja (^yda' 

que é a fórmula de Cauchy para f '(z). 

Da mesma forma, temos que f"{z)7 a derivada de f'{z), existe e é dada pela 

fórmula 

/H 
/ W 

L 
-dw. 

2iri Jc {w — z)3 

Usando esse argumento repetidamente, temos que /(z) tem derivadas de todas as 

ordens e a n-ésima é dada por 

/Ww = á/c 

f{w) dw. 
2'kí Jc {w — z)n+1 

2.4.8 Séries de Taylor e de Laurent 

Suponhamos f{z) analítica dentro e sobre um contorno fechado simples C e seja 

a um ponto dentro de C. Então, 

{(z) = /(a) + (z - a)/{a) + ... + , 

é a série de Taylor, convergente se \z — a\ <6. 

Seja f{z) analítica sobre C, C' e na região entre esses dois círculos concêntricos 

de raios R e R'(R' < R), respectivamente. Então, f{z) pode ser expandida por uma 

série convergente de potências positivas e negativas de (z — a), isto é: 

OO OO L 

f{z) = J2aniZ - ^ + 
n=0 Tt {z-a)n' 

Essa série é chamada Série de Laurent. 

2.4.9 Zeros de uma Função Analítica e Resíduos 

Se f{z) é analítica em a, existe uma vizinhança de a onde / é representada por 

uma série de Taylor 
CO 

/(2) = Y. a»(2 _ G)"' 
n=0 
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para \z — a\ suficientemente pequeno. 

Se an = 0 para n < m e am 7^ 0, então diz-se que f{z) tem um zero de m-ésima 

ordem. No zero de ordem m, temos 

/(o) = /(o) = 0, 

que é claro das séries de Taylor. 

Se uma função é analítica num ponto então, a menos que a função seja iden- 

ticamente nula, existe uma vizinhança desse ponto onde a função não tem zeros, 

exceto, possivelmente, no próprio ponto isto é, os zeros de uma função analítica são 

isolados. 

Se f[z) é analítica em toda vizinhança de um ponto a, dizemos para [z —a| < R, 

exceto no próprio ponto a. Então a é chamado singularidade isolada da função. 

Quando a é um ponto singular isolado de /, existe R tal que a função é analítica 

em cada ponto ^ onde \z — a\ < R. Assim, a função é representada pela série de 

Laurent. 

Se as séries de potências negativas de {z — a) contiverem um número finito de 

termos, então f{z) é dita ter um pólo no ponto z = a. Se tivermos 

/(2) = Yi an{2 - a)" + Y M2 - a) (2.21) 
71 = 0 n=l 

diz-se que o pólo é de ordem m. 

Quando as séries de potências negativas de (z — a) tiverem uma infinidade de 

termos, o ponto a é chamado ponto singular essencial da função. 

Como foi dito acima, em uma vizinhança de uma singularidade isolada a, a 

função analítica pode ser expandida na forma (2.21). O coeficiente 61 é chamado de 

resíduo de f(z) no ponto z — a onde 

1 2710 J-y 

e 7 é qualquer círculo com centro z = a. Observemos que se uma função tem 

apenas um número finito de singularidades no domínio, esses pontos singulares são 

necessariamente isolados. 
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TEOREMA 2.10 (Teorema dos Resíduos) 

Seja f{z) analítica sobre e no interior de C, exceto em um número finito de 

singularidades Zi, Z2, ■.., zn. Se R2, são os resíduos de f{z) nesses pontos, 

então 

í f{z)dz = 2iri{Ri + R2 + • ■ ■ + Rn)- 
Jc 

Demonstração: Sejam 71,72, ••• ,7n círculos com centros Zi,... ,zn, respectivamente 

e raios tão pequenos que esses n círculos e o contorno C não se encontrem. Então, 

f{z) é analítica na região entre C e esses círculos logo, pelo Teorema de Cauchy, 

í f{z)dz = í f{z)dz + ...+ í f{z)dz. 
JC J-y, J-yn 

Mas, sabemos que f{z)dz = ZitiRj, j = O resultado segue imediata- 

mente. □ 

2.4.10 Função Meromórfica 

Uma função é meromórfica em uma região se é analítica na região, exceto em 

um número finito de pólos. 

Uma função integral é a função que é analítica para todos os valores finitos de 2. 

Seja f(z) uma função integral de 2. Suponhamos que ela possua zeros simples nos 

pontos «i, «2, • • • • Em uma vizinhança de an, 

f{z) = {z- an)g{z), 

onde g{z) é analítica e (7 / 0. Assim, 

/'(-) 1 
+ 

9'iz) 
f{z) z - an g{z) ' 

e o último termo é analítico em an. Portanto, f'{z)/f{z) tem pólo simples em z = an 

com resíduo 1. 

LEMA 2.3 Se f(z) é analítica dentro e sobre um contorno fechado C, separadamente 

de um número finito de pólos, e não é zero no contorno, então 

/w -LI 
2TH JC C fiz) 

dz = N - P, 
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onde N é o número de zeros dentro do contorno(um zero de ordem m sendo contado 

m vezes) e P é o número de pólos (um pólo de ordem m sendo contado m vezes). 

Demonstração: Suponhamos que z = a seja um zero de ordem m. Temos então que, 

na vizinhança desse ponto, f[z) = (z — a)ng(z), onde g(z) é analítica e <7 / 0. Assim, 

e, portanto, 

f'(z) = m(z - a)m ^(z) -h (z- a)mg'(z) 

f'iz) 171 9 iz) , 'i • ,, . ^ , ——— = i , onde o ultimo termo e analítico em z = a. Dai, 
f{z) z-a g{z} 

temos f'{z)/f{z) tem pólo simples em z — a com resíduo m. Temos então, que a 

soma dos resíduos nos zeros de f{z) é N. 

Suponhamos agora, z — ap um pólo de ordem m. A função h{z) = {z — ap)mf{z) 

pode ser definida em ap de modo a se tornar analítica nesse ponto. Assim, em 

alguma vizinhança de ap exceto no próprio ponto, 

f{z) = {z-ap)-mh{z), 

onde h{ap) ^ 0, 

f'{z) = —m[z — ap) m 1 h{z) + {z — ap) 
mh{z). 

r'/ \ ^ fl'(z} 
Portanto, = h . Temos então que /'// tem um pólo simples em 

f{z) z - ap h[z) 
ap com resíduo —m. Logo, a soma dos resíduos nos pólos de f{z) é —P. □ 

COROLÁRIO 2.1 Se f[z) é analítica no interior de C, então a fórmula acima men- 

cionada se reduz a 

— / Q^-dz = N. 
2m Jc f{z) 

2.4.11 Teorema de Rouché 

TEOREMA 2.11 Se f{z) e g(z) são funções analíticas dentro e sobre um contorno 

fechado C e \g{z)\ < \f{z)\, z £ C, então f{z) e f{z) + g{z) têm o mesmo número 

de zeros no interior de C. 
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Demonstração: Sejam N o número de zeros de f[z) e N' o número de zeros de 

f{z) + g{z). Introduzindo a função analítica (f>{z) = g(z)/f(z), podemos escrever 

di2) = f'{z)Hz) + f{z)<t>'{z) 

f{z) + 9ÍZ) = f{z) + f{z)Hz)- 

Assim, pelo Corolário 2.1, 

N' = — í 
2ttí Jc f{z) + g{z) 

-L/ 
Ittí JC 

f'{z) + gi2) ^ = — í L + + 

21:i Jc /(I + <l>) ÍZ = 27jc /(1+- dZ 

' = N + — í ——( 
27rt Jc f ' l + t" 2-Kt Jc 1 + (j) 

f <f> 
+ r^—dz = N + -dz. 

Desde que a função \-\-(t){z) é meromórfica, ela pode ser representada por uma série de 

Laurent. Suponhamos que essa função possua pólo em z = a. Então, |l + (/>(2)| —> oo 

quando z = a. Por outro lado, pela desigualdade triangular, |l + ç!)(,z)| < l + < 

2, z £ C, pois, por hipótese, \f{z)\ > \g{z)\ e daí, \(j)\ — ^ < 1. 
\Í\Z)\ 

Portanto, a função não possui pólos. Desse modo, a função possui apenas os 

termos de potências positivas em sua série de Laurent. Então, ela é uma função 

analítica. 

Verifiquemos se essa função possui zeros dentro de C. Se a função 1 + ^(2) tivesse 

zeros, então o valor da função <j)[z) deveria ser —1. Mas sabemos que \(t>{z)\ < 1. 

Portanto, a função não possui zeros dentro de C. 

Como 

— í ^ + ^ dz = N -P, 
2iri Jc 1+4» 

onde N é o número de zeros da função dentro de C e P é o número de pólos, 

1 f ^ 

L 2irt Jc l + 
:dz = 0, 

ou seja, N = N. O 
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2.4.12 Teorema de Gauss-Lucas 

DEFINIÇÃO 2.13 Um conjunto S em lRn ou (U1 é convexo se Si,S2 G S implica 

Xsi + (1 — A)s2 G S, 

para 0 < A < 1. 

n 
DEFINIÇÃO 2.14 5e números não negativos Ai,..., An satisfazem X^A. = 1 eyi,...,yn G 

t = l 
n 

IR71 tÍGU), então y^A,yt, e chamado uma combinação convexa de S e é denotado por 

5. 

TEOREMA 2.12 Se p{z) = c{z — Zi)... [z — zn), então os zeros de p {z) estão dentro 

do envoltório convexo .Zj,..., 2n. 

Demonstração: Suponhamos que p {() = 0 e Ç ^ Zj, j = 1,... ,n. Então, 

üíl = G^_ = o, 
p(0 fííí-zi 

onde a igualdade acima vem do fato de pi^z) = c[z — Zi). . .{z — zn) 

• i \ ^ u{z) 
P (2) = c2^ "• Log0' 

ca;(2) e 

i=i 

Assim, 

Logo, 

2 — Z; 

p\z)/p{z) = cJ2 = Í21/iz- 2<)- 
i = l 2 — Z, 1=1 

n 1 71 } í — Z 

7 = 1 ^ Zj 7 = 1 £ Zj £ Zj 
n C _ n c n 

f^l\t-Zj\2 k - Zj\2 7 = 1 1^ Zj\ 

n i n i 

íEiri7T5=i:-J--;^ 
fZ,\i-zi\2 \2 
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Dividindo ambos os membros por ^ 
j=i 

n 
s z_-r v^n 

zl2 
I 

1 

, obtemos 

' j r-vn 1 3' 
j=i ^j=i |Í-^P 

Dessa forma, tomemos Aj números não negativos dados por 

i 

\ = VJ{"'''Í > 0, 
t = l |Í-ZjP 

n n 
Temos que eles satisfazem X^Aj = 1 e { = y^XjZj. 

j=i j=i 
Assim, pelas definições dadas acima, if está, portanto, dentro do envoltório con- 

vexo Zi,... ,zn. □ 

2.5 Teorema Geral do Valor Médio 

TEOREMA 2.13 Sejam f e g funções definidas no intervalo (a, 6) tais que 

1)f,9 e C[a,fc], 

2)f,geC'ia,b) e 

3)g' / 0, x <E (a, 6). 

Então, existe ^ Ç {o.,b), tal que 

/(a)-/(fe) _ /'(Q 

9{a)-9{b) 9 (O' 

2.6 Teorema de Rolle 

TEOREMA 2.14 Sejam f € C[a,ò], com /(a) = /(ò) e / € C^a,^). Então, existe 

£ 6 (a, 6) tal que /'(£) = 0. 

Como corolário imediato do Teorema de Rolle temos, 

n 
COROLÁRIO 2.2 Seja ^ uma função tal que g>{x) = ),). Então, (p^\x) > 0 

i=l 
para qualquer x > xnin e para qualquer j tal que 0 < j < n. 
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Capítulo 3 

A Desigualdade de Duffln e 

Schaeffer 

Introdução 

Consideremos a função / contínua em [—1,1] e a norma uniforme de / dada por 

11/11= max |/(a:)|. 
^£[-1,1] 

Sabemos dos resultados de A. A. Markov [14] mencionados no Capítulo 1, que se 

f{x) é um polinômio de grau n tal que |/(a:)| < 1 no intervalo [—1,1], temos que 

1/ (^)| < n2 em [—1,1] e o limite para a derivada é atingido pelo polinômio de 

Chebyshev Tn{x). 

Nesse trabalho, Duffln e Schaeffer mostram que se |/(:r)| < 1 apenas nos n + 1 

pontos x = rjv — cos^tt/n), u = 0,1,..., n, isto é, nos pontos onde |Tn(x)| atinge 

seus máximos no intervalo [—1,1], as conclusões de Markov não mudam. 

Ainda nesse trabalho, Duffln e Schaeffer provam as desigualdades de V. A. Mar- 

kov [15] como conseqüência de uma desigualdade mais geral relacionada a Inter- 

pelação de Lagrange. 

Provaremos, inicialmente, alguns resultados para um polinômio modelo g[z). Em 

seguida, verificaremos que o polinômio de Chebyshev satisfaz todas as exigências 

desse polinômio <7(2:) e, por fim substituiremos o polinômio Tn[x) no mesmo. 
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3.1 Uma Desigualdade da Interpolação 

Seja g{z) um polinômio de grau n com n zeros reais e distintos no intervalo (a, h) 

do eixo real. Podemos então, escrever 

g{z) = c - A^), c 7^ 0 
í/=I 

S\z) = t 9(Z) 

(3.1) 

(3.2) 
7\z - ^ 

onde Aj, são os zeros de g(z). 

Procuramos algum meio para a determinação do máximo da função não analítica 

M(x) = t . 
(/=X X 

Consideremos o polinômio g[z) com a propriedade adicional 

\g{x + iy)\ < \g{b -f íy)|; a < x < b, -oo < y < oo. (3.3) 

Sujeito à essa última desigualdade, provaremos no Teorema 3.1 que 

M{x) < M(ò) = \g (6)|, a < x < b. 

Isso eqüivale a afirmação que se f(z) é um polinômio qualquer de grau n cuja 

derivada satisfaz a condição \f'{x)\ < \g'{x)\ nos zeros de g{x), então, considerando 

as mesmas restrições dadas acima a respeito de g[z), (3.1) e (3.3), 

< |</(6)|, a<x<b. (3.4) 

A equivalência é uma conseqüência da fórmula de interpolação de Lagrange (2.15). 

De (2.15), temos 

In_i(/i;x) = J2 
u=l (X - X^UÍXV)' 

onde u){x) = (x — Xi)... (x — xn) e h{xl/) = Ln-i{h; xv) para qualquer h G 7rn_i. 

Como / G 7rn, temos que /' G 7rn_i. Logo, substituindo /' no lugar de /i, temos 

u{z) 
J yA")T7Z 

v=i 
/W = E/'(M (z A^ )ui (Xy) 
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Por (3.1), sabemos que g — cu;(z), ou seja, u!{z) = g/c. Logo, g' — eu'{z) ou, então, 

u'(z) = g /c. Assim, obtemos 

f(z)=±Q:i
K) 9(Z) 

„=! 9'[K) z - K 

l/'(x)l 
Dessa forma, como , < 1 nos zeros de g(x), então, se x é qualquer ponto em 

(^)i 
(a,ò), 

max |/'(x)l = X) 
i/=i 

9{x) 
x — Xh 

Verificaremos também os limites das altas derivadas do polinômio f{z) e para 

isso, precisamos do seguinte lema: 

LEMA 3.1 Se g[z) = c]Yl=l{z — A^), c 0, é um polinômio de grau n com n zeros 

reais e distintos e se f{z) é um polinômio de grau n tal que 

l/'(A„)| < |s (A„)|, i/= 1,2,... ,n, 

então, para k — 1,2,..., n, devemos ter, nos zeros de ^{z), 

(3.5) 

Demonstração: Para k = l temos simplesmente a hipótese do lema. Tomemos, 

então, k = 2. Pela fórmula de interpelação de Lagrange temos, 

r'( s ^ /'(A.) g{z) 

ou seja, 

~í giK) {z - A^)' 

9{z) ^ g\K) z- \„ u=l z-\v 

onde ôv = /'(A^j/çr^A^) e, pela hipótese do lema, |éy| < 1. 

Diferenciando (3.6) obtemos, 

í'\z)g[z) - f'{z)g'{z) 

{9{z)y -E 
6. 

.ti (^ - A.)2 

(3.6) 
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Assim, nos zeros de g (2), ou seja, nos pontos onde g' = 0, temos 

9{z) 
E 'Az-Ky <E (3.7) 

A fórmula de interpolação de Lagrange para g [z) nos dá 

n (A = ^ A») 9{z) 9 yz) / ; 1 / \ \ \ ' 
~í 9 [K)z- 

ou seja, 

9'{z) 
E 

5(2) 

Diferenciando essa última expressão, obtemos 

g"{z)g{z) - g'{z)g\z) 

Novamente, nos zeros de g'{z) temos, 

9"{z) 

-E í(z-A^ 

9{z) 
E (3-8) 

Das expressões (3.7) e (3.8), temos que 

f"{z) 

9{z) 
< 

9"{z) 

9{z) 

Portanto, para k = 2, o lema está provado. 

A prova para k > 2 é por indução. Consideremos o lema válido para {k — 1), ou 

seja, 

nos zeros de g(k 2^{z). Usando o mesmo argumento 

anterior para e g^k~1\z) no lugar de f '{z) e g'(z), obtemos 

|/U)(z)| < \g^k\z)\ nos zeros de g^k~l\z). □ 

TEOREMA 3.1 Seja g{z) um polinômio de grau n com n zeros reais e distintos a 

esquerda de um ponto b no eixo real, e suponhamos que ele satisfaz a desigualdade 

\g{x + iy)\ < \g{b + iy)\, 

na faixa do plano complexo dada por a < x < h, —00 < y < 00. 
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Então, se f(z) é um polinômio de grau n com coeficientes reais tal que 

\f'{x)\ < (3.10) 

sempre que g(x) = 0, as derivadas de f{z) e g{z) devem satisfazer 

+ + »!/)!; a<x<b, —oo<y<oo,k = l,2,...,n. (3.11) 

Demonstração: Mostremos primeiro que em um ponto fixado Xi + iyi na faixa, 

|/'(xi + iyi)\ < Id'{b + iyi)\- (3.12) 

Consideremos o polinômio dado inicialmente, g{z) = cn"=i(^ — A^c ^ 0, onde 

supomos c real e um novo polinômio h{z) com o mesmo coeficiente principal de g{z), 

cujas raízes são obtidas refletindo-se, relativamente a Xi, as raízes que ficam do lado 

direito de Xi, ou seja, 

h{z) = cfl{z- fiv), 
i/=i 

onde fiv = 2xx — X» se > xi e ^ = A^ se A^ < Xi. 

Dessa forma, na reta 2r = xx + iy, —oo < y < ao, devemos ter \z — — |2 — A^|. 

Então 

\h{xi + iy)\ = \g{x1 + iy)\. (3.13) 

Mostremos agora que no ponto (xx + iyi), |/'(^i + iy\)\ < \h'{x\ + z2/i)|- 

Como h{z) = cj}(2 - fif), fi (z) = y] 
h{z) 

i/=i \ {z - PvY 
ou seja, 

h\z) 
= E 

1 
(3.14) 

Kz) 

Tomemos f\z) dado pela fórmula de interpolação de Lagrange (3.6), onde 1^1 < 1 

e comparemos o lado direito das desigualdades (3.6) e (3.14). 

Temos então, 

K /'(xx + iyfij 

9{x\ + ^x) 
E 

1 (xx + tyi - X„) 
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E 
by{X\ - K) 

< \K 

1 (a^l - ^y)2 + (í/l)2 

^ (Xi - A^) 

E 
Vlày 

í (^x - A,.)2 + {yi)2 

< 

< 

„=1 (xi - A,,)2 + (2/1 )2 

(a^i - 0y) 

-■E 
yi 

^ (^1 - M2 + (yi)2 

S (xi - ^)2 + (yi)2 

1 

yi 

(^i - ^)2 + (yi)2 

y — 
(a:i - & + zyi) 

/i'(xi + Zí/i) 

/i(xi + zyj) 

onde a segunda igualdade é obtida pela expressão 
1 ib a — ib 

, tomando 
a + ib a — ib a2 + 62' 

a = Xi — A^ e 6 = 2/1. A desigualdade vem do fato de |(!)„| < 1. Podemos também 

substituir A^ por 0^, já que, como foi dito, na reta z = Xi + iy temos \z — f3u\ — |2 —A^l 

e por fim, utilizamos novamente a expressão dada acima. 

Obtemos assim, 

1/(^1 + zyi)| < \hl{x1 + Z2/!)! 

\g{x1 + iyi)\ ~ \h{x1 + iyi)\ ' 

Logo, por (3.13), temos \h'{x1 + ly^ > |/'(xi + iyi)\- 

Seja cr qualquer constante complexa tal que |q:| < \ e (j)[z) = 5(2) —a/i(xi + 2r —6). 

Seja F uma curva simples fechada que consiste do segmento de reta z •= b + iy e áa, 

porção do círculo com centro b e raio p, o qual fica a direita da reta. As relações 

(3.9) e (3.13) mostram que sobre o segmento de reta 2 = fe + z?/ de F, 

IHxx + iy)\< \g{x + iy)\ < \g{b + iy)\. 

Então, substituindo iy = z — b temos 

\h{xi -b2 — ò)| < g{z) para z £ b + iy : y e M. 

Como 

quando \z\ 

|y(2)l \czn + ... 1 

\ah[x\ + 2 — 6)| 1002"! |a| 

00, temos que Ip)^)! > |a6(xi -f 2 — 6)|. 

> 1, 
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Se p é suficientemente grande, a desigualdade acima é verdadeira para a porção 

circular de F, pois g[z) e h(z) têm o mesmo coeficiente principal. Assim, o Teorema 

de Rouché (veja o Teorema 2.11), dado no Capítulo 2 (tomando f = g e g = 

—ah{z + Xi — 6)), afirma que g{z) e (/)(z) = g(z) — ah[z + aq — 6) têm o mesmo 

número de zeros dentro de F. 

Como por hipótese g{z) não tem zeros nessa região, implica que (f)[z) também 

não tem zeros sobre ou a direita da reta b + iy. Essa afirmação, de acordo com o 

Teorema de Gauss-Lucas (veja o Teorema 2.12), implica que 4>'[z) não tem zeros na 

reta h-\- iy. 

Assim, para |a| < 1, 

^'(^ + í2/i) = 9 {h + iy\) - Oíh\xl +iy-í) / 0. 

Temos também que 

\9\z)\ \nzn 1 + . . . 
yTl—l 1 n>1- a \ah'{z + Xi — b)\ \anz' 

quando \z\ —+ oo, ou seja, |5f'(2)| > |a||/!.'(xi + íj/i)|, para |a| < 1 e \z\ —> oo. 

Segue então que \g'{b + iy\)\ > \h\xi + iyi)\ > |/'(xi + iyi)\, onde a última 

desigualdade foi provada anteriormente. 

Isso prova o teorema para k = l. 

Vejamos agora o teorema para A: > 1. Aplicando esse teorema para A; = 1 quando 

f{z) é a função g{z), a desigualdade (3.11) mostra que 

\g'{x + iy)\ < \g'{b + iy)\- a < x < b, -oo < y < oo. 

Vemos, então, que essa função g'{z) satisfaz as exigências impostas nesse teorema 

para a função g{z), pois além de valer a desigualdade acima, pelo Lema 3.1, |/ (x)| < 

l^f "(x)| nos zeros de g'{x). Então, podemos aplicar o teorema para / (x) ao invés de 

/(x) no caso A: = 1, que já mostramos ser verdadeiro. Desse modo, verificamos que 

|/"(x + Íy)\ < \g"{b + iy)\] a < x < b, -oo < y < oo, 
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que prova a desigualdade (3.11) para k — 2. 

Repetindo o mesmo argumento e aplicando o princípio da indução, mostramos 

a afirmação do teorema para qualquer k inteiro positivo. □ 

COROLÁRIO 3.1 Sejam f{z) e g{z) polinômios que satisfazem as exigências do 

Teorema 3.1, exceto a condição de f[z) ter coeficientes reais. Então, para k — 

1,2,..., n, 

l/WWISIs^WI, a<i<6. 

Demonstração: Diferenciando (fc — 1) vezes a expressão /'(,*;) = ^ tS ^ 

obtemos 

onde \8V\ = 

9\K) {z - KY 

, l/ dxk~1 x — ' l/=l u 

fihà 
TK) 

< 1. 

Se x é qualquer ponto do intervalo (a,ò),' f(k\x) atinge seu máximo quando 

^ = ±1 e como g'{x) = ^ . temos 

\f{k){x)\ < 
dk 1g'{x) 

dxk~l = a< x <b. □ 

3.2 Propriedade dos Polinômios de Chebyshev 

Como já dissemos, nessa segunda parte mostraremos que os polinômios de Che- 

byshev rn(x), satisfazem as condições impostas no teorema acima sobre o polinômio 

modelo g{z). Tomaremos a = —leò=l. 

Sabemos que os polinômios de Chebyshev, introduzidos na seção 2.1, são po- 

linômios de grau n definidos por Tn{x) = cosnO, x = cos9 e possuem n raízes reais 

e distintas em [—1,1]. 

Podemos escrever 

Tn{z) = cY[{z - cos6u), 9» = {v— ]-)n/n, ^ = 1,..., n e c = 2n_1. (3.15) 
í/=l 

Para chegar ao nosso objetivo, precisamos dos seguintes lemas: 
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LEMA 3.2 Seja {o,} a seqüência de 2n números não negativos e seja |qíÍ} um 

rearranjo dessa seqüência de acordo com a magnitude, 

«i > «2 > • • • > > 0- 

Então, se t > 0, 

(aiCV2 + 0(a3Q;4 + í) • • • {(Xln-l&ln + t) < (alQ!2 + 0(O;3a4+ 0 • • • (Q2n-la2n + 0- (3.16) 

Demonstração: Sejam Qi e 03 tão grandes quanto qualquer um dos a. Então, 

(Q1Q3 + t)(a2a4 + t) — {Oí\Oí2 + í)(Q!3Q!4 Ú- t) — í(ai — Q4)(q3 — Q?) > 0, 

pois í > 0, oq — oq > 0 e «3 — «2 > 0. Daí, 

(Q1Q3 -f Í)(q2Q:4 d" 0 — (ala2 d" t){oi30í4 d" t). 

Isso mostra que podemos rearranjar os a de modo que os dois maiores podem 

ser postos em um mesmo fator sem decrescer (3.16). □ 

LEMA 3.3 Os polinômios de Chebyshev satisfazem a desigualdade 

\Tn{x -f iy)\ < |Tn(l -f iy)\ para —1<x<1 e — oo < y < oo. 

Demonstração: Sabemos que 

1 
Tn{z) = C 13(2 - cos^j/), eu = {v - -)n/n, i/ = l,...,n. 

i/=l 

Como z = x -\- iy e \z\ = \/x2 + y2, temos 

|(x — cos du) + iy\ = {x — cos $„) d- y . 

Assim, 

\Tn{x + iy)\2 = c2 f[ {(x - cos^)2 d- y2] 
i/=i 

Se —1 < x < 1, podemos escrever x — cos6, 0 G [0,7r]. Então, 

\Tn{x + iy)\2 = c2 Y[ [(cos 6 - cos6„)2 + y2 

i/=i 
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Mas, como cos6 = e'9+e , então, 

f C fí .2 f (e10 + e-ie) - {eie" + e-^Y [cos 0 —cos 9^) = I^  

1 
= ^ [(e,e + e-'0)2 - 2{e10 + e-i0){ei0* + e"^) + [e'0" + e"0")2 

= ^ (e210 + e~2ie + e2'0" + e-2'0" + 4^ + 

_)_1 ^2[—e~i^0+0'/^ — e
1(e+e^) _ 

Por outro lado, sabemos que \z\2 = zz. Então, 

|ei5 _ e-^|2 = (ete _ e-ieu^e-iB _ ei0vj = 2 _ e-H6+6„) _ e.(0+0.) 

i0 J0„\2 _ (i e — e (eí0 _ _ e-^) = 2 _ e-W-O-) _ 

Multiplicando ambos, temos, 

|e
10 _ e_,®1'|2|e,e — e'fi'/|2 = 4 — 2e~i^s~0v^ — 2ei^0~8,/^ — 2e~i^+0'J^ + 

_|_g —_j_ ^ —   2ei(e+e^ -f- 

= e2ie -f e-2^ + e2'0" + e~2l6u + 4 + 

_l_2 _ e
i(e+e'') _ 

Dessa forma, podemos escrever 

(cos^ — cos^,,)2 = -\e10 — e -iev\2\eie _ e.^|2 

Logo, 

\Tn[x + iy)\2 = c2 fj 
iz=l 

i|g^_g-^|2|g.«_g^|2+ 

L41 11 1 y . 
(3.17) 

Geometricamente, e±l0v, u = l,...,n, representam 2n pontos igualmente dis- 

tribuídos em um círculo unitário. Unindo esses pontos ao ponto e10, obteremos 

2n cordas com o comprimento dados por \el9 — e±'0''|. Se 6 cresce ou decresce por 

qualquer múltiplo de obtemos um novo conjunto de cordas, mas o total do seu 

comprimento é o mesmo. 
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Escolhamos çí> tal que (j) = 6{mod^), < (J) < 

Se x' = cos então 

•1 
\Tn{x* + iy)\2 = c2 J~[ 

i/=i 

.i<t> 121 ^10^12 i 2 —e —e e —e +y 
L4 11 1 y , 

(3.18) 

onde os números \ são simplesmente um rearranjo dos números \exe—e±x61' |2 

que aparecem em (3.17). 

Na verdade, estamos aplicando o Lema 3.2 aos produtos em (3.17) e (3.18). 

Assim, unindo os números \e i<t> _ e±i8v 1 em (3.18) pela sua magnitude, temos 

\Tn{x + iy)\2 < |r„(x* + iy)|2. 

Por construção, x* + iy fica na faixa cos < x < 1, onde cos^j é a maior raiz de 

Tn{x). Assim, a distância de qualquer raiz a. x* -\- iy não é maior do que a distância 

da mesma raiz a 1 + iy, isto é, para 1 < ^ < n, 

|x* + iy — cos $„! < jl + iy — cos 

Logo, |x* — cos^|2 + y2 < |1 — cosí^l2 + y2 e portanto, x* — cos < 1 — cos9u. 
n n 

Dessa forma, obtemos c]^ |x* + iy — cos d^\ < c |1 + iy — cos 6^. 

Logo, de (3.15) temos |rn(x* + iy)| < \Tn{l + iy)|. □ 

3.3 As Desigualdades dos Irmãos Markov 

Nesta parte, mostraremos alguns resultados para Tn[x) e provaremos a desigual- 

dade de V. A. Markov. 

LEMA 3.4 Seja /(x) um polinômio de grau n satisfazendo |/(x)l < 1 em x = 

cos^vn/n), u — 0,1,... ,n. Então, 

|/'(x)|<n(l-x2)^, 

x = ^ = cos[(í2 - ^)7r/n], n =,!,...,n. 

A igualdade pode ocorrer apenas se /(x) = ^Tn[x), para alguma constante 7, I7I = 1. 
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Demonstração: Vimos em (2.13), que podemos escrever T'n = nUn-i, onde Un-i é 

o polinômio de grau n — 1, chamado polinômio de Chebyshev de segunda espécie. 

Temos que 
n —1 

Un-i = 2n~1 ]()[ [^ — cos(i/7r/n)]. 
i/=i 

71—1 
Seja ip{x) = (1 — x2)T7((x) = n(l — x2)2" 1 — cos(z/7r/n)]. 

Observemos agora que 
i/=i 

(x2 — 1) = [(x — cos(07r/n))(x — cos(n7r/ra))] 

= (x-l)(x + l), 

o que implica em 

^(x) = (1 — x2)T'n(x) = a JÍ[(x — cos(í/7r/n)), 
u=0 

onde a = (—1)2" 1n. 

Sabemos que os polinômios de Chebyshev satisfazem h equação diferencial 

(1 - x2)T^{x) - xT'n{x) + n2Tn{x) = 0, 

por isso podemos escrever, 

^'(x) = -2xr^(x) + (1 - x2)T^{x) = -2xT'n{x) + xT^(x) - n2Tn{x) 

ou seja, 

^'(x) = -xT'n{x) - n2Tn{x). 

Da fórmula de interpolação de Lagrange, usando rj^ — cos{i>r/n), temos 

f(*) = í:rn") ^ 
0'(^) - Vu)' 

Diferenciando essa fórmula para /(x) e substituindo o valor de ip'{x) obtemos, 

f'( ) = /(^) (x - v^\x) - ^ix) 
J{X) (x-r/.)2 

V (X ~ _ ri2Tn{x)) - (1 - x2)T^{x) 2.^ j'I (x - ri„y 
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Nos zeros de Tn{x), isto é, para x = a última igualdade reduz-se a 

/'(x) = ~ ^~xTn(x)) ~ i1 - x2)Tnix) 

i/=0 {x - rj^y 

_T'( \ A /(^) (1 - 
nl 

Seguindo o mesmo caminho, nos zeros de Tn{x), obtemos 

ÚH = -hMè|75471^7, 

como Tn^t]») e ip [r]») tem sinais opostos, pois = —xT^rj»), segue que 

(3.19) 

ÚW = ÚW E 
i/=0 

1 (1 - xr]v) 

(x - Tj^y " 
(3.20) 

Agora, por hipótese, l/í^^)! < 1. Comparando então (3.19) e (3.20), 

|/'(z)| < |r:(x)|, sempre que Tn(x) = 0. 

A igualdade ocorre apenas se /(t/^) = T?^^), // = 0,1,..., n , onde 7 é cons- 

tante, I7I = 1. □ 

Teorema 3.2 Se f[z) é um polinômio de grau n com coeficientes reais e se \f{g^)\ < 

1, 1/ = 0,1,..., n , então, para k = 1,2,..., n, 

|/(/:)(x + iy) | < |rifc)(l + zy)|; -1 < x < 1, -00 <y < 00. 

A igualdade pode ocorrer apenas se f{z) = ±Tn{z). 

Demonstração: Para demonstrarmos esse teorema, vamos recordar rapidamente al- 

guns resultados básicos já vistos neste capítulo. 
n 

Lema 3.1: Se g{z) = cJJ(2 — A,,) e (/'(A^)) < (5f'(A^)|, então, para g(k~l\z) = 0, 

temos \fik){z)\ < |5í(fcl(z)|. 

Teorema 3.1: Se ^(x + iy)\ < \g{b + iy)\, a < x < b, —00 < y < 00 e |/'(x)| < 

|^'(x)|, sempre que ^(x) = 0, então, |/'fc'(x + iy)\ < Ig^^b + iy)\, a < x < b, —00 < 

y < 00. 
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Lema 3.3: \Tn{x + iy)\ < \Tn{ 1 + ??/)|; —1 < x < 1, —oo < y < oo. 

Lema 3.4: Se |/(^)| < 1, ou seja, 1/(^)1 < |rn(77„)|, v = 1,2,..., então 

|/'(6)l < "(1 - x2)^ = l^(^)| e temos igualdade se /(x) = -yT^x), |7| = 1. 

Pela hipótese deste teorema, o polinômio f[z) deve satisfazer 

1/(^)1 < 1 = \Tn{riv)\, ^ = 0, l,...,n. 

Então, pelo Lema 3.4, temos |/'(ifi/)| < 17^(^)1, ou seja, o polinômio de Chebyshev 

satisfaz às exigências do Lema 3.1 e, portanto, \f^k^{z)\ < 17^(2)1. Então, tomando 

k = 1 e 2 = £„, observamos que a segunda exigência do Teorema 3.1 é também satis- 

feita e a primeira, por sua vez, é satisfeita pelo Lema 3.3. Logo, como conseqüência, 

temos 

|/(fc)(x + iy)\ < [T^il + iy)\, -1 < x < 1, -oo < y < oo. □ 

TEOREMA 3.3 Seja f{z) um polinômio de grau n satisfazendo \f{T]w)\ ^ 1) ^ = 

0,1,...,n. Então, para k = 1,2,... ,n, 

n2(n2 — l2). . . (n2 — {k — l)2) 

1.3.5 ... {2k — 1) 

A igualdade pode ocorrer apenas se f{z) = -yTn(z), I7I = 1. 

(3.21) 

Demonstração: Observemos que esse teorema é uma conseqüência do Teorema 3.2. 

Basta tomarmos y = 0. Assim, pelo Teorema 3.2, se \f{r]u)\ < 1, v = 0,... ,n 

e, então, |/^(x + iy)\ < 17^^(1 + iy)\, k = l,...,n. Tomando y = 0, temos 

1/W(x)| < |7^)(1)|. Dessa forma, precisamos apenas mostrar que 

n2(n2 — l2)... (n2 — (& — l)2) 
|r<7i)! = 

Diferenciando a equação diferencial 

1.3.5. . . {2k - 1) 

(1 - 22)7;(2) - 27^(2) + n27n(2) - 0 

k vezes, obtemos 

(1 - 22)7(fc+2)(2) - (2k + l)27<fc+1'(2) + (n2 - k2)T^k\z) = 0. 
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Substituindo z — 1 temos 

(2fc + l)rf+1l(l) = (n2 - À:2)jf>(l). (3.22) 

Agora, rn(l) = n2 e através da igualdade (3.22), provaremos por indução que 

rW(l) é igual ao lado direito de (3.21). 

Suponhamos que a igualdade (3.22) vale para k — 2. Logo, 

|T(*-i,m| = u2(n2 — l2) . . . (n2 — [k — 2)2) 
' 71 { 11 1.3.5... (2^-3) 

Mostremos que vale para k — l. Substituindo A; = A: — 1 na igualdade (3.22), obtemos 

(2(t - 1) + i)rW(i) = (n2 -(k- i)2)Ti'-1'(i) 

o que implica em 

|r«(i)| = 
n (n — 1 ). . . ("n — {k — 1) ) 

1.3.5... (2A: - 1) ' 
□ 
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Capítulo 4 

Desigualdades Polinomiais do 

Tipo Markov na Norma L2 

Introdução 

Seja p € 7rn um polinômio de grau n. Consideremos o seguinte problema extremo: 

Dada uma norma H-H, determinar a melhor constante An tal que 

lb'|| < An 

isto é, 

An = max 
PÊTn 

\\p 
(4,1) 

Como já mencionamos no Capítulo 1, o primeiro resultado nesse sentido, é a 

conhecida desigualdade clássica de A. A. Markov, onde ele utiliza a norma uniforme 

no intervalo [—1,1], A desigualdade para altas derivadas de p foi descoberta por seu 

irmão V. A. Markov em 1892. Os resultados de A. A. Markov e V. A. Markov, foram 

provados no capítulo anterior. 

Neste capítulo, daremos a solução do problema extremo dado em (4.1) utilizando 

a norma L2, reduzindo-o a um problema de auto-valores e auto-vetores de matrizes. 

A ferramenta fundamental para esse objetivo é o Teorema de Rayleigh-Ritz, cujas 

afirmação e demonstração foram dadas no Capítulo 2. 
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4.1 Redução da desigualdade de Markov na Norma 

L2 para um problema de auto-valores e auto- 

vetores de matrizes 

Seja a norma da função / definida por 

\'2= í f2{tMt)dt, 
J a 

onde (a, b) (Z IR e u>{t) é uma função peso. 

4.1.1 Redução do problema extremo para o máximo auto- 

valor de uma dada matriz 

Consideremos o problema extremo dado em (4.1). 

Seja Pi{t) uma seqüência de polinômios ortonormais com respeito a função peso 

e os elementos cq-j da matriz simétrica n x n 

/ 
«1,1 "1,2 • ' ' «l.n 

Q2,l «2,2 " • • Q!2,n 

\ ^n,l ^n,2 a 

(4.2) 

n,n y 

dados por a,j = p^tjpAtju^dt. 

TEOREMA 4.1 Para qualquer polinômio p G 7rn, ||p'|| < Amax(y4) ||p||, onde Amax(A) 

é o maior auto-valor da matriz A. Além disso, a igualdade é atingida se, e somente 

se, p{t) = p*{t) = YJi=\ aiPi{t), onde [uj,... ,0*]' é o auto-vetor da matriz A asso- 

ciado ao auto-valor Amax(y4). 

Demonstração: Seja pn{t) uma seqüência de polinômios ortonormais de grau n. Pelo 

Teorema 2.1, esses polinômios são linearmente independentes. Assim, po,... ,pn, for- 

mam uma base em 7rn. Portanto, pelo Teorema 2.2, existe um único vetor (ao,..., an) G 
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JRn+1 tal que o polinômio p pode ser representado de forma única como 

p{t) = a0po{t) + ... + anpn{t) = aiPi{t) 
i=0 

e, consequentemente, 

IL 
p\t) = aop0{t) + ... + anp'n{t) = Y ViPiit). 

t=i 

Observemos que p0{t) = 0, visto que po{t) = c, onde c é uma constante. 

Assim, 

Ibll2 = / p2{t)uj{t)dt J a 

= ±aU p2i{t)UJ{t)dt + 2 Y a*a3 / Pi{t)p3{t)u3Ít)dt 
1=0 Ja 0<i<j<n a 

n 

= 
1=0 

onde, na segunda igualdade, utilizamos o Lema 2.1 e a última igualdade vem do fato 

de po,... ,pn serem ortonormais. Além disso, 

lb'112 = / {p {t))2uj{t)dt 
J a 

= ±aU {Pi{t))2u{t)dt + 2 Y a'a3 I PÁ^pM)^1)^- ■ -i J CL i    ^ J d 1 = 1 1 < 2< n 

Recordando que /a
f'[p-(<)]2a;(t)íít = e pi{t)pAt)Ljü{t)dt — a.j, temos 

max lb'l 
peiTn ||p||2 

= max < ^ a,2a,,, + 2 ^ i 
I V=1 l<t<j<n 

/ J^a2 : ao,. .. ,o[„ G > . 
t'=0 | 

Como o numerador não depende de üq, o máximo será atingido para üq = 0, ou seja, 

A2 = max \ ( Y aia^ + 2 ü 1 

^ 1=1 l<i<j<n 
/^a2 : ai,...,an € 

i=i 
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O nosso problema então reduz-se a encontrar o máximo de 

^ ^ Q,^Cí{ { -j- 2 ^ ^ CL{QjjOí{j 

k z=l IKiKj^n 
(4.3) 

sujeito a = 1. Observemos que (4.3) pode ser escrito como max {a^a : (a,a) = 1}, 
i=l 

onde A é a. matriz dada por (4.2) e o vetor a = (ai,..., an). 

Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, encontrar o máximo de od^la; a = (ai,... ,an) 

sujeito a {a, a) = 1, é encontrar o maior auto-valor da matriz A, ou seja, 

lb'||2< Amax(yl) |b||2. (4.4) 

Além disso, (4.4) reduz-se a igualdade se p{t) — p* = y)a*p,(f), onde [aÔ,..., a*]' é 
i=0 

o auto-vetor da matriz A associado ao auto-valor Amax(A). □ 

Consideremos agora o seguinte problema extremo para as altas derivadas de p\ 

Determinar a melhor constante An}k tal que 

An,k = max 
pÇ-Kn 

l < k < n. (4.5) 

TEOREMA 4.2 A melhor constante An<k definida em (4.5) é dada por 

An,k — Y/ Amax ( Ífií k ) , 

onde XmSLx{Bn,k) é o maior auto-valor da matriz 

í hW Ak) 0k,k 0k,k+\ 

B n}k 
h(k) b(k) 0fc+i,fc 0k+i,k+\ 

b{k) 
\ 0n,k h(k) 

n,fc+l 

c 

Cl.» 

//'■i , n,n / 

cujos elementos são dados por b\kj = ^pf\t)p"k\t)co{t)dt. 

O polinômio extremo é p*{t) = J2i=k aiPi{t)> on^e [aA:, «Jt+i? • • • ? «n]4 é 0 auto- 

vetor de Bn,k correspondente ao auto-valor Amax(.6n,fc). 
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Demonstração: Seja p G 7rn, um polinômio de grau n. Assim, de maneira análoga ao 

teorema anterior, p pode ser representado unicamente da forma 

PÍt) = J2a'P^t) 
t—O 

e, portanto, Er=o «2 

Por outro lado, sabemos que p^(t) = y^ajp^(t). Logo, 
i=k 

\\p(k)\\2 = j í'èa'P.(fc)(í)) 
a \i=k / 

= Ealí {p\k){t))2uj{t)dt + 2 a'aJ / 
i=k a k<i<ij Kn a 

Como í {p[k\t))2u:[t)dt = b(k} e í p^[tjp^{t)uj{t)dt = ò^, temos, 
J a J a 

•4ÍU = max 
I|P("I|: 

PÊTn ||p||2 

n 

max 

Ea^+2 E 
k<i<j<n i — k 

al + ai + . . . + a2
n 

• ÜQ-f • • • : @n ^ 

Como o numerador não depende de üq, ..., «t-i, temos que o máximo será atingido 

para üq = ai = ... = ak-\ = 0. Assim, 

= max 
ak,...,an£lFi 

E"?6!? +2 E "."A? 
i=k k<i<.j<.n 

al + ... + al 
max 

e {^Bn ^a 

aeR 0*0 

onde a = [a/t,..., ün]. 

Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, 

\\p(k)\\2 

An.k = max ||m||2 = Amax(jBn,/t), p67rn 

ou seja, Iíp"1!!2 < K.ABIIpII2, que se reduz a igualdade se tomarmos p{t) = 
n 

p*(t) = y^a*pi(t), onde [e]t5ait+i) ■ ■ ■ ^ 0 auto-vetor da matriz Bntk correspon- 
i=k 

dente a Amax(-£?n^). D 

Daremos, agora, alguns exemplos dos resultados fornecidos pelos teoremas dados 

acima. 
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4.1.2 Casos Particulares 

A Desigualdade de Schmidt 

Para o problema (4.1), demonstraremos o seguinte resultado de Schmidt [20]: 
/OO 2 

e_í f[t)2dt. Então, a melhor constante em 
-OO 

(4.1) e An = \/2n. O polinômio extremo é o polinômio de Hermite Hn. 

Vamos determinar a melhor constante An tal que 

II/'||2<^||/||2, ft-Kn. 

Seja 

/W = è".-fr(W 
,=0 7r4 22 Vi' 

onde Hi{t) é o polinômio de Hermite e at os coeficientes. Podemos, assim, representar 

/ como combinação linear única desses polinômios, uma vez que Hi{t) formam base 

ortogonal. 
n 

Chamemos /t,(<) = Hi(t)/ (V4 22 x/dj . Assim, podemos escrever/(í) = 

Logo, 
t=0 

r-foo 
= / e ^ dt 

= J+0°e-<2±aW{t)dt 
J-00 i=0 

71 

= Eal 
i=0 

pois 

e daí, 

r^hum = rv-SíiL,== 2 
J-00 'y ' J-00 0F2'í! 

/+00 2 

e_< hi{t)hj{t)dt = 6itj, 
-OO 

onde a primeira igualdade vem da identidade (2.8) dos polinômios de Hermite. Por 

outro lado, 

/(O = è a,^). 
! = 0 
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Então, 

/-f-OO 
e-" 

■0<, i=0 

j —OO r. 

Agora, por (2.9), 

= —r^rjpH^t) = i l r-2iHi-i. 
TnZ^^i] n*Z2\/i- 

Logo, 

/+oo 9 /*- 
e"4 (^(t))2^ = / 

-OO J — 

= / 

OO 
OO 

^/7r2'i\ 
dt 

-t 2 4i „2 

-v/7r2,í! 
H^dt 

4z5 

vAr2,z! 

Pela identidade (2.8), 

/ + 00 9 < 4?2 

<="' dt = — 1)! = 2i -OO i/TTZn! v/7r2í2;! 

n 
Portanto, ||/'|(2 = y~)a22i. 

Í = 1 
Podemos agora calcular o valor de A2. 

A2 - maxMl! 
" ~ ^"ll/ll2 

{n n ^ 
^ a^2i/ ^2 : a0,..., an £ 1R \ . 
1=1 1=0 ) 

Vemos que o numerador não depende de «q. Portanto, 

{n n ^ 

J2 a*2i/ Y2al '■ aiT ■■ ian £ IR-f 
t=l i=l ) 

a Ba 
max —-—. 
aeR ora 

onde a — [cti,..., on]. 
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Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, devemos encontrar o maior auto-valor da matriz 

diagonal B, com elementos {2,4, 6,... , 2n} . 

Obviamente, o maior auto-valor dessa matriz é 2n, portanto, ||/'||2 < Amax(i?) ||/||2, 

ou seja, ||/'||2 < 2n||/||2. 

Além disso, o maior valor de ||/'|12/||/||2 é atingido se, e somente se, o vetor 

[ai,..., fln]' = còn, onde hn é o auto-vetor de B associado a An. Por outro lado, òn = 

[0,0,..., 1]'. Assim, a função /*(í) para a qual temos igualdade é f*(t) = cHn{t). 

Para o problema (4.5), isto é, para a k-ésima derivada de /, encontramos 

ll/Wf <2i
n(n-l)...(n-t+l)||/||2, 

com igualdade se, e somente se, f(t) — cHn(t). □ 

A Desigualdade Clássica de Bernstein 

Consideremos agora a desigualdade clássica de Bernstein dada por 

ou, equivalentemente, 

Vi - <2 |p'(f)| < «iipiioo, í e |-i, i], 

|p'(f)l < »IIpIU/Vi - í2, ( e (-1, i). 

(4.6) 

(4.7) 

Para quaisquer pares de números reais a>—1,/?>—1, denotamos por u)atp(t) = 

(1 — + 0 e ^0,(1) = tae~t as funções pesos associadas, respectivamente, aos 

polinômios de Jacobi P^a'^ e Laguerre Ll"'. 

Sejam 

/ C \1/2 

ii&tP) '■= , 

/ roo \ 1/2 
I (a) ■= (jo UJa{t)f2{t)dtj . 

Os resultados que seguem, foram demonstrados em [8]. 
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TEOREMA 4.3 (i) Para p £ nn 

II Vl - t2 p\t)\\(at0) < (n(n + a + f3+ 1))1/2 ||p||(a^) 

e vale a igualdade se, e somente se, p{t) = 

(ii)Para p G 7rn 

llVí P (í ) ||(a) < "1/2||p||(a), 

onde a igualdade é atingida se, e somente se, p(t) = 

(4.8) 

(4.9) 

Demonstração: (i) Vimos que todo p G Trn pode ser representado unicamente da 

forma p{t) = Z)r=o Q!t-f>/0,'^(í)' assim? 

1.0) = /'o- i)°(i+-tottppy,. 
J-1 1=0 

Pela identidade (2.2), 

py 
i=0 

(a,/3) - Z-. 
2=0 

Por outro lado, 

iix/r^vwiiu /' (i - í)°(i + í),'Ê^(v/r^)2(^(°''") 
•/_1 í=0 

Va,2 (1 - Í)Q+1(1 + 
.=o J-1 

èa2 f (1 - Í)Q+1(1 + t^iaP^1'0^) 
i=o •2_1 

'dt 

dt 

(a+1,0+1), 
i=0 

_ i+a+j3+l onde a penúltima igualdade vem da identidade (2.1), com Cj = 

Usando agora a identidade (2.2) e a relação de recorrência da função gamma 

dada por T{z + 1) = zV{z) temos, 

HVi -í2 pWIIk/J) = èQ 
(i + a + /3 + l)2 U{a+1,0+1) 

A l — 1 
1=0 

G„1,, ,1,-1 + « + i)r(i + /) + !) 2^0.^1 + a -\- p -[- \) 1 
t=0 (2i + a + /? + i)r(i)r(i + 0 + ^ + 2) 
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= + q +/^ 1)22Q+/3+1 

1=0 

x r(? + q + i)T{i 4-/3 + 1)  

(2z + Q + /? + l)(r(z + l)/0(í + a + /? + l)r(i + a + /? + 1) 

= Yla^i{i + ct +/3 + l)h\a'0\ 
i=0 

Dessa forma, concluímos que 

\\Vr^At)\\lm/Mlm = ±a]i(i + a + 0+l)hl
í'-^/±aUl°J3K 

1=0 t=0 

Chamemos a?h\a = a?. Então, temos que encontrar 

f n n ^ 
max 1+ a + /^ + !)/ ü ai2 '■ 0.0, ■ • ■ ,an e IR? ■ 

Ií=0 i=0 J 

Seja a = [ao,...,an]) então nosso problema se reduz a encontrar o máximo de 

o^Ca/cda, onde C* é a matriz diagonal com elementos {i[i + q + /3 + 1),« = 0,..., n} . 

Logo, pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, devemos encontrar o maior auto-valor 

dessa matriz, que obviamente é dado por n(n + a + /3 + 1), o que implica em 

\\Vl - t2p {t)\\2(atP) < n(n + a + /3 + 

(ii) Tomemos agora p G tt da forma 

P(0 = 
t=0 

Então, 

2 
(a) 

Jo ,=0 
Pt n QQ 

Zcí 
Jo t=0 

n 
- Vo2llf(a'll2 

/ . i 11 i 1' (a) ' 
1=0 

Assim, pela identidade (2.7) dos polinômios de Laguerre, 

2 
(a) EoN""'. 

1=0 
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dt 

Por outro lado, 

f OO 
llvíptOli;., = / fe-1 •£Via,Lf°\t) 

Jo Lt=o 
p QQ 

= Tal I t^e-UL^fdt. 
i=o Jo 

Usando as identidades (2.5), (2.7) e r(2 -f 1) = zT{z) obtemos 

71 n oo 

l|V<P'(í)ll?0) = E^/0 
i—o 

n 
E 2|i r (a + l)||2 

ll-^í-1 II (a 
i=0 

= 5:tt?r(0 + 2) 
1=0 

+1) 

Z -f Q 

i — 1 

-l2Í' i nrr-i i i\a)(l 0 i)---(Q: + 2) 2^ Q. (Q +  (• _   
1=0 

E^r(a + 1) 
(z + Q;)(z + a — 1)... (a + 1) 

i=0 z! 

Zch^ 
i=0 

Portanto, 

l|V<p(í)||fQ)/||p||(Q) = yia2
lh\a)/J2a*h\a). 

1=0 i=0 

De maneira análoga ao item (i) , achar o máximo da igualdade acima é encontrar 

o maior auto-valor da matriz diagonal dada pelos elementos {z;z = 0, ...,n}, sendo 

assim, 

\\Vtp it)\\2(a) < n||p||(Q). 

Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se, ao = ... = an_i = 0 e an é 

uma constante arbitrária diferente de zero. □ 

A Desigualdade para os Polinômios de Bessel Generalizados 

Os polinômios de Bessel generalizados z/n(í;a,/?), são caracterizados como po- 

linômios extremos em certas desigualdades do tipo Markov na Norma Z/2. São defi- 

nidos por 
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yn{t]Oí,f3) := J2i-n)k{n + 0-1), 
k=0 

i-t/py 
k\ 

(4.10) 

onde (a)o := 1, (a)fc := a{a + 1) • • • (a + A: — 1), A: > 1. 

Além disso, satisfazem a seguinte condição de ortogonalidade 

roo 

Jo 
-lo-P/t yj{t;a,f3)ym{t;a,0)dt = 0 a — 1 j- 

l - a - 2j 

Para a, 0 £ IR, 0 > 0,n £ Nq = NU0e2n< 1 — a, 

,T{2 - a - j)Sjm. (4.11) 

Q,7rn r ta-2e-0/tp2{t)dt 
Jo 

1/2 
(4.12) 

Sob essas condições para a,0 e n, l|p'11^+2,7rn_1 está bem definida, pois as desigual- 

dades 2n < 1 — a e 2(n — 1) < 1 — (a -f 2) são equivalentes. 

Os resultados que seguem, foram demonstrados em [2], 

Para a norma dada em (4.12), provemos a'seguinte desigualdade do tipo Markov 

para a qual os polinômios de Bessel generalizados são os polinômios extremos: 

TEOREMA 4.4 Sejam a, 0 £ IR, 0 > 0,n £ Nq e 2n < 1 — q. Para todo p G 7rn e 

qualquer inteiro positivo k, k < n, 

\\p{k)\Uu.,„.k < 
n! k 

1/2 

(4 — q — n — 3j) 1 ||p|U^n. (4.13) 
(n - A:)! f-Ji 

Além disso, para k = l,---,n, a igualdade é atingida se, e somente se, p é uma 

constante múltipla de yn{t-, ex, 0). 

Demonstração: Os polinômios de Bessel generalizados de grau n satisfazem a se- 

guinte equação de diferencial de segunda ordem: 

t2y + {at + 0)y — n{n + a — l)y = 0. (4.14) 

Podemos reescrever a equação acima da forma 

{tae-0/ty')' = n{n + a-\)ta-2e-0lty (4.15) 
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Desse modo, de (4.10) segue que 

' ^ ^ n-ín + a — 1) , . 
ynit'iaiP)=  g yn-l{t] Qí + 2, (3). (4.16) 

A fim de demonstrarmos o teorema, provaremos primeiro a desigualdade (4.13) 

para A; = 1. Seja p um polinômio de grau n. Considerando as restrições sobre a,/3 e 

n, os polinômios yo{t', a, /?), • ■ •, ?/„(<; a, /3) são ortogonais e, assim, formam base em 

Trn e p pode ser representado unicamente da forma p{t) = )Cj=o ajyji^: ai P), onde 

\ 1/2 
yj{t](*,/3) 

1 - q - 2j 
yj{t-,a,P), i = 0, , n 1;!r(2 - a - j)j 

são os polinômios de Bessel generalizados ortonormalizados. Dessa forma, 

2 = Va2 
oi,Trn J" 

J=0 

Desde que p {t) — ajy'j{i'ia: 1^) então, de-(4.16), temos 

)
1/2 JÜ + Q - 1) 

0 
i/J_i(í;a + 2,^). 

Notemos que os polinômios yo{t', o + 2, /3), ■ ■ ■, yn_\[t\ a + 2, ^) são ortogonais em 

(0,oo) com respeito a função peso e a condição a < 1 — 2n é equivalente 

a a + 2 < 1 — 2(n — 1). Dessa forma, podemos aplicar (4.11) para a = a + 2 e 

Assim, 

IIP'"2 aí+2,7rn_i 
Jroo a 

o 

\-a-2j j2(i + a-l)5 

P2 
{yi-l{t\a + 2,P))2 dt 

1)2y+1,Ü, ''Lm-.,-;) 
U 1P^j\T{2-a-j) P 

ij2{j + " - l)2(j - l)!r(l -Oí-j) 

1 - a -2j 

Es2 

i=i ;!(! -a- j)r(l - a - j) 

^ 2J
2(l-a-j)20'-l)! 

kaj 

XjX1 - a-j)a 
i=i 
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Temos então, 

A' : max 
Hp 

' II2 
a4-2,7rn_i 

Per" INIa,. 

= max<^j(l - oí - j)a]lY^a] :ao,...,an E IR \ 
[j=l i=o 

Como o numerador não depende de «o, o máximo é atingido para ao = 0. Assim, 

Al = max |^7(1 - a - j)a]/ Y^a] : aj,...,an G ír| . (4.17) 

Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, achar o máximo de (4.17) é encontrar o maior 

auto-valor da matriz diagonal A com elementos {j(l — a — j), j — l,...,n} que 

obviamente é dado por n(l — a — n). 

Assim, temos 

IIp'l|c«+2,7rn_i < (n(l - í>- n))2||p||Qiffn. 

Provamos, então, a desigualdade para k = 1. 

Da mesma forma, a desigualdade (4.13) pode ser provada para k = 2,... ,n. □ 

4.1.3 Redução do problema extremo para o mínimo auto- 

valor de uma dada matriz 

Observemos que esses problemas do tipo Markov, ou seja, encontrar a melhor 

constante An^ tal que 

Anik = max 
||PW|| 

é semelhante a resolver o problema da forma 

An'k = ^ÍÍÍÍ ||pw||' 

Provaremos o seguinte resultado: 

TEOREMA 4.5 Sejam go,. .., çn uma seqüência de polinômios que satisfazem as se- 

guintes propriedades: 
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\) qi é um polinômio de grau exatamente i. 

2) q[k\ ..., são ortonormais em respeito ao produto interno / f{t)g[t)uj{t)dt. 
J a 

Então, 

An,k 
1 

onde Cn^k — — 

(Amln(Cn,fc)) 

/ qi^q^u^dt 
J a 

1 i 
2 

ÍJ=0 

Demonstração: Seja q um polinômio qualquer de grau n, sabemos que existem cons- 

tantes üq, ... ,an tais que o polinômio q pode ser representado de forma única como 

combinação linear dos polinômios ço, ■ • ■ iÇn, isto é, 

Ç(0 ^oÇo(0 d- • • • d" ^ . diÇI(0 
1=0 

e, consequentemente, 

- n.n^l q( '{t) = a0q(
0 '(<) + .. . -f anq[ '{t) = ^q] '{t). 

x—k 

Observemos que % v-) = ■ ■ • = Qk-iW = 0' visto que eles são constantes. 

Assim, 

rb 
= / q2{t)uj{t)dt 

J a 
n ^ rb  ^ rb 

= qf{t)u>{t)dt+ 2 V a.Gj / q^q^t^^dt. 
1=0 Ja 0<i<j<n a 

rb rb 
Lembremos que / q^{t)u{t)dt = aM e / qx{t)q3{t)üj(t)dt = q.j. Desse modo, 

v/ a Ja 
temos 

Por outro lado, 

IU(D||2 _ 

^ a ■ a,,, + 2 ^ aiajCtij. 
0<i<j<n i=0 

J a 

±aU {q-k\t))2^{t)dt+ 2 a'aJ [ 
i=k a Ja 

n 

Eal 

k<i<j<n 

i=k 
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pois, de acordo com a hipótese do teorema, q[k\ ..., são ortonormais. 

Logo, 

||9W||2 

= max^^a^/ ^a1
2oliI + 2 ^ a.aja. j J : Oq, ..., an G iR 

l í=A: \ 2=0 0<i<j<n I 

Esse problema é equivalente a 

1 

A* 
= min < aiat,' + 2 X] a 2 dj &i}j / ^ ^ • • • 9 Q"n ^ 

n,k ^ \^i=0 0<í<j<n y i=k 

Obviamente o mínimo é atingido quando ao = . . . = a^.i = 0, isto é, 

1 / 7 \ 

- = min ^ j 2^ «,^«1,1 + 2 2_^ ) / 
i—k Al 

min ^ ^ a2at,t + 2 ^ 

^ Cn,A:^ 

,j 1 / ^ • • • ? ^ 

= min 

onde a = [ajt,..., an]. 

Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, 

42 
n,k 

ou seja, 

An^lr — 
_J_  

(Amm(Cn,fc))J 
□ 

4.1.4 Caso Particular 

Como exemplo do teorema anterior, demonstraremos o seguinte problema de 

Turán [24]; 

Sejam (a, b) — (0, oo) e a norma de f dada por 

roo 
/ 2ae-72(2)d2. 

Jo 

Determinar a melhor constante tal que A2 = max||/ 
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Seja / qualquer polinômio de grau n. Definimos as constantes c\a\ f = 0,... ,n 

da forma 

c<r' = (r(a + i)): -1 
2 e 

■ 
^ f -f Q — 1 \ (a) rK. ' — 02 r(a + l) 

V Z-1 /. 

, i = 

Então, / pode ser escrito unicamente como 

/(*) = 
i=0 z=0 

onde são os polinômios de Laguerre e a segunda igualdade vem da identidade 

(2.4). Assim, 

/(o=f2a'cia)iL^~1)(t) = 
2—1 2=1 

Observemos que nossa somatória se inicia para i = 1, já que para i = 0, por (2.4), 

ela seria nula. Notemos, também, que a última igualdade da expressão acima vem 

da relação (2.5). 

Sendo assim, utilizando a identidade (2.7) dos polinômios de Laguerre temos 

r oo í ^ \ ^ 

ll/ll2 = lCe- ^'"'ddw dt 
V 2 = 1 

p oo ^ 

Jo ,=i 

ti ria) íiWi, 

1=1 

= i>2(4,,)2iiiSl|2 

2 — 1 

2/ (a)N2p/ il^l 
= 2^a.(c. ) r(Q + o 

í=1 \ f — 1 

= E al 
1 = 1 

Por outro lado, a ortogonalidade dos polinômios de Laguerre, implica em 
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= Ê«?(<í)2 r - 2L\°\t)Lt\{t) + (Lt\(t))2<It + 
i=o Jo 

+2 £ 0,a)ci°'c;°' rt°e-\L[°\t) 
0<t<j<n ^ 

= t aUc'r))1{ft'e-mt))2dt + £ ^-'(L^Wfdt) + 

0<»<j<n ■;0 

Observemos que, L,Lj-\ / O se, e somente se, i = j — 1, ou seja, 

2 = ■■2(cS)2(ll4°)ll2 + l|i-1
,||2) 

+ Êa2(cr)2(||il°'||2 + ||iaiP) 
2 = 1 

n — l 
~2aoaicòa'4Q'||LoQ'||2 - 2 ^ 0.»,+lC!°'cSl lli,'""!!2. 

1 = 1 

Podemos simplicar a expressão acima, notemos ainda que: 

Itó'!!2 = o, 

(||i|"",||2 + ||iSll2) = r(Q + i) 

/»(o)\2|| r(o)||2 _ ^(02 + I) _ 
( o ) II o II p(Q + 1) 

(4°l)2(4'"))2lli!.°)ll2 - —L 

^ Í + Q 

\ 

(r(a+l))l 

i + Q — 1 

i — 1 

\ 

/ J 

' ( \ l 

r(a + l) 

Io J 

jr(a + 1) — 1, 

(c!'",)2(CS,,)2iií!'"II2 

r(a + 1) 

/ \ 
z + a 

r(a + 1) 
/ • i ! \ i -\- a — \ 

\ 
i — 1 / J 

r(a + l) 
i-f a 

i 
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/ ■ , l -f Q 

\ 
/ , 

\ 

i -\- a — \ ^ 

i - 1 

l • i ^ i -\- a 

\ 

( i i -\- a — i 

\ l-1 

Usando todas essas relações, obternos 

z + Q a 
—:— = 1 + —. 

i i 

Logo, 

A„ — max 
71 /e7r„ 

ll/IP 

t=i 

= max 

n— 1 

i=l 

i 

ll/l|2 = ao + ^2, a'2 ( ^ T ) — 2aoai — 2 ^ aíCti+i (1 + . 

a0 a"eíí ag + Er=i (2 + f) af - 2aoa1 - 2Er="i1 (l + t)" «.«.+1 

Esse problema é equivalente a 

1 _ . «ã + Er=i(2+f)a.2-2aoa1-2Er=-1
1(l + f)'a.a.+1 

,o — mm 

A? a,e/í a? + • • •< 
(4.18) 

Consideremos o numerador do lado direito de (4.18) como C(ao,... ,an). Obser- 

vemos que o denominador de (4.18) não depende de ao- Daí, o mínimo do quociente 

(4.18) relativamente a ao é atingido no ponto de mínimo relativamente à mesma 

variável do numerador C(ao,. -., an). 

Desde que = 2ao — 2ai = 0 se, e somente se, ao = ai, teremos ponto de 

mínimo com respeito a ao para 00 = 0!. 

Dessa forma, podemos escrever 

= mm 
".eu 

t=i 

71—1 

i—l 

1 

«? + E (2 + 7)- 2aí - 2E (1 + 7)' •+i 
a1 Ba 

ar + ... a; 
= mm 

a.eiR ata 
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onde B é a matriz tridiagonal 

/ 

B = 

1 -f a 

-(! + f)' 

0 

-(1 + T)^ 

2+| 

0 

-(i + f)* o 

o 

o 

-(l + ^r)? 2 + - ^ n—1' n 

a1 Ba 
Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz, min—-— = ou seja, devemos encontrar o 

a.eí? ata 
mínimo auto-valor da matriz B. 

Calculemos então os auto-valores da matriz B. O polinômio característico da 

matriz B é dado por 

An(0 

1 + a-í -(l + f)^ 0 

-(l + f)J 2 + f-í -(1 + f)^ 0 

0 

0 

0 0  -(1 +-^7)2 2 + - — í v n—1/ n 

Utilizando a expansão de um determinante com respeito a última coluna, obtemos: 

An(í) — (2 -| t)An_i(t) + \/l H  
n \] n — 1 

onde é o determinante da matriz obtida por B tirando a última coluna e a 

penúltima linha. Utilizando novamente o desenvolvimento de Laplace para An_iin 

com respeito a última linha, obtemos: 

^4n-l,n(í ) — —1/1 + 
Q 

n — 1 An—2(0" 

Daí, 

An(í) — (2 + - t)An_i(t) + ,/l H   
n V n — 1 

-<1 + 
a 

n — 1 
A„_2(t)) 

o que implica na fórmula de recorrência 

Ao = 1, 

Ai =: 1 + o; — t, 

An(í) = (2 + ^ — t)A„_i(t) — (1 + YrY)An_2(t), n = 2,.... 
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Para a = 0eí = 2 — 2^, temos a seguinte relação de recorrência, 

Ai(2:) = 22—1, 

A2(Z) = 422 — 22 — 1, 

An(2) = 22An—i(2) - An—2(2). 

Consideremos, agora, os polinômios de Chebyshev de segunda espécie. Como já 

dito no Capítulo 2, são definidos por: 

sen (n + 1)0 
Uniz) -, 0 = arccos2, 0 € [0,7r], 

sen 0 

e satisfazem h relação de recorrência, 

„ , sen n6 sen ind + 0) + sen (n9 — 0) 
22t/n_1 2=2 COS   =         L 

sen 0 sen 0 

Percebemos que A„(2) = Un{z) — Un-i{z), pois 

= Un{z) + Un.2{z). 

An{z) = 22An—1(2) An—2(2) 

= 22(Cn-1(2) - Un-2{z)) - {Un.2{z) - Un.3{z)) 

= (22^-! (2) - Un-2{z)) - (2zUn-2[z) - t/n—3(2)) 

= t/„(2)-t/„-i(2) 

= An (2). 

Dessa forma, An{z) = 0 se, e somente se, Un{z) — Un-\{z) = 0, isto é, quando 

sen (n + 1)0 — sen n0 

sen 0 
= 0. 

Por outro lado, pela relação sen a — sen (3 = 2 sen (^y^) cos(2-^), 

2 sen in+^-ne cos ÍZílllM _ 2 sen | _ (2n + 1)0 

sen 0 sen 0 

Procuramos a raiz do último produto. Desde que 

cos 

2 sen 1 

sen 0 cos - 
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as raízes coincidem com as de (cos(2n + 1)9) 12. Consequentemente, 

(2n + 1)9 TT 

2 
{2k + 1) — , 

o que implica que as raízes são 9^ — k = 0,... ,n — l, isto é, Zk = cos ^n+i* 

Como tomamos x = 2 — 22, temos que 

{2k + l)7r 
3-k = 2(1 Zk) =211 COS 

2n + 1 
= 4 I sen ü + i ,k = 0,...,n-l. 

2(2n + 1) 

onde nessa última igualdade utilizamos a relação 1 — cos 9 = 2 sen 

Verificamos que 4^ sen ^ uma função crescente em [0,7r]. Logo, sua 

derivada é positiva. Temos, então, que o auto-valor mínimo é encontrado para 

A: = 0, ou seja, Xq = 4 sen2
2(J+1) 

Portanto, 

TT 1 • Ilfll2 " í 
— = min -—tt— = Xmin(B) — 4 sen —    1 , 
Al a.eK ||/ ||2 1 ^ V 2(2n + 1)/ 

o que implica em 

ou seja, 

> 4 sen 
TT 

II/'II < 2 sen 

2(2n + 1) 

TC 

2{2n + 1), 

ll/ll2, 

-i 

69 

2 3 4 unesp 

ATA ATATAT I W 
11 12 13 14 15 16 17 18 



Capítulo 5 

Desigualdades do Tipo 

Kolmogorov 

Introdução 

Sejam 0 < j < m < n. Denotamos por ||.|| a norma 

Como já dissemos no Capítulo 1, as desigualdades de Landau e Kolmogorov moti- 

varam Bojanov e Varma a considerar o problema de se obter desigualdades do tipo 

Kolmogorov que valem para o espaço de polinômios de grau n e para a norma || • (I2. 

Bojanov e Varma provaram que a desigualdade 

\\fu)\\l<A\\f^\\l + Bml(5.1) 

vale para todo polinômio de grau n se as constantes A e B são apropriadamente 

escolhidas. 

Além de demonstrarmos, neste capítulo, a desigualdade de Bojanov e Varma 

dada acima, provaremos as desigualdades de Kolmogorov 

U 11 - AOk + B^ ' 
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com algumas constantes 9k e [ik, as quais valem para todo polinômio de grau menor 

ou igual a n. No caso j = 1 e m = 2, daremos a completa caracterização das 

constantes positivas A e B. Dessa forma, estaremos provando os Teoremas 1.1 e 1.2. 

5.1 A Desigualdade de Bojanov e Varma 

0 principal resultado a ser provado é o que segue : 

Teorema 5.1 Sejam j,m e n números inteiros arbitrários satisfazendo a exigência 

0 < j < m < n. Então a desigualdade 

||/(i)||2<A||/^||2 2J 
í 

\ 1 

/ 

j\- A2ri 
n 

m\ 
m 

(5.2) 

vale para todo / € 7rn e qualquer A tal que 

J 
A < m277l_-7 ^ i) 

Além disso, obtemos igualdade em (5.2), escolhendo f = Hn. 

Daremos primeiramente a demonstração feita por Bojanov e Varma. A idéia 

principal deles, foi baseada nos seguintes lemas: 

LEMA 5.1 Suponhamos que a desigualdade (5.1) vale para f = Hk, A: = 0,1,..., n. 

Então ela vale para todo / G 7rn. 

Demonstração: Seja f(t) = ^2,akHk[t), onde Hk{t) é o polinômio de Hermite e ük 
k=0 

os coeficientes de /. Como os polinômios Hk{t) formam uma base ortogonal em 

( — 00,00), podemos representar / de maneira única como combinação linear deles. 

Pela consideração (2.9), temos que {■^1^(0}A,_0, 0 < ? < n, formam sistemas 

ortogonais em (—00,00) com relação ao mesmo peso e-'2. 
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Então, para / (E 7r„, 

H/Of = f" e-\± 
J-00 k=0 

'dt 
-CO 

roo 

J-0° k=0 
(5.3) 

= E^ii^í"»2 'fc il 5 
k=0 

onde a segunda igualdade foi obtida utilizando o Lema 2.1, isto é, 

k—O k=0 0</c<j<n 

onde a integral da última soma é zero, pois como já dissemos, formam 

um sistema ortogonal. 

Por hipótese, temos que a desigualdade (5.1) vale para f = Hk, = 0,1,..., n. 

Então, 

\\Hi''>r<A\\Hjr)r+B\\ihr.k=o]i n. 

Multiplicando essa igualdade por a2
k e somando de 0 até n, obtemos 

Assim, como 

e «'imr < A E ^i^nr+^ E ^II^ii2- 
k—O k=0 k=0 

.)l|2 _ X)í=o alll^t'l|2' temos o resultado 

<A||/(m>f + B||/f,/€ TT ri 

o que prova o lema. □ 

Consideremos <fj{x) = x{x — 1) ■ • • — J + 1). 

LEMA 5.2 Suponhamos que 0 < j < m < n. Então 

Ejin) - Ej{x) R{x) = 
<Pm{n) - <fim{x) 

é uma função decrescente de x em [m — l,n]. 
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Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que R{x) < R{x — 6) para todo 

x G (m — l,n] e para qualquer á > 0 suficientemente pequeno. 

Observemos que para a,ò, oq e fq positivos, a desigualdade 1 > - vale se, e 
o + 6i b 

b òi 
somente se, — > —. Esse fato segue das seguintes desigualdades equivalentes: 

a «i 

(a + a1)6 > a(ò + òi), a6 + cqò > aò + aòi, «jò > aòi, - > —. 
CL üi 

Dessa forma, escolhendo 

a = - ^(x), aj = ^(x) - ^(x - <5), 

b = <pm(n) - fm(x) 6 0!= ^m(x) - v?m(x - í), 

podemos usar as desigualdades dadas acima, visto que a, 6, cq e bi são positivos (isto 

vem da definição de (pj(x)). Logo, como 

a + ü! = ipj(n) - (pj(x - ó) e ò + 6i = ^m(n) - ^m(x - ^), 

1 • a + ai r./ cx a n/ X b bx concluímos que   — = R(x — o > - = n x , se - > —. 
ò+òj v J b y ' a ax 

b bx 
Mostremos então que - > —. 

a ax 
Notemos que — l)... {t — m + 1) e fj{t) = t{t — l)... {t — j + 1), 

ou seja, os zeros de ^pm{t) e se situam em [0,m — 1], Então, para f > m — 1, 

temos, pelo Corolário 2.2, que ^pm{t) 0 e ^[t] 0. 

Pelo Teorema Geral do Valor Médio ( Teorema 2.13) para e t^j, obtemos 

b (^m(n)-^m(x) ipm{Í) 

- VÁX) ' 

para algum ^ G (x, n) e 

= vm{x) - ^m(x - 6) = ^(t?) 

«i - VÁX - b) Vj{r}) ' 

para algum r; G (x — á,x). 
b b (^/) 

Como queremos - > —, temos que ter ™ ™ . , ou seja, o lema deverá 
a ax PjiÇ) PjiTf) 

xp [t) 
ser provado se mostrarmos que a razão r{t) = 7, <N é uma função crescente de t 

em (m — 1, n). 
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Visto que 

r'(0 = ^^(^(0^(0-^(0^(0) 

i ^:(o ^'(o^ - 'm 

(^•(O)21^(0 úit)) { Á)' 

r'(t) deverá ser positiva em (m — 1, u) se ^ f . 
Vm(0 ^(0 

Denotamos por {xm,,}™"1 e os zeros de e ^(í), respectivamente. 

Sabemos que 

V?j(x) = j(x - XJ-J) . . .(X - Xj-J-i) 

Desse modo, 

» -vO u;(x) 

^ (x - Xj,,)' 

.i 
^'(x) ^ - 1 = 1 X Xj,i 

m — l 
Analogamente, \ — 

1 

j —1 ^ %m,i 
Do Teorema de Rolle (Teorema 2.14), segue que 

0 < Xm,l < 1 < Xmi2 <2<...<m — 2< Xm^m-i < m — 1 

0 < Xj,i < 1 < xJ}2 <2 <...< J - 2 < x jj—i < j - l. 

Dessa forma, xj^ < xmi,+i para i = 1,. . ., j — 1 e, então, t — Xjj > t — xmi,+1 para 

t > m — 1. Consequentemente 

  <   
t x j 11 t xm)I_^i 

, t G [m — 1, n]. 

Além disso, obviamente — >0, A: = l,...,m — 1, íGÍm — l,n]. 

Somando essas desigualdades para i = 1,. . . , j — 1, obtemos 

^(0 

^(0 

J-I ! 

= E 

j-i 

<E 
i 

i=\ ^ ^i=l ^ ji-f 1 
m — l 1 

i = l ^m(0' 

74 

2 3 4 unesp 

ATA ATATAT I W 
11 12 13 14 15 16 17 18 



Dessa forma, mostramos que r'(t) é positiva em (m — l,n), ou seja, a razão r{t) é 

uma função crescente em (m — 1, u) o que implica em < ~- 

Portanto, o lema está provado. □ 

Daremos agora a demonstração do teorema. 

Demonstração: Consideremos B = 2Jipj{n) — A2mipm[n). 

De acordo com o Lema 5.1, é suficiente provar que 

llZ/d-dn2 ^ /i 11 li2 i DII u ii2 (5.4) 

Pelas propriedades (2.8) e (2.9) dos polinômios de Hermite, 

M r/O)||2 

11 k 11 =2Jk{k-l)...{k-j+ l) = 23<pj{k), (5.5) 

pois H'k — 2kHk-\i que implica em = 2kHk_l = 2k2{k — l)Hk-2 — 22k[k — 

\)Hk-2- Desse modo, por indução, temos Hk^ = 2:'k{k — l)...{k — j + l)Hk-r 

Então, 

\H, U) ||2 

ll^ll2 
= (23k{k — l)... {k — j + 1)): 

= 223{k{k-l)...(k-j + 1)) 

\\Hk-j\\' 

WHkW2 

2^2* J[k- j)\ 

y/:K2kk\ 

= 2Jk{k- l)...{k-j + \)23k{k-l)...{k-j + l) 

2J2k~3k\ 

2k-3(k-])\ 

2kk\ 

= 2JA;()t-l)...(A:-j + 1)- 

= 2:'k[k — l)... [k — j l). 

2kk\ 

Se dividirmos ambos os lados de (5.4) por ||-íLt|i2 e inserirmos a expressão dada 

para fi, chegamos a seguinte forma equivalente da desigualdade (5.4): 

I//. 0)ii2 

II^IP 
< zL 

\H (m)||2 

\Hk\\2 
+ (2-Vj(n) - A2míprn{n)) \w 

WHkW2' 

Logo, por (5.5), 

2jV:{k) < A2mipm{k) + V^n) - A2m
ípin{n), 
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o que implica em 

VivÁ1*) - V][n)) < 2rnA{^m{k) - ^m{n)). 

Multiplicando ambos os lados por ( — 1) obtemos, 

A{vm{n) - Vm{k)) < 2-7~m((y3j(n) - Vj{k)). (5.6) 

Observemos que (5.4) toma essa forma apenas para k = m,... ,n, pois //|m'(t) = 0, 

para k < m. 

De fato, para x G (m — l,n) e <^m(n) > (^m(x), como os zeros de ^m(t) são os 

pontos 0,1,..., m — 1, temos que — Amik) >0, k = m,... ,n — l. Então, 

podemos escrever (5.6) como 

l\ — (.O ■( Jc\ R( lc\ 
(5.7) 

2m-l Vrnin) - Vrnik) 

Mas, de acordo com o lema anterior, R[n — 1) < R{n — 2) < ... < i?(m). Assim, 

(5.7) deverá ser satisfeito para A: = m,...,n — 1 se 

A < 
R{n — 1) 

2m~j 
(5.8) 

Essa é uma das restrições de A. A desigualdade dada em (5.6) é uma forma equiva- 

lente à desigualdade (5.4). 

Observemos também que (5.6) e consequentemente (5.4) se tornam igualdade 

para k = n. Dessa forma, A deve satisfazer (5.6) para k = m,... ,n — l. 

Vejamos agora o que acontece se A: = 0,..., m — 1. Para k = 0,... ,j — l temos, 

por (5.4), que B > 0, visto que = 0 e = 0, o que implica em 

B = 2Vj(n) - A2m^m(n) > 0 

e, portanto, 

A < 
1 

2m-i(pm(n) 

Para k = j,... ,m — 1, temos, por (5.4), ||//p'||2 < í^Hí/a:!!2, visto que = 0. 

Isso implica em 

B = 2^J{n)-A2mipm(n) > 
WHhW2 

23ipj{k), 
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o que nos dá a próxima restrição de A, 

A / 1 - Vj{k) , A<-   ;—  , k — i,... ,m — 1. 
2m~-? ^m(n) ' ' 

Desde que, ^pm{m — 1) = 0 e < (pj{m — 1) se k < m — l, temos 

fÁ^-VÁk) _ Vjin) - Vjik) > Vjin) - Vj{™ - 1) 

(5.9) 

Vm{n) V?m(ri) - V?m(m - 1) (/'mi") - - 1) 

= /?(m — 1) > R{n — 1). 

Assim, as restrições (5.9), juntamente com a que corresponde para k = 0,... ,j — 1, 

são mais fracas do que (5.8). Dessa forma, (5.4) deverá valer para cada A satisfa- 

zendo ò condição 

A < Rjn-l) =  l 1  
— 2m_J m2rn~J (n — j)... (n — m -f 1)' 

onde a igualdade vem do fato de R{n— 1) = {ipj{n) — ifj{n— l))/{<Pm{n) — Pmin — !))• 

Por outro lado, 

(pj{n) - ipj{n - 1) = n(n - 1)... (n - + 1) - (n - 1)... (n-;) 

= (n - 1 )(n - 2).. .(n - j + 1) {n - (n -;)} 

= j(n - 1) . . . (n - j + 1) 

<fm{n) - Vm[n - 1) = rn{n - 1) . . . (n - m -f 1). 

Portanto, 

R{n — 1) 

Temos também, 

;(n - 1)... (n-; + 1) j 

m (n — 1)... (n — m + 1) m (n — j)... (n — m + 1) 

/ \ ( \ 
n n 

2J j! - A2m 

l J i \ m > 

m!. 

ja que 

n n\ 
! = — —jl = n(n — 1)... (n — j + 1) = tpj(n) 

\ J 
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/ \ 
n 

\m J 

m\ = n[n — 1)— m -f 1) ^ ^ 

5.2 Casos Particulares 

Mencionaremos aqui, alguns casos particulares interessantes da desigualdade (5.2). 

1. Escolhendo y4 = 0, a desigualdade (5.2) se torna 

Essa desigualdade é conhecida como desigualdade de Schmidt, mencionada no Capítulo 

4. 

2. Escolhendo A = ^rji?(n — 1), o qual é ó melhor valor possível de A, obtemos, 

H/wH2 < j i 

m2m_J (n — j). . . (n — m + 1) 

o que implica em 

J 1 

ii/(m,ir+< 

' ( \ / \ 
n j n 

V j\ - — 2'? 

[ j 
m 

/ 

ii/II2, 

ii/0)ii2 < m2Tn_J (n — j) . . . (n — m + 1) 
ii/(m)ir+2j 

/ \ 
n 

\ 1 / 

Ü 1 -} m J 

3. Tomemos agora A = ^3}. Tal escolha é aceitável desde que R{n) < R{n — 1). 

Temos 

^(n) - fjix) _ R{n) = lim 
x-n ^m(n) _ ^m(x) ^(n) 

e assim 

ll^"2 ^â]ll/W||! + 2V"(n)S.(n), 

Desigualdades dessa forma foram obtidas por Varma [25] para m = 2,3,4. 

4. Seja m = n. Suponhamos que / G 7rn_i. 

^(n) 
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Então, ||/^m'|| = 0 e para o valor maximal de A, a estimativa (5.4) toma a forma 

II/|J)I|2 < 2V)(n 

a qual é novamente a desigualdade exata de Schmidt para / G 7rn_i. 

5.3 Algumas Desigualdades Novas do Tipo Kol- 

mogorov 

Daremos aqui a demonstração dos Teoremas 1.1 e 1.2 e mostraremos que os 

resultados de Varma e o de Bojanov e Varma são casos particulares dos nossos 

resultados. 

Para quaisquer constantes positivas A e B, e números inteiros j,m,n tais que 

0 < j < m < n, consideraremos o seguinte problema extremo: 

(5.10) 

onde a função objetiva F{A,B,f) — (24||/'m'||2 + B||/||2j/||/(J'||2 depende dos 

parâmetros A > 0 e B > 0. 

Denotamos por /* G 7rn, o polinômio extremo, isto é, o polinômio para o qual o 

mínimo de F{A, B, f) é atingido. Assim, definimos 

F{A, B) = F{A, B, f,) = min {F(A,B,f) : / G TTn, f(x) ^ 0} . (5.11) 

Então, nossa tarefa será resolver o problema (5.11), isto é, determinar F[A,B) 

para vários valores de A > 0 e i? > 0. Para o caso geral, ou seja, para quaisquer 

números inteiros j,m e n onde 0 < j < m < n, segue o Teorema 1.1, bem como o 

Corolário 1.1. 

Para o caso particular j = 1 e m = 2, segue o Teorema 1.2, onde conseguimos 

resolver o problema (5.10) completamente, isto é, para quaisquer valores de A > 0 
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e B > O, achamos o valor mínimo da função objetiva F{A, B, f), bem como o 

polinômio extremo /,. 

Consideremos agora alguns resultados básicos que serão usados nas demons- 

trações dos Teoremas 1.1 e 1.2. 

5.3.1 Alguns Resultados Técnicos 

LEMA 5.3 Sejam 0 < j < m < n. Então, a seqüência {/z,} , i = j,... ,n, definida 

por 
2->{i-j)\ 

/A 

e decrescente. 

i\ 

Demonstração: 

j í{i - j)! _ {i-J + 1)!' 

i\ i1 + 1)! 

y-j ((í - j)K? + 1) - (* - j + 1)!' 

^ V 0+1)! 

O-J [i-jy-j 
> o. □ 

(z-f 1)! 

Lema 5.4 Sejam 0 < j < m < n. Então, a seqüência {0,}, i — definida 

por 

0, 
2m~J(z — j)! 

(z — m)! ' 

e crescente. 

Demonstração: 

6i — 6,^1 — 
— jY 2m-J(z — j — 1)! 

(z — m)! (z — m — 1)! 

- j)! _ (i - j - 1)! 

(z — m)! (z — m — 1)!/ 
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2rn~J ^ 

2m~J 

{i - j)! - {i- j - !)!(? - m)!\ 

[i — m)! ) 

{(i - j)\ - {i - J - I)!(í - m)) 
(z — m)! 

2m_J(z — j + l)!(m — j) 
> 0. □ 

(z — m)! 

LEMA 5.5 A seqüência {5*^} , k — m,... definida por 

f^k f^k — l 
Sk = 

dk + l ~ dk 

é decrescente. 

Demonstração: Calculemos primeiramente o valor de Sk- 

Sk = 
Pk — Pk+l 

dk+1 — dk 

nk + iy.{k-j)\-ki{k-j + i)\\ 

\ k\{k + 1)! ) 

( {k — m)\{k — m + 1)! 

= 2 

= 2" 

[k — m)\{k — j + 1)\ — [k — j)\{k — m + 1)!/ 

-rn ík\{k — j)\{k + 1 — (k — J + l)){k — my.{k — m + 1)!' 
\â;!(A: + iy.{k — my.{k — jy.{k — j + 1 — {k — m + 1))/ 

(A; — m + 1)! j 

(A: + 1)! m — j 

Calculemos agora 

5, k+l {k — m + 2)1 {k + l)!(m - j) 

Sk y (A; + 2)! ) \m — j) \2~m{k — m+iy.j 

(A; — m + 2)!(A: + 1)! 

(A; + 2)!(A' — m + 1)! 

(A: — m + 2){k — m + 1)!(A; + 1)! 

{k + 2){k + 1)!(A: — m + 1)! 

(A: — m + 2) 

(A: + 2) 

Mostramos então que < 1, ou seja, Sk é decrescente. □ 
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LEMA 5.6 Para todo m G TV, temos que 

Or, 
= T 

m!(m — j) 

l^m — l f-t"m 

Demonstração: 

Orr, w m 

f^m — l ftr 
— j)! — 

2m 

(m — l)!m! 

2 ^((m — j — l)!m! — (m — j)!(m — 1)!) 

(m — l)!(m — j)!m! 

(m — l)!((m — j — l)!m — (m — j)!) 

= 271 
(m — j — l)!(m — j)m\ 

{m — j — l)!(m - (m - j)) 

LEMA 5.7 Para todo n (z N, temos que 

dr, 
= 2r' 

(n - jY [m — l)!n! 

^m_i - /in (n - m)! [m — j — l)!n! - (n - j)!(m - 1)!' 

Demonstração: 

d n '2m-j (»-Í)! ^ I - 1)! _ 9_J (n -i)!' 
(n — m)! (m — 1)! n! 

'2m-, (" - j)! ^ i2-j í(m - j - l)!n! - (n - j)!(m - 1)!' 
(« — m)!/ 

2m-j (« - J)! . 2J ■ 

(m — l)!n! 

(m — l)!n! 

= 2r 

[n — m)\ {m — j — l)!n! — {n — j)l(m — 1)! 

(n — j)l (m — l)!n! 

(n — m)! ((m — j — l)!n! — (n — i)!(m — 1)!) 

LEMA 5.8 Sejam 1 < j < m < n. Então, 

\ / 

□ 

/ \ 
m 71 —1 / L 

E . 
k=m y J — 1 y V ^ / 

Demonstração: Provaremos por indução sobre n. 

Para n = m + 1, temos que mostrar que 

V1 

( 
m 

/ 

+ 
m 

J - I V 3 
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onde essa igualdade é bem conhecida e pode ser demonstrada como segue: 

/ \ / \ 
m m 

+ 

V J ) -1 y 

ml 
+ 

ml 

j\{m-j)\ (j - l)!(m - j + 1)! 

m! 

J !(m - j + 1)! 

(m + 1)! 

j!(m - j + 1)! 

^ m + 1 

V J 

Suponhamos que vale para n = iV — 1. Então, temos que 

((m — j + 1) +>) 

/ \ 
m N-2 

+ E 
' k ) 

= 

' N 

V J J 
k=m yk-1 ) \ i ) 

Mostremos que vale para n = N. 

* m\ ( * \ {N-I\ f" TV - 1 \ ^ TV - 1 N 

+ 
v J - 1 ) 

= . + 
^ -1 y \ J / k=m 

l ^ / 

N 

J 

onde o resultado da primeira soma é obtida da hipótese e a última igualdade já foi 

provada para iV = m + 1. □ 

LEMA 5.9 Definida a seqüência {5^} , k = m,... ,n no Lema 5.5, temos que 

(n — m)! ((m — j — l)!n! — (n — j)\{m — 1)!) 
5n-i < 2" 

{n — j)\ (m — l)!n! 

ou seja, 

Q-m (n — m)! J 2-m (n - m)! ((m -J- 1)!n! - - j)Km - 1)0 
n! tu — j {n — JY (m—l)!n! 

Demonstração: Pelo Lema 5.8, temos que para todo m < n, 

/ \ / \ 
m n 

< 

V ] y \ J / 
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que é equivalente a 

1 (ra - j)!j! n\ 

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por m/{m — j) obtemos, 

m (m — j — 1)! n! 

isto é, 

m - J (" - j)- {m - 1)!' 

(m — j — 1)! n! J 
m- j 

Podemos concluir então que 

< 
(n-j)! (m — 1)! ' 

j _ {m- j - 1)! n\ {n- j)\ 

m-j {ri - j)\ (m — 1)! {n - j)\' 

A multiplicação de ambos os lados da desigualdade por 2-m(n — m)\/n\, implica em 

^(n-m)! j ^ 2-m(n - m)! f (m - j - 1)! n\ {n - j)\\ 

n! rn — j 

que é equivalente a desigualdade 

n\ {n - ])\ [m — 1)! (n-j)!/' 

^(n-m)! j 2_m {n - m)\ ((m - j - l)!n! - (n -i)!(m - 1)!) 

n\ m—j {n — j)\n\ (m — 1)! 

e o lema está provado. □ 

5.3.2 Redução do Problema (5.11) para um Problema de 

Auto-valores e Auto-vetores de Matrizes 

Seja / (E 7rn. Como os polinômios de Hermite são ortogonais, eles formam uma 

base em 7rn. Logo, / pode ser escrita de maneira única como combinação linear 

destes polinômios, isto é, 

i=0 

onde Ci é uma constante. 

Então, 

rco , rco , / n \ ^ roo " 
= / e'1 f2{t)dt= / e_í iJ2aiCiHi{t)\ dt- at

2c.(//,-(í))2dt, 
J— OO J — OO \ ,, / J — OO -n V!=0 «=0 
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onde a última igualdade foi obtida através do Lema 2.1 dado anteriormente. Pela 

relação dada em (2.8), 

(5.12) 
1=0 

Agora, 

/L)(í) = ^atctiíp
)(t) = jh aIct2

Jz(z - 1)... (i - ; + 
t=0 2=j 

Logo, 

l=J 

Mas, 

r e-''c?(/íP(i))Ví = r e-',cf22'(i(i-l)...(i-j + l))2(/í,w(í))2<ií 
J—oo J— oo 

'l{l j + j)\ 

= \/7r 
(^)2' c?. 

Então, 

l\fu,\\2 = 
i+J («O2 2 2 

2=J (2-;)! 1 •• 

Tomemos agora c,, tal que ||/'J'||2 = 1^"=,; ^t2- Logo, 

c' = (^^(TT^yr) = 

Consideremos c,- = 1, para z = 0,..., j — 1. Dessa forma, temos 

íi/("ii2 = í>?. 
2=j 

Substituindo o valor de c, na igualdade (5.12), encontramos 

j-i 
V- 2 /—r,i ■] , /—r,i -1 2\/ í Vk^1*3 (Ü)' 2^ al V7r2 z! + 2^(v ^2 z!at)/ ^ (z _j)! 

= + J)!«2 

i=0 

i=0 

1=] z! 
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onde 

/A = 0r2!z!, z = 0,.1 

2 J(z -j)! . 
fii =    , i n. 

z! 

Para temos, por (5.13), que 

11/' 
m) || 2   zM2 

t+m \l-l 2 2 
; - mV 1 1 

(z — m)! 

= AE2 
í+m 

,112 Z! 

(z — m)! 

(z!) n2 

(«-i)!. 

E2 

!=m 

Ê «.<>?, 

m-, 
z — m 

onde 

e, = 2 
c\m—i [*- J, 

z — m : 
z = m,... ,n. 

Dessa forma, o problema dado em (5.11) se reduz a 

{/m — 1 n \n | 
a,2 : ao,... , a„ G > • 

\ 1=0 i — m / í=j I 

Vemos que o denominador não depende de ao,..., ctj-i- Assim, colocando qualquer 

variável, só teremos um aumento de nossa função. Portanto, o mínimo dessa função 

será atingido quando üq = ... = «j-i = 0, isto é, 

{m — 1 n I 

E + EW + : cij,... ,an £ Rj , 
i=J i=m J 

sujeito a a,2 = 1. 

Seja a = (aj,...,^). Dessa forma, o nosso problema se reduz a determinar o 

mínimo de «'Ca, sujeito a (a, a) = 1, onde C é a matriz diagonal com elementos 

diaç [B[ij^ B)..., B[im—\ ^ Á9rn B... ^ AOn B. 
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Seja a seqüência {7fc}^=J definida por 

7fc = k = j,... ,m - l 

e 

7^ = + Bnk, k = m,... ,n. 

Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz ( Teorema 2.7), F{A,B) é igual ao mínimo dos 

auto-valores de C, isto é, 

F{A, tí) = min {7^ 7m-i,7m,... ,7„} . 

Além disso, se F{A,B) = 7^, o polinômio extremo /* para o qual F{A,B) = 

F{A, B, f*), é dado por /,(x) = cFlk(x), onde c é uma constante não nula. 

5.3.3 Demonstração do Teorema 1.1 

Como já dissemos, nossa tarefa é encontrar 

min {7j,..., 7„} . 

Pelo Lema 5.3, /r é decrescente. Logo, temos que, na primeira subsequência 

{ ff 7.? i • • • 1 Bfim— 1 } , 

o mínimo auto-valor é Bfim-i. Devemos agora achar o mínimo da segunda sub- 

sequência {AOm + Bfim,..., Adn + Bfin} e comparar com o outro já calculado. 

Consideremos 7^ = AOk + Bfik, k = m,... ,n. Investigaremos primeiro a mono- 

tonicidade da seqüência {7fc})J_m • 

7/c-i-i 7fc = 0^) R(/rfc /í/t-i-i) 

e então, 7jt+i - 7a: > 0 se, e somente se, /1(í1a:+i - 0k) > B{nk - Vk+i), ou seja, ^ > 

'tk~^kF = Sk, onde a igualdade vem do Lema 5.5. Ainda no Lema 5.5, mostramos ük+l-Ok ' 0 

que Sk é decrescente.Logo, se 

A 

B 
> Sm, então 7a:+1 - lk > U, 
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o que implica que 7^. é crescent e e, portanto. 7ininm<Jt<n = 7m. Dessa forma, devemos 

comparar 

?lln = mÍn{7m-l,7m} , j<k<n 

onde 7^ = k = j,... ,m — 1. Se 

/I 

B 
< Sn-. 1, então 7i+1 - 7^ < 0, 

o que implica que 7^ é decrescente e, portanto, 7minm<ít<n = 7n e assim, devemos que 

comparar 

min 7a, = min {7m_i,7n} . 
j<k<.n 

Vejamos o caso onde ^ > 5m. A fim de compararmos 7m_i e 7rn, isto é, 

e Adm + observemos que 7m_, < lrn se (//„_! - /xm)/0m < | e 7rn_1 > 7m 

caso contrário. 

Pelo Lema 5.6, temos que —^  = 2mrnl('m~-d e sabemos que < 2~,n ,,} , 1 Mrn-1 —Mm 7 n L m!í m— 11 ' m!(m—j) ' 

uma vez que = (^+1)l < 2 implica na condição m > 0. 

Temos dessa forma dois resultados: 

(1) Se 

J A A 
— > 9 e — > 2~rn - 
B - m B m\{m — j)' 

então 

B^m-i < A6m + Bum e, portanto, ^(A, i?) = 7m_1. 

(2) Se 

então 

J — ■> q ^ 9-™. 
B ~ m B m!(m — j)' 

.S/ím-i > A0m + e, portanto, F{A,B) — 7m. 

Esses dois casos, correspondem à.s afirmações (m) e (n) do teorema. 

Consideremos agora o caso onde ^ < 5n_i. 

A fim de compararmos 7m_i e 7n, isto é, B^rn_i e A9n + Bi.in, notemos que 7m_i < 
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se (Hm-i — Hn)/9n < ^ 
e 7m—i > Tn, caso contrário. 

Pelo Lema 5.7, temos que 

  r_ 2m {n-j)l m l)!n! 

/im_i - fin (n - m)! ((m - j - l)!n! - (n - j)!(m - 1)!) 

e, pelo Lema 5.9, obtemos 5n_i < 2~rn 0 ■ Assim, podemos 

concluir o seguinte resultado: 

Se 

^4 A ^ o_m (n — m)! ((m — j — l)!n! — (n — j)\{m — 1)!) 

B- ^ B {n-j)\ [rn — l)!n! 

então 

5^m_1 > A9n + Bfjin e portanto F[A, B) = 7n. 

Isso corresponde à afirmação (í) do teorema. □ 

5.3.4 Demonstração do Corolário 1.1 

Sejam 
A 

a 

P 

A2m J{n — j)!((n — m)!)-1 + B2~i{n — j)!(n!)_1 

 B  

A2in~3[n — j)!((n — m)!)_1 + B2~i[n — j)!(n!)_1 

Desde que 

1 A2in J(n — j)!((n — m)!) 1 + i?2 J(n—_;')!(«!) 

a A 

-i 

então, 

_ _2m í(n — jy^n — 1 _). _2 1. 
q A 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

Por outro lado, a restrição para — dada em (1.4), é obviamente equivalente á 
B 

desigualdade 

— > 2' 
A ~ 

n\ tu — j 

[n - m)! j 
(5.17) 
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Assim, por (5.16) e (5.17), temos que 

1 < 2m-J(n - j)!((n - m)!)-1 + 2mn!((n - m)!)"1^ - ^(^-^^(n - j)!^!)"1 

= 2m-J{n - j)l{{n - m)!)_1(l + (m - j)^)-1) 

= 2m~:'{n — j)\{{n ~ . 

Dessa forma, concluimos que 

q < 
{n - m)!j 

2m_J(n — j)\m 

Por outro lado, 

2J 

/ \ 
n 

\ 1 / 

j\ - a2r 
n 

m 
ml 

A2r 

= V d - 

n 

m 
m\ 

V1 
A2m J(n — j)!((n — m)!)_1 + B2~i{n — j)!(n!)_1 

2Jn!((n—j)!) 12m ■?(n — j)!((n — m)!) 1A 

A2m-i{n - j)!((n - m)!)-' + B2-^n - ^^(n!)-1 (5.18) 

(—2mn!((n — m)!) 1 A) + i?2'?n!((n — j)!) 12 J(n —j)!(n!) 1 

A2m--7(u — j)!((n — m)!)_1 + B2~i{n — i)!(n!)_1 

 B  

A2m-J(n — j)\[{n — m)!)_1 + 52_J(n — j)!(n!)_1 

= /5. 

Então, por (5.14), (5.15) e (5.18), temos que (1.5) reduz-se a 

||/W||J < alI/Wf+ /3II/II2 

/ \ n 
= a||/(m)||2+ i(2J j\ — oí2r 

\ 1 

í \ 
n 

\ m / 

m! 

Recordando, temos que a restrição do Teorema l.l(i)? dada por (1.4), eqüivale a 

[n - m)\j 
< 

2rn~i{n — j)\m 
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e a desigualdade dada em (1.5), é equivalente a 

«/'''IPSqII/^V + L "j 

Dessa forma, demonstramos o corolário. □ 

r / \ / \ 

<o||/M||2+< 
n 

i! -Q2m 
n 

ml 

[ V ) \ 171 ) 

5.3.5 Demonstração do Teorema 1.2 

Desde que j = 1 e m = 2, temos que determinar 

min {Bfii, AO2 + 8/12-, • • •, Adn + B^n] . 

Devemos então encontrar o mínimo auto-valor da subsequência 

{AO2 A 8fi2i ■ • ■, Adn + Bfin} 

e compará-lo com Bfii. 

Recordemos que para k — m,... 

■yk = AOk A B/ik 

- A2rn~J ^ ~ J^.!. + B2~^k ~ 
[k — m)! A:! 

2"J ( A2m^í—+ B^k 

{k-m)\ k\ ) 

Para facilitar nosso trabalho, podemos reduzir o problema h reta onde temos 

2rn A B = 1, ou seja, 2m A = 1 — 5, desse modo teremos, 

7*: = f(l — B)t7~—At + ^ ) l21' k = m,... ,n. 
{k — m)\ kl 

Por outro lado, 

{k — m)\ 

{k - j)l 

= {k -j){k - j A l) ■ ■-{k - m A l) 

kl k(k — l)... {k — j A l) 
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Assim, substituindo os valores de j = 1 e m = 2 em 7^, temos 

B 
lk = ^—+ (1 - - 1)^/2, k = 2,...,n. 

Seja a função g{x) definida por 

B 
g{x) = ^- + (1 - B){x - l)j /2, 2 < x < n. 

Desde que g{k) = 7^ para k = 2,... ,n, então nosso problema se reduz a investigar o 

comportamento de g{x) quando A e B pertencem ao segmento 2TnA + B = l, A, B > 

0. 

Note que 2g (x) = ^ + (1 — /?) = 0 se, e somente se, x — ±(5/(1 — B))* e 

g (x) = > 0 para x > 0. Assim, g{x) é convexa e atinge seu ponto de mínimo em 

x = (5/(1 — 5))2. Podemos então concluir que: 

1 —B ^ Tmín — 72 5 

\J \ — É ^ 7min — 

Se k < < A: ± 1, onde 2 < A' < n — 1, então, 7mm = min {7^, 7^+1} . 

Verifiquemos o mínimo de 7^ e 7^+1- 

Sabemos que 

7A: — — ± (1 — 5)(A — 1) e 7fc+i = — B)k- 

Logo, 

Ik+i - ik = B 
1 

A: + 1 k 

= 5(^--|-1 1 + 1 

+ A- - (A: - 1) — 5 

A; ± 1 k 

{k-{k + l)-k2-k) + l 
k{k + 1) 

A:2 + A: ± 1 

k{k + 1) 

^(A- + 1) 

5. 

Observemos que 7t.+i < 7t se — H /fc+1 'k A ± A ± ! 

D A(A ± 1) que se 5 = , então 7^ = 7^+1. 

< 5 e 7^4.1 > 7A: i caso contrário. E claro 

A2 ± A ± 1 
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Chamemos y = [jzb) 2 para 0 < B < l. Se B = k{k + 1)/ {k2 + k + l), o ponto 

de mínimo de g{x) é 

Vk = 
k[k + 1) 

/ 1 
k{k+V 

— \J k{k + 1), 
yk

2 + k + l J ' ^ k2 + k + l ^ 

onde k < yk < k l. 

Desde que a função g{x) é convexa, então 7r7un = 7^+1 se, e somente se, yk < y < 

j/fc+i, k — 1,..., n — 2. Por outro lado, a desigualdade yk < y < yk+\ é equivalente a 

k{k + 
<B < 

{k + 1)(^ + 2) 

k2 k l A;2 -f 3A: + 3 

De fato, a equivalência é vista pela seqüência das seguintes desigualdades equivalen- 

tes: 

\J~k[k^r\) < y 

yk <y < Vk+i, 

g < \/(^ + 1)(^ + 2), 
B 

k{k + 1)(1 - B) < B < [k + l){k + 2)(1 - B), 

k{k +1) {k + l){k 2) 

1 + A:( A: + 1) 

A:(A: -f 1) 

A:2 -f A: -f 1 

< B < 

<B < 

i + {k + i){k + 2y 

{k + l){k + 2) 

k2 + 3k + 3 ' 

B 
2 ' Vamos comparar, em cada um dos casos, 7^+! com o auto-valor 71 = By\ 

Para B G (0, |), devemos comparar os auto-valores 71 e 72. Desde que 71 = 

= f e 72 = | (f + (1 - B)) , 

B 
72-71 = 2 

1 

2 

-+1-B-B 
2 

= - 1 -B 

Dessa forma, concluímos que: 

Se B € (0, |), então, 7min = 7i 1 

Se B = |, então, 7min = 71 =72, 

Se B Ç. (|, f), então, 7min = 72. 
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Tomemos agora k, um intervalo qualquer tal que 2 < k < n e seja 

/ k{k + 1) jk + [){k + 2)\ _ 

[k2 + k+V k2 + 3k + 3 

Desde que 

Tfc+i = I (^T + í1 - B)k) ' 

B 
lk+\ - 71 

2 VA: + 1 ^ + 

= (ftt ~1 - *) + ^ 

= 1 í bLiB±B + 7 
2 1 A: + 1 / 

1 1 
{£ (!_(£+ 1)2) +&(& + !)} 

2 A: + 1 

Assim, 7^+1 < 71 se, e somente se, 5(1 — (A: + l)2) + k{k + 1) < 0, ou seja, se e 

somente se, (A: + 1)/(A: + 2) < 5. 

Sabemos que 

B G 
A:(A: + 1) (A- + l)(Ac + 2) 

k2 k A;2 + 3A: -f 3 J 

Verifiquemos se . Temos que < fc^t+i se' e somente se) A:2 + A: + l < 

k2 + 2A:, que eqüivale a 1 < An 

Mostramos assim que < B e, portanto, 7n 

Finalmente, para 

7^+i • 

B€ TT'1). \n2 — n + l } 

vamos comparar os auto-valores 71 e 7n. Desde que 7n = | (~ + (1 ~ 5)(n — 1)) , 

7n-7i = ^ _ 1 _ + " 1 

1 IB1 ~ ^ 
2 \ n n j 

n(n — 1) B{n2 — 1) 
Assim, 7n < 71 se, e somente se,   <  , ou seja, se, e somente se, 

n 

n + 1 
< B. 
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Sabemos que B G 
n[n — 1) 

n2 — n + 1 
. Verifiquemos que 

< 
n[n — 1) 

Temos que 
n 

n + 1 

71 + 1 772 — n — 1 

— 1) , 9 . , 
< —r   se, e somente se, n — ti — 1 < ti — 1 que eqüivale 

n — n — 1 
a —n < 0. Mostramos assim que < B, o que implica em 7min = 7„. 

As restrições 5 G podem ser equivalentemente transformadas em restrições 

para Recordemos que todas as considerações têm sido feitas sobre a restrição 

2mA + 5 = 1, ou seja, sobre ^ = 2_m ^ — Ij , como m = 2, obtemos ^ = 

Hi-1)- 

Sabemos que 

o que implica em 

que é equivalente a 

1 + k{k + 1 
<B < 

[k + 1)(A: + 2) 

1 + (A: + 1)(A: + 2) 

1 + (A: + 1 )(A: + 2) 1 1 + A;(A: + 1) 

[k + 1 )(A: + 2) < 5 < k{k + 1) ' 

+ 1 < ^ < 
1 

+ 1. 
(A: + 1)(A: + 2) ' ^ B k{k + l) 

Dessa forma, subtraindo 1 da desigualdade acima e multiplicando por obtemos 

1 / 1 
< - 

4 (A; + 1)(A; + 2) 4 \B 
1 < 

1 1 

4 k{k + 1) 

Portanto, temos os seguintes resultados: 

Se íFTWTi) < ^ < ImTrentio' 7-to = 7'+" ^ •••.»-2: 

o 1 24 

Se - < — < oo, então, 7min = 71; 
O LJ 

o . 24 1 1 

Se 0 < — <   —, então, 7min = 7n. 
B 4 n[n — 1) 

Nossa observação final é que podemos remover a restrição 2rnA + B = 1 pela 

seguinte razão: 

O lado direito de qualquer das desigualdades (1.8)-(1.12) tem a forma 

m"\\2 + B\ 
G{A,B) = 

A0k + Bfik 
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Obviamente, 

Então, 

G{aA,aB) = G{A, B) para qualquer a > 0. 

11/1|2 < GiA.B) para 2m.4 + 5 - 1, Sk+l <-^<8, 
B 

é equivalente a desigualdade 

||/ ||2 < G{aA, aB) para a(2myl + 5) = 1, Sk+l < - < Sk. 
B 

Em outras palavras, a desigualdade terá a mesma forma em qualquer semi-reta 

B = aA, a > 0. Isto significa que podemos retirar a restrição 2mA + 5 = 1. Então, 

as únicas restrições essenciais serão Sk+i < é < Sk. □ 
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