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MODELAGEM MATEMATICA DA DOENCA DO CARANGUEJO
LETARGICO VIA ONDAS VIAJANTES

Autor: RICARDO PEREIRA DE AVILA
Orientador: Prof. Dr. PAULO FERNANDO DE ARRUDA MANCERA

RESUMO

O caranguejo-ucéd, Ucides cordatus, tem fundamental importancia
para os manguezais, seu ambiente natural, realizando a decomposicdo de matéria
organica, e também sendo um importante biomonitor de areas criticas. Sua
comercializagdo é considerada a atividade econdmica mais importante relacio-
nada a manguezais, e essencial para o sustento das comunidades ribeirinhas.
Desde 1997, tém sido observados eventos de mortandade das populagdes dessa
espécie, com redugdo de até 85% das coletas. Em tais eventos, os caranguejos
doentes apresentavam sintomas comuns, entre eles, uma considerdvel dificuldade
de locomogdo, e consequentemente, dificuldade de retornar as suas tocas. Por essa
razdo, esta enfermidade foi chamada de Doenca do Caranguejo Letargico (DCL).
Em 2005, comprovou-se que o agente causador da DCL é o fungo patogénico

Exophiala cf psycrophila, um fungo do Filo Ascomycota.
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O fungo da DCL néo ¢ facilmente encontrado entre os periodos em
que ocorrem as mortandades, tendo sido entdo detectado apenas em caranguejos-
ugd, todos assintométicos. Nao ha também qualquer evidéncia da presenga do
fungo da DCL no solo ou em amostras de plantas dos manguezais ou de viveiros
de cultivo. Em fungdo disso, a hip6tese inicial é que a doenca se propaga entre os
estudrios via dispersdo do fungo pelo mar.

Baseados no problema biol6gico em questdo, apresentamos um mo-
delo matemaético para a dispersdo da DCL, considerando difusdo e advecgdo,
através de um sistema de equagdes diferenciais parciais, baseado na epidemiolo-
gia da doenca e na premissa de que a dispersdao da DCL ocorra via dispersdo do
fungo pelo mar.

O objetivo deste trabalho consiste em encontrar solu¢des ondas via-
jantes (travelling waves solutions) para o modelo apresentado, as quais sdo solugdes
que conectam dois pontos de equilibrio. Para tanto, apresentamos também a
analise do polindmio caracteristico da matriz jacobiana avaliada em um dos pon-
tos de equilibrio, o equilibrio livre da doenga, resultados sobre as condi¢oes
necessdrias para a existéncia da solucdo frente de onda viajante, simulag¢oes
numéricas, além de calcularmos o valor da velocidade minima da frente de onda

de dispersdo da DCL.

Palavras-chave: Doenga do Caranguejo Letargico (DCL), Modelagem Matemédtica,

Velocidade de Onda, Ondas Viajantes.



MATHEMATICAL MODELLING OF LETHARGIC CRAB DISEASE BY
TRAVELLING WAVES
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SUMMARY

The mangrove crab, Ucides cordatus, plays a crucial role in a variety
of ecosystem processes in its environment, such as nutrient cycling, and it is a bio-
monitor of critical areas. Moreover, it is an important component in the economy
of several underprivileged communities that depend on it for their subsistence.
Beginning in 1997, massive mortalities of U. cordatus have been report by crab-
collectors, such as 85% reduction in collection rates in some regions. Crabs in
areas of high mortality share several common symptoms, such as lethargy, poor
motor control and inability to return to the upright position when turned upside
down. Hence, this pathology is called Lethargic Crab Disease (LCD). Finally, in
2005, there were several evidences showing that LCD is caused by a fungus of
Phylum Ascomycota, Exophiala cf psycrophila.

The DCL fungus is not easily found among the periods in which

the mortalities occur, been detected only into the mangrove crab U. cordatus, all



xii
asymptomatic. There is also no evidence of the presence of this fungus in the soil
or plant samples of the mangrove. As a result, the initial hypothesis is that the
disease spreads among the estuaries through dispersal of the fungus by the sea.

Based on the epidemiology of the LCD disease, we construct a mathe-
matical model using a system of partial differential equations, considering diffu-
sion and advection processes, to describe the dispersion of the disease through the
mangrove complexes.

The aim of this work is to find travelling waves solutions for the
developed model, that connect two equilibrium points. For this, we analyse the
characteristic polynomial from the jacobian matrix evaluated at one of equilibrium
points, the disease-free equilibrium, and present results about the necessary con-
ditions for the existence of travelling wave solution, numerical simulations and

finally, estimate the minimum value of the wavefront speed of disease dispersion.

Keywords: Lethargic Crab Disease (LCD), Mathematical Modelling, Wave Speed,

Travelling Waves.



1 INTRODUCAO

Embora Daniel Bernoulli ja tivesse apresentado e resolvido um mo-
delo matemético para a transmissdo da variola em 1760, foi a partir dos trabalhos
publicados por Kermack & Mckendrick (1926) que a modelagem matematica em
epidemiologia avangou significativamente. Em seus trabalhos, apresentaram,
como resultado importante, que a densidade da populacdo de individuos sus-
ceptiveis deve suplantar um valor limite a fim de haja o estabelecimento de uma
epidemia (Murray, 2002a).

A partir de entdo, modelos matematicos para problemas biol6gicos
tém sido cada vez mais utilizados, especialmente em epidemiologia, no sentido
de diagnosticar tais problemas, verificar hipéteses, varidveis e parametros, além
de construir, testar e fundamentar teorias. Modelos de compartimentos do tipo
SIR (susceptiveis, infectados, recuperados) vém sendo largamente usados para a
formulacao de tais modelos matematicos. Com o desenvolvimento e a difusao de
ferramentas computacionais constantemente mais aprimoradas, tem sido possivel
realizar simulac¢des cada vez mais realisticas e obter resultados mais aferidos, como
valores limiares, taxas de contato e de reposi¢do, bem como analisar a sensibilidade
desses modelos em relagdo aos parametros envolvidos, podendo assim, estimar
os parametros chaves para cada modelo. O estudo, andlise e compreensdo das
caracteristicas de doengas infecto-contagiosas e sua dindmica de dispersdo tém
sido importantes para a detecgdo e prevengdo de tais doengas, bem como para o
planejamento e desenvolvimento de estratégias de controle.

Desde 1997, tém sido observados eventos de mortandade das

populacdes da espécie de caranguejo Ucides cordatus, conhecido popularmente
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como caranguejo-ucd. Nesses casos, os caranguejos moribundos apresentam uma
considerével letargia, com dificuldade de locomogdo das pernas e quelas e sem
equilibrio, razdo pela qual esta enfermidade foi chamada de Doenga do Caran-
guejo Letargico (DCL). Essa espécie de caranguejo pode ser encontrada nas regides
de mangue localizadas na costa atldntica do continente americano desde a Flérida
(Estados Unidos) até Santa Catarina (Brasil). O caranguejo-uc¢a tem fundamental
importancia para os manguezais, seu habitat natural, realizando a decomposicdo
de matéria organica, e também sendo um biomonitor de dreas criticas. Sua
comercializagdo é considerada a atividade econdmica mais importante relacio-
nada a manguezais, e essencial para o sustento das comunidades ribeirinhas, ndo
sO pelo aspecto econdmico mas também como fonte de alimento.

A dispersdao da DCL entre os estudrios vem ocorrendo a partir do
primeiro local de registro, em 1997, nos manguezais de Goiana, municipio vizinho
a Recife, em Pernambuco. Esta dispersdo parece ocorrer em forma de ondas, prin-
cipalmente no sentido norte-sul, uma onda frontal de mortantade extensa seguida
por ondas menores até a reducdo ou eliminagdo de tais eventos de mortandade.
Até agora a doenga atingiu um grande ntiimero de estudrios na costa do Brasil,
com redugdo de até 85% das capturas em algumas regides, e apesar dos esforgos
dos profissionais do meio ambiente em deter esse avanco (com o estabelecimento
de barreiras sanitarias e controle de catadores externos ao estado), a DCL continua
se espalhando para outros estados. Em 2005, comprovou-se que o agente cau-
sador da DCL ¢é o fungo patogénico Exophiala cf psycrophila, uma levedura negra
pertencente ao Filo Ascomycota (GIA, 2006).

Em fungdo da importancia da questdo bioldgica, e baseado na epi-
demiologia da doenga e na dindmica de transmissdo da DCL entre a populacdo
de caranguejos, apresentamos um modelo matematico compartimental para a
dispersdo da DCL através de um sistema de equagdes diferenciais parciais, ndo
lineares, e considerando no modelo processos de difusdo e adveccdo em equacdo

de reacgdo-difusao.



3

Como objetivo deste trabalho, buscamos, para o modelo apresen-

tado, solugdes conhecidas por ondas viajantes (travelling waves solutions), as quais
sdo solugdes que conectam dois pontos de equilibrio, no presente caso, o equilibrio
livre da doenga e o equilibrio endémico. Para tanto, apresentamos também, a
analise do polindmio caracteristico da matriz jacobiana avaliada no ponto de
equilibrio livre da doenga, bem como resultados sobre as condi¢des necessérias
para a existéncia da solugdo frente de onda viajante, simula¢des numéricas, além

de calcularmos o valor da velocidade minima da frente de onda de dispersdo da

DCL.



2 EQUACOES DE REACAO-DIFUSAO

No presente capitulo apresentamos a equacgdo de reacdo-difusdo
classica, definimos conceitos importantes para sua constru¢gdo e compreensdo e
também exibimos alguns exemplos utilizando esse modelo de equagdo e suas

aplicagdes, entre eles a equacgdo de Fisher-Kolmogoroff.

2.1 Introducao

De maneira geral, individuos pertencentes a um grupo qualquer de
elementos ndo possuem movimentagdo regular ou padronizada no meio em que
se encontram. Tal comportamento pode ser observado em conjuntos de bactérias,
solucdes quimicas, grupos de animais em ecosistemas, entre outros. Esse pro-
cesso irregular de movimentacdo aleatéria permanente numa determinada regido
espacial é chamado de processo de difusao.

Embora muitos dos estudos realizados sobre difusdo espacial se-
jam referentes a grupos de organismos microscépicos, como bactérias e fungos
(Edelstein-Keshet, 2005), ha também trabalhos a respeito de processos de difusado
em grupos de insetos, pdssaros e outras espécies de animais através dos mais va-
riados movimentos migratérios, ou na movimentagéo territorial por competi¢do
alimentar ou por sobrevivéncia, como em sistemas do tipo presa-predador, entre
outros (Aly & Farkas, 2004; Sabeti, 2007; Mbah, 2005). Também tém havido cada
vez mais pesquisas sobre a existéncia de tais processos difusivos no transporte
de material quimico em solugdes, especialmente entre células, como nas sinapses

entre neurdnios (Edelstein-Keshet, 2005). Um outro material importante de estudo
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de processos difusivos é a dispersdo de doengas, em especial as epidemias como
a dengue e diversos tipos de influenza (Maidana & Yang, 2008, 2009; Takahashi
et al., 2005), bem como o desenvolvimento de doengas tumorais (Fasano et al.,
2009).

Podemos ter alteragdes no nimero de individuos, ou respectivas
densidades, no espago em que ocupam, estando tais altera¢des relacionadas aos
processos de crescimento ou decrescimento populacional por diferentes meios, ou
no caso de solugdes quimicas, a mudancga na quantidade de substancias por proces-
sos reativos. Tal fendmeno é conhecido como processo de reacdo. Embora o meio
possa exercer influéncia no deslocamento desses individuos, alterando entdo suas
diferentes densidades populacionais no ambiente ao longo do tempo, considera-
se, para efeito de estudo, o comportamento microscopio de tais individuos em
relacdo as suas diferentes concentracdes em tal meio.

Muitos dos processos envolvem mecanismos de reagao e de difusdo
que sdo modelados pela equacdo de reacdo-difusdo. Os modelos de equacdo
de reacdo-difusdo tém sido usados para descrever processos evolutivos, forma e
estrutura em desenvolvimento biol6gico (morfogénese), crescimento de tumores,
padrdes espaciais em ecologia e uma série de outros processos em biologia celular
e molecular (Logan, 2004).

Na segdo seguinte vamos apresentar a constru¢do do modelo de
equacdo de conservacdo, alicerce de nosso estudo para, a partir de entdo, obtermos

o modelo de equagdo de reagdo-difusao.

2.2 A Equacao de Conservacgao

Uma das principais ferramentas matemaéticas utilizados para descre-
ver as altera¢des na distribui¢do espacial de uma dada populagdo é a chamada lei
de conservagdo para densidades populacionais, também conhecida como equagdo
de conservagdo. A dedugdo de tal equagdo é baseada nas equagdes de balango.

Para tanto, assume-se que,
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e amovimentagdo de particulas ocorra em um espago de uma tinica dimensao,

e tal espaco tenha formato tubular ou outro equivalente, de tal forma que

admita o deslocamento de particulas ao longo desse mesmo espaco,

e a area da secdo transversal de tal espaco seja constante por toda a regido em

estudo.

Considerando x; o ponto inicial de estudo e Ax a variacdo espacial
a partir do ponto inicial x, a diferenga de concentracdo de particulas ao longo do

intervalo (xo, xo + Ax) deve-se as seguintes possibilidades,
e fluxos de entrada e saida de individuos para o intervalo (xo, xo + Ax),

e aumento ou diminui¢do do ntiimero de individuos devido, respectivamente,

ao crescimento ou decrescimento populacional dentro do mesmo intervalo.
Sejam,

e u(x,t) a concentracdo de individuos em nimero por unidade espacial em

(x/ t)l

® J(xo,t) o fluxo de individuos em ntimero no tempo t, que passam pelo ponto

Xo, no sentido positivo, por unidade de tempo,

o J(xo + Ax, t) a representacdo do fluxo de individuos em ntimero no tempo ¢,

que passam pelo ponto x; + Ax, no sentido positivo, por unidade de tempo,

e f(x,t) o nimero de individuos, acrescido ou decrescido, em fungdo, res-
pectivamente, do crescimento ou decrescimento populacional ao longo do
tempo, no intervalo (xg, xg + Ax) por unidade espacial, correspondendo a um

0, X0

processo reativo no meio,
e A adrea da secdo transversal do espaco tubular, e,

e AV = A Ax a variagdo do volume em todo o intervalo Ax.



Assim sendo, temos a equacgdo de conservagdo dada por,
% (u(x,t)AAx) = J(xo,t) A= J(xo + Ax, t) A+ f(x,t) A Ax. (1)

O fluxo J(xo,t) contribui positivamente para a concentragdo de in-
dividuos no sentido positivo em x;, enquanto que o fluxo J(xo + Ax, t) contribui
negativamente no mesmo sentido em x; + Ax, de modo a assumirem, respectiva-
mente, 0s sinais positivo e negativo nos extremos do intervalo.

Dividindo ambos os lados da equagdo por A Ax temos que,

du(x,t)  J(xo,t) — J(xo + Ax, t
o Ax

)+ £, @

e calculando o limite da equacdo para Ax — 0, segue que,

du(x,t)  JJ(x,t)
o ox

+ fx 1), (3)

sendo esta tiltima a forma bésica da equagdo de conservagdo de densidades popu-
lacionais.

No caso da area da seccdo transversal A = A(x,t) ser uma funcao
de duas varidveis, espacial e temporal, podemos obter uma equagdo generalizada

reescrevendo (1) na forma de integral no intervalo (xo, xo + Ax),

8 Xo+Ax

3 u(x, t) A(x, t)dx = J(xo,t) A(xo, t) = J(xo + Ax, t) A(xo + Ax, t)
" Xo+Ax
+ f fx, t) A(xo, t) dx. 4)
Pelo Teorema do Valor Médio temos que,
2 (uls, AL H) Ar = (00, Alwo, B~ [ + Ax, ) Al + A,
+ f(x2/ t) A(x2/ t) Axl (5)

com x; e X, pontos quaisquer no intervalo (xo, xo + Ax). Dividindo ambos os lados
da equacgdo por Ax e calculando o limite da equagdo para Ax — 0, com x; — xp e

X, = Xp, segue que,

2 (ula ) Ao ) = = 2 (Jo, D A D) + foo, D AG, D, (6)



que, no caso mais geral, é equivalente a (3) (Edelstein-Keshet, 2005).

O sinal negativo para a variacdo do fluxo J(x,t) indica que os in-
dividuos se movimentam dos pontos de maior concentracdo para os de menor
concentracdo, o que corresponde ao que conhecemos por gradiente de densidade.
Esse fendmeno também é conhecido como primeira lei de Fick ou difusao Fickiana

(Murray, 2002a; Muller, 2004).

2.3 A Equacao de Difusao

Sabemos que a difusdo é um dos mais importantes meios de
movimentagdo coletiva a nivel molecular. Mas o processo de difusdo também
se constitui num importante mecanismo de transporte de substancias metaboliza-
das em sistemas biol6gicos, sendo que sua eficdcia diminui rapidamente a medida
que a distancia aumenta (Edelstein-Keshet, 2005). O fluxo de material depende
linearmente das diferencas de concentracdo de individuos. Num conceito mais
amplo, temos que o fluxo para movimentagdo aleatéria de individuos é propor-
cional ao gradiente da sua respectiva concentragdo, como ja vimos anteriormente

(primeira lei de Fick). Dessa forma, para os casos unidimensionais, temos que,

3 du(x, t)
J(x,t) = -D - 7)
e em dimensoes maiores,
](x/ t) =-D vu(x/ t)/ (8)

sendo a constante de proporcionalidade D conhecida como coeficiente de di-
fusdo ou difusividade das particulas. O sinal negativo indica que a difusdo de
material ocorre da regido de maior concentracdo de particulas para a de menor
concentragdo.

Substituindo (7) em (3), para os casos em uma dimensao, e conside-

rando f(x,t) como sendo nula, temos que,

ou(x,t) 0 ( b Ju(x, t))

of  ox ox ©)



Para D constante, (9) é reescrita como,

du(x,t)  _ u(x,t)
ot =b oxz (10)

equacdo de difusdo cldssica para uma tnica dimensdo, também conhecida como
equacdo do calor (Edelstein-Keshet, 2005; Figueiredo & Neves, 2007). Para di-

mensdes superiores, a equagao (9) se torna,

ou(x,t)
ot

=V-DVu(x,t), (11)

e novamente, com D constante, obtemos,

du(x, t)
ot

= D V?u(x, t), (12)

com V2u(x,t) o Laplaciano de u(x, t), chamado de termo de difusdo ou Fickiano.

Algumas observagdes podem ser feitas a partir da primeira lei de
Fick. O termo D V2u(x, t) d4 direcionalidade ao fluxo J(x, t), sendo que o coeficiente
D representa o grau de movimentacdo aleatéria dos individuos, isto é, o quao
moveis eles sdo, e, num contexto molecular, D estd estreitamente relacionado com
o tamanho das particulas, o tipo de solvente e a temperatura do meio (Edelstein-
Keshet, 2005).

No que se refere a difusdo a nivel celular, a prépria troca de
substancias pelas membranas das células, estabelecida por fluxos de entrada e
saida das mesmas constitui-se em um processo de difusdo. Um caso cldssico
corresponde a transferéncia de substancias neurotransmissoras entre neuronios,

também conhecida como sinapse (Edelstein-Keshet, 2005).

24 A Equacdo de Reacdo-Difusdo

Os diferentes grupos populacionais ndo necesssariamente se dis-
tribuem pelo espaco da mesma forma. Contudo, de maneira geral, podemos
estuda-los quanto a ocupagdo espacial dividindo-os em modelos espacialmente

estruturados e ndo-estruturados.
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No caso de modelos populacionais espacialmente estruturados, as
principais técnicas ou métodos de estudo e resolugdo dos modelos se diferen-
ciam em funcdo das varidveis espacial e temporal assumirem valores discretos ou
continuos.

Para os casos em que o tempo e o espaco sdo discretos, os modelos
de autdomatos celulares tém se mostrado eficazes para tanto. Tais modelos fazem
simulagdes do comportamento da populagdo na ocupagdo do espacgo através de
regras envolvendo probabilidades (Slimi et al., 2009).

Quando temos somente a varidvel temporal como sendo discreta, um
mecanismo muito utilizado sdo as equagdes de integro-diferenga. Um exemplo
classico é o caso de grupos vegetais, cuja reprodugdo acontece em momentos dis-
tintos num ano, determinando geragdes distintas de plantas como consequéncia
de sua respectiva florada e polinizacdo, determinando estdgios bem definidos
de crescimento e dispersdo populacional (Edelstein-Keshet, 2005). Kot (1992),
utilizando tais equagdes em alguns exemplos em ecologia, afirma que apesar da
variavel temporal ser discreta nesses casos, tais equagdes de integro-diferenga pos-
suem propriedades caracteristicas similares as suas correspondentes com varidvel
temporal continua, as equagdes de reagdao-difusao (Kot, 1992).

Na situagdo em que somente a varidvel espacial é discreta, temos
entdo aplicados os modelos de meta-populacdo (Meyling & Hajek, 2009; Meule-
brouck et al., 2009; Orizaola & Laurila, 2009).

No caso em que tanto o tempo, quanto o espaco sdo continuos, as
equacgOes de reacdo-difusdo tém sido largamente utilizadas na modelagem dos
problemas em ecologia envolvendo crescimento e decrescimento populacional e
sua dispersdo no espago com o passar do tempo.

Vamos considerar, para um espago tridimensional de volume V,
uma superficie S, subespaco de V e na fronteira de V. Pela equagdo geral de
conservagdo, temos que a taxa de alteracdo na quantidade de material em V

corresponde ao fluxo de material que atravessa a superficie S acrescido do material
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produzido em V, de forma que,

%Lu(x,t)de—L‘](x,t)dS +f;/f(u(x,t),x,t)dv, (13)

na qual J(x,t) representa o fluxo de material, ou de individuos, u(x,t) sua
concentracdo e f(u(x,t),x,t) a fonte desse mesmo material, sendo uma funcdo
de u(x,t), x e t. Em sendo f(u(x,t),x,t) uma fungdo da concentracdo u(x,t) de
individuos, temos um termo nédo-linear associado a equagdo. Tomando entdo
u(x, t) como sendo uma fungdo continua, ao aplicarmos na equagao o Teorema da

Divergéncia para Integral de Superficie, obtemos,

I} ( MED 31,0~ fue, 0, ,1) | av =0, (9
BT

Como o volume V ¢ arbitrario, o integrando deve ser zero e assim, a

equacdo de conservagdo para u(x, t) é dada por,

du(x, t)
ot

= —V-J(x, t) + f(u(x, t),x,1), (15)

e que é uma generalizagdo para o fluxo de transporte J(x, t), independentemente
do processo realizado, seja ou ndo por difusdo. No caso do processo ser o de
difusdo classica, no qual,

](x/ t) =-D Vu(x/ t)/ (16)
entdo a equacgdo (15) é reescrita como,

Ju(x, t)

> = f(u(x,t),x,t) + D Vu(x, t), (17)

e para o caso unidimensional, temos,

du(x,t)
o

*u(x, t)
ox? ’

f(u(x,t),x,t)+D

(18)

sendo esta a mesma equacdo de difusdo (10) obtida anteriormente, agora com
um termo fonte f(u(x,t),x,t) relativo ao processo reativo presente no sistema

dindmico.
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Em um contexto ecolégico, por exemplo, o termo fonte f(u(x, t), x,t),
termo de reacdo, pode representar os processos de nascimento e morte. Em
solugdes quimicas, pode significar o aumento ou diminui¢do de determinada
substancia, ou até mesmo o surgimento de nova substadncia durante o processo
de reacdo. J4 o termo u(x,t) corresponde a densidade populacional n, ou a
concentracdo de individuos, podendo corresponder também a concentracdo de
uma substancia em uma solugdo. E com crescimento logistico, f(u(x,t),x,t) é

dada por,
f(u(x,t),x,t):rn(l—%), (19)

sendo r a taxa linear de crescimento e K a capacidade de suporte ou saturagao
do ambiente. Dessa forma, sendo D constante, temos como resultado a seguinte

equagao,
du(x, t)
ot

conhecida como equagdo de Fisher-Kolmogoroff. Fisher (1937) propds a versao

=rn (1 — %) + D V? u(x, t), (20)

unidimensional como um modelo para propagacdo de aprimoramento genético
em uma populacdo e, Kolmogoroff et al. (1937) aprofundou os estudos sobre a
mesma, obtendo resultados importantes (Murray, 2002a).

Nos casos em que hd um namero significativo de substancias
quimicas ou diferentes populagdes de espécies em interacdo, pode ser utilizada
uma forma generalizada de (20), na qual temos u = u; (x,), i = 1,...,m como um
vetor de densidades, ou concentrag¢des, cada qual com seu respectivo coeficiente
de difusdo D;, e relacionadas também com o vetor fonte f = f;, interagindo cada
coeficiente de difusdo D; com sua respectiva fonte. Em tais situa¢ées, o processo
difusivo de uma substancia pode ser influenciado pela concentracdo e pelo pro-
cesso de difusdo de outra substancia presente no meio. Tal fendmeno é conhecido
como difusdo cruzada. Nesse tipo de modelo, as interagdes entre os processos
difusivos sdo representadas em uma matriz quadrada, com cada elemento da

matriz correspondendo a interagdo entre as difusdes D;, duas a duas. Assim, a
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generalizacdo de (20) torna-se,

g—‘;:f+V~(D.Vu), (21)

em que D corresponde a matriz das difusdes D;. No caso de ndo haver difusao
cruzada entre espécies, essa matriz serd uma matriz diagonal, caso contrario, a
equagdo (21) passa a ser um sistema de reacdo-difusdo (Murray, 2002a). Esse
modelo generalizado admite também para o vetor fonte f = f; com crescimento
logistico, uma capacidade de suporte K como uma fung¢do de dependéncia espacial
K(x, t).

Em 1952, Alan Turing apresentou esse mecanismo de difusdo cru-
zada como o modelo para seu trabalho sobre morfogénese, sendo seu artigo um
dos mais importantes e relevantes do século vinte no que se refere a biologia
teérica (Murray, 2002a; Dilao, 2005).

Kovacs (2004) examina as condicdes de existéncia e estabilidade de
solugdes para um sistema de equagdes de reagdo-difusdo de duas substancias
em um espago bidimensional, sob a primeira lei de Fick, e sujeitas as condi¢oes
de Neumann na fronteira do dominio. Em seu trabalho, ele faz uso de uma
matriz quadrada de ordem dois, representando a matriz das densidades das duas
substancias existentes, e com difusdo cruzada, isto é, que o fluxo de cada substancia
no espaco é influenciado ndo apenas pela sua respectiva densidade, mas também
pela densidade da outra substancia presente (Kovécs, 2004). Aly & Farkas (2004)
também abordam um modelo de difusdo cruzada, mas no caso, com uma matriz de
difusdes de ordem quatro (Aly & Farkas, 2004). Diferentemente, Sun et al. (2009)
utilizam um tnico coeficiente de difusdo para representar a difusao cruzada entre
duas difusdes distintas, num sistema de duas equagdes representando um modelo
compartimental do tipo SI (susceptiveis, infectados) (Sun et al., 2009).

Um exemplo de processo de dispersdo com diferentes coeficientes de
difusdo é descrito por Maidana & Yang (2009), no caso da dispersdo da doenga do
Virus do Oeste do Nilo. O modelo matemaético consiste num sistema de equagdes di-

ferenciais parciais seguindo um modelo compartimental do tipo SIR (susceptiveis,
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infectados, recuperados) para duas espécies envolvidas, aves e mosquitos. No
modelo, ha um termo de difusibilidade préprio para cada uma das equagdes do
sistema, e cada espécie com seu respectivo coeficiente de difusao.

A movimentagdo de individuos pode dar-se também por meca-
nismos de adveccdo e/ou convecgdo, e que correspondem, respectivamente, a
movimentacdo horizontal e/ou vertical dos individuos no meio com velocidade v,

constante ou ndo. Assim, o fluxo de individuos passa a ser dado por,

J(x,t) = u(x, t) v(x). (22)
Logo,
Bu(xt = Fu(o b)) - 8](x t) 23)
e com a velocidade v(x) constante temos,
8u(x f) = f(u ) aug; t). 24)

Quando o processo de advecgdo ou convecgdo da equagdo (24) vem
associado com um processo de difusdo, passamos a ter equacdes da seguinte

forma,
u(x, t) du(x, t) (x, t)

= f(u -V ox 8x2

Podemos ter também uma variacdo de (25) com o termo de

(25)

adveccao/convecgdo de forma nao-linear. Assim,

oux, du(x, Pulx,
G0 s - ML ZED

é também conhecida como equacdo de Burger. Logan realiza um estudo mais
detalhado sobre essa equagdo e suas caracteristicas, as solugdes para o modelo
por solugdes do tipo onda viajante, e também para o problema de valor inicial e
analise assintética da solucdo (Logan, 2008).

Um outro modelo que, além da difusdo, também incorpora um pro-
cesso advectivo é o dado pela equagdo de Keller-Segel (1971), referente a quimio-

taxia, e que consiste no processo de locomogdo de microorganismos, ou mesmo
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de células, seguindo um gradiente de algum sinal de substancia quimica. Sendo
u(x,t) a densidade de células, e a = a(x, t) o sinal quimico atraente, o modelo apre-
senta um termo de difusdo D V?u(x, t) e um termo de direcionamento, ou adveccao,

dado por V( x(a) u(x,t) Va). Temos entdo:

ou(x, t)
ot

com a velocidade de deslocamento proporcional ao gradiente do sinal atraente a,

= D VZu(x, t) + V(x(a) u(x, t) Va), (27)

e com constante de proporcionalidade x, também em funcdo de a (Muller, 2004).

Uma variagdo de (18) é a chamada equagdo de Nagumo dada por,

du(x, t) *u(x, t)
ot o2

em que o termo fonte f(u(x,t)) = u(x,t) (u(x,t) —a)(1 - u(x, t)), também conhe-

=u(x, t)(u(x,t)—a)(1—u(x,t)) + (28)

cido como efeito Allee, é uma generalizacdo da fungdo logistica com crescimento
1

negativo, sendo a2 < 5 e 1 a capacidade de suporte. Essa equagdo é represen-
tativa para os casos de grupos de animais em pequenas densidades possuirem
menor capacidade de formar casais, resultando assim num crescimento negativo
da espécie.

Em face de sua ocorréncia em diversos processos bioldgicos e
quimicos, as equagdes de reacdo-difusdo tém se mostrado uma das mais impor-
tantes classes de equagdes ndo-lineares utilizadas para descrever tais fendmenos.
Além dos modelos de equagdes ja citados, existem outros utilizados para descre-
ver processos difusivos em sistemas dindmicos diversos como o modelo Lotka-
Volterra, o modelo presa-predador, modelos compartimentais do tipo SIR (sus-
ceptiveis, infectados, recuperados), SIRS (susceptiveis, infectados, recuperados,
susceptiveis), etc. Embora a quantidade de modelos de equagdes de reacdo-difusdo
seja grande, o estudo e andlise da estabilidade da equagdo de Fisher-Kolmogoroff
é representativo para muitas delas.

No capitulo a seguir, ndo s6 faremos tal estudo, como também iremos

buscar solug¢des ondas viajantes (travelling waves solutions) para tais modelos de

equacOes através da equagao de Fisher-Kolmogoroff.



3 ONDAS VIAJANTES

Neste capitulo abordamos o conceito e definicdo de ondas viajan-
tes como solugdes para diversos tipos de equagdes diferenciais parciais, mesmo
ndo-lineares, e realizamos um breve estudo de tal solugdo para a equacdo de
Fisher-Kolmogoroff, e que é representativo para os demais modelos de equagdes

de reacdo-difusao.

3.1 Introducao

No capitulo anterior vimos os principais conceitos envolvidos
em equagdes de reacdo-difusdo, bem como alguns modelos e suas aplicagdes.
Equagdes de reagdo-difusdo, em geral, ndo tém solugdo analitica, o que comu-
mente ocorre com equagdes ndo-lineares e com sistemas de equagdes diferenciais
parciais (EDPs) acopladas. Em muitos casos, é possivel obtermos apenas solugoes
numéricas. Assim como muitos modelos de EDPs, tais equa¢des podem admitir
solucdes conhecidas como solugdes ondas viajantes. Essas solu¢des modelam um
sinal ou perturbagdo que se move com velocidade constante e podem representar
a frente de um movimento populacional, a forma de dispersdo de uma doenga ou
ondas de epidemia, invasdes bioldgicas diversas, rea¢des quimicas e varios outros
fendmenos biolégicos (Murray, 2002a; Logan, 2008).

Definimos, entdo, solu¢do onda viajante como sendo solugdo que
modela um sinal ou perturbacdo que se propaga no espago em formato de onda,
e uma vez estdvel, sem alteragdo no seu perfil, e escrita da forma u(x, t) = U(z). A

fungdo U = U(z) corresponde a uma func¢ao qualquer responsével pelo formato da
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onda e, z = x — ¢t a coordenada de movimento, também chamada de varidvel de
onda dependente da varidvel espacial x e da varidvel temporal ¢, e que viaja com
velocidade c constante e positiva. Tanto U, quanto ¢, a principio, sdo desconheci-
das. Dessa forma, para uma fungdo u = u(x, t) representando uma onda viajante, a
forma da solugédo serd a mesma em todo o tempo. Como x pode assumir qualquer
valor real, temos que z varia de — oo a + oo.

Nosso interesse consiste em encontrar essas solugdes ondas viajantes,
mas ndo qualquer onda viajante e sim, apenas aquelas cujos valores de fronteira
se aproximam de valores constantes, e que conectam os dois estados estacionarios
em z = +00, de modo a termos U(—o0) = u; e U(+o0) = u,, sendo u; e u, constan-
tes. Tais solugdes sdo chamadas solugdes de frente de onda (wave front solutions).
Quando temos u; = u,, a onda é chamada de pulso. A técnica analitica usual para
isso consiste em transformar a EDP, ou o sistema de EDPs, em equagdes diferen-
ciais ordindrias (EDOs). Uma maneira de analisarmos o problema é buscarmos
estabelecer relagdes entre os pontos criticos encontrados e os comportamentos
das trajetérias no plano de fase bidimensional correspondente a dindmica da
populagdo. Além disso, vamos buscar uma soluc¢do para U, correspondente ao
formato da frente de onda, bem como encontrar os possiveis valores de c.

A velocidade c de onda, frequentemente, atua como um “autovalor”,
o que significa que a solug¢do onda viajante somente existird para determinados
valores de ¢, ou simplesmente, que teremos uma solu¢do onda viajante a partir de
um determinado valor minimo para c.

Vamos considerar a seguinte equagdo de reacdo-difusdo no espago

unidimensional,
ou *u
o~ P o

em que D é o coeficiente constante de difusdo, u correspondendo a concentracgdo de

(29)

substancias ou individuos, e f representando as cinéticas, isto é, a fun¢do de reacdo
referente a variacdo de u no meio, seja 0 aumento ou diminuigdo de individuos

ou substancias, ou o crescimento ou decrescimento populacional. No caso temos
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f = f(u,du/dx) como uma funcdo ndo-linear dependente da concentragdo u e de
seu gradiente espacial du/dx, e reescrevemos (29) como,

Ju ( u ) *u

E:f M,g +Dw (30)

A solugdo que podemos apresentar para essa equacdo é a que foi

mencionada anteriormente, ou seja,
u(x,t)=U(z) =U(x—ct), com z=x-ct. (31)

Temos que U(z) = u(x, t) é uma solu¢do onda viajante, onda essa que
se move com velocidade positiva constante ¢ na diregdo e sentido de x positivo.
Uma vez sendo z = x — ¢t constante, entdo U também o serd. Por isso, quando ¢
estd na direcdo e sentido de x negativo, temos U(z) = U(x + ct).

Seja o seguinte problema de valor de contorno em um dominio semi-

infinito,
ou ou *u
E = f(l/l,a)'l'Dw, x>0, t>0,
u(x,0) = 0, x>0, (32)
u@0,t) = 1, t>0,
u(oo,t) = 0.

Para tal situagdo, no instante inicial, a concentracdo de onda u(x, t)
tem valor maximo, de magnitude 1, na fronteira x = 0, movendo-se no meio a
partir de entdo. Assim, no inicio, forma da onda muda & medida que a onda
evolui. No entanto, com o passar do tempo, a concentracdo de onda comega a
aproximar a onda com a forma definitiva e constante da frente de onda, para
alguma velocidade ¢ > ¢y, . Embora, frequentemente, temos interesse apenas
na frente de onda, é razoavel pensar na questdo de que, se as solugdes para um
problema de valor de contorno evoluem para uma frente de onda, entdo uma
solucdo frente de onda age como um atrator para as demais solugdes (Logan,

2004).
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Quando procuramos solu¢des ondas viajantes numa equagdo em

funcdo de x et naforma (31), calculamos as derivadas parciais de u para efetuarmos
as devidas substitui¢des na referida equagdo (30). A fun¢do U, que representa a

frente de onda, deve ser duas vezes diferencidvel em IR. Logo,

3—1: = —clU =-c Z—g,
g—z = U= Z—Ij, (33)
2 2
w2
Aplicando, entdo, (33) em (30), passamos a ter,
—-cU' =f(ULU)+DU", —o0o<z<+400. (34)

Observamos que U deve ser sempre positiva pois, para o caso
realistico sob o ponto de vista biolégico, U representa densidades como substancias
quimicas, bactérias, ou populagdes.

A maioria dos modelos de interesse biolégico envolve mais de uma
dimensdo espacial e mais de uma varidvel dependente mas, por simplicidade,
consideramos o modelo de Fisher-Kolmogoroff em apenas uma dimens&o espacial
e, entdo, analisamos a existéncia de ondas viajantes entre os pontos criticos desse

modelo.

3.2 Solug¢des Ondas Viajantes no Modelo de Fisher-Kolmogoroff

Consideremos o caso cldssico de equacdo de difusdo sugerido por

Fisher (1937), com crescimento logistico na dindmica da populacao,

ou u u
E:ru(l—i)—Dﬁ, (35)

em que os parametros K e D sdo constantes positivas. Para reduzir o ntimero de

pardmetros, adimensionalizamos a equacao (35) com as seguintes varidveis,

=

X —
D/r e u-= E (36)

t=rt, x=
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Logo, (35) é reescrita como,

_ o —
a_u:ﬁ(l_ﬁ) a_u

— + . 37
ot x> (37)

Retirando a notagdo em barras para efeito de simplificagdo, temos,

ou ’u
E—u(l—u)+ﬁ. (38)

Para tal equagdo temos que o primeiro termo da equacado possui dois
pontos de equilibrio, u = 1 e u = 0 (Murray, 2002a). Portanto, devemos verificar
a possibilidade de existéncia de solu¢des ondas viajantes para a equagdo (38) no
intervalo entre os pontos criticos, bem como a solugdo frente de onda conectando

tais pontos. Neste caso, as solu¢des de ondas viajantes podem ser escritas como,
u(x,t) = U(z), sendo z=x-ct. (39)

Assumimos que c¢ > 0 (velocidade da onda) e fazendo a mudanca de

variavel para varidvel de onda z em (38) temos,

ou dUodz dU , *u .
G dz s az 9=l e Ga=U 40
em que, apods substituicdo em (38), temos,
U'+cU +U@1-U) =0. (41)

Para obtermos mais informagdes, do ponto de vista qualitativo, es-
crevemos a equacdo (41) como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem em relagdo a z, isto €,

d_U
dz
d_V
dz

=V (42)

-cV-Uu@-u,

que nos da o comportamento das solugdes no plano de fase como,

dV._—cV-Uu@-u
au 1% '

(43)
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O sistema (42) possui dois pontos criticos (0,0) e (1,0). Para es-
tudarmos o tipo de estabilidade destes pontos no plano de fase calculamos os

autovalores da matriz jacobiana do sistema (42). De fato, se considerarmos,

f4v)y=v, e gUV)=-cV-U@1-U), (44)
entao temos,
of  of
= == 0 1
]:[‘31; 'Z]:( ] (45)
U 9V 2U-1 -c¢
Analisando o polindmio caracteristico no ponto (0, 0), obtemos,
A 1
det(J(0,0) — AI) = =0, (46)
-1 —-c-A
ou seja,
A2+cA+1=0, (47)

que nos da os seguintes autovalores,

- V2 —4 —c— V2 -1
:—”26 e Nyt Ye~® 2C . (48)

M

Portanto, o ponto (0, 0) é um no estavel se ¢® > 4, pois os autovalores

sdo reais com sinais negativos, e um né espiral estavel se ¢> < 4. Logo, para
obtermos solugdes realisticas, sob o ponto de vista biolégico, consideramos ¢ > 2
pois, caso contrario, teremos -2 < ¢ < 2 que corresponde a um né espiral e,
consequentemente, obteremos valores negativos para a densidade da populagéo,
ou entdo, teremos c < —2, 0 que também ndo é aceitavel, pois a velocidade de onda

deve ser ndo negativa.

No ponto critico (1,0) obtemos o seguinte polindmio caracteristico,

-A 1
det(J(1,0) — AlI) = =0, (49)
1 —-c—-A
ou seja,

A2+cA-1=0, (50)
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com os seguintes autovalores,

_ 2 — 2
Al:%c“{ o Az:%ﬁé (51)

Portanto, o ponto (1,0) é um ponto sela para todo valor de ¢ > 0, pois
os autovalores sdo reais com sinais opostos. Logo, considerando os resultados
obtidos pelos pontos criticos, e que estes sdo condi¢do necessdria e suficiente no
espaco bidimensional, verificamos a existéncia da onda viajante entre os pontos
de equilibrio, do ponto de equilibrio (1,0), um ponto tipo sela, para o ponto de
equilibrio estavel (0, 0), e na forma monétona se ¢ > 2.

No préximo capitulo, abordaremos aspectos importantes relativos
ao problema biolégico em questdo, a doenga do caranguejo letdrgico, bem como

apresentaremos um modelo matemaético para a dispersdo da doenga.



4 MODELO MATEMATICO

Este capitulo é dedicado a apresentagdo de um modelo matemético
para a dispersdo da DCL e da solucdo onda viajante para tal modelo. Para isso, é
necessario compreender questdes relevantes a respeito da biologia do problema,
embora a forma de transmissdo e a dindmica de dispersdo da doenca ainda nao
sejam conhecidas plenamente.

Assim, abordamos inicialmente o problema biolégico para, e em

seguida, apresentarmos o modelo matemaético proposto para a DCL.

4.1 Aspectos Bioldgicos

Nesta secdo, realizamos um breve descritivo a respeito da doenga do
caranguejo letdrgico e sua dindmica, bem como dos entes envolvidos no problema

biolégico, o caranguejo-ucé e o fungo patogénico da DCL.

4.1.1 O Caranguejo-Uca

O caranguejo-ucd, Ucides cordatus, também conhecido popularmente
por catanhdo, caranguejo do mangue ou caranguejo-verdadeiro, é uma espécie que
habita os manguezais localizados na costa atlantica do continente americano desde
a Flérida (Estados Unidos) até Santa Catarina (Brasil), como pode ser observado
na Figura 1 (b). E 0 maior crustaceo encontrado em regides de mangue, e também
o maior de sua familia (Ocypodidae), sendo que sua carapaca chega atingir 10 cm
de largura e 30 cm de envergadura na fase adulta. Apresenta uma longevidade de

até mais de dez anos, atingindo sua maturidade sexual por volta dos dois a trés
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anos de idade (Projeto ALMA, 2006).

l y
| [ {0 cordarus occideniais
(a) oo
Figura 1: (a) O caranguejo-ucd (Projeto ALMA, 2006), e (b) Distribui¢do do

caranguejo-ugé pelo continente americano (PUCA, 2009).

De acordo com o GIA, Grupo Integrado de Aquicultura e Estudos
Ambientais, da Universidade Federal do Parand - UFPR, essa espécie tem com-
portamento territorialista construindo tocas individuais nos substratos macios
das areas de mangue, onde é encontrado, dreas essas que sdo influenciadas pe-
las marés. Suas tocas, que sdo intensamente protegidas de eventuais invasores,
possuem profundidade maxima de dois metros e promovem a oxigenacdo das
camadas mais profundas de sedimento de seu ecossistema. Quando submersas,
em periodos de maré alta, as tocas servem de reftigio contra predadores e da
dessecagdo. Durante a maré baixa, cada qual deixa sua toca para limpa-la, ou
construir uma nova toca, e também para se alimentar. Usualmente, seu alimento
tem origem vegetal, como algas, raizes, cascas, galhos, frutos, sementes e folhas
em decomposi¢do, podendo ser composto também por sedimento misturado a
matéria organica e até, ocasionalmente, por alimentos de origem animal, como
poliquetas, crustdceos, insetos e certas espécies de moluscos (GIA, 2006).

O periodo de reprodugdo é marcado pela presenga em todo o man-
gue de um odor caracteristico exalado pelos machos da espécie, e que produ-
zem, concomitantemente, uma espuma branca. No acasalamento, os caranguejos

adultos, tanto machos quanto fémeas, deixam entdo suas tocas simultaneamente
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deslocando-se de um lado para o outro de maneira desordenada, em perseguicado
mutua, degladiando-se entre si e copulando. Esse fendmeno é conhecido como
“andada”, como pode ser visto na Figura 2 (b). Nesse periodo, os caranguejos
passam por momentos de grande estresse fisico e hormonal. Suas larvas, ao serem
liberadas na dgua, nadam e alimentam-se de animais microscépicos e pequenas
algas presentes na dgua, sofrendo processos de muda até atingirem a fase de me-
galopa, fase essa que precede a primeira fase de caranguejo propriamente dita,
quando retornam para construirem suas tocas no sedimento (Projeto ALMA, 2006;
Cottens, 2009).

Ha relatos de que o caranguejo-ucd ja havia sido observado no litoral
brasileiro por jesuitas e viajantes portugueses no periodo do descobrimento. Sua
coleta na natureza consiste em uma atividade que remonta a tal periodo, sendo
que, desde essa época, era utilizado como recurso medicinal para tratamento de
doengas e, especialmente, como alimento por populacdes indigenas que habitavam
regides litoraneas brasileiras. Sua carne de sabor adocicado é rica em proteinas e
minerais, principalmente zinco, e possui baixos teores lipidicos e caléricos. Desde
entdo, além de sua utilizagdo terapéutica, é fonte de alimento para as populagoes
ribeirinhas, tornando-se também uma iguaria presente na culindria brasileira,
especialmente dos estados litoraneos (GIA, 2006; Cottens, 2009).

Um dos aspectos que denotam sua importincia para seu ecossis-
tema consiste na decomposicdo de matéria organica feita através da ingestdo e
eliminacdo de residuos vegetais. Folhas caidas de drvores do mangue e presentes
em suas tocas se degradam 2, 4 vezes mais rapidamente que na superficie do solo,
sendo que aproximadamente 75% da matéria timida oriunda das folhas presentes
em solo de mangue sdo incorporadas ao sedimento de forma mais rapida devido
a acdo do caranguejo-ucd, que utiliza essas mesmas folhas caidas como alimento.
Além disso, é um elemento fundamental na andlise de impactos ambientais por
ser um importante biomonitor de areas criticas, jd& que demonstra sensibilidade a

diversos poluentes e é encontrado em grande parte do litoral brasileiro (Ribeiro,
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Figura 2: (a) Ribeirinho apds coleta de caranguejos (Jornal Folha do Norte, 2009¢)
e, (b) Caranguejos no mangue no periodo de acasalamento, conhecido como “an-

dada” (Projeto ALMA, 2006).

Figura 3: Caranguejos liberando suas larvas no mar (Projeto ALMA, 2006).
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2008; Ferreira et al., 2009).

Dentre os recursos naturais extraidos de manguezais, a captura de
caranguejo é considerada a atividade econdmica mais importante conduzida em
escala comercial no Brasil. Além do fato de ser utilizado como alimento pelas
populagdes litoraneas, sua coleta e comercializa¢do contribui com a renda familiar
das mesmas. Muitas dessas familias, especialmente as mais carentes, vivem de
tal atividade por ser uma préatica bastante rtstica, que ndo exige equipamentos
sofisticados, e de facil realizagdo. E por falta de opgdes de emprego e geracdo de
renda nas regides ribeirinhas, a coleta do caranguejo tornou-se, para muitos, o

tnico meio de sobrevivéncia (Souto, 2007).

4.1.2 O Fungo Patogénico

Pelo grande ntimero de espécies e o grau de complexidade com que
se apresentam, os fungos por si s6 formam um reino préprio. Enquanto a maioria
se alimenta de matéria organica em decomposigdo, outros sdo espécies predado-
ras. Possuem alta variabilidade morfoldgica e alternancia de fases. Atualmente, a
caracterizacdo das espécies é feita através da identificagdo da morfologia comple-
mentada pela andlise de sequéncias de DNA.

Dentre as mais de 80.000 espécies de fungos catalogadas, cerca de
50% pertence ao Filo Ascomycota. Os ascomicetos sdo conhecidos como fungos
dematidceos ou fungos negros da familia Heportrichiellaceae. Tais fungos pos-
suem coloragdo escura por causa da presenga de melanina na parede celular das
células vegetativas e reprodutivas, e estio comumente presentes na natureza em
integracdo com o solo e com material organico em decomposicdo, especialmente
em regides de clima tropical e subtropical.

Grande parte dos fungos ascomicetos hyportrichiellaceos sdo res-
ponsaveis por inimeros casos de micoses e apresentam uma forte tendéncia a
patogenicidade em hospedeiros vertebrados e invertebrados. Dentre os princi-

pais tipos de micoses destaca-se a feohifomicose que caracteriza-se por uma va-
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riedade de manifestagdes, incluindo desde a colonizagdo superficial até a infecgdo
sistémica podendo, em alguns casos, causar lesdes cerebrais em humanos e outros

organismos. Dentre tais fungos destacam-se os do género Exophiala (GIA, 2006).

4.1.3 A Doenca do Caranguejo Letargico

Desde 1997, tem-se observado eventos de mortandade das popula-
¢Oes de caranguejo-uga no litoral brasileiro, com reducado de até 85% das capturas
em determinadas regides. Durante os eventos de mortandade, os caranguejos
moribundos apresentam-se letdrgicos, sem controle das pernas e quelas e sem
equilibrio. Aparentemente, as mortes ocorrem fora das tocas, mas préximos a
elas, sendo que os caranguejos mortos tém sido encontrados com o cefalotérax
virado para baixo. Em funcdo desses sintomas, esta enfermidade foi chamada de
Doenga do Caranguejo Letargico (DCL) (Boeger et al., 2005).

Ap6s intimeras especulagdes sobre o que poderia estar causando a
enfermidade, em 2005, comprovou-se que o agente causador da DCL é o fungo
patogeénico Exophiala cf psycrophila, uma levedura negra da Filo Ascomycota. Para
tanto, foram realizadas andlises morfolégica e de sequenciamento genético para
uma precisa identificagdo do fungo patogénico. Além disso, a equipe do GIA
desenvolveu e aplicou marcadores moleculares a caranguejos, sintomaéticos e as-
sintomaticos, e em diversas regides do litoral do nordeste e do sudeste brasileiro,
de modo a permitir ndo apenas a deteccdo da doenga, mas também a prospeccdo
dessa espécie de fungo no meio ambiente. A comprovagdo de que o Exophiala
cf psycrophila era a agente patogénico responsavel causador da DCL veio com a
realizagdo de experimento de infecgdo experimental, e que satisfez os postulados
de Koch (GIA, 2006).

Esta é a primeira enfermidade causada por fungo em crustaceos e
é especifica do caranguejo-u¢d. O fungo da DCL ndo é facilmente encontrado
entre os periodos em que ocorrem as mortandades, tendo sido entdo detectado

apenas em caranguejos-ucd, todos assintomaticos (caranguejos resistentes). Nao
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ha também qualquer evidéncia da presenca do fungo da DCL no solo ou em
amostras de plantas dos manguezais ou de viveiros de cultivo. Em fungdo disso,
a hipétese inicial era de que dispersdo ocorresse pelo mar.

Usualmente, a dispersdo das varias espécies de fungos no meio ambi-
ente da-se por algum processo advectivo, como o vento ou dgua corrente, transpor-
tando suas hifas ou seus conidios (também conhecidos por esporos, e que surgem a
partir de hifas modificadas), nos quais encontra-se seu material genético. Apenas
as formas assexuadas (anamorfas) do fungo, isto é, hifas e conidios, foram encon-
tradas parasitando os caranguejos (GIA, 2006). Ribeiro, admitindo por hipétese
que o processo difusivo do Exophiala cf psycrophila acontecesse por via maritima, e
fundamentalmente pelo contato do caranguejo-ugd com a 4gua do mar, examinou
a resisténcia desse fungo a diferentes indices de salinidade e temperaturas varia-
das. Em seu trabalho, observou que todas as amostras que foram examinadas
apresentaram uma grande porcentagem de fungos que conseguiram sobreviver
as condicOes a que foram expostos, até mesmo as mais adversas para sua sobre-
vivéncia. Suas conclusdes corroboram a hipétese inicial de que a dispersdo da
DCL ocorresse pelo mar (Ribeiro, 2008).

A dispersdao da DCL entre os estuarios vem ocorrendo a partir do
primeiro local de registro, em 1997, nos manguezais de Goiana, municipio vi-
zinho a Recife, em Pernambuco. Esta dispersdo parece ocorrer em forma de
ondas, principalmente no sentido norte-sul, uma onda frontal de grande mortan-
tade de caranguejos seguida por ondas de mortandade menores até a reducdo ou
eliminacdo dos eventos de mortandade. Até agora a doenga atingiu um grande
namero de estudrios na costa do Brasil e apesar dos esforcos dos profissionais
do meio ambiente em deter esse avanco (com o estabelecimento de barreiras sa-
nitdrias e controle de catadores externos ao estado), a DCL continua se espalhando
para outros estados (GIA, 2006). Recentemente, foi detectada a presenga da DCL
em Goiabeiras, na Grande Vitéria-ES, o que levou as autoridades a proibirem

temporariamente a coleta de caranguejos para o ndo comprometimento definitivo
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dos estoques, dado o enorme decréscimo populacional de caranguejos-ucé (Jornal

Folha do Norte, 2009a).

4.2 O Modelo Matematico

A seguir, apresentaremos um modelo matematico para a dispersao
da DCL, inicialmente na forma dimensional, em seguida na forma adimensionali-

zada e por fim, o modelo espacial.

42,1 O Modelo Dimensional

Ferreira etal. (2009) propuseram um modelo descrevendo a dinamica
de transmissdo da DCL entre a populagdo de caranguejos-uga (Ucides cordatus).
Esse modelo é composto pelo seguinte conjunto de equacgdes diferenciais or-

dinarias (Ferreira et al., 2009),

d

%t) = $S(t) (1 - %) = (i + 1) S(B) = BS(E) F(t) + y 1(8),

PO Bswro -+ ur a1, 62
% = oal(t)— urF(),

em que,
e 5(t) corresponde a populacdo de caranguejos susceptiveis a doenga,
e [(t) a quantidade de caranguejos infectados pela mesma,
e F(t) é a densidade de fungos,

sendo cada uma das equagdes correspondentes as respectivas variagdes populaci-
onais de S, I e F no tempo. A primeira equagdo possui um termo logistico descre-
vendo o crescimento populacional de S a uma taxa ¢ de natalidade de caranguejos
susceptiveis e um decrescimento por competi¢do de acordo com a capacidade K

de suporte do meio. A populagdo de S também é diminuida em funcao das taxas p
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e tc de mortalidade natural e por coleta, respectivamente, bem como pelo contato
com a populagdo F de fungos a uma taxa § de probabilidade de contato entre as
duas populagdes, de forma que tais caranguejos tornam-se infectados. Por esse
motivo, esse mesmo termo é acrescentado a segunda equagédo, correspondente a
variacdo da populacédo I de caranguejos infectados. A populagdo de caranguejos
susceptiveis também é aumentada pela quantidade de caranguejos infectados que
tornam-se recuperados a uma taxa y de recuperacgdo, sendo tal termo subtraido
da segunda equagdo. Uma vez infectado, o caranguejo ou morre a uma taxa a de
mortalidade pela doenca, ou por mortalidade natural y, ou torna-se novamente
susceptivel, uma vez que os artrépodes (por exemplo crustdceos e insetos) s6 tem
imunidade natural, portanto ndo ha memdéria imunoldgica. Ja a terceira equacao,
relativa a variacdo da populagdo F de fungos, possui um termo correspondente
ao crescimento de tal populagdo a partir de seu desenvolvimento em caranguejos
infectados a uma taxa o, fungos esses que sdo liberados no meio a medida que os
caranguejos infectados morrem a uma taxa a de mortalidade pela doenga, e outro
termo de decrescimento populacional a uma taxa pr de mortalidade natural de
fungos. Todos os pardmetros e seus respectivos valores estdo descritos na Tabela
1.

Uma vez considerando a rdpida disseminagdo da DCL ao longo da
costa brasileira, passando de estudrio em estuario entre os estados litoraneos, e que
o fungo apresenta resisténcia a altos niveis de salinidade, podemos assumir que a
DCL tem se propagado pela dispersdo da populagdo de fungos por via maritima.
Essa hipétese é corroborada pelo fato de que os caranguejos infectados, uma vez
moribundos, apresentam letargia, morrendo préximo as suas tocas, e portanto
ndo disseminando a mesma justamente pela dificuldade de locomogdo, além do
fato de que as populagdes de caranguejos, por possuirem cada qual uma dindmica
local, contribuiriam muito pouco para a dispersdo da DCL através de sua dindmica
espacial. Além disso, ndo hd migracdo de caranguejos jovens ou adultos entre os

estudrios, somente de larvas, porém o tamanho das mesmas aliada a fragilidade
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Tabela 1: Pardmetros do modelo, descri¢do bioldgica e valores assumidos (Ferreira

et al., 2009).
Parametros | Descrig¢do Bioldgica (taxas) Valores

¢ natalidade de caranguejos susceptiveis | 0,15 - 0,4 dia™
K capacidade de suporte do meio 200 (assumido)
u mortalidade natural de caranguejos 0,00025 - 0,0006 dia™*
e mortalidade pela coleta 0-0,5dia™! (assumido)
UE mortalidade de fungos 0,1 (assumido)
o mortalidade pela doenga 0,002 - 0,12 dia™*
B contato entre susceptiveis e fungo 0,001 - 0,029 (assumido)
y caranguejos recuperados 0,01-0,1 dia™
o crescimento de fungos 0,01 - 1,4 (assumido)

destas inviabilizam a disseminacdo do fungo via larvas infectadas.

Assim, para o presente estudo foram incorporados dois termos dis-
tintos ao conjunto de equacdes apresentado anteriormente, sendo um correspon-
dente a difusdo da doenca, Dr, e outro referente a adveccdo, vr, estabelecendo
uma preferéncia de sentido a dispersdo da doenga. Pelos motivos apresentados
acima, tais termos foram introduzidos exclusivamente na terceira equacéo de (52),
relacionada a densidade de fungos, e ndo a segunda equacao relativa a populagdo
de caranguejos infectados.

Como visto no capitulo 1, os processos de advecgao e difusdo estdao
relacionados com a variacdo de uma populacdo ou de sua densidade no espaco.
Por isso, os referidos termos sdo respectivamente termos de derivada primeira e
derivada segunda em relacdo a varidvel espacial x, e cada qual com seu coeficiente
associado. Dessa forma, as populagées S(t), I(t) e F(t), antes vistas como fun¢des de
uma Unica varidvel temporal {, agora sdo descritas como fungdes de duas varidveis,
a espacial x e a temporal ¢t. Temos assim, S = S(x,t), I = I(x,t) e F = F(x,t). Logo,

dS S
Eril ¢5(1—E)—(#+Hc)5—ﬁ51:+71,
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% = BSF-(y+u+a)l, (53)
JoF 0’F JF
E = O‘O(I—‘UPF'FDpﬁ—Vpg,

sendo Dr o coeficiente de difusdo que, para o presente caso assumimos constante,
e vr o coeficiente de advec¢do, também constante.

A partir de entdo, temos que a terceira equagao, relativa a densidade
de fungos, passa a ser uma equacado de reagdo-difusdo, composta por um termo
de difusdo com coeficiente constante D, correspondente ao movimento aleatério
da populacdo de fungos espacialmente no meio, e um termo referente a fungdo de
aumento ou diminui¢do da densidade de fungos, que é ¢ a I-pr F correspondendo
ao processo de reacdo da populacdo de fungos no meio, e adicionada ainda de um
termo de advecgdo de coeficiente vy constante, correspondendo a movimentagdo
horizontal dos fungos, por algum movimento advectivo, seja o vento, correntes
maritimas ou outro equivalente.

Em funcdo dessa equacdo de reagdo-difusdo, podemos entdo supor
solucdes ondas viajantes para a dispersao da DCL. Dessa forma, vamos buscar tais
solugdes supostamente existentes, encontrando os pontos de equilibrio do sistema,
a solugdo que conecta tais pontos, a andlise da estabilidade, e a velocidade c da

frente de onda.

4.2.2 O Modelo Adimensional

Para tanto, vamos inicialmente adimensionalizar o sistema (53) de
equagoes, para reduzir o nimero de parametros, fazendo as seguintes mudancas

de variaveis,

s_S Vv, w_Bp : __ |9
=—, I=-—=1I, F==F, t=¢t = 4[=x. 4
S & oK , @ , ¢t e x D, X (54)
Retirando a notagdo em forma de barra, temos o sistema de equacgdes

na forma adimensional, dado por,

dS

= = SU-9)-SF-AS+I,
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% = A,SF—Asl, (55)
% = A4I—A5F—A6§—F %,
sendo,
A = % AZ:%, A3=y+;+”,

A admensionalizacdo proposta permitiu reescrever o sistema original com onze
pardmetros como um novo sistema de seis parametros. A principal vantagem
da admensionalizacdo ¢é a identificacdo dos parametros relevantes, consequente-

mente, reduzindo e simplificando a anélise do espaco de pardmetros.

4.2.3 O Modelo Espacial

O modelo adimensional (55) é composto por equagdes diferenciais
parciais, em fungdo de x e t, dentre as quais uma equacao de reacdo-difusdo. Bem
sabemos também que esses modelos admitem solucdo onda viajante da forma
u(x,t) = U(z) = U(x —ct), com z = x — ct, sendo c a velocidade de onda. Para
encontrarmos tal solug¢do, precisamos reescrever (55) a partir da mudanca de
variavel z = x — ct, de modo a termos para,

S(x,t) = S(z):
aS ds

E:—CE:—CS, (56)
I(x,t) =1(z):
ol dl ,
5_—05——c1, (57)
F(x,t) = F(z):
oF dF ,
E = —CE——CF, (58)
oF dF ,

PF d (dF\
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Entdo, realizando as devidas substitui¢des em (55), obtemos,

1 1 1 1
a5 = —-51-8+-SF+-A15—--1,
dz c c c c
ﬂ = —1A25F+1A31,
dz c c
dF
= , 61
= M (61)
Z_AZ/I = —Ayl+AsF+(-c+As) M,

um novo sistema de equagdes, agora com 4 EDOs, todas em funcdo da varidvel
z. A partir deste novo sistema apresentaremos, no capitulo a seguir, a analise da
estabilidade do sistema para o ponto de equilibrio livre da doenga, o célculo da

velocidade da solugdo frente de onda, bem como simulagdes numeéricas.



5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo apresentamos os pontos de equilibrio do sistema an-
terior, composto por 4 EDOs, realizamos a anélise de estabilidade para um dos
pontos obtidos, o equilibrio livre da doenga, bem como, simulagdes numéricas para
o problema em questdo, além de calcularmos a velocidade da onda de propagacdo

da DCL.

5.1 Matriz Jacobiana e os Pontos de Equilibrio
Os pontos de equilibrio de (61) sdo,
e asolucdo trivial Eq = (S,I, F, M) = (0,0,0,0),

e 0 equilibrio livre da doenca dado por E; = (5,1, FM) = (1 - A4,0,0,0), e que

também pode ser escrito em fun¢do de R¢, o nimero de reprodutibilidade

basal para a populagdo de caranguejos, com R¢ = uiy (Ferreira et al., 2009)
e, sendo entdo E; = (RLC(RC -1),0,0, 0),

e 0 equilibrio endémico dado por E; = (5,1, FM) = (x1,x2,x3,0) com x;, i =
1,2,3, constantes dependentes dos parametros descritos anteriormente no

modelo.

A matriz Jacobiana | do sistema (61) é dada por,

[ L(-1+25+F+21) -1 1g 0
c C c c
~1A,F 1A, —1A4,8 0
= o E e (62)
0 0 0 1
0 Ay As _C+A6d




37

Para analisarmos a estabilidade do sistema dindmico precisamos

encontrar o polindmio caracteristico relativo a cada ponto de equilibrio, e, em
seguida, devemos calcular det(] — AI) = 0, sendo | avaliada em cada um dos pon-
tos estaciondrios encontrados. Como o objetivo do presente trabalho consiste em
estudar a dispersao da DCL sobre a populacdo de caranguejos, e ndo a colonizagdo
de tal populacgdo, ndo consideramos em nossa andlise a solugao trivial E,. Busca-
mos, entdo, uma solugdo onda viajante que conecte os dois pontos de equilibrio
restantes, o equilibrio livre da doenga E;, sendo um ponto de equilibrio instével
ou ponto sela, e o equilibrio endémico E,. Assim, nosso interesse consiste em
avaliar a matriz Jacobiana | no ponto de equilibrio livre da doenga E;, analisar a
estabilidade do ponto através de seu polindmio caracteristico e encontrarmos a

solucdo frente de onda viajante que conecte tais pontos.

5.2 Analise de Estabilidade do Equilibrio Livre da Doenca E;

A matriz Jacobiana | avaliada em E; é dada por,

an an aiz 0
0 a a 0

1= 22 23 , (63)
0 0 0 1
0 Agn a43 44

com,
1 1 1
= —(Rc-1), =—-—, =—(Rc-1),
an cRc( c ) a2 c a13 cRC( C )
1 1

= -A =—-—(Rc-1A
ax o az3 CRC( c—1A,
A = —Asg, ap=As, au=-c+A.
Esperamos que o ponto de equilibrio livre da doenca E; seja o ponto

de partida da frente de onda viajante. Dessa forma, é necessario que E; seja

um ponto de equilibrio instdvel ou ponto sela. Para que isto ocorra, é condi¢do
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necessdria que o respectivo polindmio caracteristico possua a0 menos uma raiz
real positiva.

Da udltima matriz obtemos, entdo, o polindmio caracteristico calcu-

lando det(J1 — A I) dado por,

ap — A a2 M3 0
0 ap —A a 0
det 2 23
0 0 A 1
0 (g 43 g — A |

(a1 — A) (_ A%+ (A2 + A44) A%+ (A43 — A0 Ag4) A — A A4z + Agp 6123)

= QW) P,
com,
QW) = (an—-A), (64)
P(A) = =A%+ (ax +as) A + (aa3 — A 0ag) A — a3 + Ay 33 . (65)
De Ferreira et al. (2009), temos que R¢c = M(iy corresponde ao niimero

de reprodutibilidade basal para a populagado de caranguejos. Para que a populagao
de caranguejos consiga se estabelecer colonizando o meio ambiente é necessario
que tenhamos Rc¢ > 1 (Ferreira et al., 2009).

Ao buscarmos as raizes dos polindmios, de (64) temos,

1
QM) =@n-A)=0 = A=ay4=—Rc-1>0,
CRC

se R¢ = Hi# > 1 (Ferreira et al., 2009).

Dessa forma, como Q(A) possui raiz positiva, temos entao assegurada
a condicdo de que E; é um ponto de equilibrio instdvel ou ponto sela, condigdo
essa necessdria para a existéncia da solucao frente de onda viajante.

A velocidade de propagacdo da onda viajante sera calculada ao ava-

liarmos o ponto de médximo ou minimo local em P(A) e resolvermos P(A) = 0



39
(Maidana & Yang, 2008, 2009; Takahashi et al., 2005). Analisando, entdo P(A),

verificamos que,

Alim P(A) = F o0, (66)
e de (65), para A = 0, obtemos,
P(0) = —axass +andn; . (67)

Analisando, também, o termo independente de P(A), e lembrando

que R, > 1, temos,

CAsAs . (Y tu+a)

—Aaxpdsy = . qu)z <0,
Re - 1) AyAy  TaBK(§ = (uc+w)

g dx3 = = >
cRe c@d

Assim, se Rr, que corresponde ao nimero de reprodutibilidade basal

para a populacdo de fungos (Ferreira et al., 2009), for maior que 1, isto é,

) oaBK (¢ - (uc+p) g
B YRS TR, T

1, (68)

teremos,

pr(y + p+ a)(Rp — 1)
c Pp? ’

e sendo Rr > 1, temos que o termo independente de P(A) é positivo.

(69)

— A Ay3 + Aygp A3 =

Pelas caracteristicas de P(1), temos algumas possibilidades para P(7),
como nos mostra a Figura 4. Podemos verificar que P(1) possui a0 menos uma raiz
real, por ser um polindmio de terceiro grau, e de (69), que tal raiz real é positiva.
De (66), temos que as demais raizes P(1) podem ser um par de raizes complexas
conjugadas, uma raiz real dupla ou ainda duas raizes reais distintas. Para termos
resultados biologicamente aceitaveis, precisamos que P(A) tenha raizes reais, pois,
em caso contrdrio, no espaco de fase, haveria solugao rotacionando pelo menos um
dos eixos relativos as varidveis, de modo que terfamos densidades populacionais

assumindo valores negativos, o que é biologicamente inaceitavel. Assim, podemos
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admitir apenas raizes reais para P(A). O valor da velocidade ¢ de onda est4
vinculado a obtenc¢do de tais raizes, de modo que o menor valor possivel para
c serd obtido quando P(A) possuir uma raiz real dupla, e valores maiores para ¢
quando tivermos duas raizes reais distintas. Assim, pelos resultados anteriores,
devemos avaliar, entre as raizes de dP(A)/dA, aquela que corresponde a um ponto
de minimo local para P(A) com o fim de obtermos a velocidade minima de onda,

como podemos observar na Figura 4.

| C>Cmin —  C=Cmin — ~— € <Cmin
\

Figura 4: Gréficos do polindmio P(A) para trés velocidades de onda viajante:

C < Cmin, C = Cin € C > Cpyiy -

A partir de entdo vamos calcular as raizes para dP(1)/dA e avaliarmos
araiz conveniente em P(A) com o fim de obtermos a velocidade ¢ da solucdo frente
de onda viajante do modelo da dispersdo da DCL.

Calculando a derivada primeira de P(1) obtemos,
dP(A)

7] =—3A%+2(an +au) A +ap — andy, (70)
e calculando, em seguida, as raizes de dP(1)/dA, temos entdo,
dP(A
—di\) = _3/\2+2(g22+a44)/\+(a43—0226144):0 =
1
A = 3 ((azz +ay) F (an + 1) + 3 (a3 — ax ﬂ44)) . (71)
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Ao analisarmos as raizes obtidas, verificamos que o discriminante

(ax + ag4)* + 3(a43 — axp agy) é sempre positivo, de modo que,

1

Ao = 3 ((1122 +ag) — \/(022 +ag)? + 3(ag — axn ﬂ44)) <0, (72)
Ay = % ((a22 +aus) + V(a2 + 1) + 3(ass — a22.044) ) > 0. (73)
Para a anélise de maximo ou minimo local, calculamos,
d;PA(ZA) =—6A+2(axn +au), (74)
e avaliada nas raizes A_ e A, temos,
% =2 \/(6122 + a44)? + 3(a43 — A au) > 0, (75)
€,
TP - o am + 0 + 3a —amas) <0. (76)
Portanto, A~ é um ponto de minimo local e, A,, um ponto de maximo
local.

De (65) estamos interessados apenas no ponto de minimo local A_.

Como visto anteriormente, para termos resultados biologicamente aceitéveis, pre-

cisamos que P(A) tenha raizes reais em A_. A velocidade ¢ da frente de onda

viajante estd relacionada com a obtengdo de tais raizes reais, de modo que, ¢ = cyin

quando A_ for uma raiz real dupla (Maidana & Yang, 2008, 2009). Para tanto,

vamos avaliar A_ em P(A) fazendo P(A_) = 0. Assim temos,

P(AL) = - A2+ (a2 + aus) A%+ (A43 — A2 Asg) A — ap0 Az + Asp (23

-

3
((1122 + a4) — \/(ﬂzz + ag)? + 3(As3 — a2 (44) ) )

[SSR

Wl

+ (ax + a4) (

2
((1122 +a45) — (A + a14)? + 3(ag3 — A2 Aay) ))
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((1122 + ) — \/(ﬂzz + 44) + 3(a43 — (20 A44) ))

Wl

+ (43 — a2 a4a) (

— apag +apay =0,
sendo,

Az
a22+a44:7+(A6_C)/

_ Az (Ag — ¢)
Ay43 — A2 44 _A5_f’ e
_ AsA3(Rp—-1)
App 43 + Agp 423 = f .

Ferreira et al. (2009) realizaram uma anélise detalhada da dindmica
de transmissdo da DCL baseada na variagdo dos valores dos parametros envolvi-
dos. Tal trabalho apresenta uma andlise de sensibilidade do modelo em fung¢do da
variagdo do parametro f3, e sua relagdo com alguns dos demais pardmetros, mos-
trando quatro situagdes distintas para a dindmica da doenca: o equilibrio trivial,
o equilibrio livre da doenga, o equilibrio endémico e o ciclo limite, o qual surge de
uma bifurcacdo de Hopf. Como estamos interessados em encontrar a velocidade
da frente de onda que conecte os pontos de equilibrio livre da doenga e endémico,
consideramos os valores adotados para os pardmetros em equilibrio endémico
propostos por Ferreira et al. (2009), e utilizados nas simula¢gdes numéricas, que
sdo K = 200, ¢ = 0,15 dia™!, y = 0,01 dia™!, @ = 0,07 dia™*, u = 0,0006 dia™*,
uc =0,1dia™, yr =0,1dia™ e 0 = 0,7 dia™'. Adotamos vf = 0,2 Kmdia™ para
o coeficiente de adveccdo, valor esse estimado a partir das informagodes relativas
as distancias entre os estudrios, onde foram registradas ocorréncias da doenga e
o respectivo tempo de intervalo entre tais eventos, conforme descrito na Tabela 2
no anexo do presente trabalho. Também adotamos para o coeficiente de difusdo

o valor Dr = 0,2 Km?dia™ (assumido). O valor de g utilizado é o menor valor
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para o qual ha o surgimento e propagacdo da frente de onda viajante, g = 0,004
, € que corresponde ao menor valor que temos para § em equilibrio endémico.
Observamos que R¢ > 1 assegura que a populagdo de caranguejos serd capaz de
colonizar o meio, e Rr > 1 garante que a populacdo de fungos serd capaz de invadir
a populacédo de caranguejos, disseminando, entdo, a doenga (Ferreira et al., 2009).
Para garantirmos a existéncia dos pontos de equilibrio livre da doenga e endémico,
e consequentemente, da solu¢do onda viajante que os conecte, ambas condi¢oes

devem ser satisfeitas. Para este caso, f = 0,004, temos Rc = 1,49 e Ry = 1, 60.

c=1263——c=04]

Figura 5: Graficos do polindomio P(A) para diferentes valores de c.

5.3 Simulagoes

Assim, com o uso do software MAPLE, versdo 12 (Lynch, 2001), ao
calcularmos P(A_) = 0, obtivemos a velocidade minima da onda viajante para o
modelo de dispersdo com adveccdo, isto é, a velocidade adimensional da frente
de onda de propagacdo da DCL, ¢ = 1,263, e que corresponde a velocidade
v = 0,164 Kmdia™ para o caso dimensional. A Figura 5 nos mostra os gréficos
do polindmio P(A) para diferentes velocidades de onda viajante para o presente
caso. Podemos notar que o polindmio P(A) tem uma raiz real dupla positiva em

c = 1,263, a velocidade minima de onda para o modelo com advecgdo positiva.
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Para velocidades menores que esse valor, P(A) ndo possui raiz real positiva, o
que ndo é realisticamente aceitdvel, enquanto que para velocidades maiores que
o valor minimo para a velocidade de onda teremos duas raizes reais positivas e
distintas (Maidana & Yang, 2008, 2009).

Foram feitas simulagdes numéricas utilizando o modelo adimensio-
nal. Embora alguns dos parametros do modelo possuam um espectro de valores
possiveis a serem adotados, utilizamos um conjunto especifico de valores utili-
zados por Ferreira et al. (2009). As populacdes de caranguejos susceptiveis S, de
caranguejos infectados I e de fungos F estdo identificadas nos gréficos de dindmica
espacial e temporal respectivamente pelas cores vermelha, verde e azul. No caso
da dindmica espacial, foram selecionados intervalos de tempo especificos de modo
que fosse possivel notar com mais clareza a propagacdo da frente de onda viajante
da dispersdo da doenca através da dindmica das trés populagdes envolvidas. Nos
graficos relativos a dinamica espacial, as simulag¢des foram realizadas a partir de
um tnico pulso de infeccdo gerado no momento inicial na origem espacial. Como
condigdes iniciais utilizamos S = 1,1 = 0, e F = 1, este dltimo apenas no intervalo
espacial entre —1 e 1, o que corresponde ao pulso de infecgdo inicial. Na fronteira,
utilizamos as condi¢ées de Neumann.

As simulag¢des numéricas foram feitas utilizando o software FlexPDE,
versdo estudante (FlexPDE 5.0, 2005), e a partir dos conjuntos de dados obtidos,
foram gerados os gréficos através do GNUPLOT (GNUPLOT 4.2, 2009), com o uso
de algoritmos em linguagem C.

Temos para o presente modelo quatro estados distintos, que sdo, o
equilibrio trivial, o equilibrio livre da doenga, o equilibrio endémico e o ciclo limite,
havendo bifurcacdo de Hopf entre o equilibrio endémico e o ciclo limite, a partir das
possibilidades de variagdes de parametros do modelo. Assim, como Ferreira et al.
(2009), adotamos 5 como o parametro utilizado para verificarmos essa distingéo.
Dessa forma, para o conjunto de valores citados anteriormente, temos o equilibrio

livre da doenga para valores de p = 0,001 a f = 0,003, o equilibrio endémico de
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B =0,004até g = 0,021 e o ciclo limite a partir de 5 = 0,022.

As Figuras 6 e 7 apresentam o equilibrio livre da doenca, com
B = 0,001. No caso, nos graficos de dindmica espacial, é possivel notar o pulso
de infeccdo gerado no tempo inicial, com o decréscimo da populagdo de caran-
guejos susceptiveis e um aumento das populagdes de caranguejos infectados e de
fungos também na origem. Neste caso, a condi¢gdo necessdria para a existéncia da
populacdo de caranguejos susceptiveis S é satisfeita, Rc = 1,49, enquanto que a
condigdo para a existéncia da infec¢do ndo, R = 0,40. Com o decorrer do tempo,
as populagdes de caranguejos infectados e fungos sdo extintas, ndo havendo a
propagacdo da onda viajante, permanecendo somente a populagdo de carangue-
jos susceptiveis, como mostra o gréfico da dindmica temporal. Os diagramas de
fase da Figura 7, tanto entre susceptiveis S e infectados I, e entre susceptiveis
S e fungos F nos mostram o decréscimo das populagdes com o tempo, mas a
existéncia e permanéncia de S num valor estdvel enquanto que I e F se extinguem
com o tempo, o que é possivel ver no plano de fase entre I e F.

AsFiguras 8,9,10 e 11 apresentam dois casos de equilibrio endémico,
para os quais adotamos f = 0,004, e que se diferenciam pelos valores adotados
para o coeficiente de advecgdo vr. Em um caso, Figuras 8 e 9, temos advecgao nula,
ve = 0,0 Kmdia™', enquanto que no outro, Figuras 10 e 11, temos o coeficiente de
adveccdo vy = 0,2 Kmdia™'.

Nesses dois casos, Figuras 8, 9, 10 e 11, atribuimos para o menor
valor possivel para o equilibrio endémico, p = 0,004. Temos, entdo, no primeiro
caso, a propagacdo da onda viajante de maneira simétrica a partir da origem es-
pacial, com igual propagacdo de onda nos dois sentidos, e assimétrica no segundo
caso, conforme verificamos nos gréficos de dindmica espacial das Figuras 8 e 10,
respectivamente. Isso nos mostra que um processo advectivo presente no modelo
proporciona uma preferéncia de sentido para a propagacdo da onda, no presente
caso, para a direita em funcdo do valor positivo de vr. Essa preferéncia de sentido

estabelece entdo um aumento na velocidade da frente de onda no sentido prefe-
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Figura 6: Dinamica espacial (a,b,c,d), respectivamente, em t = 1, 5, 10 e 30, e

dindmica temporal (e) para f = 0,001, vy = 0,2 Kmdia™, Rc = 1,49 e Rf = 0, 40.

rencial e uma diminui¢do dessa velocidade no sentido oposto. O fato da DCL se
propagar mais rdpida e intensamente no sentido norte-sul do litoral brasileiro do
que no sentido contrario indica haver um processo de advecgdo no presente caso.

Nos graficos de dindmica temporal dos casos de equilibrio endémico,
como na Figura 8, podemos notar um periodo transiente do inicio da propagacdo
da doenga até que os valores populacionais se estabilizem. J4 nos gréficos de
dindmica espacial, também da Figura 8, a velocidade de onda c = 0,545, observada
entre os tempos t = 38 et = 93 com respectivos x = 30 e x = 60, difere da velocidade

minima calculada para = 0,004, neste caso, sem advecgdo, quando P(A_) =0, de
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Figura 7: Os diagramas de fase entre (a) caranguejos susceptiveis S e infectados I,
(b) caranguejos susceptiveis S e fungos F e (c) caranguejos infectados I e fungos F

paraf=0,001,vp =0,2Kmdia!, Rc = 1,49 e Rr = 0, 40.

c = 0,565. Isto deve-se ao fato de que, no tempo t = 38, as populac¢des ainda nado
atingiram valores estaveis para o equilibrio endémico, o que s6 ocorre apds o tempo
t = 45, como podemos observar no grafico da correspondente dindmica temporal.
Jaavelocidade c observada entre os tempost = 93 et = 146, 1, respectivamente em
x = 60 e x = 90, quando as populagdes ja se encontram em condicdo de equilibrio
endémico, corresponde a mesma calculada anteriormente para P(1-) = 0, de
c = 0,565. Este exemplo nos mostra que, durante o periodo transiente, quando
os valores populacionais oscilam em fung¢do dos picos de infecgdo irregulares e
sucessivos, a velocidade ¢ de onda também se mostra varidvel. Apos tal periodo
transiente, o valor da velocidade c de onda corresponde a velocidade da frente de
onda viajante.

Os valores adotados para os parametros do modelo e utilizados nos

graficos da Figura 10, com processo advectivo e com Rc = 1,49 e Rr = 1,60,
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Figura 8: Dindmica espacial (a,b,c,d), respectivamente, em t = 8,7, 38,93 e 146, 1,

e dindmica temporal (e) para f = 0,004, v = 0,0 Kmdia™!, Rc = 1,49 e Rr = 1,60.

correspondem aos usados para o calculo da velocidade minima da onda viajante,
isto é, a velocidade da solucao frente de onda, c = 1,263.

Nos diagramas de fase das Figuras 9 e 11, temos que as populagdes,
ap0s alguma oscilagdo, estabilizam-se ainda que em valores pequenos, indicando
sua permaneéncia e estabilizacdo. Os respectivos diagramas de fase mostram, cada
um, convergéncia para um no espiral.

Nas Figuras 12 e 13, temos mais um caso de equilibrio endémico,

1

agora com f§ = 0,012, e novamente com advecgdo vp = 0,2 Kmdia™. Os gréficos

de dindmica espacial da Figura 12 apresentam, apds o foco de infecgdo inicial, a
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Figura 9: Os diagramas de fase entre (a) caranguejos susceptiveis S e infectados I,
(b) caranguejos susceptiveis S e fungos F e (c) caranguejos infectados I e fungos F

paraf=0,004,vr=0,0 Kmdia™!, Rc = 1,49 e Rr = 1, 60.

propagacdo de onda oriunda do primeiro pulso de infec¢do, bem como um se-
gundo pulso de infec¢do mostrado no gréfico correspondente ao tempo t = 30. Ja
o gréfico da dindmica temporal da Figura 12 nos mostra uma estabilizagdo popu-
lacional para caranguejos susceptiveis e fungos ap6s um periodo transiente, de
oscilacdes cada vez menores, e que vao desaparecendo com o tempo, convergindo
também, cada qual, para um né espiral. Isto pode ser notado nos diagramas de
fase da Figura 13. Para este caso, temos Rc = 1,49 e Ry = 4, 80.

As Figuras 14 e 15 nos apresentam um caso de ciclo limite, com
B =0,029. Assim como nos casos de equilibrio endémico, também temos no ciclo
limite sucessivos picos de infec¢do, com a diferenca de que tais picos ndo desa-
parecem com o decorrer do tempo. Ao invés disso, ap6s o periodo transiente,
tais picos tornam-se regulares e periédicos, gerando ondas viajantes também re-

gulares e periddicas. Essa periodicidade pode ser notada no grafico de dindmica
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Figura 10: Dindmica espacial (a,b,c,d), respectivamente,emt = 8,7,38,93 e 146, 1,

e dindmica temporal (e) para f = 0,004, v = 0,2 Kmdia™!, Rc =1,49 e R = 1, 60.

temporal da Figura 14. Os respectivos diagramas de fase mostram que, neste caso,
a convergéncia ocorre ndo mais para um né espiral, mas para um ciclo limite,
como podemos ver nos diagramas de fase da Figura 15. Também no presente
caso, a onda viajante somente serd considerada a frente de onda apds o periodo
transiente. A partir de entdo, j4 no ciclo limite, cada onda que surge tem sua
velocidade correspondendo a velocidade calculada para a frente de onda viajante.
A velocidade ¢ de onda calculada para esta situagdo, com advecgdo, Rc = 1,49 e
Rp=11,61,éc=2,712.

A Figura 16 nos mostra como a velocidades ¢ de onda viajante va-
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Figura 11: Os diagramas de fase entre (a) caranguejos susceptiveis S e infectados
I, (b) caranguejos susceptiveis S e fungos F e (c) caranguejos infectados I e fungos

F para = 0,004, vy = 0,2 Kmdia™!, Rc = 1,49 e Ry = 1,60.

ria com B. Para o conjunto de valores de pardmetros adotados nas simulagdes
anteriores, temos um aumento da velocidade ¢ de onda, isto é, da velocidade de
propagacdo da doenga a medida que g, a taxa de contato entre caranguejos sus-
ceptiveis e fungos, também aumenta. Podemos notar na Figura que a variagdo de
¢ € maior para os menores valores de f3, abaixo de 0,01, do que para valores mai-
ores, acima de 0, 025. Isso indica que agdes efetivas de controle da propagacdo da
doenca com relagdo ao contato entre caranguejos susceptiveis e fungos serdo mais
eficazes quando for pequena a probabilidade de contato entre tais populagdes.
Atualmente, tem sido estudada a possibilidade de introdugdo, no meio ambiente,
de caranguejos geneticamente modificados para serem resistentes a doenca, de
modo a colonizarem o meio. Com a concretizagdo de tal possibilidade, teriamos
uma diminui¢do da populagdo de caranguejos susceptiveis, e consequentemente,

uma diminui¢do da probabilidade de contato entre caranguejos susceptiveis e
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Figura 12: Dinamica espacial (a,b,c,d), respectivamente, em t = 7, 20, 30 e 50, e

dindmica temporal (e) para f = 0,012, vy = 0,2 Kmdia™, Rc = 1,49 e Rf = 4, 80.

fungos, mecanismo esse que, em tese, também provocaria uma diminui¢do da
velocidade de propagagdo da DCL.

Ja na Figura 17, vemos como a velocidade c de onda viajante varia
com uc. Para este caso, utilizamos f = 0,004. Podemos verificar que, com o
aumento da taxa de coleta de caranguejos, representada pelo pardmetro pc, a
velocidade ¢ de onda tende a diminuir, uma vez que a populagdo de carangue-
jos sauddveis, os susceptiveis, diminuem com o aumento da coleta, diminuindo
também a probabilidade de contato entre caranguejos susceptiveis e fungos. E

possivel notar no gréfico que a diminuicdo da velocidade de propagacdo da doenga
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Figura 13: Os diagramas de fase entre (a) caranguejos susceptiveis S e infectados
I, (b) caranguejos susceptiveis S e fungos F e (c) caranguejos infectados I e fungos

Fparap=0,012,vr=0,2 Kmdia™, Rc = 1,49 e Ry = 4, 80.

€ mais acentuada para valores mais altos da taxa de coleta, acima de 0,075, en-
quanto que para valores menores de i, entre 0,0 e 0, 025, a diminui¢do de c é bem
menor. Tal resultado pode servir de referéncia para que se encontre um valor ade-
quado para a taxa de coleta, de forma que a atividade de coleta e comercializacdo
de caranguejos possa ser mantida sem o comprometimento dos estoques de suas
populagdes (valores de ¢ grandes podem levar a extingdo da populacdo), e de
modo a reduzir também a velocidade de dispersdo da DCL. O presente resultado
consiste em um dos principais objetos de interesse dos bidlogos para o estabele-
cimento de mecanismos de controle da DCL, ja que a redugdo da coleta, ou até
mesmo a proibicdo da mesma, tem acdo direta e imediata na manutencdo dos
estoques das populagdes de caranguejos, e consequente preservagdo da espécie.
A relagdo entre o pardmetro y, taxa de recuperacdo de caranguejos

infectados, e a velocidade ¢ de onda é mostrada na Figura 18. Como podemos



54

45 35
4 3
3.5 25
0 3 0 .
g 25 g 2
3 ’ fs
3 2 3 15
o o
o 1.5 o 1
1
05 0.5
0 A 0
60 -40 -20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40 60
(a) Distancia (b) Distancia
2.5 25
2 2
1] 1%
8 15 8 15
o o
S o
=] 3
g 1 g 1
o e
0.5 0.5
0 0
-60 -40 -20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40 60
(C) Distancia (d) Distancia
5
4.5
4
w 35
8 3
&
2 2.5
S 2
1.5
1
0.5
0

0 50 100 150 200 250 300 350 400
(e) Tempo
Figura 14: Dinamica espacial (a,b,c,d), respectivamente, em t = 6, 15, 25 e 32, e

dinamica temporal (e) para f = 0,029, vF = 0,2 Kmdia™, Rc = 1,49 e Rr = 11, 61.

notar, a velocidade ¢ diminui a medida que o parametro y aumenta, sendo tal
diminuicdo mais sensivel para valores menores do paradmetro , nos casos de
equilibrio endémico, e mais sutil quando no ciclo limite, para valores maiores de
B. Isso nos mostra que, se a taxa f de contato entre S e F for pequena, o aumento
da populagdo de caranguejos resistentes (via aumento de y) leva a diminuicdo
da populacdo de caranguejos infectados, e consequentemente, da populagdo de
fungos liberados no meio ambiente. Dependendo do valor de , 0 aumento de
y pode levar o sistema ao equilibrio livre da doenca, quando temos Rr < 1 (por

exemplo, curva azul com § = 0,004 e y > 0, 056).
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Figura 15: Os diagramas de fase entre (a) caranguejos susceptiveis S e infectados
I, (b) caranguejos susceptiveis S e fungos F e (c) caranguejos infectados I e fungos

Fpara=0,029, vy =0,2Kmdia™, Rc = 1,49 e Ry = 11,61.

Na Figura 19 temos uma simulagdo para a variagdo de c de acordo
com a variagio da taxa de advecgdo v¢. E possivel notar claramente no grafico
que a velocidade c aumenta linearmente com o aumento de vr, 0 que é razoavel, ja
que a presenga de um processo advectivo deve promover o transporte de fungos
de forma mais rdpida do que o caso sem advecgdo. Também verificamos que esse
aumento da velocidade de dispersdo da doenca é maior a medida que p também
aumenta. Isso se da em virtude do aumento da populagdo de fungos, resultante
de um contato maior com a populagdo de caranguejos susceptiveis.

Finalmente, na Figura 20, temos uma simulagdo para a variagdo de ¢
de acordo com a variacdo da taxa de difusdo D . E possivel notar que a velocidade
¢ diminui com o aumento de Dy até um valor assintético dependente do conjunto
de parametros adotado, como pode ser visto na Figura 20, na qual podemos

observar os resultados obtidos para dois valores distintos de f. A dependéncia
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Figura 17: Relagdo entre a velocidade c de onda viajante e o parametro pc.

de c em relagdo a Dr é da forma 1/Dr, e do ponto de vista biolgico, Dr pode
ser interpretado como viscosidade. Assim, quanto maior for a viscosidade, mais

dificil serd o deslocamento, e consequentemente, menor serd o valor de c.
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6 CONCLUSOES

No presente trabalho, estudamos um modelo matemético de
equacOes diferenciais parcias que descreve a dispersdo da DCL, doenga do caran-
guejo letargico, a partir da interagdo entre as populagdes envolvidas, de carangue-
jos susceptiveis S, de caranguejos infectados I e de fungos F, o agente patogénico.
Embora 0s mecanismos de transmissdo da doenga ainda ndo sejam plenamente
conhecidos, podemos verificar que o modelo, dependente das varidveis espacial
e temporal, reproduz adequadamente a dindmica de dispersdo da doenca para os
valores escolhidos para os pardmetros do modelo e para as condi¢es iniciais e de
fronteira adotadas.

O estudo matemdtico mostrou a existéncia de trés pontos de
equilibrio, que sdo a solugdo trivial Ey, correspondente a auséncia das populagoes
ou a extingdo das mesmas, um ponto de equilibrio livre da doenga E;, quando
temos presente somente a populagdo de caranguejos susceptiveis, e um ponto de
equilibrio endémico E,, quando hé a coexisténcia das populagdes, sendo que neste
caso, podemos ter um ponto do tipo fixo ou do tipo solugdes periddicas. Como o
objetivo do trabalho ndo era estudar a colonizacdo da populagdo de caranguejos,
nem tdo pouco a extin¢do das populagdes, ndo consideramos a solugdo trivial para
o presente caso, concentrando nosso interesse nos demais pontos de equilibrio e
buscando uma solugdo onda viajante conectando ambos.

Para encontrarmos a solucdo onda viajante de conexdo entre o
equilibrio livre da doenga e o equilibrio endémico, analisamos a estabilidade do
ponto de equilibrio livre da doenca E;. Verificamos que E; é um ponto de equilibrio

instdvel ou ponto sela, condicionado ao ntiimero de reprodutibidade basal para a
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populagdo de caranguejos R¢c, bem como a forca de infeccdo Ry, ou, nimero de
reprodutibilidade basal para a populagdo de fungos. Para tanto, é necessario que
tenhamos Rc > 1 e R > 1. Os calculos realizados indicam que, quando tais
condigdes sdo satisfeitas, temos o estabelecimento da infecgdo, a existéncia dos
dois pontos de equilibrio e, consequentemente, a conexdo entre ambos com uma
velocidade de propagacdo da doenca, o que ocorre quando temos a taxa § de con-
tato entre as populacdes de caranguejos susceptiveis e fungos com valores a partir
de p = 0,004. Nesse caso, para o conjunto de parametros adotados nas simulagdes,
com advecgdo presente, temos Rc = 1,49 e Rr = 1, 60.

As simulagdes de dindmica temporal e os diagramas de fase para
0s casos em que temos para 3 valores entre f = 0,004 e f = 0,021 nos mostram
que, do equilibrio livre da doenga, a partir de um pulso de infecgdo inicial, as
populagdes tendem a coexisténcia com o passar do tempo, indicando que, nestes
casos, hé solugdo onda viajante conectando os pontos de equilibrio livre da doenga
e endémico.

Os registros de ocorréncias da DCL nos estudrios brasileiros indicam
uma periodicidade no reaparecimento da doenca num mesmo estudrio, produ-
zindo novos eventos de mortandade de caranguejos, eventos esses que vao di-
minuindo de intensidade até o fim das ocorréncias. As simulagdes feitas para os
casos de equilibrio endémico procuram reproduzir tal situagao.

Ja nos casos para 5 > 0,021, com o mesmo conjunto de parametros,
como na simulagdo feita para § = 0,029 , temos ciclo limite no modelo em funcdo
da bifurcacdo de Hopf. Nestes casos, as populagdes tendem a coexisténcia, mas
oscilando de maneira regular e periédica apds um periodo transiente. Assim, para
esta situacgdo, e apds o periodo transiente, ndo temos somente uma onda viajante
de propagacdo, mas sim, ondas periddicas que se propagam no espago de maneira
regular.

Os gréficos entre f e ¢, e entre lic € c mostram, respectivamente, que

a velocidade ¢ de propagacdo da doenga decresce a medida que diminui também
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a probabilidade de contato entre caranguejos e fungos, e também diminui com o
aumento da coleta de caranguejos, o que é razoavel uma vez que, com o aumento
da coleta, ha uma diminui¢do da populagdo de caranguejos susceptiveis S, o que
diminui também o contato entre susceptiveis S e fungos F, e consequentemente,
a possibilidade de dispersdo da doenca. Por tltimo, o aumento da populacdo de
caranguejos resistentes, por exemplo através de manipulacdo genética, diminui a
velocidade de propagacgdo da doenga podendo levar o sistema ao equilibrio livre
da doenca. Tais informag¢des podem servir para o estabelecimento estratégias de
controle no sentido de evitar a propagagao da DCL.

Uma das vantagens de obtermos solucgdes analiticas para a velo-
cidade da onda viajante, é a andlise rdpida de como esta varia em func¢do dos
pardmetros que caracterizam o problema biolégico. Outra é que a solugdo
numérica de equagdes parciais pode, muitas vezes, ser algo muito dificil, pois
os métodos numéricos existentes sdo muito instaveis e dependendo do conjunto
de pardmetros utilizados, das condi¢des de contorno adotadas e da discretizacdo
temporal e espacial adotada, a solugdo pode divergir.

Questdes como sazonalidade e taxas de difusao e advecgdo ndo cons-
tantes, sdo questdes, entre outras, ndo contempladas pelo presente trabalho. O
modelo em questdo permite novas possibilidades de abordagens, de modo que os
resultados e conclusdes obtidos no presente trabalho podem ser incorporados em

estudos posteriores, tanto para o problema em questdo como para outros similares.



Anexo

Tabela 2: Locais atingidos pela doenca

Periodo Municipio Localidade
Verdao de 1997 Goiana-PE Sao Lourenco
Carne de Vaca
Verdo de 1998 Bayex-PB Rio Paraiba do Norte
Jaboatao-PE Rio Jaboatdo

Laguna Araca

Indiaroba-SE

Verdo de 2000 Rio Corimbatat-RN Cunhat
Aracati-CE Rio Jaguaribe
Bayex-PB Rio Paraiba do Norte

Verdo de 2001 Una-BA

Canavieiras-BA

Verdo de 2003 Conde-BA
Trancoso-BA
Belmonte-BA Rio Itapicura
Canavieiras

Jequitinhonha-BA
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Periodo Municipio Localidade
Inverno de 2003 Tapero4 Morro de Sao Paulo
Nilo Pe¢canha-BA Boiapeba
Igrapiuna-BA Cova da Onga
Marat-BA Igarapua
Aratuipe-BA Pratigi
Jaguaribe-BA Saquaird
Valenca-BA Algoddes
Camamu-BA
Caira-BA
Itubera-BA
Cabralia-BA
Parnaiba-PI Delta do Parnaiba
Fortim-CE Rio Pirangi
Aracati-CE Sitio Cumbe
2004 Nova Vigosa-BA Rio Mucuri
Mucuri-BA
Inverno de 2005 Sao Mateus-ES Campo Grande
Conceicdo da Barra-ES
Goiabeiras-ES
Caravelas-BA
2008 Aracruz-ES
varios municipios-BA  Baixo Sul

Canavieiras-BA
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