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RESUMO 

 

Esta tese propõe o projeto e implementação prática de um controle ℋ∞ robusto aplicado a 

alguns sistemas mecânicos (com foco num sistema de suspensão ativa), considerando um 

único vetor de ganhos de realimentação de estados. Uma característica importante, porém, são 

as limitações consideradas quanto ao acesso aos estados do sistema. Dois métodos são 

propostos, um que se utiliza realimentação apenas das variáveis de estado relacionadas às 

posições do sistema e outro que considera realimentação apenas das variáveis de estado 

relacionadas às velocidades. A estratégia de controle é baseada em desigualdades matriciais 

lineares (da sigla em inglês LMI), utilizando também a teoria de Ɗ-estabilidade, que permite 

ao projetista alocar os autovalores do sistema em malha fechada em uma região do semi-plano 

complexo negativo, o que, além de garantir a estabilidade, também garante que certos 

requisitos de desempenho do sistema realimentado sejam atendidos. A motivação do trabalho 

é obter resultados de controle satisfatórios mesmo com acesso limitado às variáveis de estado, 

sem a necessidade de qualquer tipo de estimativa das variáveis de estado consideradas 

inacessíveis. Portanto, os sistemas de controle propostos são opções interessantes como 

alternativas para o projeto de realimentação de estados de ordem completa para plantas com 

parâmetros incertos usando apenas realimentação da saída, considerando que não é necessário 

projetar um observador para estimar qualquer variável de estado da planta. Além disso, são 

relativamente mais baratos pelo fato de não haver necessidade de se medir todas as variáveis 

de estado da planta. 

 

Palavras-chave: Realimentação de posição. Realimentação de velocidade. Controle ℋ∞. 

Suspensão Ativa. Ɗ-estabilidade. Desigualdades matriciais lineares. 

  



 

 

ABSTRACT 

 

This thesis proposes a new design and practical implementation of a robust ℋ∞ control 

applied to some mechanical systems (focusing on an active suspension system), considering a 

single state feedback gain vector. An important characteristic, though, is that limitations are 

considered for the state feedback. Two methods are presented, one that uses feedback only 

from state variables related to positions of the system and another that uses feedback only 

from state variables related to velocities. The control strategy is based on linear matrix 

inequalities (LMIs), using the theory of Ɗ-stability, which allows the designer to allocate the 

closed loop system eigenvalues in a negative complex semi-plane region, which, in addition 

to ensuring stability, also ensures meeting certain performance requirements of the feedback 

system. The paper motivation is to provide satisfactory control results even with limited states 

access, without any kind of estimation of the state variables that are not available. Therefore, 

the proposed control systems are interesting options as alternative for designing full state 

feedback for plants with uncertain parameters using only output feedback, considering that it 

is not needed to build an observer to estimate any plant state variable. Furthermore, they are 

relatively cheaper because it is not necessary to measure all state variables of the plant. 

 

Keywords: Position feedback. Velocity feedback. ℋ∞ Control. Active Suspension. Ɗ-

stability. Linear Matrix Inequalities. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

A análise de estabilidade e o projeto de controladores para sistemas lineares são áreas 

de pesquisa amplamente exploradas. Este é um campo com inúmeras opções de técnicas de 

controle, sendo que algumas delas usam uma função de Lyapunov, juntamente com 

desigualdades matriciais lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities, LMIs) para garantir a 

estabilidade do sistema. Exemplos das principais vantagens do uso de LMIs neste tipo de 

projeto são a inserção de índices de desempenho (taxa de decaimento, porcentagem de 

overshoot, entre outras) no sistema em questão e o fato de que as LMIs podem ser 

solucionadas eficientemente em microcomputadores utilizando softwares já bastante 

conhecidos e difundidos, como mostrado em Gahinet et al. (1995). 

Segundo Chen (1999), as pesquisas e publicações envolvendo a teoria de Lyapunov 

cresceram muito nas décadas que antecederam seu trabalho, sendo ainda hoje uma teoria 

muito explorada. Como apresentado em Buzachero (2010), isso abriu um leque muito grande 

para diversas abordagens, como análise de estabilidade robusta de sistemas lineares (LEITE et 

al., 2004), controle robusto ℋ2 (APKARIAN; TUAN; BERNUSSOU, 2001, ASSUNÇÃO; 

ANDREA; TEIXEIRA, 2007, ROSA FILHO, 2015), controle robusto ℋ∞ (CHILALI; 

GAHINET, 1996, DE OLIVEIRA et al., 2014), projeto de controladores robustos de sistemas 

sujeitos a falhas estruturais com realimentação das derivadas dos estados (ASSUNÇÃO; 

FARIA; TEIXEIRA, 2008), projeto de controladores robustos de sistemas sujeitos a falhas 

estruturais com realimentação dos estados (PASCOAL; ASSUNÇÃO; TEIXEIRA, 2009) e 

projeto de controladores baseados em LMIs utilizando realimentação derivativa e sistemas 

chaveados com estrutura variável (CARDIM, 2009). O projeto de controladores robustos pode 

ser também aplicado para sistemas não-lineares (SILVA, 2009). 

O trabalho aqui apresentado, por sua vez, aborda um tema específico, ligado à 

limitação do acesso às variáveis de estado dos sistemas. Em muitos casos ter-se acesso a todas 

as variáveis de estado de um sistema é algo bastante complicado. Uma maneira de superar 

esse problema, aplicada muitas vezes, é usar alguma forma de estimativa para esses estados 

que são de difícil acesso. Além disso, sabe-se que esta estimativa se torna mais difícil quando 

a planta possui parâmetros incertos. No entanto, outra alternativa muito interessante é a 

implementação de uma técnica de controle que não dependa de todos os estados do sistema. 

Como exemplo, para alguns sistemas mecânicos o vetor de velocidade não é de acesso tão 

simples, enquanto que em outros casos o problema é ter acesso aos estados das posições. A 

solução deste problema pode, portanto, ser de grande importância no projeto e implementação 
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de controle para esta classe de sistemas. Um método para controlar sistemas mecânicos 

incertos, onde não há necessidade de se medir velocidades, por exemplo, torna as 

implementações mais baratas, algo que é altamente valorizado. 

Em Shin et al. (2013) foi realizado um estudo sobre o controle de posição não-linear 

para motor de passo de ímã permanente usando apenas realimentação de posição, uma vez 

que em aplicações industriais a medição de velocidade não tem sido amplamente utilizada 

devido à preocupação com sua resolução ou custo. Em Guerrero et al. (2020) os autores 

apresentam um controle de velocidade para motores CC medindo apenas a posição angular. 

Avila-Becerril et al. (2016) projetaram um controlador dinâmico que é baseado apenas em 

medições das posições das articulações e juntas para robôs de articulação flexível. Também 

trabalhando com robôs, Faigl e Cízek (2019) desenvolveram um controle de locomoção 

adaptável para um tipo de robô com seis membros para percorrer terrenos irregulares, 

utilizando somente realimentação de posição. Huang e Huang (2019), por sua vez, projetaram 

um controle adaptativo para robôs baseado em técnica de aproximação de funções (do inglês 

FAT - function approximation technique) apenas com medições de posição. Salam (1987) 

apresenta um método onde apenas a realimentação da velocidade é necessária para conseguir 

o controle de para robôs manipuladores. Um estudo que investiga o problema do controle 

robusto ℋ∞ quantizado para sistemas de suspensão ativa é apresentado em Li, Gao e Liu 

(2011), enquanto uma abordagem diferente é feita em Sun et al. (2014), onde uma técnica de 

controle tolerante a falhas é proposta para lidar com o problema de falhas desconhecidas do 

atuador de sistemas de suspensão ativa. 

Este trabalho propõe o projeto e a implementação prática de um controle robusto ℋ∞ 

aplicado a um sistema de suspensão ativa fabricado pela Quanser® (QUANSER, 2009), onde 

a realimentação de estados é realizada com certas limitações. Em um dos projetos apenas as 

variáveis de estado das posições são realimentadas, enquanto no outro somente as variáveis de 

estado das velocidades são utilizadas na realimentação. Em nenhum dos métodos há 

necessidade de se medir ou estimar as variáveis de estado do sistema que não fazem parte da 

realimentação. O controle ℋ∞ é particularmente interessante por aumentar a capacidade do 

sistema de rejeitar distúrbios externos e lidar bem com incertezas politópicas presentes nos 

sistemas apresentados, enquanto a teoria da Ɗ-estabilidade, usada na implementação das 

LMIs, oferece um maior controle sobre o comportamento transitório do sistema. Portanto, os 

sistemas de controle propostos são opções interessantes como alternativas para o projeto de 

realimentação de estados de ordem completa para plantas com parâmetros incertos usando 

apenas realimentação da saída, considerando que não é necessário projetar um observador 
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para estimar qualquer variável de estado da planta. Além disso, são relativamente mais 

baratos pelo fato de não haver necessidade de se utilizar sensores para medir todas as 

variáveis de estado da planta. 

O software MATLAB®, o pacote Yalmip (Löfberg, 2004) e o solver LMILab foram 

utilizados para a realização do projeto de controle aplicando as LMIs. O principal objetivo 

deste trabalho é mostrar que mesmo com um acesso de realimentação de estados limitado (um 

caso particular de realimentação da saída) é possível obter um desempenho de controle 

satisfatório para certos sistemas mecânicos.  

O trabalho foi dividido da seguinte forma:  

No Capítulo 2 apresentou-se a teoria do controle robusto ℋ∞ empregado no projeto do 

controlador, citando suas principais características, vantagens e desvantagens. É apresentada 

também a teoria da Ɗ-estabilidade, deixando claro o objetivo para sua utilização no trabalho. 

No Capítulo 3 consta o método do projeto de controle para sistemas mecânicos via 

realimentação das posições, além de um exemplo de sua aplicação. 

No Capítulo 4 é apresentado o método do projeto de controle para sistemas mecânicos 

via realimentação das velocidades, também com um exemplo de sua aplicação. 

No Capítulo 5 consta o modelo e principais características do sistema de suspensão 

ativa fabricado pela Quanser®. 

No Capítulo 6 apresenta-se todos os resultados obtidos nas simulações (realizadas via 

o software MATLAB) e nas implementações práticas em laboratório. 

No Capítulo 7 é introduzida a ideia do controlador misto, que trabalha com a 

realimentação de uma parcela das variáveis de estado das posições e uma parcela das 

variáveis de estado das velocidades. 

Finalmente, no Capítulo 8 são apresentadas as conclusões de todas as atividades 

realizadas no presente trabalho. 
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8 CONCLUSÃO 

  

Neste trabalho, o projeto de um sinal de controle que depende apenas de alguns 

elementos do vetor de estados do sistema é a principal característica. Um conjunto de LMIs 

foi usado para garantir a estabilidade do sistema e ainda assegurar um desempenho mais 

adequado à dinâmica desejada. 

Verificou-se que, apesar das limitações na realimentação do sistema, ambos os 

métodos propostos (realimentação das posições e das velocidades) apresentaram desempenhos 

satisfatórios. Para o sistema de suspensão ativa com realimentação das posições constatou-se 

um considerável máximo sobressinal mesmo no sistema em malha fechada (considerando o 

perfil de pista como uma onda quadrada), enquanto que no sistema de suspensão ativa com 

realimentação das velocidades o máximo sobressinal foi bem menor. Porém, os dois sistemas 

de controle demonstraram uma dinâmica consideravelmente rápida. Para o caso do sistema de 

suspensão ativa sujeito a um perfil de pista senoidal com frequência variável os dois métodos 

aplicados à suspensão ativa apresentaram desempenho muito bons e semelhantes, anulando a 

ressonância característica do sistema em malha aberta por volta do instante de 20 segundos 

(frequência próxima a 8 Hz). Portanto, os sistemas de controle propostos provaram ser opções 

interessantes para o projeto de controle de plantas mecânicas com parâmetros incertos usando 

somente realimentação da saída (apenas realimentação de posições ou apenas realimentação 

de velocidades), considerando que não é necessário construir um observador para estimar 

qualquer variável de estado da planta. Além disso, podem ser opções relativamente mais 

baratas pelo fato de não existir necessidade de se medir todas as variáveis de estado da planta. 

Vale destacar que, desde as simulações no sistema do pêndulo invertido até as 

implementações práticas no sistema de suspensão ativa, foi considerada a existência de 

incertezas politópicas nos sistemas. Ainda assim, os sistemas de controle superaram tal 

empecilho e mantiveram um bom desempenho. 

O autor não encontrou na literatura uma proposta semelhante relacionada à 

realimentação de posição ou velocidade em sistemas mecânicos. Em anexo se encontra o 

artigo do autor que se encontra em estágio final de elaboração e deverá ser submetido em 

breve a um periódico ainda a ser definido, abordando os sistemas de controle propostos nesta 

tese. 

Um dos possíveis próximos rumos da pesquisa elaborada nesta tese é a possibilidade 

de se trabalhar com algum tipo controle chaveado, visto que esta é uma opção interessante de 

controle e o autor já realizou estudos sobre controle chaveado em sistemas dinâmicos em 
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Tello (2018). Outra possível continuidade para a pesquisa apresentada é o projeto de um 

método de controle misto, que funcionaria com acesso parcial às variáveis de estado de 

posição para realimentação e acesso parcial às variáveis de estado de velocidade, como 

sugerido no final deste trabalho. 
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APÊNDICE A – Definições de algumas matrizes especiais 

 

• Uma matriz quadrada 𝐴 ∈ ℝ𝑛x𝑛 é simétrica se 𝐴𝑇 = 𝐴. 

 

• Uma matriz quadrada 𝐴 ∈ ℂ𝑛x𝑛 é hermitiana se 𝐴∗ = 𝐴, sendo que 𝐴∗ = (𝐴̅)𝑇. Os 

elementos de 𝐴̅ são os conjugados dos números complexos dos elementos 

correspondents em 𝐴. 

 

• Uma matriz 𝐴 simétrica é positiva definida se 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0, ∀ 𝑥 ≠ 𝕆. O caso complexo é 

análogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e 𝑥𝑇 por 𝑥∗. 

 

• Uma matriz 𝐴 simétrica é positiva semidefinida se 𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0, ∀ 𝑥 ≠ 𝕆. O caso 

complexo é análogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e 𝑥𝑇 por 𝑥∗. 

 

• Uma matriz 𝐴 simétrica é negativa definida se 𝑥𝑇𝐴𝑥 < 0, ∀ 𝑥 ≠ 𝕆. O caso complexo 

é análogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e 𝑥𝑇 por 𝑥∗. 

 

• Uma matriz 𝐴 simétrica é negativa semidefinida se 𝑥𝑇𝐴𝑥 ≤ 0, ∀ 𝑥 ≠ 𝕆. O caso 

complexo é análogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e 𝑥𝑇 por 𝑥∗. 
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APÊNDICE B – Estabilidade de Lyapunov 

 

Nos sistemas não-lineares, a estabilidade global nem sempre ocorre. Em geral, apenas 

um conjunto de condições iniciais, contido no espaço ℝ𝑛, origina trajetórias que convergem 

para o ponto de equilíbrio estável 𝑥0. Matematicamente, esse conjunto é denominado área de 

atração ou região de estabilidade (BARBAZELLI, 2005). 

Além de estudar a estabilidade de pontos de equilíbrio, o Método de Lyapunov fornece 

uma maneira de se estimar a região de estabilidade. A Estabilidade do sistema é determinada 

usando funções ditas de Lyapunov definidas no espaço de estados considerando seu sinal e o 

de sua derivada temporal (BARBAZELLI, 2005). 

O teorema de Lyapunov para sistemas autônomos (SAUER; PAI, 1998) é apresentado 

a seguir. Estuda-se a estabilidade da origem sem perda de generalidade, visto que é possível 

transformar o problema de um ponto de equilíbrio qualquer em um problema em que o ponto 

de equilíbrio esteja na origem através de uma translação. 

 

Teorema B1. Considerando-se um sistema dinâmico 𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛, com 

𝑓(0) = 0 (a origem é ponto de equilíbrio). Se existe uma função escalar 𝑉(𝑥) positiva 

definida, isto é, 𝑉(𝑥) > 0, com derivada 𝑉̇(𝑥) < 0, então o sistema é assintoticamente 

estável em torno de 𝑥 = 0. Caso tenha-se que 𝑉(𝑥) > 0 e 𝑉̇(𝑥) ≤ 0, a origem é ponto de 

equilíbrio estável. 
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APÊNDICE C – Complemento de Schur 

 

O Complemento de Schur é um método que possibilita converter um conjunto de 

inequações não-lineares (convexas) em LMIs (GAHINET et al., 1995; CARDIM, 2009). 

A ideia básica é que a LMI  

 

[
𝑄(𝑥) 𝑆(𝑥)

𝑆(𝑥)𝑇 𝑅(𝑥)
] > 0, 

 

sendo que 𝑄(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝑇, 𝑅(𝑥) = 𝑅(𝑥)𝑇 e 𝑆(𝑥) têm uma dependência afim de 𝑥, é 

equivalente ao conjunto de inequações (C.2) e ao conjunto de equações  (C.3). 

 

𝑄(𝑥) > 0, 𝑅(𝑥) − 𝑆(𝑥)𝑇𝑄(𝑥)−1𝑆(𝑥) > 0. 

 

𝑅(𝑥) > 0, 𝑄(𝑥) − 𝑆(𝑥)𝑅(𝑥)−1𝑆(𝑥)𝑇 > 0. 

 

Maiores detalhes sobre o Complemento de Schur podem ser encontrados em Boyd et 

al. (1994). 
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