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Resumo

Este trabalho visa o estudo do Calculo de Ordem Arbitraria, comumente conhe-
cido como Célculo Fracionario (CF), para analisar a dindmica tumoral do cancer de
mama. Para isso, aplicamos conceitos do CF em um problema real por meio da Modela-
gem Fracionaria, isto é, a modelagem feita por meio de equacoes diferenciais de ordem
arbitraria. Assim, para o estudo de um problema real, propomos uma generalizacao
fracionaria para um modelo matematico de equagoes diferenciais ordinarias de ordem
inteira que descreve o crescimento tumoral de mamas MCF-7, interacao tumor-imune e
interacao tumor-estrogénio, tendo em vista que o cancer de mama ¢ a segunda principal
causa de morte por cancer em mulheres em todo o mundo e aproximadamente 75%
dos casos de cancer de mama sao positivos para receptores de estrogénio. Para isso,
utilizamos a derivada fracionaria segundo Caputo e métodos numéricos, de modo que
buscamos realizar analises qualitativas entre os modelos de ordem inteira e de ordem
arbitraria. Os resultados mostram que a modelagem com equagoes fracionarias contem-
pla uma gama maior de cendrios, possivelmente por incorporar os efeitos de memoria e
amenizar efeitos dos parametros negligenciados na modelagem usual.

Palavras-Chave: Generalizacao Fracionaria, Crescimento Tumoral de Mamas
MCEF-7, Interacao Tumor-Estrogénio, Derivada Fracionaria Segundo Caputo.






Abstract

This work aims to study Arbitrary Order Calculus, commonly known as Fractional
Calculus (FC), to analyze the tumoral dynamics of breast cancer. For this, we apply
FC concepts in a real problem through Fractional Modeling, that is, the modeling
with through differential equations of arbitrary order. Thus, for the study of a real
problem, we propose a fractional generalization for a mathematical model of ordinary
differential equations of integer order that describes the tumor growth of breasts
MCF-7, tumor-immune interaction and tumor-estrogen interaction, considering that
breast cancer is the second leading cause of cancer death in women worldwide and
approximately 75% of breast cancer cases are estrogen receptor positive. For this, we
use the fractional derivative according to Caputo and numerical methods, so that we
seek to carry out qualitative analyzes between the models of integer order and arbitrary
order. The results show that modeling with fractional equations contemplates a wider
range of scenarios, possibly by incorporating memory effects and mitigating the effects
of neglected parameters in usual modeling.

Keywords: Fractional Generalization, Breast Tumor Growth MCF-7, Tumor-
Estrogen Interaction, Fractional Derivative According to Caputo.
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CAPITULO

Introducao

Segundo a Organizagao Mundial de Satde (OMS), o cancer é uma das principais
causas de morte no mundo, sendo responsavel por quase 10 milhoes de mortes em 2020,
representando uma em cada seis mortes. No Brasil, de acordo com o Instituto Nacional
de Céncer (INCA), a incidéncia no pais é de 625 mil novos casos de cancer para cada
triénio 2020/2022, sendo que cerca de 29,2% dos novos casos em mulheres correspondem
ao cancer de mama.

O cancer de mama é o segundo tipo mais frequente no mundo e é o mais comum
entre mulheres. Este cancer é considerado a segunda principal causa de morte em mulhe-
res em todo o mundo e aproximadamente 75% dos casos sao positivos para receptores de
estrogénio [I]. Estudos apontam que a modelagem matemaética do crescimento tumoral
¢ importante para entender, prever e melhorar o resultado de um regime de tratamento,
de modo que as equagoes diferenciais ordinarias vém sendo utilizadas para investigar a
interagdo entre células cancerosas, células imunes e citocinas [I].

Nas tltimas décadas, diversos autores [2, [3, 4, 5] mostraram que a modelagem
feita com equacgoes diferenciais de ordem arbitraria descreve, em muitos casos, de forma
mais precisa fenomenos que envolvem problemas com dependéncia temporal do que a
modelagem usual, uma vez que as derivadas de ordem arbitraria proporcionam uma
boa descri¢ao para efeitos de memoria e propriedades hereditarias, conforme veremos
adiante.

Neste sentido, o objetivo central deste trabalho é o estudo da modelagem fra-
cionéria do crescimento de tumores, especificamente da linhagem celular MCF-7, que
¢ uma linhagem celular de cancer de mama humano. Desta forma, propomos uma
generalizac¢ao fracionaria para o modelo matematico presente no artigo "Mathematical
Modeling of tumor growth: the MCF-7 breast cancer cell line", de Hsiu-Chuan Wei,
publicado em 2019, que descreve o crescimento tumoral de mamas MCF-7, interagao
tumor-imune e interacao tumor-estrogénio.

Assim, nosso objetivo especifico é estudar o modelo de ordem inteira do cresci-
mento de tumor de mama e compara-lo com resultados obtidos por meio da Modelagem
Fracionaria, substituindo a derivada ordinaria por uma derivada de ordem arbitraria, a
fim de verificar como se da o refinamento deste problema por meio do Céalculo Fraciona-
rio. Em outras palavras, tendo em vista os diversos fatores que foram negligenciados na
modelagem usual, pretendemos embutir na ordem da derivada o peso destas simplifica-
¢oes, além de levar em consideragao os chamados efeitos de memoria que caracterizam

11



1. Introducao 12

o Célculo de Ordem Arbitraria para, a partir disso, verificar possiveis vantagens para o
estudo e analise do modelo em questao.

Para tanto, o presente trabalho segue a seguinte organizacao:

o Capitulo 2: contém uma visao geral sobre o Calculo Fracionéario, a Modelagem
Fracionaria e os métodos numéricos, abordando os principais conceitos tedricos
do CF, tais como defini¢oes, propriedades, funcoes especiais, demonstragoes e
exemplos.

» Capitulo 3: neste capitulo apresentamos algumas discussoes referentes ao cancer de
modo geral e especificamente ao cancer de mama, como dados e alguns conceitos
biolégicos. Além disso, também é apresentado o modelo de ordem inteira que
serviu como base para a proposta da generalizagao fracionéria.

o Capitulo 4: apresentamos a generalizacao fracionaria do modelo, bem como o
ajuste e analise dimensional, a analise de estabilidade e as simulagoes numéricas
realizadas.

o Capitulo 5: discorremos sobre nossas conclusoes e perspectivas para a continuagao
deste trabalho.



CAPITULO

2

Calculo Fracionario, Modelagem
Fracionaria e Métodos Numeéricos

2.1 Calculo Fracionario e Modelagem Fracionaria

O calculo de ordem arbitraria, comumente conhecido como Céalculo Fracionario
(CF), teve sua origem em 30 de setembro de 1695 em uma carta escrita por L’Hospital
a seu amigo Leibniz, na qual o significado de uma derivada de ordem meio é proposto
e discutido. A resposta de Leibniz a L’Hospital, somada a contribui¢do de intimeros
matematicos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel (primeiro matematico a
encontrar, em 1823, uma aplicagdo para a teoria, resolvendo o problema da Tautdcrona),
Heaviside, Liouville, entre outros, levaram as primeiras defini¢oes de derivadas e integrais
de ordens nao-inteiras que, no final do século XIX, devido sobretudo as defini¢oes
propostas por Riemann-Liouville e Grinwald-Letnikov, pareciam estar completas [6].

Embora a data de origem do calculo fracionario seja antiga, este ainda é conside-
rado um campo de pesquisa novo, tendo em vista que entre os anos 1900 e 1970 poucas
contribuigoes foram feitas a teoria, de modo que o primeiro congresso internacional
sobre o calculo de ordem arbitraria ocorreu apenas em 1974 e o segundo em 1984 [6].
Atualmente, o interesse em Célculo Fracionario vem sendo estimulado por aplica¢oes
em analise numérica e em diferentes areas 7] como probabilidade e biomatematica, por
exemplo.

A Modelagem Matematica, de modo geral, visa a construcao de um modelo
matematico, isto €, busca traduzir, de alguma forma, um fenémeno ou um problema
real em uma linguagem matematica, fazendo, assim, um retrato aproximado da rea-
lidade [8, [9]. Nas ultimas décadas, a partir das defini¢oes introduzidas por Caputo e
Griinwald-Letnikov, que tém carater local, diversos autores mostraram que a Modelagem
Fracionaria, isto é, a modelagem feita com equacoes diferenciais de ordem arbitraria,
descreve, em muitos casos, de forma mais precisa fenémenos envolvendo ritmo circadiano
[2], mecanica celeste [3], problemas fisicos no campo da viscoelasticidade e osciladores
harmonicos [3], circuitos elétricos [4] e equagoes horarias do movimento [5], por exemplo,
do que aquela feita a partir do calculo usual.

Assim, destacam-se os problemas com dependéncia temporal, uma vez que as
derivadas fracionarias proporcionam uma boa descri¢ao para efeitos de memoéria (um

13



2. Calculo Fracionario, Modelagem Fracionaria e Métodos Numéricos 14

dos mais importantes aspectos do CF) e propriedades hereditarias, pelo fato da maioria
dos operadores fracionarios serem nao locais, de maneira que fendmenos envolvendo
probabilidade, biomatematica, psicologia e mecanica dos fluidos, por exemplo, podem
ser descritos de modo mais refinado [6, [10].

As equagoes diferenciais, até mesmo as mais simples, sdo de extrema importancia,
pois correspondem a modelos fisicos uteis, como, por exemplo, o crescimento de uma
populagao, a proliferacdo de uma doenga, dentre outros [10]. A obtencao de uma equagao
diferencial cuja solugao descreva bem a realidade traz grande dificuldade, pois, quanto
mais proximo estamos de descrever um problema real, maior serd o nimero de variaveis
envolvidas e a complexidade das equagdes [I1I]. Tendo em vista a relevancia destas
equacoes, a maneira canonica de se utilizar a Modelagem Fracionaria é substituir, na
equacao diferencial ordindria ou parcial que corresponde a determinado fenémeno, as
derivadas de ordem inteira por derivadas de ordem fracionaria, a fim de que algum caso
particular da solugao geral descreva o fendmeno de maneira mais realista [6].

Assim, naturalmente, surge a necessidade de se resolver equagoes diferenciais
de ordem nao inteira, que é um desafio pelo fato de existirem uma série de defini¢oes
nao equivalentes para a derivada fracionaria e uma nao evidente interpretagao fisica e
nem geomeétrica, além da exigéncia do conhecimento das fungoes inerentes ao calculo
fracionario, as chamadas fungoes especiais, como a funcao de Mittag-LefHler, por exemplo,
que é, em linhas gerais, uma generalizacdo para a funcao exponencial do célculo de
ordem inteira [6], conforme veremos adiante.

2.2 Conceitos preliminares do Calculo Fracionario

Assim como o calculo de ordem inteira, o estudo do Célculo Fracionario estéa
diretamente relacionado ao conhecimento das fungoes e leis a ele relacionado, bem
como suas defini¢oes, propriedades e caracteristicas. Nesta se¢ao, apresentamos alguns
conceitos importantes referentes ao CF, a fim de utiliza-los como base para os estudos
posteriores.

2.2.1 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é uma ferramenta que permite obter uma solugao
particular de uma ampla classe de equagoes diferenciais, tanto de ordem inteira quanto
de ordem fracionaria [12].

Definigao 2.2.1. Seja f(t) uma fungao definida no intervalo 0 < t < co. Definimos
a transformada de Laplace de f(t), denotada por F(s) ou por L[f(t)], como sendo a
integral:

F(s) = LIf(0) = [ e Float, (21)
em que s é o pardmetro da transformada, de modo que Re(s) > 0.

A existéncia da transformada de Laplace, isto é, a convergéncia da integral acima
no plano complexo, pode ser garantida para uma ampla classe de fungoes, chamadas
fungoes admissiveis.
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Defini¢ao 2.2.2. Uma fungao f : [0,00) — R é dita admissivel se satisfizer as seguintes
condicoes:

i. A funcado f for continua por partes em [0, 00).

ii. Existirem duas constantes positivas M e p tais que |f(t)] < Me*, para todo
t € [0,00), o que equivale dizer que a fungao f(t) é de ordem exponencial p.

Podemos afirmar que a transformada de Laplace de uma fun¢do admissivel existe
e estd bem definida [6].

Além disso, uma propriedade importante é o fato da transformada de Laplace
ser linear, uma vez que ¢ definida em termos de uma integral, que é um operador linear.
Portanto, para fungoes admissiveis f(t) e g(t) e niimeros reais « e 3, temos:

L{af(t) + Bg(t)} = L{af (1)} + L{Bg(t)}. (2.2)

2.2.1.1 Convolugao

De modo geral, a transformada de Laplace do produto de duas fung¢oes nao
¢ igual ao produto das transformadas. Por exemplo, seja f(t) = ¢(t) = 1, entao
F(s) = G(s) = 1/s, de modo que F(s)G(s) = 1/s* mas f(t)g(t) = 1, de modo que
L{f(t)g(t)} =1/s. Logo, de fato, L{f(t)g(t)} # F(s)G(s).

E importante introduzirmos um produto conveniente para que esta propriedade,
que ¢ de fundamental importancia no célculo de transformadas de Laplace de integrais
fracionarias, seja valida: o produto de convoluc¢ao, que garante que a transformada
do produto de convolugao é o produto das transformadas, isto é, que L{(f * g)(t)} =

L{FO3L{g(t)} = F(s)G(s)-

Definigao 2.2.3. Sejam f(t) e g(t) duas fungoes de ordem exponencial a e § e com
transformadas de Laplace F'(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0, 00). Definimos
a convolucao de f(t) e g(t), denotada por (f * ¢g)(t) como [6]:

(Fx)0) = [ e =m)gryir = [ 1)t =) 2.3

Calculando a transformada de Laplace do produto de convolucao temos:

LU = g)) = [ e de [ f)gte )i

Tomando a mudanca de variavel t — 7 = 7/ podemos escrever:

Llr gl = [ Cdr / ) f(7)g () dr.

Definindo ¢(t) = 0 para ¢t < 0, o limite superior em vez de ¢ pode ser tomado
como oo, logo:

LI(f % 9)(8)] = /0 T () e dr / T F(ne T = F(s)G(s), (2.4)

0
ou seja, a transformada de Laplace do produto de convolugao é o produto das transfor-
madas.



2. Calculo Fracionario, Modelagem Fracionaria e Métodos Numéricos 16

2.2.1.2 Transformada de Laplace inversa

Ao utilizar a transformada de Laplace na resolugdo de um problema envolvendo
uma equacao diferencial e condigoes iniciais, para que possamos recuperar a soluc¢ao da
equacao associada ao problema de partida, devemos introduzir o conceito de transfor-
mada de Laplace inversa. Para os objetivos deste trabalho vamos considerar somente a
definigdo que segue, de modo que maiores detalhes podem ser consultados em [6]:

Definigao 2.2.4. Seja F'(s) = L[f(t)] a transformada de Laplace da funcao f(¢). Entao
L7[F(s)] = f(t) e, ainda, L7HL{f(8)}} = f(t).

Aplicando a transformada de Laplace inversa em ([2.4)), por exemplo, temos:
LT F(s)G(s)] = (f * 9)(t).

2.2.2 Funcao Gama e Funcao Beta

A seguir apresentamos fungoes vitais para o CF. A funcao Gama esta na raiz
da generalizacao dos operadores e a funcao Beta no célculo da derivada fracionéria de
polindémios.

2.2.2.1 Funcao Gama

Assim como o célculo de ordem inteira depende fortemente do amplo dominio
das funcgoes a ele relacionadas, o mesmo ocorre com o calculo de ordem arbitraria e,
por este motivo, é essencial conhecermos as chamadas fungoes especiais.

A generalizacao do calculo usual pelo calculo fracionario tem, em sua esséncia, a
fungdo Gama, também conhecida como funcao de Euler de segunda espécie, denotada
por I'(z). Esta é uma funcao bésica no estudo do CF, sendo uma generalizagao do
conceito de fatorial, que utiliza em sua definicdo uma integral impropria.

Definicao 2.2.5. Sejan =0,1,2,... A integral impropria associada ao fatorial é dada
por [12]:

/ e 't"dt = nl. (2.5)
0
Substituindo n por um ntmero complexo z = = + yi, com x,y € R, temos:
I(z) = / et Lt (2.6)
0

que é a fungdo Gama, com Re(z) > 0 de modo que a integral convirja.

2.2.2.2 Propriedades da fun¢do Gama

Dentre as propriedades da fungdo Gama, destacamos duas:

i. A partir da definicao, para n € N, temos:

(n) = /0°° et 1t = (n— 1)\,
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ii.

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao em n.

Para n = 1, temos:

I'(1) = /OO et dt = /OO etdt=—et| =1=0
0 0

0

Supondo que T'(n) = [§° e7'""'dt seja vdlida, vamos mostrar a validade para n+ 1,
isto é, que I'(n 4+ 1) = n!, de modo que temos o seguinte:

F(n—+])z=t/‘ e—%"+1—1dt::j/ e 't dt.

0 0

Usando integracao por partes:
— e_tt”_l‘zo + n/ooo e " dt =0+ nl'(n) =n(n — 1) =nl
Portanto, I'(n) = (n — 1)L
Relagao Funcional:
[(z+41) = 2I'(2).
Demonstragao. Por defini¢ao, temos:

F@+U:Aeﬁﬁm4ﬁ:4 e~ dt.

Usando integracao por partes:

— e lt?

Oo+/ etz =
0 0

— e it?

- +z/ etz =
0 0

0+ 2I'(2) = 2I'(2).

Portanto, I'(z + 1) = 2I'(z), de modo que a funcdo Gama generaliza o conceito de
fatorial.

O
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2.2.2.3 Funcao Beta

Definigao 2.2.6. Sejam p,q € R tais que p > 0 e ¢ > 0, o que garante a existéncia da
integral. Definimos a fun¢ao Beta, denotada por B(p, q), através da seguinte integral
[12]:

B(p,q) = /01 P (1 — ) du. (2.7)

Para os objetivos deste trabalho, a propriedade mais importante da funcao Beta
é a relacao entre ela e a funcao Gama, dada por:

['(z)l'(y)

Ble.y) = Iz +y)

(2.8)
Demonstragio. Tomando I'(z)['(y) e a definigdo da fun¢do Gama, temos:

I'(z)'(y) = /OO e "u"du /oo e vV iy =
0

0
/ / e TV utTT YT - dudw.
v=0 Ju=0

Introduzindo as mudancas de varidveis u = zt e v = z(1 — t), podemos escrever:
00 1
/ / e (el (1 — )] 2 dbds =
z=0 Jt=0
00 1
/ / e ()" (1 — )P - 2 - dbdz =
z=0 Jt=0

0 1
/ e - zx_lﬂ_lﬂdz/ (1=t dt =

=0 t=0

o0 1
/ e zz+y_1dz/ (1=t dt =

=0 t=0

I(z+y) B(z,y)

L(z)l(y) =T(z +y) B(z,y) =

L(@)C(y)

P = Tty

2.2.3 Funcao de Mittag-LefHler

A funcao de Mittag-Leffler é uma das mais importantes e comuns fungoes
relacionadas ao calculo de ordem nao inteira. Assim como a resolugdo de uma equagao
diferencial ordinaria com coeficientes constantes possui sua solugdo em termos da funcao
exponencial, uma equagao diferencial de ordem arbitraria tem, em muitos casos, sua
solugdo dada em termos da funcao de Mittag-Leffler, de modo que, neste sentido, pode-se

dizer que a fungao de Mittag-Leffler é a generalizacao fracionaria da funcao exponencial
[12].
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Existem diversas formas de introduzir a funcao de Mittag-Leffler e suas ge-
neralizagOes, mas, para nossos objetivos, introduziremos apenas a classica fungao de
Mittag-Leffler e sua generalizagdo com dois parametros, proposta por Wiman [I3] e
Agarwal [14], respectivamente.

Definigao 2.2.7. A funcao de Mittag-Leffler, denotada por E,(z), é uma fungao
complexa que depende de um pardmetro complexo a com Re(a) > 0 e, conforme
introduzida por Mittag-Leffler [I5], é dada a partir da seguinte série de poténcias:

Ea(2) = ,gr(a;:n (2.9)

E, conforme mencionado, podemos interpretar (2.9) como uma generalizagao
fracionaria para a fungao exponencial, pois ao tomar o = 1, recuperamos a func¢ao
exponencial, ou seja:

Para ilustrar a funcao de Mittag-Leffler de um parametro dada por E,(z),
utilizamos o software Mathematica para plotar seu respectivo grafico em duas e trés
dimensoes, de modo que obtivemos os seguintes resultados:

E_a(z)

4 -

2t
X H a=1
//’/ H a=2

: : - : e z o

-50 -40 = =20 19~ B a=3
> W a=4

A——"’w e _2 i

..-n"‘“"ﬂ(‘." &l
= 4L

Figura 2.1: Gréfico de E,(z) em duas dimensoes.

Fonte: Préprio autor.
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Figura 2.2: Gréfico de E,(z) em trés dimensoes.

Fonte: Préprio autor.

Definicao 2.2.8. A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros tem um papel funda-
mental no desenvolvimento do calculo fracionario e foi originalmente introduzida por
Agarwal [14] da seguinte maneira:

Eas(z) = ir(#:ﬁ) Re(a) >0, Re(8)> 0. (2.10)

Ainda, vale ressaltar que a funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros generaliza
a de um parametro, tendo em vista que para 5 = 1, temos:

Fax(z) = 2 F(#"H) ~B.(2).

2.2.3.1 Exemplos e casos particulares

Tomando como base a definicdo da funcdao de Mittag-Leffler de dois parametros
dada em (2.10]), apresentamos agora alguns exemplos e casos particulares.

a) Eap(z),coma=1ef=2.

00 on 00 on
E Z — == =
12(2) nz_:OF(n—I—Q) nz_:o(nﬂ)v
0o Zn—i—l 1 1> Zn—f—l ; e —1
oz ()2 im Dl 2 2
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Portanto, E5(z) = L,

z

b) Eyp(2),coma=1e/=3.

5 (Z) B io: on i on io: Zn+2 1
1,3 = I(n+3) ZHn+2)! = 22 (n+2)
1 e —1—z
(e —1—2) =
z2 Z (n+2)! ~ 2 (e ?) 22

Portanto, E3(2) = £=1==.

z

Generalizando os casos anteriores, temos E, g(2), com o =1, f=m, m e Ne
m > 2:

1 . m=2 ok
Brml®) = ony { 5 k}

Alguns casos particulares da funcdo de Mittag-LefHer sao as fungdes seno e
cosseno trigonométricos, como podemos observar a seguir [12]:

a) Eop(—2%),coma=2e =1

[es) (_1 nZQn o0 ( 1) 22n
Ey 1 (—27) = = = Cos 2
21 (=) n;) T(2n+1) 4= (2n)
b) zE,p(—2%),coma=2e¢ =2
00 _1)n22n 00 (_1)nz2n+1
Eyo(—2%) = (D™ s (D) = ,
z 2,2( z) Z;F(2n+2) nzo 20+ 1) sen z

Além disso, tendo em vista que a funcao de Mittag-Leffler é uma generalizagao
da funcao exponencial, é natural que as fungoes seno e cosseno hiperbdlicos também
sejam casos particulares da fungao de Mittag-Leffler [12]:

a) Fap(z?),coma=2e3=1.

00 Z2n 00 ZZn
E =) —F— = = cosh z.
21 () ,;)P(2n+ 1) nz:% (2n)l — 7
b) zE,p(z%), coma=2¢e §=2.
fe’e) Z?n o) Z2n+1

2B 9 (ZQ) =z Z m Z m = senh z.

n=0
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2.2.3.2 Propriedades

Nesta subsecao, apresentamos algumas propriedades da funcao de Mittag-Leffler
de dois parametros.

Propriedade (7):

E@ﬂ+¢z)::i[£@(a-1]. (2.11)

Demonstragdo. Pela definicdo da fungdo de Mittag-Leffler de dois parametros dada em
(2.10), temos,

o0 n [e.o] n

Eoan(2) = nz:% Flan+a+1) N z:%) la(n+1)+1)

n

Multiplicando por z:
n+1

Ea,a+1(z):ZF( (n+1)+1)- z:;ZF( (n+1)+1)

n=0 n=0

Abrindo o somatoério:

g ) 1 z N 22 N 23 T P
aatllz) = — R el I
o 2 |D(a+1) T(2a+1) TBa+1) T(an+1)

Como queremos recuperar a fun¢ao de Mittag-Leffler de um pardmetro (2.9)), vamos
somar e subtrair 1 do seguinte modo:

Eoor1(2) 14 (14— z + & I
aatllz) =—|— et 4. .
ot 2 T(a+1) T(2a+1) T(Ba+1) T(an+1)

Epoi1(2) [HZ om—I—l) i[ 1+ E.(2)].

Portanto, Fya1(2) = 1 [E,(2) — 1], de maneira que é importante ressaltar que essa

propriedade é util para obter a solu¢ao analitica da equagao logistica fracionéria [10].

O
Propriedade (ii):
1
E.p(2) = 2Eq a1p(2) + T3 com Re(a) >0 eRe(f) > 0. (2.12)
Demonstracao. Temos que:

Eap(z) =) T =>

= (om—i-ﬁ o cm—i—ﬁ—l)

20 21 22 23

G- " atp-1  @atB-1) Ba+i-1)

+ .=
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1 z 22 23

G- " laxs=0 " Gass-11 Gagzp-1i U
Por outro lado:
1 s 2" 1
ZEa,oH—B(Z)“f’m =z |J§) F(an—ka—{—ﬁ)} + F(ﬁ) =
[ oo on 00 n+1 1
an_:ooana—f—ﬁ )]+(5 1)! Lz—:o an+a+5—1)]+(6—1)
2! 22 23 1 B
@181 (@tatB-1 @atats_11" “]+(5—1)1_
z N 22 . 23 n ]—l— 1 B
(a+p—-1! 2a+p-1 Ba+pB-1)! " (B-1)
1 z 22 23

G- " atB=1  atB=1 @atp-1) "

Portanto, como (I) = (11), de fato, E, g(2) = 2Eq a+5(2) + %ﬁ)

2.2.3.3 Transformada de Laplace
Com o intuito de obter a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler de

dois parametros, vamos calcular a transformada de Laplace da fungao [tﬁflEaﬁ (ata)},
isto ¢, £ [t771 Ea g (at?)].

Pela definigao da transformada de Laplace ([2.1)) e da fungdo de Mittag-Leffler
de dois pardmetros ([2.10)), podemos escrever:

ata) o0 an

L]0 By lat)] = [T et 12 5 S T styporrangy

Introduzindo a mudanca de variavel u = st, em que du = sdt, temos:

Srarh )Y
e —_ _— =
— T(an+p3) Jo s s

o an

1
nz::of(oerﬂ) " sontB Jo

—u uan—l—ﬁ—ldu —

I'(an+pB)
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> a” 1
. -I'an+ pB) =
nz::(] C(an+ B) sonth ( p)
i am™ :S_B_Ooanzs_gi(a>n'
n=0 SR Sﬁ n=0 Ch n=0 5%

a
S(X

uma série geométrica infinita é dada por ﬁ, temos:

Tomando

< 1, temos uma série geométrica de razao . Assim, uma vez que

sa—h
s¥—a’

Por fim, multiplicando e dividindo a expressao anterior por s®, obtemos

Portanto,

L[t7Eop (at*)] = . (2.13)

A partir disso também é possivel concluir a transformada de Laplace da funcao
de Mittag-Leffler de um parédmetro:

lim £ [E, (at®)] =

B—1 s —a

2.2.4 Funcao Gel’Fand-Shilov

A Funcao Gel’Fand-Shilov é uma funcao especial do célculo fracionario e é
utilizada na definigdo da integral de ordem-arbitraria de Riemann-Liouville [6].

Definicao 2.2.9. Sejam n € N e v € R, define-se a funcdo de Gel’Fand-Shilov como:

tnfl

o t >0
L) =4 e Set = 2.14
én(?) { 0, set <0 (2.14)
tu—l
t >0
() ={ T = 2.15
?(t) { 0, set <0. (2.15)

A transformada de Laplace da func¢ao Gel’Fand-Shilov é dada por:

Lign(t)] ="

De fato, aplicando a transformada de Laplace (2.1) na Fungao Gel’Fand-Shilov,
temos:

L[p,(t)] = /0 - ltj(;)estdt = F(1V> /0 Tl

Tomando a mudanca de variavel st = u de modo que du = sdt, temos:
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1 0o /4 v—1 du 1 00 uzzfl g~V 00
= —u7 —u d — / —u leld )
I'(v) /o <s> s I'(v) /o (e ) s ['(v) Jo c "

Pela defini¢do da fun¢do Gama (Definigao [2.2.5)), segue que:

Loy (1)] = F(V)F(V) =s

2.2.5 Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

Para definir a integral fracionaria de Riemann-Liouville, primeiro vamos mostrar
que uma integral de ordem n, com n € N, de uma fungao f(t) com t € R, pode ser vista
como um produto de convolugao de Laplace entre f(t) e a fungdo de Gel’Fand-Shilov
de ordem n. A partir disso, vamos utilizar a funcao Gama para introduzir o conceito de
integral de ordem arbitraria.

Definicao 2.2.10. Define-se integral de ordem inteira, também chamada de integral
multipla ou iterada, através do operador I, agindo na fungao f(t), definido como [12]:

Pf6) = £, 170) = [ £ () de,

Iterando, temos:

2f(t) = I[Tf (1) /ﬂ/ (t2) dts dt.

t1
I3f()_l I? f( / / / (t3) dts dty di;.

Assim, a integral de ordem n pode ser definida por:

t1 to tn—2 tn—1
1" f (1) /// /‘/ )by Aty - - dts dts di.

Lema 2.2.1. Se G(z,t) € uma fung¢do continua em [c,b] X [c,b], com ¢ < x < b, entdo

temos que [10):
/ dl’l/ $1, / dt/ .’131, dl’l

Em particular, para G (z1,t) = f(t) temos:

[ [ et = [ [ e,

Teorema 2.2.2. Integral de ordem n.
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Sejam n € N, t € R, e f(t) uma fungao integravel, entao

t(t—7)~t

1) f(r)dr, (2.16)

I(0) = 6u(®) 0) = [ 0ult = 7)f(7)r = [

onde * denota o produto de convolugao de Laplace ([2.3)).

Demonstragio. Vamos fazer a demonstragao do Teorema por indugao matematica.

Para n =1, temos:

t—r7)tt

I'f(t) :/Otf(T)dT:/Ot((l_l)!f(T)dT:/0t¢1(t—7)f(7)d7:¢1(t)>x<f(t).

Agora, se mostrarmos que 1" f(t) = ¢, (t) * f(t), entdo vale I"1f(t) = 1 (1) *
f(t). Para isso, vamos considerar como hipétese I" f(t) = ¢, (t) * f(t) e tese I"TLf(t) =
Oni1(t) * f(t), de modo que:

t(t—7)~t

0 = 1] = o« f0) = 1| [ CT

/Ot /Ou mf(T)deu.

f (T)dT‘| =

Pelo Lema 2.2.1] temos:

() = /Ot Vt Oén_j)lr;;lf(T)du] dr = /Ot f(7) [Hr dr =

T

/Ot (t ;!T)”f(T)dT = Gpi1(t) % f(1).
Assim, como " f(t) = ¢, 11(t) * f(t), entdo vale que I"f(t) = ¢, (t) * f(t).
O

Conhecendo o teorema anterior e utilizando o conceito da fungao Gama, ¢ possivel
generalizar a ordem da integral para um nimero v € R.

Definigao 2.2.11. Seja f(t) uma fungao integravel. Define-se a integral de ordem v de
f(t), denotada por " f(t), através da expressao:

I"f(t) = ou(t) * f(t) = /ot (t;(?)

em que, no caso em que o parametro associado a ordem da integral, v = n + 1 com

n € N, é um ntimero natural, recupera-se o resultado para a integral de ordem inteira
[12].

f(r)dr, (2.17)
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E possivel fazer esta generalizacao, pois ao demonstrar por indugao (como fizemos
anteriormente) que uma integral de ordem n pode ser dada como uma convolugao
entre a fungdo Gel’Fand-Shilov e a fungdo f(t), estamos mostrando que é possivel
converter o calculo de diversas integrais no célculo de uma tnica integral de convolugao.
Assim, quando consideramos a integral de ordem n, toda a ordem da integral esta
embutida na funcdo Gel’Fand-Shilov e o fato desta fungao ser uma funcao muito bem
definida algebricamente para nimeros nao naturais, faz com que possamos definir
I"f(t) = ¢,(t) * f(t), de modo que o ntimero natural n passa a ser um nimero nao
natural v. Portanto, do ponto de vista algébrico, a definicao é bem formal, pois onde
havia um fatorial, passa a ter uma fun¢ao Gama e o restante da definicdo segue bem
estruturada.

Vale ressaltar que a escolha do limite inferior da integral é arbitraria, de modo
que existem outras duas escolhas para este limite: quando o limite inferior é —oo,
temos a defini¢ado da integral fracionaria de Liouville e quando este limite é ¢ temos a
definicao de Riemann. Para os objetivos deste trabalho, iremos abordar apenas a integral
fracionaria de Riemann-Liouville, mas as demais definicbes podem ser encontradas em

10, 12).
2.2.5.1 Lei dos expoentes para integrais fracionarias

No calculo de ordem inteira, a chamada lei dos expoentes, que diz respeito as leis
de soma e comutacao dos expoentes dos operadores integral e derivada, sendo definida
como [™[" = [™t" ¢ D™D" = D™*" respectivamente, em que m,n = 0,1,2,..., é
bastante conhecida. Nesta subsecao vamos verificar que a lei dos expoentes é valida
para integrais fracionarias.

Teorema 2.2.3. Lei dos expoentes para integrais fraciondrias.

Seja I o operador integral fracionario, com «, 8 > 0, temos que:

M= (2.18)

ou seja, a chamada propriedade de semigrupo e, consequentemente, a propriedade
comutativa 1*1% = IP]*, sdo satisfeitas.

Demonstragio. Pela Definigao [2.17] temos que a integral fraciondria pode ser definida
através do produto de convolucao de duas fungdes, ou seja, I*f(t) = ¢o(t) * f(t). A
partir disso, temos o seguinte:

1T f(t) = @a(t) * [I7F(1)] = dalt)  [05(t) * f(1)].
Ja que a convolucao é comutativa, podemos escrever
Ga(t) * [Pa(t) * f(t)] = [@a(t) * dp(t)] * f(1).

E, além disso, como demonstrado em [6], ¢ (t) * ¢5(t) = ¢daips(t), entdo:

[Da(t) * ¢a(t)] * f(t) = dars(t) * f(t) = I°TPf(t) = 17T f(t) = IP[I°f(t)].
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2.2.5.2 Casos especiais

Para ilustrar o calculo de integrais de ordem fraciondria, apresentamos a seguir
um caso especifico e, posteriormente, dois exemplos numéricos.
a) 1*t", sendo u € C, com Re(u) > —1et > 0.
Pela Defini¢ao 2.17], temos:

THdT.

I = o (t) x tH = /Ot (t ;(;);_

Tomando u = 7, temos 7 = tu, de modo que d7 = tdu, podemos escrever:

1 1 1
/0 (t —tu)* ' (tu)* - tdu = F(a)/[) N1 — )t tdu =

[(a)
L. ote /1 (1 —u)* utdu =
() 0
B(a,u+1)

1 atp | F(OOI‘(:U + 1)

INE) INa+p+1)
Assim, temos que:
r 1
pope = TWED ek (2.19)
o+ p+1)

E esta relagao recupera os casos de ordem inteira, como podemos observar a seguir.

b) I%t", em que « =2 e pu = 3.

© -3t .38 TE+1) (243

t4
I’ = | —dt = = =
4 45 5-4-3! 5! r3+2+1)

Assim, de fato, recuperamos ([2.19)).

¢) I°t", em que a =2 e = —1.

Pelo calculo usual, temos:

Prb =] = 2. gtw.

Por (2.19)), temos:

1275 — M.t?ﬁ/?:&,t:s/g
r(z-1+1) r '

(%)

N | D=

Como I'(z + 1) = 2I'(z), podemos escrever:
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(QrEe)-3r@)-trle)-Fiel)

Portanto, temos que:

r G) 32 — 5 (%) A =9. gt?’/?.
2

Que é justamente o resultado que queriamos.

2.2.6 Derivada Fracionaria de Caputo

Sendo D = % o operador diferencial e n um ntmero natural, o significado de
D" f(x), que é a derivada de ordem n da fungao f, é bastante conhecido. Existem
diversas derivadas de ordem nao inteira, como a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville, de Weyl, de Riez e de Griinwald-Letnikov [12], por exemplo. Entretanto,
neste trabalho, iremos definir e utilizar a derivada fracionaria segundo Caputo, pois,
ao contrario de outras defini¢bes, a derivada de uma constante no sentido de Caputo
é zero e esta apresenta uma vasta aplicabilidade em modelagem matematica, tendo
em vista que é mais conveniente quando estamos estudando equagoes diferenciais com
condigoes iniciais [6]. Além disso, para o método numérico-computacional utilizado
para a realizacao das solugdes do modelo estudado é necessario utilizar a definicdo da
derivada de Caputo, como veremos adiante.

Conforme ja mencionado, uma das propriedades mais importantes da derivada
fracionaria é sua capacidade em descrever fendomenos com efeito de memoria e, neste
sentido, é importante ressaltar que a derivada de Caputo é definida em funcao da
integral de Riemann-Liouville que é um operador nao local.

Definigao 2.2.12. A derivada fracionéaria de Caputo é definida, para f(¢) uma funcao
integravel, a € C tal que Re(a) > 0 e n € N tal que n — 1 < Re(a) < n, como:

DUf(t) = 1" [D" f(t)] = dn—alt) * [D"f(1)], (2.20)
na qual D" representa a derivada usual e D a derivada de Caputo de ordem «.

Portanto, em palavras, a derivada fracionaria de Caputo é a integral fracionaria
da derivada de ordem inteira [6].

E possivel notar que quando o = n, ou seja, no caso em que a ordem da derivada
¢ um numero natural, a definicdo de Caputo para a derivada fracionaria recupera a
defini¢ao usual de derivada, de modo que a derivada de Caputo é uma generalizacao da
derivada classica para ordem arbitraria:

Df(t) =" [D"f(t)] = 1" [D"f(1)] = I" [D" f(t)] = D" f(1).
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2.2.6.1 Calculos fundamentais

Para exemplificar o uso da derivada fracionédria segundo Caputo, apresentamos
a seguir os calculos de algumas fungoes.

a) DYf(t), em que f(t) =t
Pelas Definig¢oes e [2.16] temos
t
Df(t) = Dt = 1" [D"] = 1" [0] = [ 0+ 6y-alt — 7)dr 0.
0

Portanto, segundo Caputo, a derivada fracionaria de uma constante é igual a zero.

b) D*f(t), em que f(t) =t"t>0ep> —1.
Pela Definicao [2.20] temos

Def(t) = D" = " [D"t"].
Sabendo que para a derivada usual:

I'(p+1)

prp = —HT
(p—n+1)

n—n
e,

podemos escrever:

r 1 r 1
Jra [Dnt,u] — -« (/j“ + ) Y L - (M + ) N e [t,ufn] .
F'(p—n+1) I'p—n+1)
Agora, uma vez que:

Iat,u — F(M + 1) ta+p,
MNoa+p+1)

Y

temos a« =+ n —«a e u — u—n, entao:

DY — F(:u + 1) . F(,u —n+ 1) t(n—a)-i—(,u—n) _
Npu—n+1)| Th—a+p—n+1)

F'p+1) T(p—n+1)

'p—n+1) T'(p—a+1)

th,

Portanto,

D+ = F(:U’ + 1) e
M'p—a+1)
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2.3 Aplicacao do Calculo Fracionario

Conforme mencionado no inicio deste Capitulo, a modelagem proveniente de
equagoes diferenciais de ordem nao inteira fornece, em muitos casos, uma descri¢ao
mais refinada do fendomeno analisado do que a respectiva modelagem proveniente de
equagoes de ordem inteira [12], com destaque aos problemas com dependéncia temporal,
uma vez que as derivadas fracionarias proporcionam uma boa descricao para efeitos de
memoria e propriedades hereditarias.

Existem diversas aplicagoes que explicitam esta caracteristica da modelagem
fracionaria e suas respectivas consequéncias como o Decaimento Radioativo, o Oscilador
Harménico Simples, o Sistema Lotka-Volterra e a Equacao Logistica [10, 12]. A seguir
apresentaremos algumas consideragoes referentes a equacao logistica, utilizando como
base a metodologia da transformada de Laplace.

2.3.1 Equacao Logistica

A equagao logistica foi publicada em 1838 por Pierre Frangois Verhulst para
modelar o crescimento da populagao mundial baseando-se na avaliacao de estatisticas
populacionais disponiveis, complementando a teoria do crescimento exponencial de
Thomas Robert Malthus. Ela pode ser aplicada em modelos com dependéncia temporal
e possui uma vasta area de aplicacdo, uma vez que os fatores inibidores sao levados em
consideragao. Por exemplo, ao modelar a evolugao da gripe A, o isolamento das pessoas
infectadas, as agdes governamentais e as formas de prevencao divulgadas pelos meios
de comunicagao poderiam ser considerados fatores inibidores [12].

Além disso, a equagao logistica mostrou-se aplicavel em uma série de eventos pro-
babilisticos e relacionados a teoria do caos e as dindmicas industriais e empresariais [16].
Nas subsecoes seguintes apresentamos a equacao logistica em sua versao classica e sua
correspondente generalizacao fracionaria, levando em consideragao o ajuste dimensional,
a fim de comparar os resultados obtidos.

2.3.1.1 Equacao Logistica de ordem inteira

A classica equacao logistica proposta por Verhulst é dada por:

C;lt:t(t) = kx(t) [1 - a:it)] : (2.21)

em que xz(t) representa a populagdo no instante ¢, k é a taxa de crescimento intrinseca
e r ¢ a capacidade de suporte, isto é, o valor maximo da populacao.

Sem perda de generalidade, tomando r = 1, podemos reescrever a equagao acima
da seguinte forma:
dx(t)
dt

= ka(t)[1 — z(2)]. (2.22)

Esta é uma equacgao diferencial ordinaria nao linear, ou seja, ndo podemos pensar
na versao fracionaria para ser resolvida por transformadas integrais. Contudo, esta
equacao é do tipo Bernoulli.
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Uma equacao diferencial do tipo Bernoulli é dada por:

Y (1) + p(t)y(t) = q(t)y" (1), (2.23)

em que n > 2, pois, caso contrario, teriamos uma EDO linear.

Introduzindo a mudanga de variavel z(t) = y*="(t) = 2/(t) = (1 — n)y "(t)y'(¢),
e multiplicando toda a equacao ([2.23)) por (1 — n)y~"(t), obtemos o seguinte:

(1 =n)y™" )y’ (t) + (1 = n)p(t)y' () = (1 = n)q(t)y" " (2).
E, reescrevendo, temos:

Z(t) + p(t)(1 —n)z(t) = (1 —n)q(t),

que é uma equagao diferencial ordindria de 1? ordem linear em z(t).
Feitas estas consideragoes, na equacao logistica dada em (2.22)), temos:

2'(t) — ka(t) = —ka(2). (2.24)

Tomando z(t) = z'72(t) = 2(t) = 7 (t) = 2/(t) = —x%(¢t)2/(¢) e multiplicando
a equacao (2.24) por —z2(t), podemos escrever:

(—a72() /(1) = (—a72()) ka(t) = — (—27>(t)) ka?(2)
—a ()2’ (t) + ka7 () = k
2(t) + k=(t) = k
A(t) =k — ka(1)

dz(t)
dt

= k[1— 2(1)]. (2.25)

Assim, é a equacao logistica escrita na sua forma linear e é a partir
desta equacao que apresentaremos a generalizagao fracionaria na préxima subsecao.
Entretanto, antes de apresentarmos a equacao logistica linearizada fracionaria, vale
ressaltar que a equacao dada por ¢ do tipo separavel, logo, considerando z = z(t),
podemos escrever:

d
/1 : —/kdt:>—ln(1—z):k:t+c:>

—Z

(1—2)t=e-e"=>1—2=0C-eM=2(t)=1-C, e ",
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Utilizando a condigao inicial z(0) =1 - C, = C, =1 — z(0), temos:

2(t) =1+ [2(0) — 1] - e7*.

Sabendo que x(t) = [2(t)]~!, entdo:
1

N 14 [ — 1] et

x(t) (2.26)

Note que 0 < z(0) < 1 e limy_, z(t) = 1.

2.3.1.2 Equacao Logistica linearizada fracionaria

A partir dos resultados explicitados anteriormente, vamos apresentar uma gene-
ralizagao fracionaria de ordem « da equagao logistica linearizada dada por ([2.25)). Para
isso, seja 0 < a < 1, de modo que podemos escrever:

d*z(t)
dt«

= D(t) = k°[1 — 2(t)]. (2.27)

Aplicando a transformada de Laplace na equacao anterior e sabendo que a TL é
um operador linear, temos:

L[D*2(t)] = k°L[1] — k*L[=(2)].

Como L[z(t)] = Z(s), L[1] =1 e L[D*2(t)] = s*Z(s) — s**2(0) entdo:

sZ(s) —s*12(0) = LA k*Z(s)

S

[0}

(s*+ k) Z(s) = ks + 57 12(0)

shoke st 2(0)
s + ko s + ko '

Z(s) =

A fim de recuperar a solucao da equacao na variavel ¢, vamos aplicar a transfor-

mada de Laplace inversa e o resultado visto em (2.13), isto é, £ [tﬂ_"‘Eaﬁ (ata)} = jz:i
-1, ko Sa—l
LZ(s) =L |2 c 0
[2(s)] [SO‘ + ko * ¢ + ke 2(0)
5_1 Sa—l
t)y=k*L" £t 0).
e 2] e[
— —
() (1
Neste caso, temos que, em (I),a—f=—-1=p=a+1l,a=aea=—k%e,

em (II), =1, a =aea=—k" de modo que podemos escrever:
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2(t) = (tk)" Ea a1 [=(kt)"] + 2(0) Ea[—(k1)")].

Por (2.11)), sabemos que E, o11(2) = 2 [E4(2) — 1], entdo:

2(1) = 2(0)Bal~(h0)"] = Gy

(=1 + Ea[—(kt)"](kt)"]
2(t) = 2(0) Ea[—(kt)"] + 1 — Ea[—(kt)"]

z(t) = 1+ [2(0) — 1| Eo[—(kt)“].

Ainda, lembrando que z(t) = % = z(0) = 2(10) = 2(0) = ﬁ, podemos
escrever:
1 1
z(t) = = = : (2.28)
L [2(0) = UEL[=(F)"] 14 |55 — 1]Ea[—(kt)"]

Por fim, é possivel notar que quando tomamos lim,,; z(¢), recuperamos a
equacao ([2.26]), o que reitera o fato de que a solugao inteira é um caso particular da
respectiva equagao fracionaria.

2.3.1.3 Comportamento grafico

A seguir, apresentamos o comportamento grafico da solugao da equacao ([2.28]),
tomando x(0) = 0,2 e k = 1, para diferentes valores de a:

E. (=t}

Figura 2.3: Esbogo gréafico da solucao da equagao l)

Fonte: Camargo, 2015.

Como limy_ .o, E, (—kt)® = 0 para todos os valores de 0 < < 1, temos que:

. . 1
lim z(t) = lim - ~-=1,
t—oo t—o0 1 _|_ [x(o) _ 1} Ea (_kt)
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como era de se esperar.

Assim, pela representacao grafica, é possivel notar que, ao diminuir a ordem da
derivada, a velocidade de crescimento diminui, assim como a velocidade com que se
converge para a capacidade de suporte.

2.4 Meétodos Numéricos

Ao utilizar equagoes diferenciais fracionarias para descrever determinados feno-
menos, um dos principais desafios é a busca por técnicas de resolucao destas equacgoes.
No caso de equacoes lineares de ordem fracionéria é possivel utilizar a metodologia da
transformada de Laplace, porém, para modelos nao lineares, nao é possivel utilizar esta
metodologia, de maneira que é necessério utilizar, em geral, métodos numéricos [11].

As derivadas de ordem nao inteira sdo operadores nao locais, ou seja, D f(t)
depende de todos os valores de f(t) em todo intervalo analisado [to, ], isto ¢, desde
o tempo inicial até o tempo final, enquanto a derivada classica é um operador local,
de modo que analisa apenas uma vizinhanca arbitraria do ponto. Devido a isso, existe
uma baixa diversidade de métodos numéricos para solugoes fracionérias [7].

2.4.1 Meétodo de Adams-Bashforth-Moulton generalizado para
modelos fracionarios

Neste trabalho, tendo em vista que o modelo estudado é nao linear, utilizamos
a rotina FDE12, um método preditor-corretor para equagoes diferenciais fracionarias,
desenvolvido por Roberto Garrappa, que resolve problemas de valor inicial para uma
equagao diferencial ndo linear de ordem fracionaria (EDF). Esta é uma implementacao do
método preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton, disponivel no MatLab [17], de
modo que a generalizacdo fracionaria do método classico de Adams-Bashforth-Moulton
[18] foi escolhida devido a facilidade computacional em ja ter este método implementado
no MatLab.

O que torna possivel a utilizacdo do método para modelos fracionarios é o fato
de poder transformar a equacgao diferencial fracionaria em uma equacao de Volterra,
de maneira que é possivel implementar o método de integracao para a integral de
Volterra, conforme descrito em [7]. Este método numérico em sua versao fracionéria é
desenvolvido com a derivada no sentido de Caputo, de modo que considera-se a ordem
nao inteira da derivada fracionaria, n — 1 < a < n, em que n é o menor inteiro maior
que «. Assim, a rotina FDE12 é utilizada da seguinte forma:

[T,Y] = FDE12(ALPHA, FDEFUN,T0, TFINAL,YO0, ), (2.29)

em que ([2.29) integra o problema de valor inicial para uma equagcao diferencial fracionaria
ou para um sistema de equacoes diferenciais fracionarias, de ordem « > 0, utilizando a
derivada fracionaria segundo Caputo.

Neste sentido, ao colocar a rotina no MatLab, T representa a variavel inde-
pendente, Y é o vetor das variaveis dependentes, ALPHA é a ordem da derivada,
FDEFUN corresponde ao conjunto de equagoes diferenciais fracionarias, 70 é o tempo
inicial, TFINAL o tempo final, Y0 corresponde ao conjunto das condigoes iniciais
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e h é o tamanho do passo, que é considerado constante ao longo da integragao [17].
Assim, por meio destes pardmetros e condigoes, é possivel obter solugoes numéricas
para problemas nao lineares, conforme veremos no Capitulo 4.



CAPITULO

3

Modelagem Matematica do Cancer de
Mama

3.1 Dados sobre o cancer

Cancer é o nome dado a um conjunto de mais de 100 doencas que pode afetar
qualquer parte do corpo. Uma caracteristica que define o cancer é a rapida criacao de
células anormais que crescem além de seus limites habituais e podem invadir partes
adjacentes do corpo e se espalhar para outros tecidos e 6rgaos, processo conhecido
como metdstase e que é a principal causa de morte pela doenca [19, 20]. O crescimento
das células cancerosas é diferente do crescimento das células normais, pois, em vez
de morrerem, continuam crescendo incontrolavelmente, formando outras novas células
anormais.

Segundo a Organizacao Mundial da Satide (OMS), o cancer é uma das principais
causas de morte no mundo, sendo responsavel por quase 10 milhoes de mortes em 2020,
representando uma em cada seis mortes e, de acordo com a Organizagao Pan-Americana
da Saiude (OPAS), aproximadamente 70% das mortes por cdncer ocorrem em paises de
baixa e média renda. Em 2017, apenas 26% dos paises de baixa renda relataram ter
servicos de patologia disponiveis no setor publico. Mais de 90% dos paises de alta renda
relataram que os servigos de tratamento estao disponiveis, em comparagao com menos
de 30% dos paises de baixa renda [19].

A estimativa é que, globalmente, 1 em cada 5 pessoas desenvolve cancer durante
a vida, sendo que 1 em cada 8 homens e 1 em cada 11 mulheres morrem em decorréncia
do mesmo. Nas duas proximas décadas estima-se que a incidéncia global do cancer
aumentara em média 70%, sobretudo nos paises em desenvolvimento (dados da OMS).

No Brasil, segundo o Instituto Nacional de Céancer (INCA), em 2017 o cancer
causou 218 640 mortes, que correspondem a 17,2% de todos os ébitos nacionais. A
incidéncia no pais é de 625 mil novos casos de cancer para cada ano do triénio 2020,/2022.
Cerca de 29,7% (65 840) dos novos casos em homens corresponderao ao cancer de prostata
e 29,2% (66 280) dos novos casos em mulheres serdo de cancer de mama.

Uma das principais caracteristicas compartilhada entre os diferentes tipos de
cancer ¢ a falha no monitoramento imunolégico [21]. O sistema imune é composto por
diferentes células e moléculas que atuam na defesa do organismo contra infecgoes, de

37
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modo que esta defesa é controlada por dois tipos de reagoes: a inata, que é a mais
rapida, ocorrendo antes mesmo da infeccao de maneira nao especifica, e a adaptativa,
que é estimulada pela presenca dos agentes infecciosos e melhoram a exposicao repetida
a uma determinada infeccdo. Assim, o sistema imune sofre mudancas funcionais e
composicionais devido ao cancer [22], uma vez que as células tumorais podem evitar a
resposta imune desativando componentes do sistema que foram enviados para elimina-las
[21]. Neste sentido, é muito importante incorporar essas células em estudos envolvendo
o cancer, conforme veremos adiante.

3.1.1 O cancer de mama

O cancer de mama é o segundo tipo mais frequente no mundo e é o mais comum
entre as mulheres. Seus principais fatores de risco estao relacionados ao envelhecimento
e a vida reprodutiva da mulher - menarca precoce, idade da primeira gestacao a
termo acima de 30 anos, uso de anticoncepcionais orais, menopausa tardia e terapia
de reposicao hormonal [20] -, além de exposigao a radiagao [23], hereditariedade [24] e
mutagoes genéticas [25]. Em 2008, o cdncer de mama foi a principal causa de ébito por
cancer entre mulheres no Brasil, seguido por cancer de traqueia, bronquios e pulmoes e
cancer de c6lon e reto, correspondendo a cerca de 16% do total [20].

Esta doenca possui uma classificacdo molecular que leva em consideracao a
expressao de marcadores bioldgicos, dentre eles, de receptores hormonais, que realizam
o estimulo do crescimento de mama normal e neoplastico, sendo que este ultimo é o
crescimento anormal do tecido, que foge parcial ou totalmente ao controle do organismo
e tende a autonomia e a perpetuacao, com efeitos agressivos sobre o corpo. Cerca de
75% dos canceres de mama sao positivos para expressao do receptor de estrogénio e,
nestes casos, a terapia hormonal é o tratamento mais indicado para a doenca [26], 27].

Modelos matematicos sao ferramentas que podem auxiliar no entendimento de
fenémenos relacionados ao cancer, desde seu surgimento até a erradicacao e possivel
formagcao de metastases |28, 29]. No caso do cancer de mama, diversos estudos envolvendo
modelos matematicos foram desenvolvidos nos tltimos anos, investigando o crescimento
tumoral [1} 30} B3T], 32} B3], tamanho do tumor [34} 35] e tratamento [36] 37, 38, 39, 40].
Para que um modelo obtenha sucesso em descrever um determinado fendmeno, seus
pardmetros precisam ser cuidadosamente atribuidos e calibrados [41], de modo que é
necessario analisar qual modelo melhor se adapta com os dados experimentais disponiveis,
por exemplo.

Em estudos in vitro, o cancer de mama muitas vezes é investigado através do uso
de linhagens celulares [42], poderosas ferramentas experimentais que podem fornecer
informagoes que resultam em beneficios clinicos [43] 44]. Dentre as linhagens, a MCF-7 é
amplamente utilizada, tendo em vista que esta é positiva para receptores de estrogénio e,
consequentemente, essencial para a investigacao de tratamentos hormonais, por exemplo
[45], [46]. Conforme veremos a seguir, o estudo realizado por [I] buscou investigar o
crescimento celular da linhagem MCF-7, que interage com células do sistema imune e
sofre efeitos causados pelo estradiol.
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3.2 Modelo matematico do crescimento tumoral de
cancer de mama MCF-7

A modelagem matemaética do crescimento tumoral é importante para entender,
prever e melhorar o resultado de um regime de tratamento e, geralmente, estes mode-
los incluem interacao tumor-imune, que ¢ um componente importante para que eles
produzam fenémenos. A maioria dos modelos matematicos para cancer sdo baseados
em equagoes diferenciais, de modo que as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) tém
sido utilizadas para investigar as interacoes entre células cancerosas, células imunes e
citocinas [1].

As citocinas sao proteinas que modulam a funcao de outras células ou da propria
célula que as geraram. Sao produzidas por diversas células, mas principalmente por
linfécitos (que sdo responséaveis pelo reconhecimento imune especifico de patégenos
e pelo desencadeamento de respostas imunes adaptativas) e por macréfagos ativados
(que sdo responsaveis por fagocitar ativamente organismos), sendo importantes para o
controle da resposta imune [47].

O sistema imune é composto por diferentes células e moléculas que atuam na
defesa do organismo contra infecgoes. Essa defesa é controlada por dois tipos de reagoes:
a inata, que é a mais rapida, ocorrendo mesmo antes da infec¢ao de maneira nao
especifica, e a adaptativa, que é estimulada pela presenca dos agentes infecciosos e
melhoram a exposi¢ao repetida a uma determinada infecgdo. Normalmente, ambas as
respostas funcionam em conjunto para combater um patégeno, apdés o mesmo ja ter
superado diferentes barreiras superficiais que tentam inibir sua fixacao [48], [49)].

O modelo proposto por Wei (2019) [1] apresenta discussoes referentes a linha
celular MCF-7, uma linhagem celular de cancer de mama humano amplamente estudado,
que apresenta receptores de estrogénio e seu crescimento ¢ hormonio dependente, isto é,
suas células possuem receptores que se ligam ao hormonio estrogénio, que ajudam as
células cancerigenas a crescerem e se disseminarem. O modelo matematico é composto
por EDOs que descrevem o crescimento tumoral de mamas MCF-7, interagdao tumor-
imune e interagao tumor-estrogénio, de modo que governa o crescimento das células MCF-
7 com interagao entre células tumorais, estradiol, células natural killer (NK), linf6citos
T citotéxicos (CTLs) e globulos brancos (WBCs), a fim de estudar o crescimento do
tumor de mama.

O estradiol é a forma mais ativa do hormoénio estrogénio e é considerado um
dos seus principais tipos juntamente com a estrona e o estriol. Este hormonio é res-
ponsavel pelo desenvolvimento sexual e reprodutivo das mulheres, sendo importante
na manutencao das caracteristicas sexuais femininas e na regulacao do ciclo menstrual,
por exemplo [50].

As células natural killer formam um componente muito importante da resposta
imune do sistema inato, tendo em vista que sao capazes de detectar tumores em
desenvolvimento em estagio inicial e secretar inimeras citocinas e quimiocinas que
eliminam direta e efetivamente as células tumorais. Este processo é chamado de vigilancia
imunologica e é importante para prevenir células neoplésticas de evoluirem para tumores
[1]. Estudos investigam o papel das NK no controle tumoral in vivo, j& que as mesmas
aparentam tentar evitar a rapida disseminacao de tumores metastaticos e sdo capazes
de secretar citocinas imunorreguladores que buscam a eliminagao tumoral [51].
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Os linfécitos T citotéxicos fazem parte da resposta imune adaptativa e sao
indispensaveis na imunoterapia, uma vez que conseguem reconhecer e eliminar as células
neoplésticas [52]. Os CTLs monitoram todas as células do corpo, de modo que as mesmas
estejam prontas para destruir qualquer estrangeiro que seja considerado uma ameaga a
integridade do individuo hospedeiro, como células infectadas por virus, por exemplo,
prevenindo que estas sejam fonte de um patédgeno viral [51]. Estudos apontam que estas
células sao os principais subtipos celulares da resposta imune antitumoral e, em muitos
tipos de canceres, sao utilizados como marcadores da eficiéncia dos mecanismos imunes
antitumorais [53].

Ja os globulos brancos, também conhecidos como leucécitos, sao as células do
sistema imunolégico que ajudam o corpo a combater doencas infecciosas e invasores
estrangeiros, fazendo parte da resposta imune adaptativa. Sua concentragao normal
no sangue varia entre 4000 e 10000 células por microlitro e o nimero de leucécitos no
sangue ¢ frequentemente um marcador de doenga, de modo que uma contagem baixa
destas células pode ocorrer devido a infecgbes virais, tratamento de medula 6ssea ou
certas doengas [54] [55].

Assim, de maneira geral, o modelo proposto em [I] consiste em cinco estados
variaveis: populagao tumoral MCF-7: T' (células); populacao de células natural killer:
N (células/L); populagao de células linfécitos T citotéxicos: L (células/L); populacao
de leucécitos: C' (células/L); nivel circulante de estradiol: £ (pmol/L) e é descrito pelas
seguintes EDOs:

I — (4 + Irp(T, E)) T(1 = T/K) — Ly (T, N) — Ir (T, L)

N — eC — fN —pyNT + Inr(T, N)

dt

3.1
dc __
E).

em que T representa a populacao tumoral MCF-7, a a taxa de crescimento intrinseca,
Irp(T, E) a interagao entre as células MCF-7 e E2 (estradiol), K a capacidade de
suporte, Iy (T, N) e I (T, L) a lise tumoral (destruicio macica de células malignas)
por células NK e por células CTLs, nesta ordem; N, eC' e f representam a populacao,
o crescimento e a taxa de mortalidade de células NK, respectivamente, (—paNT))
descreve a inatividade das células NK apds encontros com células tumorais, I (7, N)
o recrutamento de células NK; L a populacao de células CTLs, p,Ly o numero de CTLs
ingénuos, a’ﬁf 7L e K1 descrevem a proliferagao e a capacidade de carga de CTLs, %%
representa o fenomeno em que os CTLs sao ativados na presenca de células tumorais
e sofrem apoptose (morte celular programada), d a taxa de mortalidade dos CTLs;
C, a, [ representam, respectivamente, a populagao, a taxa de natalidade e a taxa de
mortalidade de leucocitos; E' é uma funcao peridédica e representa o nivel circulante de
estradiol; ¢ é dado em dias.

Entretanto, ao considerar alguns dados experimentais usados para a determinacao
de parametros e para o ajuste de curvas, que podem ser consultados em [I], o modelo dado
em pode ser reescrito, levando em consideragao os novos parametros relacionados
ao crescimento de células MCF-7 e o efeito de E2, lise tumoral por células NK e por
células CTLs, recrutamento de células NK e concentracao de E2, de modo que obtém-se
o seguinte sistema de equagoes:
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dr __ c¢cET TN? T2

dt T (a + 1+a1E+61T2) (1-T/K) - 1+521T+62N2 o 1+016T2+66L

dN __ NT

= O IN - pNT iy 32)
I .

G = (p4LN + afjoL) (1-L/Ky) 757 —dL

% = a— pBC

E(t)= E({t—n7), te€]nt, (n+1)7].

Assim, para nossos estudos e consideracoes em relacdo ao modelo matematico,
vamos utilizar o sistema de equacoes dado por (|3.2)).






CAPITULO

4

Modelagem Fracionaria do Cancer de
Mama

4.1 (Generalizacao Fracionaria

Conforme mencionado no Capitulo 2, as derivadas fracionarias proporcionam
uma boa descricao para efeitos de memoria e propriedades hereditarias, pelo fato da
maioria dos operadores fracionarios serem nao locais, ou seja, o calculo da derivada
temporal fracionaria em um determinado ponto requer pontos anteriores, de maneira
que fendmenos da biomatemética, como é o caso do crescimento tumoral, por exemplo,
podem ser descritos de maneira mais refinada, tendo em vista que os modelos fracionarios
podem descrever a evolugao ao longo do tempo dos tumores, levando em consideracao
sua histéria, atributo que pode melhorar modelos tumorais baseados em EDOs. Além
disso, as equacoes diferenciais fracionarias podem ajudar reduzindo os erros decorrentes
dos parametros da modelagem de fendmenos da vida real - natureza multiescala e
melhor ajuste de dados [56].

Neste contexto, propomos uma abordagem do problema posto em [I], descrito
brevemente no Capitulo 3, através da modelagem fracionaria. Ao propor uma generali-
zagdo fracionaria para o modelo, nosso intuito é embutir na ordem da derivada o peso
das simplificacoes que sdo comumente feitas nos modelos matematicos de ordem inteira,
isto é, pretendemos embutir na ordem da derivada os diversos fatores que provavelmente
foram negligenciados na modelagem usual, como a competicao entre células tumorais
por recursos vitais, por exemplo, além de levar em consideracao os efeitos de memoria.
Assim, a partir disso, iremos realizar andlises qualitativas entre os modelos de ordem
inteira e de ordem arbitraria, buscando destacar possiveis contribuicoes para a analise
do modelo original.

Para isso, escolhemos a derivada fracionaria segundo Caputo, que é definida
em funcao da integral de Riemann-Liouville, que é um operador nao local, pois suas
condigoes iniciais sao fisicamente interpretaveis e o método numérico-computacional
utilizado para a realizacao das solucoes do modelo utiliza esta definicado de derivada
fracionaria.

Ainda, antes de apresentar o modelo fracionéario proposto, é importante ressaltar
que, além das abordagens adotadas neste trabalho (metodologias utilizadas e analises

43
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realizadas), existem outros enfoques no campo de estudos do Célculo Fracionério, de
modo que, no caso de equagoes lineares fracionarias, por exemplo, podemos utilizar a
metodologia da transformada de Laplace. Entretanto, conforme ja mencionado ante-
riormente, ha limitagoes na utilizagao desta metodologia, para modelos nao lineares,
que sao resolvidas, em geral, via métodos numéricos. Assim, em pesquisas realizadas na
area, pode-se encontrar trabalhos que apresentam comparacoes de solucoes analiticas
com resultados computacionais [I1], estudo de métodos numéricos e estrategia compu-
tacional para estimagao de pardmetros [7], além de outras abordagens para a andlise de
estabilidade de determinado modelo, inclusive no tratamento de cancer [56].

4.1.1 Ajuste Dimensional e Modelo Proposto

Para propormos a generalizagao fracionaria do modelo classico do crescimento
tumoral da linhagem celular MCF-7 é necessario tomarmos o devido cuidado com o
desbalanceamento das unidades das equacgoes diferenciais. Neste sentido, tomando como
base as consideragoes feitas em [7], fizemos as seguintes consideragoes para o ajuste
dimensional:

No caso da derivada de ordem inteira, %,

s . . ;. Y
que t estd em dias. Mas, no caso do operador fracionario c(liTw temos:

a = L 0<~vy<1
drv | dias?’ 7=

em que [ | é notagao para unidade de medida.

o operador possui dimensao Tz‘lasv ja

Assim, para manter a coeréncia com a dimensao dos paradmetros, introduzimos
um novo paradmetro 7, em que [7| = dias, de maneira que:

L]y ay "
rl=vdtv|  dias  \dias dias/  dias’ ’

onde ¢ possivel notar que se v = 1 retornamos ao modelo proposto em [1], sem perda
de generalidade, o que reitera o fato de que a derivada classica é um caso particular do
operador fracionario.

Portanto, podemos ajustar dimensionalmente o operador fracionario acrescen-
tando o parametro 7 da seguinte maneira:

d 1 a4

@t T de
em que o pardmetro 7 caracteriza desta forma a estrutura fracionaria do operador
fracionario.

0<y<1, (4.2)

Desta forma, ao fazer o ajuste dimensional no modelo apresentado em (3.2))
obtemos a seguinte generalizacao fracionaria:
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1L dT _ (a + cET ) (1-T/K) - p1TN? peT?L
rI=v dev T 1+a1 E+B1T? 1+ooT+pB2 N2 1+oa6T?+B6 L
d NT
7.1177 C;{YV_ eC—fN_p2NT+1_|_§;T7+M
(4.3)
d'L 51
ek (p4LN + aIZHL) (1= L/Ky) or —dL
Tll—'y CZYT'YC - o — /BC.

4.1.1.1 Andalise Dimensional

A fim de verificar se, de fato, o ajuste dimensional proposto na generalizacao
fracionaria possui consisténcia com a dimensionalidade, fizemos a andlise dimensional
tanto do modelo fracionério apresentado em (4.3), quanto do modelo de ordem inteira
descrito em [I]. Para isso, tomamos como base as unidades de medida de cada um dos
parametros das equagoes dos modelos, utilizando como referéncia os valores descritos

na seguinte tabela:

Tabela 4.1: Parameter values, description and units.

Parameter Value Description Unit
a 0.3 Intrinsic growth rate of the tumor Day 1T
c 1.93 x 1079  Interaction constant between MCF7 and estrogen L Cell"!Day~!pmol~!
ai 0.507 Interaction constant between MCF7 and estrogen L pmol~!
51 7.08 x 108  Interaction constant between MCF7 and estrogen Cell—1
K 10° Carrying capacity of the tumor Cell
p1 8.7 x 104 Cytolysis constant of NK cells L2Cell~2Day !
g 7 x 106 Cytolysis constant of NK cells Cell—1
B2 5.4 x 1072 Cytolysis constant of NK cells L2Cell2
B 6.3 x 1073 Death rate of WBCs Day—1
a 3.6 x 107 Birth rate of WBCs Cell L~ 'Day~!
e 0.00486 Growth rate of NK cells Day~?!
f 0.0693 Death rate of NK cells Day !
P2 3.42 x 1076 Mean inactivation rate of NK cells Cell Day~!
D3 1.87 x 10~8  Interaction constant between MCF7 and NK cells Cell 1Day—1
as 1.6 x 107° Interaction constant between MCF7 and NK cells Cell™?
B3 3.27 Interaction constant between MCF7 and NK cells L Cell~!
D6 2.04 x 1073 Cytolysis constant of CTLs L Cell 2Day~!
ag 0.268 Cytolysis constant of CTLs Cell—2
Be 4343 Cytolysis constant of CTLs L Cell1
Ly 2.3 x 108 Number of naive CTLs Cell L1
K, 8 x 108 Carrying capacity of CTLs Cell L1
N 9 x 103 Constant proliferation of CTLs Day~1
1 2.3 x 1011 Concentration of IL-2 gL—1
ay 2.3 x 10711 Activation of CTLs by the presence of IL-2 gL—1
5 4.14 x 1073 Average inactivation rate of CTLs L Cell"2Day !
d 0.41 Death rate of CTLs Day !
as 1000 Activation of CTLs by the presence of the tumor Cell

Fonte: Wei, 2019.

Assim, para as equagdes do modelo de ordem inteira, descrito em [I], obtivemos

0 seguinte:

i. Equacao I do modelo de ordem inteira:

ar
dt

a+

cET T N?

p6T2L

1-T/K
TTaEsgre) L T/E)

B 1+012T—|—62N2 B 1—|—046T2—|—56L'
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L mol L? cell2
2” . T 1 4 cell.day.pmol E L cell . Cell) cell2 day cell. .
day c day =~ 14 —L_pmol 4 1 .0]]2 cell” 1+ Zncell + 2 cell®
pmol L cell cell2 L2
cellQljday 66”2 Cell

- 1 24 L cell
1+ cell? cell cell L

Neste caso, para que a igualdade facga sentido, precisamos considerar:

By = cell 2, pois

mol
cell ( cell. da[;/ pmolpL cell ) _ cell

L Lol 4 Bieell? | day

cell 1 cell

day Prcell2  day
1 cell

— = ——.day.cell
B day ™

By = cell ™.

ii. Equacao II do modelo de ordem inteira:

AN psNT
— = eC'— fN — p,NT
dt eC f P2 + 1 + OégT + BgN

cell Locell 1 cell celleell ety el

day L~ day L day L day L " 1+ Leell + Ll

Neste caso, para que a igualdade faca sentido, precisamos considerar:

1
day.cell

P2 = , pots

_cell L
b2 = day.L cell.cell

1
day.cell’

P2 =
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iii. Equacao III do modelo de ordem inteira:
dL sl T
= L L)(1-L/K —dL.
<p4 N+O¢4+[ )( / L)Oé5+T

dt
cell 1 cell n mgL_l cell %” cell 1 cell
day L ~ gL'+ gL-' L cll | cell +cell  day L~

(

day.L -

2

Neste caso, para que a igualdade faca sentido, precisamos considerar:
Ps = F—
> day

, pois

psgL~'cell  cell
2gL~' L  day.L

cell — 2cell
p57 ~ day.L
_ 2cell L
b5 = day.L cell
2
Ps = Ey'

iv. Equacao IV do modelo de ordem inteira:

c _ a— pBC.

dt

cell cell 1 cell

day.L ~ Lday day L

Portanto, tomando como base estas observagoes, elaboramos uma nova tabela

com os parametros atualizados, conforme apresentamos a seguir:
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Tabela 4.2: Updated parameter values, description and units.

Parameter Value Description Unit
a 0.3 Intrinsic growth rate of the tumor Day T
c 1.93 x 1076 Interaction constant between MCF7 and estrogen L Cell"!Day~!'pmol—!
a1 0.507 Interaction constant between MCF7 and estrogen L pmol—!
51 7.08 x 10~8  Interaction constant between MCF7 and estrogen Cell—2
K 109 Carrying capacity of the tumor Cell
p1 8.7 x 104 Cytolysis constant of NK cells L2Cell~2Day !
(o) 7 % 108 Cytolysis constant of NK cells Cell~?!
B2 5.4 x 1075 Cytolysis constant of NK cells L2Cell—2
B 6.3 x 103 Death rate of WBCs Day~—!
a 3.6 x 107 Birth rate of WBCs Cell L~ 'Day~1
e 0.00486 Growth rate of NK cells Day !
f 0.0693 Death rate of NK cells Day~!
P2 3.42 x 10~6 Mean inactivation rate of NK cells Cell™! Day~—!
p3 1.87 x 108  Interaction constant between MCF7 and NK cells Cell~'Day !
as 1.6 x 105 Interaction constant between MCF7 and NK cells Cell™?
B3 3.27 Interaction constant between MCF7 and NK cells L Cell-1
P6 2.04 x 1073 Cytolysis constant of CTLs L Cell"2Day !
ag 0.268 Cytolysis constant of CTLs Cell—2
Be 4343 Cytolysis constant of CTLs L Cell-!
Ly 2.3 x 108 Number of naive CTLs Cell L1
Ky, 8 x 108 Carrying capacity of CTLs Cell L—1
P4 9x 1072 Constant proliferation of CTLs Day~!
I 2.3 x 10~11 Concentration of IL-2 gL—1
ay 2.3 x 1011 Activation of CTLs by the presence of IL-2 gL —!
5 4.14 x 10~3 Average inactivation rate of CTLs 2 Day~!
d 0.41 Death rate of CTLs Day~1
as 1000 Activation of CTLs by the presence of the tumor Cell

Fonte: Préprio autor.

Desta forma, levando em consideragao as ressalvas feitas, a analise dimensional
é satisfeita para o modelo de ordem inteira, tendo em vista que obtivemos, tanto do

lado esquerdo quanto do lado direito, dimensao (%

para as outras trés equagoes, conforme era esperado.

. . ~ cell
) para a primeira equacao € (day.L)

De maneira analoga, para as equagdes do modelo de ordem fracionaria, descrito

em ([4.3), em que 7 = dias, obtivemos o seguinte:
i. Equacao I do modelo de ordem fracionaria:

1 T cET

(1-T/K)

piTN?

p6T2L

S
TI=7 dtv @t 1+041E+51T2

1 dT B cell
= dtr

day

1 cell B cell

day=") day”

day

1 cell B cell

day' - day=" day”

day

cell cell

day' - day=" - day)

day

_1+062T+52N2_1—|—066T2+66L.
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cell _ cell
day  day’

ii. Equacao IT do modelo de ordem fracionéria:

1 d'N psNT
= dtr e = [N =pNT + 1+ asT + B3N’
1 dN B cell
=7 dtv  day.L
1 cell B cell
day=") L -day”  day.L
1 cell cell

day' - day= L - day” - day.L

cell

cell B

day' - day= - day” - L
cell ~ cell

day.L  day.L’

iii. Equagao III do modelo de ordem fracionaria:

1 d'L
7 dir

sl
Qg

= (p4LN +

L d'L  cell
=7 dtv  day.L

A1) (1= L/Ky)

day.L

T

—dL.
O[5+T

1 cell cell

day=" L - day” - day.L

1 cell

cell

day' - day=" L - day” - day.L

cell

cell

day' - day= - day” - L -

cell — cell
day.L  day.L’

day.L
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iv. Equacao IV do modelo de ordem fracionaria:

1 dC
A a7 pe.
1 dC _cell

=v dtv  day.L

1 cell ~ cell
day=") L -day”  day.L

1 cell — cell
day' - day= L - day”  day.L

cell ~cell
day! - day= -day” - L day.L

cell — cell
day.L — day.L’

Desta forma, a analise dimensional também é satisfeita para o modelo de ordem
fraciondria, de modo que obtivemos dimenséo (<L) para a primeira equacio e (-
) - day day.L

para as outras trés equagoes, assim como no caso inteiro, o que afirma a consisténcia

com a dimensionalidade.

Portanto, de fato, o ajuste dimensional feito é adequado para o modelo em

questio e, passando o fator 7177 para o lado direito das equagdes do sistema (4.3)), sem
perda de generalidade, temos a seguinte generalizagao fracionaria:

% = 77 :T (a + %) (1-T/K) - 1+£££2N2 - 1+(566722f/36L:|
W= T eC = IN - pNT (4.4)
4L = i :(p4LN + agiIL) (1-L/KL) 7 — dL] |
% = 7177 a - BC].

Ainda, quando analisamos o sistema de EDFs acima, a primeira equagao apresenta
) )
ambos os lados com dimensao (%)7 e as demais equacoes apresentam, tanto do lado

esquerdo quanto do lado direito, dimensao ( dgeyl.lL)V.
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4.1.2 Analise de Estabilidade

A estabilidade é um aspecto essencial da analise de um sistema de controle e,
ao contrario de um sistema linear ordinario, em que a estabilidade esta localizada no
semiplano esquerdo do plano complexo, a regiao de estabilidade de um sistema linear
fracionario também pode incluir o lado direito do plano complexo [57].

Em Wei (2019) [1], sdo apresentados trés pontos de equilibrio: o estado livre
de tumor, tumor microscépico e tumor grande, em que todos sao estaveis. Em [I, 5]
também ¢é feita uma analise de bifurcagao para o modelo, a fim de estudar as mudancgas
na dindmica quando os valores dos parametros variam, tendo em vista que identificar
os parametros para os quais as mudancas no valor levam a mudancas na dindmica do
modelo pode oferecer informacoes uteis sobre a estratégia de tratamento.

A principio, para o estudo da generalizacao fracionaria proposta, foi feita a analise
de estabilidade do ponto de equilibrio livre de tumor. Desta forma, para encontrar
o ponto de equilibrio livre de tumor, Ej, igualamos cada taxa de variagao a zero no

modelo (4.4), de modo que obtemos:

e (6%
Ey=(T,N,L,C) = (o,fﬁ,o,ﬁ)

Considerando C, = a/f3, entao N, = eC,/f e, portanto, a matriz Jacobiana de
Ey é dada por:

a-#he 0 00
_ p3Np _
J(E) = | ety —f 0 e (4.5)
p4/a5 0 —d 0
0 0 0 -p

Associando ao ponto de equilibrio livre de tumor Ej, temos o seguinte polindémio
caracteristico:

(=X (Nppr+a (MGt 1) - ANB+)) (CF-NEB-N
N2By +1 =0 (46

A partir do polinémio caracteristico (4.6]), obtemos os autovalores: \; = —f,
2
Xo=—d d3=—fel=a— 22

1+p2NZ"

Assim, para analisar a estabilidade no modelo, utilizamos o teorema a seguir,
que considera um sistema de ordem fraciondria com as respectivas condig¢bes iniciais,
com 7y € [0,1), ou seja, com a ordem da derivada no intervalo [0, 1):

Teorema 4.1.1. Considere o sequinte problema de valor inicial de ordem fraciondria,
com v € [0,1) [59, [60):

cDVx(t) = f(z,y)
cDy(t) = g(z,y)
cD72(t) = h(z,y)
r(0) =z0, y(0) =90, 2(0)=20 7v€][0,1).
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Um ponto de equilibrio deste sistema, definido por f(Teq,Yeq) = 0, g (Teq,Yeq) = 0 €
h(Zeq, Yeq) = 0, € localmente assintoticamente estdvel se, todos os autovalores \ da
matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio, satisfazem |arg(\)| > 4.

Tomando como base o Teorema [4.1.1], mostramos que o argumento dos quatro
autovalores encontrados é maior que 17, isto ¢, que |arg(\)| > 4, da seguinte maneira:

a) Como A\; = —(3,\y = —d e A3 = —f possuem a mesma estrutura, entao tomamos
z=2M\;, 1<1<3, de modo que:

i. Consideramos um o > 0 tal que z = \; = —o, isto é, —o representa os
autovalores \;.

ii. Utilizando a forma trigonométrica de um nimero complexo, isto é, z = r(cos 0 +
i sen ), é possivel notar que I'm(z) = 0, de modo que temos o seguinte:

z=rcost = rcosb=—o,

como r = |z|, entdo r = g, ou seja,

ccos 0 = -0 = 0030:_—0 = cosl=-1 = 0O=m.
o
Portanto,
T
]arg()\i)|:7r>%, 1<i<3.

Ou seja, o argumento de \; = Ay = A3 = 7 > 4F, como querfamos demonstrar.
b) Para z = \g:

p1N3 _ 5
1+B2NZ

i. Consideramos ¢ € R tal que z =a —

ii. Precisavamos verificar se § < 0, isto é,

G_ﬂ<o = a<p17]v§
1+ BaN2 14 SN2

iii. Neste caso, fizemos a verificagdo de forma qualitativa, levando em consideracao
os valores dos pardmetros da Tabela de modo que:

0.00486 x 3.6 x 107\ °
8.7 x 107*
N 03 ( 6.3 x 1073 x 0.693 )
1+ BoN2 004 6x107\7

BN L4 54 x 10-5 0.00486 x 3.6 x 10

6.3 x 1073 x 0.693

= § = 0.3—18518.3049794 = —18518.0049794
em que 2 = —0 se a< PN

1+B2Ng”
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iv. Fazendo consideracoes analogas ao caso anterior, temos:
z=rcos = rcosf=-o0 = cos=—-1 = 0=m.
— am
De modo que |arg(Ay)| = 7 > IF.

Portanto, se a < [(plNg /(1+ BQNI?)}, entao Fy é assintoticamente estavel de
acordo com o Teorema [4.1.1] Caso contrario, A4 se torna um ntmero real e positivo,
de modo que |arg(A\y)| = 0.

4.1.3 Simulagoes Numéricas

Conforme mencionado no Capitulo 2, ao utilizar equagoes diferenciais fracionarias,
é necessario encontrar técnicas de solucao para as mesmas e, no caso de modelos nao
lineares, como é o caso do modelo proposto em , geralmente sao utilizados métodos
numéricos.

Tendo em vista esta necessidade, utilizamos para as simulagdes numéricas uma
generalizacgdo fracionaria do método classico de Adams-Bashforth-Moulton e uma rotina
disponivel no Matlab, a fdel2, que é um método previsor-corretor. O tamanho do
passo utilizado foi h = 0,0001, tomamos o parametro 7 do ajuste dimensional como
7 = 1, ordens de derivada iguais a 0,97;0,98 e 0,99 e os valores dos parametros foram
retirados da Tabela A1l

Antes de apresentar os graficos obtidos nos diferentes casos estudados, é essencial
ressaltar a importancia do pardmetro E(t) do modelo, que representa o nivel de
estrogénio, uma vez que a linhagem celular MCF-7 possui receptores de estrogénio, isto
é, é altamente responsiva a ele. Em [I], E(t) é uma funcao periddica e é representada
por meio do grafico a seguir, uma vez que ha uma alteragao nos niveis de estrogénio
durante o ciclo menstrual, sendo que no periodo de ovulagdo ha um pico no nivel deste
hormonio.

1000 T T T
o Experimental data

800 - E(t) 8

600

pmol/L)

T~ 400
w

200

0 Il 1 1 1
0 7 14 21 28

Day of Menstrual Cycle

Figura 4.1: Niveis de Estrogénio.

Fonte: Wei, 2019.

Assim, para realizarmos nossas simulagoes, tendo em vista que nao tinhamos
um valor para o estrogénio, extraimos os dados da Figura [£.1] por meio da ferramenta
WebPlotDigitizer, de modo que, para cada ponto do grafico, obtivemos um valor
numeérico para o estrogénio, de maneira que foi possivel gerar uma tabela com os valores



4. Modelagem Fracionaria do Cancer de Mama 54

encontrados. A partir destes dados, encontramos uma curva que melhor se ajustasse
aos valores para, entao, utilizar esta curva como parametro no nosso modelo. Para
encontrar esta curva, utilizamos uma ferramenta do Matlab, o cfcool, de modo que a
funcao que melhor se ajustou aos dados foi a seguinte:

E(t) = 401,8 — 203,3 cos(0,2094t) — 52,27sen(0,2094¢)—
34,59 cos(2t x 0,2094) + 14,62 cos(3t x 0,2094) + 72,3sen(3t x 0,2094)—
54,33sen (4t * 0,2004) + 55,08 cos(5t * 0,2094) + 51,87sen(5¢ + 0,2094)—
95,8 cos(6t * 0,2004) — 39,86sen (6t * 0,2094) + 13,82 cos(7t * 0,2094)+
19,17sen (7t + 0,2094) — 8,492 cos(8t * 0,2094) — 15,36sen(8t * 0,2004).

Portanto, para o pardmetro E(t), ao invés de um valor, utilizamos a fungao
acima, de modo que, para cada instante de tempo ¢, o estrogénio assume um valor
diferente, uma vez que o horménio muda no organismo feminino ao longo do tempo.

Também é importante ressaltar que em [1] sdo apresentados diversos cendrios
para as simulagoes, como: sistema imune saudavel, linfopenia de células natural killer,
que é a condicao de ter um nivel anormalmente baixo de linfécitos na corrente sanguinea,
efeito da citotoxicidade de linfocitos T citotoxicos e sistema imunologico enfraquecido,
com diferentes condigdes iniciais. Assim, realizamos as simula¢des numéricas de alguns
cenarios com condigoes iniciais especificas, que dividimos em casos, conforme segue.

4.1.3.1 Sistema imune saudavel

O sistema imunoldgico é capaz de eliminar tumores em estagios iniciais e a
maioria das células tumorais que entram na circulagao sao destruidas nas primeiras
24 horas. Porém, apesar do efeito antitumoral das células NK e CTLs, ainda existem
células neoplasticas que escapam da vigilancia imunolégica [1].

i. Caso (i) do sistema imunoldgico sauddvel:

Neste caso é considerada uma populacao tumoral de 10° células MCF-7, ou seja,
um tumor que seria clinicamente indetectavel. A hipdtese é que o tumor escapou
da vigilancia imunolégica, cresceu até atingir o tamanho de 10° e, a partir deste
valor, as células natural killer detectam o tumor e ha uma resposta do sistema
imune. Inicialmente, ndo ha a presenca dos linfocitos T citotdxicos, que fazem parte
do sistema imune adaptativo, isto é, em ¢t = 0 os CTLs ndo estao presentes (¢ =
0, L(0) = 0). As condigoes iniciais sdo: (Tp, No, Lo, Co) = (10%,4 x 108,0, 4 x 10%).

Assim, a partir destas condicoes iniciais, obtivemos o seguinte comportamento para
cada uma das populacoes do sistema:
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Figura 4.2: Populagéo tumoral - Sistema imune saudavel - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.3: Células natural killer - Sistema imune saudével - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.4: Linfécitos T citotéxicos - Sistema imune saudével - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.5: Leucécitos - Sistema imune saudével - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.

Para este caso, a principal questdo observada é o fato da populacao tumoral e,
consequentemente, a populagao de linfécitos T citotéxicos nao irem para zero no
intervalo estabelecido com ordens de derivadas menores do que 1. Assim, neste
cenario, o tumor é eliminado completamente pelas células natural killer no caso da
derivada de ordem inteira, mas nao é eliminado para ordens de derivada arbitrarias,
ficando com uma populacdo de aproximadamente 10 células.

Além disso, também é possivel observar a velocidade com que as células se enca-
minham para o equilibrio conforme a ordem da derivada é alterada. No caso dos
leucocitos, por exemplo, para v = 0,97, as células se encaminham de forma mais
lenta do que para v = 1. Em relacao as células natural killer, o comportamento é
parecido para todos os valores de ~: inicialmente as células decrescem, uma vez que
estao combatendo as células tumorais, e depois passam a crescer novamente.

Caso (i1) do sistema imunoldgico sauddvel:

Neste caso, ao invés de uma populacao tumoral de 10° células, estamos considerando
uma populacao de 2 x 108 células, partindo da hipdtese que o sistema imunoldgico
nao foi ativado contra o tumor, por isso ele cresceu até este valor, que corresponde
a um tamanho inferior a 3mm de diametro.

As condigoes iniciais sdo: (Ty, No, Lo, Co) = (2 x 10%,4 x 108,0,4 x 107).
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Figura 4.6: Populagdo tumoral - Sistema imune saudavel - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.7: Células natural killer - Sistema imune saudével - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.8: Linfécitos T citotéxicos - Sistema imune saudével - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.9: Leucécitos - Sistema imune saudével - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.

Como podemos observar, para o caso (ii) do sistema imune saudével, a mudanga
na ordem da derivada nao altera significativamente os resultados obtidos, de modo
que, para os valores escolhidos para 7, o comportamento das curvas sao muito
parecidos para todas as populagoes celulares.

Além disso, também é importante ressaltar que, neste caso, o tumor é controlado
pelo organismo, mas nao é totalmente eliminado, conforme podemos verificar na
Figura [4.6 ou seja, um sistema imunolégico saudavel é capaz de controlar, mas
nao é capaz de eliminar um tumor de 2 x 10° células.

Evidéncias sugerem que muitos tumores microscopicos nunca progridem para se
tornarem invasivos, um fenéomeno denominado cancer sem doenca. Nesta fase,
um equilibrio entre a resposta imune e o crescimento do tumor pode resultar na
persisténcia a longo prazo da dorméncia tumoral [IJ.

Caso (iit) do sistema imunoldgico sauddvel:

Para este caso, ¢ considerada uma populacao tumoral de 4 x 10° células, que
corresponde a um tumor de 3,2 mm de didmetro. Assim, as condigdes iniciais
sao: (Ty, No, Lo, Co) = (4 x 10°,4 x 108,0,4 x 10°), de modo que, por meio das
simulagoes, observamos que a mudanga na ordem da derivada para valores arbitrarios
nao apresenta mudancas nos fenémenos observados no modelo de ordem inteira,
conforme segue.
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Figura 4.10: Populagéo tumoral - Sistema imune saudavel - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.11: Células natural killer - Sistema imune saudével - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.12: Linf6citos T citotdxicos - Sistema imune saudével - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.13: Leucécitos - Sistema imune saudédvel - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.

Neste caso, o sistema imunologico saudavel nao é capaz de controlar o tumor, de
modo que o mesmo cresce até a sua capacidade de carga e a populacao de células
natural killer permanece em um nivel populacional baixo.

Caso (iv) do sistema imunoldgico sauddvel:

Diferentemente dos casos anteriores, neste caso é considerada a presenca de linfécitos
T citotoxicos no organismo. Assim, verificamos o comportamento das células levando
em consideracdo um tumor de 2 x 108 células, com as seguintes condicdes iniciais:
(To, No, Lo, Co) = (2 x 10%,4 x 10%,4 x 107,4 x 109).

e T T gt
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Figura 4.14: Populagéo tumoral - Sistema imune saudavel - Caso (iv).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.15: Células natural killer - Sistema imune saudével - Caso (iv).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.16: Linf6citos T citotéxicos - Sistema imune saudével - Caso (iv).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.17: Leucdcitos - Sistema imune saudével - Caso (iv).

Fonte: Préprio autor.
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De maneira semelhante ao que ocorre no caso (i), neste caso também é possivel
notar que, para ordens de derivada menores do que 1 nao ocorre a eliminacao
tumoral, em contrapartida ao que ocorre com v = 1, que o tumor é totalmente
eliminado, conforme podemos verificar na Figura [4.14]

O comportamento das curvas relacionadas as células NK e aos leucocitos nao apre-
sentam diferengas significativas ao modificar os valores de 7, conforme Figuradd.15|
e[4.171 Ainda, para estas simulagdes, o organismo apresenta CTLs no tempo inicial,
de modo que, para v = 1, estas células se encaminham para zero ao final do periodo
de 90 dias, mas, para v = 0,97, v = 0,98 e v = 0,99 isso nao ocorre, como mostra

a Figura [.16]

4.1.3.2 Linfopenia de células NK

Conforme mencionado anteriormente, a linfopenia é a condi¢ao de ter um nivel
anormalmente baixo de linfécitos na corrente sanguinea. Um individuo com linfopenia
de células NK grave ou leve tem uma contagem de células natural killer < 5 x 107
células/L ou 5 — 9 x 107 células/L, respectivamente [1].

i. Caso (i) de linfopenia de células NK:

Neste caso, vamos considerar um individuo com linfopenia leve de células NK,
de modo que N(0) = 8 x 107 para um tumor de 2 x 10° células, sem a presenca
inicial de linfécitos T citotéxicos e com 4 x 10° células de leucdcitos, ou seja,
(To, No, Lo, Co) = (2 x 10°,8 x 107, 0,4 x 107).
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Figura 4.18: Populagao tumoral - Linfopenia de células NK - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.19: Células natural killer - Linfopenia de células NK - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.20: Linf6citos T citotéxicos - Linfopenia de células NK - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.21: Leucdcitos - Linfopenia de células NK - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.

Neste caso, podemos observar que, para menores ordens de derivada, temos uma
desaceleracao da eliminac¢ao tumoral. Assim, para a ordem inteira v = 1, o tumor é
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ii.

eliminado antes do décimo dia, mas para as demais ordens de derivada, v = 0,97,
v=10,98 e v =0,99, o tumor nao é eliminado no periodo analisado de 90 dias.

Além disso, na Figura [£.20] nota-se que a populacdo de linfécitos T citotéxicos
apresenta comportamento diferente para o caso de ordem inteira e para os casos de
ordem fracionaria: para ordem 1, a curva se encaminha para zero, enquanto para
as demais ordens isso nao ocorre. Em relagao as NK e aos leucécitos, a mudanca
na ordem da derivada nao demonstra alteragoes significativas no comportamento
das populacoes.

Caso (ii) de linfopenia de células NK:

Neste caso vamos considerar um individuo ainda com linfopenia leve, mas com um
tumor maior, com 10° células, de modo que temos as seguintes condicdes iniciais:
(jjo7 No, Lo, Co) = (106, 8 x 107, 07 4 x 109)

A partir das simulagoes, foi possivel observar que tanto o modelo de ordem inteira
quanto o modelo de ordem fracionaria apresenta o mesmo resultado: o organismo
com linfopenia leve é capaz de controlar, mas nao de eliminar completamente o
tumor de 10° células, diferentemente de um sistema imune saudavel, conforme
vimos anteriormente.
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Figura 4.22: Populagao tumoral - Linfopenia de células NK - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.23: Células natural killer - Linfopenia de células NK - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.24: Linfécitos T citotéxicos - Linfopenia de células NK - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.25: Leucdcitos - Linfopenia de células NK - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.

iii. Caso (iit) de linfopenia de células NK:

Neste tltimo caso, estamos considerando um individuo que sofre de linfopenia grave
de células NK, em que N(0) = 2 x 107. Para isso, tomamos as seguintes condicdes

iniciais: (Ty, No, Lo, Cp) = (2 x 10%,2 x 107,0,4 x 10%) e obtivemos os seguintes
resultados:
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Figura 4.26: Populagdo tumoral - Linfopenia de células NK - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.27: Células natural killer - Linfopenia de células NK - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.28: Linf6citos T citot6xicos - Linfopenia de células NK - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.29: Leucdcitos - Linfopenia de células NK - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.

Assim como no caso (i) de linfopenia de células NK, na Figura podemos
observar que para valores de v menores do que 1 nao ha a eliminagao tumoral
no periodo de 90 dias, tendo em vista que o decrescimento tumoral mostra-se
mais lento para menores ordens de derivada. Ainda, neste cendrio, os linfécitos
T citotéxicos ficam em torno de 10% e 10° células/L para valores de v diferentes
de 1 e se encaminham para zero quando v = 1. Em relacao as células natural
killer, o comportamento das curvas é muito semelhante, assim como ocorre com os
leucocitos, variando, apenas, a velocidade com que as células vao para o ponto de
equilibrio.

4.1.3.3 Efeito da citotoxicidade de linf6citos T citotéxicos

Conforme mencionado no Capitulo 3, os linfécitos T citotdxicos fazem parte da
resposta imune adaptativa e sao indispensaveis na imunoterapia, uma vez que conseguem
reconhecer e eliminar as células neoplasticas. A citotoxicidade refere-se ao efeito toxico
sobre determinadas células, como linhagens celulares de tumores, por exemplo.

Dentre as diversas agoes de escape dos tumores, estes podem secretar moléculas
que enfraquecem e inibem as func¢oes dos CTLs, podendo impactar diretamente a
atividade de morte dos linfocitos T citotéxicos, como é o caso das moléculas de checkpoint
imunolégico, que bloqueiam o sistema imune [I].

Assim, a fim de analisar se a citotoxicidade dos CTLs tem influéncia significativa
na inibi¢do do tumor, consideramos para os casos seguintes diferentes valores para pg,
que é um parametro associado a atividade de morte dos CTLs e pode ser usado como
um indicador da forga da citotoxicidade dessas células.

i. Caso (i) do efeito da citotoxicidade de linfocitos T citotdxicos:

Neste caso é considerada uma populacao tumoral de 4 x 10° células MCF-7, com
ps = 4 x 1073, que corresponde ao dobro da forca citotéxica em relacdo ao valor
considerado em . Neste cenario, as condigoes iniciais sao: (T, No, Lo, Cpy) =
(4 x 10%,4 x 108,0,4 x 10%), de modo que obtivemos os seguintes resultados:
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Figura 4.30: Populagdo tumoral - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.31: Células natural killer - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.32: Linf6citos T citotéxicos - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.33: Leucécitos - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.

Neste caso, assim como observado em alguns cenarios anteriores do sistema imuno-
l6gico saudavel e da linfopenia de células NK, o tumor nao é eliminado no periodo
de 90 dias e, consequentemente, a populagao de células CTLs nao vai para zero nos
cenarios em que consideramos ordens de derivadas menores do que 1, em contra-
partida ao que ocorre quando v = 1, em que o tumor é completamente eliminado
do organismo dentro do intervalo estabelecido.

Em relagdo ao comportamento das células natural killer e dos leucécitos, nao ha
grandes variacoes em relacao as curvas obtidas ao variar a ordem da derivada,
conforme podemos observar nas Figuras [4.31) e [£.33] Além disso, vale ressaltar que
inicialmente a populagao de células NK sofre uma queda significativa, pois esta
lutando contra as células tumorais enquanto os CTLs ainda estdao em um nivel
populacional baixo.

Caso (ii) do efeito da citotozicidade de linfécitos T citotozicos:

Para este caso, consideramos uma populacdo tumoral de 3 x 107 células MCF-7 e
uma forca citotéxica maior, em que pg = 2,04 x 1072, de modo que as condi¢oes
iniciais sao: (Ty, No, Lo, Cp) = (3 x 107, 4 x 108,0,4 x 10?).

As simulagbes mostram caracteristicas semelhantes as observadas no caso anterior
em relacao ao efeito da citotoxicidade das CTLs: para v = 0,97, v = 0,98 e
v = 0,99 o tumor nao é eliminado e a populacao de linfécitos T citotéxicos nao
val para zero, ao contrario do que acontece quando v = 1. Além disso, assim como
no caso (i) deste cendrio, o nivel populacional de células NK diminui inicialmente,
quando o sistema imunolégico estd lutando contra o tumor, conforme podemos
verificar a seguir.
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Figura 4.34: Populagdo tumoral - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.35: Células natural killer - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.

- L T

el ]

106_

L(células/L)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 80

t (dias)
Figura 4.36: Linf6citos T citotéxicos - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.37: Leucécitos - Efeito da citotoxicidade de CTLs - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.

4.1.3.4 Sistema imunolégico enfraquecido

A baixa contagem de leucdcitos, células que ajudam o corpo a combater doencas
infecciosas e invasores estrangeiros, enfraquecem o sistema imunologico e aumentam
o risco de infecgao por bactérias e virus. Alguns estudos mostram uma correlagao
entre contagem de leucécitos e doenca cardiaca corondria, acidente vascular cerebral e
mortalidade por cancer [61], [62]. Além disso, estudos clinicos apontam que um sistema
imunologico enfraquecido pode aumentar o risco de novos casos de cancer em populagoes
imunocomprometidas [63],64]. De acordo com [61], pacientes com contagem de leucdcitos
abaixo de 5 x 10Y apresentam maior mortalidade por cancer do que pacientes com
contagem de leucécitos de 5 — 8 x 10%. Todavia, hé poucas pesquisas conclusivas sobre
a relagdo de uma baixa contagem de leucécitos.

Condig¢oes como doencas infecciosas, quimioterapia, drogas, defeitos congénitos
ou danos a medula 6ssea podem levar a baixa contagem de glébulos brancos [65]. Assim,
nos casos que apresentamos a seguir, consideramos um sistema com uma contagem
de leucocitos em equilibrio e uma contagem de células NK em equilibrio inferiores
as condi¢oes consideradas normais. O parametro « esta relacionado com a taxa de
producao de leucécitos, entao uma menor taxa de producao destas células corresponde
a um valor de v menor.

Em [I], assume-se que o pardmetro o = 1,575 x 107 tem uma contagem de
leucécitos de equilibrio de a/3 = 2,5 x 10% e, de acordo com estudos clinicos, a contagem
de 2,5 x 10% é considerada baixa. Além disso, considera-se o pardmetro e = 8,32 x 104,
que indica a fragao de leucécitos que se tornam células NK, de modo que o niimero de
células NK em equilibrio na auséncia de tumor passa a ser 5 x 107 células/L, que é
inferior as quantidades normais. Por fim, considera-se p, = 3 x 107°, o que representa
uma menor ativagao na resposta imune dos CTLs.

i. Caso (i) do sistema imunolégico enfraquecido:

Neste caso consideramos uma populacao tumoral de 2 x 10 células MCF-7, uma
populacao de leucécitos de 4 x 109 células/L e uma populacio de NK de 5 x 107
células/L, que é uma quantidade considerada inferior & normal. Assim, neste cendrio,
as condigoes iniciais sdao: (Ty, No, Lo, Cp) = (2 x 105,5 x 107,0, 4 x 10%), de modo
que obtivemos os seguintes resultados:
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Figura 4.38: Populacao tumoral - Sistema imune enfraquecido - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.39: Células natural killer - Sistema imune enfraquecido - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.40: Linfécitos T citotéxicos - Sistema imune enfraquecido - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.41: Leucdcitos - Sistema imune enfraquecido - Caso (i).

Fonte: Préprio autor.

Por meio das simulagoes realizadas podemos observar que, para o caso de ordem
inteira (v = 1), o individuo é capaz de eliminar completamente um tumor de 2 x 10°
células no periodo de 90 dias, mas o mesmo nao ocorre para menores ordens de
derivadas, de modo que quanto menor o valor de v mais lento é o processo de
convergéncia para o ponto de equilibrio livre de tumor, de maneira que o tumor é
controlado pelo organismo, mas nao eliminado. Além disso, tendo em vista que a
eliminagao tumoral nao ocorre para v = 0,99, v = 0,98 e v = 0,97, a populacao de
linfécitos T citotdxicos também nao se encaminha para zero no periodo analisado,
conforme mostra a Figura [£.40]

Em relagdo as células NK, conforme podemos observar na Figura [£.39, o comporta-
mento é semelhante para todos os valores de v analisados: no inicio a populacao
decresce rapidamente, tendo em vista o combate as células tumorais, depois volta a
crescer e decresce novamente de forma sucinta. No caso da populacao de leucécitos,
o comportamento também é semelhante para as diferentes ordens de derivada, de
maneira que a mudanca observada ¢é a velocidade com que as células se encaminham
para o ponto de equilibrio: quanto menor a ordem da derivada, mais lento é este
Processo.

Caso (i1) do sistema imunoldgico enfraquecido:

Para o segundo caso do sistema imunoldgico enfraquecido, ao invés de uma populagao
tumoral de 2 x 10° células MCF-7, consideramos uma populacao de 10° células
e um nivel de 2,5 x 10° células/L de leucécitos. Assim, as condigdes iniciais sdo
dadas por (Tp, Ny, Lo, Cp) = (10% 5 x 107;0;2,5 x 10?), de modo que obtivemos os
seguintes resultados:
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Figura 4.42: Populagao tumoral - Sistema imune enfraquecido - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.43: Células natural killer - Sistema imune enfraquecido - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.44: Linfécitos T citotéxicos - Sistema imune enfraquecido - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.



4. Modelagem Fracionaria do Cancer de Mama 75

ii.

10.5

10

9.5

L{células/L)

8.5 +=0.98

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20

t (dias)
Figura 4.45: Leucdcitos - Sistema imune enfraquecido - Caso (ii).

Fonte: Préprio autor.

Para este caso, nao houve mudangas significativas ao alterar os valores de 7, de
modo que o comportamento das curvas mostrou-se extremamente semelhante para
todas as populagoes para as diferentes ordens de derivada.

Ainda, através das simulagdes, notamos que o sistema imunolégico enfraquecido é
capaz de controlar um tumor com um nivel populacional de 10° células (Figura
e, a0 comparar este resultado com o caso (i) do sistema imunoldgico saudével
que leva em considera¢do o mesmo tamanho de tumor (Figura , notamos que
um organismo saudavel é capaz de eliminar um tumor de 10° células para v = 1
e para menores valores de v o individuo controla o tumor de forma mais efetiva
quando comparado ao sistema imunolégico enfraquecido.

Caso (iii) do sistema imunoldgico enfraquecido:

Para o ultimo caso deste cenario é considerada uma populagdo tumoral ainda maior,
de 2 x 10° células MCF-7. As populacoes de leucdcitos e de NKs seguem as mesmas
do caso anterior, de maneira que temos como condigoes iniciais: (Ty, Ny, Lo, Co) =
(2 x 105;5 x 107;0;2,5 x 109).
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Figura 4.46: Populagdo tumoral - Sistema imune enfraquecido - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.47: Células natural killer - Sistema imune enfraquecido - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.48: Linfécitos T citotéxicos - Sistema imune enfraquecido - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.49: Leucdcitos - Sistema imune enfraquecido - Caso (iii).

Fonte: Préprio autor.

No ultimo caso do cenario do sistema imune enfraquecido observamos um compor-
tamento curioso para a populacao tumoral e de células natural killer. Conforme
apresentado na Figura[4.46] para v = 1 o tumor cresce até a sua capacidade de carga,
enquanto para ordens de v menores do que 1, o tumor cresce e depois decresce,
sendo controlado pelo organismo ao atingir um tamanho de aproximadamente 10°
células.

J& para as células NK, para ordem de derivada v = 1 a populagdo decresce até se
tornar constante no periodo analisado de 90 dias, ao contrario do que acontece para
menores valores de v, em que a populacao destas células decresce inicialmente e
depois passa a crescer novamente até atingir um nivel constante, conforme mostra

a Figura [.47]

Em relagao as populagoes de linfécitos T citotéxicos e leucécitos, Figuras [4.48]
e [4.49] respectivamente, nao foram observadas diferencas significativas em seus
comportamentos ao alterar a ordem da derivada.






CAPITULO

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O presente trabalho buscou realizar um estudo da modelagem fracionaria do
crescimento de tumores, especificamente da linhagem celular MCF-7, por meio da
generalizacao fracionaria de um modelo de ordem inteira composto por um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias que descrevem o crescimento tumoral de mamas
MCEF-7, interagdo tumor-imune e interagdo tumor-estrogénio, levando em consideragao
as populagoes de células natural killer, linfécitos T citotoxicos, leucdcitos e o nivel
circulante de estradiol no organismo.

Assim, ao propor a generalizagao fracionaria para o modelo, apresentamos o ajuste
dimensional necessario introduzindo um parametro 7, fizemos a analise dimensional, o
estudo da estabilidade do ponto de equilibrio livre de tumor e as simulagoes numéricas
para diferentes casos de um sistema imune saudavel, de um individuo com linfopenia
leve e grave, do efeito da citotoxicidade de linfocitos T citotoxicos e de um sistema
imunologico enfraquecido.

Conforme o nosso objetivo inicial, foi possivel demonstrar, por meio das simu-
lagbes numéricas, o que ocorre com as populagoes de células ao alterar a ordem da
derivada para valores arbitrarios, de modo que, através das observagoes, verificamos
que a ordem da derivada alterou, em muitos casos, a velocidade com que determinadas
populagoes de células (em especial as natural killer) se encaminham para o equilibrio
livre de tumor, isto é, a velocidade com que se vai para o ponto de equilibrio mudou
conforme a ordem da derivada se alterou. Além disso, também foi possivel constatar que,
em alguns casos, o organismo nao é capaz de eliminar o tumor completamente ao utilizar
a derivada de ordem arbitraria. Assim, mesmo tendo observado o comportamento das
curvas, ainda ¢ necessario continuar as investigagoes para compreender os motivos pelos
quais observamos mudancas em relacao, principalmente, a nao eliminacao completa do
tumor em alguns casos com ordens de derivadas menores do que 1.

De qualquer forma, a partir dos estudos e das discussoes realizadas, foi possivel
perceber que, ao propor uma generalizacao fracionaria para o modelo original proposto
em [I], obtivemos outras possibilidades de visualizar o fenémeno, além do caso de ordem
inteira e, além disso, ao propor a versao fracionaria, tendo em vista que ela é uma
generalizagdo do caso inteiro, nao tivemos perdas em relagao ao modelo original, pois,
ao tomar v = 1, recuperamos o mesmo. Ainda, neste contexto, também é importante
ressaltar que este tipo de metodologia utilizada pode ser aplicada em uma grande classe
de problemas de diferentes areas, o que torna o estudo feito ainda mais relevante.
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Nossa principal perspectiva para a continuagao deste trabalho é buscar algumas
respostas e justificativas, provavelmente bioldgicas, para o comportamento das células
tumorais e dos linfocitos T citotoxicos em alguns casos observados, além de, possivel-
mente, estudar outros pontos de equilibrio do modelo, como o estado de equilibrio do
tumor microscopico e do tumor grande. Em paralelo, outro panorama é a publicacao
de um artigo com os principais aspectos apresentados neste trabalho e, levando em
consideracao que o artigo ja esta em andamento, a previsao ¢ que o mesmo seja publicado
em breve em parceria com outros pesquisadores da area do calculo fracionario e da
dindmica tumoral de cancer de mama.
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