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RESUMO

O presente trabalho visa o estudo e a aplicacdo de métodos de quantizacio semicldssicos em potenciais
exatamente e condicionalmente soliveis. O primeiro método apresentado é a Regra de Quantizacdo
Apropriada que pode ser considerado como um método que introduz um termo de correcdo quantica
a quantizacdo de Wilson-Sommerfeld. O segundo € o Formalismo de Hamilton-Jacobi quéntico
que é uma generalizacdo do Formalismo de Hamilton-Jacobi cldssico e tem como vantagem nao ser
necessario se resolver nenhuma equagdo de movimento para obter informagdes sobre a energia do
sistema. Ambos os métodos foram aplicados ao oscilador harménico e ao potencial chamado Scarf
trigonométrico, potenciais esses conhecidos por serem exatamente soliveis. A fim de se expandir
a utilidade dos métodos, ambos foram aplicados para se obter o espectro de energia a um potencial

especifico que pertence a classe dos potenciais denominados condicionalmente soldveis.

PALAVRAS-CHAVE: Quantizacdo. Sistemas Nao Lineares. Semicldssico.



ABSTRACT

The present work seeks the study and application of semiclassical quantization methods in exactly
and conditionally soluble potentials. The first method presented is the Proper Quantization Rule that
can be considered as a method that introduces a quantum correction term in Wilson-Sommerfeld
quantization. The second is the Hamilton-Jacobi Quantum Formalism, which is a generalization of
classical Hamilton-Jacobi theory and has the advantage of not having to solve any equation of motion
to obtain information about the energy of system. Both methods were applied to the harmonic oscillator
and to a potential called Scarf trigonometric, which are known to be exactly soluble systems. In order
to expand the utility of methods, both were applied to obtain the energy spectrum at a specific potential

that belongs to a class of potentials known as conditionally soluble.

KEYWORDS: Quantization. Non Linear Systems. Semiclassical.
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1 INTRODUCAO

A regra de quantizacdo de Wilson-Sommerfeld-Bohr (QWSBf] fol de extrema importancia no auge
da fisica moderna pois pela primeira vez foi possivel se desenvolver uma regra geral de quantizacio
capaz de reproduzir, de primeiros principios, regras de quantizacdo fundamentais na fisica moderna
que até entdo eram somente postuladas.

A regra € vdlida para sistemas fisicos que apresentem coordenadas periddicas em fun¢do do tempo,

sendo estas condi¢des quanticas dadas por

j{qu dg = ngh, (1.1)

onde ¢ € uma coordenada generalizada de uma determinada particula, p., € o momento (cldssico)
generalizado associada a essa particula, n, € um niimero quéntico cujo valores sdo sempre inteiros,
positivos e diferentes de zero, e ¢ significa que a integragdo é realizada sobre um periodo da coordenada
q (EISBERG; RESNICK], [1979).

Para que um sistema seja periddico € necessdrio que possamos garantir que ele possua estados
ligados, para isso € necessario que o potencial estudado seja do tipo poco, onde define-se poco como
uma regido em torno de um minimo local do sistema. Particulas com energia menor que as energias da

borda do pogo s@o ditas como estando em um estado ligado ou confinado.

Figura 1 — Representacdo de um poco de potencial genérico

V)
V(x)

X1 Xz X
Fonte: Koantum (2007)

Em sistemas periddicos chamamos de pontos de retorno do sistema pontos onde a particula muda o
sentido do seu movimento. Logo os pontos onde £ = V() s@o pontos de retorno pois a velocidade da
particula deve ser nula nesses pontos. Em muitos casos os pontos de retorno coincidem com a borda
do potencial podendo a equagdo (I.T)) ser integrada em fungdo dos pontos de retorno, uma vez que
integrar por dq é integrar por todos os pontos localizados entre os pontos de retorno dos sistema.

Uma das importantes aplicacdes da QWSB foi a resolucdo do problema do modelo atdmico de
Bohr que ndo era capaz de explicar a estrutura fina do hidrogénio, uma decomposi¢do em vdrias linhas

espectrais com frequéncias muito proximas encontradas em todos os espectros atdbmicos que pode

' Em algumas fontes essa regra pode ser denominada apenas como regra de quantizagio de Wilson-Sommerfeld (QWS)



11

ser observada apenas por equipamentos de alta resolu¢do. Ao se supor que os elétrons se moviam
em Orbitas elipticas, Sommerfeld inferiu um segundo nimero quantico ny, chamado de secundario
ou azimutal, que deu origem ao que chamamos de Orbitas degeneradas que sao orbitas elipticas ou
circulares com diferentes nimeros quanticos secundarios, mas mesmo nimero quantico principal. Isso
implica que elétrons que percorrem diferentes Orbitas degeneradas possuem a mesma energia, uma vez

que os niveis de energia dependem somente do nimero quantico principal.

Figura 2 — Algumas Orbitas elipticas degeneradas no modelo de Bohr-Sommerfeld. Uma das 6rbitas
sempre corresponde a uma Orbita circular como proposto inicialmente por Bohr. O nucleo
estd localizado no foco comum das elipses

hg =1 ng=1

n:l@ n=2

Fonte: Eisberg (1979)

Com o advento da “nova mecanica quantica” a equagdo de Schrodinger se estabelece como principal
equacdo dinamica para sistemas quanticos. Através da mesma € possivel descrever como o estado
de um sistema evolui com o tempo. Informagdes importantes puderam ser obtidas utilizando-se as
fungdes de onda fazendo com que métodos semicldssicos como a QWSB perdessem espaco.

Um dos principais problemas que a QWSB apresentava era a incapacidade de reproduzir o espectro
completo de energia de sistemas quanticos, uma vez que quanticamente o estado de energia de ponto
zeroE], estado esse com nimero quantico principal n = 0, € permitido.

Embora a equagdo de Schrodinger tenha possibilitado o desenvolvimento da mecanica quantica,
resolvé-la envolve trabalhar com equacdes diferencias que muitas vezes exigem métodos complexos e
solucdes aproximadas. Com o passar dos anos diversos métodos foram sendo desenvolvidos na tentativa
de se facilitar e at¢é mesmo de resolver problemas que ndo pudessem ser resolvidos por completo via
equacao de Schrodinger. Entre os métodos mais conhecidos estdo a aproximacao SUSYQM (COOPER;
KHARE; SUKHATME] |1995)), a aproximagao WKB (WENTZEL! |1926) e a regra de quantizacdo
exata (MA; XU, [2005)), sendo vélido nos perguntarmos se nem que seja por uma questao de praticidade
matematica ndo seria possivel se utilizar de métodos semicldassicos como uma alternativa.

No presente trabalho sao apresentados dois métodos de quantizacdo semicldssicos, o primeiro

chamamos de regra de quantizagdo apropriada (PQR), que tem como principal destaque ter uma

2 Planck sugeriu que nos limites de temperatura préximo ao do zero absoluto, a energia de um oscilador nio seria nula,

mas sim meio quantum A f /2, energia que recebeu o nome de energia de ponto zero. Mais tarde Einstein reinterpretou
seu significado como o de uma espécie de “energia residual"que d4tomos e moléculas retem mesmo estando em total
repouso.
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estrutura parecida com QWSB (I.1]), com um certo abuso de linguagem podemos até dizer que a PQR
funciona como uma correcao quantica para Wilson-Sommerfeld.

O segundo método € o Formalismo de Hamilton-Jacobi quantico (FHJQ) que € uma teoria quantica
construida em cima da teoria cldssica de Hamilton-Jacobi estudada em muitos livros de mecénica
classica. O método busca encontrar andlogos quanticos para grandezas e postulados classicos, bem
como o reaproveitamento de condicdes de contorno em um problema quantico, o que nos leva a uma
regra de quantizacdo onde os niveis de energia sao influenciados pelo nimero de pélos que o sistema
estudado possui e em suas respectivas contribuicdes de residuo. Uma das maiores vantagens do FHJIQ
€ a possibilidade de se determinar os niveis de energia de um sistema ligado sem a necessidade de se
resolver uma equacio dinamica para o sistema.

No capitulo [2] partindo da equagdo de Schrodinger chegaremos na regra de quantizagio exata, uma
melhoria dessa técnica € o que chamamos de regra que quantizacdo apropriada, acreditamos que essa
seja a motivacdo para o nome "apropriada”. Em seguida, no capitulo[3] aplicamos a PQR ao problema
do oscilador harmdnico que é um dos sistemas mais fundamentais em um curso de fisica, e ao potencial
ndo linear chamado Scarf Trigonométrico utilizado na descri¢do de particulas que se organizar com um
arranjo periédico, como um cristal, € um potencial nao linear exatamente solivel pertencente a uma
classe de potenciais chamados de shape invariant(COOPER; KHARE; SUKHATME] 1995)), embora
encontramos uma série desses poténcias

No capitulo 4] buscamos desenvolver a teoria cldssica que deu origem ao formalismo de Hamilton-
Jacobi e generalizamos as principais fun¢des e equacdes de modo a se encontrar um andlogo quantico
a essa formalismo. No capitulo [5|aplicamos o FHJIQ aos mesmo exemplos resolvidos via PQR.

No capitulo [6] veremos uma nova classe de potenciais denominados condicionalmente soltiveis,
e uma vez que a PQR e o FQHJ funcionam perfeitamente para potenciais exatamente soliveis €

interessante expandir a aplicacdo de tais métodos para essa nova classe.
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2 REGRA DE QUANTIZACAO APROPRIADA (PQR)

Partindo da equagdo de Schrodinger pretende-se obter a PQR proposta em (QIANG; DONG;, [2010),
que € um método de quantizacio semicldssico usado para encontrar o espectro de energia completo de
sistemas, inclusive com a energia de ponto zero.

A equacio de Schrodinger independente do tempo (ESIT) em uma dimensao espacial é dada por

n &
— (@) + V(@)(e) = Bu(e), @
onde m é a massa da particula e V' (x) é a energia potencial & qual uma particula esta submetida que é
considerada uma funcdo real continua com pontos de retorno x, € y.
E possivel ver que a ESIT é um caso particular da equagdo de Sturm-Liouville, que é uma equagio

diferencial ordindria de segunda ordem dada por

4
dz

dy

)|+ stahy = il 22

com p(x) = h*/2m, y = ¥(z), s(z) = V(z),r(z) = le A = E.
Segundo (BAILEY), |1966) uma estratégia que pode ser utilizada para facilitar a resolucao de um
problema de Sturm-Liouville € a defini¢cdo de um angulo de fase, também chamado de fun¢ado de fase

¢(x) da seguinte forma:

ota) = gtnlvla)] = o=,

Ao se substituir (2.3)) na ESIT (2.1) obtém-se uma equagio diferencial de primeira ordem ndo linear

(2.3)

para ¢(x) dada por

L o(a) = =2 B~ V()] - 9z, 4
equagao esta um caso especifico da equacao de Riccati.

Trabalhar com ¢(z) nos dd a vantagem de reduzir a ordem da equac@o diferencial, uma vez que o
nimero de condi¢des de contorno necessarias para se obter a solu¢do exata de uma equacgao diferencial
€ igual a ordem da equacdo. Entretanto a equagdo de Riccati é uma equacdo nao linear e tentar
resolvé-la é tdo problematico quanto tentar resolver a equacao de Schrodinger.

Ao se conhecer uma solugdo particular da equagdo Ricatti seria possivel linearizd-la, mas esse nao
serd o caso dos problemas tratados na presente monografia.

Partindo da equacdo de Riccati obteremos a "regra de quantizacao exata” proposta por (MA; XU,
2003)) e logo ap6s uma breve discussdo encontraremos a "regra de quantizagdo apropriada” proposta
por (QIANG; DONG, 2010).

Seja tan(f — nr) = k(x)/¢(z), com k(z) = /2M[E — V(x)]/h = p./h e n aumentando em




14

um toda vez que x atravessa um né de ¢(x), temos:

4 [ k(x)
0(z) = tan™? <—> + nm (2.5)
@ o)
tal que
d8_ [pla)k () = k(x)d/ (@) 06
da [0°(x) + k()] '
com as varidveis linhas representando uma tnica derivada em func¢ao de x.
Utilizando-se a equagdo de Riccati (2.4) na equag@o acima temos
g dk(2)] [do(z)]
o = o) - o) | 2] 28] @)

integrando ambos os lados num intervalo contido entre os pontos de retorno cldssicos do sistema temos

que o lado esquerdo fica

2 g k K
/ma ad:c =Nm— xlg;lA arctan [qﬁ((xxj)} + 362171613 arctan {(ﬁ(f;)} = Nm, (2.8)

uma vez que em um ponto de retorno p.. € nulo e isso implica em k(z) também nulo, N é o nimero de
nésﬂ de ¢ naregido em que F > V (z) e é sempre relacionado ao nimero de nds da fun¢io de onda
(n)por N =n+ 1.

Ao se integrar o lado direito da equagao e escrevendo a equacdo em funcdo da integral em

k(x) obtemos a regra de quantiza¢do exata proposta por (MA; XU, 2005) onde

/x jbk(x)dx — N7+ /x o(x) [d’;f)} [dccbi(mx)}‘l . o)

A integral do lado direito da equagdo (2.9) ¢ chamada de termo de corre¢do quantico e apesar dos

autores nao fazerem nenhuma alusdo a esse fato € possivel se observar que a equagdo (2.9) se assemelha
muito a regra de quantizagdo de Wilson-Sommerfeld acrescida de um termo de corre¢ao e com
pe = hk(z), com a diferenga que na QWSB ndo é possivel se relacionar n com nimero de nds de
alguma funcdo, a integral era tomada num periodo completo do movimento e n s6 pode assumir um
valor real inteiro e diferente de zero, enquanto na regra de quantiza¢ao exata um estado comn = 0 €
permitido € s6 precisamos integrar sobre metade do periodo.

Ainda no trabalho de (MA; XU, [2005) foi descoberto que para sistemas exatamente soliveis o
nimero de n6s da fun¢do de onda nao influéncia no termo de correcao quantica, de modo que nesses
sistemas € possivel se utilizar a regra de quantizacao exata para se encontrar todos os autoestados
de energia do sistema, incluindo o de energia de ponto zero, que pode ser calculado diretamente
utilizando-se a equagdo de Ricatti.

Aproveitando-se dessa propriedade (QIANG; DONG, 2010) desenvolveram a "regra de quantizagdo
apropriada"que tem esse nome pois procura facilitar o calculo do termo de correciao encontrado na

regra de quantizagdo exata.

' pontos de uma fungiio ondulatério que permanecem fixos e de amplitude nula
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Partindo da equac@o (2.9) a integral de correcdo para n = 0 pode ser escrita como

/mb k() zzgg de = —m + /mOb ko(z)dx, (2.10)

com ko(z) = \/2M[Ey — V()] /h. ko(z) € o valor k() quando o sistema se encontra no estado de

energia de ponto zero. Uma vez que o termo de corre¢do ndo depende do nimero de nds, podemos

substituir (2.10) em (2.9)), obtendo assim

/xb k(2)dz — / ko(2)dz = (N — 1) = nir. @.11)

T0q
que € chamada de "regra de quantizacdo apropriada” ou proper quantum rules originalmente. Com
a PQR o problema envolve duas integrais com a mesma forma matematica de modo que podemos
calcular a primeira integral com a fun¢@o k(x) e logo apds substituir os valores de energia £, pelo
valor da energia de ponto zero Ej, obtendo assim o valor da segunda integral sem a necessidade de
resolve-la, o que simplifica a grande dificuldade que surge em vérios problemas de se calcular a integral

de correcdo via regra de quantizagdo exata (2.9).
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3 APLICACOES DA REGRA DE QUANTIZACAO APROPRIADA (PQR)

Para que seja possivel obter o termo de corre¢do quantico da PQR € necessdrio conhecer a energia
de ponto zero do sistema que pode ser obtida utilizando-se a equagdo de Riccati (2.4)). Entretanto,
ndo podemos obter ¢ resolvendo a equacdo de Ricatti diretamente uma vez que ndo conhecemos uma
solugdo particular do problema, ndo sendo possivel lineariza-lo.

Como jd discutido no capitulo [2] o termo de correcdo quantica independe do nimero de nés da
fun¢do de onda para sistemas exatamente soliveis. Logo, iremos focar em encontrar o termo de
correcao para a funcdo v no estado fundamental, com o dngulo de fase no estado fundamental dado
por ¢g(x). Assim partiremos para um método de tentativa e erro, onde damos um Ansatz para a forma
da funcdo ¢ (x) que satisfaca a equagdo de Riccati. Se considerarmos hipoteticamente que a energia

de ponto zero do sistema € nula, temos que a equacao de Riccati pode ser escrita como

%qso(x) + ¢o(2)? = =5V (2), (3.1)

de modo que baseando-se na forma do potencial é possivel se dar um Ansatz razoavel para ¢.

Para titulo de exemplificag@o serd resolvido o problema do oscilador harmonico e logo apds aplica-
remos a PQR ao potencial Scarf trigonométrico que faz parte de uma classe de potenciais que foram
resolvidos analiticamente através de técnicas de supersimetria (COOPER; KHARE; SUKHATME|
1995)), e desde entdo vem sendo altamente explorados por diversos métodos, incluindo a regra de
quantizagdo exata e a PQR, (SERRANO; GU; DONG, 2010), (GU; DONG; MA, 2008). O potencial
Scarf trigonométrico foi escolhido para ser resolvido pois em nenhuma das bibliografias estudadas foi

encontrado a solu¢do do mesmo através da PQR.

3.1 OSCILADOR HARMONICO

O potencial do oscilador é dado por V (x) = mw?z?/2, onde m € a massa e w a frequéncia angular
da particula. A equacdo de Riccati (2.4) pode ser invertida de modo que o potencial em fungdo do

angulo de fase é dado por

mw? , R [d(bo(a:)

22:_% dx

+ Cbo(if)ﬂ + Ebo. (3.2)
Uma vez que o potencial possui um termo quadratico, buscamos um Ansatz capaz de nos dar um
termo quadratico quando substituido na equagao de Riccati. Para o oscilador harmonico o Ansatz
escolhido foi ¢y = —(Ax + B). Buscamos encontrar valores para as constantes A e B que fagam com
que o Ansatz dado consiga reproduzir o potencial, caso essas constantes ndo possam ser determinadas
um novo Ansatz precisaria ser dado. Substituindo ¢g em (3.2) temos
mw? , (hA)? , RK*AB  Ah® — (Bh)?

= — Eq. )
2$ 2mx+mx o + Eq 3.3)
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Comparando-se os mondmios de mesma ordem de ambos os lados da equagdo temos o sistema

2 _ 2
A= (Bh”_, (3.4)

hA)?  muw? h2AB
<2m):2’ o C0oe o
de modo que concluimos que A = mw/2, B = 0 e Ey = hw/2. Como as constantes puderam ser
determinadas nosso Ansatz inicial para a forma do angulo de fase € valido. Sabendo o valor da energia
de ponto zero do sistema nos resta agora determinar o valor da primeira integral de quantizacdo da
equacgao (2.11).
Os pontos de retorno do sistema sdo dados pelos pontos onde £ = V'(z), portanto

2F 2F
5 =a € Ip=—

wq = - —a, (3.5)

muw

a primeira integral de quantizacdo (2.11) pode ser escrita como

/_C;k:(x)dx: @\/@/_ V—(z +a)(z — a)dz. (3.6)

A integral acima foi resolvida com o auxilio do software de célculo algébrico MATHEMATICA

a 2
V—(z+a)(zx —a)dr = % = ;52 (3.7)

Para se encontrar o valor da integral de correcdo basta se substituir £ por F no resultado acima de

forma que a integral de correcao fica

o0 V2m [muw? TE,
k dx = . 3.8
/_ao o) dz h 2 muw? (3-8)
Substituindo as equacdes (3.7) e (3.8) na equacao (2.11)) e resolvendo a equagdo para £ temos:
1
E, = <n+§> hw com, n=0,1,2,..., 3.9)

que € o espectro de energia do oscilador harmdnico quantico ja bem conhecido em varias literaturas.

3.2 SCARF TRIGONOMETRICO

De modo a se encontrar exatamente os mesmo autovalores encontrados em (COOPER; KHARE;
SUKHATME, 1995)) consideramos 2M = h = 1. O potencial Scarf trigonométrico é dado por

V(z) = —A? 4 Uylsec(ax)]? — Uy sec(ax) tan(azx), (3.10)

com Uy = (A? + B?> — Aa) e Uy = (24 — a).

Através da mudanga de varidvel y = sin(ax) o potencial V() fica

A2y2 — Uy — (A2 - Uo)
1—y?

Viy) = : (3.11)
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Buscando um Ansatz capaz de nos dar um termo quadratico e um linear em y, bem como a mesma
base que o potencial quando substituido na equagdo de Ricatti (2.4) escolhemos um Ansatz na forma
¢o = —(Ay — B)/\/1T— ¢

Repetindo-se de maneira andloga os procedimentos feitos com o oscilador harmonico temos que a
energia de ponto zero do sistema é E, = 0. E importante destacar que o potencial se encontra deslocado
em — A2, uma vez que o valor original da energia de ponto zero deveria ser A%. Esse deslocamento
pode ser feito sempre de modo a simplificar mais a integral de correcdo pois substituiremos um zero o
que quase sempre simplifica o cdlculo do termo de correc¢do.

Seja A = 4(E + A?)(E + A? — Uy) + U} os pontos de retorno sdo dados por

U —VvA U1+\/
= —— = =b A2

a primeira integral de quantizagdo (2.11)) pode ser escrita como

/yB k(y)dy = At E/ \/ —_b)dy. (3.13)

A integral acima foi resolvida com o auxilio do software de cédlculo algébrico MATHEMATICA

/\/ b)dy:g<2+\/1+a+b+ab—\/1—a—b+ab> (3.14)

Substituindo-se os limites de integracio temos

YyB
/ k(y) dy = % <2\/A2 Y E Uy — U +/Uo+ Ul) . (3.15)
YA

Para se encontrar o valor da integral de correcdo basta se substituir £ por £y = 0 no resultado

obtido acima de forma que a integral de corre¢do é dada por

YoB
/ ko(y) dy = % (2A — VU = Ui + /Uy + U1> . (3.16)

YoA

Substituindo as equagdes (3.15) e (3.16) na equagdo (2.T1) e resolvendo a equagdo para £ temos:

E,=(A+na)*>—A* comn=0,1,2,..., (3.17)

que € o espectro de energia conhecido para o potencial Scarf trigonométrico via (COOPER; KHARE;
SUKHATME], 1995)). Caso nao tivéssemos feito 2M = h = 1, os autovalores de energia seriam dados

por

2
_ (A 4 ”;Ajh) _ A% (3.18)

Por fim € importante notar que o deslocamento de —A? feito originalmente no potencial continua

presente no espectro de energia, podendo ser facilmente removido do problema caso necessario.
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4 TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

4.1 TRANSFORMACOES CANONICAS E FUNCOES GERADORAS

As equacgdes de Lagrange sdo invariantes sob uma transformacgdo geral de coordenadas, isto €, sua
forma permanece a mesma qualquer que seja a escolha das coordenadas generalizadas. (LEMOS|,
2007)

No formalismo hamiltoniano as coordenadas e momentos sdo varidveis independentes, o que
que nos faz buscar por transformagdes de coordenadas no espago de fase que preservem a forma
das equacdes de Hamilton. Isso nos possibilitard escolher varidveis candnicas que simplifiquem a
hamiltoniana e, em decorréncia, facilitem a resolucdo das equagdes de movimento.

Dada as varidveis candnicas {q, p}, a Hamiltoniana H(q, p, t) e as equac¢des de Hamilton

OH

li = 5 4.1
“= 4.1)

oH
P = — ,com 2 =1,...,n, 4.2)

0

considere as transformagdes inversiveis

Q'L:QZ<QJp7t) c -Pz:Pz(Q7p7t)7 com i = 17"'7”7 (43)

de modo que seja possivel definir uma fungido K (Q, P, t) cujas equagdes de movimento para as novas

varidveis preservem a forma hamiltoniana, ou seja

. 0K

Qi = ap’ (4.4)
: 0K .
B = _8_@7 com 1 = 1, o, n. (45)

Escrevendo o principio variacional para ambos os conjuntos de coordenadas temos:

t1 n
5/ {Zpi,qi—H(q,p,w}dt:O (4.6)
t2 Li=1

t1 n
0 / {Z PQ: = K(q.p, t)} dt = 0. (4.7)
t2 i=1

Ambos os integrandos podem diferir entre si por uma derivada total em relagdo ao tempo de uma

funcdo ®(q, p, t) pois

5 / 02 = 50(g(12).plt2), 12) — 5 (q(0). (1) 1) = 0 (48)

2
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uma vez que dq(t1) = dq(ta) = 0e dp(t1) = op(tz) = 0. Deste modo as transformagdes (4.3

preservam a forma hamiltoniana das equacdes de movimento se

n

ddo

> (v — H(a.p.t) = PQi — K(Q. Potydt + —-. (4.9)
=1

ou na forma diferencial

n

> (g — PiQi)dt + (K — H)dt = do. (4.10)

i=1
Logo uma transformacao inversivel ¢ dita ser canOnica se e somente se existirem funcdes
K(Q, P, t)e ®(q,p,t) que satisfacam uma das equacdes acima.

Definindo a fungdo geradora F(q, Q,t) = ®(q,p(q, @,1),t) pode-se observar facilmente que a
equacgao € satisfeita se

R _OR
pi = 90, P = 30, 4.11)
) OF
K(Q,P,t) = H(qp,t) + — (4.12)

B
note que dada uma func¢do geradora F; uma transformacgdo candnica fica automaticamente definida
por e a Hamiltoniana transformada é dada por (4.12). Todavia pode ndo ser vantajoso e até
mesmo possivel considerar {¢, Q} varidveis independentes, logo podemos supor fun¢des geradoras

que dependam de outras combinag¢des de varidveis. Seja por exemplo uma fungdo geradora do tipo
Fy = Fy(q, P, t), definimos

=Y PQi+F =Y PQiqP.t)+®qpgPt),1) 4.13)

note que

— Y PdQi = —d (Z P@) +Y QidP. (4.14)

Ao se substituir as equagdes (4.13)) e (4.14) na equacdo (4.10) esta assume a forma

n

> (pidg; + QidP)dt + (K — H)dt = dF. 4.15)

=1

Novamente podemos observar que a equacdo acima € satisfeita com

O,

_ 0F,
Qi = o e 4.17)
OF
K(Q,P,t) = H(q,p,t) + —=. (4.18)

ot
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4.2 EQUACAO DE HAMILTON-JACOBI

Seja um dado sistema descrito pelo par de varidveis candnicas {¢, p} e por uma Hamiltoniana
H(q,p,t) iremos supor que exista uma fun¢do geradora S(q, P,t), também chamada de fungao
principal de Hamilton, capaz de efetuar uma transformagao canonica no sistema de modo que a
hamiltoniana transformada seja nula, ou seja, K (Q, P,t) = 0. Nesse caso as equagdes de movimento

se tornam simplesmente
0K . 0K
0B 0Q;
sendo as solugdes das equacdes de movimento trivialmente determinadas como @); = ;e P, = o
com «; e [3; contantes. Da equacdo (4.18)) temos

Qi

0, (4.19)

Usando a relagéo de transformagio temos
oS
p = 5@t @21)
0y
de modo que a equagio (4.20) se torna
08 08 a8
H(q,. . g2 22 +22 0 422

A equacdo acima € conhecida como equacdo de Hamilton-Jacobi, que é uma equacgdo diferencial
parcial com n + 1 varidveis independentes ¢, . . ., ¢,, t. A relacdo de transformacao também

pode ser reescrita em fungdo de S

05(q, a, t)
8041- '

Caso a Hamiltoniana ndo dependa explicitamente do tempo, a funcéo geradora S(q, P, t), pode ser

Qi =fi = (4.23)

reescrita como
S(q,a,t) = W(q,a) — at, (4.24)

onde W (q, a) é chamada de fung¢@o caracteristica de Hamilton. Desta forma, obtém-se a equagdo de
Hamilton-Jacobi independente do tempo:

ow ow ow
H(Ql?"'aQﬂu _) =

— . — =a. 4.25
o oq.) e (2
E possivel mostrar que W = [ pidgi, ou seja W equivale a agdo abreviad Tomando-se a derivada
total no tempo de W temos
aw oW
— = —;. 4.26
7 a4, q (4.26)

Em algumas literaturas mais antigas é comum chamar a equagio (4.29) apenas como ac¢do, embora que ja h4 algum
tempo vem se adotando o termo ag¢do para se referir a integral do principio de Hamilton

1
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Substituindo a equagdo (4.24) na equagio (4.21) temos que

_aw
- dg
Procedimento andlogo pode ser feito com a equacao (4.24) em (4.23)) de forma a obtermos

Di (4.27)

aw
Q= . (4.28)
dOéi
Substituindo p; na equacdo (4.26) e integrando temos
W= /piqz‘dt = /pz‘d% (4.29)

como queriamos demonstrar.

4.3 VARIAVEIS DE ANGULO-ACAO

Sistemas que realizam movimentos periddicos sao de grande interesse na fisica sendo em muitos
desses casos mais interessante se ter informacao sobre a frequéncia do movimento do que sobre o
comportamento dindmico do corpo em si, logo definiremos um novo conjunto de varidveis denominadas
de dngulo-acao de modo a encontrarmos as frequéncias do sistema.

Comegamos definindo a varidvel de acio .J; como

1
Ji = o pidgi, (4.30)
com a integral sendo tomada por um periodo de librag@o ou rotacdo do sistema. Importante notar que
como J € funcdo de «, uma vez que « estd associado a0 momento, podemos sempre tomar sua inversa

de modo que

J=Ja) ou a=al), (4.31)

logo a fung@o caracteristica de Hamilton 1 (¢, o) pode ser escrita como

W =Wi(q,J). (4.32)
Definimos varidveis angulares ¢; como sendo as varidveis canonicas conjugadas aos J; onde

oW
YiT

As equacdes de movimento para ¢; podem ser escritas utilizando-se as equagdes (4.24) e (4.22)

(4.33)

onde

. 0K 0H
YT B T o,

=w; (4.34)
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4.4 TEORIA QUANTICA DE HAMILTON-JACOBI

O formalismo quantico de Hamilton-Jacobi foi proposto por Leacock and Padgett em dois trabalhos,
(LEACOCK; PADGETT,|1983) e (LEACOCK; PADGETT,|1987), como sendo uma generalizacao
da teoria de Hamilton-Jacobi cldssica com a diferenca de que quando aplicada a sistemas fisicos
periddicos ela nos forneceria nao mais a frequéncia do movimento, como ocorre no caso cldssico, mas
sim os autovalores de energia do sistema.

Considere um sistema independente do tempo onde uma particula descreve um movimento unidi-

mensional sobre a influéncia de um potencial V', na representa¢do de Schrodinger a hamiltoniana fica

A

H=H(&,p)=p + V(&) (4.35)
com & = x o operador de posi¢do e p = %a% o operador de momento conjugado.

Poderiamos buscar um par de transformagdes candnicas quanticas que levassem o conjunto z, p a
um novo conjunto X, P, porém serd melhor se trabalharmos com autovalores ao invés de operadores
logo a teoria foi construida para os autovalores x, p, (), P e E ao invés dos operadores ., p, Q, PeH.

Assim como no caso classico ainda € possivel se realizar uma transformagao candnica no sistema
de modo que a Hamiltoniana transformada seja nula, isso implica que tanto P como () sejam cons-
tantes(d.19), logo podemos relacionar P com alguma constante « que escolheremos como sendo a

energia do sistema de modo que
P =P(E) ou E=E(P). (4.36)

Usando os autovalores podemos realizar uma transformacao canOnica quantica da mesma forma
que definimos classicamente em e (4.28)), de modo que

p(z, E) = %W(x,E(P)) e (4.37)
B,
Q(z, B) = 55 W (z, E(P)), (4.38)

onde W (z, E(P)) é chamada de funcdo quantica caracteristica de Hamilton e p(z, E') é chamada de
fungdo quantica de momento.

Seja uma fungdo geradora S(z, F, t) a equacdo quintica de Hamilton-Jacobi é dada por

om oz: | 2m

ih 92S 1 [0S\? 0S
(a_x) + 24V =0, (439)

note que no limite cldssico, onde i — 0, € possivel se recuperar a equacdo de Hamilton-Jacobi cldssica

em uma dimensao (4.22)):

s\ o8
b2, (q, a_q) +4, =0, (4.40)
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Como visto no capitulo 4.2 caso a Hamiltoniana do sistema ndo dependa explicitamente do tempo,
a funcdo geradora .S pode ser reescrita como (4.24). Considere que a constante a seja a energia £ do
sistema de modo que

S(z, E,t) = W(q) — Et, (4.41)

que quando substituida na equagio (4.39) nos da

ih *W(z,E) 1 [oW(x,E)]?
_h W B L {T} — [B— V(). (4.42)

ou, como postulado por (LEACOCK; PADGETT, [1983)

hO*W (z, E) N oW (z, E
7 ox? ox

equacdo esta a de Hamilton-Jacobi quantica independente do tempo. A mesma pode ser reescrita em

fungdo de p(x, E) (4.37) como

hop(x, B

hop(, E)
i Ox

Vale ressaltar que fun¢do de momento quéntico p(x, E') é totalmente distinta do operador de momento

)1 = 2m[E — V(2)], (4.43)

(p(x, E))?* = 2m[E — V()] = pi(, E). (4.44)

quantico p. Assumiremos que as condi¢des de contorno aos quais a funcao cldssica de momento p,.
estd sujeita sejam vélidas para a fun¢do momento quéntico p(z, ), e por uma condigdo fisica ditada

pelo Principio da Correspondéncia devemos impor que
lim p(z, E) — p.(x, E) (4.45)
h—0

para todo x com E fixo. O principio da correspondéncia também pode ser utilizado como uma condig¢ao
de contorno de um dado problema.
Segundo (BHALLA; KAPOOR; PANIGRAHLI, |1997b) p(z, E) se relaciona com a fun¢do de onda

1 através de

_ h1oy(x, E)
=0 o

onde pode-se perceber que p(z, E) possui p6los em todos os nds da fungdo de onda, pois ¢ = 0 em

p(z, E) (4.46)

um no.

Suponha que préximo a um ponto a que é um zero da funcdo de onda possamos escrever 1) como

= (x—a)®(x), (4.47)

expandindo p(z) em uma série de Laurent temos:

PR — (4.48)
1x—a
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substituindo (4.48) em (4.44)) € possivel ver que a equacao ¢ satisfeita somente se o p6lo que temos
for de primeira ordem em a. Via teorema dos residuos podemos encontrar que a contribui¢cdo desse
polo simples serd igual a —ih. A mesma logica pode ser aplicada a qualquer zero da func@o de onda,
onde encontrariamos que a contribui¢do de residuo seria sempre igual a —¢7i. O nimero de zeros de
uma fun¢do de onda € igual ao nimero quantico principal de um sistema, ou nivel de estado excitado
de uma particula, por esse motivo essas singularidades que variam de nimero em funcao do estado
quantico recebem o nome de p6los méveis, ¢ importante ressaltar que esses pélos estdo confinados
entre os pontos de retorno do sistema definidos como z, e x;, que sdo pontos onde £ = V (z). Ver

IF1igura 3

Figura 3 — O plano complexo onde a funcio classica de momento (p.) € a funcio quantica de momento
(p(z, E)) estdo definidas, sendo ambas as fungdes limitadas pelos pontos de retorno z, e
xp, @ imagem (a) represente p(x, E') no estado fundamental onde n = 0, logo a fun¢do nio
possui nenhum né e consequentemente nenhum pélo. Em (b) estamos no primeiro estado
excitado onde n = 1, o pdlo € representado por um ponto preto, em (c) estamos no segundo
estado excitado onde n = 2, logo possuimos dois pdolos, vale lembrar que o residuo do
polos méveis sempre serd igual a —ih, logo em (b) a soma dos residuos € igual a —:h jd em
(c) a soma dos residuos serd igual a —2:h e no n-ésimo estado excitado a soma dos residuos
serd igual a —nih

I”i‘"" (a)
—— = ReX
(b)
X, g i
{c)
% %o

Fonte: Leacock (1983)

Outras singularidades podem surgir em devido a forma do potencial V' (x), essas singularida-
des recebem o nome de pélos fixos, ja que ndo dependem do nivel de energia do sistema, embora seja
comum dizermos que os p6los criados pelo potencial sdo pélos da fungdo p(x, E).

Ap06s definirmos o andlogo quantico para 0 momento, buscamos agora um andlogo quantico para
a varidvel de acdo (4.30). Classicamente ela € definida como a integral do momento sobre um ciclo,
assumiremos que uma integral andloga possa ser construida para o caso quantico com a fungdo de
momento quantico agora sendo integrada sobre um dado contorno C no plano complexo que engloba

os pontos de retorno de p.(x, F)

1
o

J=J(E) /p(x,E)dx. (4.49)
c

Vale relembrar que p, = /2m[E — V ()] possui uma reta de corte no eixo real localizada entre os

pontos de retorno z; € x5, que sdo valores para os quais p> € nulo, classicamente selecionamos apenas
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um ramo particular da raiz e por isso esses autovalores de energia sdo incompletos.
Para que possamos utilizar a variavel de acdo quantica .J primeiro precisamos obter seus autovalores,
para isso seria interessante saber o valor da integral de (4.49). Via teorema dos residuos sabemos que a

integral em p(x, E') tem resultado igual a

k
7{ p(z)dz = 2mi Z Res.p(z;), (4.50)
c

Jj=1
Para um dado estado n da fun¢do de onda sabemos que o nimero de pdlos da fun¢do de onda
também sera n, logo podermos concluir que p(x, F) ird possuir n p6los méveis cujo residuo ja sabemos

ser igual a —¢h, logo s precisamos somar as n contribui¢des de residuo. Desse modo (4.30) fica

1
o7

J(E) j{ p(x, E)dx = nh. (4.51)
c

Figura 4 — Representacdo do contorno C que engloba os pontos de retorno x, € x; € todos os pélos
moveis do sistema, nesse caso estamos no décimo terceiro estado estado excitado, portanto
existem treze polos localizados sobre o eixo real

Im}(
—~\—— e S R RN -‘.:a _ ——
G = =

Fonte: Leacock (1983)



27

5 APLICACOES DO FORMALISMO DE HAMILTON-JACOBI

5.1 OSCILADOR HARMONICO

A titulo de exemplificagdo iremos resolver o oscilador harmonico via formalismo de Hamilton-
Jacobi conforme feito em (BHALLA; KAPOOR; PANIGRAHI, [1997b).
O potencial do oscilador é dado por V (x) = mw?z?/2, onde m € a massa e w a frequéncia angular

da particula, entéo a equacdo de Hamilton-Jacobi (4.44) para o potencial do oscilador fica
hop(x, E) N mw?z?
v Ox 2

os pontos de retorno cldssicos sdo dados por x; = —\/2F /mw? e x5 = \/2E/muw?.

Como estamos interessados na quantizag¢do dos autovalores de energia do sistema devemos encon-

ol ) =2m | B - 5] = 2o ), G5.1)

trar o valor da varidvel de agdo quantica J (4.51)). Para o potencial do oscilador harmonico ndo existem
poélos fixos entre os pontos de retorno, o contorno C em (4.51)) deve englobar os dois pontos de retorno
bem como todos os polos méveis do sistema. Embora ndo existam poélos fixos entre os pontos de
retorno o potencial tem um pélo fixo no infinito pois V' (z) — oo quando x — oo, consequentemente
p(z, EY) também deve explodir com = — oc.

Para podermos analisar um pouco mais o p6lo no infinito vamos sugerir um contorno circular ['g

de raio R, de modo que possamos tomar o limite em que R — o0.

Figura 5 — Contorno para o problema do oscilador harmonico

Ir

S [

Fonte: Bhalla (1997b)

Como nio existem pdlos entre a curva C' e a curva ['p podemos afirmar através do teorema de
Cauchy que toda regido entre as curvas terd uma integral nula, logo ndo importa se integrarmos através

da curva C' ou da I'g, ja que ambas dardo o mesmo resultado, logo

1

Ir, =J(E)= %é p(z, E)dx. (5.2)
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Podemos analisar melhor o p6lo em x = oo ao realizarmos a mudanca de varidvel y = 1/z
movendo o pdlo do infinito para o ponto y = 0. Desse modo, a curva ['p agora € mapeada numa curva
~r cuja forma nao nos interessa a priori.

As equagdes de Hamilton-Jacobi e de J(E) podem ser reescritas em termos da varidvel y como:

O E)
YL o oy )2 = 2l -

> | =pi(z, E) (5.3)

Py, E)
y2

1 1
o= J(E)= 5= § fnE)ly =5 . 54
TR TR

com p(y, ) = p(1/xz, E).
Para se calcular a contribui¢do do p6lo em y = 0 realizamos uma expansio de Laurent em torno

desse ponto:
o0

P B) = o) + Yo (55)

Substituindo a equagdo acima em ([5.4) é possivel se notar que a tnica contribui¢do nao nula serd para

=1

n =1, pois p(y, E) /y*dy = a;/y, ou seja a; é o residuo da fun¢do quintica de momento. Agora que
sabemos que a; serd o residuo da funcio precisamos determinar unicamente seu valor, ja que todos os
outros coeficientes possuem contribuigdo nula quando integrados. Substituindo-se (5.5) em e
comparando os mondmios de mesma ordem do lado esquerdo e direto da equagdo temos o seguinte

sistema de equacoes
by = imw, 2agb; =0, e ihby + 2a1b; +aj = 2mE. (5.6)

A dualidade de sinal de b; pode ser removida usando o Principio da correspondéncia (#.43)., onde
utilizando-se a série de Laurent agora para o momento cldssico concluimos que p. ~ imw/y,
logo o sinal escolhido para b; deve ser o positivo para que o limite seja respeitado. Definido o sinal de
b; podemos concluir que ay = 0 e que a; = (2F — hw)/(2iw).

Como discutido anteriormente, o Unico termo da expansdo que possui uma contribui¢ao ndo nula é

aquele com coeficiente a1, logo a fungdo momento quéntico p(y, F') pode ser escrita como

_ (2FE — hw)
E) = = g . 5.7
Py, E) = ary = —i o) Y (5.7)
Substituindo a equagdo acima em (5.4)) temos
I, = J(E) = — ]{ = (5.8)
= = —ay, :
Fr 2 [, v

e conforme equacao (4.50) podemos escrever a integral de uma fungdo f(y) com um tnico pélo na

origem como

2miay :j{ fly)dy. (5.9)
R



29

Substituindo a equagdo acima em [5.4] temos

2E —h
J(E) = iay = (2F = hw) (5.10)
2w
usando[4.51]e resolvendo o sistema para £ encontramos que
1
E = (n + 5) hiuw, (5.11)

que € o espectro de energia do oscilador harmonico quantico ja bem conhecido e encontrado em varias

literaturas.

5.2 SCARF TRIGONOMETRICO

Assim como através da regra de quantizacao apropriada, uma série de trabalhos foram desenvolvidos
via FHJQ (BHALLA; KAPOOR; PANIGRAHI,|1997b), (BHALLA; KAPOOR; PANIGRAHI, 1997b),
(RANJANI; SANDHYA; KAPOOR| 2015).

Aqui selecionamos o potencial Scarf trigonométrico para que seja possivel observar as diferencas
entre resolver um problema utilizando-se a regra de quantizac¢do apropriada e o formalismo de Hamilton-
Jacobi.

O potencial Scarf trigonométrico é de maneira completa dado por

Aah ah
Vi ——A2+<A2+Bz— ) sec(ax 2—(2/1— )sec ax) tan(ax). 5.12
(@) o) bsec(o)] a7 ) seclas) tan(az). 5.12)
Através da mudanca de varidvel y = €%, e seja & = 2"—]@, o potencial pode ser reescrito como

4y*(A? + B* — Aa  2Byi(2A — a)(y* — 1)
(y? +1)? (y? +1)?
As equagdes ({.44) e podem ser reescritas na forma

V(y) = —A*+ (5.13)

op(y, E) 4y?(A* + B> — Aa)  2Byi(2A —a)(y* — 1)
2(y, E) + hay——"—= =2m |E + A* — _
p(y, E) + hoy o m |E + L i
(5.14)
e
J(E) = L/ dy M = nh. (5.15)
2mia Jo Y

Podemos identificar em (5.14) e (5.15) que p(y, E) possui pélos fixosem y = 0,y = +ie y = oo.
Seja Irr a integral através de um contorno circular de raio R, raio este que pode ser estendido até o

infinito de forma a abranger todos os outros polos do problema, temos que

Irr = Ici + Ioo + Iy + Lo + L, (5.16)
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onde v; com 7 = 1,2, 3 sdo contornos que envolvem os poélos fixosemy =1,y = —tey = 0

respectivamente, e C'; com j = 1, 2 sdo contornos que englobam os pélos méveis de contribuigdo igual

anh (4.51).

Figura 6 — Contorno para potencial Scarf trigonométrico
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o
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Fonte: Bhalla (1997a)

Precisamos agora encontrar as contribuicdes de cada um dos p6los do problema, para isso examina-
mos cada pélo individualmente encontrando seus residuos.
Comecamos examinando o pélo em y = i, o primeiro passo é expandirmos p(y, F/) em uma série

de Laurent em torno de 7

oo o0 b
p(y, E) = Zan(y—i)”+z( — k (5.17)
n=0 q=1 Yy ¢

Ao substituir a expansdo acima em (5.135]) fica claro que o termo de residuo serd o coeficiente b; da
expansio pois ele nos fornecera um termo do tipo f(y) ~ 1/(y — 1), logo iremos considerar que a
expansdo de p(y, E) resulta apenas em

b
Py B) = o — 5 (5.18)

desconsiderando os valores dos outros coeficentes da expansao.

Ao substituir (5.18) em (5.14) temos:

b? by A (A* + B° — A)a 2Byi(2A - a)(y* - 1)

1 —om|E+4+A%—
—i2 (2 +1)2 (2 +1)2

(5.19)
Comparando-se os mondmios de mesma ordem do lado esquerdo e direto da equacdo e logo apods

tomando y — ¢ temos

b? — hab, = —2m|[(A® + B? — Aa) — B(24 — a)], (5.20)
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resolvendo essa equagdo do segundo grau temos que b; pode ser dado por

ha £ i(2v/2M(A — B) — ha)

by = 5 , (5.21)
onde a dualidade de sinal serd removida mais a frente.
O termo de residuo em y = —i serd dado por b'1 pelos mesmos argumentos utilizados para by,

logo s6 ele nos interessa. Utilizando os mesmos procedimentos feitos acima para o péloem y = ¢
temos que
+ —haxi(2vV2M(A—-B)—h
p = Zhad il 2( ) = ha) (5.22)

O residuo para o polo em y = 0 serd dado pelo coeficiente a( pois ao substituirmos a série

[e.e] o0 b
Py, B) =Y an(y)" + W (5.23)
n=0 q=1 Y

na equacio (5.15) temos que a serd o coeficiente do termo de ordem 31, logo ele ser4 o residuo de

modo que repetindo-se os precedimentos utilizados no pélo em y = 7 concluimos que

ap = +/2M(E + A2). (5.24)

Para encontramos o residuo em y = oo precisamos realizar uma nova mudanga de varidvel onde

y = 1/z de modo a se transportar o pélo presente no infinito para a origem do sistema de referéncia

da varidvel z, logo escrevendo (5.14), em fungdo de z, expandindo z em série de Laurent e

repetindo os mesmos procedimentos feitos anteriormente para os outros polos temos que o residuo a
é

ay = £/2M (E + A2). (5.25)

E possivel se perceber que em todos os casos hd uma dualidade de sinal, para os pélos em y = +i
devemos utilizar o principio da correspondéncia como condi¢do de contorno para se determinar
0s sinais corretos.

Iremos fazer como exemplo o limite para o p6lo em y = ¢ mas o limite para y = —¢ pode ser feito

de maneira analoga. Seja

4y*(A? + B?) B 2Byi(2A)(y? — 1)
(y* +1) (y> +1) ’

p2=2m[E—V(y)] =2m |E+ A* - (5.26)

iremos expandir p. em uma série de Laurent em torno de y = 7, como para p apenas o coeficiente b;

foi necessdrio iremos considerar que a expansdo seja dada apenas por p. = by /(y — 1) de modo que a

! linha é usada apenas para diferenciarmos o residuo do pélo em y = i do residuo em y = —1, ndo simbolizando

derivada.
novamente linha ¢é utilizada apenas para diferenciarmos o residuo do pélo em y = 0 do residuo em y = oo, ndo
simbolizando derivada.
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equagdo acima seja dada por

2 2( 42 2 : 2 _
b? —om | B a2 4y°(A*+ B%)  2Byi(2A)(y* — 1)
(y—1)? (y? +1)? (y> +1)?

Comparando-se os mondmios de mesma ordem do lado esquerdo e direto da equagado e logo apds

(5.27)

tomando y — 7 temos

b = —2m[A® + B* — 2AB], (5.28)

de modo que b; = iv/2m(A — B). E possivel ver que o sinal positivo deve ser escolhido em (5.21)
para que o principio da correspondéncia seja respeitado.
Para os p6los na origem e no infinito a dualidade de sinal persiste mesmo apds tomarmos o limite
proposto. Em (BHALLA; KAPOOR; PANIGRAHLI, |1997b)) é proposto um outro possivel limite a
R 1 Ovo

ser tomado. Seja w(x) = ——Z=7-F¢, ao expandirmos uma fung¢@o w(x) no limite em que a energia

tende a energia de ponto zero do sistema temos que

lim p(z, E) = —vV2mw(x) (5.29)

E—FEy

Note que w pode ser escrita em funcdo de ¢ (2.3) do método PQR, logo tomando-se o0 mesmo

limite em que a energia tende a energia de ponto zero do sistema temos

lim p(x, E) = —ivV2M¢po(x) (5.30)

E—Ey
sendo possivel se utilizar o mesmo ¢, obtido via PQR, lembrando também que no caso do potencial
Scarf trigonométrico £y = 0.
Na variavel x, a fun¢do ¢, determinada para o poténcial Scarf via PQR pode ser escrita como
¢y = —Atan(azx) + Bsec(ar), onde através da mudanga de varidvel y = €’** temos:
Aly*—1) 2By

bo(y) = — WD T (5.31)

de modo que

. —A(y*—1)  2Biy
1 E)=—V2M 32
Aim p(y, 2) W2 E1) + D) (5.32)

Para sabermos o sinal correto do residuo no pélo em y = 0 basta substituirmos y = 0 na equacao

acima, de modo que

lim p(y, F) = —V2MA, (5.33)

E—0
ou seja sinal negativo para ag deve ser escolhido. O mesmo procedimento pode ser feito para o residuo
do pdlo localizado no infinito, tomando-se o cuidado de mudarmos o limite para a varidvel z de modo
que o sinal positivo € o correto para az).
Em resumo, agora que todos os sinais foram definidos aplicando o método dos residuos podemos

finalmente escrever as integrais de cada uma das curvas que englobam os p6los da fun¢do como
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alrg = /2M(E + A?), (5.34)

al,, = V2M(A - B), (5.35)
aly, = V2M(A+ B), (5.36)
alrs = —/2M(E + A2), (5.37)
alcy = alqy = nam. (5.38)

Substituindo-se o resultado das integrais acima em e resolvendo a equacdo para I temos que

h 2
E, = (A+ "27;\02 ) iyt (5.39)

ou seja, o mesmo resultado encontrado em (COOPER; KHARE; SUKHATME, 1995) via métodos de
supersimetria, ou via PQR (3.18).
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6 POTENCIAIS CONDICIONALMENTE SOLUVEIS

Do trabalho (DUTRA,|1993) foi proposta uma nova classe de potenciais chamados de condicio-
nalmente soldveis. Para essa nova classe de potenciais é possivel, através da imposi¢ao de condi¢des
sobre os parametros do potencial, encontrar suas solucdes exatas com os autovalores e autoestados
bem definidos. Essa nova classe de potenciais ocupa uma linha intermedidria entre os potenciais ditos
exatamente soluveis e os chamados quase exatamente soll’lvei

O tratamento desses potenciais € feito através de uma equagdo de Schrodinger modificada. Seja
V() um potencial condicionalmente solivel, através de uma mudanca de varidveis do tipo = = f(y) e
de uma redefinigio da fungio de onda usual para ¢(z, t) = \/f'(y(z))x(z, t) a equagio de Schrodinger

(2.1) ¢ modificada para y, tomando a forma
Vi) | X ) = Brx(w) (6.1)
2M ’

onde cada linha representa uma derivada parcial tomada em funcdo de y, £ é uma constante que faz a

funcdo da energia nessa nova equacao,

Vi(y) — Er = (f'W)’[V(f(y)) — E] + AV (y) (6.2)
(]
B h2 1 f’”(y) 3 f”(y) 2
AVl =3 [—z ) 3 7o) ] ' ©

Seja oz um ndmero real, transformacdes do tipo f(y) = y* sempre irdo produzir um termo de
ordem y~2 em AV, devendo esse termo ser removido para que seja possivel se reduzir o problema a
um potencial do tipo oscilador harmodnico na nova varidvel y.

Para tratarmos um problema que envolva um potencial condicionalmente soldvel através do
formalismo de Hamilton-Jacobi nos baseamos no trabalho de (RANJANI et al., [2004) onde através de
certas mudangas de varidvel € possivel se modificar um problema que possua pélos no infinito ou na
origem do sistema de maneira a elimina-los do problema.

Essas simplificacdes podem ser feitas se introduzimos uma varidvel x definida pelas equagdes
= F(y)® =&+ ——In|F(y)]. 6.4
¢=Fye e x=2+7 0 n[F(y)] (6.4)

Partindo da equagdo de Hamilton-Jacobi quantica (4.44)) realizamos uma mudanca geral de coorde-

nadas do tipo y = f(z) e definimos as func@o g e F' como sendo

q=q(y) =ip(z(y)) e F(y) = — (6.5)

potenciais onde se pode obter exatamente um nimero finito de estados, sendo o restante determinados numericamente

1
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de modo que a equagdo de Hamilton-Jacobi quéntica toma a forma

dq(y)

¢*(y) + hE(y) =g+ 2mlE = V(y)] = 0. (6.6)
ApOs algumas substituicdes simples chegamos em uma equagdo de Hamilton-Jacobi agora para y
dada por
dx  2m WE" R [(F
P B -V - T+ (=) = 6.7
by TR E VWt F) = ©7

Segundo (RANJANI et al., 2004) essa equacdao de Hamilton-Jacobi modificada pode ser usada para
qualquer potencial e devemos impor que existam apenas polos sobre o eixo real para fun¢do y de modo
que po6los no infinito e na origem "desaparecam” quando mapearmos p(x, ) em x(y, E') através dos
passos acima. Dito isso, vale observar que a equagao possui uma forma muito parecida com (6. 1)
e (6.3).

No trabalho de (DUTRA, 1993) foram apresentados dois potenciais que se tornam soldveis via

fixacdo de um valor bem especifico de um dos pardmetros do potencial, sendo eles

B G
V(x) = ALE2/3 + m + $—20 (68)
€
A B Gy

sendo o primeiro escolhido para ser resolvido via FHJQ, o segundo pode ser facilmente resolvido
de maneira andloga. Esses potenciais claramente possuem p6los fixos no infinito e na origem sendo
interessante utilizarmos as mudancas proposta por (RANJANI et al., 2004).

Partindo da transformacdo z = f(y) = y*/? podemos escrever a fungio F(y) e suas derivadas em

fungdo de y como

F(y) = ;y‘”?, F'(y) = —éy‘w e F'(y)= %y“”/g‘ (6.10)
O potencial reescrito em fun¢do de y fica
V(y) ZAy+§+%, (6.11)
substituindo (6.10) e (6.11)) em temos
X2+hd—x+9—m(Ey—Ay2—B)—M: (6.12)

dy 2 162
Por se tratar de um potencial condicionalmente solivel deve-se impor que o termo proporcional

a y~2 vé a zero, de forma que a condi¢do necessdria para que o potencial seja solivel é que G =
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—5h? /72m, de maneira que a equagio (6.12)) é simplificada

d
X Im A~ B) — 0. (6.13)

2
h
X+dy 2

Fazendo uma nova mudanga de varidvel onde y = v + E//2A, assim como foi feito em (DUTRA,
1993), a equagdo (6.15) toma a forma

dx 9 E? 9
24 h—=+2 S —B| - -A®| =0. 6.14
X+dv+mK44A ) 4”} (6.14)
Definindo k = 94/2 e E = 9/4(E?/4A — B) temos
2
ErX o (E— k‘l) _0 (6.15)
dv 2

que ¢ a equagio de Hamilton-Jacobi para o oscilador harménico conforme equag@o (5.1) se assumirmos
que x = ip. Logo € possivel se mapear o problema em um oscilador harmonico cujo espectro ji é
conhecido, k desempenha o papel de constante eldstica de modo que a frequéncia do oscilador pode
ser escrita como W = /9A/2m.

Sabendo que o espectro de energia do oscilador harménico € dado pela equacdo (5.11)), mas com

w=we F = F tem-se que

E= (n + %) heo. (6.16)

Substituindo os valores de @ e E na equacio (6.16) e isolando E podemos obter o espectro de energia

do problema inicial como sendo

E? — @
— 5

n

1 A 9B
<n+ —) /2428 6.17)

2 2m 4

que € o mesmo espectro de energia encontrado em (DUTRA, |1993).

Para se abordar um potencial condicionalmente solivel utilizando a PQR iremos mostrar que é
possivel partindo-se da equacdo da Riccati (2.4) chegar na equacdo de Hamilton Jacobi para x de
modo que os procedimentos apds serdo idénticos aos feitos via FHJQ.

Primeiramente a fungio quéntica de momento p, definida em (#.46) pode ser escrita em fungédo da
fase ¢ definida em (2.3), de modo que

_ h10Y(x, E)
Em funcdo de p a equacdo de Riccati (2.4) fica
dp
2 _ X _E_V 6.19
P i (=), (6.19)

por simplicidade consideramos 7% = 2m = 1.
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Assim como feito via FHJQ realizamos uma mudanga geral de coordenadas do tipo y = f(x) e

definimos as funcdo g e F' como

Fo) =T e g— g = iaw) ~ P 0T comT= v (620

de modo que a equacgdo de Riccati fica

¢+ Fqd +[E-V(y)]=0, (6.21)

cada linha acima de uma varidvel representa uma derivada em funcio de y.

Se definirmos ¢(x) = d/dy(In)) temos que ¢ = F(y)®(y) definicdo essa idéntica aquela feita
em (6.4). Em funcdo de ¢ a equacdo (6.21)) fica

F?¢° + F?¢/ + FF'¢ + [E — V(y)] = 0. (6.22)

Vamos supor que possamos escrever 1) na forma ¢ = G de modo que

d . — d d
p=—mnt=—mInG+—nhp=H+yx (6.23)
dy dy dy
onde consideramos
H= ilnG e X = ilrup, (6.24)
dy dy

Em fungdo das novas varidveis H e x a equagdo (6.22)) fica

FP(H* + x>+ 2hx)+ F*(H' + X))+ FF'(H+x) + [E - V(y)] = 0. (6.25)
se impomos que (2H F? + FF'")y = 0 temos que

1d 1d
H:_id_ylnF ¢ portanto x:¢+§d—ylnF. (6.26)

Por fim reescrevendo a equacdo (6.25) somente em termos de /' temos
2
h—+ —|E-V - ——

que € exatamente a equacao de modo que para um potencial condicionalmente solivel podemos

7 (6.27)

dxy 2m —h* F" h_2 (F’) 0

mapear a equagdo de Riccati na equacido de Hamilton-Jacobi para , de modo que podemos aplicar os

mesmos métodos utilizados acima.
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7 CONCLUSAO

No presente trabalho foram apresentados dois métodos semicléssicos capazes de quantizar sistemas
quanticos por completo. O primeiro foi a PQR que se mostrou interessante pois adiciona um termo de
correcao quantico a QWBS, termo de correcdo esse que pode ser calculado facilmente quando sabemos
a energia de ponto zero do sistema, entretanto uma das motivacdes que levaram métodos semicldssicos
a perderem forca foi justamente o fato deles ndo serem capazes de determinar a energia de ponto zero
do sistema, de modo que a utiliza¢do da equacdo de Riccati para se encontrar a energia de ponto zero se
tornou uma poderosa ferramente que a PQR apresenta, entretanto, por ndo conhecermos uma solugio
particular da equagdo de Riccati precisamos recorrer para a tentativa e erro de modo que nem sempre €
simples ou até mesmo possivel se encontrar um Ansatz para ¢, que satisfaca a equagao da Riccati.

Outro ponto que pesa contra a PQR é que algumas integrais de quantizacdo se mostram extrema-
mente complexas e nem mesmo programas de integracao se mostraram capazes de resolve-las, logo
simplesmente ter a energia de ponto zero do sistema ainda ndo garante que € possivel se encontrar o
espectro de energia do sistema.

O segundo método apresentado foi o FHJQ, que por ser uma generalizacdo do formalismo de
Hamilton-Jacobi cldssico possibilita que problemas com solugdo cldssica possam ser explorados quan-
ticamente pois agora temos uma forma de mapear um caso tratado via formalismo de Hamilton-Jacobi
classico em um caso tratado via FHJQ, embora nenhum caso dessa ligagdo tenha sido apresentado
nessa monografia. Uma das grandes vantagens do FHQJ € a relacdo entre estados quantizaveis e os
polos que o problema possui, de modo que via teorema dos residuos niao temos o problema de resolver
integrais complicados como acontece frequentemente na PQR. Outro fator interessante € o fato da
funcdo quantica de momento (p) respeitar o principio da correspondéncia, o que mostra claramente
que o FQHIJ é uma ponte entre a mecanica quantica e a mecanica cléssica.

Apesar de resolvermos apenas sistemas unidimensionais, ambos os métodos podem ser generaliza-
dos para duas e trés dimensodes, de modo que teriamos o aparecimento de outros nimeros quanticos.
(PERKINS; SMITH, 2018) (SERRANO; DONG, 2013)).

Em diversos momentos do trabalho € possivel ver que de alguma forma ambos os métodos de
quantizagdo estdo ligados, embora uma relacao clara entre ambos ainda ndo possa ser feita.

Concluimos dizendo que talvez a maior for¢a e ao mesmo maior defeito de métodos semiclassicos é
o fato deles de certa forma ignorarem o principio da incerteza, o que pode causar um certo desconforto
para muitos, mas € inegavel que poder trabalhar com um espaco de fase de uma particula é muito
vantajoso e conforme vimos essas abordagens semicléssicas sdo capazes de apresentar e reproduzir
resultados para toda uma gama de potenciais soliveis e condicionalmente soliveis, de modo que talvez

seja interessante se aprofundar mais nas suas particularidades.
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