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Resumo

A presente dissertagao tem como objetivo o estudo matemético dos processos envol-
vidos em sistemas de administracao de farmacos (drug delivery systems), mais especifi-
camente, um modelo para absor¢ao de fluido por um polimero (sorption model) e um
modelo para liberacao de farmacos aprimorada (enhanced drug release).

No modelo matematico, consideramos o processo de absor¢ao de um fluido (sangue)
por um material viscoelastico (matriz polimérica) contendo moléculas de um composto
quimico (farmaco). Entende-se que a absor¢ao do fluido pelo polimero causa uma defor-
macao do mesmo atuando como uma barreira ao fluxo. Este processo é melhor descrito
como a combina¢ao de um fluxo Fickiano e um fluxo nao-Fickiano.

Para o estudo do processo enhanced drug release, assumimos que a temperatura atu-
ard como mecanismo fisico para o aumento da difusao do farmaco sobre um tecido. Para
descrever este processo, considera-se uma equacao de difusao do farmaco acoplada com a
temperatura pelo coeficiente de difusao em solidos dado pela equacao de Arrhenius. Con-
sideramos ainda a inclusao de um fluxo nao-Fickiano para o modelo de forma semelhante
ao modelo de absorcao, porém adaptando-o para o processo de liberacao de farmacos.

Para o método numérico utilizado, consideramos um método semi-implicito, onde
verificamos numericamente sua taxa de convergéncia, apresentamos uma validacao do
método de forma qualitativa ao compara-lo com as referéncias e realizamos simulacoes
com modificagoes para os problemas considerados como um estudo de parametros.

Observamos para os resultados obtidos, pouca influéncia dos termos nao-Fickianos
sobre a solucao devido as limitacoes de estabilidade do problema e tempo de simulacao
utilizados, o que nos levou a considerar a adimensionalizacao dos problemas podendo assim
melhor trabalhar com os parametros e observar a oposicao dos termos nao-Fickianos a
difusao para o caso de absorcao de farmacos e a contribuicao dos mesmos a difusao para
o caso de liberacao aprimorada, considerando a solucao em tempos de mais simulacao
avancados.

Palavras-Chave: Sistemas de administracao de farmacos, Fluzo Fickiano, Fluxo ndo
Fickiano, Método semi-implicito.






Abstract

The aim of the present dissertation is to understand the processes involved in drug
delivery systems, more specifically, a model for fluid sorption by a polymer and a model
for enhanced drug release.

In the mathematical model of the controlled drug release process, we consider the
sorption of a fluid (blood) by a viscoelastic material (polymeric matrix) containing a
chemical compound (drug). It is understood that the absorption of the fluid by the
polymer causes a deformation acting as a barrier to the flow. This process is best described
as the combination of a Fickian flow and a non-Fickian flow.

On the study of the process of enhanced drug release, we assume that temperature
will enhance the drug release over a tissue. To describe the process, we consider a drug
diffusion equation coupled with the temperature by the diffusion coefficient given by
Arrhenius equation. We also consider the inclusion of a non-Fickian flow to the model
adapting it to the process of drug release.

We consider a semi-implicit numerical method where it’s numerical rate of convergence
is verified, a qualitative validation by references comparison is done and simulations to
modified problems are considered as study of parameters.

We observe little non-Fickian contribution to the solution caused by the stability
limitations of the model and the maximum simulation time considered. Therefore we
consider the dimensionless problem as a means to adjust the parameters more easily and
understand the effects of the contribution or opposition of the non-Fickian flow to the
diffusion in each case considering advanced simulation times.

Keywords: Drug delivery system, Fickian flow, non-Fickian flow, Semi-implicit method.
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CAPITULO

Introducao

Formas tradicionais de administracao de medicamentos, como via oral ou injetavel,
por exemplo, podem nao ser eficazes em manter a concentracdo de medicamento num
intervalo ideal durante o tratamento. Tais formas de administracao podem gerar picos
e vales de concentracao devido a varios fatores, o paciente tomar dosagem errada ou
repetida do medicamento, ou esquecer de tomar a dose no horario prescrito pelo médico.
Dessa forma o nivel de concentracao de medicamento pode estar acima do intervalo ideal
em certo momento e abaixo do nivel ideal em momentos proximos a doses seguintes. A
figura (1.1) ilustra uma possibilidade para o perfil de concentracio de medicamento no
sangue ao ser administrado de forma tradicional, como por via oral.

1
——Concentragdo
— -dose insuficiente

excesso da dose
#* Proxima dose

Concentracado da droga

Figura 1.1: Perfil de concentracao de medicamento administrado via tradicional.

Existem mecanismos, fisicos e quimicos, que ajudam a controlar a regiao que o me-
dicamento sera liberado (targeted drug delivery), manter a concentragdo do medicamento
em niveis ideais (controlled release) ou melhorar a taxa de liberagdo do medicamento
(enhanced release).

Os targeted drug delivery systems sao métodos que aumentam a liberacao do medica-
mento em partes do corpo desejadas. Por atuar principalmente na area desejada, espera-se
menores dosagens, reducao de efeitos colaterais e aumento na eficicia do tratamento.

Sistemas de liberacao controlada de farmacos (controlled drug release) podem ser ob-
tidos através do uso de polimeros. O objetivo de tais sistemas é manter a concentracao do
medicamento dentro de niveis terapéuticos por longos periodos, reduzindo a frequéncia
de administracoes do medicamento, aumentando a eficiéncia do tratamento e reduzindo

19



1. Introducao 20

possiveis efeitos adversos, como os provenientes de overdoses. Para isso, ha o desenvolvi-
mento de diferentes polimeros, como exemplo [1]. A figura (1.2) apresenta um exemplo de
perfil de concentragao de medicamento no sangue administrado via sistemas de liberacao
controlada como um caso de aplicacao de adesivo transdérmico.

—— Concentragao
— —dose insuficiente
excesso da dose

Concentragao da droga

Figura 1.2: Perfil de concentragao de medicamento administrado via controlada.

As figuras (1.1) e (1.2) ndo ilustram os perfis de concentragdo em sua totalidade.
Podemos ter casos em que o perfil desejado de concentragao seja um com comportamento
senoidal e casos em que o perfil desejado sejam mais proximos aos da figura (1.2), de
acordo com o tratamento escolhido para cada doenca.

Alguns usos de sistemas de liberagao controlada de farmacos [9] sdao: Liberagao lenta
de quimicos contraceptivos para homens e mulheres; Liberacao lenta de insulina para di-
abéticos; adesivos transdérmicos para alivio de dor; Implantes intraoculares para doencas
associadas a alta pressao ocular.

O processo de liberacao controlada de farmacos por polimeros pode ocorrer por dife-
rentes mecanismos, como por difusao em sistemas de reservatério ou matrizes poliméricas
ou por reacoes quimicas que causam a erosao do polimero liberando medicamento, como
exemplos.

A difusao, causada pelo gradiente de concentragao presente no sistema, é conhecida
como difusao Fickiana ou Caso I. Porém, em polimeros, a difusao pode nao ser descrita de
forma acurada pela difusao Fickiana, sendo necessario considerar a difusao nao-Fickiana,
a qual esta relacionada a velocidade de mudanca na estrutura do polimero para acomodar
fluido [2], [11].

Os sistemas de administragdo de medicamentos com mecanismos que aumentam a
difusao do farmaco (enhanced release), possuem aplicagoes como a administragao de me-
dicamentos via transdérmica. Através de componentes quimicos ou mecanismos fisicos é
possivel melhorar a penetracao do medicamento. Um exemplo de vantagem proveniente
de tais mecanismos ¢ a possibilidade de reducao do tamanho dos adesivos que seriam
colados sobre a pele, tornando o tratamento mais conveniente para o paciente.

No estudo do processo controlled drug delivery, seguimos as referéncias [9], [4] e [10]. Na
secao 2.1 deste trabalho apresentamos o modelo matemético para liberacao controlada de
farmacos por polimeros através do mecanismo de difusao em matrizes poliméricas segundo
[9]. Um exemplo de aplicagdo é o envolvimento do stent, utilizado em tratamento de
artérias obstruidas, por uma fina camada de matriz polimérica com medicamento [10].
Na se¢ao 3.1 apresentamos o método numeérico desenvolvido e apresentado em |[9] para
resolver este tipo de problema. Na secao 4.1 apresentamos os resultados numéricos obtidos
para o problema dimensional.
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Para o estudo do método numérico para o mecanismo de liberacao de farmacos apri-
morada seguimos o trabalho [5]. O modelo matematico utilizado esta apresentado na
secao 2.2. O método numérico esta apresentado na secao 3.2 e os resultados numeéricos
obtidos estao na secao 4.2. Como estudo adicional, consideramos o método numérico com
o acréscimo de um fluxo nao-Fickiano, onde a formulacao e resultados estao apresentados
nas subsecoes correspondentes.

Concluimos com a adimensionalizacao dos casos estudados na busca de solucoes para
os problemas encontrados dos modelos dimensionais. A adimensionalizacao é feita pri-
meiramente para o modelo de absor¢ao na se¢ao 5.1 seguindo como ¢é feita em [4]. Em
seguida propomos uma versao alternativa para a forma em que é feita a adimensionali-
zacao de forma a explicitar a relacao do parametro adimensional De, obtido na tentativa
de chegar ao nimero de Deborah, com os termos nao-Fickianos da equacao e apresenta-
mos os resultados numéricos obtidos. Para a adimensionalizacao do modelo de liberacao
aprimorada, apresentada na secao 5.2, nao encontramos referéncias e, portanto, utiliza-
mos como base a adimensionalizacao feita para o processo anterior apresentando duas
versoes, com uma tendo novamente foco em explicitar a relacao do parametro De com
os termos nao-Fickianos. Os resultados numeéricos obtidos sao apresentados na subsecao
correspondente.

Nesse contexto buscamos com esse trabalho entender melhor e apresentar as diferen-
cas entre difusao Fickiana e difusao nao-Fickiana. Com a adimensionaliza¢ao, visamos
facilitar a leitura inicial gerando um formato compacto dos parametros apresentando suas
variacoes de forma mais clara.

A implementacao do co6digo para a obtencao dos resultados apresentados neste traba-
lho foi feita em Matlab.

Utilizaremos como sinonimos, ao longo deste trabalho, os termos medicamento, far-
maco e droga.






CAPITULO

2

Modelo matematico

Neste capitulo apresentaremos os modelos matematicos utilizados, separados em secoes
de acordo com o processo a ser descrito.

2.1 Administracao controlada de farmacos

Consideramos aqui o processo de difusao de um agente liquido em uma matriz poli-
mérica.
O processo de difusao de um fluido em um meio é descrito pela Lei de Fick, a qual é

dada por
oC

ot
onde C' = C(z,t) é a concentracao do fluido, Jp = Jp(x,t) representa o fluxo Fickiano
dado por

= -V Jr

Jp = —D(C)VC, (2.1)

e D(C) representa o coeficiente de difusido Fickiano do solvente.

O fluxo Fickiano (2.1) indica que o processo de difusdo do fluido ocorre devido a
presenca de um gradiente de concentracao do mesmo no meio considerado.

Quando o fluido penetra a matriz polimérica, ocorrem deformagoes na estrutura do
polimero. Tais deformacoes influenciam o processo de difusao. Quando a velocidade que
o polimero reorganiza sua estrutura de forma a acomodar o fluido é da mesma ordem
que a taxa de difusao do penetrante, a lei de Fick nao é suficiente para representar o
processo de forma precisa [4]. Neste caso, precisamos considerar também a presenca do
fluxo nao-Fickiano Jyr definido por

JNF = —DV<O)VO', (2.2)

onde D, (C) representa o coeficiente de difusdo viscoelastica do polimero e 0 = o(z,1)
representa o estresse ou tensao.

Dessa forma, o fluxo é descrito como a soma dos fluxos Fickiano e nao-Fickiano, ou
seja

O V(U (O) + Inelo)). 23)
De (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos
88—(; =V -(D(C)VC)+V-(D,(C)Vo) em Qx(0,7T], (2.4)

23



2. Modelo matematico 24

sendo €2 C R a regiao da amostra polimérica e T' o tempo final considerado para o processo
de difusao.

A modelagem para o comportamento viscoelastico pode ser feita considerando-se um
modelo de Maxwell-Wiechert [9] onde tem-se um sistema em paralelo de combinagoes
de molas e amortecedores em série. Tais combinacoes reproduzem o comportamento
viscoelastico de polimeros, onde os amortecedores modelam o comportamento viscoso
enquanto as molas modelam o comportamento elastico. No modelo, tem-se combinacoes
mola-amortecedor em série, onde sao colocadas m combinacoes em paralelo junto com 1
mola livre.

Além disso, é considerado no presente caso que, conforme o fluido é absorvido na
matriz polimérica, anteriormente vazia, gera-se um fluxo nao-Fickiano que atua como
uma barreira ao processo de difusdao. Dessa forma, o estresse o é tomado com sinal
negativo e dado por

g E0> %(s)ds, (2.5)

o(t) = — /Ot <§1 Fie

onde E;, i =1,2,...,m sdo os moédulos de Young, f(C) é uma rela¢io nao linear entre a
tensao e concentragao e 7; = E ¢ o tempo de relaxacao do material considerado, onde p;
¢ a viscosidade de cada amortecedor.

A figura 2.1 representa um modelo onde tem-se m = 1.

El M1

A

Ey

Figura 2.1: Modelo de Maxwell-Wiechert com m = 1.

De forma alternativa a (2.5), quando tem-se m = 1, o estresse o pode ser calculado
via solucao de

(9_0 =+ lU = Elaf(C)a
ot T ot
porém, ao longo deste trabalho foi considerado a forma (2.5).
A relagao entre ¢ e f(C) pode ser deduzida ao considerar uma amostra polimérica
cilindrica de raio .S, volume Vj e altura Axg.
Considerando que a deformacao ¢, causada pela absorcao de um volume Vg de solvente
pelo polimero, ocorre apenas na direcao ortogonal a base, temos que, apés inchar, a altura
da amostra pode ser calculada como

- W+ Vs

A
v S
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A deformacao é dada por

Azr — Axg
E =
AIO
Vo+Vs Vo
W e—_3 - S
S
Vs
- 26)
A concentragao C' é definida como
mgs
C=——F,
Vo + Vs

onde é mg a massa do solvente absorvido pela amostra polimérica. Tem-se,

- Vot Vs
Vot+rVs 1
= ms  C
_ms _ psVs
=V + Vs = - O
_psVs ., psVs—CVy
=V = C Vs = —C
ps —C
= 2-
== e (255). .1
ms . .
onde pg = A densidade do solvente.
s
Substituindo (2.7) em (2.6) obtém-se
C
e=f(C) = 2.8
e (2.9
De (2.5), (2.8) e (2.4) tem-se
oC - Ps
— =V | | D(C)—D,(C) E,| ————— | VC
ot (( ; (ps — C)?
E. L
+DV(C)ZJ/ e Ti>Mdr (2.9)
i=1 Ti Jo (ps - C(’l“))

com condicao inicial

C(z,0) =Cy, z €,
e condicao de contorno de Dirichlet
C=Cey, 00x(0,T17,

salvo caso onde consideramos condi¢ao de simetria para o problema. Neste caso iremos
considerar uma condicao de contorno mista, onde temos

oc

Fraa

para o ponto de simetria.
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O coeficiente de difusdo D(C), baseado no trabalho [6], ¢ dado por [9] como

0101~ Do (-5 (1~ £)) o

onde D, € o coeficiente de difusao do agente liquido na amostra totalmente inchada e 3
¢ uma constate positiva adimensional.

Para o célculo do coeficiente de difusdo viscoelastica D, (C), |9] apresenta duas formas,
sendo uma bhaseada na lei de Darcy e outra na equagao de Hagen-Poiseuille. Considera-
remos o coeficiente de difusao viscoelastica com base na lei de Darcy, dado por

D,(C) = KC, (2.11)

com a condutividade hidraulica dada por

2.3
TfC(

4G (1 —a)*
onde 7y é o raio da fibra, o = p% é a porosidade dependente da concentracao, u é a

viscosidade de cisalhamento do solvente puro e GG é a constante de Kozeny.
O fluxo J associado a (2.9) é dado por

+DV(C)Z—‘/;6 —)Zdr> (2.12)

2.2 Administracao de faArmacos com liberacao aprimo-
rada

Considera-se no presente caso que a liberacao de farmaco na éarea de aplicacao sera
aumentada pela influéncia da temperatura. A equacao para concentracao de medicamento
agora ¢ dada por

oC

E—FV'(U(T)C) =V -(D(T)VC)+Q(C), Qx(0,Ty], (2.13)
com a temperatura 7 = T'(z,t) calculada via solucao da equagao
oT

onde v(7T) ¢ a velocidade de adveccao, D(T) o coeficiente de difusao, T o tempo final e
Dy é a condutividade térmica.

O coeficiente de difusdo D, dado por [5] como a equagao de Arrhenius, a qual é
frequentemente utilizada em problemas de reacoes dependentes da temperatura 7" segundo
[7] e [8], é

D(T) = Dy exp (-%) , (2.15)

onde Dy é o coeficiente de difusao maximo, E4 é a energia de ativagao para difusao e R
a constante universal de gases.
Considera-se (2.13) e (2.14) com as condigoes

Ct) =0, 9% (0,T],  T(t) = g(t), 90 x (0,T}]

O(ZE,O) = O(),Q X (O,Tf] , T(ZL’, O) = TO,Q X (07Tf] .
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2.2.1 Acréscimo de fluxo nao-Fickiano

Consideramos para o modelo seguinte a existéncia de um fluxo nao-Fickiano no pro-
cesso. Temos agora a liberacao de farmaco em vez de absorcao, e assim, o fluxo nao-
Fickiano considerado nao atua como uma barreira para o processo de difusao mas sim a
favor do mesmo, portanto temos uma troca de sinal para o estresse (2.5), além de consi-
deramos agora a relacdo f(C) = A\C. Essa simplificagao foi adotada pois, para os testes
numeéricos considerados neste trabalho, a concentracao C' para os modelos de liberacao é
muito menor que p,, desta forma evitamos uma relagao nao linear simplificando o método.

Dessa forma, partindo da equacgao

%_f — V- (D(T)VC) +V - (D,(C)Vo) em Qx (0,T], (2.16)

t ( m Eie_t%is +E0> Wd,S)) ,

utilizando (2.5), obtemos

% =V (D(T)VC) + V- (D,,(C)V- (

S—

=1

de f(C) = AC temos
oC .
o =V. ((D(T) + D, (C) (2; E) A) VCO+

~D,(C) <§: B + E0> AVC(0) — D, (C) Y 2 / t esffWO(s)ds>

T
i=1 i=1

(2.17)

com coeficiente de difusdo D dado por (2.15) e coeficiente de difusividade viscosa D,
tomado como (2.11).

Em resumo, para a temperatura temos a equagao (2.14). Para a concentragdo temos a
equagao (2.13) e para o caso com fluxo nao-Fickiano temos a equagao (2.17), ambas com
coeficiente de difusao (2.15).






CAPITULO

3

Método Numérico

3.1 Modelo de absorcao

Considerando o problema (2.9), assumimos que a matriz polimérica é homogénea para
a discretizacdao do problema e também foi considerado que o problema é simétrico em
x = 0. Dessa forma, a malha utilizada foi x; = o+ jh, j =1,...,N;, h = N%, onde xg =0
€eTN, = L.

Da mesma forma, considerando o intervalo de tempo [0, Ty|, a malha temporal utilizada
foit, =to+nhy,n=1,..,Ny, hy = 5, com typ =0 e ty, = T}.

Aproximamos a integral em (2. 9) por retangulos, onde em vez de tomarmos o pontos
médio entre n e n + 1 como na regra do ponto médio, utilizamos o valor conhecido n, ou
seja,

tn+1
/ A(r)dr 2 (tss — 1) q (tn) = heg(tn),
tn

onde ¢(t) é a funcdo a qual queremos integrar.
Utilizaremos C}' para indicar a aproximagao para C(z;,t,) obtida numericamente.
Seguindo [9], consideramos aproximagoes para a equacao (2.9), obtendo

n n— n— Ps n
0_4Cl =64a ((D (M,C?™) = D, (M C 1) (ZE) - thy_1>2> 5_1,0].)
n—1 m ) ts f" Sé,sz
+ 5+z ( (thm 1 htz (Z —_ ( )> %) ) (31)

Ps — MhCJS)

onde utilizamos as féormulas de diferencas usuais atrasadas e avancadas, dadas respecti-
vamente por

oC cnr—-0on

n -1
%(tmx]’) ~ 5+a:Cj = ]Tj,
€ ac n On
N . Cro—Cj
81‘ (tmxj) ~ 6+1’Cj = h J )
e formula de diferencas atrasada no tempo
e L oot
E(tnuxj) ~ o4O = %7

29
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temos assim o método semi-implicito

cn — -t
BT =(< (M35 = Do (.33

i

n—1 m Ps | — 7/
E~ (ts—tn) ( h

+ | D, (M7} ST

( " ]+1) (i—l ) ( Cﬁ )

onde

MyCi =t = 5

Isolando os termos em C' no tempo t,, obtemos

A 1 A A
Cj—l( & )*C (E — e

C;z—l nlnl m
—+ [ D ( (J]HZZ

s=0

)

tn)

S4)

i=0 1

Jj+1

s —(Cs
J j—1
< in)) ps ( h >

(ps = M C5)°

n—1 n—1
Cpt O

A
+ G <_%> -
w059

Ps — Mh0;+1)2

¢ -

’L

S= =

onde

A;‘Hl: ( Cfﬂl) Oﬁll(

Ayt =D (M,C}™) = D, (MC7™Y) (

Pela condigao inicial tem-se

C)=0Co, j=01,..,

Pelas condicoes de contorno tem-se

e
ps_]\4hc’;)2 h ,

iE) ek
ZE) mTeaE
N,
Ny,

Ccn=C., n=0,1,..,

)

(3)
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e pela condicao de simetria em zy tem-se
Cy=C, n=01,..,N. (3.2)

Com o método semi-implicito, precisamos resolver a cada passo de tempo um sistema
MC=F

1 -1 0 0 0 0 cn 0
Mip M1 Mi2 0 0 0 Cr F
0 mo1 Moo mMaos 0 0 Og F2
0 0 ms3o 33 maq 0 C?; F3
O - 0 mn_2N,—3 MN,—2N,—2 TN,—2N,—1 0 Ch, o Fn,
o - 0 0 MN,-1,N,~2 MN,~1,Ny—1 MN,~1N, CN, 1 Fn, 1
0 - 0 0 0 0 1 o Cy
(3.3)
onde
At
mj7]_1 = —7, ] = 17 ceny Nx — ]_, (34)
1 A+ A
mjv] = E i+ h2 ! ) j - 17 7N:L‘ - 17 (35)
At
Mg =——5 § =1 Ne— 1, (3.6)
Ci — G5
I ml%f@éim%)% h
j = 41 i 3
& s=0 \i=1 ( th]-i-l)

1 (GG
Cm 1 ”Z i i (tg tn) S h <1) ] 1 N1 (3 7)
P MhC;)Q h ) yeees AV 5 .

5= i= (ps -

As condicoes de contorno foram acrescentadas junto ao sistema para evitar o caso em
que F' =0 quando F; =0,7=1,2,..., N, — 1, ja que C,, # 0.

Caso nao se tenha simetria em z = 0, desconsideramos a condi¢ao de simetria (3.2).
Nesse caso, consideramos xg = —L, zy, = L e a condicao de contorno

n
CO - Oeq*,

obtemos um sistema M C = F na forma

1 0 0 0 0 0 cr Coge
mig MM11 M2 0 0 0 C{l F1

0 mo1 Moo mas 0 0 Cg F2

0 0 ULRY)] mas ms3q 0 Cg Fg

o - 0 mn,_2N-3 MN,—2N,—2 MN,~2N,—1 0 CN, o Fn, 2

o - 0 0 MN,~1,Ng—2 MN,~1,No—1 MN,~1,N, C. 1 Fn, 1

0 - 0 0 0 0 1 cn Ceq
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O algoritmo 1 implementa o procedimento descrito para o modelo de absorcao. Para a
obtencao dos resultados apresentados no capitulo 3, os sistemas obtidos foram resolvidos
utilizando o solver barra invertida do Matlab.

Algoritmo 1: Método para modelo de absorcao
Dados: CO; Ceq; Ei; Wiy Ps, Deq; ﬁ? Tf; G; M, To, L7 Tf7 Nza Nt
Saida: aproximacao para C'
Faca h = (L — xq)/Ng;
ht = Tf/Nt;
para j=1,2,...,N, faca
| xj=x0+jh
fim
Mo,o =1;
My, n, = 1;
FO - Ceq*;
F‘N,\c - Ceq;
para n=1, 2,...,N, faca
tn = to + Tlht;
para j=2,3,...,N, — 1 faca
| Defina M;;_1, Mj;, Mj ;i1 e Fj (equagdes (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7));
fim
Resolva o sistema MC = F (equagao 3.8);

fim

3.2 Liberacao de farmacos aprimorada

Considerando a equagao (2.14), temos

oT oD, 0T 0T
5~ or s TP Mg

Consideraremos que D; é constante pois estaremos comparando os resultados obtidos
com [5] onde utilizou-se D; como um parametro constante, dessa forma, denotando por T}
como aproximacao de T'(x;,t,) obtida numericamente, utilizamos formulas de dlferengas
usuais, obtendo para a temperatura o método implicito

+G(T).

n+1 n n+1 n+1 n+1
e O o)

hy Bt h2

+G(T, (3.9)

onde foram utilizadas diferencas atrasadas no tempo e diferencas centradas no espaco.
Rearranjando os termos obtemos

Dy 1 2D Dy 1
n+1 T n+1 n+1 m
:>( h2)T +(h_t+ hQ)Tj +( h2)T]H_h_t+G(Tj>’
0 que resulta num sistema MpT = Fr, onde My é tridiagonal e simétrica devido a Dy
constante.

Trabalhando com os termos da equagao (2.13) de forma anéloga ao que foi feito para
(3.1), mas sem os termos nao-Fickianos, temos para v(7") > 0

OO 0, (v (TP CFFY) = b4 (D (MRT]H) 6_,C0 ) + Q(C), (3.10)
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ou seja

n+1 n n+1 n+1 n—+1 n+1
Y +”(Tj+ ) 3 — o (T1) €74 _
hy h
n+1 n+1 n+1 n+1

D (MT}H) =—— — D (M) ~—
h

Rearranjando os termos obtemos

DT v (T e (1, DOGTE +D (M)
= <_ h2 - h Cj—l + h_t + h2
V(@Y o [ DORTE)Y
I (P
Temos para v(T) < 0
SO 4 04y (v (TPHY) CJFY) = 64 (D (MRT]T) 6_,C5 ) + Q(CP), (3.11)
ou seja
G = ¢y | o (T Cpt — o () O
hy h
n+l 07}—&-1 n+l Cfnj—l
D (T P S p () S
h

Rearranjando os termos, temos

N (—_D <MhTf+1_>> e ( L, DT + D ORI v (T}“l)> Cr

h2 hy h2 h

. (_D (MAT}E) 4 (Tjn++11)> on+l — ¢

h?2 h AR

O algoritmo 2 implementa o procedimento descrito para o modelo de liberacao.

3.2.1 Acréscimo de termo nao-Fickiano

Considerando a equagao (2.17), de forma analoga ao que foi feito para (3.1), obtemos
um método implicito onde, para v(T) > 0,

040} = b0 (D (MaTY)
+D, (M, C7~ E; Ps 0_,C?
( h%j ) (; ) (p—MhCn_l)z) j)
. n-1 / m B, (s—tn) Ps0_.C%
— 04s (D,, (MyC 1) by (Z —e _ T )

(ps = M, C5)”
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ou seja,
-G
T
m . on o —On
(plan) o oacsa (3om) s ) (P )
=0 ( C]+1)

+ | D (M1 + D, (MO (; E) ( ]\;:C” : 2) (—C?ZO?—1)> (%)

Isolando os termos em C no tempo t,

An 1 1 An 1+An 1 An_zll
Cj_1< 12 >+C <h_t+T +Cj+1 — ;LQ =

1 1 P —CjH <
CJn_ n 1 « - i {ts=tn) ° h
+ C’Hl Z Z ?Ze "

ht s=0 =1 (ps C]s_|_1) (312)
(e 55
o E (ts tn) s h h
®

s (Z:: ) (s = M,C;)" |\

onde
A?Jrll =D (MhT‘]n-H) +D, Cjn+11 (Z El) Cn l)
% Jj+1

e

A" — D (M, T") + D, (M,C"! E Ps
J ( h]) ( h™~j )(; )(p—MhC;LI)Q
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Dessa forma, precisamos resolver a cada passo de tempo um sistema da forma (3.8),
onde

Anfl ‘

ij_l —= —%7 ] = 1, 7N£E - 1,
1 At Apt ,

Mig = 0 SR J=1, Ne = 1,
_An—l .

mj,j-l-l:_h—éa ]:17"‘7Nm_17

-1 n—1 m P (C;+1_C;>
é (ps = MyC54)

PN
n— m EZ (to—tn) s h h ‘
+D, (MhCJ’?—l) (Z e T ) (p - ths)2 (#) , j=1,.,N,—1,
s J

Em resumo, para obter a temperatura devemos resolver para n = 1,2,..., N; um sis-
tema com o formato (3.8), proveniente de (3.9) e, depois, um outro sistema gerado por
(3.12).
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Algoritmo 2: Método para modelo de liberacao

Dados: O(), T(), Teq; Do, EA, R7 Zo, L, Tf, NI7 Nt
Saida: aproximacao para T e C
Faca h = (L — o) /Ny;
hy =T/ Ny;
para j—1,2,....N, faca
‘ xj; = o+ Jh;
fim
Mo =1;
Mry, N, = 1;
para j—1,2,...,N, — 1 faga
MTj,j—l = —DT/h2;
MTj,j = 1/ht + QDT/h27
My = —DT/h2§
fim
Moo = 1;
My, N, = 1;
para n=1, 2,...,N, faca
tn = to + ’I”Lht;
para j=1,2,....N, faca
Fry=T7/h+ G(T}) ;
Resolva o sistema M1 = Fr;
MhTO0 = (T7*H 4+ T4 /2;
MhT1 = (T} + T /2
se v(1}') > 0 entado
Mjj = (=D(MRT0)/h — o(T}H")) /I

Mj 1 = —D(MAT1)/h*
senao

Mj ;1 = —D(MHT0) /1

Mjjp1 = (=D(MRT1)/h + (T} /B
fim

Fy=C} /hy;

fim

Resolva o sistema MC = F;

fim

M;; =1/hy + ((D(MRT1) + D(MhT0))/h +v(T]*)) /h

M;; = 1/hy + ((D(MhT1) + D(MhT0))/h — o(T7*)) /h

)

)




CAPITULO

z

Resultados Numéricos

Neste capitulo serao apresentados os resultados numéricos obtidos para testes realiza-
dos com os métodos numéricos apresentados no capitulo 3.

Denotaremos por h; o tamanho do passo temporal utilizado e por h o tamanho do
passo espacial.

4.1 Resultados para o modelo de absorcao

Consideramos um problema onde temos uma matriz polimérica homogénea e queremos
conhecer a evolucao da concentracao C' em um periodo de tempo para diferentes posicoes
x,com x € Q = [—L, L], sendo que em x = L h& uma fonte constante para a concentragao.

Consideramos (2.9) com parametros

L=1x10"m, D, =374 x 107" m*/s, B =25, p=1x10° Pas, Ey =1 x 10* Pa,
E, =9 x 10° Pas, pu; = 225 x 10* Pas, p, = 1000 kg/m?*, C., =755 kg/m*, Cy =0 kg/m?
Ry=0.005m, G=5,r;=2x10"" m.

4.1.1 Taxa de convergéncia

Para obter uma aproximagao para a ordem de convergéncia do método (3.1), consi-
deramos periodo de tempo [0,100] para a evolu¢do da concentra¢do. Utilizamos como
solucdo de referéncia, a solucao obtida pelo método para h = 7.81 x 1078 e h, = 1074

A tabela 4.1 apresenta as aproximacoes obtidas onde N é o nimero de pontos utilizados
no espaco, E¢ é o erro cometido pelo método comparando com a solugao de referéncia e
R¢ é a ordem de convergéncia aproximada obtida.

Tabela 4.1: Taxas de convergéncia para (3.1).
N h Ec Re
101 200 x 107> 248 x 10° -
201 1.00x 10™® 7.17x 107! 1.7935
401 5.00x107% 2.00x 107! 1.8416
801 250 x 107 5.28 x 1072 1.9230
1601 1.25x 1076 1.22x 1072 2.1122

37
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4.1.2 Validacao do método

Consideramos a condi¢ao de simetria em = = 0, e periodo de tempo [0,200] para a
evolucao da concentracao.

Na figura (4.1), estao apresentados os perfis da concentracao em ) para diferentes
tempos, onde cada curva representa o perfil da concentracao em um instante de tempo
t. Podemos verificar que devido a fonte constante para a concentracao em x = L, a
concentracao aumenta com o tempo dentro do polimero, com a difusdao ocorrendo da
direita para a esquerda.

200 —

100 —

i | |
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
x %108

Figura 4.1: Concentragiao para o método (3.1), com hy = 0.01 e h = 107°.

O fluxo dado por (2.12) para a figura (4.1) esta apresentado na figura (4.2).

Fluxo

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 4.2: Fluxo total para x =5 x 1074,

Para validacao dos resultados, comparamos os resultados obtidos para a concentragao
e para o fluxo total, apresentados nas figuras (4.1) e (4.2) respectivamente, com os re-
sultados apresentados nas figuras (4.3) e (4.4) retiradas da referencia [9]. Os parametros
utilizados foram tomados proximos com os da referéncia a fim de realizar a comparacao
para verificacao.
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Obtemos resultados com perfil semelhante apesar da diferenca na ordem de grandeza
dos resultados. Para o fluxo total, a comparacao é feita com a curva em vermelho que
representa o fluxo total obtido utilizando-se o coeficiente de difusao viscoelastica com base
na lei de Darcy.

800 T T T T T T T
700

600

o =25 Dnnuﬂu
500 nnuuﬂ‘:‘“nnn

good
oooooopoooogoeodd

{4001 00°°

300,

P =]
bo00000000°°

200

|
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
xr

x10°

Figura 4.3: Figura retirada de [9] referente a concentragdo para diferentes t.

0.015F
0.01-
~
0.005[
----- Hagen-Poiseuille
"I
0 ' ; ;
5 5 10 15 20 25

t

Figura 4.4: Figura retirada de [9] referente ao fluxo total para z =5 x 107

Considerando apenas a parte Fickiana para o calculo da concentracao, obtemos o
resultado apresentado na figura (4.5).
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Figura 4.5: Concentragao desconsiderando o fluxo nao-Fickiano.

A figura (4.6) mostra a diferenca para a concentracao entre o método (3.1) com apenas
o fluxo Fickiano C, para o mesmo método, porém com a soma do fluxo Fickiano e néo-
Fickiano ', tomado como a concentragao dada na figura (4.5) menos a concentragao dada
na figura (4.1), ou seja, C — C.

8
35210

—t=1
—t=5
t=10
3—t=15
—1t=20
t=25

0 0.1 0.2 0.8

0 ! | J /] ! j
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.9 1
X

%1073

Figura 4.6: Diferenca da concentracao considerando apenas o fluxo Fickiano e conside-
rando o fluxo Fickiano somado a um fluxo nao-Fickiano.

O resultado apresentado na figura (4.6) indica que o nivel de concentragdo ao nao
considerar o fluxo nao-Fickiano é maior que o nivel de concentracao ao considerar o mesmo
para um mesmo instante de tempo. Isto se deve ao fato de termos considerado que o fluxo
nao-Fickiano atua como uma barreira para a difusao do medicamento. Podemos observar
ainda que, conforme avancamos o tempo de simulagao, a diferenca entre os niveis de
concentracao proximo a fronteira da direita diminui pois tendem ao mesmo nivel da fonte
constante em x = L.
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Figura 4.7: Fluxo total Fickiano em azul e Fluxo total Fickiano com fluxo nao-Fickiano
em vermelho para x = 5 x 107*. A figura a direita ¢ um zoom da esquerda.

A figura (4.7) apresenta uma comparacdo entre os fluxos totais ao considerarmos o
método com apenas o fluxo Fickiano e com o fluxo Fickiano somado a um fluxo nao-
Fickiano. Observa-se maior fluxo total ao considerarmos apenas o fluxo Fickiano. O que
condiz com o resultado apresentado para a diferenca de concentracoes ja que temos um
maior aumento para a concentracao quando consideramos apenas o fluxo Fickiano para o
tempo considerado em z =5 x 1074

4.2 Resultados para Liberacao aprimorada

Foram realizados diferentes testes para o método (3.10), (3.11). No teste 1 verificou-
se numericamente a ordem de convergéncia do método. No teste 2, foi considerado um
problema com velocidade de adveccao nula. No teste 3, foi considerado um problema com
velocidade de adveccao. No teste 4 foi considerado o método (3.12) em comparagao com
o método (3.10), (3.11) para diferentes parametros.

4.2.1 Teste 1: taxa de convergéncia

Considere 5T  9D.oT 527
_ TP -
ot Ox O +Du(T) 0x? GO+ h (4.1
e
dc v dc 0D IT Oc 0?c
a ot Do ~aramar TP W om (42)

com fj e fy tais que (4.1) e (4.2) tenham solucdo

T (z,t) = e P sin (),

c(z,t) =e'sin(2rz), x€l0,1], te€l0,Ty, (4.3)

onde Dp(T) = 1073 ¢m?/s, D(T) é dado por (2.15) com E,/R = 1.927 x 107K, Dy =
107t em?/s, G = Q = 0, e para a velocidade convectiva v(T) = bt, b = 107! em/sK.

Nas tabelas 4.2, 4.3 e 4.4, Ep, E¢ sao, respectivamente, os erros para 1T e C' tomados
como

J
N (G R oI T) RS

com ‘
B =i(t;)—1,j=1,..., M,
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onde [(t;) é a solugdo exata e [; é a solugdo aproximada pelo método.
A taxa de convergéncia foi calculada por

log( Ein, )
El,hi+1
h; ’
lo :
g <hz‘+1)
onde h;.1 = h;/2.

A tabela 4.2 foi obtida considerando-se um problema com b = 0. Desta forma, o termo
de adveccao ¢é nulo.

R = 1=T,C.

Tabela 4.2: Taxas de convergéncia considerando (4.3), by =107°, Ty =1e b= 0.
N h Er Ry Eeo Re
26 4.0x107* 1.1743 x107* - 6.8775 x 1072 -
51 2.0x 1072 29369 x 107> 1.9994 1.7180 x 1072 2.0012
101 1.0 x 1072 7.3430 x 107 1.9999 4.3057 x 1072 1.9964
201 5.0 x 1073 1.8358 x 107% 2.0000 1.0887 x 1073 1.9836
401 2.5 x 1073 4.5894 x 1077 2.0000 2.8455 x 10~* 1.9358

A tabela 4.3 foi obtida considerando-se um esquema upwind de primeira ordem para
aproximar o termo de adveccao. Podemos observar, comparando com a tabela 4.2 que
perdemos na ordem de convergéncia do método ao utilizar um esquema de ordem menor
na aproximacao.

Tabela 4.3: Taxas de convergéncia considerando (4.3), by = 107" e Ty = 1.
N h Er Ry Eeo Re
26 4.0x107° 1.1743 x 10~* - 1.5953 x 1071 -
51 2.0x107% 2.9369 x 107° 1.9994 9.2358 x 1072 0.7885
101 1.0 x 1072 7.3430 x 107 1.9999 4.9681 x 1072 (0.8945
201 5.0 x 1073 1.8358 x 1075  2.0000 2.5746 x 1072 0.9483
401 25 x 1073 45894 x 1077 2.0000 1.3099 x 1072 0.9750
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A tabela 4.4 foi obtida utilizando diferengas centradas para aproximar o termo V (v(T)c)
em 2.13 no lugar de upwind de primeira ordem.

Tabela 4.4: Taxas de convergéncia considerando (4.3), hy = 107" e Ty = 1.
N h Er Rr Ec Re
26  4.0x107% 8.0867 x 107° - 5.0774 x 1072 -
51 2.0x 1072 2.0224 x 107> 1.9994 1.2677 x 1072 2.0018
101 1.0 x 1072 5.0566 x 1075 1.9998 3.1756 x 10~2 1.9971
201 5.0 x 1073 1.2641 x 107% 1.9999 8.0162 x 10~ 1.9860
401 2.5 x 1073 3.1604 x 10~7 2.0000 2.0822 x 10~* 1.9447

4.2.2 Teste 2: sem acréscimo do termo de adveccao

Os parametros utilizados para este teste foram: v(T) =0, Dy = 10~* em?/s, E,/R =
443 x10* K, G = Q =0, Dr = 1077 em?/s, Ty = 10* s. A concentragao inicial foi
c(z,0) = x(1 — ) g/em?. Foi utilizado h; = 0.1 e h = 1.25 x 1072,

As figuras (4.8) e (4.9) apresentam a temperatura obtida por (3.9) considerando que
as condiges de contorno utilizadas foram 7'(0,t) = T'(1,¢) = 150+ 0.1t K e T(0,t) =
T(1,t) = 3104+ 0.1¢ K, respectivamente.

1200 | 1200
—1=0 —t=0
1000 —t=2.10° 1000 —t=2.10°
t=4.10° t=4.10°
800 —1=6.10° 800 —t=6.103
— — 28103 — — =8 103
500 t 8.140 500 t 8.140
t=10 t=10
400 400
200 | | i l 200 [ | | |
0 02 04 06 08 1 0 005 01 015 02 025
X X
(a) Temperatura (b) Zoom de (4.8a).

Figura 4.8: Temperatura obtida para condigao de contorno T'(0,t) = T'(1,¢) = 150 4 0.1¢
K.

1400 1400
—t=0 —t=0

1200 —t=2.10° 1200 —t=2.10%

t=4.10° t=4.10°

1000 —1=6.10° 1000 —t=6.10°

—— 3 — 3

= 800 t=8.10 = 800 t=8.10

t=10* t=10*
600 600
400 l 400

0 02 04 06 08 1 0 005 01 015 02 025
X X
(a) Temperatura. (b) Zoom de (4.9a).

Figura 4.9: Temperatura obtida para condi¢ao de contorno 7'(0,¢) = T'(1,t) = 310+ 0.1¢
K.
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Para validagao dos resultados da temperatura, comparamos as temperaturas obtidas
nas figuras (4.8) e (4.9) com a figura (4.10) retirada da referéncia [5], obtendo resultados
satisfatorios devido a semelhanca no perfil das solugoes.
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Figura 4.10: Figura retirada de [5]| referente a temperatura para 7(0,t) = T(1,t) =
310+ 0.1t K.

Nas figuras (4.11) e (4.12) sao apresentadas as concentragoes, obtidas por (3.10),
(3.11), referentes as temperaturas apresentadas nas figuras (4.8) e (4.9), respectivamente.

0.25 02
02 0.15
0.15
o O 01
0.1
0.05 005
0 : : 0
0 02 04 06 08 1 0 005 0.1 015 0.2
X X
(a) Concentragao. (b) Zoom de (4.11a).
Figura 4.11: Concentracdo com temperatura dada na figura (4.8).
0.25 02
—t=0
—t=2.10°
o2 0157 t=4.10°
015 —t=6.10°
o O 0.1—t=8.10°
0.1 t=10*
0.05 0.05
0 0
0 02 04 06 08 1 0 005 0.1 015 0.2
X X
(a) Concentragao. (b) Zoom de (4.12a).

Figura 4.12: Concentracao com temperatura dada na figura (4.9).

Para validacao dos resultados para a concentragao, comparamos as concentragoes ob-
tidas nas figuras (4.11) e (4.12) com a figura (4.13) retirada da referéncia [5|. Apesar de



4. Resultados Numéricos 45

obtermos resultados mais proximos para a temperatura utilizando as mesmas condicoes
de contorno, no caso da concentracao obtemos um perfil mais proximo ao da referéncia ao
considerarmos a concentragao dada por (4.11) que por sua vez, refere-se a temperatura
dada por (4.8) com condi¢ao de contorno dada por T'(0,¢) = T'(1,t) = 150 4+ 0.1t K.

—t0 4
——t=10° g

0.1

0 I L I I I I L |
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Figura 4.13: Figura retirada de [5] referente a concentragao quando as fontes de calor sdo
definidas por T(0,t) = T(1,t) = 310 + 0.1t K e v = 0 para t = 0, 10°, 3.103, 5.103, 7.103,
10%. A figura a direita é um zoom da esquerda.

Nas figuras (4.14), (4.15) e (4.16) consideramos 7" constante com diferentes valores. A
figura (4.16) corresponde a situagao em que temos o coeficiente de difusao maximo, ou seja,
D = 107" em?/s. Pode-se observar maior velocidade de difusdo para a concentracio com
temperaturas maiores, isso vale ainda para o resultado com D = 107, o que corresponde
a quando temos a temperatura tendendo ao infinito. Verifica-se ainda uma diferenca
no perfil da solugao entre as figuras (4.14) e (4.11) proximo ao contorno, o que se deve
ao fato de a temperatura considerada para a figura (4.11) aumentar com o tempo mais
rapidamente proximo ao contorno e a temperatura considerada para a figura (4.14) ser
constante em todo o dominio.

0.25 0.2
02 0.15
0.15
] O 041
0.1
0.05 0.05
0 0
0.6
X X
(a) Concentragao. (b) Zoom de (4.14a).

Figura 4.14: Concentracao com 7' = 150 K.
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(a) Concentracao. (b) Zoom de (4.15a).
Figura 4.15: Concentragao com 7' = 310 K.
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(a) Concentragao. (b) Zoom de (4.16a).

Figura 4.16: Concentragao com D = 107* em?/s.

A figura (4.17) apresenta a massa liberada correspondente, calculada como M, (t) =
M,(0) — |, c(z,t). Nas figuras (4.17a) e (4.17b), a curva em amarelo com D = 10~* em?/s
¢ a massa liberada correspondente a concentragao dada na figura (4.16), ou seja, consi-
derando coeficiente de difusdao méximo. O coeficiente de difusdao D para as curvas em
vermelho corresponde ao coeficiente de difusao obtido ao considerar a temperatura fixa.

0.2 0.2
---D(T)
. ——D=5.2166e-06 .
0.15 _1n4 0.15
c'é D=10 c'é
[} [}
Q Q
01 —1 0.1
[u] [u]
2 2 ——D=2.3954e-05
(o] (o]
= 0.05 = 0.05 D=10"*
0 0
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

t t

(a) A curva em azul corresponde a (b) A curva em azul corresponde a
massa liberada para a fig. (4.11) e massa liberada para a fig. (4.12) e
a curva em vermelho corresponde a  a curva em vermelho corresponde a
massa para a fig. (4.14). massa para a fig. (4.15).

Figura 4.17: Massa liberada para o teste 2.
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Comparamos os resultados obtidos para a massa liberada com o resultado retirado
da referéncia [5] apresentado na figura (4.18). Obtemos resultados mais proximos aos
da referéncia para a massa liberada com e sem efeito da temperatura para o caso em
que utilizamos condicao de contorno diferente da referéncia para a temperatura, no caso
os resultados mais proximos foram para 7(0,t) = T(1,t) = 150 + 0.1t (K). A linha
azul tracejada e a linha continua vermelha em nossos resultados apresentados na figura
(4.17) estdo sendo comparados com a linha tracejada e linha continua da figura (4.18)
respectivamente.

0.07 T

0.06 -

0.04 -

0.02 -

0 I I I I L I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
X

Figura 4.18: Figura retirada de [5] referente evolugdo da massa liberada: sob efeito da

temperatura (linha tracejada); sem efeito da temperatura (linha continua) para o coefici-
ente de difusao Dy = 107 em?/s, T(0,t) = T(1,t) =310+ 0.1t K e v =0 cm/s

4.2.3 Teste 3: com acréscimo do termo de adveccao

Os parametros utilizados para este teste foram: v(T) = 0T, Dy = 10~* cm?/s, E,/R =
10x 10° K, G = Q =0, Dpr = 1077 em?/s, Ty = 10* s. A concentragao inicial foi
c(x,0) = z(1—=x). As condi¢oes de contorno para a temperatura foram 7°(0,¢) = 7'(1,t) =
310 + 5 x 107*¢ K. Foi utilizado h; = 0.1 e h = 1.25 x 1072,

A figura (4.19) apresenta a temperatura obtida por (3.9).

315;
‘ —t=0
314 | —t=2*10°
t=4*10°
313 —t=6*10°
= t=8*10°
312 t=10*
311 S
: : : : ; 310 = : !
02 04 06 08 1 0 005 01 015 02 025
X X
(a) Temperatura (b) Zoom de (4.19a).

Figura 4.19: Temperatura obtida para condigao de contorno 7'(0,t) = T'(1,t) = 310+ 5 X
107" K.
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Para validacao dos resultados da temperatura, comparamos a temperatura obtida na
figura (4.19) com a figura (4.20) retirada da referéncia [5], comparando as figuras, obtemos
resultados muito proximos.
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Figura 4.20: Figura retirada de [5] referente a temperatura para 7°(0,t) = T(1,t) =
310 +5 x 107* K para t =0, 10, 3.10%, 5.10%, 7.103, 10*. A figura a direita é um zoom

da figura a esquerda.

As figuras (4.21a), (4.21b), (4.21¢) e (4.21d) apresentam a concentragao obtida para
diferentes velocidades de adveccdo. Nas figuras (4.21a) e (4.21b) o valor de b é grande
comparado ao coeficiente de difusao D, de forma que “joga” parte da concentragao para
fora de © = [0, 1].
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(a) Concentracao para b = (b) Concentragdo para b =
1074 em/sK. 1075 em/sK.
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(¢) Concentracao para b = (d) Concentracao para b = 0 em/sK
1077 em/sK. (sem velocidade de advecgao).

Figura 4.21: Concentracao com temperatura dada na figura (4.19).
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Para validacao dos resultados da concentragao, comparamos as concentracoes obtidas
na figura (4.21) com a figura (4.22) retirada da referéncia [5]. Os resultados mais proximos
que obtemos foram utilizando velocidade de advecgao diferente, no caso utilizando b =
107% em/sK ¢é o perfil que mais se aproximou da referéncia.
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Figura 4.22: Figura retirada de |5| referente a concentragao para 7(0,t) = T(1,t) =
310+ 5 x 107% K e v(T) = 5 x 107* em/s para t = 0, 103, 3.10%, 5.103, 7.10%, 10%. A
figura a direita ¢ um zoom da figura a esquerda.

As figuras (4.23a), (4.23b), (4.23c) e (4.23d) apresentam a massa liberada referentes
as concentragoes apresentadas nas figuras (4.21a), (4.21b), (4.21¢) e (4.21d), respectiva-
mente. A diferenca de comportamento nas curvas das figuras (4.21a) e (4.21b) ocorre
devido a perda de concentra¢do mencionada anteriormente. A curva D(T') estd muito
proxima de D = 3.9724e — 06 para este teste, enquanto que para a curva D = 10~* temos
um coeficiente de difusao maior e, portanto, a massa é liberada mais rapidamente ficando
sua curva acima das outras.

No caso da figura (4.21a), logo para os primeiros tempos ¢t toda a concentracio é
removida de € = [0, 1], o que implica em toda a massa ser liberada logo no inicio, e como
nao ha mais massa a ser liberada, o grafico permanece constante para os tempos seguintes.

No caso da figura (4.21b), ocorre o mesmo que na figura (4.21a), porém, como a
velocidade de advecgao é menor, parte da concentracao permanece em {2 por um periodo
de tempo maior, e em cerca de t = 4000 s toda a massa ja foi liberada tanto para os
diferentes casos de D, o que significa que o grafico permanece constante para os tempos
seguintes.
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Figura 4.23: Massa liberada referente a concentragdo dada na figura (4.21).

4.2.4 Teste 4: Acréscimo do termo nao-Fickiano

Consideramos (2.14), (2.17) com os parametros: v(T) = 0, E,/R = 4.43 x 10? K,
G=Q=0e Dy =107 em?/s. A concentragao inicial utilizada foi c(z,0) = z(1 — z).
As condigdes de contorno utilizadas foram 7°(0,¢) = 7'(1,t) = 310 + 0.1t K.

O meétodo utilizado para os testes foi (3.12), com tempo final de simulagao Ty = 1,
tamanho de passo temporal h; = 107> e tamanho de passo espacial h = 1072. Além disso,

consideramos A = —.
Ps . : N :
Para os testes a seguir realizamos uma variacao do parametro Dy a fim de analisar as
diferencas nos resultados quando se altera o peso do fluxo Fickiano em comparagao com

o fluxo nao-Fickiano.
A figura (4.24) apresenta a temperatura utilizada para todos os testes desta subsegao.

A concentracao apresentada nao difere significativamente da condicao inicial para o tempo
final utilizado.
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Figura 4.24: Temperatura e concentracao.

As figuras (4.25), (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29) apresentam um zoom da concentra¢ao
variando-se o parametro Dy. Foram realizados testes comparando os métodos (3.12) e
(3.10), (3.11), ou seja, considerando o problema com acréscimo do fluxo ndo-Fickiano e
o problema com apenas o fluxo Fickiano, respectivamente, e para ambos os casos consi-
deramos testes com a evolucao da temperatura e sem evolucao da temperatura. Para os
testes com evolucao da temperatura considerou-se a temperatura apresentada na figura

(4.24) a esquerda, enquanto que, para os testes sem evolu¢do da temperatura consideramos
T =310 K.
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/\—t=0
—1t=0.51~
t=1
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O ) /\
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0.24994 0.24994
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X X
(a) (3.12) com evolugao de T. (b) (3.12) sem evolucao de T.
0.25 0.25
0.24998 0.24998
o o
0.24996 0.24996
0.24994 0.24994
0499 04995 05 05005 0.501 0499 04995 0.5 05005 0.501
X X

(¢) (3.10), (3.11) com evolugao de T. (d) (3.10), (3.11) sem evolucao de T.

Figura 4.25: Zoom da concentragao com Dy = 107* em?/s.
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Figura 4.26: Zoom da concentragao com Dy = 107° cm?/s.
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(c) (3.10), (3.11) com evolugao de T. (d) (3.10), (3.11) sem evolugao de T.

Figura 4.27: Zoom da concentracao com Dy = 107 ¢m?/s.
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Figura 4.28: Zoom da concentragao com Dy = 1072 cm?/s.
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Figura 4.29: Zoom da concentracao com Dy = 107 ¢m?/s.
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A redugao do valor do coeficiente Dy foi realizada na tentativa de equilibrar os termos
Fickiano e nao-Fickiano a fim de verificar os efeitos do acréscimo do fluxo nao-Fickiano.
Porém, verificamos para este teste que a concentracao considerando o fluxo nao-Fickiano
nao difere da concentragao quando nao se considera o fluxo nao-Fickiano. Isto ocorre
devido a diferenca na ordem de magnitude das componentes Fickiana e nao-Fickiana.
Para o caso em que Dy = 107* em?/s, temos que a componente Fickiana tem valor
minimo de 2.3954 x 10~° e valor maximo de 2.3965 x 107%, enquanto que a componente
nao-Fickiana tem valor minimo de 1.888 x 1074 e valor méaximo de 7.8203 x 1073,

Nas figuras (4.30), (4.31), (4.32), (4.33) e (4.34) apresentamos a massa liberada refe-
rente as concentracoes obtidas.
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Figura 4.30: Massa liberada para Dy = 10™* em?/s. A figura a direita ¢ um zoom da
esquerda.
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Figura 4.31: Massa liberada para Dy = 107° em?/s. A figura a direita ¢ um zoom da,
esquerda.

Podemos verificar nas figuras (4.33), (A.13), (A.14) e (4.34) que, para Dy < 107" em?/s,
os resultados tornam-se inconsistentes com os anteriores pois o coeficiente de difusao ja
estd muito pequeno.
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Figura 4.32: Massa liberada para Dy = 107'" em?/s. A figura a direita é um zoom da,

esquerda.
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Figura 4.33: Massa liberada para Dy = 107'? ¢m?/s. A figura a direita ¢ um zoom da

esquerda.
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Figura 4.34: Massa liberada para Dy = 10715 ¢m?/s. A figura a direita ¢ um zoom da

esquerda.

Resultados adicionais para a concentragao e massa liberada com Dy dentro do intervalo
[10715,107%] estao apresentados no apéndice A.

Considerando a figura (4.34), ndo ha evolucio da concentragio. E possivel verificar
que isso ocorre devido a erros de arredondamento.

Analisando os termos de (3.12) e (77?), verificamos que, para Dy = 107! ¢m?/s temos
que A" ~ 1071 pois para o termo Fickiano temos D = 1071% ¢m?/s e para o termo

nao-Fickiano temos D, (Ey + E1) (pfsc)g ~ 107°. Considerando m;;, temos que 1/h; =

10° e (A77' 4+ ALY)/h? &~ 10712, 0 que nos d4, entre esses termos, uma diferenca de
17 casas decimais. Como os testes foram realizados em MATLAB que tem epsilon da
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maquina 2.2204 x 10716, podemos concluir que o fluxo Fickiano e o fluxo nao-Fickiano
estao sendo considerados durante os calculos como 0. Da mesma forma, os resultados
apresentados nas figuras (4.33), (A.13) e (A.14) estao afetados significativamente pelos
erros de arredondamento.

Em busca de uma solugao para este problema, caso seja considerado um coeficiente
de difusao tao pequeno, poderiamos considerar reduzir o tamanho do passo h e aumentar
o tamanho do passo h;, porém, para obtermos uma diferenca significativa a ponto de ser
possivel observar os efeitos do fluxo nao-Fickiano, precisariamos tomar h < 1071, Como
¢ necessario armazenar todos os valores para a concentragao devido a integral em (2.17),
supondo h; = 107! seria necessario armazenarmos uma matriz de dimensdes 10 x 10!
para calcularmos a concentracao até o tempo t = 1, o que é inviavel.

Foram realizados testes adicionais onde consideramos comparar os resultados com a
concentracao obtida sem a influéncia da temperatura. Neste caso, a equacao utilizada é

%_f +V((T)C) =V - <<D(C’) —D,(C) (2 E) A) VC + D,(C) (i Eie™ % + Eo) AVC(0)+

=1

m E t s—t
D,(C — 7 A\VC(s)ds |,
+ ();Tz/oe V(s)s)
(4.4)
onde
C
D(C) = Dy exp (_ﬁ (1_ )>a
Ceq
e
D,(C)=KC,
com a condutividade hidraulica dada por
_ ria’
4G (1 — o)*’

Os parametros utilizados para este teste foram: v(T) = 0, Dy = D, = 107* cm?/s,
E,/R =443 x 10> K, G = Q = 0, Dy = 1077 em?/s, f = 2.5, u = 1 x 10° Pas,
Fy = 1 x 10 Pas, B, = 9 x 10® Pas, py = 225 x 10* Pas, L = 1 ecm, Ry = 2L,
rp=2x10" em, G =5 A=5x 10" . Tj = 10° .

A concentragao inicial foi ¢(z,0) = z(1—x) g/cm3. As condigoes de contorno utilizadas
foram T'(0,t) = T'(1,t) = 300 4+ 0.1t K.

Tomando h; = 107! e h = 0.0125 para considerarmos o intervalo de tempo t =
[0,1000], obtemos os resultados apresentados nas figuras (4.35), (4.36), (4.37) e (4.38).



4. Resultados Numéricos

o7

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05¢

0 0.2 0.4

X

0.6

0.8

0.25

0.2

0.15

0.17¢

0.05¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 4.35: Concentracao com dependéncia da temperatura apresentada em diferentes
tempos. A esquerda foi considerado acréscimo de fluxo nao-Fickiano, a direita foi consi-
derado apenas fluxo Fickiano.
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Figura 4.36: Concentracao para diferentes tempos e temperatura fixa. A esquerda foi
considerado acréscimo de fluxo nao-Fickiano, a direita foi considerado apenas fluxo Fic-
kiano.
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Figura 4.37: Concentracao para diferentes tempos obtida sem influéncia da temperatura.
A esquerda foi considerado acréscimo de fluxo ndo-Fickiano, a direita foi considerado
apenas fluxo Fickiano.
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Figura 4.38: Massa liberada relativa as concentracoes apresentadas nas figuras (4.35),
(4.36) e (4.37).

Nas figuras (4.35), (4.36) e (4.37), verificamos que o aumento da temperatura contribui
com a difusao da concentracao, também ¢ possivel dispersao no caso onde foi desconside-
rado o efeito da temperatura na difusao da concentracao.

A figura (4.38) apresenta um comparativo das massas liberadas para os casos testados.
As curvas pontilhadas indicam os casos onde foi considerado existéncia de fluxo nao-
Fickiano, enquanto para as curvas tracejadas consideramos fluxo puramente Fickiano.
Verificamos que para os 3 casos, com evolucao da temperatura indicado pelas curvas azul
escuro e amarelo, com temperatura fixa indicado pelas curvas vermelha e roxa, e sem
influéncia da temperatura indicado pelas curvas verde e azul claro, nao temos diferenca
para a massa liberada ao considerar a existéncia de fluxo nao-Fickiano e considerar fluxo
puramente Fickiano. Verificamos ainda que o caso com maior massa liberada foi ao
considerarmos a evolucao da temperatura, seguido pelo caso com temperatura fixa e, por
ultimo, o caso sem influéncia da temperatura.



CAPITULO

5

Modelos matematicos em forma
adimensional

Como foi mostrado na secao 4.2.4, mesmo reduzindo o peso dos termos Fickianos a
fim de equilibrar a parte Fickiana com a parte nao-Fickiana da equacao, nao foi possivel
observar diferencas nos resultados. Vale mencionar que existe um limite em que podemos
reduzir o peso dos termos Fickianos, pois estes nao podem ficar menores que os termos
nao-Fickianos a fim de que se mantenha o sentido fisico do problema.

Com estas consideracoes, optamos por estudar a adimensionalizacao das equagoes a
fim de entender melhor a influéncia dos parametros e solucionar os problemas encontrados
sobre os mesmos, dessa forma, esperamos também obter uma melhor visualizacao sobre
a solugao de uma forma geral.

Para o problema de absor¢ao controlada de farmacos, foi tomado como referéncia para
a adimensionalizagao o artigo [4] e posteriormente considerada uma adimensionalizagao
diferente. Enquanto para o problema de liberacao de farmacos aprimorada nao foram
encontradas referéncias para a forma em que é feita a adimensionalizacao.

5.1 Absorcao controlada de farmacos

Consideramos o problema de absorcao controlada de farmacos conforme apresentado
nas secoes 2.1 e 4.1, onde temos as seguintes unidades de medida para os parametros
dimensionais

p=I[Pas], B =[Pd,  p=I[Pas], /Jssl%}a rp=[m],  G=][1],
vt (1)) [
D)= ko= 4(:,?105j a? {ijs%} - [TZ;%] = s

29
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Observando a equacao (2.4), temos que

- ()

ot s.m3

logo, devemos ter que

V- (D(C)VC) = [ kg } e V. (D,(C)Vo)= [ kg ]

s.m3 s.m3

Assim, conferimos as dimensoes

v v (] v []) - (7] [l - w () - ]

e, para a parte nao-Fickiana

oty = [ (3o 7 8 O gan— - [ (Soipat s 1) [ o= - [ [} o

=1

o= [ |2 as=ppa - [ 2],
logo,

o= (4o [25]) - (o []) - 28] -2

Consideramos em um primeiro momento a adimensionalizagao feita por [4], onde sdo
definidos os seguintes parametros

SCap DAY +_ tDe S<mT> +_ O % _
v _:Uf_[m}_[l]’ b= xi m? =[], ¢ G |1 = [,
kg +

Ps m3 C

Pj:Cm: Zgg]:[l], f+(0+):pj—0+_”’
m3s 2

+OoH — _8(1 — ) — +(OH) — ke | mesT| | L
DHC) =exp (<8 (1=C1) = 1), DHCY) = 5C [m_] =) -15].

D, é um nimero adimensional obtido na tentativa de obter-se o nimero de Deborah. O
nimero de Deborah representa a relacao do tempo de relaxacao e do tempo de simulacao.
Através do nimero de Deborah pode-se caracterizar o quanto um material pode ter um
carater mais de fluido do que de sélido.

Tomando a equacao da concentracao

oC

v, _ ol P
5 =V ((D(C) D,(C) (Z E) e 0)2> vC
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vamos escreve-la na forma adimensional

+0. m .y
oc 20m1 =V D6QD+(C+) - DEinnD;r(CJr) E; P Cin 5 vVCte,,
eyl =) (01 Cin — CFCi)

m t (T ttad qu) +C. + )
+DegCin D, (C) Z / R A A UL T

=1

| + < N
N Cmé)eq oC —-V. D+<c+) o DJ(C+) Ez P—52 VCJrCinDeq
If 8t+ i=0 ( g - C+)

a to(tedod)  pry ot
+DegCin D, (C) Z N ALMUNFN
Pt (p3 — C*(r))
fazendo D 0D
7“+ — Tx;q d?‘+ rx2 eq
f f
tD,, tTaz} D,
r=0=r"=0 e r=t=rt=—"—= f L=t
Ty D, Ty
obtemos
1 oC* “ pT
=V DY (CT) =D CT E; 2 vVCT
i = (zren - (§5) )
m p (egoe el
Dapon 3 [ I e,
Ly i=1 De Jo (pj - O+(T+>>

pelos gradientes segue

m

aC+ 2
= 5=V <(D+(C+) — D (C) (Z E) w) \Yo

+
i=0 Ps

m E tt ﬂ +VC+( +)
Dy(CﬁL)ZHZ/O e De Ps L dr™

=1 ¢

e, portanto, obtemos a equacao

oC™" (O +(r+ +
==V ((D (CT) = D (C) ZE p;—m) vC

—t+ R (5.2)
2D, / ot P

Em vista que nem todos os termos nao-Fickianos de (5.2) aparecem explicitamente
como sendo adimensionais e dependentes de D,, consideramos modificar a forma em que
é feita a adimensionalizacao para que seja possivel relacionar os termos nao-Fickianos
explicitamente com D,.
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Dessa forma, definimos os seguintes parametros adimensionais

m? kg
T _[m +_ bDeg _ S<S> _ O _w|
el i R Ul bl B U Bl b U
k +

+_Ps w3 _ ++:C _ +_rr_[m_
i o e O A e A =] =,
n L Pa.s " Lbi Pa.s

- M —n =t -,
N e PGS} e ires [Pa-S] 1)
DY (CH) =exp(-B(1-CT)) =[], DJ(CT)=K"C*=[],
D_Tz'Deq

e fo

Tomando a equagao da concentragao (2.9), vamos escreve-la na forma adimensional

+ 2 m + D +.
0CCn g, ((Deqw(c*) - gD () (Z r eq) pCe )vc+cm
=0

at—i_ﬂfch;]l Href Deifo (p;—C’zn - C+Cin)2
-+
2 m  HiHreDeq (r—tte30ed) o+ VOt 4
+ i Canr—/i_(C—i_) Z ok / ¢ g ¢ (T)Czn dr )
0
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obtendo a equacao na forma adimensional

o0+ m wit ot
— . DY (CH = DY (CT v s +
= =V (( (CT) = Df(C )(;De) (p;—m)?) vC
(rt — t+) (5.3)
mo+ ottt ——— gt
+D;(CH) Y / R
De™ Jo (bt = C*(rt))

i=1 ¢

5.1.1 Resultados

Consideramos um problema similar ao apresentado na secao 4.1, onde utilizamos os
parametros

L=1x10"m, D, =374 x 107" m*/s, B=0.5, p=1x 10° Pas, E; =1 x 10* Pa,
Ey =9 x 10° Pas, py = 225 x 10* Pas, p, = 1000 kg/m®, C., = 350 kg/m?*, Cy = 20 kg/m?
G=5,r;=2x10"" m, T; = 200.

Para a adimensionalizagao consideramos os valores de referéncia x; = 0.001 m, Cj, =
350 kg/m? e pep = 225 x 10* Pas, obtendo os seguintes valores adimensionais:

L* =1, p* = 0.0444, pf =1, pf =2.8571, Cpy =1, Co = 0.0571, r; =2 x 1075, T} = 0.748,

Obtemos os resultados apresentados nas figuras (5.1), (5.2), (5.3), (5.4), (5.5) e (5.6)
utilizando a versao para adimensionalizacao seguindo as referéncias. Para as figuras (5.8),
(5.9), (5.10) e (5.11) foi utilizada a versdo de adimensionaliza¢do modificada. Para as
figuras (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4), as curvas em azul referem-se aos resultados obtidos
sem acréscimo dos termos nao-Fickianos, enquanto as cruvas em vermelho referem-se aos
resultados obtidos com acréscimo da parte nao-Fickiana. Para as figuras (5.5) e (5.6) as
diferentes curvas correspondem a resultados obtidos ao considerar diferentes valores para
D, através da variacao de E;. Para os resultados obtidos foi utilizado h; = 3.74 x 107> e
h = 0.01.
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— ——Fluxo total Fick —
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[T w

0.1 0.3819939528408 |——Fluxo total Fick

—Fluxo total Fick+nFick
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.7479999999985 0.748

t t

Figura 5.1: Comparacao do Fluxo em z+ = 0.5 para resultados sem e com termos nao-
Fickianos para D, = 93.5. A figura a direita é um zoom da esquerda.
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Figura 5.2: Comparacao da massa absorvida ao longo do tempo para resultados sem e
com termos nao-Fickianos para D, = 93.5. A figura a direita ¢ um zoom da esquerda.
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Figura 5.3: Comparacao do Fluxo em z* = 0.5 para resultados sem e com termos nao-
Fickianos para D, = 9.35 x 107, A figura a direita é um zoom da esquerda.
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Figura 5.4: Comparagao da massa absorvida ao longo do tempo para resultados sem e com
termos nao-Fickianos para D, = 9.35 x 107%. A figura & direita ¢ um zoom da esquerda.

Observamos através das figuras (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4) que ao utilizar um ntimero D,
maior, obtemos um resultado mais proximo ao do caso somente com termos Fickianos, ou
seja, temos menor contribuicao nao-Fickiana. O que corresponde ao obtido na equacao
(5.2), pois temos os termos nao-Fickianos multiplicados por E; e divididos por D,.. Dessa
forma, reduzir D, ou aumentar F; corresponde a aumentar a contribuicao dos termos
nao-Fickianos, além disso, para obter D, pequeno, considerando p constante, tomamos
E; grande.
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Figura 5.5: Comparac¢ao do Fluxo em % = 0.5 ao longo do tempo para diferentes D,. A
figura a direita ¢ um zoom da esquerda.
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Figura 5.6: Comparacao da massa absorvida ao longo do tempo para diferentes D.. A

figura a direita é um zoom da esquerda.

As figuras (5.5) e (5.6) indicam pouca diferencga nos resultados para D, no intervalo
considerado, onde reduzir D, faz com que tenhamos menor fluxo e massa absorvida.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 5.7: As figuras apresentam a concentracdo em diferentes tempos. A figura a es-
querda consideramos apenas o fluxo Fickiano, enquanto a direita consideramos a existéncia
de fluxos Fickiano e nio-Fickiano para D, = 5 x 1072

Para as figuras (5.8) e (5.9) , as curvas pontilhadas em amarelo coincidem com as
curvas em vermelho e indicam resultados obtidos ao considerar em (5.3) o termo com a
integral nulo, ou seja, consideramos

oCT
ot

— it Py
=V ([ D*(Ch) - Df(CT) ;Dei Ty Vet].  (5.4)
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Figura 5.8: Comparacao do Fluxo em z* = 0.5 para resultados sem e com termos nao-
Fickianos para D, = 5 x 1072, A figura a direita é um zoom da esquerda.
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Figura 5.9: Comparacao da massa absorvida ao longo do tempo para resultados sem e
com termos nao-Fickianos para D, = 5 x 10712, A figura & direita é¢ um zoom da esquerda.

Os resultados apresentados nas figuras (5.7), (5.8) e (5.9) sdo os que apresentam o
menor valor para D, utilizado que satisfaz as condicoes de estabilidade do problema.
Para outros valores de D, menores testados, obtemos que a parte nao-Fickiana é maior
que a parte Fickiana perdendo assim o sentido fisico do problema.

Segundo os resultados obtidos, o termo contendo a integral na parte nao-Fickiana nao
tem influéncia sobre os resultados para o problema em questao, além de ser o termo que
ocasiona maior custo computacional devido a necessidade de guardar e reutilizar todos
os valores obtidos desde o tempo inicial de simulagao, considerando o esquema adotado
para resolver a equacao da concentragao.
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Figura 5.10: A esquerda temos a concentra¢ao considerando apenas o fluxo Fickiano. A
direita temos a concentragao considerando os fluxos Fickiano e nao-Fickiano para D, =
1 x 107" e sem condicdo de estabilidade satisfeita, para o caso particular dos parametros

considerados.
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Figura 5.11: A esquerda temos o fluxo e a direita temos a massa absorvida correspondentes
as concentragoes dadas na figura (5.10) onde ocorre instabilidade.

As figuras (5.10) e (5.11) apresentam um exemplo para o qual o nimero D, utilizado
faz com que os termos nao-Fickianos ultrapassem os termos Fickianos em certas partes do
dominio na simulacao ocasionando na perda de estabilidade do processo. Esta condicao
de estabilidade é satisfeita quando temos

D., — (Eo + E1) max |D,(C)|f'(C) > 0.

Verificamos assim com a adimensionalizacao do problema considerado que a influéncia
do fluxo nao-Fickiano sobre o processo esti associada ao numero D,. Para os casos
considerados, observamos ainda que parte dos termos nao-Fickianos da equagao (5.3) ndo
tiveram peso sobre os resultados obtidos.

5.2 Liberacao de farmacos aprimorada

Consideramos o problema de liberacao aprimorada de farmacos conforme apresentado
nas secoes 2.2 e 4.2.
Temos os seguintes parametros e medidas

e=lem), =1, c=[%4] a=[L]
A_[C%, rp = lem), DO_[ch? : %:[K],

T=[K|], Du(T)= [C—ﬂj} . b= [s—m . o(T) =0T = [%} ,
n=lol BlEml mel ) e,
.=

Seguindo o mesmo procedimento para a adimensionalizacao do caso de absorcao con-
trolada de farmacos, consideramos uma adimensionalizacao com base na referéncia [4].
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Assim, definimos

2
s g
x .Tf cm [ ]7 w} Cm2 [ ]7 Czn 6713 [ ]’
o fas| gy o= |2 L] EERE L
= = _— = = in = _— = s T = — = _— = s
Ps Cin s ’ cm? 2 ! Ty cm
g g
+ H s.cm + Hi s.cm
Iu —= —= _— = 1 s ,U/’L —= —_= [—1 —= 1 s
Horef |:sgm:| [ ] Href s.gm [ ]
T K T,z cm Kem
TH=—=|=| =1 bt = b= — —1
Tin M o D, LK%] -
E4
T =TT =1 Eart = =11
v (T) 1, Bar® = = U,
Ear" KC*
+(T+Y — +(H) — _
D) = (5 ) =, pren =T~
D
D, =2 =1
Ty
Para a equacdo da temperatura (2.14), temos
oT+T; 1 1 T;
— " _ = _V.|(DyD} (TT) —=VT"T,, Gt (T+ .
ottaiDy' ag ( oDz (T7) Ty ) +G(T) 23Dy
or+ T, DoTin T;
I o DTy (b (1) 9Tty + 0 (1)
=0 f f=0
obtendo, a equacao adimensional
or+ + (Tt + + (7t
8t—+:V-(DT(T)VT)+G (7). (5.5)

Tomando agora a equacdo da concentragao (2.17), vamos escreve-la na forma adimen-
sional
oC*C; 1 1
————" = —V | DyDY(TT)—VCTCy,
ottxziDyt xy ( oD ):)sf *

m +
+ DyCi,, D (CF) (ZE) AR Voo

i=0 Cin
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“ T A1
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i1 Cin g
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obtendo

aC+
o =V ((D+(T+) + DF(CH) (ZE) )ﬁ) vCH+
— D (CH) (ZE@ Do +E0) ATV (0)+ (5.6)
=1
m E ¢+
_DHCt il
PHCN Y 4 |

Novamente, a fim de explicitar a relagdo entre o nimero D, e os termos nao-Fickianos,
consideramos uma nova adimensionalizacao. Para isso, definimos

st—et
De )\+VC+(S+)CZS+> .

s (e g
+:£:|:@:|:1 t+:tD0: <S) :1 C+:£: cm? :1
o z;  Llem 1, % cm? 1, Cin L 1.
o N 1 R i N . L )
Ps Czn cgbg ) n cm3 cm3 ) f "y com )
g g
/'L S.cm ﬂl S.cm
M+=Mf:{7}:[1]7 M:MleT}:[l},
T K Tinx cm Kem
En |:K:| [ ] ) D() S.K % [ ] ’
E4
+ T+ — b+T+ =N E +
v ( ) [ ]7 AR Rﬂn’
Ear™
DI =exp (- ) <[ DICY = KFCT =1
7 Do
D, = .
[Bf2
Para a equacdo da temperatura, obtemos novamente (5.5).
Para a equacao da concentracao, temos
oC*Cy, 1 1
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9C* CinDy  DoCp ,Uz
= Y Ifc — > V~<(D+(T+ C+ (Z VOt+

Ty
_ D (CH) (Z i) ATVCT(0)+
ot
De )\+VC+(S+)dS+),

+
ppen Yot [

N oC+ _v. D+(T+) + D+(C+) zm:ﬂ ATl vot+
ot+ v D,

1=0

obtendo

D (C*) (Zm: ‘g 5) ATVCT(0)+ (5.7)

—1 e

—DF(CH) Z / BNV O () d +),

5.2.1 Resultados

Consideramos o problema com parametros:

Dy =10"" em?/s, p=1x10° g/(em.s), E,/R = 4.43 x 107,
py = 225 x 10° g/(em.s), ps =1 g/em?, Coy =0 g/em?,
G=51r;=2x10"em, G=Q =0, v(T)=0, A\=1/p,.

A concentragao inicial utilizada foi ¢(x,0) = z(1—=x), z € (0,1). As condic¢des de contorno
utilizadas foram 7°(0,¢) = T'(1,¢) = 300 + 0.1t K.

Para a adimensionalizacao consideramos os valores de referéncia xy = 1 em, Cj, =
0.25 g/em?, prep = 225 x 10° g/(cm.s), Dy = 1 x 107* ¢em?/s e T;,, = 310K. obtendo os
seguintes valores adimensionais:

Df =107% put =0.0444, E}, = 1.429,

Mil— =1, Pj =4,
rf=2x10"", A* =0.25,

Dy foi escolhido a fim de considerar teste semelhante ao apresentado na secao 4.2.4.

A versao de adimensionalizacao utilizada para os resultados apresentados a seguir é a
versao com modificacao com foco na relacao do ntimero de D, com termos nao-Fickianos,
pois nesta versao conseguimos melhor controlar qual namero de D, utilizar, observando
que nao ha diferenca para os resultados entre as versoes ao utilizar os mesmos parametros
adimensionais.

O foi utilizado D, = 10~ que corresponde ao menor valor testado que satisfaz as
condicoes de estabilidade do problema, como explicado para os testes do caso de adimen-
sionalizacao para o problema de absorcao controlada. Para nimeros D, iguais ou menores
que 107'° temos a quebra deste critério. As figuras (5.12), (5.13) e (5.14) apresentam os
resultados obtidos para h = 1.25 x 1072 e hy; = 1075,
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Figura 5.12: Temperatura para diferentes tempos.
no dominio em determinado tempo t.

Cada curva representa a temperatura
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Figura 5.13: As figuras apresentam a concentracao em diferentes tempos. A figura a
esquerda consideramos apenas o fluxo Fickiano, enquanto a direita consideramos a exis-
téncia de fluxos Fickiano e nao-Fickiano.
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Figura 5.14: Comparacao da massa absorvida ao longo do tempo. A curva azul indica a
massa liberada considerando a existéncia de fluxo nao-Fickiano enquanto a curva vermelha
refere-se a massa liberada considerando-se apenas o fluxo Fickiano. A figura a direita é
um zoom da esquerda.
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Observando as figuras (5.12), (5.13) e (5.14), verificamos pouca influéncia dos termos
nao-Fickianos sobre a solu¢ao no tempo de simulagao considerado. Assim como foi definido
na secao 2.2, observamos um aumento na massa liberada ao considerarmos a existéncia
de um fluxo nao-Fickiano.

Porém, analisando a forma em que fizemos a adimensionalizacao, mais especificamente
como foi definido ¢*, verificamos a possibilidade de aumentar o tempo final de simulacao
ao aumentarmos o valor do coeficiente de difusao Dy. Dessa forma, esperamos acelerar o
processo e conseguir melhor observar os efeitos do fluxo nao-Fickiano.

As figuras (5.15) e (5.16), apresentam os resultados obtidos ao tomarmos D, =
0.02 em?/s como valor de referéncia para a adimensionalizacio e considerando h =
1.25x 1072 e hy =2 x 1074,

Realizamos ainda um teste considerando a integral em (5.7) nula, obtendo
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Figura 5.15: As figuras apresentam a concentracao em diferentes tempos. A figura a
esquerda consideramos apenas o fluxo Fickiano, enquanto a direita consideramos a exis-
téncia de fluxos Fickiano e nao-Fickiano.
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Figura 5.16: Comparacao da massa absorvida ao longo do tempo. A curva vermelha foi
considerado apenas o fluxo Fickiano, para a curva azul foi considerado a existéncia de
fluxo ndo-Fickiano, para a curva amarela consideramos a equacao (5.8). A figura a direita
é um zoom da esquerda.
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Confirmamos com o resultado apresentado na figura (5.16) que mesmo com o processo
ja4 avancado a ponto de quase toda a concentracao ter se esgotado, a maior diferenca
entre a massa liberada para o caso puramente Fickiano e para o caso Fickiano com nao-
Fickiano em toda a simulacdo é de 0.0011, ou seja, aproximadamente 0,1% da massa
liberada total. De fato, no estado estacionario nao temos difusao do tipo 2, ou seja, nao-
Fickiana. Verificamos ainda que o termo da integral em (5.7) nao teve efeito sobre os
resultados para o presente caso.






CAPITULO

Conclusao

Durante este trabalho, verificamos o processo de construcao do modelo matematico e
do método numérico para o problema de absorcao de fluido por uma matriz polimérica
vazia seguindo o trabalho de [9] e em sequéncia para o problema de aumento da liberagao
de medicamento pela temperatura seguindo o trabalho [5].

Comparamos nossos resultados com os apresentados por [9] e por [5] como processo de
verificacao. Para isso utilizamos parametros proximos aqueles utilizados nas referéncias e
obtivemos resultados com perfil semelhante.

O coeficiente de difusidade viscosa escolhido para o modelo de absorcao foi o que mais
se aproximou dos resultados comparados. Os resultados obtidos para o coeficiente com
base na equacao de Hagen-Poiseuille nao gerou resultados satisfatorios quando comparado
com as referéncias e, portanto, nao foram incluidos entre os resultados apresentados.

Verificamos que o fluxo nao-Fickiano tem pouca influéncia no fluxo total considerando
a diferenga na ordem de grandeza do fluxo Fickiano com o fluxo nao-Fickiano para os
parametros utilizados. Foi possivel verificar que o modelo de absorcao de fluido por um
polimero segue o comportamento do processo fisico, no sentido de que o fluxo nao-Fickiano
atuou como uma barreira ao processo de difusao.

Quando consideramos adicionar um fluxo nao-Fickiano ao modelo de aumento de li-
beragao de medicamento pela temperatura, nao foi possivel verificar a influéncia do fluxo
nao-Fickiano devido a diferenca na ordem de magnitude do fluxo Fickiano para o fluxo
nao-Fickiano. Tal resultado condiz com a observacao de [4] em que o fluxo Fickiano é
suficientemente preciso para representar o transporte quando a taxa de difusao do pene-
trante ¢ muito menor ou maior que a taxa de relaxacao do sistema polimero-solvente. Na
tentativa de observar a influéncia do fluxo nao-Fickiano, reduzimos o coeficiente de difu-
sao a fim de equilibrar o fluxo Fickiano com o nao-Fickiano. Porém, devido as limitacoes
computacionais quanto ao epsilon da maquina, como ja demonstrado na se¢ao correspon-
dente, nao foi possivel continuar com os testes. Caso fosse possivel realizar os testes com
0s parametros necessarios, ainda assim seria questionavel utilizar tais parametros devido
ao tempo de processamento muito longo decorrente da integral presente em (2.17), sendo
que esta é responsavel pela maior parte do custo computacional ao utilizar o método.
Como testes adicionais, ao considerarmos um tempo de simulacao maior, foi necessério
aumentar o tamanho do passo temporal. Porém, mesmo para estes testes nao observamos
influéncia do fluxo nao-Fickiano, o que corresponde a expectativa de que no estado esta-
cionario nao temos difusao do tipo 2. A formulacao com base em Darcy corresponde a
uma menor oposicao do polimero ao fluxo, enquanto para a formulacao Hagen-Poiseuille
temos maior oposi¢ao e, portanto, maior contribuicao nao-Fickiana, sendo uma possivel
alternativa para melhor visualizacao da difusao tipo 2.
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6. Conclusao 76

Seguindo o método numérico dado em [5] para o problema de aumento de liberagao
medicamento, realizamos testes numeéricos para verificar a ordem de convergéncia do mé-
todo. Obtemos que a ordem do método ¢ 1 quando utilizamos upwind de primeira ordem e
que a ordem do método ¢ 2 quando se utiliza diferencas centradas. Porém, ao refinar mais
a malha, perdemos na ordem do método com diferencas centradas devido as restricoes
observadas quanto a h; e h.

Ao realizarmos a adimensionalizacao do problema observamos tanto para os problemas
considerados de absorcao controlada, quanto para o de liberagao aprimorada, que mesmo
considerando o processo em um estagio mais avancado, hd a necessidade de considerar
um nimero D, muito pequeno de forma a possibilitar a visualizacao da influéncia do
fluxo nao-Fickiano sobre os resultados, e tao pequeno a ponto de aproximar-se de quebrar
o critério de estabilidade dos problemas quase perdendo significado fisico. Verificamos
ainda, para estes casos, que o termo da integral, proveniente da equacao do estresse, nao
teve influéncia sobre os resultados. Sendo que este termo é o de maior impacto sobre o
custo computacional do método.

Como sequéncia de estudos futuros consideramos utilizar métodos de maior ordem
para aproximar os termos de adveccdao a fim de comparar os resultados e a ordem de
convergéncia obtida com os métodos utilizados, dentre os métodos considerados estao os
upwind de alta ordem. Consideramos também utilizar uma discretizagao nao uniforme no
lugar da discretizacao com pontos uniformemente espacados considerada até o momento.
Outro trabalho futuro considerado é a expansao dos casos apresentados para o caso 2D e
3D, com o intuito de estudar casos que modelem de forma mais completa o conjunto de
processos relacionados ao problema.
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APENDICE

A

A.1 Desenvolvimento das expressoes para taxa de con-
vergéncia

Calculando as derivadas parciais para (4.3) obtemos,

oTr
i —Dpe Pt sin ()
or
i e Prir cos (),
0*T
o —e Prix?sin (1)
0
8_; = —e 'sin (27z),
0
8—; = 2me " cos (27z)
82
a—; = —4n%e'sin (27z)
ov
= —p
or 7
E, )
oD E. \"RT
~Z_D
or ~ °RT?" ’
oD, _
or
Substituindo os termos conhecidos em (4.1) ficamos com
—Dre P sin (rx) = —Dp(T)e” Prin? sin (nx) + fi,

obtendo f;
fi=(7* — 1) Dre P sin (nz) .

Substituindo os termos conhecidos em (4.2) ficamos com

— e 'sin (27w) + be PTiw cos (mx) ¢ + bT2me " cos (2mx) =
Eq

. T) (—47%e " sin (272)) + fo,

oy

E,
i) [
Dy 772° RT ) o=Drtr cos (mz) 2me " cos (2mx) + Doe
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obtendo f5
E,
_ 2 "RT ~Drt —t
= fo=| 47" Doe — 1+ be "' cos (mx) | e "sin (27x) +

Eq

RT27T2€ RT ] o=Drte=t oo (mx) cos (2mx) .

+ 2bT'me ™" cos (2m) — 2Dy

A.2 Resultados adicionais: teste com acréscimo do termo
nao-Fickiano

A seguir apresentamos alguns dos resultados obtidos para os testes numéricos realiza-
dos na subsecao 4.2.4.

As figuras (A.2), (A.3), (A.4), (A.5), (A.6) e (A.7) apresentam resultados para a
concentragao obtida
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Figura A.1: Zoom da concentragao com Dy = 107¢ em?/s.
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Figura A.2: Zoom da concentragio com Dy = 1077 cm?/s.
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Figura A.3: Zoom da concentragao com Dy = 1078 em?/s.
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Figura A.4: Zoom da concentragao com Dy = 1072 cm?/s.
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Figura A.5: Zoom da concentragiao com Dy = 1071 em?/s.
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(c) (3.10), (3.11) com evolugao de T. (d) (3.10), (3.11) sem evolucgéo de T.

Figura A.6: Zoom da concentragao com Dy = 10713 em?/s.
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Figura A.7: Zoom da concentragao com Dy = 107! em?/s.
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As figuras (A.8), (A.9), (A.10), (A.11), (A.12), (A.13) e (A.14) apresentam resultados
para a massa liberada correspondente.
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Figura A.8: Massa liberada para Dy = 107% ¢m?/s. A figura a direita ¢ um zoom da

esquerda.
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Figura A.9: Massa liberada para Dy = 1077 ¢m?/s. A figura a direita ¢ um zoom da

esquerda.
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Figura A.10: Massa liberada para Dy = 1078 e¢m?/s. A figura a direita ¢ um zoom da

esquerda.
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Figura A.11: Massa liberada para Dy = 1072 ¢m?/s. A figura a direita ¢ um zoom da,

esquerda.
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Figura A.12: Massa liberada para Dy = 10719 ¢m?/s. A figura a direita é um zoom da

esquerda.
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Figura A.13: Massa liberada para Dy = 10713 c¢m?/s. A figura a direita é um zoom da

esquerda.
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Figura A.14: Massa liberada para Dy = 107'* ¢m?/s. A figura a direita é um zoom da

esquerda.



