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Resumo

Uma transi¢ao de integrabilidade para nao integrabilidade em um conjunto
de mapeamentos discretos bidimensionais e que exibem espacos de fase misto é
caracterizada neste trabalho. Os espacos de fase dos mapeamentos apresentam
um extenso mar de caos que envolve um conjunto de ilhas de estabilidade e é
limitado por um conjunto de curvas invariantes do tipo spanning. A descricao da
transicao de integrabilidade para nao integrabilidade ¢é feita utilizando fungoes
de escala para as quantidades médias no espago de fases ao longo do mar de
caos. Expoentes de Lyapunov foram utilizados para a caracterizagao das érbitas
caoticas. Os expoentes criticos sao obtidos por simulagoes numéricas de larga
escala. Uma conexao com o mapa padrao é estabelecida como uma aproximacgao
analitica dos expoentes criticos. Apds reescalas apropriadas nos eixos do desvio
da agao média, invariancias de escala sao observadas.

Palavras-chave: sistemas dinamicos, caos, funcoes de escala, expoentes criticos.
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Abstract

A transition from integrability to non-integrability in a set of two-dimensional,
nonlinear and area preserving mappings that exhibit mixed phase space is charac-
terized in this work. The phase space of the mappings present an extense chaotic
sea surrounding a set of establity islands and is limited by a set of invariant
spanning curves. The description of the transition from integrability to non-
integrability is made using scaling functions for average quantities in the phase
space along the chaotic sea. The critical exponents are obtained by large scale
simulations. A connection to the standard map is established as an analytical
approximation for the critical exponents.

Keywords: dynamical systems, chaos, scale functions, critical exponents.
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Capitulo

Introducao

Desde a Antiguidade o Homem busca entender a natureza (1). As pessoas, ja
em tempos remotos, eram conscientes das regularidades a sua volta, como por
exemplo, que os objetos, na auséncia de suporte, sempre caiam e o ciclo lunar
de 28 dias de duracao. A filosofia, evitando as influéncias religiosas e magicas,
procurava uma explica¢do racional a esses e outros fenémenos naturais (2).

Durante o Renascimento, foi desenvolvido o método cientifico como o co-
nhecemos hoje, Galileu Galilei (1564-1642) empregou a matemética no estudo
dos fenomenos naturais, antes defendidos apenas pela experimentacao (3). Pela
filosofia cartesiana (4), os principios bésicos que regem a natureza podiam ser ob-
tidos por uma combinagao da pura razao com légica matematica. Durante esse
periodo, foi desenvolvido o calculo diferencial integral por Isaac Newton (1643-
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), em trabalhos independentes (5).
Havia entao, uma nova maneira de se fazer ciéncia, utilizando como ferramenta
a matematica.

Em seu livro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica Isaac Newton uniu
os Céus e a Terra sob as leis da gravitacao universal. A partir das leis de Kepler,
Newton mostrou que tipos de forcas devem ser necessarias para manter os pla-
netas em suas 6rbitas (6). Estudos analiticos sobre o problema dos dois corpos,
que estuda o movimento de dois corpos sujeitos apenas a atracao gravitacional
entre eles, foi resolvido. Porém, estudar um problema com mais de 2 corpos é

uma tarefa complicada porque as equagoes destes sistemas nao sao resolvidas por



nenhuma fungao conhecida (7). O problema é suficientemente complexo para que
nao seja possivel achar uma solugao que descreva o sistema para um intervalo de
tempo arbitrario.

Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), no seu Tratado sobre a Mecanica Celeste
(8) melhora as solugoes aproximadas conhecidas para o sistema solar e traz gran-
des avancos ao calculo e caracterizagao das orbitas planetarias. Porém, apesar da
robustez dos métodos desenvolvidos por Laplace, uma demonstracao rigorosa da
estabilidade do sistema solar continuava a faltar e foi este problema em aberto que
motivou os trabalhos de Henri Poincaré (1854 - 1912) que levaram a descoberta
do caos, assim como muitos outros ao longo dos tltimos anos (7).

Poincaré investigou o sistema como um todo, se ele era estavel ou instavel,
principalmente, ele identificou sensibilidade as condigoes iniciais. O trabalho
de Poincaré mostra uma diferenga essencial entre sistemas integraveis e nao in-
tegraveis. Um sistema ¢ dito ser integravel quando o ntimero de constantes de
movimento do sistema ¢é igual ao nimero de graus de liberdade.

Mais tarde, com avancos tecnolégicos tais como a invencao de computado-
res, foram aplicados métodos numéricos a resolucao de deste tipo de sistema
dinamico, e foi observada grande dependéncia as condigoes iniciais sendo que
uma pequena alteracao nas condicoes iniciais levava a trajetérias completamente
diferentes. Apdés um periodo de duvidas sobre os métodos numéricos utilizados,
tais resultados foram aceitos, dando inicio a Teoria do Caos, subarea da mecanica
(9).

O caos pode ser associado a imprevisibilidade dos resultados e sensibilidade
do sistema as condigoes iniciais e é uma possibilidade de comportamento de um
sistema nao linear dentre intimeras outras. Uma ferramenta bastante utilizada na
literatura para a caracterizacao de érbitas cadticas sao os expoente de Lyapunov.
Entende-se por sistema dinamico um conjunto de equagoes que envolve os mesmos
conjuntos de variaveis evoluindo ao longo do tempo. Para a descricao de sistemas
nao lineares e caoticos, sao utilizados dois modelos matematicos: as equacoes
diferenciais e os mapas. As equagoes diferenciais sao continuas no tempo e nor-
malmente sao nao lineares. Os mapas descrevem uma evolugao temporal discreta
em funcao das iteracoes anteriores das variaveis relevantes ao sistema, definindo

assim o seu estado. Ao conjunto de estados acessiveis formados pela evolucao



1.1 O Mapa Padrao

temporal dessas variaveis chamamos de espaco de fases do qual observamos as
orbitas, ou seja, um conjunto de estados formados a partir de uma dada condicao
inicial, evoluidos no tempo. Portanto, o espaco de fases exibe o comportamento
dinamico de um sistema, permitindo assim a caracterizacao de sua estrutura.
Nele podem ser observados os comportamentos que vao desde o regular ao com-
plexo. Para uma maior compreensao de sistemas desse tipo, faz-se necessaria a
utilizagao de simulagoes computacionais, onde serao verificadas as propriedades e
variagoes desses sistemas sensiveis as suas condigoes iniciais e aos seus parametros
de controle.

Na secao seguinte descreveremos a forma de obter o mapa padrao, que sera

utilizado ao longo desta dissertacao.

@ 2 3 4 s e

figura 1.1: Espaco de fases do mapa padrao considerando: (a) K = 0,95; (b)
K =12

1.1 O Mapa Padrao

Este mapa, também conhecido como mapa de Chirikov-Taylor, aparece em varios
problemas fisicos. A Hamiltoniana de um sistema que pode ser descrito pelo mapa

padrao é expressa por

H= %YQ — Kcos(0) Y (= —n). (1.1)
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Ela define o sistema com uma Hamiltoniana nao perturbada,
Lio
Hy = 5Y , (1.2)
que é afetada por uma sequéncia periédica de kicks (pulsos d) com o periodo

T = — (1.3)

A expressao (1.2) corresponde ao movimento livre da particula, Y = p, 0 = z,
ou a um rotor livre quando a varidvel 6 ¢é ciclica, isto é, 8 € (0,27). Vamos

considerar o tltimo caso. Usando a identidade (10)

Z 5(%—71) = Z COS(Q?TH%), (1.4)

reescrevemos (1.1) da seguinte maneira

H= %YQ — K cos(0) Z cos(muvt). (1.5)

m=—0o0

A Hamiltoniana (1.5) também pode ser considerada como um caso particular de

uma Hamiltoniana mais geral,

L,
H = 5P + Z Vin cos(kpz — wpnt), (1.6)

quando

km = 1(Vm), V,, =Vo=—-K(Vm), w, =mv,

e o somatorio em (1.6) foi feito sobre m € (—oo, 00). Assim, a Hamiltoniana (1.1)
corresponde ao movimento de uma particula num pacote de ondas periédico com

um numero infinito de harmonicos de igual amplitude (10). As equagoes do
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movimento derivadas de (1.1) tém a forma
(1.7)

Entre duas funcgoes 9, Y = constante e § = Yt+ constante. A cada passo, ou kick,
representado pela funcao 9, a varidvel # permanece continua e a acao Y muda
de acordo com o valor de —K sin(f), que pode ser obtido integrando-se (1.7) no
tempo numa pequena vizinhanca da fungao 6. Se assumirmos que (Y,,,0,) sao
os valores das varidveis antes do enésimo kick, e que (Y11, 60,+1) sdo 0s mesmos

valores antes do (n + 1)ésimo kick, segue-se que o mapa, derivado de (1.7), é

{ Y1 =Y, — K sin(f) 18)

en-‘,—l = 0n + Yn+1

que é equivalente as equagoes de movimento em (1.7).

Na figura 1.1 mostramos o espaco de fases para o mapa padrao. Na figura
1.1(a) K = 0,95 e na figura 1.1(b) temos K = 1,2. E importante ressaltar que
para K = K5 = 0,971635... temos uma transigao de caos local (figura 1.1(a))
para global (figura 1.1(b)) conforme discutido em (11). Para este tltimo, temos
que uma condicao inicial no mar cadtico com Yy = 0 poderd se difundir ao longo

de Y. Tal transicao sera mencionada novamente ao longo da dissertacao.

1.2 Sobre a dissertacao

Sistemas dinamicos descritos por mapeamentos discretos tem sido estudados am-
plamente durante vérios anos (10, 11). Em particular, para sistemas com 1 e
1/2 graus de liberdade, que correspondem por exemplo a perturbagoes temporais
em um sistema de um grau de liberdade, a descri¢ao de sistemas Hamiltonianos
conduz muitas vezes a mapeamentos discretos bidimensionais e que preservam a
area no espaco de fases. Um nuimero elevado de aplicagoes do formalismo uti-
lizando mapeamento discreto bidimensional e que preserva a area no espaco de

fases pode ser observado, em particular no estudo de plasma (por exemplo toka-
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maks) (12, 13, 14, 15), guia de ondas (16, 17, 18, 19, 20), aceleragao de Fermi
(21), bilhares cléssicos (22, 23, 24) e muitas outras generalizagoes (25, 26, 27, 28).

Esta dissertacao trata sobre algumas propriedades dinamicas de um conjunto
de mapeamentos discretos bidimensionais nas vizinhancas de uma transicao de
integrabilidade para nao integrabilidade. O mapeamento é definido por duas
variaveis dinamicas I (acao) e 6 (angulo) assim como dois parametros de con-
trole: € e v. O parametro € controla a intensidade da nao-linearidade do sistema,
em particular controla a transicao de integrabilidade com ¢ = 0 para nao inte-
grabilidade com € # 0. As propriedades dinamicas e de escala do mar de caos
criado pelo mapeamento serao caracterizados como funcao de €. Por outro lado o
parametro 7y recupera diversos modelos conhecidos na literatura e foi introduzido

para generalizar o mapeamento.

1.3 A Organizacao da Dissertacao

A organizagao da dissertagao segue a seguinte ordem: No Capitulo 2 mostramos a
forma de obter o mapeamento e definimos o problema a ser estudado. Em seguida,
expoentes de Lyapunov sao utilizados para caracterizar o sistema. Pontos fixos
sao obtidos e as curvas invariantes do tipo spanning sao estudadas. No Capitulo
3 nos dedicamos a estudar as hipoteses e propriedades de escala. No Capitulo 4,
discutiremos as leis de escala onde obteremos os expoentes criticos analticamente.
No Capitulo 5 apresentaremos as Conclusoes e por fim a Bibliografia consultada

é apresentada.



Capitulo

O mapeamento discreto e suas

propriedades

Neste capitulo apresentaremos o problema e estudaremos algumas propriedades

dinamicas para um conjunto de mapeamentos discretos.

2.1 Definicao do problema e obtencao do mape-

amento

Vamos considerar um sistema bidimensional que ¢é integravel e levemente pertur-
bado. Em coordenadas generalizadas, a Hamiltoniana que descreve o sistema ¢é

escrita como
H([la [2791792) = HO(Il7IQ> + EHl(Ih[Qaelan); (21)

onde as variaveis I; e #; com ¢ = 1,2 correspondem, respectivamente, a acao e
o angulo. Hy é a Hamiltoniana nao perturbada e H;, uma perturbacao de Hy,
onde o parametro de controle € controla a transi¢ao de integrabilidade (¢ = 0)
para nao integrabilidade (¢ # 0). Para usar a caracterizacdo da dindmica em
termos de um mapeamento, podemos introduzir uma secao de Poincaré definida
pelo plano I; x 6 e com 6, constante (mod 27). Um mapeamento bidimensional
(11) é dado por
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In+1 = In + €h(0n+17 In)
Opni1 = [0, + K(1,) + ep(0p11, 1,)] mod 27

T ) (2.2)

onde K, h e p sao funcoes nao lineares quaisquer de suas varidveis enquanto o
indice n corresponde a enésima iterada do mapa. As varidveis I e 6 correspondem
a I; e ;. Uma vez que o mapa (2.2) deve preservar a area no espaco de fases
(pois foi obtido de uma Hamiltoniana), as expressoes para h(0,,11, I,) € p(6n+1, 1)
devem obedecer algumas propriedades. Em particular, a de que o determinante

da matriz Jacobiana seja igual a unidade. A matriz Jacobiana é escrita como

8In+1 aln+1
oI, 00n

8Qg'n,«l»l 89n+1
oIy, 00n,

temos entao que os elementos da matriz Jacobiana sao dados por

8In«‘ﬁl _ 1
oI, - 1_6<8h(9n,1n+1)> )
61n+1

aIn-&-l _ Eah(9n71n+l) ah(9n7]n+1) aIn+1

90, 90, T o, a0,
(2.3)
90nt1 | OK(In+1) +€8p(9n>ln+l) Olnt1
ol, Ayt Olny1 oI,
00nt1 Op(On,Int1) 8I((InJrl) 8p(9n,]n+1) Oln41
a6, — L te g Tt e o 90,
Com isso, o determinante da matriz Jacobiana é
ap(6n7[n+1)
Det) = 7 o (2.4)
1 _ ¢0M0ndur)
a[n«l»l



2.1 Definicao do problema e obtencao do mapeamento

Podemos concluir que a preservacao da area ocorrera apenas na condi¢ao

ap(gna [n—i-l) + 8h(0n7 In—‘rl)

G TR (2.5)

Quando a func¢ao K (I,) diverge no limite quando a acdo tende a zero, geral-
mente o espaco de fases exibe forma mista, com coexisténcia de ilhas periddicas,
mares cadticos e curvas invariantes do tipo spanning. Assim, o formalismo que
desenvolvemos € baseado na consideracao que proximo as curvas invariantes span-
ning a dinamica pode ser reduzida localmente ao mapa padrao (11, 29). Adota-

remos no nosso trabalho

h(0n41) = sin(6,11), (2.6)

e temos liberdade para escolher p(6,.1, I,)) e K(I,,). Sem perda de generalidade,
podemos considerar
p(0ns1, I,,) = constante, (2.7)

e variar K. Assim, podemos ilustrar a aplicacao do formalismo com os seguintes
mapeamentos:

e considerando K (I,,) = I,, + £I2%, o mapa logistico-twist é obtido (30);

e K(I,) = I, o mapa de Taylor-Chirikov é recuperado (31);

e K(I,) = -, o acelerador de Fermi é obtido (32, 33);

e K(I,) =¢&l1,, com & = constante, o modelo bouncer é recuperado (34);

e para o caso de
182 (I~ VIT=€7), se L >¢
K(IL,) = § a8 se 3 , (2.8)
A1, se I, <¢7!

onde ¢ = constante, o modelo Fermi-Ulam-bouncer hibrido é recuperado (35).

Neste trabalho consideraremos que

K(I,) = — (2.9)
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e v > 0. Desta forma, obtemos o seguinte mapeamento

Iy = |1, — esin(6,41)]

6n+1 = |:0n + ﬁi| mod 27

T: (2.10)

0,06 0,06

2356
“,«

5

REAVER x|
--‘- :A N Fa g -“.I‘J-. : . :‘.' 2

(314

AT
G

figura 2.1: Espaco de fases gerado a partir do mapa (2.10) para v = 1 e: (a)
e =1073; (b) e = 3 x 1073, Os circulos em cor vermelha indicam a localizagao de
alguns pontos fixos elipticos (todos numerados) enquanto que os quadrados azuis
fornecem a posicao dos pontos fixos hiperbdlicos. As curvas continuas em vermelho
sao as primeiras curvas invariantes do tipo spanning para cada caso.

onde € e v sao parametros de controle. O moédulo é necessario para prevenir
que a acao [ assuma valores negativos. Quando € = 0, o sistema ¢é integravel.
Para € # 0, o espaco de fases do sistema exibe componentes cadticas e orbitas

periédicas, como podemos ver na figura. 2.1.

10



2.2 Os Expoentes de Lyapunov

O espaco de fases do modelo é misto contendo ilhas periédicas, um extenso
mar cadtico e curvas invariantes do tipo spanning que separam diferentes regices
caoticas e limitam o crescimento da acao I, como podemos ver na figura. 2.1. A
curva vermelha mostra a posicao da primeira curva invariante do tipo spanning.
As ilhas periédicas tém a caracteristica de nao permitirem o transito livre de
uma Orbita entre seu interior e o mar de caos, assim, a evolugao de uma condicao
inicial que esteja em seu interior jamais saira desta regiao, da mesma forma que

uma orbita pertencente ao mar de caos jamais entrara na ilha periddica.

2.2 Os Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao usados como indicadores de caos. Eles indicam se
uma érbita é sensivel ou nao as condigoes iniciais. Se duas 6rbitas com condicoes
iniciais infinitesimalmente proximas divergem exponencialmente ao longo das ite-
radas, entao as drbitas sao classificadas como cadticas. Se duas érbitas perma-
necerem préximas ou divergirem apenas linearmente, entao nao sao sensiveis as
condicoes iniciais e, consequentemente, nao sao caoticas.

Inicialmente efetuaremos o cdlculo para um mapa unidimensional, e depois
extrapolaremos para o caso bidimensional (que s@o os objetos de estudo neste
trabalho).

Seja o mapa unidimensional dado por
Xni1 = F(X,), (2.11)

onde X, é uma condicao inicial e F' é uma funcao nao linear qualquer. Podemos

definir a distancia relativa entre duas érbitas, na n-ésima iteracao, como,
d=|F™(Xy+4¢) — F™(X,)], (2.12)

ou ainda, podemos considerar a distancia relativa pela razao

5 5 ’ '

11



2.2 Os Expoentes de Lyapunov

onde ¢ é muito pequeno. Considerando o limite em que € — 0, podemos definir,

(n) _ )
lim F (X0+€) F (Xo)

= [F'™ (X)) = ™™, 92.14
e—0 (XO + 5) _ XO ‘ ( 0>| € ( )

Tomando o logaritmo de ambos os lados da equacao (2.14) e reorganizando os
termos, obtemos
1 n
A== In|F"™(X)|. (2.15)
n

Agora considerando o caso em que n — 0o a expressao para o calculo do expoente

de Lyapunov para mapas unidimensionais é dada por,

1
A= lim = In|F""™ (X))l (2.16)

n—oo M

Em mapas bidimensionais, como os estudados neste trabalho, os expoentes de

Lyapunov sao dados por

.1 ; .
Aj = T};rgo ﬁln Ay, com j=1,2. (2.17)
O termo A; representa os autovalores da matriz M = [[._, Ji(L;,0;) e J; ¢ a

matriz Jacobiana do mapeamento avaliada na érbita (1;,6;).

Para o cédlculo dos expoentes de Lypaunov, vamos utilizar o Algoritmo de
Triangulariza¢do, proposto por Eckmann e Ruelle em 1985 (36). Este algoritmo
consiste em escrever J (matriz Jacobiana) a partir do produto de uma matriz
triangular superior (7') por uma matriz ortogonal (©), ou seja, J = © T. Uma

matriz é ortogonal quando sua transposta é igual a sua inversa (37), ou seja,
o t=0"
Usando estas defini¢coes, podemos reescrever a matriz M como
M = Jn Jn—l Jn—2 PREED J2 Jl - Jn Jn—l XD J2 @1 (_‘)171 Jl;

onde Ty = ©,71J;. O produto de J,0; define uma nova J,'. Seguindo o mesmo
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2.2 Os Expoentes de Lyapunov

raciocinio, temos
—1 !
M = Jn Jn—l s ey Jg @2 @2 J2 Tl.

O mesmo procedimento pode ser usado para obter Tp = O, ' J,' e assim por
diante. Usando este procedimento, o algoritmo se resume a analisar os elementos
da diagonal principal de T, ou seja, Ty e Thy. Para encontré-los, devemos achar

as expressoes de 0, YJ, =T, dadas por
o, — C?S(Q) —sin(6) . jn J:12 7
sin(6)  cos(6) J21 J22

( cos(0) sin(6) ) (jn Ji2 ) _ ( Ty, Tio )
—sin(d)  cos(0) )\ ju oo 0 Ty |

Desenvolvendo o produto das matrizes, encontramos

_jll sm(@) + jgl COS(@) —jlg SIH(Q) -+ jgg COS(@) 0 T22

< J11 €os(0) + joq sin(6) J12 €os(0) + jao sin(0) > _ ( ATEAT >

Resolvendo a igualdade de matrizes, obtemos

— ji1sin(f) + ja1 cos(0) = 0,
—j11 8in(0) = —ja; cos(@),
sin(0) _ Jo1

cos(0)  jui

Observando a figura 2.2, podemos tentar obter relagoes trigonométricas em

um triangulo retangulo. Aplicando o Teorema de Pitdgoras podemos encontrar

13



2.2 Os Expoentes de Lyapunov

o valor da hipotenusa (HI), que é igual a

HI = \/j121 ‘|’j221~

Figura 2.2: No triangulo retangulo da figura, encontramos quem sdo o cateto
oposto e o cateto adjacente usados na obten¢ao do sin(f) e do cos().

Da figura 2.2, temos que

sin() = S cos(f) = Ju1

V 3121 ‘|‘]221 \/J121 ‘|‘]221

Finalmente podemos reescrever os autovalores da matriz T, ou seja

9 9
, o Ji1 T Ja
T11 = j11 co8(0) + jor sin(l) = ——=——, (2.18)
V (3121 + ]51)
T22 = j22 COS(Q) +j12 sm(&) = M (219)

(77 + 751

A partir dos autovalores Tj; e Thy da matriz triangular, encontramos numeri-

camente os expoentes de Lyapunov para uma Orbita do espago de fases para
mapeamentos bidimensionais.

Em sistemas Hamiltonianos os expoentes de Lyapunov aparecem aos pares e

com sinais contréarios (38). Vamos sempre considerar o expoente positivo em nos-

sas simulagoes. Na figura 2.3 foram usadas dez condicoes iniciais com diferentes

valores de 6y, iteradas 10° vezes na regiao de mais baixa acao do espaco de fases

14



2.3 Pontos Fixos

1_ ]
1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 | I
10° 10° 10’ 10° 107

n

Figura 2.3: Ewvolucdo temporal do expoente de Lyapunov positivo para dez dife-
rentes condi¢oes iniciais evoluidas 10° vezes. Os pardmetros usados sio € = 10™4
ev=1.

(Ip = 1073¢), correspondente & regiao do mar de caos, para o mapa (2.10). Pode-
se ver que mesmo para diferentes condigoes iniciais, os expoentes de Lyapunov
convergem para um valor constante para n suficientemente grande, e com isso,
podemos tomar a média dessas dez condicoes e obter o expoente de Lyapunov
médio A.

J& na figura 2.4 temos o comportamento do A em funcdo do parametro e.
Apesar da extensa faixa no parametro €, o expoente de Lyapunov positivo nao

exibe variacao representativa.

2.3 Pontos Fixos

Dadas as expressoes do mapeamento, podemos obter os correspondentes pontos
fixos. Os pontos fixos sao obtidos fazendo I,,.1 =1, =1 ¢ 0,,1 =0, = 0 +m2m,

com m = 1,2,3,---. Considerando a segunda equagao do mapeamento (2.10),

15



2.3 Pontos Fixos

2,5+ -
B a—ay=3/41 ]
|(< 2 — —o ’Y:Z —

e UG

10 10 10”
€

Figura 2.4: Grifico de \ x ¢ para os valores fizos v =3/4, y =1 ey = 2.

temos .
0+ m2m =0+ T (2.20)
onde podemos reescrever esta equacao como
1
"= ——. (2.21)
m2m

Isolando I, encontramos

I = (%) %. (2.22)

Considerando a primeira equagao do mapeamento (2.10), encontramos
esin(f) = 0. (2.23)

Como nao faz sentido para nosso estudo considerarmos ¢ = 0 (dinamica regular),
temos como solucao
0 = km, (2.24)

onde k£ é um numero inteiro nao negativo. Como estamos modulando mapa em

27, temos que # = 0 ou # = 7 sao as possiveis solucoes.
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2.3 Pontos Fixos

Uma forma de se caracterizar os pontos fixos é através do polinomio carac-

teristico (39), escrito como
N = \NTrJ*) +1=0,

onde a solucao desta equagao nos fornece

~ TrJ* £ \/(TrJ*)? — 4detJ

At 5

e TrJ* ¢é dito o trago da Jacobiana, ou seja, a soma dos elementros da diagonal
principal da matriz J*,
FI‘I'J>|< = Jll + J22. (225)

Para o mapeamento (2.10), os elementos da matriz Jacobiana sao

Ol 0011
Ji = o S [1 —€ecos(0p41) ol } ; (2.26)
Ol 00r 41
Jip = 20, = S |:_€COS(0n+1) 0 } ; (2.27)
aen 1 Y
Joy = 6[2 — _LIH’ (2.28)
aQn—‘rl
= =1 2.2
J22 80n 9 ( 9)

e S é o sinal da expressao [I,, — esin(f,41)] ou seja, S = 1se [[,, — esin(6,,41)] > 0
eS=—1se|[l,—esin(f,+1)] <O0.

O determinante da matriz Jacobiana é dada por
detJ = J11J22 — J12J21 = S, (230)

desta forma podemos afirmar que o sistema preserva a area do espaco de fases.

Os pontos fixos podem ser classificados da seguinte forma (39):

e Se [(TrJ*)? — 4detJ] < 0, A\; e Ay serao niimeros imagindrios, entao o ponto
fixo (X*, Y*) ¢é eliptico.

17



2.4 Posicao da primeira curva invariante do tipo spanning

e Se [(TrJ*)? — 4detJ] = 0, o ponto fixo (X*, Y*) é parabdlico.
e Se [(TrJ*)? — 4detJ] > 0, A\; e Ay serdo nimeros reais, entao o ponto fixo
(X*, Y*) é hiperbdlico.

Na figura 2.1 podemos ver os pontos fixos. Os parametros de controle usados
sao v = 1, em (a) ¢ = 1072 e em (b) € = 3 x 1073, Os circulos vermelhos
correspondem aos pontos fixos elipticos, que sao estaveis e os quadrados em azul

sao pontos fixos hiperbdlicos, que sao instaveis.

2.4 Posicao da primeira curva invariante do tipo
spanning

Supondo que préximo a uma curva invariante do tipo spanning, a qual limita o

tamanho do mar de caos, I pode ser escrito como
I =1+ Al oy, (2.31)

onde [* é um valor tipico ao longo da curva invariante e Al,,; é uma pequena
perturbagao em [, ;. Essa aproximacao pode ser usada porque a curva invari-
ante spanning flutua muito pouco se comparada ao tamanho do mar cadtico. A

segunda equagao do mapa (2.10) fica escrita como

Oni1 = On + Grrarys = O+ 7 (L+52) 7 (2.32)
Como AII" — 0 (AL, é muito pequeno), expandiremos em série de Taylor
1+N” _7—1 M"Jrl (y+1) Al 2+ (2.33)
) T T T i ’ '
como AII" ¢ muito pequeno, nao usaremos termos de segunda ordem ou maiores,
logo
1 Al 1 Al
011 =0, 1— ") =0, — =, 2.34
w20t g (1052) =0+ G oy 230
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2.4 Posicao da primeira curva invariante do tipo spanning

chamaremos parte da expansao acima de Y,,

1 Al,
Vo= G~V (2.35)

da primeira equacao do mapa (2.10), temos
Al = Al, —esin(6,11), (2.36)

multiplicaremos ambos os lados por y e depois somaremos ficando com

[*('y+1 I*W

1 o 1 v

e T ek
= T 6T I = T T e I, + [*(7“)68111(971“). (2.37)

Reescreveremos, entao a equacao acima como

7 .
Yo=Y, + 0 +1)€Sln((9n+1). (2.38)
Chamando k.y = €, entao teremos
Yn+1 = Yn + kef Sin(€n+1). (239)

Apos essa transformacao, nosso mapa fica

{ Yoot = Yy + kopsin(6,41) (2.40)

6n+1 - en + Yn

que é o mapa padrao, standard mapping ou mapa de Chirikov-Taylor. Portanto,
proximo as curvas invariantes spanning podemos reduzir o mapeamento do sis-
tema ao mapa de Chirikov-Taylor (40).

Como a transi¢do de caos local para global ocorre com k.; = 0,9716--- (11)

temos
ve
Isolando I*, obtemos
ve 1/(y+1)
I = ) 2.42
(O, 9716) ( )
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2.4 Posicao da primeira curva invariante do tipo spanning

Extendendo os resultados deste procedimento, podemos concluir que o tamanho
do mar de caos é proporcional a ye'/(1+7),

Como um breve sumario deste capitulo, definimos o mapa estudado a partir
da Hamiltoniana que descreve um sistema levemente perturbado, mostramos o
espaco de fases gerado por esse mapa. Encontramos os pontos fixos do mape-
amento e os classificamos. Também encontramos a posicao da primeira curva
invariante spanning que limita mar de caos. Este caracterizado pelos expoentes

de Lyapunov.
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Capitulo

Hipoteses de Escala

Discutiremos neste capitulo algumas propriedades de escala para o mar de caos.

3.1 Acao média e as hipdéteses de escala

Conforme discutido no capitulo anterior, vimos que a posi¢ao da primeira curva
invariante define a amplitude maxima para o mar de caos. Com isso uma condic¢ao
inicial com baixa acao nao pode se difundir ilimitadamente. Com base nesta
observagao vamos discutir nesta secao algumas propriedades para a acao média

Irys, que é definida como

LM
Tnus = | 77 > [E ngj] , (3.1)
j=1 i=1
onde M especifica um conjunto de condigoes iniciais e n caracteriza o niimero de
iteracoes do mapeamento. A figura 3.1 mostra o comportamento de Igys X n
para diferentes parametros de controle utilizando n = 5.000 diferentes angulos
0 € [0,27) para [y = 10 3.

Podemos notar que as curvas mostradas na figura 3.1 crescem para n pe-
queno e saturam para n suficientemente grande. A mudanca de crescimento para
saturacao é caracterizada por um numero de iteracoes tipico n,. Observamos

também que a medida que o parametro de controle € é aumentado, as curvas
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3.1 Acao média e as hipoteses de escala

10-2 T TTTTT
E
%) -
=107
e
L ~cO O Oe=10"] |
> (@) 2 dew] 3
'6 Lo | L | L | | i
10
10° 10° o 10" 10°

I LBLRLLLLL I LLILLLLLL I LLILLLLL I LNLILLLLLL

p—
oI
[\S]

S
S

IIIIII|,|,| IIIII|_|_|,| 111l

d |||||||T| ||||||T|'| T TTTIT

(b) 3

| L | L | L | L

- -6 4 2 0
10 10 102 10 10

ne&

Figura 3.1: (a) Grafico de Irys X n para v = % e trés valores de €, € = 1075,
e = 1074 ¢ = 1073; (b) Gréfico de Igys x ne? para v = % e trés valores de
€, e =107° e = 107*, € = 1073; Foram utilizados 5.000 condicdes iniciais, com
0o € [0, 27) para Iy = 10 3¢.

de Irps crescem e saturam em valores maiores. Por outro lado ocorre reducao
em n, com o aumento de e. Com base nestas observacoes podemos propor as

seguintes hipoteses de escala:

e Hipétese I: Para n < n,, o comportamento de Izyss pode ser descrito como:
Tras(ne?, €) o< (ne?)?, (3.2)

sendo 3 ¢é o expoente de aceleracao;
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3.1 Acao média e as hipoteses de escala

e Hipotese II: Para n > n,, Irys é dado por:
IRMS(€> 0.8 €a, (33)

onde « é o expoente de saturagao;

e Hipdtese I1I: O nimero de iteragao de crossover n, é escrito como:
nz(€) o €, (3.4)
onde z é chamado de expoente dinamico.

O valor numérico dos expoentes 3, o e z pode ser obtido a partir de graficos
especificos. O expoente [ é obtido apenas ajustando uma lei de poténcia na curva
Irys X n para n < ng. O valor numérico obtido foi = 0,4959(1) = 0,5. O
expoente a é obtido a partir do comportamento de Igy;s X € para n > n,. Para
v =3 ey =1obtivemos o = 0,579(4) e a = 0,514(2) respectivamente, conforme

mostrado na figura 3.2.

|||| T |||||||| T T TTTTIT ﬂllllll ||||||||I ||||||||I |||L71
| 0,=0,579(4) L 0=0,514(2) |
_2’

10 E B N
2R 2107 E
— - — i )
107°F E [ ﬁ
B ] 10-37 _
[ (a) | z (b)
IIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 4IIIIII IIIIIIIII IIIIIIIII 1 1114

10°  10* 107 10° 10* 10°

€ S

Figura 3.2: (a) Gréfico de Igys X €, com vy = %; (b) Grafico de Irys X €, com
v =1.

O expoente z é obtido a partir do conhecimento de n, x e. Para v = 5 e

Y
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3.1 Acao média e as hipoteses de escala

v = 1, obtivemos z = —0,83(1) e z = —0,94(2) respectivamente. A figura 3.3

mostra o comportamento de n, X €.

III T IIIIIIII T IIIIIIII 6:”' T |||||||| T |||||||I T |_|
105 §—| O Dados numéricos |—E 10 ? 222_0’94(2) ?
i ] o T
10°F 3
10°F ENN: E
> r ] < | i
- 1e

= I 17 10*E E
107 E B ;
2,=-0,83(1) 1 10k =
102§_| | (a)l_§ : | | |(b) E

100 10% 107 10° 10 10”

€ €

Figura 3.3: (a) Gréfico de n, x €, com v = 2; (b) Gréfico de n, X ¢, com v = 1.

Com as hipdteses de escala acima podemos supor que a acao Iy pode ser

descrita por um fungao homogénea generalizada do tipo
Trars(ne?, €) = Clpprs(0né?, ), (3.5)

onde ¢ é o fator de escala e a e b sao os expoentes caracteristicos.

Considerando /“ne* = 1 e isolando ¢

(= (né®)w, (3.6)
obtemos
Trys(ne, e) = (neQ)_Tl]RMS(l,e_Tb), (3.7)
que pode ser reescrita como
Irus(ne?,e) = (ne?) = Ipusi(e=). (3.8)
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3.1 Acao média e as hipoteses de escala

Se Irys1 = cte, pela hipdtese I, temos que
Tras(ne®, ) = (ne?)« |

portanto

analogamente obtemos que

Comparando (3.6) e (3.11)

e isolando n

pela hipotese 111, temos que

a__
€ =ev 2

entao, substituindo a e b apropriadamente, encontra-se que

!
z=——2
g
Entao, as reescalas apropriadas sao:
Da hipétese II: Trprs(€) o< €
Irus
e’
e, da hipdtese I1I: n,(€) o €,
n
e

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Com as expressoes de reescalas acima e os valores de « e z encontrados nos

graficos de Igys X € € n, X € reescalamos as curvas da Fig 3.1(a) em uma tunica
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3.1 Acao média e as hipoteses de escala

curva universal, como mostra a figura 3.4.

107
E “" i ! D
n f
10" foc
e
%Q (2) A =107 ?
3 L i L L
10
10" 10” 10" 10°
0 n
10 T TTTTI T T TTTI | T TTTTI LILBLBLLLLLL T |||||T|
3
w
~ = i
2 |
107 2
(b)
| RN | L | L | | RN | Ll
10 107 10° ,  10° 10*

n/e

Figura 3.4: (a) Trés curvas de Iryrs em funcdo do nimero de iteradas n para
v = %; (b) Colapso das trés curvas em uma unica curva universal a partir da
reescala dos eixos.

Neste capitulo discutimos as propriedades para a acao média Igy;s propondo
hipéteses de escala para cada trecho do grafico de Igy g X n. Obtivemos os
expoentes « e z a partir uma funcao homogénea gereralizada. Encontramos
também a lei de escala z = % — 2 com a qual pudemos sobrepor as curvas de
Irys X n em uma tunica curva universal. Reforcamos que tal reescala funcionara

para qualquer valor de e.
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Capitulo

Leis de Escala

Discutiremos neste capitulo um procedimento analitico para obtencao dos expo-

entes criticos. Este capitulo contribui com a originalidade deste trabalho.

4.1 Expoente

De acordo com a expressao do mapeamento discreto vimos que para ¢ = 0 o
sistema é integravel e para € # 0 o sistema é nao integravel. Por praticidade de

apresentacao e leitura, repetiremos o mapeamento discreto aqui, ou seja,

I, = I, —esin(6,
T:{ +1=| (On1)] (4.1)

Opi1 = [Qn—i—%} mod 27

O primeiro passo é a determinacao do expoente 5. Ao elevarmos a primeira

equacao do mapa acima ao quadrado, teremos
(Ini1)? = I2 — 2@L,esin(0,11) + € sin?(0,41). (4.2)
Aplicando a média da equagao (4.2) sobre um conjunto de 6 € [0, 27), temos

12 =12 —2I,esin(0,41) + €2sin?(0,41). (4.3)
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4.1 Expoente [

Como a média da fun¢io sin(x) no intervalo [0, 27| é zero, ficamos com
12, =12+ 2sin?(0,41). (4.4)

O valor médio da fungao f(r) = sin?(z) é dado por

sin?(r) = Qi /sinQ(x)da: = %, (4.5)

reescrevendo a equacao (4.4) teremos

[\

— = €
i =T+5 (4.6)

Faremos agora uma mudanca de variaveis, a fim de facilitar os calculos

1721+1 = Ln+1, (4-7)
e
I’ = E,. (4.8)
A equagao (4.6) ficard entao
— 62

Considerando que

By — By = —4 7 o~ 22 (4.10)
n

temos que
dE ¢
e (4.11)
n 2
- 62
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4.2 Expoente «

Integrando de ambos os lados temos

E n

€
dE —
[ =[50
Eo

2

= = €
E:E0+§n

Voltando para as varidveis antigas

2=12+

o | Mo

Aplicando raiz quadrada de ambos os lados temos que

— _ 2
Ippms = VI? = fg-l—%n,

__ €2
Iryms = Ig + 571
Considerando Iy = 0 temos
2
€
Trys =\ 5,

logo

Irys o< Vnez.

A equacao acima confirma que g = =

4.2 Expoente «

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Para obter o expoente o devemos considerar que o limite superior da integral da

acao média seja a correspondente expressao que fornece o valor de I* na curva

invariante spanning. Com isso temos

I* Ng 9

/ﬁ:/idn.
2

Iy 0

29
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4.2 Expoente «

Como .
R e 0
"= {W} ’ (421)
obtemos que
2
Ve T, €
[07 16 } =I5+ 5 e (4.22)

Considerando Iy = 0 e isolando n, apropriadamente, temos
N, = ertt. (4.23)

Pela hipotese 111 do capitulo anterior temos que

2
- (4.24)
v+1
Da equagao (3.16) temos
—2 «
— == =2 4.25
r1 7 (4.25)
Substituindo g = % e isolando «
1
o=—-"-. 4.26
v+1 ( )

Podemos agora comparar os expoentes criticos obtidos através das hipéteses de
escala (Capitulo 3) pelos ajustes das curvas da Figs. 3.2 e 3.3 com os obtidos

analiticamente. Para v = %, a, fica

1
a=—:, (4.27)
341
4
=205 (4.28)

Com isso, podemos obter z a partir da equagao (3.16) e lembrando que 8 = %

-2, (4.29)

I ESTIN

30



4.2 Expoente «

6
Z=-z = —(0, 857. (4.30)
Para v = 1, obtemos
1
= - 4.31
« 27 ( )
¢ 1
Hm=2-2=—1. (4.32)
2
Para v = 2, temos
1 1
— — = 4.33
a=5"7=3 (4.33)
¢ 1
z:%—Qz—f (4.34)
= 3
2

Nota-se que os resultados encontrados numericamente sao condizentes com os

3
49

0,579(4) e z = —0,83(1). Para v = 1, obtivemos a = 0,514(2) e z = —0,94(2),
e paray = 2, a = 0,348(4) e z = —1,29(1). Com os resultados obtidos acima,

obtidos analiticamente, ja que obtivemos, numericamente, para v = a =

reforcamos a validade do procedimento.

Pelo melhor conhecimento dos autores desta dissertacao, acreditamos que o
procedimento aqui adotado ¢é original no que tange a obtencao dos expoentes
criticos analiticamente. A partir da média quadratica da variavel acao Igug
encontramos os trés expoentes criticos «, 5 e z. Ao compararmos os resultados
analiticos com os numéricos obtidos no capitulo anterior, observamos a validade

do procedimento.
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, estudamos algumas propriedades dinamicas de um conjunto
de mapeamentos discretos bidimensionais nas vizinhancas de uma transicao de
integrabilidade para nao integrabilidade.

Obtivemos o mapa de um sistema Hamiltoniano levemente perturbado, mos-
trando que a partir dele podemos recuperar varios mapeamentos largamente es-
tudados. Escolhemos um mapa, mostramos seu espaco de fases misto, composto
por mares cadticos, ilhas de estabilidade e curvas invariantes do tipo spanning,
alguns de seus pontos fixos elipticos e hiperbdlicos e encontramos a posicao da
primeira curva invariante spanning.

Calculamos numericamente seus expoentes criticos, a partir do desvio quadratico
médio da acao, ou seja, Igyg, que gerou os graficos estudados. A partir destes
graficos, obtivemos os expoentes criticos a e z que nos forneceram a lei de escala
z = % — 2 utilizada para o sobreposicao das curvas do grafico de Irp;s X n em
uma unica curva universal.

Posteriormente, calculamos analiticamente o expoente [ e também os mesmos
expoentes criticos a e z em func¢ao de v a fim de compara-los com os obtidos nume-
ricamente. No que tange a obtencao dos expoentes criticos analiticamente, pelo
melhor conhecimento dos autores, acreditamos que o procedimento empregado é
original.

Concluimos, entao, que os valores numéricos corroboram os analiticos.

Com base nos resultados aqui abordados pretendemos escrever e submeter um
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artigo cientifico para uma revista internacional assim como aplicar os métodos

aqui empregados em outros modelos.
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