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Resumo

Esta dissertacao tem a proposta de organizar, discutir e apresentar de maneira
precisa os conceitos mateméticos de variedade diferenciavel e de tensores envolvidos
no estudo da Cosmologia sob o ponto de vista da Teoria da Relatividade Geral para
o modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Busca-se assim apresentar um
texto didatico que possa ser utilizado tanto nos cursos de graduacao em Matemética

como de Fisica para uma disciplina optativa de Introducao Matemética a Cosmologia.

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Teoria e Historia da Cosmologia, Teoria da

Relatividade, Métodos Matematicos.



Abstract

The goal of this dissertation is to organize and discuss in a rigorous way the math-
ematical concepts of manifolds and tensors needed to the study of Cosmology and the
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker model under the point of view of the General
Relativity. In this way, this dissertation was written as textbook that could be used in

an undergraduate course of Physics and Mathematics.

Keywords: Differential Geometry, Theory and History of Cosmology, Relativity The-
ory, Mathematical Methods.
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1 Introducao

A Cosmologia Moderna tem sua origem nos trabalhos de Albert Einstein de 1915
sobre a Teoria da Relatividade Geral. A partir de entao podé-se pela primeira vez
averiguar minuciosamente o nosso Universo a luz do método cientifico. Contudo, as
primeiras décadas da Cosmologia moderna foram de desenvolvimento muito lento. A
maioria dos trabalhos desta fase eram basicamente especulativos, causando assim uma
certa desconfianca em grande parte da comunidade cientifica. Esta situacao alterou-se
significativamente nos tltimos anos quando ocorreram uma extraordinaria evolugao,
motivada principalmente por novos resultados observacionais e tedricos. Compreender
o Universo em larga escala se torna fascinante e ao mesmo tempo instigante pelos
recursos cientificos e tecnolégicos desenvolvidos e empregados. Pode-se entao encontrar
respostas definitivas para as mais antigas e profundas questoes da humanidade. Varias
questoes, que até pouco tempo pertenciam mais & Metafisica do que a Ciéncia, podem
ser agora analisadas de maneira racional. A partir de modelos cosmologicos que des-
crevem o Universo visivel atual, os cosmologos podem tirar conclusoes e propriedades
em diferentes épocas e assim fazer algumas previsoes, inclusive podendo comprova-las
observacionalmente.

Pode-se dizer que compreender a evolugao do Universo é algo que tem a ver com
a expectativa de conhecer sua expansao, composi¢ao e estrutura, passando por sua
idade e principalmente pela descricio de sua dindmica de movimento. E impossivel
nao se deslumbrar com a eficicia das teorias fisicas na descrigao da natureza, desde
as menores escalas até o Universo como um todo. A Matematica desempenha um
papel fundamental e vital na elaboracgao e aplicacao das teorias fisicas, em especial da
Cosmologia.

A principal motivacao para a escolha do tema “Introducao Matemética aos Modelos
Cosmologicos” que resultou nesta dissertacao foi o fato de propiciar os pré-requisitos
para o prosseguimento de estudos nesta area.

O presente trabalho encontra-se assim organizado. No capitulo 2 é feita uma breve
revisao historica sobre as origens da Cosmologia e o que esta ciéncia estuda. Este relato
historico inicia-se a partir das observagoes realizadas pelo mais primitivo ser humano
em relacao aos fendomenos naturais e celestes que interferiam em sua vida, passando

pela Grécia Antiga onde a importancia cultural dos gregos cléassicos é fundamental
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para o desenvolvimento tanto da Cosmologia como da Astronémia e Matematica. O
surgimento da Teoria da Gravitagao de Einstein propicia o desenvolvimento de vérios
modelos cosmologicos, os quais visam descrever a evolugao do nosso Universo. No
capitulo 3 é feito um relato sobre a historia da Geometria Diferencial e em seguida
¢é apresentado um estudo introdutério sobre a nogao de curvatura de curvas em R" e
superficies em R3. Um estudo sobre variedades diferenciaveis e tensores é apresentado
no final do capitulo. O capitulo 4 aborda as origens historicas da Teoria da Relativi-
dade, em seguida uma introducao matematica da Teoria da Relatividade Especial e
Geral, e ao conjunto de equagoes que relacionam a curvatura do espaco-tempo com a
distribuicao de matéria-energia sao apresentadas. No capitulo 5 é feita uma breve dis-
cussao sobre os conceitos referentes ao principio cosmologico e ao postulado de Weyl, em
seguida ¢é realizada a construcao da métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson- Walker e
das equacoes de Friedmann. A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker e as
equagoes de Friedmann descrevem um Universo em expansao ou contracao, homogéneo
e isotropico dentro do contexto da Teoria da Relatividade Geral. Estes fatos levaram
a construcao do modelo cosmologico de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker, o qual
tem por objetivo descrever a evolucao do Universo em toda sua histéria. Este mode-
lo é baseado nas equacoes de Friedmann e a sua geometria ¢ dada pela métrica de
Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker. Ao final deste trabalho discute-se o atual es-
tagio da pesquisa e algumas perspectivas futuras da Cosmologia.

E importante ressaltar que a organizacao e disposicao do contetdo desenvolvido na
dissertacao esta atrelada a idéia de poder criar um material didatico para o aluno
dos cursos de Matematica e Fisica que deseja fazer uma disciplina de Introdugao

Matemética a Cosmologia.



2 Histoéria da Cosmologia

A Astronomia é uma das mais antigas ciéncias, pois trata da origem do Universo
e da movimentacao dos astros, questoes estas tao antigas quanto a propria razao do
homem. Juntamente com a Cosmologia, ¢ um campo da ciéncia que aplica teorias
fisicas na tentativa de compreender a estrutura e a evolucao do Universo.

A versao mais antiga da Cosmologia encontra-se nos mitos cosmogonicos, versoes
mitolégicas sobre a origem dos elementos e dos seres vivos. As idéias de como o
Universo e seus elementos se comportam foram sendo modificadas ao longo do tempo.
No entanto, a Cosmologia s6 passou a ser considerada como ciéncia apés a formulagao
da Teoria da Relatividade Geral feita por Albert Einstein, em 1915.

Este capitulo tem como objetivo mostrar as diversas fases do desenvolvimento da
Cosmologia, motivando assim a leitura e o entendimento das partes tedricas apresen-
tadas e discutidas posteriormente neste trabalho. Sera feito um relato histérico sobre
as origens e o desenvolvimento da Cosmologia ao longo do tempo, desde a visao do mais
primitivo ser humano até o advento da Teria da Gravitacao de Einstein, que propiciou
o desenvolvimento de varios modelos cosmologicos, os quais descrevem a origem, a

evolucao e a estrutura do nosso Universo.

2.1 O que é Cosmologia

Desde os tempos mais remotos o ser humano procura formas conceituais e filosoficas
para descrever a vida e o cosmos.

Cosmos ¢ o termo usado para designar o Universo em seu conjunto, a estrutura
universal em sua totalidade, desde o microcosmos ao macrocosmos. E a totalidade de
todas as coisas desde o Universo ordenado, as estrelas, até as particulas subatomicas.

Assim, ao olhar o céu em uma noite sem nuvens e distante das luzes da cidade,
é inevitavel a sensacao de vastidao e encanto que o cosmos proporciona. Intmeras
estrelas distantes pontuam o firmamento e ao observar com mais atencao percebe-se
uma faixa leitosa que atravessa o céu. Esta faixa é a projecao de um grande nimero
de estrelas na direcao do plano galatico, e nao permite a identificacao individual das
estrelas. Esta aparéncia leitosa dé origem ao nome de nossa galaxia, a Via Lactea, uma

entre as bilhoes de galaxias existentes no Universo.
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18 Historia da Cosmologia

Diante deste cenario grandioso e encantador é natural surgir as indagacoes: Do que
é feito o Universo? O Universo ¢ finito ou infinito? O Universo terda um fim? Teve
um inicio? A procura por tais respostas através de teorias e explica¢oes que buscam
reconstruir uma realidade do mundo da origem a uma area do conhecimento humano
denominada Cosmologia. Assim, a Cosmologia é a ciéncia que estuda a estrutura, a
evolucao e a composicao do Universo.

Entende-se por Ciéncia o conjunto de conhecimentos que faz o uso do método
cientifico baseado em um conjunto de observagoes que resultam em um modelo capaz
de fazer previsoes que podem ser testadas experimentalmente. Um dos muitos exemplos
do método cientifico é a Teoria da Gravitagao Universal desenvolvida por Isaac Newton
(1642—1727), que usou as observagoes de Tycho Brahe (1546—1601) e Johannes Kepler
(1571 — 1630) para elaborar um modelo cujas previsoes foram verificadas muitas vezes,
e possibilitou, por exemplo, na descoberta dos planetas Urano e Plutao.

O estudo da estrutura do Universo busca responder a questoes relativas a forma
e a organizacao da matéria nele contida. Uma unidade de distancia apropriada a
este estudo é o ano-luz, definido como a distancia que a luz percorre em um ano. A
velocidade da luz no vacuo é de aproximadamente 300 mil quilémetros por segundo,
ou seja, um ano-luz equivale a cerca de 10 trilhces de quilémetros. Outra unidade
relacionada ao ano-luz e também muito usada é o parsec! que equivale a 3,26 anos-
luz?.

A evolugao do Universo é a sua historia, ou seja, suas diferentes fases. Neste sentido,
uma das maiores descobertas do século XX, foi sem duavida, o fato de que o Universo
estd em expansao. Por muito tempo, tinha-se a idéia que, descontado o movimento
aparente das estrelas devido a 6rbita da Terra ao redor do Sol, o Universo seria estatico,
ou por assim dizer, imutavel. Por nao ser estatico, o Universo evolui e tem sua propria
historia. Pensando na evolucao e estagio atual do Universo ao retroceder no tempo
percebe-se que no passado as galaxias estavam mais préoximas umas das outras. O
Universo era menor, mais denso e mais quente. Isto conduz ao fato de que o Universo
comecgou sua evolugao a partir de um estado extremamente quente e denso, sofrendo
varias modificagoes até adquirir a forma atual.

Observacoes indicam que o Universo é organizado de uma maneira hierarquica até
uma escala de tamanho de 300 milhoes de anos-luz. Estrelas formam galaxias, galaxias
formam aglomerados de galaxias e aglomerados de galdxias formam superaglomerados
de galaxias. Em escalas bem maiores de 100 milhdes de parsecs, ha evidéncias de que

o Universo seja homogéneo ou uniforme, isto é, nao apresenta, na média, regioes muito

!Parsec ¢ a distancia que se encontra uma estrela cuja paralaxe (angulo sob o qual o raio de 6rbita
terrestre é visualizado perpendicularmente ao seu raio visual) é igual a 1 segundo de arco [1].
2Para se ter nocdo de distancia usando a velocidade da luz. Temos que o perimetro da Terra é de

aproximadamente 1 décimo de segundo-luz; a distancia da Terra ao Sol é de 8 minutos-luz; a estrela
mais proxima, Alfa Centauro, esta a 4,2 anos-luz; a galédxia mais proxima, Andromeda, se encontra a

2 milhoes de anos-luz.
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diferentes.

Por fim a composi¢cio do Universo busca responder a questoes sobre do que este
é feito, sua constituicao e matéria prima. Para explicar a composicao do Universo
temos que deduzi-la a partir de observagoes realizadas por instrumentos na Terra ou
em sua Orbita. Uma primeira tentativa seria pensar que o Universo ¢é feito dos mesmos
elementos que estao presentes em nosso planeta: atomos, fétons e neutrinos.

O pensamento de que o Universo era feito dos mesmos elementos presentes em
nosso planeta foi por muitos anos um paradigma cientifico. No entanto, os avangos
tecnologicos e o desenvolvimento da Cosmologia mostraram que apenas 5% do Uni-
verso seria composto por dtomos. Outra fracao menor ainda corresponderia a fétons
e neutrinos. Assim, a maior parte do Universo nao possui a mesma composi¢ao que
nosso planeta. Observagoes e estudos a respeito do Universo também revelaram que o
peso das galédxias “ou mais precisamente, a quantidade de massa”, é cerca de 100 vezes
maior que o peso de todas as estrelas somadas. Desta maneira, existe na galaxia um
tipo de matéria que nao irradia luz, denominada matéria escura.

Importante destacar que somos a primeira geracao com capacidade tecnolégica para
estudar cientificamente o Universo, gracas ao desenvolvimento de instrumentos de alta
precisao, que fornecem informagoes detalhadas e precisas. Essas informagoes produzem
resultados surpreendentes, e fazem com que atravessemos uma fase fascinante e efer-
vescente na Cosmologia. Novas descobertas estao em curso, das quais podem resultar

um novo paradigma para as futuras geragoes.

2.2 As Origens Cosmolégicas

As origens da Cosmologia sao desconhecidas, mas podemos imaginar que desde
tempos remotos, o mais primitivo ser humano se interessou em observar fenémenos que
ocorriam a sua volta e tentar compreendé-los. Atraido inicialmente pelos fenémenos que
mais interferiam em sua vida como as variagoes alternadas de claridade e escuridao, as
variacoes de temperatura e clima. Todas associadas ao deslocamento do Sol em relagao
ao horizonte. Observava também fenémenos celestes como as fases da Lua, os eclipses,
o aparecimento de cometas e de varios outros fenémenos da natureza.

A falta de conhecimento sobre a verdadeira natureza do cosmos deve ter produzido
no homem primitivo um sentimento de curiosidade, admiracao e temor, levando-o a
acreditar na natureza divina dos corpos celestes. Para muitos povos do passado, os
astros eram verdadeiros deuses, e para outros, simbolos de divindades atribuindo a estes
a influéncia sobre a vida na Terra. Os homens dessa época, que melhor interpretavam
estes fenomenos celestes, formavam elites sacerdotais que dominavam e determinavam
os costumes destes povos.

Com sua evolucao, o homem comegou a utilizar as estrelas e as “estrelas errantes”,

(denominacdo dada aos planetas na época) para sua orientagdo em viagens. Por volta
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do ano 6000 a.C. aconteceu a transicao entre a civilizacao néomade e a sedentéaria com
o surgimento da agricultura. Desta forma, as comunidades requeriam conhecer em que
época do ano poderiam semear e em qual colher, e assim como prever os fendmenos
metereologicos.

Observando constantemente o Sol, a Lua, as estrelas, asterdides, planetas e cometas,
o homem notou uma regularidade de ocorréncia de vérios fenémenos, que lhe permitia
marcar ou medir a passagem do tempo, e juntamente com a construgao dos primeiros
relogios de areia, estabeleceu os primeiros calendarios tao necessarios a suas atividades
agricolas. Em suas observagoes pode criar métodos para determinar a sua posicao na
superficie da Terra por meio das posigoes dos astros, o inicio das estagoes do ano,
bem como prever fendmenos que ocorriam com os corpos celestes. Assim, as estrelas
guiavam os caminhos aos némades e marinheiros, ao agricultor as fases da Lua e a
viagem anual do Sol indicavam a época de semear.

No comego das civilizagoes alguns homens se dedicaram por completo a estudar
os mistérios que cercam o Universo. Tem-se assim uma fase de transformacgao dos
conceitos misticos e mitoldgicos, dando origem ao nascimento da investigacao cientifica
ligada as suas necessidades cotidianas e curiosidade intelectual.

Quanto ao Universo, o ser humano passa a perguntar: Do que é feito? Como surgiu?
Como terminara? Prova disto sao as multiplas respostas dadas a estas perguntas ao

longo do tempo e que em conjunto, constituem a histéria do pensamento cosmologico.

2.3 Os grandes cosmoélogos da Antiguidade

“Foi na Grécia Antiga que a maneira de encarar e interpretar os fendémenos naturais
sofreu grande alteracao, pois foi ali que o homem passou a desenvolver o conhecimento
fundamentalmente em bases racionais.” ([2], p. 24)

A importéancia cultural dos gregos classicos é fundamental para o desenvolvimento
da Matematica, Astronomia e Cosmologia. Contudo, existe uma grande dificuldade em
escrever sobre as pessoas desta época e de periodos idénticos. Mesmo existindo vérias
citacoes sao poucas as informacoes pessoais e nenhum de seus escritos sobreviveram.

Tradicionalmente os conceitos histéricos da astronomia e cosmologia grega tem
seu inicio com Tales de Mileto (cerca de 624 — cerca de 547 a.C.), que foi desde a
antiguidade visto como o iniciador do pensamento filoséfico cientifico.

Tales acreditava que o mundo havia evoluido a partir da agua por processos pu-
ramente naturais, sendo a Terra um disco plano que flutuava em um oceano infinito.
“... segundo informagoes do historiador Herdédoto, Tales teria previsto um eclipse do
Sol, provavelmente no ano de 585 a.C.” ([2], p.24). Embora isso seja mais mito que
realidade historica, astronomos calculam que esse eclipse ocorreu em 28 de maio de
585 a.C. O nascimento e a morte deste importante filésofo sao datados com base neste

fendmeno.
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Tales teve vérios discipulos dentre os quais merecem destaques Anaximandro de
Mileto (610 — 547 a.C.) e Anaximines de Mileto (585 — 528 a.C.).

Tales e seus discipulos eram filosofos representantes da Fscola jonica, a qual buscava
uma explicagdo do mundo natural (a phis “eram estudiosos ou tedricos da natureza”, dai
o nome fisica) baseada essencialmente em causas naturais, o que constituiu o chamado
naturalismo da escola.

Anaximandro foi o principal discipulo e sucessor de Tales. Ele acreditava que todas
as coisas surgiram de uma unica substancia primordial denominada &peiron (eterno e
ilimitado ou indeterminado). Para esse filosofo natural, a Terra era um cilindro que

flutuava livremente sem se apoiar em nada.

Sao atribuidas a Anaximandro a confeccao de um mapa do mundo habitado, a
introducao do gnomon na Grécia, a medigao de distdncia angulares entre estrelas
e uma rudimentar classificacao das estrelas quanto ao brilho..... Foi o primeiro
a explicar o mecanismo dos eclipses pela interposicao da Lua entre a Terra e o

Sol, e os eclipses da lua pela entrada desta na sombra da terra. ([2], p.25)

Anaximenes adotou o ar como substancia primordial, uma vez que o ar é incorporeo
e se encontra em toda parte. Acreditava assim que todas as coisas pudessem ser
reduzidas a este elemento. “|Anaximenes| Parece ter sido o primeiro a afirmar que a
Lua brilha por refletir a luz do Sol, e acreditava ser a Terra da forma de um cilindro
de pequena altura....” ([2], p.25).

Anaxagoras de Clazomena (500 — 428 a. C.) representante da FEscola italiana, a
qual caracterizava-se por uma visao de mundo mais abstrata, menos voltada para uma
explica¢ao naturalista da realidade. “ [Anaxéagoras| Acreditava que o Universo sempre
existiu, a principio na forma de particulas infinitesimais, mas que estavam destinadas

pela influéncia de uma mente césmica a se tornar a natureza que apreciamos hoje” ([3],
p.18)

A tentativa mais antiga de uma cosmologia racional de que se tem registro €
provavelmente a de Pitdgoras, que ensinava que a Terra € redonda e gira em
torno do seu eizo. A teoria de Pitdgoras era um rompimento radical com a visdo,
entdo prevalecente, de que a Terra era chata. Pitdgoras baseou suas idéias numa
analogia entre a harmonia da escala musical, expressa em termos de niumeros
racionais, e a harmonia celeste dos movimentos dos planetas. Tualvez sua mais
importante contribuicdo a cosmologia tenha sido a ideia de que os movimentos

celestes obedecem a certas leis quantitativas. ([4], p.10)

Pitédgoras (cerca de 569 — cerca de 475 a.C.), reconheceu que a 6rbita da Lua era
inclinada em relagao ao equador da Terra e foi um dos primeiros a perceber que Vénus
era um planeta. Teve varios discipulos, dentre os quais merece destaque Filolau de

Crotona (século V a.C.), conhecido como a primeira pessoa a propor que a Terra se
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move. Filolau postulou o denominado Sistema Pirocéntrico, modelo no qual a Terra
nao é so esférica, mas gira em orbitas circulares junto com o Sol, a Lua e os planetas

ao redor de um hipotético fogo central no nicleo do Universo.

Figura 2.1: Modelo Pirocéntrico de Filolau

Neste modelo havia a existéncia de nove movimentos circulares no céu: os das es-
trelas fixas, os dos cinco planetas e os da Terra, Lua e Sol. Porém, Filolau misturou
sua brilhante deducao com a numerologia mistica. Nove era considerado pelos pitagori-
cos um numero imperfeito desta forma, ele assumiu a existéncia de um décimo corpo
localizado entre a Terra e o fogo central denominado Anti-Terra. A Anti-Terra de-
sempenhava as fungoes de proteger a Terra dos raios diretos do fogo central e de fazer
com que o nimero de objetos moéveis do Universo fora 10, niimero que os pitagoricos
consideravam perfeito.

A idéia revolucionaria de que a Terra se movia e nao era centro do Universo foi
o preparo de um caminho para uma cosmologia heliocéntrica, que com o passar do
tempo estagnou e se tornou obsoleta. E importante destacar que era de conhecimento
dos pitagoricos o fato da Lua sempre estar com a mesma face voltada para a Terra.

Platao (427 — 347 a.C.) tinha uma visao distinta do Universo.

... [Platao] sustentava que o circulo, por nao ter comego nem fim, era uma forma
perfeita e, consequentemente, os movimentos celestes deviam ser circulares, uma

vez que o unverso tinha sido criado por um ser perfeito, Deus. ([4], p.11)

Platao admitia que a Terra era esférica como o proprio Universo. Ele defendia a
idéia de uma rotacao diaria da aboboda celeste em volta de uma Terra imoével, onde os
planetas moviam-se em 6rbitas circulares com velocidades diferentes. Surgem assim os
modelos geocéntricos, idéia devido a Platao, que utilizou oito esferas concéntricas para

formar seu modelo cosmolégico. A primeira destas esferas, a mais externa, representava
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as estrelas fixas. Sua rotacao fazia o Universo todo girar de Leste para Oeste com
velocidade uniforme, em torno do eixo imaginario que passava pelo centro da Terra.
Outras sete esferas concéntricas foram definidas de tamanhos diferentes para identificar
o movimento da Lua, do Sol e dos cinco planetas: Mercirio, Vénus, Marte, Jupiter e
Saturno.

Os modelos geocéntricos foram naturalmente escolhidos pela maioria dos astréonomos
e cosmologos da antiguidade. O movimento da esfera celeste causava a sensagao de que
a Terra permanecia fixa no centro de uma grande esfera e todo o resto girava em
torno dela. Estes modelos podem ser divididos em dois grupos distintos. O primeiro
grupo consiste dos modelos de Platao, Euddxio e Aristoteles, denominados modelos
concéntricos. O segundo grupo consiste dos modelos de Apolénio, Hiparco e Ptolomeu,
denominado epiciclos e excéntricos.

Eudoxio (400 — 347 a.C.), contemporaneo de Platao e considerado o melhor ma-
tematico da Idade Helénica, criou um modelo de Universo bastante engenhoso para
explicar os movimentos das estrelas, dos planetas, do Sol e da Lua. Por este trabalho,
Eudéxio é considerado o pai da astronomia cientifica. Seu trabalho combina 27 esferas

concéntricas com rotagoes uniformes em torno de eixos inclinados entre si.

Uma esfera para explicar o movimento diurno, uma para o movimento anual do
Sol, duas para o movimento da Lua. Para a “lagadas” e retrogradagoes de Jupiter
e Saturno, quatro esferas para cada um, e ainda cinco esferas para cada um dos
outros trés planetas, Mercirio, Vénus e Marte. Além de introduzir um elemento
abstrato (as esferas, que deviam ser consideradas invisiveis e transparentes), este
modelo apresentava outras falhas, como nao explicar como sao ligadas as esferas
e como sao produzidos os movimentos; apresentava uma margem de erro consid-
erdvel, mesmo para época, das posicoes dadas aos planetas, e ainda nao explicava

a variag¢ao de brilho dos mesmos. ([2], p.26)

Este modelo é aperfeicoado por Aristoteles (384 — 322 a.C.), outro discipulo de
Platao e considerado um dos maiores séabios da antiguidade. No seu modelo Aristoteles
permita que as esferas concéntricas de Eudoxio funcionassem tao bem pratica quanto
na teoria, ampliando para um complexo mecanismo que necessitava de 55 esferas para
funcionar. Para Aristoteles o Universo era finito, esférico, eterno, imutével e limitado
pela esfera das estrelas fixas. Fora da esfera das estrelas fixas nada poderia existir, nem
mesmo o tempo. Acreditava também na existéncia de cinco elementos fundamentais.
Quatro terrestres: a dgua, o fogo, o ar e a terra e um elemento divino denominado éter.
O éter era o elemento perfeito que comporia os céus onde a perfeigao era dominate.

Contemporaneo de Aristoteles e discipulo de Platao, Heraclides do Ponto (387 - 312
a.C) defendia a idéia de que a Terra, embora no centro do Universo, estava animada
de um movimento de rotagao em torno de si mesma num periodo de um dia. Desta

maneira, explicava o movimento diario de todos os astros.
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Por volta de 300 a.C. a capital da cultura grega mudou-se de Atenas para a cidade de
Alexandria no Egito construida por Alexandre, o Grande (358 — 323 a.C.). Alexandria
viria a se tornar o maior centro cultural, cientifico e econémico da Antiguidade por mais
de 300 anos.

Em meio aos modelos geocéntricos que tentavam explicar os movimentos dos corpos
celestes, surge o heliocentrismo com matematico grego Aristarco de Samos (310 — 230
a.C.). O que se sabe a respeito deste brilhante astrénomo é devido a citagoes de
Arquimedes, Plutarco e outros.

Aristarco defendia a idéia do movimento de rotacao da Terra em torno do seu
proprio eixo e o movimento de translagao ao redor do Sol, como também o movimento
de translacao dos demais planetas em orbitas circulares ao redor do Sol. O modelo
heliocéntrico de Aristarco nao foi aceito na época devido a argumentos provenientes da
Fisica e Cosmologia Aristotélica. Um dos argumentos contra o movimento de rotacao
da Terra era que, se a Terra girasse em torno de si mesma, qualquer corpo em queda
livre sofreria um desvio para Oeste. Para o nao movimento de translacao o argumento
era a nao existéncia de paralaxe das estrelas.

Aristarco elaborou uma classificacao para as estrelas quanto ao seu brilho e admitiu
que estas se encontravam em diferentes distancias da Terra.

Seleuco de Seleucia (150 — 7 a.C.), observou que as marés estavam relacionadas
com as fases da Lua e foi o tinico astronomo da antiguidade a adotar o heliocentrismo
de Aristarco.

Eratostenes (276 — 194 a.C.) calculou com éxito a circunferéncia terrestre determi-
nando com boa precisao o raio, a area superficial e o volume da Terra.

Com o passar do tempo, os observadores adquiriam uma imagem mais clara e

elaborada dos movimentos que observavam no céu,

os modelos concéntricos foram perdendo credibilidade entre os astronomos e aos
poucos foram deizados de lado. Isso ocorre por causa do aprimoramento das ob-
servagdes e construgoes de tabelas que possibilitaram aos estudiosos confrontarem
dados de vdrias épocas, determinando alteracoes nas orbitas planetdrias, cujos
modelos concéntricos existentes até entdo nao consequiam explicd-las satisfatori-
amente [5] p. 45.

Apolonio de Perga (262 — 190 a.C.) contemporaneo de Eratostenes, propde a teoria
dos deferentes, epiciclos e excéntricos propondo dois sistemas alternativos baseados em
movimentos epiciclos e excéntricos para explicar o aparente movimento dos planetas
no céu.

Hiparco de Nicéia (190 — 120 a.C.) no ano de 134 a.C. detectou o surgimento
de uma nova estrela na constelacao de Escorpiao. Esta estrela aumentou seu brilho
rapidamente e passado algum tempo, desapareceu e nunca mais foi vista. Com base

nesta observacao Hiparco verificou que o Universo nao era imutavel e eterno como havia
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proposto Aristételes. Confecciona assim um catalogo com quase mil estrelas e melhora
sua classificacao em funcao do brilho, feita anteriormente por Aristarco. Classificou as
estrelas em seis grandezas, de tal forma que as de primeira grandeza seriam as mais
brilhantes e as de sexta grandeza, as de brilho mais fraco.

Hiparco desenvolveu uma teoria que fazia uso do excéntrico a fim de explicar as
irregularidades observadas nos movimentos do Sol e da Lua, mantendo a hipotese
do movimento circular uniforme. Utilizou outro modelo, o do deferente-epiciclo para
explicar o mesmo fato. Hiparco defende a idéia do geocéntrismo de Aristételes, onde a
Terra estaria fixa no centro do Universo e todos os outros astros realizam movimentos
uniformes ao seu redor.

Claudio Ptolomeu (cerca de 85 — cerca de 165) juntou suas proprias teorias e ob-
servacoes com idéias de outros astronomos, principalmente de Apolonio e Hiparco,

aperfeicoando assim a versao do modelo geocéntrico.

Essa teoria consistia em supor que os planetas se movimentavam em orbitas com-
postas por um circulo principal, o deferente, ao qual se sobrepunha um circulo
menor, resultando em um movimento de epiciclo. FEssa construcao era funda-
mental para explicar o movimento retrégrado dos planetas. Mas por si s6 nao era
suficiente. Ainda era necessdrio supor que a Terra estivesse ligeiramente deslo-
cada em rela¢ao ao centro do circulo em que se movimentavam os planetas.

Ademais, era necessdrio imaginar ainda que o planeta se movimentava uniforme-
mente ndo em relacao ao centro do seu circulo orbital, mas sim em relacao a um
ponto deslocado do centro conhecido como equante. Dessa forma um tanto com-
plicada era possivel prever com razodvel precisdo a posi¢cao dos astros na esfera

celeste. ([3], p. 22)

A teoria de Ptolomeu é transmitida ao longo da Idade Média em forma de uma en-
ciclopédia astrondémica, a “Megale Sintaxis”, muito conhecida por sua versao traduzida
para o arabe como “Almagesto”. Essa teoria resiste as provas de observacoes durante
14 séculos.

Apo6s Ptolomeu, a ciéncia astronémica e cosmologica grega praticamente se ex-
tingue. O pensamento religioso cristao praticamente bane o desenvolvimento das cién-
cias, “os primeiros lideres da Igreja insistiam numa interpretacao literal das passagens

biblicas, e a Terra volta a ser plana.” ([4], p. 15)

2.4 A Cosmologia na Renascenca

O termo Renascenca compreende o periodo da historia européia que vai do inicio
do século XIV até o final do século XVI. Este termo possui suas origens na palavra
italiana “rinascita”, que literalmente significa “renascer”, e descreve as mudancas radi-

cais que ocorreram na cultura européia durante estes séculos. Nesta época ocorre o



26

Historia da Cosmologia

desaparecimento da misteriosa e magica Idade Média e, pela primeira vez, incorpora a
sociedade os valores do mundo moderno.

Neste periodo ocorre a exploracao do globo terrestre com as grandes navegacoes
feitas por portugueses e espanhodis. Tem-se o incrivel desenvolvimento da expressao
artistica, com Leonardo da Vinci (1452 — 1519), Rafael (1483 — 1520), Tiziano Vecellio
(1490 — 1576), Michelangelo (1475 — 1564) e também das ciéncias com Nicolau Copér-
nico (1473 —1543), Tycho Brahe (1546 —1601), Johannes Kepler (1571 —1630) ¢ Galileo
Galilei (1564 — 1642). No entanto, este desenvolvimento nao deve ser confundido com
liberdade. A Igreja Catoélica dominava fortemente o pensamento da época, e cientistas
como Copérnico e Galileu apresentaram suas idéias e sofreram retaliagoes por causa
delas. Alguns como Giordano Bruno (1548 — 1600) foram queimados por suas inter-
pretagoes cientificas diferentes daquelas apoiadas pela Igreja Catodlica. Contudo, a era
do renascimento tirou o mundo da apatia e ignorancia em que estava vivendo.

Na Europa do século XIII, ainda Idade Média, ja havia uma forte insatisfacao com a
Fisica e a Astronomia de Aristoteles e de Ptolomeu. Nos séculos XIIT e XIV muitos fatos
cientificos pediam novos métodos de analise, tornando-se inevitavel o desenvolvimento
de teorias mais satisfatorias.

Nesta época, surgiu o monge franciscano Roger Bacon (1214 — 1292), enfatizando
que o método cientifico consistia em fazer observacoes e nao realizar a eterna leitura
de textos antigos. Para ele o método cientifico significa observar, usar a matematica,
comparar os resultados obtidos com os experimentos feitos e voltar a fazer observagoes.
Era preciso se libertar dos velhos textos classicos e criar uma nova maneira de encarar
a ciéncia.

Nao foi apenas Roger Bacon que apresentou criticas a ciéncia da época. Outros
pensadores, muitos deles religiosos, apresentaram ao longo deste periodo idéias revolu-
cionéarias.

Um exemplo, foi bispo francés Nicolau de Oresme (1323 — 1382), brilhante matema-
tico, fisico e economista, que afirmou que o movimento somente poderia ser percebido
quando um corpo altera sua posi¢ao em relacao a outro corpo. Com base nisso, Oresme
refutava a velha idéia de que a Terra nao podia girar em torno do seu eixo.

A idéia de um cosmos infinito tem seu ponto de partida com o cardeal alemao
Nicolau de Cusa (1401 — 1464). Em sua obra, De docta ignorantia (Sobre a sabia
ignorancia), introduz a idéia de um Universo sem limite, indeterminado, ou em suas
palavras, immensum, bem como sem centro e sem circunferéncia.

Durante o Renascimento muitas verdades intocéveis sao revistas e fortemente dis-
cutidas. Até mesmo a autoridade do Papa é contestada pelo monge Martinho Lutero
(1483 — 1546), dando origem ao protestantismo.

A Renascenca conduziu & “revolugao copernicana’; e, como consequéncia, a era
moderna da ciéncia. Os principais nomes da Cosmologia na Renascenga foram: Nicolau
Copérnico, Thomas Digges (1543 — 1595), Giordano Bruno, Tycho Brahe, Johannes
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Kepler e Galileu Galilei.

O monge polonés Nicolau Copérnico, propoe um modelo onde tudo seria mais sim-
ples se o Sol estivesse no centro do sistema planetéario. No ano de sua morte, foi
publicado em seu livro, De revolutionibus orbium coelestium (Da revolucao de esferas

celestes) sua teoria, na qual

o Universo € composto por sete esferas concéntricas. A primeira e mais
externa € a esfera das estrelas fixas, sequindo a esta a esfera de Saturno, a de
Jupiter, a de Marte, a da Terra, a de Vénus e a sétima esfera de Mercirio. Todas
essas esferas, com excecdo da primeira, giram em torno de um ponto central, onde

estd o Sol, formulando entao o que chamou de sistema heliocéntrico.([2], p. 32)

A teoria de Copérnico tem uma grande concordancia com as idéias de Aristarco,
a de que um tnico movimento circular em torno do Sol, seria capaz de explicar o
movimento aparente dos planetas. Essa teoria causa um grande impacto nas agitadas

movimentagoes sociais, culturais e religiosas daquele tempo.

Figura 2.2: Sistema Heliocéntrico proposto por Copérnico

No entanto, mesmo com a enorme simplificacdo conceitual na descricdo dos
fenomenos celestes, a teoria de Copérnico ndo chegou a derrubar a credibili-
dade do modelo geocéntrico. Faltavam evidéncias observacionais mais solidas
que pudessem privilegiar o heliocéntrismo em detrimento de uma outra teoria,
que mesmo sendo mais complicada desfrutava de sucesso na descricao acurada

das observagoes existentes. ([3], p. 23)

Thomas Digges, escreveu um trabalho popular chamado A Perfit Description of the
Caelestiall Orbes, publicado em 1576, que tinha como objetivo explicar o modelo he-
liocéntrico de Nicolau Copérnico.
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Digges introduziu uma importante modificacao no sistema universal de Copérnico.
Ele reconheceu que a esfera das estrelas fixas que limitava o Universo nao era logica-
mente necessaria em um modelo onde a Terra tinha um movimento de rotagao. Re-
moveu assim, a borda mais externa do modelo e dispersou as estrelas fixas por todo o
espaco nao limitado. Seu modelo de Universo era heliocéntrico, infinito com as estrelas
espalhadas por um espaco vasto e aberto.

Giordano Bruno tomou conhecimento do livro de Thomas Digges e, prontamente
adotou as idéias ali contidas. Este livro falava de um Universo sem contorno e voltou
sua atencao para a conclusao logica, previamente mostrada por Nicolau de Cusa, de
que o Universo também nao possui centro.

Esse brilhante tedlogo, fil6sofo, escritor e frade dominicano deve ser considerado
o principal representante da doutrina do Universo descentralizado, infinito e infinita-
mente povoado. Em seu livro La Cena de le Ceneri apresenta a melhor discussao e
refutagao, escrita antes de Galileu, das objecoes classicas, sejam elas aristotélicas ou
ptolomaicas, contra o movimento da Terra. Neste texto ele defendia com ardor a teoria
heliocéntrica. Em seu livro De ['infinito universo e mondi, Giordano Bruno afirma de
maneira precisa, resoluta e consciente que o espaco é infinito. Também afirma que
movimento e mutagao sao sinais de perfeigao. Um Universo imutavel seria morto. Um
Universo vivo tem de ser capaz de mover-se e modificar-se.

Segundo Bruno, como poderia o espaco “vazio”, deixar de ser uniforme ou vice-
versa? Como poderia o “vazio”’, uniforme deixar de ser ilimitado e infinito? Do seu
ponto de vista a concepgao aristotélica de um espaco fechado no interior do mundo é
nao sé falsa como absurda.

Suas afirmagoes eram avancadas demais para a época. Em 1591, Giordano Bruno
foi preso pela Inquisi¢ao, sendo continuamente interrogado até o ano de 1600, quando
foi queimado vivo como herege em uma praca publica na cidade Roma.

Tycho Brahe foi o maior de todos os astronomos pré-telescopio. Por meio de es-
tudos sistematicos com instrumentos grande e finalmente trabalhados, desfrutou de
observagoes limitadas pela resolucao do olho humano. Suas observagoes foram nu-
merosas, quase mil estrelas catalogadas com exatidao, os planetas foram seguidos com
precisao e os cometas com um pouco mais dificuldade.

Propdés seu proprio modelo planetario, o sistema tychonoico, onde o Sol e a Lua
giravam ao redor da Terra, enquanto todos os outros planetas giravam ao redor do Sol.
Na verdade, este modelo era uma modificacao geocéntrica do modelo de Copérnico,
sendo equivalente ao sistema de Copérnico, no sentido de que os movimentos relativos
de todos os corpos celestes (exceto as estrelas) sdo os mesmos nos dois sistemas.

A cosmologia de Tycho Brahe forneceu as bases observacionais necessérias, que
permitiram a Kepler estabelecer os verdadeiros movimentos dos planetas.

Johannes Kepler, de posse dos resultados das observagoes feitas por Tycho Brahe,

principalmente aquelas sobre os registros do movimento do planeta Marte, formulou
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Figura 2.3: Modelos cosmologicos de Ptolomeu, Copérnico e Tycho Brahe

as trés leis fundamentais sobre o movimento planetario, conhecidas como as Leis de

Kepler:

Lei das Orbitas Elipticas: Os planetas se movem em érbitas elipticas com o Sol em

um dos focos das elipses.

Lei das Areas: Uma linha tragada do Sol a um planeta percorrerd dreas iguais em
tempos iquais. Esta lei determina que os planetas se movem com velocidades diferentes,

dependendo da distincia a que se encontram do Sol.

Lei dos Tempos: Os quadrados dos periodos de revolugao dos planetas sao propor-
ctonais aos cubos dos eizos mdaxrimos de suas orbitas. Esta ultima lei indica que existe
uma relacao entre a distancia do planeta e o tempo que ele demora para completar uma
revolucao em torno do Sol. Assim, quanto mais distante o planeta estiver do Sol mais

tempo levard para completar sua volta em torno desta estrela.

Kepler imaginou o Sol como um grande ima giratorio, que atraia os planetas em
torno de si libertando o sistema solar da teoria epiciclica que perdurava por anos.

E importante ressaltar que sem as medicoes de Tycho Brahe, Kepler nio teria
encontrado suas leis planetarias, e a historia da ciéncia do século XVI poderia ter sido
muito diferente.

Uma astronomia com o uso de telescopio foi introduzida no ano de 1610 por Galileu
Galilei inovando os métodos sisteméticos de observacao e de experimentacao. Com o
uso do telescopio realizou grandes descobrimentos astrondémicos: a natureza monta-
nhosa da superficie da Lua; observou pela primeira vez os quatro grandes satélites
de Jupiter possibilitando assim a analogia entre o sistema Terra-Lua e demais corpos
celestes; a existéncia de outras estrelas nao visiveis a olho nu; a descoberta das fases de

Vénus, ajudando a demonstrar que este planeta se move em torno do Sol. Argumentou
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também que as estrelas se encontravam muito distantes da Terra ao observéa-las como
pontos de luz, mesmo quando vistas pelos telescopios.
O aristotelismo recebe um golpe mortal quando Galileu faz a descoberta das man-
chas solares. Este fato acaba com a doutrina aristotélica da imutabilidade do céus.
Galileu nao contribuiu significativamente para a teoria cosmolégica, mas suas obser-
vacoes nao s6 deram inicio a era da astronomia telescopica, como exerceram profunda

repercussao sobre o entendimento humano do Universo.

2.5 O Mecanicismo de René Descartes. A Teoria da
Gravitacao de Isaac Newton e o Determinismo de

Pierre Simon Laplace

A ciéncia desenvolvida por Galileu ficou conhecida como “mecanicismo”, e lancou as
bases para uma nova concepc¢ao da natureza que foi amplamente aceita e desenvolvida.

Os mecanicistas viam a natureza como um mecanismo cujo funcionamento era
regido por leis precisas e mateméticas. Para eles, o mundo era formado de pegas
ligadas entre si e o seu funcionamento regular nos permitia descrevé-las usando as leis
da Mecéanica. Com esse argumento era possivel negar a necessidade de se apelar a um
Deus para conhecer o que estava acontecendo, sem negar a existéncia do proprio Deus.
Segundo os mecanicistas, um ser inteligente pode conhecer o funcionamento de uma
magquina tao bem como o seu préprio inventor sem ter que consulta-lo a esse respeito.

Um dos grandes defensores do mecanicismo foi o filosofo francés René Descartes
(1596 — 1650), que propos um modelo ndo matematico para o Universo que consistia,
de enormes rodamoinhos de matéria coésmica, os quais denominou “vortices”. O Sistema
Solar seria apenas um dos inimeros rodamoinhos que formavam o Universo.

A cosmologia mecanicista de Descartes era altamente aceitavel dentro da concepgao
geral existente no século XVII do mundo concebido como uma maquina. Entretanto,
suas explicagoes eram apenas redescri¢oes qualitativas de fendmenos em termos mecani-
cos. Durante o século XVIII, a teoria do “vortice”, de Descartes mostrou ser incapaz
de calcular os movimentos planetarios que eram observados.

Ocorreram trés importantes descobertas experimentais no século XVII que con-
tribufram fundamentalmente para uma melhor compreensao do Universo. A determi-
nagao da distancia Terra-Sol por Giovanni Domenico Cassini (1625 — 1712) mostrando
que, mesmo em termos de Sistema Solar, as distancias envolvidas eram gigantescas.
Cassini determinou o valor da unidade astronémica (U.A.) como sendo a distancia mé-
dia entre a Terra e o Sol. Este valor foi apenas 7% menor do que o aceito atualmente
como verdadeiro, cerca de 149.597.870,691 quilometros.

A segunda descoberta foi a determinacgao da velocidade da luz pelo dinamarqués
Ole Christensen Romer (1644 — 1710). Este dado fisico foi de extrema importancia,
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uma vez que a velocidade da luz é finita. Uma importante consequéncia foi que ao
olhar o céu noturno, o que se vé é o passado do Universo.

Roemer obteve o valor de 225.260 quilémetros por segundo para a velocidade da
luz, 25% menor do que o aceito atualmente que ¢ de cerca de 300.000 quilometros por
segundo.

Finalmente, a tltima grande descoberta foi realizada por Otto von Guericke (1602 —
1686) de que o vacuo era possivel. Este fato revelou a todos os cientistas de que o espago
entre as estrelas poderia ser considerado como vacuo, sem a necessidade da existéncia de
qualquer meio semelhante ao “éter”. A idéia de vacuo vira a ser melhorada, permitindo
que a teoria de campo possa justificar diversos fenomenos.

Guericke se preocupava com a natureza do espaco e, com a possibilidade da existén-
cia do espago vazio. Ele construiu um modelo fisico do Universo, englobando as idéias
de Copérnico. Sua teoria baseava-se no espago vazio através do qual a agdo magnética
controlava os movimentos dos planetas.

Os trabalhos de Nicolau Copérnico sobre o Sistema Solar foram muito importantes
por mostrarem o papel que a gravitagdo exercia nos corpos celestes. Em seguida,
Johannes Kepler apresentou suas leis do movimento planetario e Galileo Galilei fez
compreender o movimento e a queda dos corpos. Com base nesses conhecimentos e
estimulado por Edmund Halley (1656 — 1742), Isaac Newton (1642 — 1727) apresentou
suas idéias sobre o movimento dos corpos celestes. Newton publicou em 1687 suas leis
do movimento e a analise da gravidade sob a forma de um livro intitulado Philosophia
Naturalis Principia Mathematica (Principios Matematicos da Filosofia Natural).

Formulou trés importantes leis:

Primeira Lei ou Lei da Inércia: Todo corpo continua em seu estado de repouso
ou em mouvimento uniforme sobre uma linha reta, a menos que seja for¢cado a mudar

aquele estado por forcas aplicadas sobre ele.

Segunda Lei ou Lei da Quantidade de Movimento: A mudanca de movimento é
proporcional a forca motora imprimida e € produzida na diregao da linha reta na qual

aquela forca € imprimida.

Terceira Lei ou Lei da Acao e Reacgao: A toda acao hd sempre uma rea¢do oposta
e de 1gual intensidade, ou seja, as acoes mituas de dois corpos um sobre o outro sao

sempre iguais e dirigidas em sentidos opostos.

Newton também desenvolveu a Teoria da Gravitagao Universal. Esta teoria motiva-
se pela seguinte pergunta: o que impede a Lua de sair de sua 6rbita em torno da Terra,
exatamente como acontece ao cortarmos a corda que prende uma bola que esta sendo
rodada?

Newton argumentava que a Lua “cai”, continuamente em sua trajetéria em torno
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da Terra por que existe uma forca gravitacional que a atrai na direcao do centro do
nosso planeta. A Lua sofre uma aceleragao gerada pela gravidade do nosso planeta e o
conjunto desses fatores produz no fim das contas sua 6rbita. Seguindo esse raciocinio,
Newton chegou a conclusao que dois objetos quaisquer no Universo exercem uma mu-
tua atracao gravitacional, gerada por uma forca que possui uma forma matematica
universal.

A palavra gravidade ja estava em uso naquela época, significando a qualidade de

“peso”, que faz um objeto cair. Newton demonstrou sua existéncia por uma lei universal:

Duas particulas quaisquer de matéria se atraem mutuamente com uma forca
diretamente proporcional ao produto de suas massas e inversamente propor-

ctonal ao quadrado da distdncia entre elas.

Com esta observagao, Newton introduziu o grande principio unificador da Fisica
Classica, capaz de explicar em uma lei matemaética o movimento dos planetas, o movi-
mento das marés e a queda de uma macga.

A Lei da Gravitagao Universal pode ser escrita matematicamente como:

Mm

F=G=—r,

onde G ¢é a constante universal da gravitacdo, (ou apenas constante gravitacional), M e
m sao as massas dos corpos que estao interagindo gravitacionalmente, e d é a distancia
entre estes corpos.

Newton estava convencido de que suas descobertas demonstravam as maravilhas
criadas por Deus. A presenca divina agia como um “éter”, imaterial que nao oferecia
resisténcia aos corpos mas que poderia mové-los por meio da forca da gravitacao.
Newton imaginava um Universo infinitamente grande no qual Deus tinha colocado as
estrelas exatamente nas distancias corretas uma em relagao a outra, de modo que a
acao mutua de suas forcas de atragao gravitacional fossem canceladas. Um equilibrio
tao preciso como o de agulhas equilibradas por suas pontas.

Ja o filosofo, matematico e astronomo francés Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827)
acreditava fortemente no determinismo. O determinismo é um conceito no qual “as
mesmas causas geram sempre os mesmos efeitos”. Baseado nisso, Laplace escreveu em

“Fnsaio Filosofico sobre as Probabilidades™

Devemos considerar o estado presente do universo como um efeito do seu estado
anterior e como causa daquele que se hd de sequir. Uma inteligéncia que pudesse
compreender todas as for¢as que animam a natureza e a situagao respectiva dos
seres que a compoem ... uma inteligéncia suficientemente vasta para submeter
todos esses dados a uma andlise ... englobaria na mesma formula os movimentos
dos maiores corpos do universo e o do mais pequeno dtomo; para ela, nada seria

incerto e o futuro, tal como o passado, seriam presente aos seus olhos.
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Em seu livro Mécanique Céleste, Laplace propoe que todos os fenémenos fisicos
no Universo poderiam ser reduzidos a um sistema de particulas que exercem forgas de
atragao e de repulsao entre si. Em 1796, em seu livro Fzposition du Systema du Monde,
resumiu o conhecimento sobre Astronomia e Cosmologia do final do século XVIII e
antecipa uma idéia que se tornou conhecida como a “hipétese nebular”. Laplace sugere
que o nosso Sistema Solar, assim como todas as estrelas, foram criadas a partir do
esfriamento e condensagao de uma enorme “nebulosa”; quente em rotagao, ou seja, uma
nuvem gasosa de particulas. A “hipétese nebular”, influenciou fortemente os cientistas
no século XIX, fazendo-os procurarem sua confirmacao ou recusa. Elementos da idéia
da “hipotese nebular”, de Laplace permanecem centrais a nossa compreensao atual de
como o Sistema Solar foi formado.

Laplace também esteve proximo a propor o conceito de buraco negro. Observou que
poderia haver estrelas massivas cuja gravidade seria tao grande que nem mesmo a luz
escaparia de sua superficie. Seus trabalhos consistiam em uma tentativa de substituir
a hipotese do poder de Deus por uma teoria puramente fisica que explicasse a ordem

observada no Universo.

2.6 Conhecendo o Universo

O heliocentrismo é finalmente adotado, inaugurando uma fase de reavaliacao das
informagoes astronomicas.

A idéia existente de uma esfera celeste contendo todas as estrelas era certamente
artificial, principalmente agora que nao havia motivo para que esta girasse em torno do
Sol. Galileu levantou a idéia de que as estrelas fossem astros semelhantes ao Sol, e por
seu brilho reduzido deveriam estar muito distantes. Gradualmente o modelo dominante
passou a ser o de um Universo preenchido com estrelas semelhantes ao Sol situadas a
grandes distancias. Quanto mais distante se encontrava a estrela menor deveria ser seu
brilho.

Entretanto, existia um desafio a ser esclarecido. Se as estrelas estivessem a dife-
rentes distancias deveria ser detectado o efeito de paralaxe. As estrelas mais proximas
deveriam se movimentar em relagao ao fundo das estrelas mais distantes. A nao de-
teccao desse efeito, por menor que fosse, causava um grande desconforto. Mais ainda,
como estabelecer a distancia das estrelas?

Mesmo sem conhecer as distancias das estrelas, a discussao sobre a natureza dos
objetos astronomicos continuou avancando. Utilizando telescopios de melhor qualidade
optica, algumas descobertas comecaram a mostrar a diversidade dos objetos presentes
no Universo, como a presenca de nebulosas as quais eram nitidamente diferentes dos
cometas. Com o desenvolvimento de novas teorias, os cientistas passaram a ter alguns
elementos essenciais para comecar a compreender a estrutura do Universo.

Charles Messier (1730 — 1813) preparou o primeiro catélogo de objetos nao estelares
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visiveis do Hemisfério Norte. Ele iniciou sua elaboracao no final da década de 1750
e a completou em 1784. O Catélogo das Nebulosas e Aglomerados Estelares contém
103 objetos nao estelares. Sabe-se hoje que alguns destes objetos sao galaxias, como
Andrémeda, e outros sdo aglomerados globulares (enormes concentragoes de estrelas)
e nebulosas galaticas. Deve-se a Messier também a descoberta de 21 cometas.

O filosofo inglés Thomas Wright (1711 — 1786) procurou explicar alguns aspectos
que eram naturalmente observados no céu como, por exemplo, a aparéncia da Via
Lactea. Para Wright

a nossa galdxia, € um sistema composto de uma miriade de estrelas distribui-
das em uma estrutura que se assemelha a um disco. Como estamos imersos no
meto desse disco, e mesmo as estrelas mais prorimas estao muito distantes do

Sol, visualizamos a Via Ldctea como uma faiza na esfera celeste. ([3], p. 26)

Immanuel Kant (1724 — 1804) apresentou em 1775 um modelo para descrever o
Universo. Ele levanta a seguinte questao: se as estrelas se movem, por que elas pare-
cem estar fixas no céu? Segundo Kant, este movimento ou era excessivamente lento,
tendo em vista a grande distancia entre as estrelas e o centro comum em torno do
qual elas giravam, ou essa falta de movimento era devida a uma mera incapacidade
nossa de percebé-lo, gerada pela grande distancia existente entre o local onde elas se
encontravam e aquele de onde as observamos.

Kant afirmava que o Sistema Solar newtoniano fornecia um modelo para os sistemas
estelares maiores. Em sua concepg¢ao, o Universo tinha uma ordem similar aquela que
vemos no Sistema Solar mas em uma escala maior e envolvendo muito mais objetos,
sendo formado por uma multidao de estrelas que giram em torno de um centro comum
estando todas, aproximadamente, no mesmo plano. A maior contribuicao de Kant foi
a introdugao do modelo de Universo das pequenas manchas luminosas elipticas obser-
vadas no céu pelos astronomos de sua época, e que eram chamadas coletivamente de
“estrelas nebulosas”. Ele argumentou que se a Via Lactea tinha a forma de um disco de
estrelas, entao seria viavel existirem também outros agregados planos de estrelas espal-
hados por todo o espaco. Estes agregados, tendo em vista os seus tamanhos, estavam
tao distantes da Via Léactea do mesmo modo como as estrelas individuais estao umas
das outras. Assim, eles deveriam aparecer para nés como pequenas manchas luminosas,
que teriam a forma mais ou menos eliptica dependendo de quanto estavam inclinadas.
Kant estava convencido da existéncia de “outros Universos”, além da Via Lactea. Pro-
poOs assim, pela primeira vez baseado apenas em filosofia, que o Universo era formado
por varios “universos ilhas”, repletos de estrelas semelhantes & nossa galaxia. Os objetos
nebulosos observados nos céus se tornaram na mente de Kant “universos ilhas”, como
colossais sistemas solares formados por milhares de estrelas. Seus pensamentos sobre
o Universo tinham pouco contetido observacional. Os fundamentos de suas hipoteses

cosmologicas eram basicamente filosoficos e teologicos.
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Willian Herschel (1738 —1822) é considerado um dos maiores astrénomos no periodo
intermediario entre Newton e o século XX. Deve-se a ele a universalidade da lei da gra-
vitacao ao descobrir estrelas binarias orbitando uma em torno da outra e obedecendo
a mesma lei da gravitagdo que os planetas do Sistema Solar. A descoberta do pla-
neta Urano, em 13 de margo de 1781, o torna famoso. Urano foi o primeiro planeta
descoberto que nao era conhecido na antiguidade, embora tenha sido observado e con-
fundido com uma estrela em muitas ocasides. O astréonomo inglés John Flamsteed
(1646 — 1719) o catalogou como a estrela 34 Tauri em 1690. Um fato semelhante ocor-
reu com Galileu, que entre 1612 e 1613, observou Urano em algumas ocasioes pelo
telescopio, mas o registrou como uma estrela. Numa das ocasioes, Galileu chegou a se
surpreender com o fato de ter “anotado incorretamente”, a posicao daquela “estrela”, no
dia anterior, e limitou-se a “corrigir”, a posi¢ao. Sem cogitar a possibilidade de tratar-se
de um movimento angular real do objeto e perdendo a oportunidade de adicionar mais
este mérito a sua extensa lista de contribuicoes a Ciéncia.

Herschel também se interessou pelas “estrelas nebulosas”, mencionadas por Kant e
Wright, entre outros. Ao longo de seus levantamentos do céu descobriu muitas outras.
Ao iniciar suas observacoes nos primeiros anos da década de 1780, os astronomos
conheciam cerca de 100 “objetos nebulosos”, no céu do Hemisfério Norte que haviam
sido catalogados por Charles Messier. Em 1802 publicou uma lista com mais 500
objetos nebulosos.

Herschel considerou as “manchas difusas”, de luz, ou nebulosas, observadas em seu
telescopio como “universos isolados” com este fato a cosmologia recebe um grande
impulso, e a partir de suas observagoes a astronomia extragalética torna-se um ramo

independente da Astronomia.

Herschel defendeu a hipdtese de que a Via Ldctea era um universo-ilha isolado,
em forma de disco, com o Sol numa posi¢cao central. FEle considerou a idéia
de que todas as “nebulosidades ldctea” consistiam em sistemas estelares, quando
adequadamente examinadas, e, ao fazer isso, ele incluiu indiscriminadamente as
nebulosas gasosas tais como as nebulosas planetdrias e os restos das supernovas,
como universos de estrelas isolados.

Apesar desses erros, ao reconhecer que a Via Ldctea poderia ser semelhante em
estrutura e em escala absoluta as outras fracas nebulosidades, Herschel deu um
grande passo no sentido de colocar a Terra em uma perspectiva adequada em

relagao ao resto do Universo. ([4],p.10).

A idéia de William Herschel de que todas as “nebulosidades lacteas”, consistiam
em sistemas estelares levaram muitos astrénomos a observar com mais atencao estas
pequenas nuvens difusas no céu que, até aquele momento, nao haviam sido resolvidas
em estrelas.

Em 1845 o astronomo irlandés William Parsons (1800—1867), construiu um telesco-

pio de 72 polegadas no seu castelo em Parsonstown na Irlanda. Tal construgao era
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monstruosa para a época sendo apelidada de “Leviathan of Parsonstown”.

Parsons conseguiu com a ajuda deste equipamento determinar que algumas destas
“nebulosas”, possuiam uma estrutura em forma de espiral. Em abril de 1845 desenhou
a “nebulosa”, M51 (hoje conhecida como galédxia Rodamoinho) mostrando sua forma
espiral. Esta foi a primeira vez em que a forma espiral foi identificada em uma “nebu-
losa”. Ele também conseguiu discernir estrelas individuais em véarias ‘nebulosas”, onde

nem mesmo o poderoso telescopio de Herschel tinha obtido sucesso.

Figura 2.4: Nebulosa M51, hoje conhecida como galédxia Rodamoinho

Por sua forma propria, estes objetos nebulosos passaram a ser chamados de “nebu-
losas espirais”. A natureza destas “nebulosas espirais”, foi assunto de intenso debate
durante as varias décadas que se seguiram. Afinal, estes objetos pertenciam ou nao a
nossa Galéaxia?

Com a descoberta das nebulosas espirais surge um grande problema para Astrono-
mia da época: como determinar as distancias até as chamadas “nebulosas espirais”?
Ao responder a essa questao seria possivel dizer se elas pertenciam ou nao a nossa
galaxia. Esse era um ponto fundamental que precisava ser esclarecido para conhecer-
mos o tamanho do Universo.

Nesta época, muitos cientistas acreditavam que a nossa Galéaxia era todo o Universo.
As estrelas que viamos eram tnicas e além destas estrelas existiria apenas a escuridao
de um espaco sem fim. Entretanto, nao havia um método confiavel para determinar
distancias aos objetos astronomicos situados além das estrelas mais proximas. Nao era
possivel definir se as “nebulosas espirais”, estavam relativamente proximas ou distantes.
Para resolver este problema era necessario, em primeiro lugar, desenvolver métodos que

permitissem calcular distancias as estrelas.
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A primeira técnica direta para calcular as distancias as estrelas foi conhecida como
paralaxe trigonométrica. Este método foi empregado em 1838 por Friedrich Wilhelm
Bessel (1784 —1846) para demonstrar que a Terra girava em torno do Sol. Infelizmente
esta técnica s6 podia ser aplicada as estrelas que estavam mais proximas, aquelas
situadas a menos de 100 parsecs. Para as estrelas situadas a distancias maiores este
deslocamento angular é tao pequeno que torna-se quase impossivel medi-lo. Cabe
ressaltar que mesmo para as estrelas mais proximas, a medida de paralaxe é muito
pequena. Por esse motivo ela nao é medida em graus, mas em fragoes de graus chamados
segundos de arco.

As observagoes constantes com relagao as medidas de movimentos e posigoes es-
telares, fizeram surgir uma outra técnica para determinar as distancias as estrelas
baseadas no chamado movimento proprio das estrelas. Esta técnica foi amplamente
usada durante o século XIX por diversos astronomos. Novamente s6 era possivel medir
pequenas distancias, uma vez que o movimento proprio de estrelas muito distantes é
pequeno demais para que se possa detectar. Contudo, esta técnica permitiu que os as-
tronomos medissem distancias a estrelas situadas bem além do alcance oferecido pela

paralaxe trigonométrica.

Em 1847, Friedrich G. Struve (1795—1864) mostrou que em algumas diregoes o
brilho aparente das estrelas decresceria muito mais rapidamente que o esperado
se a sua distribuicdo fosse homogénea. A explicacdo desse efeito € que se tor-
nava necessdrio admitir a presenca da poeira interestelar. Esse efeito prejudicara
seriamente as estimativas de W. Herschel sobre a forma da Galdzia, jd que os

objetos que ele acreditava distantes talvez nao estivessem tanto assim.([3[, p.30)

John Herschel (1792 — 1871), filho de William Herschel, consolidou o catalogo de
nebulosas ampliando o nimero de objetos catalogados para 5 mil.

Dois avancos tecnoldgicos do século XIX foram fundamentais para o desenvolvi-
mento da Cosmologia: o desenvolvimento da fotografia e o aperfeicoamento do espec-
tografo. A partir da fotografia foi possivel gravar as observagoes na forma de uma
imagem que poderia ser depois examinada. Jé& o espectégrafo permitiu realizar um
registro fotogréafico de um espectro luminoso.

Em 1868 Willian Huggins (1824 —1910) estabeleceu, de acordo como efeito Doppler,
que as linhas espectrais devem alterar de posi¢ao quando a fonte emissora se movimenta.
Ele utiliza o espectro estelar para identificar elementos quimicos e sugere que os mesmos
elementos sao encontrados na Terra e no Sol.

No final do século XIX, o espectografo estava instalado em varios telescopios sendo
sua principal aplicacao a classificacao espectral das estrelas. As técnicas de espectro-
scopia passaram a ser uma ferramenta ttil para os estudos das estrelas, produzindo um
grande avango no conhecimento destes objetos.

Em 1886, o astronomo norte-americano Edward Charles Pickering (1846 — 1919),

inventou um método engenhoso pelo qual era possivel obter espectros de centenas de



38 Historia da Cosmologia

estrelas usando o chamado “prisma objetivo”. Pickering contava com um grupo de
mulheres para analisar os espectros obtidos. Neste grupo destacaram-se as astronomas
Annie Jump Cannon (1863 — 1941), Henrietta Swan Leavitt (1868 — 1921) e Antonia
Maury (1866 — 1952), que além do trabalho de classificagao desenvolveram outras
importantes pesquisas cientificas.

Annie Jump Cannon verificou que as estrelas podiam ser classificadas de acordo com
as linhas que apareciam nos seus espectros. Ela notou que as classes espectrais podiam
ser rearranjadas de modo a formarem uma sequéncia continua de mudancas graduais.
Foi entao que surgiu a chamada “classificacao espectral de Harvard”, que usamos até
hoje e que classifica as estrelas como sendo dos tipos O, B, A, F,G,K,M,R,N e S.
O fator basico para esta classificacao era a temperatura da superficie das estrelas. A
temperatura diminuia continuamente a partir das estrelas mais quentes, classificadas
como O, até chegar as mais frias, do tipo M.

Em 1906, o astronomo dinamarqués Ejnar Hertzsprung (1873 — 1967), descobriu
que existiam estrelas gigantes e anas. Este fato revelou que as estrelas podiam ser
bem diferentes também em seus aspectos fisicos. As estrelas com grande tamanho,
chamadas estrelas gigantes, também tinham alta luminosidade. Como resultado dessa
pesquisa, os astronomos viram que as distancias as estrelas podiam ser estimadas se
seus espectros fossem conhecidos.

Henrietta S. Leavitt, no inicio do século XX,

... lancou a base sélida em que se assentaria a solucdo do problema dos universos
ilhas. Ao observar 59 estrelas varidveis do tipo Cefeida, na Pequena Nuvem de
Magalhaes, ela foi capaz de mostrar que o periodo de variabilidade destes objetos
dependia fortemente da sua luminosidade intrinseca. Portanto, uma observac¢ao
cuidadosa da regularidade das suas variagoes de brilho seria capaz de prover uma
indicagdo da sua luminosidade intrinseca. Uma vez que o seu brilho aparente pode

ser estimado com relativa facilidade seria possivel determinar a sua distancia. (/3]

p. 29)

No entanto, para este fato ser concretizado seria necessario uma calibracao de ponto
zero, qual informa o valor absoluto do brilho intrinseco das estrelas.

Em 1912, Vesto Melvin Slipher (1875-1969) descobriu que as linhas espectrais das
estrelas na galaxia de Andromeda mostravam um enorme deslocamento para o violeta.
Indicando que esta galaxia estd se aproximando do Sol. Iniciou assim um trabalho
sistemético demonstrando que das 41 galaxias por ele estudadas, a maioria apresen-
tava deslocamento espectral para o vermelho, indicando que as galédxias estavam se
afastando. Também descobriu que quanto mais fraco o seu brilho e, portanto mais
distante, maior era o deslocamento para o vermelho de seu espectro (redshifht).

Redshift, em portugués “desvio para o vermelho”, é uma medida da velocidade re-

lativa a nés de um objeto. Se um objeto se afasta, o comprimento de onda da luz que
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este emite aumenta, ou seja, é desvio para o vermelho (redshift). Se este se aproxima,
o comprimento de onda diminui, ou seja, é desvio para o azul (blueshift).

No ano de 1913, Ejnar Hertzprung estima a calibracao de ponto zero a qual informa
o valor absoluto do brilho intrinseco das estrelas. Desta maneira, foi possivel estimar
a distancia das Nuvens de Magalhaes em cerca de 30 mil anos-luz. Esta descoberta foi
momentaneamente suficiente para demonstrar a natureza extragaldtica das ‘nebulosas
espirais”.

As duvidas quanto as dimensoes de nossa galaxia ainda persistiam. Nem mesmo
os métodos observacionais pareciam esclarecer a pergunta que todos os astréonomos
faziam: as “nebulosas espirais”, estavam proximas a noés ou distantes?

Com o proposito de resolver a discussao sobre os “universos ilhas”, a Academia
Nacional de Ciéncias de Washington convidou os pequisadores Harlow Shapley (1885 —
1972) e Heber Doust Curtis (1872 — 1942) para apresentarem seus pontos de vistas e
argumentos. Este evento, realizado em 26 de abril de 1920, ficou conhecido como O
Grande Debate.

Shapley apresentou os seus argumentos em favor de uma dimensdo galdtica da
ordem de 300 mil anos-luz. A época esses argumentos, baseados na escala de
distancias das Cefeidas, pareciam bastante sdlidos.

... Curtis defendeu a posicao de que a dimensao da Galdzia seria de tao-somente
30 mil anos-luz. O seu argumento se baseava nos indicadores de distancias de
estrelas proximas. Afirmava ele que era impossivel aceitar o argumento de Shapley
de que os aglomerados globulares se encontravam tao distantes, recusando assim

a idéia de uma dimensao muito maior para a Galdzia. ([3], p. 29-30)

Curtis nao conseguiu mostrar a falha nos argumentos de Shapley. O Grande Debate
foi resolvido em 1925 com a importante descoberta de Edwin Hubble (1889 — 1953)
de que a nebulosa de Andromeda era realmente uma galdxia externa. Utilizando o
telescopio de Monte Wilson, o maior da época, observando as Cefeidas em Andromeda.
Hubble mostrou que esta nebulosa se encontrava a 930 mil anos-luz, aproximadamente
a metade da distancia atual. Tal erro em relagao a essa escala de distancia foi somente
corrigido na metade do século XX. Mesmo assim, estava provado que Andrémeda nao
era um objeto galatico, mesmo tendo como base os argumentos de Shapley. Finalmente

estava provada a existéncia dos “universos ilhas” de Immanuel Kant.

2.7 O surgimento das Teorias de Einstein

Até 1905, os conceitos de espaco e tempo eram descritos pela fisica newtoniana. Os
fendmenos da natureza, desde os mais simples como a queda de um corpo na superficie
da Terra, até as formas mais complexas como a descricao dos movimentos dos corpos

celestes em suas orbitas eram descritos pelas equagoes do movimento e pela Teoria da
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Gravitacao Universal estabelecidas por Isaac Newton. Contudo, é importante ressaltar
que o proprio Newton tinha davidas em partes de sua teoria. A fisica newtoniana dizia
que a acao entre dois corpos era descrita pela lei da gravitagao universal, que ocorria
como uma acao a distancia e cuja informacao se propagava com velocidade infinita.

Por exemplo, dois corpos em repouso no espaco, quando subitamente um deles se
desloca enquanto o outro permanece em repouso. Pela teoria de Newton o corpo que
permaneceu em repouso sente instantaneamente o deslocamento do outro corpo. Isso
implica que a informacao de que o primeiro corpo se moveu, se propaga com uma
velocidade infinita, contradizendo as observagoes feitas em laboratorio.

O fisico escocés James Clerk Maxwell (1831 — 1879) mostrou que os fenémenos
eletromagnéticos se propagavam com velocidade finita. Mostrando matematicamente
que a onda eletromagnética se propagava no vacuo com a velocidade constante igual a
velocidade da luz.

Maxwell mostrou que a propria luz era um fendmeno eletromagnético, passando
assim a ser entendida como uma onda eletromagnética cuja velocidade constante é
representada pela letra c. Isto era equivalente a mostrar que a luz se deslocava com
uma velocidade que independia do movimento de quem a estivesse observando, assim
como da velocidade da fonte que a estava emitindo. As leis fisicas propostas por Newton
para o movimento dos corpos previam o contrario: elas mostravam que a velocidade
da luz dependia do movimento do observador.

Sugiram assim, por parte de Hendrik Antoon Lorentz (1853 — 1928), Jules Henri
Poincaré (1854 — 1912) e Albert Einstein (1879 — 1955) modificagoes estruturais nos
conceitos relacionados aos sistemas inerciais. A definicao de inércia sob o ponto de
vista newtoniano nao foi mais aceita. Uma nova mecanica deveria surgir. As primeiras
modificagoes surgiram no que diz respeito aos conceitos de espago e tempo absolutos de
Newton e Galileu, pois eram através destes dois conceitos que se definiam um referencial
inercial e as leis do movimento.

O primeiro fato a ser questionado era a existéncia real ou nao do éter coésmico
proposto pela mecéanica newtoniana. Em 1887, os fisicos Albert Abraham Michelson
(1852 — 1931) e Edward Willians Morley (1838 — 1923) realizaram uma experiéncia
para constatar a existéncia de tal substancia. Nao comprovaram que essa substancia
existia e também notaram que a luz nao obedecia as leis da mecanica newtoniana.

Em 1904, Lorentz e Poincaré fizeram importantes descobertas cujas implicagoes

passaram despercebidas.

A nowa teoria de Lorentz introduzia a diferenca entre dois tipos de tempo, “tempo
local”, e “tempo universal”, (mas considerava que o tempo universal era, de al-
gum modo, a medida preferivel). Lorentz também percebeu que o movimento de
um elétron através do éter deve afetar o valor de sua massa, um efeito confir-
mado experimentalmente pelo fisico Walter Kaufman. Poincaré questionou se

a velocidade da luz poderia ser um limite de velocidade no universo, uma lei



O surgimento das Teorias de Einstein

41

aparentemente implicada pelas teorias da contracao. Ele também especulou sobre
a subjetividade do espago e do tempo, escrevendo: “Nao hd tempo absoluto; dizer
que duracgoes de tempo sdo iguais € uma afirmacdo que por si mesma nao tem
significado ... nds ndo temos sequer a intuicdo direta da simultaniedade de dois

”

eventos ocorrendo em lugares diferentes ...”. A linha diviséria entre as coisas

temporais e o espago sem tempo em que elas existiam estava se partindo. (/6]
p.177)

Em 30 de junho de 1905, Einsten apresentou ao mundo sua Teoria da Relatividade
Especial também conhecida como Teoria da Relatividade Restrita onde fez uma inter-
pretacao correta das equacoes das transformacoes de Lorentz® e uma completa revisao
dos conceitos de espago e tempo da Mecanica newtoniana.

O principio basico desta nova teoria proposta por Einstein esta no fato de nao
existir um sistema de referéncia universal ou absoluto. Na Teoria da Relatividade
Especial discutem-se fenémenos que envolvem somente sistemas de referéncia dotados
de movimento retilineo uniforme em relagao a outros referenciais.

Em 1906 surge o primeiro artigo sobre a relatividade especial nao escrito por Ein-
stein. Seu autor foi o fisico alemdo Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947).
Neste artigo Planck aplica os conceitos da relatividade a teoria quantica®. J4 no ano
de 1907, tornou-se o primeiro a orientar uma tese de doutoramento sobre relatividade.

Hermann Minkowski (1864 —1909) foi outra pessoa importante a adotar os conceitos
da relatividade especial. Ele mostrou que a teoria newtoniana da gravitacao nao era

consistente com a teoria da relatividade.

[Minkowski foi] um dos poucos a fazer uma importante contribuicao a teoria nos
seus primeiros dias. FEle deu um semindrio no qual introduziu a geometria e a
idéia de tempo como a quarta dimensao na teoria da relatividade. Numa palestra
em 1908, Minkowsk: disse: “Daqui por diante, o espaco em si mesmo, e o tempo
em si mesmo, estao fadados a se desvanecer em meras sombras, e somente um

tipo de uniao dos dois preservard uma realidade independente.” ([6] p. 193-194)

Apesar do apoio de fisicos importantes como Planck e Minkowski, e de alguns ou-

tros fisicos principalmente da Alemanha, uma aceitacao ampla da relatividade especial

3Hoje sabe-se que as equacdes que descrevem um dado fendmeno fisico, definidas em um determi-
nado referencial, precisam permanecer inalteradas se as observamos em um outro referencial que se
desloca com velocidade constante em relagao ao primeiro. O conjunto de equagoes que associa esses
dois referenciais sao conhecidas como transformagoes de Lorentz em homenagem ao fisico holandés
Hendrik Antoon Lorentz.

4A teoria quantica: é a teoria fisica que estuda os sistemas fisicos cujas dimensdes sdo proximas
ou abaixo da escala atOmica, tais como moléculas, atomos, elétrons, protons e de outras particulas
subatomicas, muito embora também possa descrever fendmenos macroscopicos em diversos casos. A
teoria quantica fornece descri¢oes precisas para muitos fendmenos previamente inexplicados tais como
a radiacao de corpo negro e as Orbitas estaveis do elétron.
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demorou a chegar. Enquanto a comunidade dos fisicos ponderavam sobre as idéias
da Teoria da Relatividade Especial, Einstein ja estava trabalhando e formulando uma
segunda teoria que causaria uma revolugao ainda maior que a primeira.

Pode-se dizer que Einstein nao ficou satisfeito com a Teoria da Relatividade Es-
pecial por muito tempo. Ele sentia uma forte necessidade de generalizar o principio
da relatividade dos movimentos uniformes aos movimentos acelerados. Apés um longo
e arduo caminho de oito anos de pesquisa, qual se iniciou com uma reflexdo sobre a
equivaléncia entre movimento acelerado e gravidade, Einstein estende a relatividade
do movimento a todos os observadores, ao mesmo tempo que edifica uma nova Teoria
da Gravitacao®. Desta maneira, ele ultrapassou a limitacao da relatividade especial, a
qual privilegiava apenas os observadores inerciais.

Poucos meses apés Einstein ter concluido a Teoria da Relatividade Geral, o fisico
alemao Karl Schwarzschild (1873 — 1916) conseguiu aplicar esta teoria para obter a
solu¢ao matematica exata de como o espaco e o tempo se curvam na vizinhanca de
uma estrela compacta e esfericamente simétrica. Além de ser a primeira solugao exa-
ta das equacoes de campo da gravitagao relativistica, os resultados encontrados por
Schwarzschild revelaram uma implicacao espantosa e ao mesmo tempo maravilhosa da

relatividade geral.

[Schwarschild] demonstrou que se a massa de uma estrela estiver concentrada
em uma regido esférica suficientemente pequena para que o resultado da divisio
da sua massa pelo seu raio seja maior do que determinado valor critico, o en-
curvamento do espago-tempo assim produzido serd de tal modo radical que nada
que esteja muito proximo & estrela, mem mesmo a luz, é capaz de escapar da
sua atragdo gravitacional. Como nem mesmo a luz pode escapar dessas “estrelas
comprimidas”, elas foram inicialmente denominadas estrelas escuras, ou frias.
Posteriormente John Wheeler deu-lhes um nome mais atraente - buracos negros
(black holes). Negros porque esses objetos nao podem emitir luz, e buracos porque

qualquer coisa que esteja muito perto cai dentro deles e nunca mais sai. ([7] p.98)

Para se ter uma nocao de tal concentracao de materia em uma regiao esférica
suficientemente pequena, uma estrela com a massa do Sol seria um buraco negro se o seu
raio ao invés de medir 720.000 quilémetros, fosse comprimido & apenas 3 quiléometros.
Uma colher de ché da matéria de tal estrela pesaria tanto quanto o monte Evereste. Um
planeta com a massa de Jupiter seria um buraco negro se o seu raio fosse comprimido
até atingir 3 metros. Ao passo que para Terra se tornar um buraco negro seu raio teria
que ser comprimido até atingir cerca de um centimetro.

Ha& indicios cada vez maiores de que existe um enorme buraco negro, de cerca de

2,5 milhoes de vezes maior que o Sol no centro da nossa galaxia. Acredita-se também

5A Teoria da Gravitacio proposta por Einstein ficou sendo mais conhecida como Teoria da Rela-

tividade Geral, Teoria Relativistica da Gravitagao ou como Teoria da Gravitagao de Einstein.
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que os quasares® presentes no nicleo de galaxias ativas possam ser buracos negros, cuja
massa pode ser bilhoes de vezes maior que a do Sol.

Todos os estudos hoje relacionados com estrelas de néutrons, pulsares e buracos
negros estao apoiados inteiramente nas solugoes obtidas por Schwarzschild.

E importante resaltar que mesmo antes de Schwarzschild encontrar as solucdes
que revelaram a possivel existéncia de buracos negros, idéia semelhante ja havia sido
contemplada e discutida em um artigo escrito no ano de 1783 pelo Rev. John Michell
(1724 — 1793) a Royal Society.

Michell utilizou o conceito newtoniano de velocidade de escape e pensou na existén-
cia de um corpo tao massivo, no qual a velocidade de escape em sua superficie fosse

igual a velocidade de escape da luz. Em seu artigo, Michell escreveu:

Se o semidiametro de uma esfera de mesma densidade como o Sol na propor¢do
de cinco centenas para um, e supondo que a luz fosse atraida pela mesma forca
em propor¢do a sua [massaj como outros corpos, toda luz emitida por tal corpo

faria o retorno para ele, por sua prépria gravidade apropriada.

Acima Michell contemplou a existéncia de uma estrela 500 vezes o raio do Sol e
da mesma densidade. Para tal objeto ele calculou que o campo gravitacional seria
tao forte em sua superficie que a velocidade de escape excederia a velocidade da
luz. Nesta estrela hipotética nem mesmo a luz poderia escapar e a estrela pode-
ria ser invisivel. Embora ele pensasse ser improvdvel, considerou a possibilidade
que muitos objetos semelhantes poderiam estar presente no cosmos, sem que nds

fossemos capaz de vé-los. [8]

Treze anos mais tarde, o matematico Pierre Simon Laplace apresentou idéias seme-
lhantes a de Michell em seu artigo “Exposition du Systeme du Monde”.

Contudo, experimentos realizados no inicio dos anos de 1800 colocavam em duvida
a teoria corpuscular da luz” e apontavam a predominancia da teoria ondulatéria. De
posse deste fato, foi pensado que a luz nao era afetada pela gravidade. Assim a idéia
de Michell sobre estrelas invisiveis acabou caindo no esquecimento. Foi preciso esperar
mais de um século até o surgimento da Teoria Relativistica da Gravitacao e com ela
os trabalhos de Schwarszchild, para em fim se obter uma prova cientifica das hipoteses

apresentadas por Michell.

6Quasares sio objetos extragalaticos extremamente luminosos e muito distantes. O nome vem
de “Quasi-Stellar Objects: QSO”, e foram detectados primeiramente com radio telescopios e, quando

identificados no telescopio tinham uma aparéncia pontual de uma estrela.
"Nesta teoria a luz era considerada como um feixe de particulas ou “corptisculos” emitidos por uma
fonte de luz.
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2.8 Modelos Cosmolégicos

As equagoes da Teoria Relativistica da Gravitagao descrevem a natureza do espaco-
tempo. O que elas poderiam dizer sobre a estrutura do proprio Universo? Ou seja, a
estrutura do espago-tempo sob o maior ponto de vista possivel.

Albert Einstein, como tantos outros pesquisadores se dedicaram a essa questao.
Em 1917, um ano apo6s Einstein ter divulgado as equagoes da Teoria da Relatividade
Geral em sua forma final, estas equagoes ainda nao tinham solugoes estaticas quando
estudadas em escalas cosmologicas. Estas solugoes previam que o Universo era dindmico
e que deveria estar, ou se expandindo ou se contraindo.

A conclusao de que o Universo deveria ser dindmico e nao estatico desagradou Ein-
stein. O problema com o modelo de universo estatico era que a Teoria da Relatividade
Geral mostrava que modelos contendo matéria nao podiam ser estaticos. Se o Universo
fosse estatico desde o seu inicio, a atragao gravitacional da matéria faria com que todos
os corpos existentes colapsassem sobre si mesmos. Isso parecia inconsistente pois nao
havia qualquer razao que justificasse um espaco tao instavel.

Einstein decidiu entao modificar sua teoria a fim de obrigar a existéncia de uma
solugao cosmologica estatica mas estavel. Para isso, ele alterou as equagoes de campo da
relatividade geral introduzindo um termo que foi chamado de constante cosmologica e
representada pela letra grega A. Sua funcao era fornecer solugoes cosmoldgicas estaticas
estaveis. Essa constante cosmologica agia como uma forga repulsiva que se opunha a
acao da forga gravitacional. Ajustando o valor dessa constante cosmoldgica era possivel
contrabalancar a agao da gravidade resultante de uma distribui¢ao uniforme de matéria.
Se essa constante fosse diferente de zero, o modelo estatico com matéria nao colapsaria
sob sua propria gravidade.

Einstein considerava que essa constante cosmolégica era somente um termo hipoté-
tico. A constante cosmologica nao era exigida pela teoria e nem parecia natural sob o
ponto de vista tedrico. Einstein declarou que esse termo é necessario somente para o
proposito de tornar possivel uma distribuicao estatica de matéria.

Assim, o modelo proposto por Einstein para o Universo continha matéria uniforme-
mente distribuida. A geometria do espaco era esférica, ou seja, o espaco era uniforme-
mente curvado. Seu Universo era de natureza estatica: nao estava se alterando, nem
expandindo e nem colapsando.

Em 1917, o astronomo holandés Willem de Sitter (1872 — 1934) também propos
um modelo de universo completamente diferente daquele apresentado por Einstein.
Para de Sitter, o Universo era isotropico e, para ser estatico, nao podia conter qual-
quer quantidade de matéria. Esse modelo de universo poderia ter sido considerado
uma mera curiosidade matemética pelos astronomos pois exigia a nao existéncia de
matéria. No entanto, sabe-se que o Universo é preenchido por matéria na forma de
nebulosas, estrelas, galdxias, etc. O modelo de de Sitter apresenta uma propriedade

muito interessante. Se fosse jogado um punhado de particulas dentro desse Universo
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estas se afastariam umas das outras. Isso foi interpretado como tendo alguma relacao
com os resultados de redshift obtidos por Slipher, e por muito tempo foi chamado de
“efeito de Sitter”.

Assim, foi mostrado que a natureza estatica do Universo de de Sitter era um artifi-
cio puramente matematico. Seu modelo de universo se comportava de modo estatico
somente devido ao fato de nao conter matéria. A presenca de matéria fazia com que
exibisse suas caracteristicas dindmicas. O astrénomo norte americano Howard Percy
Robertson (1903 — 1961) mostrou mais tarde que este modelo de universo era homoge-
neo e isotrépico, e que dessa forma era também espacialmente plano, infinito e estava
se expandindo.

Uma distingao pode ser feita entre os modelos de universo propostos por Einstein
e por de Sitter. O Universo de Einstein era “matéria sem movimento”, enquanto que o
Universo de de Sitter era “movimento sem matéria”.

Em 1922, o mateméatico e meteorologista russo Alexander Alexandrovich Fried-
mann (1888 — 1925), ao passar em revisao todos os calculos de Einstein, equac¢ao por
equacao, de subito deparou-se com um erro de calculo. O erro se encontrava justa-
mente na equacao que definia a estaticismo do Universo. Este erro era em uma pas-
sagem matematica. Einstein, dividia dois termos de uma equagao por uma grandeza
que em certas circunstancias se igualava a zero. Ao fazer a divisd@o por zero, a equagao
tornava-se descontinua em tal ponto e todos os calculos posteriores a este conduziam
a um erro ainda maior.

Corrigindo os calculos, Friedmann constatou que a equacao original de Einstein
sobre a gravitacao era correta, nao necessitando introduzir a constante de Repulsao
Cosmica ou Constante Cosmologica.

Dessa forma, publicou um conjunto de solugoes matemaéticas possiveis das equagoes
de campo da teoria relativistica da gravitacao. A andlise dos resultados obtidos
mostrava um comportamento nao estatico para o Universo. Ao contrario do que havia
sido previsto por Einstein, Friedmann apresentava uma solugao das equagoes relativis-
ticas nas quais o Universo estava em expansao.

A importéancia do trabalho de Friedmann esta em descrever espagos cujas geometrias
possuem curvaturas positiva, zero e negativa. Isso foi feito uma década antes que o
astronomo norte americano Howard Robertson e seu companheiro Arthur Geoffrey
Walker (1909 — 2001) publicassem os mesmo resultados.

Nem Einstein nem qualquer outro cientista teve qualquer interesse no trabalho
apresentado por Friedmann. A maioria dos astrébnomos continuavam a considerar que
o universo real era estético.

O desprezo dos astronomos era tanto com as descoberta de Friedmann, que mesmo
em 1924, quando publicou novamente o seu trabalho Uber die Mdéglichkeit einer Welt
mit konstanter negativer Krimmung des Raumes (Sobre a Possibilidade de um Universo

com Espaco de Curvatura Negativa Constante), foi visto como uma questao puramente
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tedrica da relatividade sem qualquer interesse astronémico. Nem mesmo apareceu no
levantamento anual de artigos cientificos sobre topicos de astronomia.

Ainda hoje, o trabalho pioneiro de Friedmann é desprezado por escritores, em par-
ticular norte americanos. Estes referem-se as solugoes cléssicas das equagoes de campo
da teoria da relatividade geral, que descrevem um Universo homogéneo e isotrépico com
sendo a métrica de Robertson-Walker. Ninguém se refere a isso como métrica de Fried-
mann e alguns poucos a chamam de métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
ou métrica FLRW.

2.9 Modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Wal-

ker para o Universo

A cosmologia estudada a partir das equacoes da relatividade geral tem a curvatura

do espaco dada por:
k

K — ﬁ’
onde k é a constante de curvatura e R o fator de escala do Universo. A constante de
curvatura k£ tem sempre um dos trés possiveis valores, ou seja, k = 0 ou kK = +1 ou
kE=—1.

Se adotarmos o valor k£ = 0, o espaco-tempo que se expande é plano, infinito e nao
limitado. Este modelo de universo é o mais simples, e é conhecido como Universo de
Friedmann de curvatura zero ou Universo de Einstein-de Sitter.

Considerando uma descri¢cao newtoniana do Universo, esse modelo de Friedmann
corresponderia a uma bola que se expande continuamente. Neste Universo as particulas
presentes seguem Orbitas parabolicas e tém velocidades iguais as suas velocidades de
escape.

Se adotarmos o valor kK = +1, o espaco-tempo que se expande é esférico, finito e nao
limitado. Este modelo de universo se expande a um tamanho maximo e entao colapsa.
Em uma descrigao newtoniana do Universo, esse modelo de Friedmann corresponderia a
uma bola que se expande e em seguida colapsa. Neste Universo, as particulas presentes
seguem Orbitas elipticas e tém velocidades menores do que suas velocidades de escape.

Por fim, se adotarmos o valor £ = —1, o espago-tempo que se expande ¢ hiperbélico,
infinito e nao limitado. Em uma descrigao newtoniana do Universo, esse modelo de
Friedmann corresponderia a uma bola que se expande continuamente. Neste Universo,
as particulas presentes seguem oOrbitas hiperbolicas e tém velocidades maiores do que
suas velocidades de escape.

E importante observar que nos trés casos descritos acima, a constante cosmologica
é igual a zero, ou seja, A = 0.

Em 1927, poucos anos apds a publicacao do trabalho de Alexander Friedmann,

que mostrava pela primeira vez um Universo em expansao, o astronomo e fisico belga,
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Figura 2.5: Todos os universos de Friedmann come¢am com uma explosao.

Georges Henri Edouard Lemaitre (1894 — 1966), ao analisar e resolver as equagdes
da relatividade geral chega as mesmas conclusoes. Suas contribuigoes na época nao
causaram qualquer impacto nos meios cientificos e foram rapidamente esquecidas, até
mesmo por aqueles que leram o seu artigo.

Logo depois de ter tomado conhecimento da existéncia do artigo de Lemaitre, de
Sitter, em 1931, elogiou a “brilhante descoberta”, do universo em expansao. Einstein
também confirmou que este trabalho se ajustava bem na Teoria da Relatividade Geral.

Lemaitre avancou mais ainda em suas idéias, propondo que o Universo atual é
formado pela evolucao a partir de um atomo primitivo. Tal hipotese estipula que todo
o Universo (ndo somente a matéria, mas também o proprio espago) estava comprimido
num tnico 4tomo chamado de d&tomo primordial ou ovo cosmico. Os estudiosos afirmam
que a matéria comprimida naquele atomo se fragmentou numa quantidade descomunal
de pedacos, e cada um destes pedagos acabaram se fragmentando em outros menores,
assim sucessivamente até chegarem aos atomos atuais numa gigantesca fissao nuclear.
Por esse motivo, ele é considerado por muitos o pai do Big Bang. Da inicio a uma nova
era na Cosmologia.

A importante descoberta do Universo em expansao levaria a uma visao diferente
da cosmologia. Por esse motivo, Lemaitre e Friedmann sao considerados pais da cos-
mologia moderna.

Essa descoberta deu origem ao seguinte raciocinio: se o Universo esté se expandindo,
entao avancando para o futuro, daqui a milhoes de anos as galdxias estarao mais
distantes umas das outras e o Universo sera maior. Mas, retrocedendo no tempo,
milhoes de anos atras, veremos o contrario: as galaxias mais e mais préximas entre si
e o Universo cada vez menor, até se chegar a um ponto em que todas as galaxias e
estrelas se fundem. E nesse ponto que o Universo teve origem.

Surge assim uma nova pergunta. O Universo era estatico ou estava em expansao?
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Em 1929, Hubble mostrou que, ao contrario do que se imaginava, o Universo estava
em expansao. Medindo o deslocamento para o vermelho nas linhas espectrais das galé-
xias observadas por Milton La Salle Humason (1891-1972), e medindo ele proprio suas
distancias, Hubble descobriu que as galédxias estavam se afastando com velocidades pro-
porcionais a suas distancias. Quanto mais distante a galaxia se encontrava, maior sua
velocidade de afastamento. Este fato constituiu a primeira evidéncia para a expansao
do Universo, ja predita por Alexander Friedmann e Lemaitre em anos anteriores.

O fisico inglés Arthur Stanley Eddington nao gostava da idéia de um modelo de
Universo com origem em uma grande explosao, pois achava esteticamente desagradével.
Em vez de adotar um comego abrupto para o Universo, Eddington apresentou, em
1930, um modelo no qual permitia que a evolugao comecasse em um instante de tempo
infinito.

O Universo de Eddington existe inicialmente, durante um periodo infinito de tempo,
de modo semelhante a um Universo estatico. Entao, como resultado de uma pertur-
bacao acidental, este Universo deixa de ser estatico e comega a se expandir. O Universo
existe inicialmente em um estado estatico de Einstein e mais tarde muda seu comporta-
mento para o estado de um Universo de de Sitter no qual a repulsao domina a gravidade.
Desse modo, o Universo de Eddington junta os modelos discutidos por Einsten e de
Sitter.

Em meados dos anos de 1930, Edward A. Milne (1896 — 1950) estabeleceu, na
forma em que conhecemos hoje, o chamado principio cosmoldgico. De acordo
com esse principio, dois observadores, que estejam acompanhando o movimento
cosmoldgico, devem estar expostos a mesma interpretacdo do Universo. As pro-
priedades observadas do Universo devem ser idénticas para ambos. O préprio
Milne reconheceu que esse principio € uma extensao da proposta de Finstein, se-
gundo a qual as leis da natureza devem ser as mesmas para esses observadores.
Na sua versao, nao somente as leis sao idénticas, mas a propria descri¢cdo da
estrutura do Universo, feita pelos observadores, deve ser também a mesma.([3],
p. 31-32)

Para impedir que os observadores tenham diferentes opinides sobre a distribuicao
de massa do Universo, este deve ser homogéneo e uniforme em grandes escalas. Nas
regioes visiveis pode se verificar que este fato ocorre. Contudo, nada se pode dizer das
regioes nao observaveis, ou seja, aquelas fora do nosso horizonte causal. Portanto, nao
se pode afirmar que este principio cosmolégico é valido para o Universo como um todo.

Milne construiu sua prépria teoria do Universo conhecida como relatividade cine-
matica, na qual a gravidade nao ¢ incluida como uma suposi¢ao inicial. Baseando-se
em um pequeno numero de axiomas, tais como, o principio cosmoldgico e as regras
da relatividade especial, ele apresentou uma descricao do Universo que explicava a
gravidade e outras leis da natureza. Ele fez também uma descricao do Universo em

expansao. Seu modelo cosmologico é:
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1. ou uma bolha finita que se expande a partir de um ponto, dentro de um universo

estatico, plano e vazio;
2. ou um universo que se expande, homogéneo, negativamente curvado e infinito.

As duas descri¢oes, embora paregam ser completamente diferentes, estao separadas
apenas por uma mudanca de coordenadas.

O Universo de Milne é incompativel com varias observagoes cosmoldgicas. Em
particular, ele nao prevé a radiagao césmica de fundo nem a abundéancia de elementos
leves que sao medidas no Universo.

O fisico tedrico russo George Gamow (1904 — 1968) desenvolveu um modelo para
origem do Universo que tinha como base as observagoes de Hubble no que diz respeito
ao afastamento das nebulosas extragaldticas. Ele acreditava que o Universo teve um
principio, e o entendimento de como foi este inicio alicercava-se no estudo de sua
expansao. Ele achava que, se as galaxias todas se afastavam uma das outras, tal fato
deveria ser consequéncia de um fendémeno fisico originario num passado distante que
impulsionava as nebulosas a se deslocarem dessa forma.

Seu modelo previa que, se hoje as galaxias estao se afastando uma das outras é de
se pensar que num passado remoto, elas estavam mais juntas e em certos momentos a
densidade era tao grande que tudo explodiu.

Essa teoria foi chamada sarcasticamente de Big Bang por Fred Hoyle (1915—2001),
defensor da Teoria do Estado Estacionéario. A Teoria do Estado Estacionario foi pro-
posta quase que simultaneamente por Fred Hoyle, Thomas Gold (1920 — 2004) e Her-
mann Bondi (1919, —2005), na tentativa de explicar como o Universo poderia ser eterno
e essencialmente imutavel, ainda que apresentando galaxias que se afastam umas das
outras. A teoria apoiava-se na formacao de matéria entre as galaxias de tempos em
tempos. Mesmo que as galaxias se afastassem umas das outras, novas galéxias se desen-
volveriam entre elas e encheriam o espaco deixado vago. O Universo resultante esta em
um estado estacionario da mesma forma que um rio que flui. As moléculas individuais
de Agua movem-se, mas novas aparecem e o rio parece ser imutavel.

No modelo proposto por Gamow, os cientistas falam em densidade, energia e massa
infinitas, ou mais precisamente, que tendem matematicamente para o infinito. Por isso,
consideram esta explosao uma singularidade, termo para designar um evento que nao
obedece a nenhuma das leis fisicas que conhecemos. Tal fenémeno foi causado por algo
que existia fora do tempo e do espago. A fisica nao conhece nada que possa existir fora
do tempo e do espago atuando como causa. Assim, a ciéncia s6 consegue explicar o
Universo a partir das fracoes de segundo apds a Grande Explosao.

O Big Bang nao foi de fato uma grande explosao, mas sim uma grande expansao que
originou o espago e o tempo simultaneamente e esta expansao continua empurrando o
espaco e o tempo para novas fronteiras.

Pode-se imaginar a expansao do Universo com uma analogia. Um bolo de nozes
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Figura 2.6: Dois modos de imaginar o Universo

cresce quando é assado no forno. Sua massa se expande. Enquanto cresce, os peda-
cinhos de noz se movimentam, afastando-se uns dos outros. Eles nao se movimentam
através da massa, mas junto com a massa. Do mesmo modo, enquanto o Universo se
expande, ganhando novas fronteiras, as galdxias e estrelas se movimentam, nao através
do espago mas junto com o espago. O que acontece é a expansao do préprio espago-
tempo, que leva consigo a matéria.

Em linha gerais, essa teoria tinha muitos pontos em comum com a teoria do atomo
primitivo de Lemaitre, que previa uma origem para o Universo numa posicao em que
seu raio era igual zero. Porém, Gamow nao concordava com a idéia de um tnico
atomo no momento primordial. Ele achava que nesse momento o que havia era uma
superdensidade de particulas subatéomicas em movimento muito réapido devido a alta
temperatura reinante em tal estado de concentragao. Nessas circunstancias nem mesmo
um nucleo de atomo existiria.

Dentro das previsoes feitas pela teoria do Big Bang, a mais notavel realmente era a
de prever a existéncia de uma radiacao coésmica residual na faixa das microondas que
deveria permear todo o Universo. No entanto, durante muito tempo nenhum astrofisico
se interessou pelo fato e a procura dessas radiacoes ficaram esquecidas.

Em 1964, os fisicos norte americanos Robert Wilson (1941—) e Arno Penzias (1933—)
estavam trabalhando no laboratério da Companhia Telefonica Bell (Estados Unidos)
com uma grande antena para detectar sinais fracos de radio usados para comunicacao
telefonica. Com esse equipamento, eles captaram um ruido que nao desaparecia, ape-
sar de todos os esforcos. Eles verificaram também que o ruido vinha de todo o espaco
com a mesma intensidade, independentemente da direcao para onde eles apontassem a
antena. Sem a menor idéia sobre a origem do ruido, Wilson e Penzias foram conversar
com fisicos da Universidade de Princeton. Os colegas reconheceram na descoberta o

sinal da radiagao cosmologica de fundo, um tipo de reverberacao do Big Bang, pre-
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vista em 1948 por George Gamow e colaboradores. Estes ruidos captados sao os mais
antigos ja observados, e sua origem data de eras onde nem mesmo as longinquas gala-
xias haviam se formado. Tais observa¢oes deram um golpe mortal na teoria do estado
estacionario. Tais consideragoes nao provam que o Universo nasceu de uma Grande
Explosao, mas descrevem com precisao uma grande categoria de observagoes.

Surgem assim as perguntas: Serd o Big Bang a criacao? Ou havera um pré-Big
Bang? Atualmente tem sido propostas teorias e modelos cosmologicos onde existe um
pré-Big Bang. Por exemplo, a hipotese de um Universo anterior ao Big Bang (pré-Big
Bang, ou ricochete primordial). Este Universo nao teria estado sempre em expansao,
mas uma ou varias fases de contragao teriam ocorrido antes, possibilitando observar
efeitos nas radiagoes de fundo. Tal modelo é cogitado por alguns tedricos da teoria de

cordas, como o que precede a fase de crescimento exponencial.

Os cenarios de Universo Eterno passam a ser considerados realistas pelos cosmdl-
0gos. ... Dentre estes cendrios, o que possui maior consisténcia e embasamento
tedrico consiste no chamado Universo Eterno Dindmico no qual uma fase de co-
lapso gravitacional teria ocorrido. Assim, podemos sintetizar nosso conhecimento
cosmoldgico sobre a situacdo atual da descri¢ao do Universo, no que diz respeito
a questao da singularidade inicial, nos sequintes pontos:

e O modelo Big Bang ao identificar o comegco do Universo com uma singulari-
dade criou uma questdo de principio, inibindo a possibilidade de uma descri¢cdo
completa e racional da Totalidade. Ao aceitar a existéncia de um momento de
criagdo a um tempo finito ele impede a racionalidade do Universo. Consequente-
mente, esse modelo nao pode sequer ser entendido como uma descri¢ao cientifica
da Totalidade do que existe;

o A possibilidade de que a expansdo do Universo esteja acelerada, acoplada a
idéia de que a gravitagcao € descrita pela Teoria da Relatividade Geral criou di-
ficuldades formais de compatibilidade com a fisica que conduziram a hipdtese de
que um tipo especial de energia, denominada energia escura, que deveria existir
e ser a principal responsdvel pela evolucao do Universo;

e Essa energia escura viola as condicoes de aplicabilidade dos “teoremas de sin-
gularidade”. Isso significa que este tipo de matéria/energia permite configuragoes
nao singulares, isto €, a possibilidade de que o Universo nao tenha um comego
singular a um tempo finito;

e Um Universo Eterno Dindmico, possuindo uma fase colapsante anterior a atual,
descreve sua dindmica para além do ponto de condensag¢ao mdxima, o suposto Big
Bang. A andlise da evolugdo de estruturas materiais em grande escala - como,
por exemplo, as galdxias - permite distinguir propriedades do Universo associadas
a uma possivel fase colapsante, anterior a atual fase de expansao. E, dessa forma,
entender o que teria dado origem ao comego da atual fase de expansao pela qual
passa o Universo.([9], p.14-15)
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O homem teve no século XX sua visao de mundo transformada e percebeu a in-
significancia da Terra na vastidao do cosmos. Saiu de uma situagao em que acreditava
ser o centro do Universo para uma situagao atual, em que se acredita que o Universo
nao tenha centro. Descobriu também que o tempo e o espago sao curvos e, que o

Universo esta se expandindo e que teve um comego no tempo.



3 Geometria Riemanniana

Neste capitulo é feito um relato sobre a historia da Geometria Diferencial e em
seguida é apresentado um estudo introdutorio sobre a nogao de curvatura de curvas em
R” e de superficies em R3. Um estudo sobre variedades diferenciaveis e tensores sera

apresentado no final do capitulo.

3.1 Histéoria da Geometria Diferencial

A histoéria da geometria moderna é constituida por trés fases distintas: a geometria
antiga (sistematizada por Euclides), a geometria analitica (Fermat e Descartes no século
XVII), e por fim a geometria diferencial (tempos modernos).

A histoéria da geometria diferencial inicia-se com o estudo de curvas. Nogoes como
retas tangentes e analise das propriedades da curvatura de curvas sao encontradas desde
os gregos Aristoteles, Arquimedes (cerca de 287 — cerca de 212 a.C.), Euclides (cerca
de 325 — cerca de 265 a.C), entre outros. Contudo, poucos resultados foram alcangados
até a invencgao do calculo diferencial e integral no século XVII.

Curvatura é tudo o que é necessario para se definir uma curva (a menos de movi-
mentos rigidos). Este fato chamou a atencao de varios matematicos na Grécia Antiga.
Havendo uma distin¢do das curvas gregas classicas, a reta (ndo possui curvatura ou
curvatura zero) e o circulo (mesma curvatura em todos os pontos).

Apolénio de Perga (cerca de 262 — cerca de 190 a.C), fez descobertas significantes
relacionadas ao conceito de curvatura. Uma de suas descobertas foi que em cada ponto
de uma secao conica existe exatamente uma reta normal, resultado que posteriormente
mostraria-se de grande importancia para o estudo de curvas. Em seu livro V de Se¢oes
Conicas sao encontrados os conceitos iniciais sobre evolutas e centros de osculagao,
que estao intimamente ligados a curvatura. Apolonio também aplicou métodos para
encontrar raios de curvatura que foram semelhantes aos métodos usados por Newton
e Huygens dois mil anos mais tarde. Mas tanto Apolénio quanto seus contemporaneos
estavam limitados pela Matematica da época. Seus trabalhos sobre curvaturas pouco
avancaram. Nao existe um grande avango no estudo de curvas até o século XIV,
quando Nicolau de Oresme fez importantes contribuicoes. E creditado a Nicolau como a

rimeira pessoa a “desenhar”, um grafico. Seu trabalho é visto por muitos historiadores
)

23
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como sendo uma tentativa prematura da geometria em coordenada (uma unificagao
entre geometria e a algebra). Ele também observou que a curvatura de um circulo é
uniforme e passou a propor que sua curvatura é proporcional ao inverso multiplicativo
de seu raio. Seus trabalhos despertaram o interesse dos matematicos em encontrar a
curvatura de uma curva geral.

Quase trés séculos mais tarde, Kepler fez contribuigoes indiretas para teoria de
curvatura ao generalizar as solu¢oes para o problema de Alhazin. Ele também parece
ter sido o primeiro a desenvolver métodos para a investigagao do grau de torcao de
uma curva.

O século XVII proporciona grande avango para a Matematica de um modo geral, e
em particular ao estudo de curvas. Os franceses Fermat (1601 — 1665) e Descartes de-
senvolvem o método das coordenadas ou geometria analitica. Este método possibilita
descrever curvas geométricas gerais por meio de equagoes algébricas. O alemao Got-
tfried Leibniz (1646 —1716) e o inglés Isaac Newton descobrem os algoritmos do calculo
infinitesimal, permitindo o estudo de curvas e superficies através de suas propriedades
diferenciais. Os conceitos de curvatura de uma curva plana' e circulo osculador ja
eram conhecidos por Newton e Leibniz apesar do precursor do assunto, o matematico
alemao Christian Huygens (1629 — 1695), nao conhecer o Célculo. No ano de 1673,
Huygens publicou um trabalho sobre curvas planas, no qual introduz os conceitos de
involuta e evoluta de uma curva, motivado provavelmente pelo seu grande interesse
em péndulos e relogios. Usando o fato de que a cicldide é uma tautdocrona? e idéias
sobre infinitesimais, Huygens inventa o péndulo cicloidal. Este tipo de péndulo conser-
vard seu periodo mesmo quando sua amplitude diminuir como tempo. O péndulo de
Huygens é uma aplicacao pratica de curvatura e serviu para muitos mateméticos como
motivagao para futuras investigacoes.

No século XVIII muitos livros textos de Célculo foram escritos e muitos trataram
do assunto de curvatura. Thomas Simpson (1710 — 1761) em seu livro sobre Method
of Fluxions lidou com o assunto de curvatura. Na secao V (The Use of Fluxions
in Determining the Radii of Curvature, and the Evolute of Curves), ele descreveu a
sequéncia de construcao de evolutas que foi desenvolvida por Huygens.

Durante o século XVIII até o inicio do século XIX desenvolvem-se os fundamentos
da teoria de curvas e superficies mergulhadas no espago tridimensional. Em 1731, Alexis
Clairaut (1713 — 1765) estuda curvas no espago tridimensional limitando-se apenas a
propriedades de primeira ordem (que envolvem apenas as derivadas de primeira ordem

e retas tangentes). Gaspard Monge (1746 — 1818) em 1775, discute os conceitos de

LA curvatura de uma curva plana em um ponto da curva é uma medida numérica de quanto a
curva se afasta de ser uma reta numa vizinhanca daquele ponto: é a taxa de variacdo naquele ponto

da diregao tangente & curva em relacao ao comprimento de arco.
20 nome tautécrona vem do grego tautos (mesmo) e chronos (tempo). Esta curva faz com que um

corpo em condigoes ideais (sujeito apenas a agao da gravidade e restrito ao percurso da curva) atinja
o ponto baixo da curva apdés um intervalo de tempo que independa da altura em que foi solto.
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curvatura e torcao® de uma curva espacial.

A transicao da teoria de curvas para a teoria de superficies se encontra no problema
geodésico, isto €, o problema de se encontrar o caminho mais curto entre dois pontos de
uma superficie. Os matematicos do século XVIII nao se interessavam em demonstrar a
existéncia de tal caminho. Eles se preocupavam apenas em determinar a caracterizagao
geométrica da curva que teria tal propriedade. Trabalharam neste problema, Jacobi
Bernoulli (1654 — 1705) e seu irmao Johannes Bernoulli (1667 — 1748), que forneceram
solucoes corretas. A solugao proposta por Johannes era de mais facil compreensao,
enquanto a proposta por Jacobi era mais complexa e se mostrava mais geral.

Leonhard Euler (1707 —1783), aluno de Johannes Bernoulli fez contribui¢oes impor-
tantes a Geometria Diferencial. Talvez a maior tenha sido o estudo de curvatura das
secoes planas de uma superficie. Em 1772, Euler discute sobre o problema de se deter-
minar quando uma superficie pode ser desenvolvida isometricamente (sem distorcé-la)
sobre um plano. Ele descobre que a condigao necessaria para a ocorréncia de tal fato
é que a superficie seja regrada (isto é, folheada por retas). Ele fez uma observagao

significativa sobre a teoria de superficies. Mostrando o

... fato das coordenadas (x,y, z) dos pontos de uma superficie serem funcgoes de
duas varidveis independentes. E curioso notar que nem ele nem seus contem-
pordneos sequiram essa idéia e estudaram superficies através da representacao

das coordenadas x,y,z em termos de fungées de duas varidveis [10].

Euler também formulou uma expressao para encontrar o raio de curvatura dada

por:
1

P= \/(xu)Q + (y//)Q + (Z”)2
Em 1826, Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) faz melhorias significativas para

a Geometria Diferencial. Em seu Legons sur l'application du calcul infinitésimal a la
géométrie, Cauchy introduz novos métodos, sistematiza e esclarece diversos calculos
feitos por seus antecessores. Em particular, ele aprimora o trabalho de Monge sobre
curvatura k e torcao 7 de uma curva espacial obtendo as féormulas hoje conhecidas
como de Frenet-Serret, que expressam o comportamento local da curva em funcao de
k e 7 em relagao a um sistema de coordenadas movel.

As férmulas de Frenet-Serret foram redescobertas mais tarde independentemente
por Jean Frenet (1816 — 1900) e Joseph Serret (1819 — 1885), que publicaram seus
trabalhos em 1847 e 1850 respectivamente.

Os teoremas de existéncia e unicidade de solugoes de equagoes diferencias devido a
Cauchy permitem mostrar que as funcoes k e 7 determinam completamente a curva, a

menos de um movimento rigido do espaco. Cauchy também fez a importante observacao

3A torcdao em um ponto de uma curva mergulhada no espaco é uma medida numérica de quanto a

curva se afasta de estar contida em um plano numa vizinhanga daquele ponto.
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de que ds? = da? + dy? + dz? deveria ser escrita mais convenientemente como:

(&) (56

Este foi um fato de importante distingao nao apenas para Geometria Diferencial,

mas também para o Calculo de forma geral.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) trouxe a Geometria Diferencial para um

novo nivel. Gauss é conhecido por seus trabalhos sobre a teoria de superficies.

tas regioes na Alemanha, uma tentativa do que chamariamos hoje de levantamento
geodésico. Este trabalho tem por objetivo medir a distancia entre cidades e outros
pontos de referéncia reunindo-os em um mapa. Gauss se ocupou deste trabalho por

varios anos e o conduziu as idéias de sua obra Disquisitiones Generales Circa Superficies

Por volta de 1816, Gauss trabalhou fazendo um levantamento topografico de cer-

Curvas, publicada em 1827.

Como comentado anteriormente,

Euler havia percebido que as coordenadas x,y,z de um ponto de uma super-
ficie podem ser consideradas como funcgées de duas varidveis independentes u, v,
mas € Gauss quem utiliza tal representacao paramétrica sistematicamente. As
varidveis u e v sao chamadas de “coordenadas curvilineas”, sobre a superficie.
Gauss introduz a forma diferencial quadrdtica ds®, hoje conhecida como primeira
forma fundamental®, que essencialmente exprime as distincias sobre a superfi-
cie, e escreve ds® em termos de trés funcoes E,F e G dew e v o que lhe permite
escrever equacoes para as curvas geodésicas. ... Inspirado por seus trabalhos em
Astronomia e Geodesia, ele introduz a nocao de “representacao esférica”, de uma

5. O estudo dessa represen-

superficie, hoje conhecida como aplicacdo de Gauss
tagao o leva a definir a “medida de curvatura”, da superficie em P, hoje conhecida
como curvatura gaussiana. A fim de calcular a curvatura gaussiana através das
coordenadas curvilineas, ele introduziu uma outra forma diferencial quadrdtica,
deriwada da aplicacao de Gauss e que hoje € conhecida como sequnda forma fun-
damental®. Um de seus maiores resultados é o famoso Theorema Egregium, que
afirma que a curvatura gaussiana, apesar de ter sido definida através da aplicacdo
de Gauss e portanto parecer depender de como a superficie estd mergulhada no
espaco, depende somente da primeira forma fundamental e € portanto invari-
ante se transformarmos a superficie sobre outra superficie (ou a deformarmos)

isometricamente (isto €, sem alterar distdncias sobre ela). ... O ponto crucial

envolvido no Theorema Egregium e em outras realizacdes de Gauss € o conceito

4A primeira forma fundamental exprime comprimento de curvas em superficies, angulos entre

vetores tangentes e areas de regioes da superficie.

5Esta é a aplicacdo que associa a cada ponto P da superficie o ponto P’ da esfera de raio unitario

tal que o raio OP’ ¢ paralelo a normal & superficie em P.

6A segunda forma fundamental exprime a curvatura de curvas contidas na superficie.
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de geometria intrinseca. FEle mostrou como estudar a geometria de uma superficie
operando exclusivamente na propria superficie, sem se preocupar com o espaco a

sua volta onde ela se encontra [10].

Os trabalhos de Gauss tiveram muitos seguidores destacando Pierre Bonnet (1819 —
1892), Carl Jacobi (1804 — 1851), Ferdinand Minding (1806 — 1885), Gaspare Mainardi
(1800 — 1879) e Delfino Codazzi (1824 — 1873). Em 1839, Minding mostrou que duas
superficies com mesma curvatura gaussiana constante podem ser transformadas iso-
metricamente uma sobre a outra. Gaspare Mainardi e Delfino Codazzi exprimiram as
condi¢oes de compatibilidade entre os coeficientes das duas formas fundamentais e suas
derivadas em 1856 e 1867 respectivamente. Bonnet demonstrou, em 1867, que essas
condicoes, hoje conhecidas como equagoes de Gauss Codazzi- Mainardi, sao suficientes
para que exista uma superficie com essas formas fundamentais dadas.

Em 10 de julho de 1854, Bernhard Riemann (1826 — 1860) realizou uma conferéncia
para os docentes da Faculdade de Filosofia de Gottingen com o intuito de cumprir os
requisitos para obtencao de um cargo em Gottingen.

Riemann ofereceu trés possiveis topicos para esta conferéncia. Para os dois primeiros
ele estava bem preparado. Mas contrariamente a pratica usual, Gauss, que era chefe do
departamento, escolheu o terceiro topico no qual Riemann tinha pouco conhecimento.

Durante vérias semanas Riemann ficou paralisado provavelmente pela pressao. Fi-
nalmente, quando a primavera chegou, ele se recompos e em sete semanas elaborou
sua palestra. O resultado foi talvez a mais importante conferéncia cientifica proferida,
Uber die Hypotheses, welche der Geometrie zu Grunde liegen, (“Sobre as hipoteses em
que a geometria se baseia”) era o tema preferido de Gauss durante quase toda a sua
vida.

Com esta conferéncia Riemann da inicio a um novo estagio no desenvolvimento da
Geometria Diferencial. Este texto foi publicado ap6s sua morte em 1868 e repercutiu

imediatamente entre os mateméticos que trabalhavam com Geometria Diferencial.

[Riemann/| introduziu o conceito de variedade n-dimensional de pontos (x1,x2
y--.y Tp) que generaliza a idéia de superficie bidimensional tanto no sentido de
constderar um nidmero maior de dimensées quanto no sentido de descartar a ne-
cessidade do objeto estar mergulhado em algum espacgo circundante. Em sequida
introduziu uma forma diferencial quadrdtica (hoje chamada de métrica riemanni-
ana) na variedade que generaliza a primeira forma fundamental das superficies e
define as distdncias sobre ela. Esse € um dos pontos essenciais de sua visdo: a
separagao entre os conceitos do conjunto de pontos (a variedade n-dimensional) e
as possiveis métricas que podem ser definidas sobre ele. Dessa maneira, Riemann
aprofundou brutalmente o conceito de geometria intrinseca da teoria de superfi-
cies de Gauss. Finalmente, ele ainda introduziu a curvatura riemanniana (que

generaliza a curvatura gaussiana) e discutiu o caso de variedades riemannianas
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de curvatura constante. O trabalho de Riemann nao apenas unificou a Geometria
FEuclideana e a nao-Euclideana, mas representou uma vasta generalizacao dessas

geometrias [10].

Os trabalhos de Riemann continuaram com Elwin Christoffel. Como o objetivo de
generalizar o problema de superposigao de superficies, Christoffel introduz o que hoje é

conhecido por simbolos de Christoffel e o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.

A obra de Riemann sobre geometria diferencial tornou-se a pedra angular da teoria
da relatividade geral de Finstein. Se Riemann ndo tivesse sido tao imprudente
em incluir a geometria na sua lista de tépicos, ou se Gauss ndo tivesse sido tao
ousado a ponto de escolhé-la, o instrumento matemdtico que Finstein precisou

para a sua revolugao na fisica nao teria existido [6], p.146.

Na historia da Matemética, a analise da curvatura de curvas, foi um exemplo funda-
mental de beleza e um indicador de seu desenvolvimento. Como foi visto, o tratamento
matematico da curvatura sofreu uma dréastica metamorfose ao longo da historia. A Ge-
ometria Diferencial comegou com vagas defini¢oes e conceitos simples, e se desenvolveu
nesta poderosa e importante ferramenta matematica. Provavelmente o salto principal

para seu desenvolvimento se deu quando o Calculo foi inventado no século XVII.

3.2 Curvas em R"

Seja o conjunto R", formado por todas as n-uplas ordenadas de nimeros reais, ou
seja,
R" = {(Ifl,l’g,...,l‘n);l‘i € Rn)v 1= 1,2,...,71},

onde (z1, s, ...,x,) é chamado ponto do conjunto R" e z; é chamado i-ésima coorde-
nada do ponto.

No conjunto R™ sao definidas as operagoes binérias de adigao:
R*"xR" — R"
(z,y)  +— T+y=(T1+y, T2+ Y2 o+ Yn),

e de multiplicacao por escalar:

RxR*" — R"”

(,z) +— ax=(ax,az,...,qx,)
O conjunto R™ munido das operagoes de adi¢ao e multiplicacao satisfaz os axiomas

da definicao de espaco vetorial de dimensao n, ou seja,

(A) (x+y)+z=2+(y+ 2),Y z,y,z € R" (propriedade associativa).
(Ag) x +y =y +x,V x,y € R" (propriedade comutativa).
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(A3) Existe em R™ um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0 tal que 40 =
r=0+2z,V 2 €R" (existéncia do elemento nulo).

(A4) A cada vetor z € R", existe um vetor em R", denotado por —z tal que x + (—z) =
0 = (—x) 4+ = (existéncia do elemento oposto).

alr+y)=ar+ay,Ve,yc R"eV aecR.
+08)r=ar+fzx,VreR eV a,feR.
Blx=a(fx),YVreR" eV a,feR.

x =,V x €R" (onde 1 ¢ o elemento identidade de R).

«
«

(
)
M) (
) (
)1

Os elementos de R™ sao chamados de vetores.

Define-se como produto interno usual a aplicacao,
(w): R"xR* — R
(l’,y) — <1’7Z/> :$1y1+x2y2+"'+xnyn7

que satisfaz as seguintes propriedades:
(P) (z,2) >0,VxeR" e (z,2) =0<= 2z =0.
(PQ) <$a?/> = <yax>7v T,y € R™.
(Ps) (ax + by, z) = a(z,2) + b{y, 2),V z,y,z € R" e V¥ a,b € R.

O conjunto R™ munido deste produto interno define a norma euclidiana.

-: R — R
. — zl] = (z,x),

que satisfaz as seguintes propriedades.
(Ny) [|z|]] > 0,Vx eR™ e |jz|]|=0<=2=0
(N2) ||lazx|| = |af - ||z]|,YV x € R* e V o € R.
(N3) ||z + 9yl < |lz|| + l|yl],V =,y € R", chamada de desigualdade triangular.

A distancia entre dois pontos x e y de R" é definida como:

d(z,y) = llo —yll = V(w1 —y1)? + (22 = y2)* + - + (20— ya)2, ¥ 2,y €R™.

Se x e y € R™ sao vetores nao nulos, o angulo 6 entre x e y, pode ser definido como:

cos() = (. y) V x,y e R™.
[l [ ]yl

satisfazendo 0 < 0 < 7.

3.2.1 Curvas Parametrizadas
Definicao 3.1. Uma curva parametrizada diferencidvel em R™ é uma aplicagao dife-
rencial o de classe C* de um intervalo aberto I C R em R", ou seja,
a: ICR — R”
t — at) = (z1(t), z2(t), ..., za(1)),

onde as fungoes x; = x;(t),Vi=1,2,...,n sio diferencidveis de classe C*.
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A funcdo z; : I C R — R ¢ dita de classe C* se e somente se, todas as derivadas
de ordem k (inclusive) existem e a de ordem k é continua no intervalo I. Escreve-se
x; € C*. Quando z; € C*, para todo k € N diz-se que z; é de classe C™.

A variavel t é chamada de pardmetro da curva. O conjunto imagem da fungao
a: I CR— R isto ¢, Im(a) ={a(t) € R,V t € R} é chamado de traco da curva a.

Os pontos a(t) unidos no sentido de crescimento da variavel ¢ definem o sentido

positivo de percurso do traco da curva.

3.2.2 Vetor tangente e curva regular

Definicao 3.2. Seja a : I C R — R" uma curva parametrizada diferencidvel que a
cada t € I associa a(t) = (x1(t),z2(t),...,x,(t)). O vetor

o (t) = (2 (1), 25(1), - -, 2, (1)), (3.1)
¢ chamado de vetor tangente a o em t.

Definicao 3.3. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I C R — R™ € dita regular,
se e somente se o/ (t) # 0,V t € I.

3.2.3 Comprimento de arco de uma curva

Seja o : I C R — R™ uma curva regular. Seja a e b dois pontos distintos do intervalo
I. Seja P uma particdo de [a,b] dada por a =tg <t; < -+ <t <tp <---<t,=0b.
Ligando por segmentos de retas os pontos «(t;),V t; € P, obtém-se uma linha poligonal
chamada poligonal inscrita a curva entre a(a) e a(b).

Considere Aty =ty — t_1 e Py = (x1(tg), ..., z,(tx)) o ponto de a correspondente

a tx. O comprimento do segmento Py._1 P é dado por,

n

d(Py1, Pr) = | D (@ilti) — zilti1))>. (3.2)
i=1
Unindo o ponto Py com P; e assim sucessivamente até P,, obtém-se uma linha

poligonal L,, cujo comprimento ¢ dado por,

|1 Ly|| = Zd(Pk—l,Pk)- (3.3)

Aplicando o Teorema do Valor Médio” para as funcoes coordenadas x; : I C R —
R, x; = x;(t),Vi = 1,2,...,n no intervalo [tx_1,t;] C I tem-se que existem valores

reais { no intervalo aberto (t_1, ), tais que;

"Teorema do Valor Médio: Seja f : [ty_1,tx] C R — R continua. Se f ¢ derivavel em (t;,_1,ty)

ftr-1) = f{tr)

entdo existe ¢y € (tg—1,tx) tal que f'(ty) = t )
k-1 — tk
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) () — i(te .
zi(ty) = zilt) = ity 1),‘v’z: 1,2,...,n.
by — tp—1
Tomando, t, — tp_1 = Aty, tem-se que
I’Z(tk) — xi(tk_l) = l‘;(t_k)Atk, Vi= 1, 2, e, N (34)

Substituindo (3.4) em (3.2), obtém-se

d(Pr-v, Pr) = /() (L) Atr)? + (b () Atg)? + - - - + (), (L) ALR)

= V@GP + @E)P -+ @) PAR

= V(@i (t)? + (@5(8)) + - - + (2, (E)7 | At

= V(@) + (25()) + -+ + (a,(B))? Aty

Segue assim que,

3

Lol =D d(Por, Po) = Y v/ (@5 (1)) + (@ (0))2 + - + (2, (00))? Aty

k=1 k=1

Supondo o' continua em [a, b] tem-se que ||/ ()|| = /(@}(£))2 + - - - + (z},(t))? sera

n
também continua em |[a, b] e, portanto, integravel neste intervalo.
O comprimento L da curva o de Py a P, é definido por

L = lim | L,||

[|max Atg||—0

= lim S V@) (@) (@ (0)? Aty
k=1

[|lmax Atg||—0

— [ V@R @R @) d

Logo, o comprimento de arco da curva « de a até b é dado por

b b
szvuww+www+m+uwww=/mew. (3.5)

A aplicagao s(t) = f; l|a’(s)||ds é denominada fung¢do comprimento de arco da

curva « a partir de a. Esta funcao é de classe C* pois a é uma curva regular.

Definicao 3.4. Uma curva reqular o : I C R — R™ € dita parametrizada pelo compri-
mento de arco, se para cada to,t1 € I com ty < ti, o comprimento do arco da curva «
de ty até ty € igual t; — ty. Isto ¢,

[ i =1~ 1 (36)

to
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Proposicao 3.1. Uma curva reqular o : I C R — R™ estd parametrizada pelo compri-

mento de arco se, e somente se, ||d/(t)|| =1, YVt e I.

Demonstracao. Suponha « parametrizada pelo comprimento de arco e fixe ty € 1.

Considere a func¢ao s : I — R que para cada t € I associa s(t ft [l (u)||du.

Se tg < t, entao
t
:/ o ()| |du = £ — to.
to
Se ty > t, entao

:/t ||a’(u)||du:_/t°||oz( Wldu = —(ty — t) =t — to.

Logo, para todo t € I, s(t) =t —to, donde §'(t) = 1. Como §'(t) = ||/(t)]|, pode-se
concluir que, ||o/(t)|| =1,V t € I.

Reciprocamente, se ||o/(t)|| = 1,V t € I entao, s(t ft ||/ (u)||du =t — to. Logo,
s(ty=t—to,Vtel
Portanto, o estd parametrizada pelo comprimento de arco. O]

Teorema 3.1. Seja a: I C R — R" uma curva regular e s : I — s(I) C R a fun¢ao
comprimento de arco de o a partir de ty. Entao existe a funcdo inversa h de s, definida
no intervalo aberto J = s(I) com = «a o h wma reparametrizacao de «, onde 3 estd

parametrizada comprimento de arco.

Demonstrag¢ao. Seja o uma curva regular com

t
~ [Nt} (37
to
a fungao comprimento de arco. Derivando membro a membro a equagao (3.7), obtém-se
s'(t) =1/ (®)|] > 0, V t > to.

Logo, s é uma funcao estritamente crescente. Segue que, existe a funcao inversa de s
denotada por h : J — I com h(s(t)) =t,Vt € I. Derivando h(s(t)) =t em relagao a

t, tem-se o seguinte resultado,

dh ds
—— =1 tel
dsar 0 TIE
dh 1 1
—-— = = 0,Vtel.
DR O/
Como s = s(t),h'(s) # 0,V s € J. Pode-se concluir que 3(s) = (aoh)(s),s € J, é uma

reparametrizagao de « e,

Hflﬁ :'dadh :‘ ot ||H ‘H’ ||'” = o

dt ds
Portanto, 3 é uma reparametrizacao de o por h e pela proposicao 3.1, 3 esta parametrizada

|]|a()|]—1Vs€J

pelo comprimento de arco. O
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Sao utilizadas as seguintes notagoes para designar:

a(t), para denotar uma parametrizacao regular arbitraria.
a(s), para denotar uma parametrizagao por comprimento de arco.
do ,
il (1), para denotar o vetor tangente.
& o
P a(s), para denotar o vetor tangente unitario.

3.2.4 Curvas de Frenet

Definicao 3.5. Seja uma curva reqular em R™ parametrizada pelo comprimento de
arco e n vezes continuamente diferencidvel. Entao o é chamada curva de Frenet, se em
todo ponto os vetores ', ", ..., c™ V) sio linearmente independentes. O n-referencial

de Frenet {ey,ea,...,e,} € entao unicamente determinado pelas sequintes condigoes:
(i) e1,es,...,e, sao ortonormais e orientados positivamente.

1) Para todo k =1,2,...,n tem-se que lin(ey, e, ..., e,) = lin(c,c",...,c\"), onde
(11) Para todo k = 1,2 t lin( ) = lin(d, " (k)) d

lin denota o gerador linear.
(iii) (™ ex) >0 para k =1,2,....,n— 1.

Obtém-se €1, es, ..., en_q dec, ¢, ..., c™ Y por meio do processo de ortogonalizagio

de Gram-Schmidt como segue abaixo:

€1 = C,
C//
€2 = HC//H’
wo= @ -Tegee)e) e o6 =
j
— Wn—
W1 = (C(nfl)—Z?:12<C(n*1)’ei>ei) ¢ el = m

e

o vetor e, é unicamente determinado pela condicao (i) da defini¢ao 3.5.

3.2.5 As equagoes de Frenet

Teorema 3.2. (Equacgées de Frenet em R™). Seja o uma curva de Frenet em
R™ com o n-referencial de Frenet {ey,es,...,e,}. Entao existem funcgoes ki, ko, ...,

kn_1, todas (n — 1 — i) vezes continuamente diferencidveis definidas nessa curva com



64 Geometria Riemanniana

k‘l, kg, Cey kn,Q > 0. Assim,

(e ] T O ko0 0 - 0 ] [e]
€ k0 ke O - : es
| 0 =k 0 :

o o .o o
: : . 0 ko
_e;_ I 0 R | I S 0 | [en ]

onde ' denota a derivada em relacao ao pardmetro da curva o e k; € chamada i-ésima

curvatura de Frenet. Estas equacoes sao chamadas de equacoes de Frenet.

~ . /o n / .
Demonstragdao. Considere as componentes de e; = > 7 (e}, ¢;)¢; no n-referencial de
Frenet. Paratodoi < n—1, e; esté no subespaco linear gerado pelos vetores ¢, ¢”, ..., .
Deste modo, €} esta no subespaco gerado por ¢, ¢’, ..., ™). Este subespaco ¢ o mesmo

gerado por eq, es,...,€;11. Assim,
(€ €ira) = (€, €ira) = - = (ej,€,) =0

Denote por k; = (e}, e;11). Entao, tem-se que ki, ko, ..., k, o sdo todos positivos uma

vez que, por construcao do n-referencial de Frenet, o sinal de (¢}, ¢;11) ¢, parai < n—2,

0 mesmo para (c(i“), ei+1). A anti-simetria da matriz é uma consequéncia da equagao
/ / /

0= (e, e5)" = (e}, e5) + (e, ).

]

Uma consequéncia imediata do teorema 3.2 é que uma curva de Frenet em R" esté
contida em um hiperplano se, e somente se, k,_; = 0. Isto equivale a exigir que e,, seja
um vetor constante o qual é perpendicular a este hiperplano. Portanto, k,_; é também

chamada de torcao.

Exemplo 3.1. Curvas no espaco. Para n = 3 uma curva regular trés vezes contin-
uamente diferenciavel é chamada uma curva de Frenet, se o’ # 0 em todos os pontos.
O referencial ortonormal de R? formado por {e1(s), ea2(s), e3(s)} é chamado triedro

de Frenet da curva « em s, e é definido por

el(s) = (s vetor tangente

vetor normal principal

2
= ol
)

es(s) = ei(s) x es(s) vetor binormal

A funcao k(s) = [|a”(s)|| ¢ chamada curvatura de uma curva «. Pode-se obter

as equagoes derivadas €](s), e5(s), e5(s) como combinagao linear de e;(s), ea(s), ez(s).
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Como segue abaixo:

ei(s) = (ei(s) erls))er(s) + (€1(s), ea(s))ea(s) + (€1(s), es(s))es(s)
(s),€2(s)) + ([ (s)lle2(s), es(s))es(s)

+

eh(s) = (eh(s),er(s))er(s) + (eh(s), eas))ea(s) + (eh(s), es(s))eh(s)
= —(es(s), €, (s))er(s) — (€y(s), es(s))ea(s)
= —(es(s),k(s)ea(s))er(s) — T(s)ea(s)
s).

)
A fungao 7(s) = (€5(s),e3(s)) é chamada tor¢io da curva «. Itso descreve como
o plano gerado por e;(s), es(s) varia ao longo da curva. Estas trés equagoes para as
derivadas sao chamadas equacoes de Frenet, e em notagao matricial elas assumem a

seguinte forma:

e)(s) 0 k(s) O ei(s)
er(s) | = | —k(s) 0 7(s) es(s)
es(s) 0 —7(s) es(s)

3.3 Superficies Regulares

Nesta se¢ao sera apresentado o conceito de superficies regulares, definindo-as como
subconjuntos de R? que podem ser descritos localmente por dois parametros.

Segundo ([11], p. 61), uma superficie regular do R?® ¢ obtida a partir de pedagos
do plano, deformados e colados entre si, de tal modo que o “objeto” resultante nao
apresente pontas, arestas ou auto-interse¢oes. Tendo assim sentido em falar de plano

tangente nos pontos desse “objeto”.

Definicao 3.6. Um subconjunto S do espago euclidiano R® € uma superficie reqular
se, para cada ponto p € S, existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdio
X:U—-VNnScR?® deum aberto U C R? sobre VNS C R? tal que:

(a) A aplicagio X € diferencidvel, isto €, dados X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))
YV (u,v) € U, todas as derivadas parciais das fungoes x = x(u,v),y = y(u,v) e

z = z(u,v) existem e sio continuas em U.

(b) X € um homeomorfismo, isto €, X € bijetiva, continua e possui inversa continua.
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(c) (Condigdo para reqularidade.) Para todo ¢ € U a diferencial dX, : R* — R? ¢

injetiva (equivalente a dizer que, ¥ q € U a matriz jacobiana dX (q) tem posto 2).

Figura 3.1: Superficie regular.

A aplicagao X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) é chamada parametrizacao ou sis-
tema de coordenadas em uma vizinhanga do ponto p. A vizinhanga VNS de p em S

¢é chamada vizinhanca coordenada.

Observacgao 3.3.1. Geometricamente uma superficie ser regular significa que esta nao
possui “bicos” e auto-intersecao. Esta condicao é necessaria para a existéncia do plano

tangente em todos os pontos da superficie.

Para expressar a condigao (¢) da defini¢ao (5.31) de forma mais familiar, sera calcu-
lada a matriz da aplicagao linear dX, na base canonica {ey, e2} de R? com coordenadas
(u,v) e {e1,e9,e3} de R3 com coordenadas (r,y,2). Para cada ¢ = (ug,v9) € U, a

matriz associada a d.X, nas bases canonicas é a matriz jacobiana.

U07U0 UO,UO
v 3 3
q— anUO Uo,Uo
Bu B
6 (onvo) 8 (anvo)

pois
0 0 0
dXQ(el) = (aTxL(“O’“O)’ a—Z(Uo7U0)7 a_z<“°’”°)> = %(Uoﬂio)

Ox Oy 0z ) 0X

dXQ(GQ) = <%(U0,Uo), %(UOJUO), %(uo,vo) = %(UO,UO)

Estes dois vetores podem ser denotados por X, (ug, vg) € X, (ug, v) respectivamente.

Observe que a condigao (¢) da defini¢ao (5.31) é equivalente as afirmagoes.
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0X 0X
(a) a—(uo,vo) e a—(uo, 1p), sdo linearmente independentes.
u v

0X 0X

(b) 8_(u0’ Vo) A 8—(u0, Vo) # ?, onde A denota o produto vetorial definido em R3.
u v

3.3.1 Curvas na Superficie. Plano Tangente e Vetor Normal.

Seja S uma superficie regular e X : U CR? = SCR*e C: I CR — U C R?
aplicagoes diferenciaveis. Uma curva « na superficie é dada pela composi¢ao (X o C),
ou seja, at) = (X o O)(t) = X (u(t),v(t)).

Considere em U um ponto (ug, vg) com X (ug,vg) = p € S e a reta v = vy constante
em U. Como U ¢é aberto existe €)0 tal que C,, : (t —e,t +¢) — U onde C,((t —
g, t+¢)) C U, ou seja, Cy(t) = (u,v9). A composigao de X com C, da origem a
uma curva parametrizada diferenciavel cujo trago estd em X (U) passando pelo ponto
X (ug,v9) = p, ou seja, (X o Cy)(t) = X (u(t), vo).

De modo anélogo, obtém-se para coordenada v a curva parametrizada diferenciavel
(X 0 Cy)(t) = X (ug, v(t)).

X o(C, e X o (), sao chamadas curvas coordenadas na superficie S & u e v respec-

tivamente.

Definicao 3.7. O espaco tangente ou plano tangente em um ponto p da superficie S
€ o conjunto de vetores tangentes em p de todas curvas em S passando através de p
denotado por T,S.

Figura 3.2: Espaco Tangente.

Propriedade 3.1. Seja X : U C R? — S C R?® uma parametrizacio da superficie S

contendo um ponto p de S e seja (u,v) coordenadas em U. O espago tangente a S em

p é o subespaco vetorial de R? gerado pelos vetores u e 5y derivadas determinadas
u v
no ponto (ug,vy) € U tal que X (ug,vo) = p.
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Demonstracao. Seja o uma curva em .S, ou seja
a(t) = X (u(t), v(t)). (3.8)

Derivando (3.8) tem-se que,

dao d 0X du 0X dv
"t) = — = —(X(u(t),v(t) = —— + ——. 3.9
a/(t) = — = 2 (X(u(t),vt)) = 5-— + 5 -— (3.9)
0X 0X
Assim, o/(t) é uma combinagao linear de — e —.
ou  Ov
. ) 3 0X 0X
Reciprocamente, qualquer vetor no subsespago vetorial de R° gerado por D0 e Em
U v
0X
é da forma a—— + b—— para os escalares a e b € R. Define-se
ou ov
a(t) = X (ug + at, vy + bt).

a é uma curva em S com «(0) = X (ug,vg) =p € S. Assim,

o(t) = 0X du n 0X dv a@X N b@X

C Oudt v dt  Ou ov '’

0xX |
Portanto, todo vetor gerado por u e En é um vetor tangente em p de alguma
u v
curva em S. O
0X 0X

Uma vez que — e —— sao linearmente independentes, o espaco tangente é bidi-

mensional e seré chamadovde plano tangente.

Dado um ponto p € S existem dois vetores unitarios em R® que sdo normais ao
plano tangente 7,S. Uma vez fixada uma parametrizacio X : U C R? — S C R?,
pode-se definir em cada ponto p = X (ug,vg) um vetor normal unitario a superficie

definido por

0X 0X
%(UO,UO) A %(Uojvo)
N(uo, vo) = HaX ox

(3.10)

—('LL(), U()) A _(UO, Uo)

ou ov

onde A denota o produto interno vetorial de R3.

3.4 As Formas Fundamentais

O estudo das propriedades geométricas locais de uma superficie regular depende de
duas formas fundamentais. A primeira forma permite calcular comprimentos e angulos

em uma superficie. A segunda forma esta relacionada ao estudo de curvas da superficie.
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3.4.1 A Primeira Forma Fundamental

Nesta secao sera apresentado o instrumento que permite calcular comprimentos e
angulos sobre uma superficie denominado de Primeira Forma Fundamental da super-
ficie.

Seja at) = X (u(t),v(t)),a <t < buma curva sobre uma superficie S parametrizada

por X. O comprimento do arco de o de a(a) até «(b) é dado por

L:s(b):/ o (8)]| . (3.11)

Derivando (3.11) em relac@o a t, obtém-se

= =l @Il (3.12)
Assim,
dS ? / 2 / /
= | = @I = {a'(t),a'(2)).
O vetor velocidade o/(t) é dado por

vy = X du | OX do
C OQu dt  Ov dt’

Logo,
ds\* (X du  OXdv\ (0Xdu  OXdv
dt N oudt  Ovdt) \oudt v dt

L () (OX DX | jdude /0X OX\ | (o) [9X 0X
N dt ou’ Ou dt dt \ Ou’ Ov dt ov’ Ov /|’

Definindo as fungoes:

gn:UCR? — R

(10— () = { e S )

glinCRQ — R

(1.0) = gufue) = (G0 50 Ywo)

goo UC R2 — R
0X 0X
(U,U) = 922(“/0) = <%,%>(u,v)
09X 90X
ou’ Ov

que sao chamadas de coeficientes da Primeira Forma Fundamental na base {

de T, X.
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A equacao

ds\ > du du dv > dv\?
<%) 11(@) +2912<dt dt) +922(E) : (3.13)

é conhecida como Primeira Forma Fundamental da superficie S.
Uma vez determinados os coeficientes ¢i1, g1o € goo, pode-se encontrar o compri-

mento de qualquer curva sobre uma superficie usando a férmula,

b du du dv\ > E
L= 2 — . 14
/a |:911(dt> + 912(dt dt) +g22<dt) ] (3.14)

Se considerarmos «a; e ap duas curvas na superficie S que se interceptam num dado
ponto P = ay(t1) = as(tz). Entao ay(t) = X (ui(t),v1(t)) e as(t) = X (ua(t),ve(t)). O
angulo de interse¢cao no ponto P das curvas a; e ap é definido como sendo o angulo 6

formado pelos vetores o/ (t1) e al(tz) e é dado por

(@1 (th), 5 (L2))

cosf = )
e (E)]]-[[ e (22) ]
Portanto,
duy dus N duy dvy n dug dvy dvy dvy
MW e I\ o ar T ae at ) T ar ar
cosf = - ; (3.15)
[y (¢0)]] [l (22) ]
sendo .
[ du1 2 du1 d?)l d’Ul 22
Lt)]] = 1) 42 it}
ledell = fou (G ) +20 5t Gt o (G1)
(el = o (22 4 gy L2 | g (2
« ey —_— —_—
o\l2 _911 dt 912 dt di g22 dt
A matriz G = g g2 ] ¢ denominda matriz da Primeira Forma Fundamental.
g12 g22
0X 0X
G & uma matriz inversivel® pois u e En sao linearmente independentes. Desta
U v
maneira, G admite uma matriz inversa G~ dada por
1 _
G-l — ~ 922 —g12 ' (3.16)
911922 — (g12) —3012 g11

Observagao 3.4.1.

1- E imediato pela definicio que g11(u,v))0 e gao(u,v))0,V (u,v) € U. Além disso,

g12(u,v) = 0 se e somente se, as curvas coordenadas forem ortogonais.

2- || Xy A Xol|| = 911912 — 935, que é o determinante da matriz da Primeira Forma

Fundamental.

8Matriz inversivel: Uma matriz quadrada A é dita inversivel quando existe outra matriz denotada
A1 tal que AA™' =1 = A~ A, onde I é a matriz identidade e A~! & denominada a matriz inversa
de A.
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3.4.2 A Segunda Forma Fundamental

No exemplo 3.1 da secao 3.2 do capitulo 3 foi definida a curvatura de uma curva
em R3 como sendo o comprimento da aceleragao, ou seja k(s) = ||a(s)||. Esta se¢ao
porém, lida com uma curva que encontra-se sobre uma superficie S em R3. A fim
de poder relacionar a curvatura de a a geometria de S, o vetor acelera¢do a(s) sera

decomposto em componentes tangente e normal a superficie.
a’(s) = ozgg(s) +a (s). (3.17)

Lembrando que a(s) = X (u(s),v(s)) é uma curva sobre S, o vetor velocidade o/(s)

¢ dado de acordo com a regra da cadeia, e assume a forma

do B 0X du 0Xdv

o/(s) = ds  Ou ds o ov ds’ (3.18)

o/(s) é tangente a curva e assim tangente a S. Enquanto, o vetor aceleragao o(s)

¢é dado por,
" A d (00X du 00X dv d (0X du d [(0X dv
ads) = — = —|—F+——F—) = —|—F— |+ ——F
ds? ds \ Ou ds ov ds ds \ Ou ds ds \ Ov ds

X (du\®  2X dvdu X du  9°X dudv
— ) + ——+—— —+
ou? \ ds Oudv ds ds ou ds? ' Oudv ds ds

(3.19)

+

OPX (dv\®  OX d*v
ov? \ ds Ov ds?’

Supondo que todas as derivadas parciais das componentes de X sao continuas tem-
X PX
oudv — Ovou’

”<)76_Xd2_u+8_X@+_82X d_u 2+2 _62Xd_Ud_v _|_82X i (320)
R Oou ds? Oov ds? ou? \ ds Oudv ds ds o2 \ ds

0?X 82X
w2’ dudw |

, € a componente

se que Deste modo, a equagao (5.4) pode ser escrita da seguinte forma,

A fim de escrever o/’(s) como na equagao (5.30), é preciso decompor —

0?X 0X 0X

502 . A componente tangente serd uma combinacao linar de — e — 3
v’

normal um miltiplo do vetor normal unitario N. Consequentemente define-se

0?X 0X 0X 0*X 0X 0X
gz gy tThgy TIuN . oo =Ty +Thg + LeN
(3.21)
*X 0X 0X *°X 0X 0X
ava F%l a +F21 8 +L21N ) a a2 F%2 a +F22 8 +L22N
As fungoes I, 4, j, 7 = 1, 2, sao chamadas simbolos de Christoffel de S relativamente

a parametrizacdo X. Os coeficientes I']; e L;; sdo fungoes de u e v. Fazendo o produto
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interno de cada uma das equagoes (3.21) com o vetor normal N obtém-se as igualdades

abaixo 92y 92
-, N ) =Ly >N ) =1L
ou? Oudv
2 2 (3.22)
OX N [OX N
Jodu’ = Lo 90 = Lga.
2X 2X
Como 0 0 conclui-se que Lijs = Lyy. Os simbolos de Christoffel, I'], =
Ouduv. ~ ovou

I'5,, r=1,2 sao simétricos em relagao aos indices inferiores.
Substituindo as relagoes (3.21) e (3.22) na equacdo (5.5), obtém-se o seguinte re-

sultado.

2 2,
a’(s) = OX du +8Xd (Fl 8X+F aX—i-LnN) <du) +

Ou ds® ' Ov ds? oy ) ds
0X 0X du dv
+ 2<F}2 T L12N> o (3.23)

0X 0X dv
- (F%za +1“22a L22N) (ds) :

A equagao (5.6) pode ser escrita da seguinte forma,

du du dv dv\? d*u]oX
o’(s) = Fh(ds) T th (z) arElom
[ du\ du dv dv d?v] 0X
L — 1] +2r? F — | — 3.24
T 11(ds> 275 ds T (ds) el (3:24)
du du dv dv 2

onde, segundo a equagao (5.30), tem-se

du du dv dv\? d?u]oX
Y — rl - or! ri,(=— il Bl
g () ”(ds) T T (ds) T 32| a
du du dv dv\? d*v]oX
Fl — or? r2( — - =
* 11<d$) T T 22(d> =l
[ du du dv dv
Upor(8) = _Lll (@) 2L12d s L22(d$> ]N- (3.25)

O coeficiente de N na equagdo (5.10) é chamado de Segunda Forma Fundamental
da superficie S.
A Primeira Forma Fundamental determina a geometria intrinseca de S, enquanto

a Segunda Forma reflete a geometria extrinseca.
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Para determinar os coeficientes I'}., 7, 7,7 = 1,2, considere o produto interno de

13

cada uma das relagoes em (3.21) com a0 ° aa—f
Determinagao de [I'}; e I'?].
2
C?nsidere o produto interno da relagao 667)2( = Fh%—f + F%laa—)v( + L11N com %—f,
ou seja,
X 0X 0X 0X 0X 0X 0X
bl QSIS N et 2 == = — ).
<8u2’8u> 11<8u’8u>+rn<8v’8u>+Ln<N’ 8u>
Como,
O _ 0 [OX OX\ _[0°X 0X
ou  Ou\ou' du/ “\our'ou/
Tem-se que,
10
55 = Thgu + Thgee. (3.26)
2
Considere agora o produto interno da relagao gX = Fha—X —|—F%18—X + L3N com
ou? ou v
6—X ou seja
av7 .] ?
PX 0X 0X 0X 0X 0X 0X
il dtel :Fl il bl 2 il il =\
<8u2’8v> 11<0u’8v>+rn<6v’82}>+L11<N’ 8v>
Como,
0 0 /0X 0X ?X 0X X 0°X
Ogr2 _ 0 [OX OXN\ _ [O°X DX\ | [OX O°X (3.27)
Ju  Ou\ Ou’ Ov ou? " Ov ou " Qudv
e
8911 . 8 0X 8X
ou 8v< ou’ du > (3.28)
X 0X 0X 9*°X ?X 0X
- (L= 22 G2 TN o T2 T 2
<8u8v’ 8u>+<8u’8u8v> <8u8v’ 8u> (3:29)
2
Subtraindo (5.15) de (3.27), obtém-se <%Tif’ a(()_)v(> = % - %%
Assim,
dg 10g
8—;2 — 58_’;1 = F%lgll + F%Q‘ng. (330)

Resulta das equagoes (5.11) e (5.13), o sistema linear.

1 0g11

gu Gz | Iy _ 2 du
J12 G292 F%l a912 18gll

ou 2 Ov
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Lembrando que g11g22 — g3)0, segue que o sistema linear admite solucao dada por

18911 g
2 Ou 12
0912 _ 18911 18911 _ 0g12 n 18911
rl o — ou 2 v 922 _ 2 0u 922 ou 912 2 Ov 912
11 — - 2
gi1 912 911922 — 912
912 g22
e
g1
g11 _8u
g 9912 _ 18911 89129 _ 189119 _ 189119
r2, — 2 ou 20v | _ ou" 2007 29w
g11 912 11922 — Gt
912 g22

Determinagao de [I'}, e T'%,].

0X 0X 0X 0X
1 + L12N com —

C?nsidere o produto interno da relagao e Iiy——— 5 +12,— 5 90
ou seja,
X 0X . /00X 0X , /0X 0X 0X
<—auav’ %> = Fw<%7 %> * Fw<%’ %> i L12<N7 %>-
Como,
Ogu _ 0 /OX OX\ _/O°X OX\ /X X\ _/0°X 0X
ov  Ov\ou Ou/ \Oudv' Ou ou " oudv/ “\oudv’ Ou [/
Logo,
10
50 = Thon + T (3.31)
_ _0X 0X 0X 0X
O produto interno da relacao Sudv =Tl,— 9 +TI2— 5 + L1oN com En resultara
?X 0X . /00X 0X , /0X 0X 0X
<—auav’ %> = Fw<%%> F12< o0 D > +L12<N’%>~
Como,
g 0 /OX OX\ 02X 2 N ?X 9*°X _ o 0?°X 0X
du  Ou\dv dv/  \oudv dv ov ' Oudv/  “\oudv’ ov /[
Obtém-se
10
2 — Thgiz + Thgan. (3.32)

2 ou
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Resulta das equagoes (5.16) e (5.17), o sistema linear.

1 13911
g11 912 Iy 2 Ov
gJ12 g22 F%g 1%
2 Ou
Cuja solucao é dada por
18911 p
2 00 7
1 0g2a 1 dg1 _ 1 0gaz
Fiz _ 2 ou 922 _ 2 v 922 2 ou 912
g 912 911922 — 9ia
g12 g2
e
g 13911
2 o
13922 13922 _ 13911
r2, = 25 0 _ 2 0u 5 912‘
gi11 G192 g11922 — 9%2
912 922
Determinagao de [}, e T'3,].
0P?X 0X 0X
Considerando agora o produto interno da relagao =TIiy—— +T1%,— + Loy N
ov? ou ov

0X

com — tém-se que
ou

92X 0X . /0X 09X , /90X 0X 0X
<a_ %> = F22<a—u’%> ”22<%’%> +L22<N’ a—u>-

Como,

bus _ 0 OX OX\ _ [ FX 09X\ [0X FX .
ov  Ov\ou dv/ \oudv v ou’ Ov? ’

Qo _ 0 J0X OX\ /X OX\ | JOX BXN 00X\
ou  Ou\ov ov/ \oudv Ov ov’ ovou/  “\oudv dv /T

X 0X 0 10
Subtraindo (3.34) de (5.20), obtém-se <W’ %> — 922,
Concluindo-se que
0 10
% = 5% = Thgu1 + Thgia. (3.35)
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0?X 0X 0X
Considerando agora o produto interno da relagao 902 = %2% + 1%2% + LN
0X )
com —— obtém-se
v
PX 0X 0X 0X 0X 0X 0X
— =) =T ( —, = 2, { =—, — Los( N, — ).
<c%2’av> 22<3u’8v>+ 22<8v’8v>+ 22< ’8v>
Como,
092 0 /O0X 0X\ /&X 0X N 0X ’X\ 5 P?X 0X
v Ov\ow v/ \ov2 v o’ ot/  T\owr’ v/
Assim,
1 9922
390 [35912 + T35 (3.36)
Resulta das equagoes (5.18) e (5.22), o sistema linear.
1 dg12 - 18922
g 912 T2 — | Ov. _2 0u
g12 922 I3, 1092
2 0
Cuja a solucao é dada por
9912 _ }(9922 p
. 2 0u "7
18922 g 9912 _ 13922 _ 15922
1 2 Ov 21w g ou ™ 29
gir g1z 911922 — iz
g12 Y22
e
g g1z 10ga2
1 5 55
v, .2 Ou
g 10g2 10922 g1 n 1092
2, — " 2 v _20v I "0 712 5 0 912.
g g 9922 = 91z
g2 g22

Conclui-se que os simbolos de Christoffel s6 dependem de g11, g12 € g2 (coeficientes

da Primeira Forma Fundamental) e de suas derivadas.

Proposicao 3.2. Seja as) = X(u(s),v(s)) uma curva parametrizada pelo compri-

mento de arco sobre uma superficie S. Sua curvatura normal é dada por

du\? du dv dv\>
K, =Ly|— 2L195——+ Loo| —
n 11<d5> + 2012 5 ds + 22(d5)

du\’ dud dv\?
onde Ly au + 2L12_u_v + Loy av € a Sequnda Forma Fundamental de S.
S ds ds ds
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Demonstracao. Seja N o vetor unitario normal de S. Tem-se que

d d (0X du 00X dv
_ n\ _ o, _ Bl Bkt
= (N)a) = (M) o)) = (N6 (G 5 )
_ PXdu  PX v OPX (du 2+2 OX dudv) X (dv ?
N N ou ds? ov ds?  Ou? \ ds Oudv ds ds ov? \ ds

X
Usando as relagoes (3.22) e o fato de que N é perpendicular a — e —— obtém-se que

ou  Ov

du du dv dv
K, Lll(ds) 2L12d—d— Lm(@) .

3.5 O Teorema Egregium de Gauss e as Equacoes de
Compatibilidade.

Nesta secao sera mostrado um dos teoremas mais importantes do século XIX. Re-
sultado descoberto por Johann Carl Friedrich Gauss e publicado no ano de 1827. Este
teorema afirma que a curvatura gaussiana, definida a partir da Segunda Forma Fun-
damental, depende somente da Primeira Forma Fundamental.

Seja X : U C R? — S uma parametrizacio da superficie regular S. E possivel

0X 0X
, N } Expressando

associar a cada ponto X (U) um triedro natural dado por {8_’ Em
u ' Ov

0X 0X
as derivadas destes vetores na base {a—, 5y N } sao definidas as seguintes relagoes:
u’ Ov
0*X 0X 0X
oz T ou + 55— Ee + LN
PX 6X 8X
X 0X 0X
5or = Dho #1154 LnN (3.37)
ON 0X N 0X
ou Maw oy
ON 0X n 0X
o N2g, Ty

Sendo que as 4 primeiras relagoes em (3.37) foram definidas e seus coeficientes Fffw 1,7, k=

1,2, determinados na secao 3.4.2 deste capitulo. Os coeficientes a;;; 7,5 = 1,2, estao
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ainda por determinar. Para encontrar estes coeficientes basta formar o produto interno

de cada uma das duas ultimas relagoes em (3.37)

N 0X
ou’ Ou

( o
(
(o)
(&)

X
Observando-se que <88_u’ N > =0e <

=
=

Ou’ Ou

)
)

ON 90X
ou’ Ov

ON 0X
ov’ Ou

N 0X
ov’ v

02X
ou?’

0?°X
Oudv

9X ON
ov’ Ou

ST
)t ()53

0X .
com — e —, obtendo assim,

ou  Ov
X X\ | (0 0
ou’ Ou
X X\ (0 0
ou’ Ov

(3.38)

OX X\ | /0X 0X
ou’ Ou v’ ou
0X 0X n 0X 0X
o o0/ N\ o e

X
dvou’ N> =l
?X

902 7N> = —Lo

Substituindo estes resultados devidamente em (3.38), determina-se

—Ly1 = angin + a2 giz

—L1y = angi2 + a2192

—Liy = aingi1 + a2912

—Loy = a12912 + a22022

Escrevendo em termos matriciais tem-se que,

—L —L
11 12| _ g11 912 . a11 Aa12 ‘ <3‘39>
—Liy —Loy gi2 922 Q21 A22
Da equagao (3.39) conclui-se que,
1 — —L —L
air a2 _ g g22 g12 ‘ 11 12 (3‘40)
Qg1 G22 911922 — (912) —9g12 g1 —Lip —Loy
onde
_ Liagia — L11ga _ Lasgia — L12ga
ajp = 2 y 12 = 2
g11922 — (912) g11922 — (912)
(3.41)
Li1g12 — Li2gn Li2g12 — La2gi1
a91 = , Q22 =

911922 — (912)2

911922 — (912)2
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0
Como foi visto, as expressoes das derivadas de — e N na base § —, —,
ou’ ov ou’ Ov

dependem apenas dos coeficientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais de S.

Uma maneira de obter relagoes entre estes coeficientes é considerar as identidades:

2 9?°X 2 0?X
ov \ Ou?  Ou \ Qudv

X 0X 0X 0X }

o (XN _ 0(¥X (3.42)
Ou \ 0v? ~ Ov\ dvou '
0*N B 0?N
Oudv B Jvdv
Substituindo convenientemente as relagoes (3.37) na equacao (a) de (3.42), e uti-
0X

lizando o fato de que os vetores — e N sao linearmente independentes, implica

u’ Qv

que (3.42) ira determinar trés novas relagoes, como sera mostrado logo abaixo:
0 (XN 0 (0°X
ov\ ou2 ) Ou\dudv

9 <P1 0X 20X N) ) <F1 0X 20X N)

av 11 8 11 a a 12 a 1279 8
8Fh 0X 1 0?°X 8F%1 0X 0’°X 0Ly ON
v o0 T Tgmaa T oy o Tiige t g, Nt Ing, =
GF%Z 0X (92X 8Ff2 0X 9 0?°X 0L ON
= —=— _— N+ Lig—
3w v T 22 T ou o T Rau0e T ae Y TG,
Assim,
ort. 0x 0X 0X orz 0x 0X 0X
a;l au F%l <F%2 8 F%Q a L12N> af;l av F%l (F%Q a +F22 8 L22N)+
8L11 0X 0X ort, 0x 0X 0X
3 N+ Ly <a12 u +a22%) = 8;2 o0 Fb F%l U +F11 90 + LN |+
ort, 0x 0X 0X 0L 0X 0X
o 12 a F%Q (Fb u -+ F12 By + L12N) u N + L12 (CLH u + a21%>
0X
A primeira relagao resulta a partir do coeficiente de N
U
ort ort
8;1 + Filrb + 1?11%2 + Liarn = 6;2 + F%2F%1 + F%2F%2 + Lisan
Substituindo (3.41) tem-se que
3Fh Lyogia — L1222 ory Lisgi2 — L1192
+F2P1 +L — 12+F2F1 +L
ov He H 911922 — (912)2 ou 1212 2 911922 — (912)2
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ory, B ori,
ov ou

X
A segunda relagao resulta a partir do coeficiente a—:

or?,

+ Filrfz + F%ng + Lijag =

ov
Substituindo (3.41) tem-se que

or2, Liagia — Laagnn

+ F%1F%2 - F%2ri2 = 12

Li1 Loy — (L19)?
11422 ( 12)2 _ g12k
911922 — (912)

(3.43)

(

1
12

or
<2 4+ TIY + T, + Lisas:

ou

or

T D+ T+ Ly

v 911922 — (912)2 B
aF;ZJ 81“%2 1 12 2 2 1 12 2 2
v ou + I 0y + 1905 — Dol — Tl = g

! L —L

12 1 12 2 12 11912 12911
+I T 4+, I+ L

8?,6 12+ 11 12+ 12 12 G11G22 — (g12)2

Ly Loy — (Lu)2
= 3.44
g11922 — (912)2 guk( )

A partir dos coeficientes de N, obtém-se a terceira relacao.

[y Lug + T Log + 0 PipLy + Tl + Du
0Ly 0Ly
50 " au ~ LT+ Loy = Th) = Lelh, (3.45)
. . : 0X 0X , ,
De modo andlogo, considerando os coeficientes de S0 o0 © N nas identidades (b)
u’ Ov

e (c) de (3.42), obtém-se outras seis relagoes onde é possivel formular giok € gook em
funcao dos simbolos de Christoffel e de suas derivadas. Em particular, o coeficiente de
N da identidade (b) de (3.42) fornece a equagao,

8L12 - aLQQ

5 v L1135y + L1a(T5, — T'1y) — Laol'y,

(3.46)

Fica a cargo do leitor desenvolver os calculos para encontrar as outras seis relagoes
mencionadas.

A equagao (3.44) é dita equacdao de Gauss e as equagdes (3.45) e (3.46) sdo chamadas
equagoes de Codazzi-Mainardi. Tais equacoes sao conhecidas como equacoes de com-
patibilidade.

Como mencionado anteriormente, os simbolos de Christoffel s6 dependem da Primeira
Forma Fundamental. Assim, a equagao (3.44) prova um dos teoremas mais importantes

para teoria das superficies.

Teorema 3.3. (Teorema Egreguim de Gauss). A curvatura gaussiana sé depende

dos coeficientes da Primeira Forma Fundamental.
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3.6 Variedade Diferenciaveis e Tensores

3.6.1 Variedade Diferenciaveis

A nocao de variedade diferenciavel é necessaria para estender o conceito de cur-
vatura em espacos mais gerais que o R™. A partir desta secao, serd denotado por
R" = {(z'2%,...,2") : 2 € R,Vi = 1,2,...,n} o conjunto de todas as n-uplas
ordenadas de numeros reais munido de sua topologia e estrutura de espaco vetorial

usual.

Definicao 3.8. Seja M um conjunto. Uma carta local de dimensao n em um ponto
p € M é um par ordenado (U,p) ondepe U C M ep:U C M — oU) CR™ é uma

aplicacao injetora, cuja imagem € um subconjunto aberto de R™.

Assim, dada uma carta local (U, ), para cada ponto p € U escreve-se ¢(p) =

(x'(p), z%(p),...,x"(p)) onde as fungoes z', z? ... 2"

sao ditas fungoes coordenadas
de . Por esta razao uma carta local é também denominada sistema de coordenadas

local.

Definigao 3.9. Duas cartas locais (U, ) e (V, 1) de dimensao n em um pontop € UNV
sao ditas compdtiveis se a aplicagao

Yo lipUNV)CR — p(UNV)CR"

for um homeomorfismo (isto €, continua, injetora e com inversa também continua).

1

Além disso, se o~ e sua inversa forem aplicacoes diferencidveis de classe C*(k)0),

diz-se entdo que as cartas sao compativeis de classe C*.

Definicao 3.10. Um atlas de classe C* sobre o conjunto M é uma familia A de cartas
compdtiveis de classe C* de dimensao n {(Uy, o) : @ € I} tal que U,y Ua = M, ou

seja, o atlas cobre M. A dimensao de um atlas A € a dimensao de suas cartas (dim

A=n).

Considerando o conjunto A de todos os atlas de classe C* sobre M, pode-se definir

neste conjunto a seguinte relagao:
.Ai N.Aj <:>.AiU.Aj, VAZ‘,A]' cA
onde ~ define uma relacao de equivaléncia sobre A.

Definicao 3.11. Uma estrutura diferencidvel I de classe C* sobre M ¢é uma classe

de equivaléncia do atlas de classe C* sobre M, isto é, T € A/ ~ .

Definigao 3.12. Uma variedade diferencidvel de classe C* é um par ordenado (M,T)

onde I € uma estrutura diferencidvel de classe C* sobre o conjunto M.



82 Geometria Riemanniana

Observa-se que a dimensao de uma variedade é dada pela dimensao de seu atlas.
Indica-se por M" a variedade diferenciavel (M,Z) de dimensao n.

De agora em diante, sera considerado a menos quando dito explicitamente o con-
trario, somente variedades diferenciaveis de classe C'°.

Pela definicao apresentada de variedade diferenciavel, o conjunto M passa a ter uma
estrutura na qual pode-se falar em processos de diferenciacao uma vez que o conjunto
M passa a ser coberto com sistemas de coordenadas arbitrarias difeomorfas localmente

ao R™, unidas diferenciavelmente.

3.6.2 Espacgos Tangente e Dual

Definigao 3.13. Seja M uwma variedade diferencidvel e seja p € M com (U, ) uma
carta local para o ponto p. A fungdao real f : M — R € dita diferencidvel de classe

Ck(k)0) no ponto p € M se a aplicagdo
fopTip(U)CR* =R
for diferencidvel de classe C* no ponto ¢(p).

Se f for de classe C'"™ no ponto p € M, é dito que apenas f é diferencidvel em
p € M. f é dita diferencidvel em toda variedade M se Vp € M, f for diferenciavel
em p. Denota-se por F(M) = {f,f: M — R, f é diferenciavel em M} o conjunto de

todas as fungoes diferenciaveis definidas sobre M em R.

Definicao 3.14. Seja M uma variedade diferencidvel. Um vetor tangente a M num

ponto p € M € uma fungio X, : F(M) — R satisfazendo as sequintes condigoes:

Xplaf +8g) = aXp(f) + BX(9) (linearidade)
Xo(fg) = g)Xp(f) + f(p)X,(9)  (Regra de Leibniz)

para todo, o, € R e para toda f,g € F(M).

Seréa denotado por T,(M) = {X, : X,, ¢ um vetor tangente a M no ponto p}.
Pode-se definir em 7,(M), as operagdes de soma e multiplicagdo por escalares,
munindo assim este conjunto de uma estrutura de espaco vetorial sobre o corpo de

ndameros reais, ou seja,

(Xp +Y, = X))+ V() Ve F(M)

3 = aX,(f)VfeF(M)eVaecR

para todo X,,,Y, € T,,(M). T,,(M) é entao chamado de espago tangente a M no ponto
p.

Teorema 3.4. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Seja p € M™ e T,(M) o espago

tangente a M no ponto p. Se (U, ) € um sistema de coordenadas local para o ponto

_8 } constitul
152
» ox

peU como=(x' 2% ... ,2"), entio o conjunto { B
xn

1
ox »

p
uma base para T,(M).
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Demonstracao. Verifique que:
1. X,(1)=0Vpe M, pois X,(1) = X,(1.1) = 1.X,(1) + 1.X,(1) = 2X,(1).

2. Se f € F(M) é tal que f = c = cte, entao X,(f) = 0. De fato, X,(f) = X,(c) =
X,(l.e) =cX,(1) =0.

3. Por hipoétese, tem-se que (U, ) é uma carta local para o ponto p. Considerando
assim a funcao g : (U) C R® — R. Pode-se supor, sem perda de generalidade,
que g(p) = 0. Seja ¢ = (u',u?,...,u") € ¢(U). Pelo Teorema Fundamental do
Calculo.

/0 %g(tq)dt — (i 2, ) — g(0). (3.47)

Porém, por outro lado,
n

Assim reescrevendo (3.47)

gut, 2, u) = g(0) + Z </0 gji (tq)dt) u' = g(0) + Zgi(q)ui. (3.48)

Seja f € F(M), define-se a fungio ¢ = f o ¢!, ou melhor, f = go ¢ =
gzt z? ... a").

Utilizando a expressao (3.48), tem-se que

g(x', 2%, ... 2") = g(0) + Zgi(xl, 2 )t (3.49)
i=1
Denotando por f; = g;(x!, 22,...,2"), e reescrevendo assim (3.49), tem-se que

f=7rp)+ Zfzfl
=1

) 0
E claro que 8_:{2(20) = fi(p), Vp € M. Aplicando a um vetor tangente X, € T,,(M)

e utilizando suas propriedades, tem-se que
X0 = X (500 + 3 Fir') = X700 + L Xolha' + 3 ),
i=1 i=1 i=1

Pelo item 2, obtém-se



84 Geometria Riemanniana

Dada a arbitrariedade de f, conclui-se que

Xp= Z Xp(z )@
=1 p
. . 0 0 0
Deste modo foi mostrado que o conjunto ¢ =—| , =/ ,..., =/, ¢ gera o espago
ox! » 0x? » ox™

tangente. Resta mostrar que este conjunto ¢ linearmente independente. De fato, seja

n
D d
i=1

Tomando em particular as funcoes coordenadas 27, obtém-se para j = 1,...,n

= 0.

p

0
ox’

n

Ot ,
— i —
0 E @ (p) =d’.

=1

]

Observacao 3.6.1. Para nao sobrecarregar a notacao seré utilizado de agora em di-

0 <
ante 0;|, ao invés de W|p. Além disso, ao longo do texto sera adotado a convengao
x
de Einstein para o somatoério, ou seja, a repeticao de indices superiores e inferiores

implicam na soma de todos os valores para este indice.

Exemplos:

Z Z AijBij = AijBij
[
Z Z Z eijkxiyjzk = eijkxiyjzk
i J k

Assim, pelo teorema (3.4), para todo X,, € T,(M), X, = X'0i,, onde X* = X (')
sao coeficientes reais ditos componentes de X, com respeito ao sistema de coordenadas
local (U, ¢) no ponto p e o conjunto {0 |,, 02|p, - - ., Onlp} € denominado base coordenada
de T,(M).

Decorre também do teorema (3.4) que a dimensao do espago tangente a uma va-
riedade M é igual a dimensao da variedade, isto é, dim7,(M) = dimM = n.

Com isso, é possivel ver que em cada ponto de uma variedade diferenciavel M
aproxima-se na vizinhanca do ponto um espaco vetorial. Verifica-se deste modo, que o

conceito de vetores tangentes a uma variedade é um conceito local.

Definicao 3.15. O conjunto T M definido pela uniao de todos os espacos tangentes a
variedade M serd denominado de fibrado tangente, ou seja, TM =, Tp(M).

Definicao 3.16. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial X é uma
fungao sobre M que associa a cada ponto p € M um vetor tangente X, € T,(M), isto
¢,
XM — TM
p — X,eT,(M).
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Se X é um campo vetorial sobre M, para toda fungdo f € F(M), é definida
sobre M a funcao real dada por (X f)(p) = X,(f),Vp € M. Dizse que o campo
vetorial X é diferenciavel se X f € F(M),V f € F(M). Sera denotado por X (M) =
{X; X & um campo vetorial diferenciavel sobre M }.

Definicao 3.17. Seja a aplicacao
[,]: X(M)xX(M) — X(M)
(X)Y) — [X)Y]=XY-YX
definida por
(X, Y(f) = Xp(Y ) = V(X /), V f € F(M).
O campo vetorial [X,Y] € denominado de paréntesis de Lie entre X e Y.

Uma consequéncia imediata da defini¢ao 3.17 é que dada (U, ¢) uma carta local

para o ponto p € U C M com ¢ = (2!, 2%, ... 2") tem-se que,
Cajaf, . afof, .

Considere agora o conjunto de todos os funcionais lineares definidos sobre T,,(M),

isto é, todas as funcoes w : T,(M) — R que satisfazem a condigao
w(aX, + 0Y,) = aw(X,) + pw(Y,), VX, Y, € T,(M) e Vo, € R.

Este conjunto, denotado por T;(M), sera chamado de espago dual de T,(M) e seus
elementos de 1-formas ou vetores covariantes.

Por argumentos da Algebra Linear verifica-se que T (M) é um espaco vetorial sobre
o corpo dos nimeros reais e que, para a base {01, Oa|p, - - ., Onl,} de T,,(M), existe uma

tinica base dual, denotada por {dz',dz?, ... dz"} de Ty (M) tal que, parai=1,...,n
da'(95],) =05, Vi=1,....n

1, se 1=

onde ¢} é o delta de Kronecker, ou seja, 65 = R
0, se 1#]

3.6.3 Tensores

Para as leis fisicas serem validas, devem ser independentes dos sistemas de co-
ordenadas usados para exprimi-las matematicamente. E, justamente, o estudo das
consequéncias desse requisito que nos leva a Analise Tensorial, de grande emprego na
Teoria da Relatividade Geral e na Geometria Diferencial.

Seja M uma variedade diferencidvel. Considere os conjuntos T,(M) e T;(M). Pode-

se formar entao o seguinte produto cartesiano:

ﬁZTp(M) X oo X T (M) X T3 (M) X -+ x T (M)

- /

r-fatores s-fatores
onde existem 7 fatores de T),(M) e s fatores de T (M).
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Definigao 3.18. Um tensor do tipo (r,s) em um ponto p € M € uma funcao definida
sobre [ ., linear em cada um de seus argumentos, que associa a cada elemento (X1, Xo,

2

X whw ,. ., W) um ndmero real.

Sera denotado por T7(M) o conjunto de todos os tensores do tipo (7, s) definidos
sobre todos os pontos da variedade M.
De modo anélogo aos espagos tangentes e duais, serd definido sobre 77 (M) uma

estrutura algébrica de espago vetorial sobre o corpo dos numeros reais. Assim, para
todo T',S € TI (M) e para todo o € R define-se:

(T + 9)( X1, Xa, ..., Xpywho? w0 =T(X1, Xy, .., X, wh 02 W)+

+8(X1, Xo, ..., Xy, wh W? L wf)
(aT) (X1, Xo, ..., Xp,whw? W) =l (X, X, ., X, wh w? L W),

A estrutura de espago vetorial definida sobre 77 (M) permite-nos adicionar tensores
de um mesmo tipo. Pode-se também definir uma operagao de multiplicacao entre
tensores de tipos diferentes.

Definigao 3.19. Sejam T € TI (M) e S € T)(M). Define-se o produto tensorial @ de
T e S por
®: T (M) x T)(M)  — T (M)
(1,8) — T®S

dado por:
(T®9) (X1, Xs,...,. X, Y1,Ys, ..., Y, wh o wf nh 0% o) =

:T(Xl,XQ,...,Xr7w1,w2,...,WS)S()G,}/Q7...7)/1],7717772,...,T]u)7

v <X17X27--~7Xr71/17}/27---7K)7w17w27'"7wsan177727"'777u> GHZIZ

Segue, portanto, o teorema

Defini¢ao 3.20. Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja (U, p) um sistema de

coordenadas local para um pontop € U C M com ¢ = (z',22,...,2"). SeT € TT(M),

entao sobre U
T= 1_’;11:32611 ® a’ig K- 6,7 X del (039 dij R ® deS,
onde cada indice € somado de 1 a n.

Demonstragdao. Deve-se mostrar que o conjunto {09;, ®0;, . ..0;, @dx"' @dx? @ . .. da’s,
onde cada indice varia de 1 a n} é uma base para T7 (M), isto é, este conjunto gera

T7(M) e é lineramente independente. Suponha que

T, ® 05, ® -+ © 0, ®da’ @ da”? @ -+ - @ da? = 0.
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Aplicando ao elemento (dz*,dx*2,... da*r 0),,0,,...,0.), tem-se

0 = T?l’””t@-l ® - ®0;, @drt @ -+ @dals(da*, ... dx*, 0y, ...,0,)

Jla"'».]'

— U1yt ok ky jl js _ k1i...ky
= T oot 0,0 0 =T

Mostrou-se entao que o conjunto é linearmente independente. Finalmente, uti-

lizando parte do resultado acima, pode-se concluir que

Tir = T(da, ..., da™, 0y, ..., 0;,).
Corolario 3.1. Seja M"™ uma variedade diferencidvel. Entao:
1. A dimensao de TI (M) € igual a n"™* onde n é a dimensao da variedade.
2. Os vetores tangentes a M sdo tensores do tipo (0,1), isto €, TY (M) = T,(M).
3. As 1-formas sao tensores do tipo (1,0), isto €, Ty (M) =Ty (M).

Definicao 3.21. Um campo tensorial do tipo (r,s) sobre um conjunto U C M € uma

aplica¢io que associa a cada ponto p € U um tensor do tipo (r,s) em p.

Definicao 3.22. Um tensor métrico g sobre uma variedade diferencidvel M €é um

campo tensorial do tipo (2,0), simétrico, isto é,
9(Xp, Yp) = 9(Yy, Xp), VX, Y, € T,(M),
definido sobre toda a variedade M.

Definigao 3.23. Um tensor métrico € dito nao degenerado se para todo X, € T,(M)
tém-se que g(X,,Y,) =0, entao Y, =0.

Definigao 3.24. Uma variedade pseudo-riemanniana € um par ordenado (M™, g) onde

M™ ¢ uma variedade diferencidvel munida de um tensor métrico g nao degenerado.

Observagao 3.6.2. Se M™ é uma variedade diferenciavel e g um tensor métrico, nao
degenerado, positivo definido, isto é, g(X,,Y,) > 0, VX, € T,(M), diz-se entdao que o

par (M", g) é uma variedade riemanniana.

Em termos das coordenadas locais, o tensor métrico sera dado por
g = gmpdz™ @ da*.
Aplicando em particular aos vetores da base coordenada de T,(M),

9(0;,0;) = gmpda™ @ daz*(0;,0;)
gmkéiméf = 9ij-
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Observa-se que em termos de suas componentes, g é dito nao degenerado se a
matriz (g;;) formada por suas componentes for nao singular. Deste modo, dado um
tensor métrico g, pode-se definir um tnico tensor do tipo (0,2) tal que, em termos de
suas componentes, g% gi; = 5; A matriz (¢¥) formada pelas componentes deste tensor
¢ portanto a inversa da matriz (g;;). O tensor métrico fornece o isomorfismo entre

todos os tensores definidos sobre M (“subir e descer”, indices).

Definicao 3.25. Seja g um tensor métrico para a variedade M™. Seja p o nimero
de auto-valores positivos associados a matriz (g;;) no ponto p e q¢ o nimero de auto-
valores negativos. A assinatura de g no ponto p € igual a diferenca entre p e q. No

caso riemanniano tem-se q = 0.

Sera denotado por M"™(p, q), a variedade de dimensao n com p auto-valores positivos

e q auto-valores negativos associados a matriz (g;;). Observe que n = |p| + |g/.

Definigao 3.26. Seja (M",g) uma variedade pseudo-riemanniana. A métrica g €

chamada de métrica de Lorentz se sua assinatura for (n —2), ou seja, ¢ = 1.

Definicao 3.27. Uma conexdo afim V sobre uma variedade diferencidvel M € uma
aplicagao que associa a cada par de campos vetoriais diferencidveis X eY sobre M um

novo campo vetorial diferencidvel VxY tal que satisfaz as sequintes condigoes:
1- Vx(aY + 62) =aVxY + VxZ, Va,B € R.
2- Vixign)Z = fVxZ+gVyZ, ¥V f,g € F(M).
3 VxfY =(Xf)Y + fVxY, VfeF(M).

VXY, Z € X(M). VxY é denominado derivada covariante de Y na dire¢ao X .

Em termos de coordenadas locais, sera definida as n3- funcoes Ffj dadas por

Vo

,0; = L0,

]
Portanto, VXY € X(M),

VxY = Vyxip, Y70,

XY+ TEY 7)o,

)& o
Tt

Ffj sao os chamados simbolos de Christoffel da conexao V. Em particular,

oY+ ,
VoY = = +TEY7 )0y = YFO,.
v oxt J >
Teorema 3.5. Seja (M",g) uma variedade pseudo-riemanniana (riemanniana). En-

tao existe um conexao V para M satisfazendo
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1- [X,Y]=VxY —VyX.
FEsta conexao € denominada conexao riemanniana.

Demonstracao. De fato, basta definir a conexao VxY por
29(VxY,2) = Xg(Y, Z)+Y g(X, 2)-Zg(X,Y)+g([X, Y], Z)+9([Z, X].Y)—9([Z, Y], X).
de onde se verifica que V satisfaz as condi¢oes da definicao 3.27. n

Corolario 3.2. Seja V a conexdo riemanniana para a variedade (M™,g). Entao:

1- Ffj = F;?i, Vi, j,k=1,...,n. (Condi¢iao de simetria).

2- Vxg=0,VX € X(M), isto €, a derivada covariante da métrica € nula.

Demonstracao.

1. Se V é uma conexao riemanniana para M, pelo item 1 do teorema 3.5 tem-se que

para X = 0; e Y = 0; satisfaz

0= [0;,0;] = V,0; — V,0; = T5,0y — T,

ou seja,
_ Tk k
0= (Fij — rji)ak.

Como os vetores 0, sao linearmente independentes pode-se concluir que Ffj = F;?i

para k =1,2,...,n. A arbitrariedade de 0; e 9; garantem o resultado para todo
i i=1,2.....n.

2. Escrevendo a condicao 2 do teorema 3.5, em termos dos vetores da base coorde-

nada, obtém-se

09(0;,0k) = 9(V5,05,0k) + 9(V5,0k, 9;).
Logo,
AGjr = GmkLl} + GmsLy-
Como visto anteriormente ¢g”g;, = d;. Derivando esta expressao em relagao a
coordenada z! tem-se que,
9ik09"7 + g” digjr, = 0.
Substituindo a expressao de 0;g;;, obtida anteriormente

m

9ik09"7 = =97 (9L} + 9miUik) = =97 g L7) = 6,00 = — 9" gLl — L.
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Multiplicando ambos os membros por ¢™* e somando em k, obtém-se
9" 9510197 = —g"™ g T} — g7,
070" = —g" Iy} — g™ Ty
Logo,
8g™ = ~g"T}; — 4" T,
Calculando agora Vg, dz'. Utilizando a definigao de V, substituindo a expressao
de 9;g"™ e lembrando que g;; fornece o isomorfismo entre T,,(M) e T (M), obtém-
se
Valdl‘i = V@lg”ﬁj = (8;9”” + Ff?g”)@m = (—gijl—‘?} — g’“mek + g”F}?)@m
= —T% gm0, = —T% dx".
Enfim, para mostrar que Vxg = 0 VX € X (M), basta provar que Vy,g = 0.
Assim,
Vaog = Vaigjkdxj ® dz*
= 0;gjpdr? @ da* + g;1.(V,dr? @ da* + dz' @ V,dz¥)
@-gjkdxj ® dzF — gjkfzmdxm ® dz* — gijfmda:j & dx™
= (0igjr — gmiL} — gimTip)da? @ da*.
Substituindo a expressao de 0;g;; verifica-se que,
Vog = (9l + gk — gimUiy — gmkF?})dxj ® dxk
Vaig = 0
A condigao demonstrada acima seré escrita em termos das coordenadas como
Vorg = gijix = 9112 =0
m
De agora em diante nosso estudo sera restrito, considerando apenas as conexoes
riemannianas.

Os resultados acima permitem escrever a conexao riemanniana em termos da métrica,

ou seja, tomando a condi¢do 2 do teorema (3.5),

0iq1; = gkzrf} + g T8, Ojgu = gkzrfi + gkiffl , 09i5 = Qkirfj + gi; IF
tem-se que

g + 0591 — 0195 = guLl + gk Tl + gual5s + gril%) — gre L5 — i T,

E portanto, multiplicando ambos os membros por ¢g* e somando em [, obtém-se
kl _ o5k m
9" (0i915 + 0jg1i — D1gij) = 20,17

1
I = 591995 + 00 — Dugis}- (3.50)
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3.6.4 O Tensor Curvatura

Em geometria diferencial o tensor de curvatura ¢ uma no¢ao métrica muito impor-
tante. Ele é uma generalizacao da Curvatura de Gauss para superficies em dimensoes
maiores.

A geometria infinitesimal das variedades de Riemann com dimensao igual 3 é de-
masiada complicada para ser descrita totalmente por um nimero em um ponto dado
(tal como ocorre quando a dimensdo é menor ou igual a 2). Assim em 2 dimensdes
a curvatura pode ser representada por um numero escalar [ou tensor de ordem zero|,
em 3 dimensoes a curvatura pode ser representada por um tensor de segunda ordem
(como por exemplo o tensor de Ricci). Entretanto para dimensoes totalmente gerais

necessita-se ao menos um tensor de quarta ordem (como o tensor de Riemann).

Definigao 3.28. Seja M uma variedade diferencidvel com conexao V. O tensor de

curvatura de Riemann é um tensor do tipo (3,1) dado por

R:X(M)x X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—VixyZ.

No sistema de coordenadas local (U, ¢) com ¢ = (z', 2% ... 2™) tem-se

R(0;,0,)0; = R0
Tomando a definigao do tensor de Riemann e lembrando que [0;, dx] = 0.
R(9;,00)0; = Vo,V 0i — V5, V,0;. (3.51)

Aplicando em (3.51) a defini¢ao de derivada covariante em termos de coordenadas

locais, obtém-se a expressao

R(0;,00)0; = Vo, (T},01) — Vo, (T%0)). (3.52)
Aplicando novamente a definigdo da derivada covariante em (3.52), obtém-se a
expressao
9;T}01 + Fiirg? m — akPé-i@l — FéiFZ} o
arz I Tm ;rll I T'm
5w T kil — 5w — Liilki | Om
Portanto,
erp orm o
ik = Hrpi gk + Dl — Tyl (3.53)

Segue de (3.50) que as componentes do tensor de Riemann sao expressas em termos

do tensor métrico e suas derivadas primeira e segunda.



92 Geometria Riemanniana

3.6.4.1 Propriedades de Tensor de Riemann
1. R = —Ry;. (Anti-simétrica).
2. R+ Ry, + R, = 0. (Primeira identidade de Bianchi).

3. Verifica-se que

Vo RDOm = ORI Om + RNV o0n = ORI+ RTT 0,

ijk ijk ijk
m
Denota-se por  Rj , = WZ? + R

Assim, analogamente ao intem 2, tem-se que

Rl + Ry + Rig; = 0. (Segunda Identidade de Bianchi). (3.54)

Observacao 3.6.3.

1. Uma variedade pseudo-riemanniana (riemanniana) é dita pseudo-euclidiana (eu-
clidiana) quando as componentes do tensor de Riemann forem todas nulas, ou

seja, R = 0.

2. O tensor de Riemann covariante é obtido aplicando o tensor métrico g,,;, ou seja,

O tensor curvatura de Riemann, por ter 4 indices, tem 256 componentes em 4
dimensoes (4*). Porém, aplicando as propriedades obtidas acima é possivel reduzir
drasticamente o ntmero de componentes nao nulas e independentes, que passam a
totalizar 20.

3.6.4.2 Tensor de Ricci e Escalar de Curvatura

Outros tensores podem ser construidos usando o tensor métrico para formar com-

m

binagoes lineares de R}7;. As mais utilizadas sao as suas contragoes.

Definigao 3.29. Seja R o tensor de Riemann para a variedade pseudo-riemanniana

M. Define-se o tensor de Ricci, em termos de suas coordenadas locais, como sendo
Ric = R;jdz' @ da? (3.56)

onde R;; = R}

jm:*
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Em termos do sistema de coordenadas locais, as componentes do tensor Ricci sao
dadas por
Ry = R, = 0,1, — Ok, + I, Tl — I, T (3.57)

jm=— ik km™ ji

Decorre da definicao 3.29 o tensor de Ricci é simétrico do tipo (0,2), isto é, R;; =
Rj; e Ric € TY(M). Este fato lhe confere 10 componentes independentes no caso
quadridimensional. Por esse motivo o tensor de Ricci captura metade das informacoes
do tensor de Riemann.

Contraindo o tensor de Ricci define-se o escalar de curvatura por:

R=g¢"Ry = giRD" (3.58)

gm:

Este escalar relaciona a cada ponto do espago-tempo um tinico ntimero real, caracteri-
zando a curvatura intrinseca do espago-tempo naquele ponto.

Sera visto no proximo capitulo que o tensor de Ricci e o escalar de curvatura
desempenham um papel importante na relatividade geral. Sendo o tensor de Ricci o
termo dominante da equacdo de campo de Einsten. Tém-se ainda como propriedade

do escalar de curvatura o seguinte teorema:

Teorema 3.6. R = QRi;j onde Ri;j = g Ripj = "R’

mnk;j*
Demonstra¢ao. Tomando a Segunda Identidade de Bianchi

R;;'Lk;l + R:Z»k + R:Zl,j - 0
Fazendo [ = m na expressao acima

e+ R 4+ RY=0.

ijk;m imj;k ikmsg T
Em seguida, considere a propriedade 1 do tensor de Riemann. Assim,

M — R+ R =0,

ijk;m ijm;
Pela definicao 3.29, obtém-se

— Rij;k + Rik;j =0.

m
ijk;m
Multiplicando ambos os membros por ¢¥ e somando em i e j tem-se que
gij . ( R™

ijk;m

— Rijp. + Riy) = ¢”.0
Z?m — R;k + Ri;j = 0.

Portanto, R, = QRi;j. 0
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3.7 Torcao e Curvatura

Gravitacao e Cosmologia tratam da aplicagao, a Fisica, da curvatura e torcao do
espago-tempo.

“Curvatura” é medida pelo tanto que um triangulo retangulo se desvia do Teorema
de Pitagoras (a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa).
A “tor¢ao” mede o quanto vocé se desloca para fora de uma trajetoria circular fechada,
quando vocé tenta fazer a volta completa, sem auxilio de forcas aceleradoras. Essa

tor¢cao pode estar ligada ao momento angular intrinseco.

3.7.1 Contribuicoes de Elie Cartan

A conexao de Christoffel, obtida através da métrica e utilizada na Teoria da Rela-
tividade Geral, é um caso particular de conexao afim. Geometricamente as conexoes
fornecem a nogao de afinidade, ou seja, de propriedades que permanecem invariantes
sob translagoes, ou transformagoes afins, tais como paralelismo. A nocao de conexao,
apesar de poder ser dada pela métrica, nao esta logicamente associada as nogoes de
medidas de comprimento, area, etc.

Elie Cartan (1869 — 1951), entre 1922 e 1925, desenvolveu uma abordagem para
lidar com conexoes, introduzindo a sua parte anti-simétrica na geometria diferencial.
Entre 1929 e 1932, Cartan e Einstein trocaram uma série de cartas onde o primeiro
insistia na separacao dos conceitos de metricidade e paralelismo. Esta separacao se
reflete no principio variacional da teoria fisica da gravitacao, onde ao invés de variar a
acao em relacao a métrica deve-se variad-la em relacao a conexao afim, obtendo deste
modo novos graus dindmicos de liberdade.

Cartan introduziu a parte anti-simétrica da conexao afim como um novo e inde-
pendente objeto. Ele provou que esta parte da conexao tem as propriedades de um
tensor e se transforma como tal, denominando-o de tensor de tor¢ao. Chegou inclusive
a sugerir que o mesmo deveria estar associado a algum tipo de momentum angular
intrinseco da matéria, mas nao seguiu adiante. Anos apos a introducao do conceito de
spin na Mecanica Quéantica, que representa o momentum angular intrinseco da matéria,
o trabalho de Cartan foi retomado. Mostrou-se entao que a torcao do espaco-tempo
poderia ser gerada pela distribuicao da densidade de spin. Nesta visao a torcao so
poderia interagir por contato, através de interagoes do tipo spin-spin. Estas interagoes
contribuiriam para o tensor de energia-momentum e, por sua vez, o mesmo afetaria o
campo gravitacional. Poderia-se entao notar a presenca da tor¢ao pelo seu efeito no

campo gravitacional.



Torg¢ao e Curvatura 95

3.7.2 O método do quase-paralelogramo de Elie Cartan

Suponha um espaco quadri-dimensional V* e dois simbolos de diferenciacao § e d

permutéveis nas coordenadas (y') associadas aos pontos.

MY ok
M+ dM
M1

a 4

cl

:I.j + ffl 1.}

ddy' = do’

A partir de M em V* percorre-se um caminho C; e através de uma diferenciacao d
obtém-se o vetor:
— — i
M+ dM(y + dy')
Em seguida efetua-se a segunda diferenciagao § e M. Por um caminho Cs, a partir
— — = —
de M, efetua-se a diferenciacao 9, que nao faz passar de M a M + M, e posteriormente
— —
uma segunda diferenciacdo que nao faz passar de M + ddM a M) de coordenadas
(y' + dy' + dy* + ddy"). Considerando a propriedade de permutagio de d e §, pode-se

perguntar se atingimos o mesmo ponto M’ = M| = M]. Neste sentido, considere

(M, M +dM,M', M + §M) — Paralelogramo de Cartan.

b d
I M+aM

d

(M. %)
( v+ dIvl, B + dig)
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Utilizando-se o caminho C} para chegar-se a M7, tem-se a partir do sistema:

(M,€)) a (M+dM,e +de)
dM = dyie;
de; = w;(d)er,
onde w!(d) é a forma diferencial w! para os dy’.

O desenvolvimento de (M + dM, M{) nos leva a:

—_—
MM] = dM + 6M + 6dM

-
(e})) — e =de; +de; +dde; .

Por conseguinte, pode-se imaginar que seria possivel passar de (M, &;1) a (M3, ei2),
mediante as formulas:
Yy Fy: ry:
MM, = d5M — §dM # 0
—)

(€)= (€]) = d6e; — ode; 0.
Em primeiro lugar:
d(6M) — 8dM = d(5y'e}) — 8(dy'e;) = dyide; — dy'de,,
pois
d(0y'e;) = (doy')ei + dy'de;
d(dy'e) = (ddy')e; + dy'de;
= dSM — 0dM = Sy'de; — dy'se; = (Thdy*sy’ — Thdy'sy™)er,.
Observacao 3.1. Sabe-se que ddy® = ddy’ pois ¢ e d sao permutéaveis nas coordenadas
y' onde w! = TF,dy*. sendo que T, & a conexdo afim.
Assim, fazendo uma troca conveniente de indices 7 e k, tem-se que:

d6M — 6dM = (Th, — Tl )dyksyie; = 0

Portanto, M" = M| = M. Tem-se assim um paralelogramo de Cartan fechado.
Por outro lado,
— —
(i) — (€fy) = doe] — dde] #0.

Entao, de acordo com os resultados precedentes, tem-se que

(¢ — &) = doe; — 6d; = d(w!(5)er) — S(wh(d)er)

1

(el — eh) = [dw!(8) — Sw(d)]er + wh(8)der, — wh(d)der

% 7

45, — 5de; = [du(8) — Suwl(d) + wh(@)uf(d) — w (d)wl())er

(2
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Qff = dw;(0) — 0w (d) +w;' (8w (d) — w;(d)w(9).

i
Obtém-se deste modo a férmula da curvatura do espaco utilizando o método do
quase-paralelogramo de Elie Cartan, onde nao se utiliza uma métrica para obtencao da
mesma. Em geral, na presenga de torgao os pontos M/, M} e M nao coincidem. Assim,
o paralelogramo nao é fechado em geral. No espago riemanniano o tensor de torgao
¢é nulo, a conexao é totalmente determinada pela métrica e simplesmente se reduz ao
simbolo de Christoffel.
No entanto, em geral para um espaco quadri-dimensional, os coeficientes da conexao
Fii podem ser expressos em termos da métrica, da torcao e da derivada covariante da
métrica. A partir dos resultados anteriores tem-se que:

dwl(8) = d(T0y") = 6T + T dsy*

dwj (8) — dwi'(d) = 8(T)dy"dy* — 6(I'3;)8y" dy*
dw} (8) — wi(d) = (6,15, — 8,7 dy"oy”.

Da mesma maneira tem-se que

wh(O)w(d) — wF(d)w(8) = (TETE — TE DM Ydy" 6y*

A i si— rl ri— sk

O = R dy oy

s

onde
Ry, = 5"‘ng - 5srfi + Fﬁkrgi - ngrfi

wrs

com R! o tensor curvatura de Riemann.
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Em 1915 Einstein propos a Teoria da Relatividade Geral, que tem como postulado
o fato de que sistemas acelerados sao fisicamente equivalentes aqueles submetidos a
campos gravitacionais, tornando equivalentes a massa inercial e a massa gravitacional
de um corpo. Einstein demonstrou que toda porcao de matéria curva o espago-tempo
a sua volta e esta curvatura observada acaba gerando um campo gravitacional. Com
isto, surgiu uma teoria que generaliza a relatividade restrita para o caso de referenciais
nao inerciais e reduz-se a Teoria da Gravitagao de Newton no regime classico, e ainda
complementa esta tltima para incluir também o caso de grandes densidades de massa.

A Teoria da Relatividade Geral baseia-se no chamado principio da equivaléncia,
que enuncia que “em cada ponto de um espaco-tempo imerso em um campo gravita-
cional arbitrario é possivel escolhermos um sistema de coordenadas localmente inercial
de forma que, em uma regiao suficientemente pequena do ponto em questao, as leis
da natureza tenham a mesma forma que num sistema de coordenadas cartesiano na
auséncia de aceleragao".

Neste capitulo sera apresentada a teoria da relatividade de forma introdutoéria, sem
a pretensao de expor o assunto de maneira completa e aprofundada. Serao abordadas as
origens historicas da Teoria da Relatividade, e uma introdugao matematica a Teoria da
Relatividade Especial e Geral, exibindo ao final o conjunto de equagoes que relacionam

a curvatura do espago-tempo com a distribuicao de matéria-energia no espaco.

4.1 Origens da Teoria da Relatividade

4.1.1 A Teoria Especial

A necessidade de se modificar as equagoes da transformagao de Galileu foi recon-
hecida ao usa-las nas equacoes de Maxwell. O raciocinio a seguir, ilustra intuitivamente
esta inconsisténcia.

Considere que seja possivel a um observador viajar a velocidade da luz. A luz,
pelas equagoes de Maxwell, ¢ uma oscilagao dos campos elétrico e magnético, periodica
no espaco e oscilante no tempo. No referencial deste observador, a luz seria uma

perturbagao do campo eletromagnético periddica no espacgo e constante no tempo. Tal

99
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solucao, no entanto, nao existe como solucao das equagoes de Maxwell que governam
a propagacao da luz.

Portanto, restavam as alternativas, ou de se modificar as equacoes Maxwell e manter
a transformacao de Galileu; ou de se modificar a transformagao de Galileu.

Este impasse foi resolvido em 1905 por Albert Einstein. Sua interpretacao das
equacoes de transformacao de Lorentz permitiram manter as equacoes de Maxwell
inalteradas, mas exigiu uma revisao completa dos conceitos de tempo e espago tao

fundamentais & Mecanica Classica.

4.1.2 A Invariancia das Equacoes de Maxwell

Com a descoberta da lampada e da eletricidade, abriram-se novos campos de es-
tudos na Fisica: o da eletricidade e do magnetismo. Trabalhando na Universidade de
Cambridge, Inglaterra, Maxwell desenvolveu uma teoria que explicava estes fendémenos,
na qual propunha que a luz era uma onda que se propaga no mesmo meio fisico que é
a causa do fenomeno elétrico e magnético. Maxwell mostrou ainda que, diferentemente
das forcas de Newton, a luz e a forca magnética se propagavam a uma velocidade
definida, ¢, de aproximadamente 300 mil quilometros por segundo. Contudo, se a luz
é uma onda, esta deve se propagar em algum meio mecéanico, da mesma forma que o

sSom se propaga no ar.

Sob o ponto de vista da teoria mecanicista, sendo a luz um fenémeno ondulatorio,
nada mais natural supor do que a existéncia de um meio mecdnico para a Sua
propagacao. Este meio foi chamado de éter. A idéia do éter é anterior a Maxwell.
Ela surge com Descartes que retira da luz qualquer propriedade material, mas
erige a existéncia de wm meio para se propagar. Descartes rejeitava a itdéia da
“acdo a distdncia”. Para ele, tanto a luz quanto o calor eram transmitidos por
contato intermedidrio e se propagavam por pressao do éter. O éter possuiria
propriedades fisicas um tanto bizarras: deveria ser extremamente rigido para que
a luz se propagasse e ténue o suficiente para que os corpos solidos pudessem se
mover. Huygens enuncia seu principio que diz que “cada ponto do éter atingido
pela excitagdo luminosa pode ser considerado como o centro de uma nova onda
esférica” [2]. Para Newton todo o espago € permeado por um meio eldstico que é
capaz de propagar vibragoes a grandes velocidades. Fuler antecipa os resultados
de Mazwell, afirmando que a fonte de todos os fendmenos elétricos € o mesmo
éter no qual a luz se propaga. Jules-Henry Poincaré (1854—1912) argumentava
que “sabemos bem de onde nos vem a crenca no éter. Se a luz leva vdrios anos
para chegar de uma estrela distante até mds, durante esse periodo de tempo ela
nao mais estard na estrela e nao estard, ainda, na Terra. Mas terd que estar em

algum lugar e sustentada, por assim dizer, por algum suporte material”. ([12],

p.32)
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O éter era considerado o referencial inercial absoluto do eletromagnetismo e se essa
substancia realmente existia deveria ser detectavel. Portanto, provar sua existéncia era
demonstrar a existéncia de tal referencial inercial.

Em 1887, Albert Michelson e Edward Morley tentaram responder esta questao.
Eles propuseram que se a Terra estivesse mesmo mergulhada em éter, deveria gerar
um “vento de éter” com sua rotacao, como um carro em movimento. Deste modo, a
velocidade da luz na direcao desse “vento” deveria ser maior que na dire¢ao oposta.
No entanto, raios de luz disparados em dire¢oes opostas tinham no final exatamente a
mesma velocidade. Este fato apontava que algo estava errado: ou na teoria do éter (o

que exporia uma ferida mortal no mundo newtoniano) ou na teoria ondulatéria da luz.

O principio da relatividade de Galileu nos diz que as leis da Mecdnica serao vdl-
idas em todos os referenciais que estejam em movimento retilineo uniforme, um
em relagdo ao outro. Isto quer dizer que observadores que se movem em uma
reta com velocidade constante observam as mesmas leis da Mecdnica que no caso
de estarem parados. O principio da relatividade “traduz a vontade de encontrar
uma imagem do mundo que seja independente da situacdo dos diversos obser-
vadores” [10]. Este fato nao € verdade para o eletromagnetismo. Sendo a luz
um fenomeno eletromagnético, ela nada mais é do que a oscilagio de dois cam-
pos perpendiculares entre si, o elétrico e o magnético. Ao nos movermos a uma
velocidade proxima da luz e entdo observarmos um feixe de luz, teremos que o
cardter oscilatorio da luz deizard de existir. Este fato nega o principio da rela-
tividade, quando aplicado a leis do eletromagnetismo. Desta maneira, as equacies
de Mazwell nao sao compativeis com os referenciais inerciais da Mecdnica new-
toniana. ... Este fato constituiu um dos grandes problemas da Fisica no inicio

do século XX - o problema da invaridncia das Equagoes de Mazwell. ([12], p.52)

Einsten resolveu este problema com uma intuicao genial: nao hé ondas de luz que
parecam congeladas, deixando de ondular. A luz é diferente dos outros tipos de onda.
Nada consegue viajar mais rapido do que ela: sua velocidade, ¢, é constante e é também
uma espécie de limite de velocidade do Universo.

Na nova teoria de Einstein nao era necessario ter o éter como referencial inercial.
Além disso, o principio basico de sua teoria esta no fato de nao existir um sistema de

referéncia absoluto. Sua nova formulacao é baseada e dois postulados.

Postulado da constancia da velocidade da luz: A velocidade da luz no vacuo é
uma constante universal. E a mesma em todos os sistemas inerciais de referéncia. Nao

depende do movimento da fonte de luz, e tem igual valor em todas as diregoes.

Postulado do principio da relatividade de Galileu: As leis fisicas sdo idénticas
em sistemas de referéncia, dotados de movimento retilineo e uniforme, um em relagao

ao outro.
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Einstein estende o Principio da Relatividade de Galileu, antes aplicado apenas
a Mecdnica, ao Eletromagnetismo e & Optica. Na Relatividade Geral, Einstein
ird generalizar este principio a todas as leis da natureza. Com este principio,
as equagoes de Mazwell assumem, em conjunto com as leis de movimento da

Mecanica, o cardter de lei da Fisica. ([12], p.52)

Os postulados citados anteriormente permitirao a Einstein derivar as transfor-
magoes entre referenciais. Estas transformagoes ja tinham sido anteriormente obti-
das por Lorentz que mostrava a invariancia das equacoes do eletromagnetismo. Tais

transformacoes possuem a seguinte forma

( 1
¥ = —————(z —vt)

y =
<
Z = z
, 1 v
t = t— —=x
Y ¢
{ 2

No entanto, Lorentz mantinha os conceitos de espaco e tempo absolutos pois estas
transformagdes pareciam nao ser nada além de um recurso matemdtico. A grande
dificuldade para compreender estas transformacoes era que o tempo deirava de
ser absoluto. Este dependia do movimento do observador. O tempo era relativo.
Einstein necessita discutir conceitos primitivos da fisica: a simultaneidade, o

tempo e o comprimento, reformulando-os sequndo seus dois postulados. ([12],
p.52)

Em 1905, num artigo publicado no Annalen der Physik, Einstein propoe em apenas
trés paginas que, se réguas e relogios se distorcem a medida que sao acelerados, tudo o
que se pode medir com estes instrumentos também muda, incluindo matéria e energia.
A matéria e energia sao conversiveis entre si segundo a equacao E = mc?. Toda matéria
contém quantidades enormes de energia. Mesmo quantidades infimas de matéria podem
produzir quantidades enormes de energia uma vez que sao multiplicadas pelo quadrado
da velocidade da luz.

Uma consequéncia direta disso é que a massa de um corpo aumenta a medida que
ele acelera. Sua massa se tornaria infinita se ele atingisse a velocidade da luz o que iria
requerer uma quantidade infinita de energia para acelera-lo e é por isso que nenhum
corpo pode atingir este limite de velocidade.

Outra consequéncia importante se faz presente nos processos que acontecem no
nicleo de um atomo que convertem pouquissima matéria em muita energia. Este é o

principio de funcionamento das estrelas e das bombas nucleares.
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4.1.3 Teoria Geral

Em linhas gerais Teoria da Relatividade Geral é a generalizagao da Teoria da Gra-
vitacao de Newton. Publicada em 1915 por Albert Einstein, esta teoria leva em con-
sideracao as idéias descobertas na relatividade especial sobre o espaco e o tempo.
Einstein propoe generalizar a relatividade dos movimentos uniformes aos movimentos
acelerados. Esta generalizacao causou implicagoes profundas na nossa concepgao de
espago-tempo. Levando, entre outras conclusdes, ao fato de que a matéria (energia)
curva o espago e o tempo a sua volta. Desta forma, a gravitacao ¢ um efeito da

geometria do espago-tempo.

4.1.4 O Pensamento mais feliz de Einstein.

Embora a teoria da gravitagao de Newton descrevesse com eficiéncia os movimentos
dos objetos que sofrem a influéncia da gravidade, ela nao oferecia qualquer explicacao
quanto a natureza dessa for¢a misteriosa. Como pode dois corpos, separados por bilhoes
de quilometros de distancia um do outro, influenciar mutuamente seus movimentos? O
proprio Newton tinha dividas em certas partes de sua teoria da gravitacao. Em suas

proprias palavras,

E inconcebivel que a matéria bruta inanimada possa, sem a mediagcdo de algo
mais, que nao seja material, afetar outra matéria e agir sobre ela sem contato
mutuo. Que a gravidade seja algo inato, inerente e essencial & matéria, de tal
Maneira que wm corpo possa agir sobre outro o distdncia através do vdacuo e sem a
mediacao de qualquer outra coisa que pudesse transmitir sua forca, €, para mim,
um absurdo tao grande que mao creio possa existir um homem capaz de pensar
com competéncia em matérias filosdficas e nele incorrer. A gravidade tem de ser
causada por um agente, que opera constantemente, de acordo com certas leis; mas

se tal agente é material ou imaterial é algo que deiro & consideragdo dos meus

leitores. ([13], p.634)
Ou seja,

... Newton aceitou a existéncia da gravidade e desenvolveu equacdes que descre-
vem com exatiddo os seus efeitos, mas nunca ofereceu qualquer indicagdo sobre
como ela atua. Ele deu ao mundo um “manual do proprietdrio”, da gravidade,
que ensina como ‘“usa-ld”, ... Mas deizou 0s processos internos — o contetdo da

“caiza preta”, da gravidade — envoltos em completo mistério. ([7], p.75)

Em 1907, Einstein durante um trabalho de revisao do artigo sobre a Teoria da
Relatividade Especial ficou curioso em saber como a gravitagdo newtoniana poderia
ser modificada para se ajustar a estrutura da relatividade especial. Einstein teve a

idéia de analisar localmente um campo gravitacional, no referencial de um observador
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em queda livre. Neste momento, ocorreu o que ele mesmo disse ser o “pensamento mais
feliz de minha vida”. Tal como o campo elétrico gerado pela indugao eletromagnética,
o campo gravitacional s6 tem uma existéncia relativa. Da mesma forma que, para um
observador em queda livre nao existe campo gravitacional durante a queda. Como

consequéncia deste fato ele propoe o chamado Principio da Equivaléncia:

. 0 movimento acelerado e a imersao em um campo gravitacional (em regides de
observagao suficientemente pequenas) sao indistinguiveis entre si. Generalizando
o principio da relatividade ao demonstrar que todos os observadores, indepen-
dentemente do estado de movimento, podem considerar-se em repouso, desde que

reconhegam a presenga de um campo gravitacional adequado. ([7], p.455)

Um exemplo que ilustraria este principio seria imaginar um foguete viajando no
espaco longe da acao de campos gravitacionais. Supondo que esse foguete esteja vi-
ajando com uma aceleracao a, um observador localizado dentro do foguete também
estard se deslocando com a mesma aceleragao. Caso nao exista janelas ou qualquer
outro dispositivo do tipo, este observador nao notara movimento algum. No entanto,
ao soltar uma bola de sua mao ele observaré que esta ira cair na direcao do chao do
foguete (regido onde localiza-se os retrofoguetes). Enquanto em sua méao a bola tinha
uma aceleragao idéntica a do foguete. Quando esta é solta, passa a ter velocidade
constante e o chao da nave acaba por alcanca-la.

O observador pode pensar que existe uma “forca” misteriosa que atrai os objetos
para o fundo da nave, da mesma forma como o campo gravitacional terrestre atrai os
objetos para o solo. Para tal observador é dificil distinguir a origem dessa forca, se é
gravitacional ou inercial.

Existe assim uma completa equivaléncia fisica entre um campo gravitacional e a
correspondente aceleragao do sistema de referéncia. A descoberta dessa equivaléncia
entre a gravidade e o movimento acelerado foi sem divida uma conclusao notavel. Este
fato causou grande entusiasmo em Einstein. O campo gravitacional esta presente em
todo o cosmos de forma abstrata, ao passo que o movimento acelerado, embora sendo
algo mais complicado que o movimento uniforme, é concreto e tangivel. Einstein veri-
ficou que poderia usar o conhecimento do movimento acelerado como um instrumento
poderoso para descobrir os segredos da gravidade.

Desde 1907, Einstein sabia que um raio luminoso se curvaria na presenca de um
campo gravitacional forte. Este encurvamento da luz era uma consequéncia do princi-
pio da equivaléncia. No entanto, era dificil fazer uma verificagao experimental deste
fato por meio de observagoes terrestres. Em 1911, Einstein compreendeu que a cur-
vatura do raio luminoso em um campo gravitacional poderia ser verificada por meio de
observagoes astronomicas. No ano seguinte, publicou outros artigos sobre gravitacao
nos quais compreendeu que as transformacgoes de Lorentz nao se aplicariam na estru-
tura mais geral que ele estava desenvolvendo. Nessa mesma época, Einstein verificou

que, se todos os sistemas acelerados sao equivalentes entao a geometria euclidiana nao
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pode ser usada em todos eles. Einstein compreendeu que os fundamentos da geometria
tinham significados fisicos. Assim, ele estabeleceu uma conexao entre a gravidade e o

movimento acelerado: a curvatura do espago-tempo.

Para conseguir descrever o espaco-tempo curvo, Finstein comegou por recordar,
quando ainda se encontrava em Praga, o que havia estudado sobre a teoria das
superficies do grande matemdtico alemao do século XIX Carl Friedrich Gauss.
No caso de uma superficie a duas dimensées, como a superficie da Terra, pre-
cisamos de um mapa, uma grelha que associa a cada ponto da superficie duas
coordenadas, e um conjunto de niumeros que convertem distincias coordenadas,
ou seja, distdncias medidas no mapa, a distincias reais medidas na superficie.
Este conjunto de mimeros forma um quadro com as componentes de um objeto
conhecido por tensor métrico. Em geral estes quadros de nimeros sao diferentes
de ponto para ponto. A conversao de distdncias coordenadas em distdncias fisicas
na superficie € assim dada por um campo, campo tensorial métrico, que associa

um tensor métrico a cada ponto.

Para lidar com espacos-tempo curvos a quatro dimensoées, Einstein teve que recor-
rer & geometria diferencial de Bernhard Riemann, Gregorio Ricci e Tulio Levi-
Civita, para o que beneficiou do apoio do seu amigo e colega Marcel Grossmann.
No caso do espaco-tempo quadri-dimensional da teoria de FEinstein, o tensor
métrico, que tem dez componentes independentes, desempenha um duplo papel:
descreve a geometria do espago-tempo e o proprio campo gravitacional. A energia
- quer a residente na matéria quer a que reside nos outros campos além do gravita-
cional - € a fonte dos campos gravitacionais que satisfazem equagdes diferenciais
de sequnda ordem mno campo métrico. Para completar seu edificio Einstein teve

que obter estas equacdes, chamadas equacoes de campo para o campo tensorial

métrico. ([14])

Em outubro de 1912, Einstein escreveu para um fisico amigo e sew companheiro,
Arnold Sommerfeld [(1868—1951)]: “Em toda a minha vida nunca trabalhei ardu-
amente nem a metade disto, e eu adquiri um grande respeito pela matemdtica . . .
comparada com este problema, a teoria original [da relatividade especial] parece
brincadeira de crianga. ([6], p. 205)

Estes trabalhos levaram mais trés anos, dois deles com efetiva participacao de Gross-
mann. Na segunda metade de 1915, Einstein finalmente concluiu sua teoria. O passo
final para a Teoria da Relatividade Geral foi dado, quase que conjuntamente, por Ein-
stein e David Hilbert (1862 — 1943).

No dia 20 de novembro de 1915, Hilbert submeteu seu artigo Die Grundlagen der
Physik. Neste artigo apresentado a Academia Real de Ciéncias em Gottingen, Hilbert

apresentou uma deducao correta para equagoes de campo da gravitacao. A sua dedugao
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era independente da de Einstein, e era superior em alguns pontos. Contudo, este foi
apenas o ultimo passo para a completude da teoria, qual Hilbert reconheceu como
criacao de Einstein. Tanto Hilbert quanto Einstein admiravam a beleza da teoria e
nunca se desentenderam sobre a questao de prioridade.

No dia 25 de novembro de 1915, Einstein apresentou seu artigo Die Feldgleichungen
der Gravitation & Academia de Ciéncia da Prussia, onde anunciava a Teoria da Relativi-
dade Geral. Em 1916, Einstein publicou outro artigo, Die Grundlage der allgemeinen
Relativitdtstheorie onde ampliava sua discussao sobre o assunto. Nestes trabalhos, Ein-
stein conseguiu traduzir sua intuicao fisica sobre o comportamento da natureza em uma
teoria matemética que descreve o movimento livre em um espago-tempo curvo.

O espacgo-tempo descrito pela Teoria da Relatividade Geral se torna curvo em re-
sposta aos efeitos da matéria que existe no Universo. No caso do Sistema Solar, a rela-
tividade geral diz que um corpo com massa como a do Sol faz com que o espago-tempo
em torno dele se curve. Essa curvatura afeta o movimento dos planetas obrigando-os
a descrever orbitas em torno do Sol.

As leis da Teoria Relativistica da Gravitagao sao formuladas de forma que as tornam
igualmente validas em qualquer sistema de referéncia. Estas leis conectam matéria e
energia com a estrutura geométrica do espaco-tempo, numa abordagem completamente
diferente daquela usada por Isaac Newton.

A Teoria da Relatividade Geral mostra que o espago e o tempo sdo quantidades
dindmicas que podem ser curvas em resposta aos efeitos da matéria. Por outro lado, o
espaco pode alterar o comportamento da matéria.

Em novembro de 1915, Einstein calculou o angulo do desvio de uma estrela cuja luz
passaria proxima ao Sol e obteve como resposta 0,00049 grau (1, 75 segundos de arco).
Einstein havia feito esta previsao usando suas equagoes de campo. Restava agora um
teste real da relatividade geral. Este teste consistia nao apenas em saber se um raio
de luz se curvaria ao passar proximo de um corpo massivo, mas também o quanto este
raio se curvaria.

Para a comprovacao deste fato, duas expedigoes britanicas chefiadas pelo astrénomo
Arthur Stanley Eddington (1882 —1944), foram enviadas a Sobral no Brasil e a ilha do
Principe na Africa. Estas expedi¢oes tinham por objetivo medir a posi¢ao das estrelas
durante um eclipse total do Sol em 29 de maio de 1919. A expedi¢ao ao Brasil foi
coordenada pelos ingleses, Andrew Claude de la Cherois Crommelin (1865 — 1939) e
Charles Rundle Davidson (1875 —1970), enquanto a expedigao a Africa foi comandada
pelo proprio Eddington.

No dia 6 de novembro de 1919, o resultado destas expedicoes foi anunciado em uma
reuniao conjunta da Royal Society e da Royal Astronomical Society. Depois de seis
meses de analise do material fotografico coletado por estas expedicoes, as previsoes
de Einstein sobre os efeitos da gravidade em relagao a luz foram confirmadas. As fo-

tografias tiradas de estrelas posicionadas préoximas a borda do Sol mostraram que os
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raios de luz emitidos por elas “curvavam-se” ao passarem proximos ao Sol. A com-
provacao observacional da Teoria da Relatividade Geral da a Einstein fama mundial.
A Ciéncia ganhava uma nova Teoria da Gravitacao Universal, que substituiria aquela
proposta no século XVII pelo fisico e matematico inglés Isaac Newton.

Por fim, pode se dizer que

. a relatividade restrita permitiu clarificar como os campos elétricos e magnéti-
cos sdo partes de uma unica entidade, o campo eletromagnético, que se separa
nas componentes elétrica e magnética para diferentes observadores. De modo se-
melhante, a relatividade geral clarifica como a estrutura inercial do espago-tempo
e o campo gravitacional nao sao duas entidades separadas mas duas componentes
de uma unica entidade, o campo inércio-gravitacional. A estrutura inercial de-
termina as trajetorias das particulas livres. A gravidade afeta igualmente todas
as particulas, independentemente da sua natureza, desviando-as das trajetdrias
livres. FEstas regras sao observadas por todas as particulas, e determinadas pela
mesma entidade, o campo inércio-gravitacional representado pelo espago-tempo
curvo. A conexdo entre aceleragcio (ou inércia) e gravidade traduz-se por uma

unifica¢ao dos conceitos e nao pela reduc¢ao de um conceito ao outro ([14]).

4.2 A Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial aborda conceitos fundamentais como de espago,
tempo, massa e energia, para a descrigao dos fendmenos naturais. Ao invés de buscar a
descricao de alguma substancia bésica do Universo, a teoria da relatividade relaciona os
varios aspectos e relagoes observaveis no Universo (dai o nome relatividade). Em par-
ticular, esta teoria estabelece relagoes entre observacoes realizadas segundo diferentes

sistemas de referéncia inerciais.

4.2.1 Transformacoes de Lorentz

O objetivo desta segao é generalizar as equagoes de transformacgao de Galileu de tal
maneira que os fendmenos conhecidos pela fisica classica continuem validos para um
corpo se movendo a uma velocidade arbitraria. Essas novas equacoes sao chamadas
de equacgoes de transformacao de Lorentz. Com este intuito antes sera apresentado o

conceito de referencial inercial e as equacoes de transformacao de Galileu.

4.2.1.1 Referencial Inercial

A trajetoria de uma particula s6 pode ser definida depois da escolha de um refe-
rencial. Um referencial é um sistema de trés eixos cartesianos perpendiculares entre si.

Cada posic¢ao da particula num dado referencial é indicada por trés numeros (chamados
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de coordenadas de posigao). A descri¢do do movimento de uma particula exige, ainda,

um outro eixo, para indicar os instantes de tempo.

Definicao 4.1. Um sistema inercial ou referencial inercial é um sistema de referén-
cia em que corpos livres (sem forcas aplicadas) nao tém o seu estado de movimento
alterado, ou seja: corpos livres nao sofrem aceleragoes quando nao hd forcas sendo exer-
cidas. Tais sistemas ou estao em repouso (velocidade nula) ou em movimento retilineo

uniforme uns em rela¢ao aos outros.

Dados os referenciais inerciais R e R/, é dito que R’ se move com velocidade cons-
tante v em relagao a R se todos os pontos associados aos eixos de R’ se movem com

essa velocidade em relagao a R. Um caso particular é representado pela Figura 4.1.

"
-

Figura 4.1: Referenciais Inerciais

4.2.1.2 A Transformacao de Galileu

Para Galileu, a relacao existente entre dois observadores que sao animados de movi-
mento retilineo uniforme um em relagao ao outro é dada pelas seguintes condigoes:

Imagine um observador colocado em repouso, num referencial R’ em movimento
retilineo e uniforme em relacao a R.

Denotando por z' a posicao do ponto marcada no referencial R’ e = a posicao
marcada no referencial R. Supondo que o referencial R’ se desloque com uma veloci-
dade constante v com relagao a R, a transformagao que conecta estes dois referenciais

inerciais é dada segundo a Teoria da Mecanica de Galileu por
x=2'+vt' |, y=vy , z=2 , t=1. (4.1)
A transformacao inversa é dada por,

¥=x—vt , Y=y , =2z, t'=t (4.2)
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Esse tipo de relacgao entre os referenciais é chamada Transformagao de Galileu.

Na Mecénica de Galileu o tempo é absoluto e imutéavel. Sabendo que, V =

dx dz’
— e V’'= —. Logo, derivando com relagao a t ambos os lados da primeira equagao

dt
em (4.1), obtém-se a rela¢ao de velocidade para os observadores nos referencias R e R/,

dada pela seguinte expressao.

de do’

- -V ) 4.3

o 7 +v = V=V'4+vo (4.3)
ou,

de’  dx ,

o -V = 4.4

0 o v — V' =V —w. (4.4)

Este resultado mostra que a velocidade com que um observador em R observa um
certo objeto se mover com relagao a R’ é exatamente a soma da velocidade do referencial
R’ com a velocidade com que o observador em R’ vé este objeto se mover.

Derivando a expressao (4.3) em relagao ao tempo e denotando por @’ e a a aceleragao
da particula em R’ e em R respectivamente, resulta ' = a. Multiplicando os dois lados
dessa igualdade pela massa m da particula, considerada a mesma em R’ e em R, segue
que ma’ = ma.

As equacgoes de transformacao de Galileu permitem transformar as equagoes fisicas
de um referencial inercial para outro de forma a manter as equagoes invariantes (inva-
ridncia galileana), ou seja, a segunda lei de Newton é vélida independente do referencial.
Por extensao, pode-se dizer que todas as expressoes matematicas que representam leis
da Mecanica Classica tém a mesma forma em todos os referenciais inerciais.

E usual referir-se a esse fato afirmando que:

As leis da Mecanica Cldssica sao invariantes sob as equagoes de transformagao de
Galileu.

Por outro lado:

As leis do eletromagnetismo cldssico ndo sao invariantes sob as equagoes de trans-
formacgao de Galileu.

Esta ultima afirmacao pode ser discutida considerando-se os referenciais inerciais
R e R’ com eixos paralelos, R’ se movendo com velocidade v ao longo do eixo x de R.

Imagine agora que o objeto em questao que se move seja a luz, ou seja, V' = ¢ =
velocidade da luz (300.000 Km/s ). Logo, de acordo com a transformagao de Galileu,
V = ¢+ v. Assim, um observador em R observa a luz se mover com uma velocidade
igual a soma das velocidades da luz e do referencial. Este fato nao pode ser observado
experimentalmente. Isto indica que, na verdade, essa transformagao nao é satisfatoria.

Dessa maneira, os principios da Mecénica Classica precisavam ser modificados.

4.2.1.3 A Transformacao de Lorentz

A transformacao de Lorentz pode ser discutida considerando-se os referenciais iner-

ciais R e R’ com eixos paralelos, R’ se movendo com relacao a R. Com velocidade v e
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origens coincidentes em t = t' = 0. Como mostra a Figura 4.2.

Z Z

R R

o] o

Figura 4.2: Referenciais R e R’

Segundo a transformacao de Galileu, z = 2/ + vt’. Esta expressao nao esta de
acordo quando a velocidade v for préoxima da velocidade da luz. De qualquer forma,
é apropriada se v << ¢, ou seja, para os fenomenos descritos pela Mecéanica Classica.

Por isso, a transformacao apropriada para valores arbitrarios de v deve ter a forma:
z =y(z' +ot'). (4.5)

com o fator gama tendendo a unidade para v << c.

Pela mesma razao, a transformacao inversa pode ser escrita na forma

' = y(x — vt). (4.6)
Agora, se um raio de luz ¢ emitido em ¢ = ¢’ = 0 por uma fonte emissora em
x = 2’ = 0, este atinge a posicao ' = ct’ no referencial R’ e a posicdo r = ¢t no

referencial R no instante de tempo t.
Deve-se observar que, tanto em R’ quanto em R, o modulo da velocidade da luz é

c. Deste modo, as expressoes acima tornam-se respectivamente,
ct' =~v(c—v)t e ct=~(ct+ov)t. (4.7)

Isolando a variavel t' em uma das expressoes e substituindo na outra, e apos algumas

relagoes algébricas convenientes, obtém-se

1 1

NONA

v
sendo vy denominado fator de Lorentz e § = — é o parametro de velocidade.

(4.8)

Para resolver o problema da velocidade da luz ser invariante, Lorentz mostrou que

as transformagoes corretas seriam

/
p=n@ tot) | y=y . z=7 t:v(mﬁ) (49)
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sendo a transformacao inversa dada por,

:B/:'y(a?—vt) , y/:y , 7=z, t’:fy(t—c—Q). (4,10)

Esta relacao entre os referenciais é chamada Transformacgao de Lorentz. Esta trans-
formagcao permite calcular as coordenadas de posicao e tempo no referencial R’ a partir

das coordenadas de posi¢ao e tempo no referencial R.

4.2.2 A Relatividade de Einstein

A Teoria da Relatividade Especial é construida a partir dos seguintes postulados:

Postulado da relatividade: As relagoes mateméticas que expressam as leis da
Mecénica, Eletromagnetismo e Optica tém a mesma forma em todos os referenciais

merciais.

Postulado da velocidade da luz: O modulo da velocidade da luz no vacuo tem o

mesmo valor em todos os referenciais inerciais e independente do movimento do emissor.

Sob as equacoes de transformacao de Galileu, as leis da Mecéanica Classica sao
invariantes, mas as leis do eletromagnetismo classico nao sao. A Teoria da Relatividade
Especial é construida estendendo a exigéncia de invariancia as leis do eletromagnetismo
classico.

Desse modo, as coordenadas de posicao e tempo de diferentes referenciais inerciais
passam a nao ser mais relacionadas pelas equacgoes de transformacao de Galileu e sim,

pelas equagoes de transformagao de Lorentz.

4.2.2.1 Consequéncias da Relatividade Especial: Dilatagcao Temporal

Uma das consequéncias da luz se propagar em todas as direcoes com a mesma
rapidez é que as medidas de tempo nao sao mais absolutas como consideravam Galileu
e Newton. As medidas de tempo irao depender do referencial inercial em que o tempo
¢ medido.

Por exemplo, considere os referenciais inerciais R e R’ se movendo ao longo do eixo
x de R com velocidade v como mostrado na figura 4.2. Considere uma fonte de luz
imovel na origem de R’ emitindo dois pulsos de luz. O primeiro pulso, no instante ¢} em
R’ ety em R, e o segundo pulso, no instante t;, em R’ e t; em R. Como a fonte esta em
repouso no referencial R’, os pulsos sdo emitidos na mesma posicao nesse referencial.

Assim, pela transformacao de Lorentz, tem-se que,

(%Y VL
e oy

Logo,

ty —t; = 'y<t’2 - t’l). (4.12)
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Desta forma, os intervalos de tempo sao afetados, o que contraria a no¢ao de simul-
taneidade de eventos propostas por Galileu. Considerando At =ty —t; e At, =}, —1,

segue que,
At = vAt, (4.13)

onde At, representa o intervalo de tempo proéprio, ou seja, o intervalo de tempo medido
no referencial em relagao ao qual os pulsos de luz sao emitidos na mesma posi¢ao. Como
v < ¢, tem-se que v > 1 e consequentemente At > At,. Isto significa que o intervalo de
tempo entre dois eventos, medido num referencial inercial qualquer, é sempre maior do
que o intervalo de tempo entre os mesmo dois eventos, medido no referencial em que
os eventos ocorreram na mesma posicao. Tal propriedade é conhecida como dilata¢ao
temporal.

Nao é possivel observar a dilatacao do tempo em nosso cotidiano, pois as velocidades
atingidas sao muito inferiores a velocidade da luz e, assim, o fator de Lorentz é proximo
al.

4.2.2.2 Consequéncias da Relatividade Especial: Contracao das Distancias

Outra consequéncia dos postulados da relatividade especial é a relatividade do
comprimento. Assim como o tempo, o comprimento teréa valores diferentes para obser-
vadores que se encontram em movimento relativo um em relagao ao outro.

Considere R e R’ dois referenciais inerciais com eixos paralelos e com R’ se movendo
ao longo do eixo x de R com velocidade v como visto na figura 4.2. Considere uma
régua paralela a direcdo do movimento relativo dos referenciais e em repouso em R/,
com extremidades nas posigdes x| e .

Em R, a régua estd em movimento, com suas extremidades em x; e x5. De acordo

com a transformacao de Lorentz, tem-se que,
ry =v(xy —ovty) , xh =y(xy — vig). (4.14)
O comprimento da régua é dado, respectivamente, em R’ e R, por
L,=a,—2] , L=xy—1; (4.15)
com as posicoes das extremidades no mesmo instante, ou seja, com t; = t5. Desta

forma, as expressoes em (4.14) fornecem

vy — 2y = y(r2 —11)

4.16
L (4.16)

onde L, representa o comprimento préprio da régua, ou seja, o comprimento no refe-
rencial em que ela estd em repouso. Como v < ¢, tem-se que v > 1 e consequentemente

L, > L. Isto significa que, o comprimento da régua medido em um referencial inercial
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qualquer é sempre menor do que o comprimento medido no referencial em relagao ao
qual ela esta em repouso. Tal propriedade é conhecida pelo nome de contragao de
Lorentz-Fitzgerald ou contragdo das distdncias. A contracao das distancias sempre
ocorre na mesma dire¢ao do movimento.

Antes de Einstein publicar a Teoria da Relatividade Especial, os fisicos Lorentz
e FitzGerald propuseram a mesma relacao da contracao das distancias na direcao do
deslocamento, porém com significado diferente. Para Lorentz e FitzGerald a contragao
era resultado da modificagao da estrutura da matéria: o éter (meio hipotético onde
a luz se propagava) afetava as forgas moleculares, o que explicaria a contracdo das

distancias.

4.2.2.3 Consequéncias da Relatividade Especial: Massa e Energia

Levando em consideracao o principio da conservagao de quantidade de movimento
no caso das colisoes interatdomicas, Einstein reformulou os conceitos de massa e energia.
Seja my a massa em repouso de um corpo medido em relagao a um referencial
inercial, e m a massa do mesmo corpo medida em relagao a um referencial que se move
com velocidade v, em relacao ao referencial em repouso. Segundo Einstein, existe uma

relacao nao classica dada pela expressao:

m = ymg ou

(4.17)

Sempre que v > 1 decorre que m > mg, ou seja, uma menor massa quando um corpo
se encontra em repouso.

A validade da expressao (4.17) foi verificada experimentalmente por Hans Theodor
Bucherer (1869 — 1949), em 1908, quando notou que a relac¢ao % da carga do elétron
para sua massa era menor para elétrons mais velozes, do que para elétrons lentos.

Uma outra consequéncia da Teoria da Relatividade Especial esta no fato de Einstein
postular que a massa é uma forma de energia. Ou seja, toda energia FE de qualquer
forma particular, presente em um corpo, ou transportada por uma radiacao, possui

inércia. Esta inércia ¢ medida pelo quociente do valor da energia pelo quadrado da
E

_2.
Da mesma forma, deve-se atribuir & toda massa m uma energia propria, igual a

velocidade da luz no vacuo, ou seja,

mc?, independente e além da energia potencial que o corpo ou sistema possua num
campo de forcas. Logo, massa e energia sao duas manifestagoes diferentes do mesmo

elemento, ou duas propriedades diversas da mesma substancia fisica. Tem-se entao:
E = mdc? (4.18)

Da mesma forma, como foi visto anteriormente, a energia também sofre modifi-

cagOes quando ha movimentos relativos entre sistemas de referéncias.



114 Relatividade

Seja E a energia total de um corpo para um observador que medir uma massa m.
Se o corpo estd em repouso em relacao ao observador, este mede a massa de repouso
como sendo mg. Logo, a energia serd £y = moc?, que ¢ chamada energia de repouso.

Se E ¢é a energia total do corpo, e Fy sua energia de repouso, segue que a energia

cinética relativistica FE, sera dada por:
E,=E — Ey = mc® — myc? (4.19)

Considerando m = , tem-se que,

(4.20)

A expressao da energia cinética dada pela equagao (4.20) nao se parece muito com

1

a expressao classica §m02. Entretanto, para uma velocidade v muito pequena pode-se

. 1 . L : .
aproximar ATow utilizando a expansao binomial, ou seja,

(I+z)"=14nrx+nn—-1)—+---=1+nz.

no| B,

Assim,

Com este resultado e para o caso em que v é muito menor que ¢, a expressao para

a energia cinética relativistica torna-se,

2 (4.21)

Na Teoria da Relatividade Especial os conceitos de espago, tempo e matéria passam
a nao ser mais absolutos, ou seja, nao assumem um comportamento tao simples e
tao passivo como pode-se imaginar a primeira vista. Einstein mostrou que o caréter
dindmico de um sistema pode afetar e mudar a estrutura do espacgo, do tempo e da
matéria. Este fato abre novos horizontes para se observar o Universo. Na Cosmologia é
importante a discussao de tais questoes, pois no cosmos, se encontram galaxias, e outros
corpos celestes que se movem com velocidades extremamente proximas a velocidade da

Luz, onde os efeitos relativisticos se fazem presentes com maior intensidade.
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4.3 A Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria geométrica da gravitacao: o conceito
classico de forga gravitacional, dado pelas leis de gravitacao de Newton como resultado
da interagao entre massa, é substituido pela geometria espaco-temporal. Em outras
palavras, a gravitagdo passa a ser interpretada como uma manifestacao da propria
curvatura do espago-tempo, causada pela presenca de massa, ou energia. A equagao
dindmica que descreve a forma como a matéria e energia modificam a geometria do

espaco-tempo é chamada Equacao de Campo de Einstein.

4.3.1 A Curvatura do Espaco-Tempo

Um dos principais conceitos da relatividade geral é o espago-tempo. Intuitivamente,
o0 espago-tempo é a cole¢ao de todos os eventos possiveis, passados e futuros associados a
todos os possiveis observadores. Tal conceito foi introduzido por Hermann Minkoswki
em 1908, a fim de unificar diversos resultados da relatividade especial. No entanto,
o conceito de espaco-tempo definido na Teoria da Relatividade Especial nao pode
simplesmente ser transferido para uma Teoria Relativistica da Gravitagao. Nesta teoria

0 espago-tempo possui caracteristicas nao usuais. Por exemplo,

Curvo: o espaco-tempo da relatividade geral tem uma geometria nao euclidiana. Na

relatividade especial o espago-tempo ¢é plano (pseudo-euclidiano).
Lorentziano: as métricas do espaco-tempo devem ter a assinatura de Lorentz.

Quadridimensional: deve cobrir as trés dimensoes espaciais e o tempo. Fato herdado

da relatividade especial.

Definigao 4.2. Um espago-tempo relativistico é um par (M, g) onde M é uma varie-

dade pseudo-riemanniana quadridimensional com assinatura de Lorentz.

A relatividade geral requer uma variedade quadridimensional subjacente para o
espago-tempo que seja sem fronteira, Hausdorff, conexa e paracompacta.

Seria inviavel admitir uma variedade com fronteira para o nosso Universo (fronteira
representaria fisicamente uma “borda” para o espaco-tempo. Tais bordas nunca foram
observadas); ou uma variedade nao Hausdorff (isto é, uma variedade em que existe dois
pontos que nao podem ser separados por vizinhancas disjuntas. Tal comportamento
talvez violaria o que se entende fisicamente por “eventos disjuntos”); ou uma variedade
nao conexa (uma variedade com partes desconexas corresponderia a espago-tempos
com regioes desconexas, inacessiveis para qualquer tipo de anéalise); ou uma variedade
nao paracompacta (isto é, alguma componente conexa nao pode ser coberta por uma
colegao enumeravel de cartas coordenadas).

Além disso, a relatividade geral também requer que esta variedade admita uma

métrica com assinatura de Lorentz. A métrica com assinatura de Lorentz possui um
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“carater direcional", qual pode torna-la entrelacada com a topologia desta variedade
subjacente.

Pode-se dizer que, um modelo para o mundo fisico na relatividade geral cléssica
requer um espago-tempo, uma variedade quadridimensional (representando os eventos
fisicos) dotado de uma métrica com assinatura de Lorentz (representando os resultados
de medidas espaciais e de tempo). Além destes fatos, tem-se também certos campos
adicionais nesta variedade (representando outros fendémenos fisicos) satisfazendo apro-
priadas equacgoes diferenciais. E por fim, os campos fisicos e a métrica se relacionam

através das equacoes de campo de Finstein.

Definicao 4.3. (Classificagao de vetores) Em um espago-tempo (M, g), os elemen-

tos X, € T,(M) podem ser classificados em trés grupos:

1. Espacial se g(Xp, X,) >0 ou X, = 0.
2. Nulo se g(Xp, X,) =0 se X, #0.

3. Temporal se g(X,, X,) < 0.

A Teoria da Relatividade Geral descreve os fendmenos de interagao gravitacional
entre quaisquer corpos existentes no Universo. Para Finstein, a gravidade nao é uma
forca no sentido usual atribuido a este termo na Fisica. Segundo ele, a gravidade é
uma manifestagdo da curvatura do espago-tempo, sendo a curvatura do espaco-tempo
produzida pela massa-energia continada nele. Este fato pode ser expresso pela seguinte

relagao:
matéria energia <= efeito gravitacional <= espaco-tempo curvo.

A Teoria da Gravitacao de Einstein estd baseada em um conjunto de principios

fundamentais. Sao eles:

Principio geral da relatividade: As leis da Fisica devem ser as mesmas para todos

os observadores, estejam eles acelerados ou nao.

Principio da covariancia geral: As leis da Fisica devem ter a mesma forma em

todos os sistemas de coordenadas.

O movimento inercial é movimento geodésico: Aslinhas de universo de particulas

nao afetadas por forgas fisicas sao geodésicas temporais ou nulas do espago-tempo.

Principio da invaridncia de Lorentz local: As leis da relatividade especial se

aplicam localmente para todos os observadores inerciais.

O espago-tempo é curvo: Os efeitos gravitacionais, como por exemplo a queda livre,

serdao descritos como uma forma de movimento inercial.

A curvatura do espago-tempo é criada pela energia-momentum contida
no espaco-tempo: Este fato é descrito na Teoria Relativistica da Gravitagao pelas

“Equagoes de Campo de Einstein”.
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Definigao 4.4. O tensor gravitacional de Einstein de um espago-tempo (M, g) € dado
por
1
G:Ric—ﬁRg%—Ag

onde A € uma constante denominada constante cosmologica.

Os termos R e Ric presentes no tensor de Finsten sao respectivamente, o escalar

de curvatura e o tensor de Ricci. Como visto anteriormente, estes dois tensores sao

m

calculados a partir de um tensor bem mais geral, R, chamado tensor de curvatura

ou tensor de Riemann-Christoffel.

Teorema 4.1. (Identidade Contraida de Bianchi) O tensor de Einstein é um

tensor simétrico do tipo (0,2) com Gé?’.k =0.

Demonstracao. Da definicao do tensor de FEinstein verifica-se que este tensor é do
tipo (0,2) e simétrico, uma vez que o tensor de Ricci, bem como o tensor métrico,
detém estas propriedades. Resta-nos mostrar que o divergente covariante do tensor de

FEinstein é nulo. De fato,

. 1
ik

1 )
_  pk k
= R 50 e
Pelo teorema 3.6 verifica-se que
1
Gy = By~ 20RE) =0

Portanto, Gé?;k = 0. O

4.3.2 As equacoes de Einstein

A Teoria da Gravitacao de Einstein, nao somente diz que o espago-tempo é curvo,
mas também especifica o quanto é a sua curvatura. Esta teoria fornece um conjunto de
equagoes que relacionam a curvatura do espago-tempo com a distribuicao de matéria-

energia no espaco.

4.3.2.1 Postulados da Relatividade Geral:

1. Conservagao local da energia e do momento.

As equagoes que governam os campos de matérias sao tais que existem um ten-
sor simétrico T;;, dito tensor energia-momento, que depende do campo, de suas

deriwadas covariantes, da métrica e possui as sequintes propriedades:

(a) T;; anula sobre um conjunto aberto U C M se e somente se todos os campos

de matéria se anulam sobre U.
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(b) T;; obedece a equagao T]k’k =0, isto €, o divergente covariante de T' € nulo.

2. Equagao de campo.

Se M € um espaco-tempo contendo matéria com tensor energia-momentum T,

entao sobre M wvale a equagao
G = 8T (4.22)

onde G € o tensor de Einstein. A equagdo (4.22) € chamada Equagdo de Campo
de Einstein.

As equagdes propostas por Einstein recebem este nome porque elas descrevem o
comportamento e as propriedades do campo gravitacional.

O lado esquerdo da equagao de campo (4.22) é formado pelo tensor de Einstein G.
Este tensor depende das funcoes g;; e de suas primeiras e segundas derivadas. Esta
parte da equacao de campo de Einstein esta associada com a estrutura geométrica do
espago-tempo. O lado direito da equagao de campo (4.22) apresenta o tensor energia-
momentum T'. Este tensor depende da distribuicao de energia e matéria no Universo.
Desta maneira, a curvatura do espago-tempo ¢é produzida pela distribuicao de massa-

energia no espaco. Ou seja,

curvatura do espaco-tempo G = contetido de matéria-energia do espago T.
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A Teoria da Relatividade Geral afirma que as propriedades geométricas do espaco-
tempo estao ligadas a quantidade de matéria e de energia que este contém. Estas
propriedades geométricas determinam o movimento dos objetos materiais que neles se
encontram. Tal movimento influi também sobre a geometria, e assim por diante.

No inicio dos anos de 1920, Aleksander Friedmann e Georges Lemaitre introduziram
uma hipotese, a mais simples possivel sobre a distribuicao global de matéria do Universo
em grande escala. O cosmos é homogéneo e isotropico, ou seja, apresenta as mesmas
propriedades em todo ponto, seja qual for a direcao na qual for observado. Este fato
hoje é denominado principio cosmoldgico. Nas condi¢oes definidas por este principio,
eles obtiveram uma solucao exata das equagoes de Einstein. Contudo, esta solugao nao
descrevia um Universo exatamente estatico e imutavel, mas sim em expansao. Este
Universo nao se expande em um espaco vazio pré-existente. Simplesmente, cada um
de seus pontos vé todos os outros pontos se afastarem dele a uma velocidade tao mais
elevada quanto mais distantes estiverem. Outra maneira de descrever esta situagao
seria simplesmente medir as distancias que separam as galaxias que povoam nosso
Universo hoje e recomecar esta medicao 1 bilhao de anos depois. Desta maneira, sera
constatado que tais distancias foram todas multiplicadas pelo mesmo fator (o fator
escala).

Neste capitulo serao apresentados os conceitos referentes ao principio cosmoldgico
e ao postulado de Weyl. Em seguida é realizada a construgao da métrica de Friedman-
Lemaitre-Robertson- Walker. No final do capitulo é feita a construcao das equacoes
de Friedmann, as quais descrevem um cosmos em expansao, homogéneo e isotropico

dentro do contexto da relatividade geral.

5.1 Principio Cosmolégico

Quando a ciéncia entra em um novo campo e se depara com uma escassez de dados
observacionais e experimentais, algum principio orientador é normalmente necessario
para conduzir os primeiros passos rumo a uma compreensao tedrica. Esta regra provou
ser o caso nos primeiros anos do século 20, quando Einstein e outros cosmoélogos, deram

0s primeiros passos rumo a uma teoria cientifica sobre o Universo. Naquela época pouco
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se conhecia empiricamente sobre a distribuicao de matéria no Universo e a Teoria da
Gravitacao de Einstein encontrava muitas dificuldades em fornecer uma solucao a esta
questao. Neste sentido, os cosmoélogos tinham que se contentar com a construgao de
modelos simplificados com quais esperavam descrever alguns aspectos do Universo de
uma maneira mais ampla. FEstes modelos foram baseados em uma idéia denominada
de Principio Cosmoldgico. Este principio foi introduzido por Albert Einstein e por
cosmologos relativisticos sem qualquer justificativa observacional. Einstein achava que
a unica maneira de colocar a cosmologia tedrica sobre uma base sélida, era supor que
existe uma estrutura global simples do Universo que permite uma simplicidade similar
no comportamento local da matéria. O Principio Cosmologico alcanca este fato e
proporciona a construgao de modelos relativamente simples.

O Principio Cosmoldgico essencialmente corresponde a uma extensao do Principio
de Copérnico, o qual estabelece que a Terra nao ocupa um lugar especial no cosmos!.
O Principio de Copérnico influenciou na simetria empregada nos primeiros modelos
cosmologicos relativisticos (modelos de Einstein e de Sitter de 1917 e Friedmann de
1922). Esta simetria tem por hipotese que “o Universo ¢ homogéneo? e isotrépico®
espacialmente". Posteriormente esta simetria foi chamada de Principio Cosmoldgico.

Em 1933, Milne estabeleceu o que hoje se denomina Principio Cosmoldgico:

FExcetuando-se irreqularidades locais, em uma determinada época o Universo apre-
senta 0s mesmos aspectos em todos os pontos.

De maneira equivalente pode-se dizer que nao existem pontos ou dire¢oes privile-

giadas a serem considerados, ou seja, o espago ¢ homogéneo e isotropico.

De acordo com esse principio, dois observadores, que estejam acompanhando o
movimento cosmoldgico, devem estar expostos a mesma interpretagcao do Uni-
verso. As propriedades observadas do Universo devem ser exatamente idénticas
para ambos. O préprio Milne reconheceu que esse principio € uma extensio da
proposta de Finstein, sequndo a qual as lets da natureza devem ser as mesmas
para esses observadores. Na sua versdao, nao somente as leis sao idénticas, mas
a propria descricao da estrutura do Universo, feita pelos observadores, deve ser
também a mesma. O resultado € que, para evitar que diferentes observadores te-

nham opiniodes distintas sobre a distribuicio de massa do Universo, temos que

!No mesmo espirito ndo se pode colocar o Sistema Solar, ou a nossa galaxia a Via Lactea, ou o
nosso grupo local de galaxias a ocupar uma posicao privilegiada no cosmos.

2A homogeneidade de um sistema fisico diz que suas propriedades sdo as mesmas em todos os
lugares. Para entender melhor este conceito vamos supor um astronauta que tenha a capacidade de
viajar por todo Universo. Apds percorrer locais bem distantes uns dos outros e situados em regioes
opostas do Universo, o astronauta chega a conclusao de que todos os lugares sao semelhantes. Ele
poderé entao concluir que o Universo é o mesmo em todos os lugares e, portanto, o Universo é
homogéneo.

3 Ao afirmar que o Universo é isotrépico, equivale a afirmar que suas propriedades fisicas independem

da diregao considerada.
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este deve ser homogéneo e uniforme em grandes escalas. Na regiao possivel do
Universo, que nos € dado observar, podemos verificar que estamos de fato face a
uma distribuicao homogénea. Em particular, a distribuicao da radiacdo de fundo
atesta essa conclusao. ... Contudo, nada podemos dizer sobre a regiGo que nao
nos € dado a observar, ou seja, fora do mnosso horizonte causal. Portanto, nao
temos como verificar se este Principio Cosmoldgico € de fato vdlido no Universo
como um todo. ([3], p.32)

Em 1948, Bondi, Gold e Hoyle propuseram o Principio Cosmoldogico Perfeito para
o qual o Universo é homogéneo e isotropico espacialmente e temporalmente, ou seja,
permanece em um estado estacionario e nada nele jamais muda em aparéncia.

Este novo principio ¢ enunciado com vistas a sustentar o modelo cosmolégico do
estado estacionario definido posteriormente por Narlikar. Tal idéia, entretanto foi
descartada pela maior parte da comunidade cientifica apds resultados fornecidos pela
contagem de fontes de radio e pela descoberta da radiacao césmica de fundo.

Na cosmologia moderna, a hipotese de trabalho é que os observadores terrestres
nao ocupam uma posi¢ao observacional restritiva ou distorcida dentro do Universo.
Este fato se traduz de forma articulada através do Principio Cosmoldgico aplicado via

Teoria da Relatividade Geral, a discussao do Universo como um todo.

5.1.1 O Postulado de Weyl

Em 1923, H. Weyl questionou como seria possivel relacionar as propriedades obser-
vadas localmente com efeitos que se gostaria de estudar a distancia. Ele argumentou
que na tentativa de entender o distante era necessario se basear, na medida do possivel,
nas teorias que podem ser verificadas em nossa vizinhanca. Baseado nesta suposigao,
ele introduziu um “substrato", ou fluido, permeando o espaco de modo que as galaxias
se movem como particulas em um fluido. Este é relatado no seguinte postulado:

Postulado de Weyl: As particulas do substrato encontram no espaco-tempo uma
congruéncia de geodésicas temporais divergentes para um ponto mo passado finito ou
nfinito.

4 n3o se interceptem exceto em um ponto singu-

O postulado exige que as geodésicas
lar no passado e possivelmente em um ponto similar no futuro. Desta maneira, existe
uma e apenas uma geodésica passando através de cada ponto do espago-tempo. Conse-
quentemente, a matéria em qualquer ponto possui uma tnica velocidade. Isto significa
que o substrato poderia ser tomado como um fluido perfeito e esta é a esséncia do pos-
tulado de Weyl. Assim, o Universo pode ser considerado, em uma boa aproximagao,

como um fluido perfeito.

40 termo geodésia é usado em Matematica para medir e calcular superficies curvas. Em Fisica,
geodésia é o nome da trajetéria reta no espago curvo, de corpos como a Terra. Fato que acontece em

funcao da gravidade.
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Um fluido ideal é caracterizado por sua 4-velocidade, pela densidade de matéria
p(x*) e pela pressao p(z*), ambas medidas por um observador em um referencial em
repouso com relacao ao fluido, isto é, em um referencial co-moével. Além disto, p
e p estao relacionadas por uma equagao de estado que governa o tipo de fluido em
questao. No limite em que a pressao tende a zero, o fluido perfeito se reduz a poeira
o que corresponde aos dias de hoje (era da matéria). A defini¢do do tensor energia-

momentum para o fluido perfeito é dada por

" = (p+ p)u'u” — pg"”, (5.1)

xﬂ
onde u = — ¢é a 4-velocidade do fluido. A homogeneidade e a isotropia do espaco
postuladas pglo Principio Cosmolégico exigem que a densidade média de p e a pressao p
sejam fungoes exclusivas do tempo, ou seja, p = p(z°) e p = p(2?), em outras palavras,

todo observador co-moével com o fluido césmico possui a mesma historia.

5.1.2 A Meétrica de Robertson-Walker

Em 1854, a geometria desenvolvida por Bernhard Riemann sugeria que o Universo
poderia nao possuir limites e nao ser infinito, ou seja, o Universo poderia possuir
uma geometria curva. Desta maneira, poderia se viajar ao longo de uma geodésica
de uma hiperficie tridimensional do espaco quadri-dimensional, onde, dependendo da
geometria, poderia se passar mais de uma vez pelo mesmo ponto se ocorresse um
deslocamento “sempre em linha reta". Tal fato seria analogo a locomoc¢ao de uma

formiga na superficie de uma esfera. A métrica de Riemann é definida por,
ds® = g, datda”, (5.2)

onde ds é chamado de elemento linha do espago-tempo ou métrica do espago-tempo,
os indices p e v sao 0,1,2,3 (com 0 representando a coordenada temporal e os indices
restantes representam as coordenadas espaciais) e g O tensor métrico do espaco-
tempo. Para uma métrica pseudo-riemanniana e diagonal, a equagao (5.2) reduz-se

a?
ds* = Adt* — dI?, (5.3)

onde dl é o elemento linha espacial e dI? representa a parte espacial da métrica do
espaco-tempo.

Os primeiros modelos cosmologicos relativisticos propostos supoem um universo
plano, ou seja, com curvatura espacial nula. Assim, pelo teorema de Pitagoras, o

elemento linha espacial de uma hiperficie tridimensional plana ¢ dado por,

di* = da} + das + das. (5.4)
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Substituindo a equagao (5.4) na equagao (5.3), obtém-se a métrica de Minkowski,
ds* = Adt? — (do? + dol + dal). (5.5)

Em 1922, Friedmann obteve uma solucao das equacgoes de Einstein para um Uni-
verso fechado, ou seja, com curvatura espacial positiva constante. Ele supos que o
Universo pudesse ser a hiperficie tridimensional de uma quadri-esfera. Seja a equagao

da quadri-esfera dada por,
T+ 27+ a5 + 23 = a (5.6)

onde a representa o raio do Universo modelado. O elemento linha espacial dl da quadri-
esfera (5.6) é dado por,
di* = daj + doi + dw + das.

Isolando xy em (5.6), obtém-se a seguinte expressao

v =a*— 1] — 25 — 13 (5.7)
Assim,
8x0 8900 81’0
drg = —dx dxy + —d 5.8
T oz, 1+a 2+8x3 Z3. (5.8)
Como

8$0 —X;

Ox; B 2 3 2
@2 = i1 i T

Desta maneira, a equagao (5.8) assume a forma

dr;, i=1,2,3.

ZL‘ldIl + Z’le‘g + Igde’g)Z

2 2 2 2

dxg = ( (5.9)

a
O elemento de linha da quadri-esfera é dado por

d d d3)?
oy + 2t £ IS0 | 02 4 dad + da, (5.10)

a = {

ou seja,
di* = a®(dx* + sen® xd?), (5.11)
onde na passagem da equagao (5.10) para a equagao (5.11) foi considerado
1 = asen x cos B, ro = asen x cos B cos ¢, r3 = asen ysenfsen¢ e x4 = acosy

com 0 < y <, que sao as coordenadas de uma quadri-esfera de raio a. Considerando

sen’y = r tém-se que

or 1
dr = Zdy = dr = \/1— 2xdx = dx = ———=dbr. 5.12
oy X = dr = V1= sen?xdx = dx = s (5.12)
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Substituindo (5.12) em (5.11) obtém-se

d 2
di? = a2< N r%m?) (5.13)

1—r2
onde r ¢ a coordenada co-movel.
Substituindo (5.13) na equagao (5.3), obtém-se a métrica,

2

d
ds® = dt? — a2<1 !

—r2

+ r2d92>. (5.14)

A equagao (5.14) é conhecida como a métrica de Friedmann para o Universo fechado
com curvatura espacial positiva constante.

Em 1924, Friedmann obteve solugoes cosmologicas para um Universo aberto, ou
seja, com curvatura espacial negativa constante. Ele sup6s que o Universo poderia
ser uma hiperficie tridimensional de um quadri-hiperboléide. A equacao do quadri-

hiperboléide ¢ dada por,
—28 4+ 13 + 75 + 13 = —a’. (5.15)

Neste caso a é apenas uma constante. O elemento linha espacial do quadri-hiperboloide

(5.15) é dado pela equagao,
di* = —dxf + da? + das + drs (5.16)

Diferenciando a equagao (5.15), isolando dxq e em seguida substituindo os resultados
na equacao (5.16), obtém-se o elemento linha da hiperficie tridimensional do quadri-

hiperboléide,

(ZEleL'l + I’le‘g + $3d$3)2

di?> = —
ag—l—x%—l—x%—i—x%

+ dx? + das + da3. (5.17)
Considerando a transformacao

x1 = asenh x cos#, x5 = asenh y cos 6 cos ¢, xr3 = asenh ysenfsen ¢ e x4 = acosh y

com 0 < x < 7 que sao coordenadas de um quadri-hiperboléide.

Reescreve-se (5.17) na forma
dI* = a*(dx? + senh? yd0?). (5.18)

Considerando senh x = r e lembrando que

or 1
dr = —dy = dr = \/1 + senh vdy = dy = ————dr. 5.19
oy X Vv Xdx = dx = —=—s (5.19)

Substituindo (5.19) em (5.18) obtém-se

2 _ 9 dr? 2 1092
di* =a 1+r2+rdQ : (5.20)
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Substituindo (5.20) na equagao (5.3), tem-se que,
dr?

1472

ds* = Adt* — a2( + T2d§22). (5.21)

A equagao (5.21) é conhecida como métrica de Friedmann para um Universo aberto,
com curvatura espacial negativa constante.

As métricas acima discutidas foram obtidas de maneira independente pelos mateméti-
cos H.P. Robertson e A.G. Walker em 1935 e 1936 respectivamente. Ambos apresentam
uma expressao geral para os casos de curvatura espacial positiva e negativa constante.
Esta expressao englobava a métrica plana (5.5) e as métricas de Friedmann (5.14) e
(5.21). Eles propuseram que o Universo poderia ser a hiperficie tridimensional de uma
quadri-geometria que obedecia a seguinte expressao,

a2

T} + x5+ a5 + kah = T (5.22)

onde k é a constante de curvatura, podendo assumir os valores k = 0 ou —1 ou 1. Para
k = 0, obtém-se uma esfera de raio infinito que pode ser considerada como sendo uma
superficie plana. Para k = 1, a equagao (5.22) resulta na quadri-esfera (5.6) e para
k = —1 no quadri-hiperboldide (5.15). Desta maneira, k& = 0 representa um Universo
plano, k = 1 representa um Universo fechado e por fim £ = —1 representa um Universo

aberto. O elemento linha espacial da quadri-geometria (5.22) é dado por,
di* = k(dxzo)? + (dx1)* + (da2)? + (dx3)>. (5.23)

Diferenciando a equagao (5.22), isolando dxq e em seguida substituindo os dados obtidos
na equagao (5.23), obtém-se o elemento linha da hiperficie tridimensional da quadri-

geometria (5.22),

de _ k<—1’1d$1 — [L’Qdﬂ?g — [L’3d$3

Va2 — k(o3 + 23 + 23) )  (dn)” o (dea)” o+ (da)™ (5.24)

Transformando para coordenadas esféricas,

1 = Rsenfcosp
Ty = Rsenfsenyp
r3 = Rcosh
tem-se que:
8331 8:151 8331
dr, = dR de d
= R g W 9,0

= senfcospdR + Rcosfcospdf — Rsen 6 sen pdyp

- 89[:2 81’2 axZ
dry = 8RdR+ 50 d9+a(pdg0

= senfsenpdR + Rcosfsen pdf + Rsen 6 cos pdp
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6233 81‘3 61'3
d = —=2(d —df + —=d
s = Grilit Gpdtt 5 e

= cosOdR — Rsen6dp.

Assim

da? + dry + da = dR* + R*d9* + R*sen’ 0dy* = dR* + R*dQ°.

Substituindo em (5.24) tem-se

2 k—RQ 2 2 2 1002
AP = —s AR o AR+ RS,
ou seja,
W= — Y aR s R 5.25
a2 — kR2 + ' (5.25)

Considerando R = ar e substituindo (5.25) na equagao (5.3) obtém-se

2

dr
2 2 742 2 2 2
dS :Cdt —a (1_kr2+7‘ dQ) (526)

que é a métrica de Robertson-Walker.
Considerando ao longo de nosso estudo o caso de hiperficies estaticas, isto é, a
constante a nao possui dependencia no tempo céosmico. Pode-se assumir, no caso mais

geral, que a = a(t) e reescrever a métrica (5.26) na forma

2

1 —kr?

ds* = Adt* — az(t)( + 7‘2d§22). (5.27)

Assim a equagao (5.27) é métrica mais geral que satisfaz o Postulado de Weyl e
o Principio Cosmoldgico. Observa-se que para k = —1 e 1, a métrica de Robertson-
Walker resulta nas métricas de Friedmann para um Universo fechado e aberto respecti-

vamente. A métrica (5.27) também ¢é conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson- Walker.

5.2 O Modelo Cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker

Como todo modelo cosmologico, o modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker®
tem por objetivo descrever a evolucao do Universo em toda sua histéria. Este modelo
¢ baseado nas equacoes de Friedmann-Lemaitre e a sua geometria ¢ dada pela métrica
de Robertson-Walker. A cosmologia estudada até 1917 fundamentava-se na dinamica

e gravitacao newtoniana. Neste ano, iniciou-se o estudo da cosmologia relativistica

STambém conhecido como modelo FLRW, modelo cosmolégico padrao, modelo de Friedmann ou
modelo do Big Bang. A partir de 1965 foi considerado pela maior parte da comunidade cientifica
como o modelo padrao da cosmologia.
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baseada na Teoria da Relatividade Geral de Einstein. Os primeiros modelos cosmologi-
cos relativisticos foram propostos em 1917 por Einstein e de Sitter, que assumem um
universo com curvatura espacial nula. Em seguida, o matematico russo Alexander A.
Friedmann publicou solugoes para universos com curvaturas espaciais constantes e po-
sitivas em 1922 e negativa em 1924. Os trabalhos de Friedmann passaram praticamente
despercebidos, acredita-se que devido a sua forte abordagem mateméatica. Em 1927, o
fisico e matematico belga, Georges E. Lemaitre, publicou independentemente, solugoes
equivalentes as de Friedmann. Lemaitre conseguiu chamar a atengao da comunidade

cientifica por sua consistente interpretacao fisica e astrondémica do modelo.

5.2.1 As Equacoes de Friedmann

As Equacgoes de Friedmann formam um conjunto de equagoes em cosmologia fisica
que governam a expansao métrica do espaco em modelos homogéneos e isotropicos
do Universo dentro do contexto da Teoria da Relatividade Geral. Assim, um modelo
cosmologico corresponde a solugoes das equagoes de campo de Finstein para um fluido
perfeito e que reproduzem as principais caracteristicas do Universo. Desta maneira, a
cosmologia relativistica tem sua base formada em trés hipoteses:

e O Principio Cosmologico, dado pelo elemento linha de Robertson- Walker

dr?

2 _ 232 2
ds* = c*dt* — [a(t)] (1—kr2

+ 7%(df + sen® qub)) :
onde a(t) é o chamado fator escala (o espago pode sofrer expansao ou contrac¢ao) e k
é a chamada constante de curvatura, que pode representar trés situagoes: k = 0 para
um espago plano, k = 1 para um espago esférico (fechado) e k = —1 para um espago
hiperbodlico (aberto).

e O Postulado de Weyl, que introduz o fluido perfeito. O tensor de energia-

momentum é dado em termos das coordenadas por

T;w - (p + p)upuu — PAuv,

onde p é a pressao, p ¢ a densidade de massa, u, o quadri-vetor velocidade e g,, a
métrica.
o A Teoria da Relatividade Geral como ferramenta matemética. As equacgoes de

campo de Einstein dadas por
G = 81T, + Agu,

onde G, sao as componentes do tensor de Einstein. Os indices p e v variam de 0 a
3 sendo que 0 representa a coordenada temporal e os demais indices representam as
coordenadas espaciais.

A fim de calcular as componentes do tensor de Finstein G, é necessario determinar

inicialmente as componentes do tensor de Ricci, encontrar o valor para o escalar de
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curvatura e por fim determinar as componentes do tensor energia-momentum. Usando
a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker

dr?
1 — kr?

ds* = Adt* — [a(t))? ( + 72(df + sen® qub)) :

Escrevendo ds? = g, dx"dz" e identificando

WP=ct ; t=r ; 2=0 ; >=¢
Guv = 0, v ﬁtié v,
Segue que,
Guw #0, V p=v.
Assim, as componentes nao nulas sao dadas por
go=1 3 gu=—= ; ga=—0a"r" ; g3z =—a’r’sen’d .
1 — kr?

Desta maneira, tem-se que o tensor métrico é dado por

goo Ygo1 JGo2 YGos 1 0 9 0 0
—a
0 0
G = gio 911 Y12 9G13 _ = J2
920 g21 G22 g23 0 0 —a2r? 0
g3 931 G932 g33 0 0 0 —a2r2sen 0

O determinante é dado por
_4 - ~ —ar*sen®d
g = det gy = Goog11922933 = B
Podendo ser escrito da seguinte forma

a*r? sen @

ik

A matriz g, é uma matriz invertivel (det g,, # 0) com inversa [g,,] * dada por

V=g=

1

0
[9 V]_l =
! 0

0

0
1 — kr?
a2

0

0

Denotando por [g,,]! = ¢ segue que

11

W=1,; g"=-

(1 — kr?)

I

0

0
-1

a2r2

a?r?sen?f |

—1

0

0
-1

33 _ —1

a? a?r? a?r?sen? 6
O tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao obtidos a partir do tensor de Riemann

Christoffel Rl (mais conhecido como tensor de Riemann). Os trés sao definidos por
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Ry = 9" Rspup = R, (5.29)
R=g¢"R,, =R, (5.30)

onde o ponto e virgula denota a derivada covariante e ', é conhecido como simbolo de

Christoffel (ou conexdo afim) definido por

I = §gzm(gmk,l + Gimk — Grim) = Ljj- (5.31)

A partir da equagao (5.31) serdo calculados os simbolos de Christoffel. Como g™ =
0 a menos que i = m, (¢"™ é uma matriz diagonal para a métrica de Friedmann-

Lemaitre-Robertson- Wiaker.) tem-se que,

i L i
Iy = 59 (Gikg + Guige — Grii) = L'y

Tomando 7 = 0, tem-se que os simbolos de Christoffel nao nulos sao dados por

1 1[0 —a?
0 — =00 _ _ e -
11 29 (go1,1 + go11 — 911,0) > ot (1 — krzﬂ
B 17 200 | aa
2 1—kr? 11—k
1 170 1
9 = 5900(902,2 + go22 — g220) = ) _a(—a%ﬁ)} = —5[—2aar2] = rlaa.
1 170
Fgg = 5900(903,3 + go33 — g330) = D) _a(—ﬂaz sen? 9)]

= ——[-2r%aasen’® 0] = r*aasen® 0.

Agora tomando i = 1, segue que os simbolos de Christoffel nao nulos sao

1 11—kr*) [0 —a?
ry,=ri, = 5911(910,0 + 9110 — Go1,1) = T3 2 [& <(1 ) =

1(1—/57»2){_( 2aa }:g

2 a2 1 —kr2)
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1 1(1—kr?®) [0 —a?
F}l = 5911(911,1 + 9111 — 911,1) = 52 [E (m =

1 —krz)[ —2kra? } kr

2 a? (1 — kr?)? T 1k
[y = 3911(912,2 + G122 — ga2,1) = —%U_a# { - %(—a%ﬂ)} =
= %(1_@#2)[—27@2] = —r(1—kr?)
[y = %911(913,3 + 9133 — g33,1) = —%(1_&—2]{7“2) { — %(—r%ﬁ sen? 9)} =
= %(1242)[—27"@2 sen? ) = —r(1 — kr?) sen? 6.

Considerando ¢ = 2, tem-se que os simbolos de Christofel nao nulos sao dados por

1 1 1 [0
2 _ 12 22 _ 2,2\ _
IG5, =1% = 59 (G202 + 9220 — Go2,2) = T 5 2 [8t(_a r )} =
11,
= “5man [—2aar?] = o
1 11 0
2 _ 12 22 _ 2,2\ | _
', =135 = 59 (G212 + 9221 — G12,2) = 52 [a—r(—a r )} =
1
_ 2] _
- ——W[—Qm ] = ;
1 11 0
2 _ 22 _ 2,2 can? _
1133 - 59 (923,3 + G233 — 933,2) = _§a27“2 [— %(—a “ sen 0)} =
1 2,2
= —z [2a°r* sen 6. cos 0] = —sen 6 cos 6.
a2r2

Por fim considerando ¢ = 3, tem-se que os simbolos de Christoffel nao nulos sao
1 1 0 9 9 o
T3 uB sl [‘““ risentf)| =

1
oy =13 = =9*(g303 + 9330 — Jo3,3) = 5

2

1 1 a
ot g 22 = &
= 5 23 senZQ[ 2aar? sen® ] —
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1 1 1 0
[y =T% = 5933(931,3 + G331 — G133) = Sy ey {5(—(127"2 sen? 0)} =
1 1 1
— 2 2 _
= —§m[—2a rsen® ] = -
1 1 1 0
IS, =T% = 5933(932,3 + 9332 — g23.3) = Yy {%(—a%z sen? 6’)} =
1 1 cos 6

= ——————[—2a*r?senf cos ] = = cotg 0.

2 a’r?sen? 0 sen f
De posse das informacgoes anteriores, pode-se calcular as componentes do tensor de

Ricci, que é dado por

Ry, =T" . -1

UV;A UA;V

+ 15,15 — T\, (5.32)

que seré reescrito da seguinte forma

1
Ry = \/—_—g[rgv(\/ —9)lix =[I(v/=9) )0 —ToaTs- (5.33)
A métrica FLRW fornece R,, = 0 para p # v. As componentes nao nulas sao
somente Ry, R11, Ros e R3z. Utilizando a equagao (5.33) tem-se que
Para pv = 00, tem-se que
1
\/—_—g[ré()(\/ —9)Iix —[In(v/=9)]500 _Ff}arz,\' (5.34)

Como I'); = 0 com A =0, 1,2, 3, tem-se que

ROO =

Roo = —[In(v/=9)];00 =950y (5.35)
Realizando a soma em A, obtém-se
Roo = — In[v/=gli00 ~T0sT00 — TosTo1r — TosTo0 — TosL0- (5.36)

O termo I}, = 0 para § = 0,1,2,3 e nos tltimos trés termos tem-se que I'gs = 0
para a = 1,2,3. Mais ainda, I'f; = 0 para 6 = . Assim, deve-se ter 6 = 1,2,3, no
terceiro, quarto e quinto termos respectivamente. O segundo termo da equagao (5.36)

também contém ng que é sempre zero. Segue assim,

Roo = —[Inv/=glioo —T5To1 — I5aT%, — T6sT0

= —[Inyv/~gli0 _(F(1]1)2 - (F(2)2>2 - (F33)2

= v (2) - (&) - (8) (537

- o)
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Como
1 0 V1—Fkr?2 0 [a*r?sené
Iny/=glho = ——2V-9= 33 —
V—g Ot a*r?send Ot |\/1 — kr2
_ V1—Fkr? r?sent a9 2 _i3 2. _ 30
 a3rZsenf /1 — kr2 Ot BT
Segue que,

0 [3a 3da — 3aa  3a  3a®
[In v/=gl300 81&{@] - — (5.38)
Substituindo a equagao (5.38) na equagao (5.37), obtém-se

—3da  3a*  3a* —3a

ROOZT‘F?—?_ " (5.39)
Analogamente pode-se mostrar que,
Ry = W7 (5.40)
Roy = r*(aii + 24° + 2k), (5.41)
Rs3 = r*sen® 0(ad + 2a* + 2k). (5.42)

Substituindo as equagoes (5.39) a (5.42) na equagao (5.30), obtém-se o valor do

escalar de curvatura.

R = g¢"Rij = g"Roo + g*' Ri1 + g**Ras + 9** Ras

—3i| (1 —kr?) [ad+ 242+ 2k ~1 L
1.[ :|'|— 5 [ ) + | 5 r?lad + 2a* + 2k]+

a a T

—1
+ {—] 1?2 sen? Olad + 24 + 2k|

a?r?sen? 0
R o_ 3a 20 2k 20 2k 202 2k
a a a a? a? a? a? a? a?
_ —6a —6a®> 6k
a a? a?
i a? k
Y e
|fl a? i GQ}

O postulado de Weyl introduz o fluido perfeito. O tensor energia-momentum é dado

por

T = (p+p)g" uau” — pg,u (5.43)
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Uma vez que pelo principio cosmologico a métrica é diagonal por construcgao, as

componentes nao nulas do tensor energia-momentum sao dadas por

Too = (p+ p)uoto — pgoo = (p + p)goit‘uo — pgoo = (p + P)goou’uo — PYoo (

5.44)
= ptp—p=p.

T = (P +p)uiui — PGii = (P +p)gikukui — PYsi = —PpYi, para i =1,2,3. (5-45)

Uma vez que u; = 0, segue que 111 = —pgi1,Tre = —pgaa € T3 = —pgas.
Desta forma, a expressaao para o tensor energia-momentum é

W 0 0 0 |
a2
T,- | g2 ! (5.46)
0 0 pa’r? 0
0 0 0  pa’r?send

Com as informacoes obtidas é possivel calcular o tensor de Einstein G, cujas com-

ponentes nao nulas sao Gy, G11, Gao € G33. Assim,

1 _3.. 1 .. .2 k
Goo = R00—§R900+A900:%——-{—6(g+a—+p)1-1+/\

2 a a?
(5.47)
3.. 3.. 3-2 3k '2 k
— ——a+—a+%+—2+/\:3{a—2+—2}+/\.
a a a a a?  a
1
Gn = R11_§R911+A911
aa+2a®+2k 1 G a+a_2+£ —a’ LA —a?
B 1 — kr? 2 a a® a*)] |1—kr? 1 — kr?
(5.48)
S
— ‘_.. _2.2_2 .. -2 A 2
T [—da — 24 k 4+ 3da + 3a° + 3k + Aa”|
I [2da + a2 + k + Aa?]
|1 —kr2] '
1
Gy = 322—§R922+A922
1 .. .2 k
= r*laa+ 2a* +2k] — =.| — 6 2y 2.2 [=r%a®] + A[—a®r?]

= r?aa + 2a* + 2k] + [3da + 3a* + 3k|.[-r?] + A[—a*r?]

= —r?[2aa + a* + k + Aa?].
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1
Gss R33 — §R933 + Agss

1
r? sen’ faa + 2a* + 2k| — 3

A(—a*r?sen?0)

—r?sen

20[2da + a* + k + Aad?).

(5.50)

r?sen? Olda + 24* + 2k + [3da + 3a* + 3k].[—r? sen? 0] + A(—a?r? sen? )

Substituindo os resultados encontrados nas equacoes de campo de Einstein , obtém-

se as componentes nao nulas apenas para p = v.

por
Go =
a* ok
3 |:¥ + ¥:| +A =
3a2 3k
@ @
Definindo
H? = a_z = 8mp
- a? 3
A componente pr = 11 é dada por
G
1 7
_1——k'7’2_ (2&& + d2 + k + ACLQ)
L (2da + a2 + k + Aa?)
|1 — kr?]

2aa + o> + k + Aa?

20 a*  k
—+ S5+t —=5+ A
a a® a
Usando (5.51), tem-se que
26 8mp AN kK
ket A ATy W
a 3 3 @ @ .
2a
a.
a p—
- =

Assim, a componente ur = 00 é dada

87TT00
8mp
8mp — A
Ak
- — — 51
5 T2 (5.51)
== 87TT11
= 8m(—pgn)
2
= 8w [ﬁ]
= —8mpa?
= —8mp
—87mp
8mp  2A
ST
C12mp dmp A (5.52)
3 3 3
STt -
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A componente uv = 22 é dada por

GQQ == 87TT22
—r?[24a + a* + k + Aa®] = 87w[—pgas]
—r2[2a + a® + k + Aa?] = —8mp(—a®r?) (5.53)
2da+ a®> + k+ Aa®> = —8mpa?
206 a*  k
—+5+5+A = —8mp.
a a®> a

Expressao ja obtida no caso da componente pv = 11.

Por fim, a componente pr = 33 é dada por

Gs3 = 8nlyg
Gs3 = 8m[—pgss]
—r?sen? 02da + 2a* + k + Aa®] = —8mwp[—a*r?sen? ]
2da + 24> + k+ Aa?> = —8mpa® (5.54)
20a 4+ a®> + k+ Aa®> = —8mpa?
DR
%Ta + % + % +A = —8np.

Pode-se ver que as componentes Gaos e (33 sao equivalentes a componente Gi;.
Tem-se que, as equagoes de Friedmann sao:

pr=® 8T Ak .
a? 3 3 a? (5.55)
e

a —Ar A

- = — 3p) — — 5.56

a2, (5.56)

onde A é a constante cosmoldgica possivelmente causada pela energia do vazio, a é
o fator de escala do Universo e k é a curvatura gaussiana. Se a forma do Universo
¢ hiperesférica e R ¢é o raio de curvatura (Rp no momento atual), entdo a = R%.
Geralmente, é a curvatura gaussiana. Se k € positiva, entao o Universo é hiperesférico.
Se k é zero, o Universo é plano e se k é negativo o Universo é hiperbolico. Note que p e
p sao fungoes de a. O pardmetro de Hubble, H, é a velocidade de expansao do Universo.

O parametro de Hubble pode mudar no tempo se outros membros da equagao sao
dependentes do tempo (em particular a densidade de energia, a energia do vazio e a
curvatura). Avaliando o pardmetro de Hubble no momento atual resulta que a constante
de Hubbleb é a constante de proporcionalidade da lei de Hubble™. Aplicado a um fluido
com equacao de estado dada, as equacgoes de Friedmann descrevem a evolucao no tempo

e a geometria do Universo como funcao da densidade do fluido.

6Constante introduzida por Hubble para reproduzir o fato observacional de que as galaxias proximas

se afastam com velocidades crescentes com as distancias que nos separam delas.
"Relagdo de proporcionalidade entre a velocidade de afastamento (V'), medida pelo redshift, e a

distancia das galaxias proximas (d).
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Alguns cosmologos chamam (5.56) de equagao de aceleragao e reservam o termo
equacao de Friedmann apenas para a equagao (5.55).

A solucao dada pela métrica FLRW, descreve um Universo repleto de um fluido
ideal com densidade e pressdo dada pelas equacdes de Friedmann. E uma solucio
das equacoes de campo de FEinstein quando o tensor energia-momentum descreve um

espaco-tempo isotrépico e homogéneo.
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Apo6s de milhares de anos ainda contempla-se o mesmo céu noturno, mas de uma
maneira totalmente diferente. Desapareceu o cosmos imutével e perfeito que convivia
com um mundo sublunar corruptivel e perecivel. Os sintomas da nao permanéncia
cosmica se manifestam pelo movimento dos planetas e também por verdadeiros acon-
tecimentos celestes. E em raras e espetaculares ocasioes, pontos luminosos aparecem
no céu noturno: as esterlas novas ou supernovas®. Assim pode-se dizer que acontecem
no céu alguns fenémenos de violéncia espantosa que conduzem a emissao de radiagao,
aceleracao de particulas até energias impensaveis. Para estudar tais manifestacoes e
delimitar causas e consequéncias sobre a evolugao e constituicao do Universo, a Cos-
mologia recorre hoje em dia a novas teorias e a novos dispositivos de observacgao.

Neste trabalho foram analisados dados histéricos, teorias matemaéticas e fisicas que
formam a base para este texto. Coloca-se neste momento algumas consideragoes e
perspectivas sobre o estudo em Cosmologia, na tentativa de deixar mais claro o cenario
de pesquisa em que se encontra inserida a Cosmologia Moderna atualmente.

A Teoria Relativistica da Gravitagao de Einstein baseia-se em equagoes que levam
em conta nao somente a geometria do Universo, mas também o seu contetido mate-
rial. No entanto, para a Cosmologia, os objetos celestes que constituem o Universo
nao sao estudados individualmente, mas sim como um conjunto tnico de matéria. O
interessante nao ¢ estudar uma galédxia, ou um aglomerado de galaxias particular, mas
estudar o conjunto de todos os aglomerados de galaxias que existem no Universo.

A Cosmologia Moderna também precisa dizer algo sobre como essa matéria surgiu
e por que ela se distribui da forma como é observada hoje. Com o desenvolvimento da
astrofisica observacional passou-se conhecer mais sobre o contetido de matéria existente
no Universo, revelando assim uma estrutura rica e nunca imaginada envolvendo supera-
glomerados de galaxias, filamentos e vazios. Evidéncias observacionais mostraram que
nao é possivel explicar o conteido de matéria do Universo pensando-se somente na
matéria visivel, ou seja, nas estrelas, galaxias e suas aglomeracoes.

Em 1933 o astronomo suico Fritz Zwick (1898 — 1974), calculou a massa total do

!Supernovas sdo explosdes de estrelas com mais de 10 massas solares que produzem objetos ex-
tremamente brilhantes, os quais perdem seu brilho até se tornarem invisiveis, apds algumas semanas

ou meses.
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aglomerado de galaxias Coma baseado no movimento das galdxias que se situavam
proximas a sua borda. Comparando esta estimativa de massa com aquela cujo calculo
se baseava no numero de galaxias e no brilho total do aglomerado, Zwicky verificou
que havia encontrado 400 vezes mais massa do que o esperado. A gravidade produzida
pelas galaxias visiveis do aglomerado seria, pequena demais para permitir que algumas
delas se deslocassem de modo tao rapido em suas 6rbitas. Desta maneira, era necessario
que existisse mais matéria no aglomerado. Este fato ficou conhecido como o “problema
da falta de massa”. Zwicky concluiu que deveria existir no aglomerado de galaxias
observado um tipo de matéria nao visivel (transparente), que juntamente com a matéria
visivel, forneceria massa e gravidade suficiente para manté-lo unido gravitacionalmente.
Mais tarde verificou-se que esta matéria nao visivel, nao s6 permeia o aglomerado de
galaxias Coma, mas todos os aglomerados de galaxias e passou a ser denominada
“matéria escura”’. Este nome é bem mais adequado do que o de “massa faltante” uma
vez que nao ha falta de massa nas galaxias e em seus aglomerados. A matéria esté
presente, mas por motivo ainda nao determinado, ela nao ¢ visivel (ndo emite luz).

Avancos em Cosmologia na década de 1970 mostraram como calcular a quantidade
de atomos de elementos leves, como o hélio e o deutério, que teriam sido produzidos nos
trés primeiros minutos do Universo. Para explicar as quantidades observadas destes
elementos leves em galaxias distantes, apenas uma fracao muito pequena do Universo,
aproximadamente 5%, seria composta de atomos. Uma fragao ainda menor correspon-
deria a fotons e neutrinos. Portanto, a maior parte do Universo nao é feito do mesmo
material que nés somos feitos, ou seja, de dtomos. Mas entao qual a composi¢ao dos
outros 95% do Universo?

A dinamica das galaxias indica que 25% do Universo é composto por um novo tipo de
particula elementar responsavel pela matéria escura. Esta matéria, que nao emite luz,
compoe grande parte das galaxias no Universo. Possiveis candidatos sao postulados
por varias teorias, mas ainda nao foram produzidos ou detectados em laboratoério.
Hoje em dia existem varios experimentos tentando capturar uma dessas particulas que
circulam em nossa galaxia. A dificuldade é que essas particulas devem interagir muito
fracamente e possuir uma densidade pequena, tornando sua detecgao problematica. Ha
também a possibilidade fascinante de se poder criar essas particulas nos grandes anéis
de colisao. Em particular, o Large Hadron Collider no laboratério CERN, na Suiga,
podendo assim finalmente desvendar o mistério da matéria escura.

Além da matéria escura a natureza reservava outra surpresa para os cientistas. Em

1998 uma revolucao aconteceu no mundo da Cosmologia,

... gragas a uma descoberta considerada pela revista Science como uma das mais
importantes do século XX, sabemos hoje que cerca de 70% do universo é com-
posto de algo difuso, que nao se concentra em galdxias e que provoca a expansao
acelerada do universo. Como a gravidade é sempre atrativa, todos esperavam que

a expansao do universo estivesse desacelerando! Podemos imaginar entdo a pre-
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senca de um meto extremamente ténue que permeia todo o universo. Esse meio,
porém, tem propriedades diferentes de um meio material: apresenta uma pressao
grande e negativa, o que causa um efeito de anti-gravidade, resultando na exrpan-

sao acelerada observada. A esse meio foi dado o nome de energia escura.([15],

p.37)

Até pouco tempo, os cosmologos estavam concentrados simplesmente na tentativa
de provar a existéncia da energia escura. Com a formulacao de argumentos convin-
centes a este respeito seus esforcos agora estao voltados para um problema ainda mais
profundo: de onde vem esta energia? A possibilidade mais conhecida é a de que a
energia é inerente ao espago. Se um volume de espago fosse totalmente vazio (sem
nada de matéria ou radiagdo) ainda assim conteria esta energia. A respeitavel nogao
desta energia remonta a Albert Einstein e & sua tentativa, em 1917, de construir um
modelo estatico do Universo. Para conciliar a estagnacao com a sua Teoria da Rela-
tividade de Geral, ele precisou introduzir a energia do vacuo ou, em sua terminologia,
uma constante cosmologica. Ele ajustou o valor da constante de tal forma que a sua
repulsao gravitacional contrabalangasse exatamente a atracao gravitacional da matéria.
Mais tarde, quando os astrénomos estabeleceram que o Universo esta se expandindo,
Einstein lamentou o seu artificio, considerando-o como o seu maior equivoco. Mas
talvez este julgamento tenha sido apressado. Se a constante cosmologica tivesse valor
ligeiramente maior que o proposto por Einstein, sua repulsao excederia a atracao da
matéria e a expansao cosmica seria acelerada.

O maior desafio para qualquer teoria da energia escura é explicar a quantidade da
matéria inferida, quantidade esta que nao seja demasiada a ponto de acarretar a sua
possivel interferéncia na formacao de estrelas e galdxias no Universo primordial, mas
que seja suficiente para que os seus efeitos possam ser sentidos hoje. Diferentemente da
matéria, a energia escura nao se aglomera mais em alguns lugares que em outros. Por
sua propria natureza, ela se encontra espalhada suavemente por toda parte. Qualquer
que seja a localizacao, seja na Terra ou no espago intergalactico, a energia escura tem
a mesma densidade.

A energia escura é mais conhecida como o suposto agente da aceleragao cosmica uma
substancia indefinida que exerce um tipo de for¢a antigravitacional no Universo como
um todo. Bem menos conhecido é o fato de que esta energia teve efeitos secundarios
em materiais do Universo. Ela ajudou a imprimir o caracteristico padrao filamentoso
da matéria nas maiores escalas. J& em escalas menores, ela parece ter interrompido
o crescimento de aglomerados galacticos cerca de 6 bilhoes de anos atrds. Em uma
escala ainda menor, a energia escura reduziu a taxa em que as galaxias se chocam
e se fundem umas com as outras dando formas as galdxias. Ao reduzir as colisoes,
a energia escura pode ser o que permitiu a manutencao dos bragos espirais da nossa
galédxia. Se fosse mais fraca ou mais forte, a Via Lactea poderia ter sofrido uma taxa

de formagao estelar menor, de forma que os elementos pesados que constituem nosso
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planeta poderiam nunca ter sido sintetizados.

A energia escura nao apenas parece compor a maior parte do Universo, como tam-
bém sua existéncia, se resistir ao teste do tempo, provavelmente exigira o desenvolvi-
mento de novas teorias na fisica. Os cientistas estao apenas no inicio de um longo ca-
minho para entender a energia escura e suas implicacoes. Embora apenas seus efeitos
sobre o Universo como um todo sejam observados, ja se sabe que a energia escura
também pode moldar a evolucao de seus principais constituintes: estrelas, galaxias e
aglomerados galaticos. Astrénomos provavelmente observaram durante décadas o tra-
balho da energia escura sem ter se dado conta disso. Esta forma de energia faz mais que
acelerar a expansao do Universo. Ela ajuda a determinar a forma e o espagamento das
galédxias e pode ser a principal ligacao entre varios aspectos da formacgao das galaxias
que pareciam desconectados até hoje.

Com informagoes cada vez mais precisas e detalhadas pode-se dizer que nosso Uni-
verso ¢ composto pelos seguintes ingredientes: “5% de atomo, 25% de uma particula
elementar ainda nao descoberta e 70% de um meio difuso com propriedades exoticas
(pressdo negativa), cuja origem ainda nao se conhece”. ([15], p.37).

Hoje em dia o modelo cosmologico de maior concordancia entre os cosmoélogos ¢é
baseado nos seguintes fatos. Uma regiao homogénea e muito pequena de um universo
muito denso entrou subitamente em uma fase de inflagao exponencial até atingir um
tamanho consideravelmente maior que o do universo observavel. Esta fase foi seguida
de um aquecimento durante o qual a radiacao e a matéria foram criadas, sendo o con-
teido atual do Universo, do qual uma grande parte ainda nao ¢ conhecida. Durante
quase dez bilhoes de anos o Universo se comportou como no antigo modelo padrao de
expansao freada pela gravidade. No comeco, seu contetido era dominado pela radiacao
suficientemente intensa para impedir que todo o hidrogénio fosse consumido quando
da nucleossintese primordial e para fornecer as proporc¢oes de elementos leves observa-
dos hoje. Entao, como a densidade da radiacao decresceu mais rapidamente do que a
densidade da matéria, esta tltima se impds. Cerca de 400 mil anos ap6s o Big Bang,
a temperatura do plasma primordial baixou suficientemente para que os nucleos de
hidrogénio e de hélio capturassem os elétrons e formassem um gés neutro e transpar-
ente. A radiacao assim liberada, cuja temperatura continuou a decrescer, passou a
constituir o fundo difuso cosmologico a 2,73 K. Uma nova mudancga ocorreu ha cerca
de 5 bilhoes de anos. Uma forma de energia desconhecida, denominada energia escura,
desempenhava um papel desconhecido até entao. Sua densidade diminufa ainda mais
lentamente que da matéria, tornando-se preponderante e com caracteristicas proximas
da constante cosmologica, fazendo a expansao acelerar. Este modelo reproduz perfeita-
mente todas as observagoes, mas levanta novas indagagoes. Ainda nao se sabe o que é
a matéria escura, de onde vem a energia escura e qual campo desempenhou o papel de
inflacao. Todas estas indagacoes apresentam varias respostas.

Contudo, existem outros mistérios que a Ciéncia ainda nao sabe explicar. Questoes
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como: O que existia na regiao homogénea e muito pequena de um universo muito
denso que entrou subitamente em uma fase de inflagao exponencial? O que fez gerar
esta fase de inflacao? Por que a temperatura era tao elevada? Por que o Universo é
tao uniforme e homogéneo em ampla escala? Por que o Universo se apresenta desta
forma e com estas leis? O qué ou quem determinou que ele fosse assim e nao diferente?
A explicagao para a singularidade de onde e quando tudo comecou permanece ainda
como o problema crucial da Cosmologia Moderna.

Os modelos cosmoldgicos baseados na teoria da energia escura também sao conheci-
dos por modelos de Quintesséncia ou “quinto elemento”, uma alusao a antiga filosofia
grega, a qual sugeria que o Universo era composto de terra, ar, fogo, 4gua e uma subs-
tancia efémera que impedia que a Lua e os planetas caissem em direcao ao centro da
esfera celeste.

O namero de teorias e modelos alternativos é extensa e novas propostas conti-
nuam surgindo regularmente. Muitas destas idéias sao baseadas na teoria da inflacao
mas outras foram absolutamente inovadoras. Por exemplo, a hipétese de um Universo
anterior ao Big Bang (pré Big Bang, ou ricochete primordial). Este Universo nao teria
estado sempre em expansao, mas uma ou varias fases de contragao teriam ocorrido
antes, possibilitando observar efeitos nas radia¢oes de fundo. Tal modelo é cogitado
por alguns tedricos da teoria de cordas, como o que precede a fase de crescimento
exponencial.

Outro exemplo, seria o do modelo onde o Universo se auto-reproduz. Nesta teoria de
Universo, o Big Bang comegou como uma flutuagao quéntica microscopica que ocorreu
em algum lugar em um Universo que existia anteriormente ao nosso. Da mesma forma,
o nosso Universo pode estar “gravido” de outros Universos. Isso que dizer que a qualquer
momento outros eventos semelhantes ao Big Bang poderiam ocorrer s6 que desta vez
em nosso Universo.

A inflagao cadtica, teoria proposta por Andrei Linde(1948—) diz que o Universo é
uma entidade auto-reprodutora, que existe eternamente e que esta dividida em vérios
mini-universos, alguns dos quais sao muito maiores do que a porgao observavel do
nosso Universo. Na inflagao cadtica o campo quéntico que da origem ao Universo nao
¢é suave em uma escala microscopica mas uma “espuma de espaco-tempo”’, cadtica e
nao homogénea. Em algumas regioes dessa espuma a densidade de energia poderia ser
maior do que a do Universo visivel nos dias atuais.

Outra teoria seria a dos Multiversos. Nesta teoria o nosso Universo nasceu de
uma pequena bolha de espago-tempo que sofreu inflacao a partir de uma regiao pré
existente. Esta regiao se inflacionou a partir de uma regiao prévia e assim por diante.
Poderia-se seguir nesta linha de raciocinio no sentido contrario de tal modo que o
nascimento original do espago-tempo (a origem fundamental do Universo) teria ocorrido
ha tanto tempo que poderia ser inttil perguntar como esta ocorreu. Desta maneira, o

nosso Universo seria apenas uma componente do Multiverso, o qual continua crescendo
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através de uma série de Big Bangs por muito mais tempo do que a nossa pequena regiao
no Multiverso como um todo, continuando a crescer eternamente.

A teoria do Universo “ekpirotico” foi desenvolvida por Paul Steinhardt (1952— ) e
colaboradores na Princeton University, Estados Unidos. Esta teoria tenta explicar im-
portantes detalhes sobre a natureza do nosso Universo, inclusive o porqué dele estar se
expandindo da maneira como é observada hoje. Este modelo de Universo estad baseado
na chamada “teoria M” (M-Theory), que pode ser entendida como uma extensao da
teoria de cordas (string theory). A teoria de cordas, ao contrario do que é descrito
no modelo padrao de fisica de particulas, as particulas elementares que constituem a
matéria existente no Universo, nao sao estruturas puntiformes. Ao contrério, os el-
ementos constituintes fundamentais do espaco e do tempo sao pequenissimas cordas
vibrantes. A maneira como estas cordas vibram determinaria as propriedades carac-
teristicas de cada particula observada na natureza.

Além das teorias para modelos de Universo descritas brevemente acima pode-se citar
outras como, por exemplo: a inflagdo eterna, a hipdtese sem-contorno (no-boundary
hypothesis), a inflagdo dupla, a teoria da geometria “torcida” (warped 5-dimensional)
e os modelos ciclicos.

Enquanto os problemas persistirem, todas as solu¢oes devem ser consideradas mesmo
que para reforgar nosso atual modelo.

Certas conclusoes apontam para a necessidade de novos modelos em fisica de
particulas elementares e teorias de campos. Novos instrumentos planejados ou ja em
atividades testarao esses novos modelos. Uma verdadeira revolucao esta em curso, da

qual podem resultar em um novo paradigma para as geragoes futuras.
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