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Resumo

Sabemos que a orbita de um satélite lunar e, consequentemente, seu tempo de vida or-
bital é influenciado principalmente pelo campo gravitacional da Lua, Terra e Sol. Neste
trabalho estudaremos o Potencial Gravitacional Lunar e sua influéncia sobre o campo
gravitacional. No6s adaptamos um programa que possibilite mapear o campo gravitacional
lunar. Nesse intuito foi necessario desenvolver um programa que permita a simulacao e
o mapeamento do potencial lunar completo. Nosso programa foi desenvolvido baseado
no programa elaborado por Hélio Kuga, e adaptado para nosso caso (Lua). Utilizando
o modelo proposto por Konopliv et al. 2001, propusemos diversas expansoes de grau e
ordem dos harmonicos esféricos que nos serviram para comparar e validar nosso programa.

Palavras-chave: Potencial, Campo, Lua.



CARVALHO, R.C. Potencial Gravitacional Lunar. 2015. f. Trabalho de Graduacao
(Graduagao em Licenciatura em Matemadtica) - Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2012.

Abstract

We know that the orbit of a lunar satellite, and consequently its orbital lifetime is mainly
influenced by the gravitational field of the Moon, Earth and Sun. In this text we study
the Lunar gravitational potential and its influence on the gravitational field. We adapted
a program in order to map the Moon gravitational field. To that end it was necessary to
develop a program that allows the simulation and mapping the lunar full potential. Our
program was based on the program developed by Hélio Kuga, and adapted to our case
(Moon). We used the model proposed by Konopliv et al. 2001, we proposed various degree
and order expansions of spherical harmonics that served us to compare and validate our
program.

Keywords: Potencial, Field, Moon.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 LUA

A Lua, nosso objeto de estudo, é o unico satélite natural da Terra. O maior satélite
natural de um planeta no sistema solar em relagao ao tamanho do seu corpo primario,
tendo 27% do seu diametro (Tabela 1.1). Estima-se que a formacgao da Lua tenha ocorrido
h& cerca de 4,5 bilhoes de anos, relativamente pouco tempo apés a formacao da Terra.

A Lua, figura 1.1 devido a sua proeminéncia no céu sempre despertou a curiosidade e
o interesse da humanidade. Inspirando desde a antiguidade a arte (musica, poesia, contos
e historias), a mitologia e claro a ciéncia.

Também foi muito importante para o desenvolvimento dos calendarios. Assim, sempre
foi alvo da curiosidade e observacao das sociedades. E porque nao dizer influenciando as
sociedades e culturas.

A sua distancia orbital, cerca de trinta vezes o diametro da Terra, faz com que no
céu o satélite pareca ter o mesmo tamanho do Sol, permitindo-lhe cobri-lo por completo,
em alguns casos, durante um eclipse solar total. A Lua também foi o inico corpo celeste
além da Terra no qual os seres humanos ja estiveram, tendo um homem registrado ao
por seus pés na Lua “Um pequeno passo para um homem, um salto gigantesco para
a humanidade” (Neil Armstrong, 1969). Na busca por respostas sobre o Universo, varios
paises desenvolveram programas de pesquisa enviando sondas para sua observacao e coleta
de dados. O Programa Luna, da Uniao Soviética, foi o primeiro a atingir a Lua com
sondas nao tripuladas em 1959. O Programa Apollo, do governo dos Estados Unidos,
permitiu a realizacao das tinicas missoes tripuladas até hoje ao satélite natural. Desde
2004, Japao, China, fndia, Estados Unidos e a Agéncia Espacial Européia enviaram sondas
espaciais ao satélite natural. Estas sondas espaciais tém contribuido para o avanco em
seu conhecimento. Na corrida para a exploragao da Lua, futuras missoes estao sendo
planejadas, através de esforgos de governos e do financiamento privado. Assim notamos
que a Lua ainda segue fascinando as artes e culturas. Mas principalmente fascina a ciéncia
na busca para a compreensao do universo em que vivemos.

Portanto é muito importante para sua exploragao, a utilizacao de satélites artificiais,
que desempenharam as mais diversas fungoes como monitoramento, observagao, coleta de
dados, etc. Para tanto torna-se, necessario um estudo detalhado e profundo do potencial
gravitacional lunar, visando a otimizacao de futuras viagens que minimizarao custos, apre-
sentando trajetorias que possibilitem obter o menor consumo de combustivel em manobras
para manter a estabilidade na orbita, e o maior tempo de vida orbital.

No estudo sobre o potencial gravitacional da Lua devemos considerar sua nao esfe-
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Figura 1.1: Superficie da Lua

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Lua

Tabela 1.1: Propriedades fisicas da Lua. Massa (M), Raio (R).

M R
Lua (10*%kg)  (km)
7,349 1738,0

Fonte: Préprio Autor.

ricidade e o fato de apresentar distribuicao de massa muito heterogénea. Este trabalho
tem o objetivo de estudar e apresentar um programa que forneca dados sobre o potencial
gravitacional lunar.

Para tanto inicialmente apresento alguns artigos que nos auxiliaram. Sendo estes,
muito ricos em informagoes e exemplos. Servindo hora como ferramenta de pesquisa,
hora como material para comparacao com resultados gerados por este trabalho. Estes
artigos sao elaborados sobre o mesmo objeto de nossos estudos, a Lua.

No capitulo metodologia, discutimos os estudos matemaéticos sobre o Potencial Gra-
vitacional, bem como sua relacao com os Harmonicos esféricos, Polinomios e Funcgoes
Associadas de Legendre e os coeficientes harmonicos esféricos. Partindo desse estudo
matematico sobre o assunto, discutimos sua implementacao numérica, e as singularidades
que tiveram que ser superadas. Assim como o problema das érbitas polares para latitudes
4+90°e a normalizacao para evitar erros computacionais.

Depois discutiremos os programas que foram utilizados neste trabalho. Seu desenvolvi-
mento, adaptacoes e problemas que tivemos que contornar. Por fim discutimos nossos
resultados, e o quanto podem ser confiaveis.

1.2 ARTIGOS DE MOTIVACAO

Neste capitulo serd apresentado alguns artigos que foram estudados para elaborar esse
trabalho. Estes artigos tiveram carater didédtico e informativo. Foram elaborados por



14

autores que tem como objeto de estudo o potencial gravitacional lunar. Assim, através
deles podemos observar como foi a evolugao no estudo do potencial gravitacional, quais
foram as dificuldades que tiveram que ser vencidas, quais as singularidades que tiveram
que ser contornadas e quais os modelos que ao longo dos anos de estudos e andlises nos
permitem hoje utiliza-los com confianca.

1.2.1 Recentes Modelos Gravitacionais com Resultado da Missao
Lunar Prospector, Konopliv et al.

No artigo “Recent Gravity Models as a Result of the Lunar Prospector Mission”. Konopliv
et al. (2001), nos é apresentado um estudo sobre o potencial gravitacional Lunar. Para
nosso trabalho foi um artigo muito didatico, pois explica como foi elaborado o estudo
do campo gravitacional Lunar e quais foram as missoes mais importantes para coletar os
dados que temos hoje. Iremos utilizar o modelo gravitacional e expansao de ordem e grau
proposto neste artigo, para compararmos nossos resultados. Sendo que a comparagao
entre os resultados de ambos os trabalhos nos permitiu confidrmos em nosso programa.
(Programa2, como sera apresentado).

Aprendemos através deste artigo também, que: o campo gravitacional lunar é deter-
minado a partir dos dados de rastreamento de missoes anteriores a Lua. Com a Missao
Lunar Prospector 1998-1999 (LP) (figura 1.2), anélisada neste Artigo. A LP fez a primeira
medicao do campo gravitacional em baixa altitude em érbita circular polar. Assim através
dela obteve-se uma cobertura completa em alta resolucao de todo face proximo da Lua.
Importante observar que uma vez que nao ha nenhuma medigao direta da face oculta da
Lua, nem da LP, ou qualquer outra missao anterior, ainda nao foi possivel detalhar o
campo gravitacional com presicao do lado afastado, mesmo assim, é possivel observar que
ha mascons sobre o lado afastado da Lua. Mascons sao grandes concentragoes de massa,
que causa grande pertubacao no campo gravitacional.

Figura 1.2: Representacao Artistica da Lunar Prospector.

Fonte: inpe.br/50anos/linha_tempo,/98.html
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e A Lunar Prospector (LP) (Figura 1.2), foi a terceira missao da classe de missoes
Discovery da NASA, que teve seu inicio em 6 de janeiro de 1998 (langamento da
sonda) e depois de realizar uma série de manobras foi colocada em 6rbita circular
em 15 de janeiro, a uma altitude de 100 km. A LP permaneceu em érbita polar
(inclinagao 90°) por cerca de um ano o que proporcionou uma cobertura global
do campo gravitacional Lunar. Em 19 de dezembro de 1998, a altitude do LP
foi reduzido para 40 km para calibrar o campo gravitacional em preparacao para
uma nova missao, que teve inicio em 29 janeiro de 1999, quando a sonda reduziu
para 30km a altitude, afim de obter maior resolucao do campo gravitacional e coletar
dados magnéticos. Em 31 de Julho de 1999, a sonda LP impactou-se com a superficie
lunar em uma tentativa mal sucedida de detectar vapor d’agua na poeira levantada.

Caracteristicas da Sonda: A nave espacial LP é um cilindrico com altura de 1,3m
e um diametro de 1,4m. E coberta com trés painéis solares igualmente espacadas
de 2,5m. (veja lunar.arc.nasa.gov ou wwwpds.wustl.edu para mais informagoes so-
bre a nave espacial e a missao LP). A massa inicial da sonda foi de 158kg. Apds
manobras de inser¢ao na érbita desejada (6rbita circular polar com 100km de alti-
tude), ainda permaneceu 33 kg de combustivel, para futuras manobras, dos quais
14kg foi utilizado ao longo da missao.

A falta de dados da face oculta da Lua é, sem duvida, o maior desafio no processamento
de dados e elaboracao de uma solugao para um campo gravitacional confidvel. Com a
falta de precisao a diferenca entre os dados coletados e a superficie real é de cerca de 33%.
Originalmente um subsatelite foi proposto para a missao LP fornecer medicoes direta do
campo gravitacional da face oculta, porém foi cancelado para reduzir custos.

Figura 1.3: Potencial Gravitacional Lunar.
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Fonte: Konopliv et al. (2001). Nessa figura é analisado o potencial gravitacional Lunar.
O grafico gerado com modelo LP utilizando expansao de ordem e grau 50. Apresenta a
defazagem de dados para a face oculta da Lua.

A Figura 1.3 mostra o grafico elaborado com os resultados do campo gravitacional
lunar utilizando os dados da missao LP, utilizando expansao de ordem e grau 50
(LP50PNOAP). As grandes flutuagoes no campo gravitacional (regido roxo/preto) mostram
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claramente a falta de dados sobre o potencial gravitacional no lado afastado. Onde nao
ha grandes flutuagoes, o campo gravitacional estd bem determinado.

Neste Artigo nos é apresentado também a evolucao histérica das missoes Lunares.
Comegando em 1966 com a missao russa Luna 10 (Akim 1966) que foi seguida em agosto do
mesmo ano, pela primeira Lunar Orbiter EUA (LO-I), em agosto de 1967, quatro sondas
adicionais (LO-IIL, IILIV, e V) foram enviadas e colocados em érbita com inclinagoes e
excentricidades variadas. O que permitiu a coleta de dados sobre diversos aspectos da
Lua, gerando muitos estudos sobre o Lua. Como nosso trabalho visa estudar o campo
gravitacional, nos foi muito 1til observar neste artigo a evolucao dos modelos sobre o
potencial gravitacional lunar ao longo dos anos, quais os modelos utilizando e a evolucao
das expansoes dos harmonicos esféricos. Como por exemplo, Lorell e Sjogren et al.(1968)
produziu um modelo de 8 x 4, Liu e Laing (1971) um modelo de 15 x 8, e Michael
¢ Blackshear (1972) um modelo de 13 x 13. Muller e Sjogren (1968), usando novas
técnicas, produziu um mapa que mostrava grandes anomalias positivas de gravidade.
Esta inesperada descoberta foi oposta a qualquer modelo geofisico conhecido até aquele
momento, o que iniciou o desenvolvimento de novos estudos para a elaboracao de modelos
sobre a Lua. Essas anomalias foram chamados de mascons (abreviagao de ” concentragoes
de massa”).

Figura 1.4: Potencial Gravitacional Ambas as Faces da Lua

Fonte: Konopiiv et al. (2001). Visao do potencial gravitacional. Calcula-se a aceleragao
com raio medio da Lua 1738km, distribuicao de massa uniforme, como referéncia. A
partir desses dados é feito comparacoes com as aceleragoes encontrados em cada ponto,
utilizando o calculo do potencial através das expansoes de ordem e grau. Efetuando
assim toda varedura da superfie da Lua, latitude e longitude.

A resolucao das solugoes foram limitadas devido ao extenso tempo computacional
exigido. No entanto, com o passar do tempo e a melhoria dos recursos computacionais
na década de 1990, o modelo gravitacional Lun60d de Konopliv et ai. (1993) estendeu a
resolucao para uma expansao de ordem e grau 60, utilizando todos os dados disponiveis
(Lunar Orbiter I-V e Apollo 15 e 16 subsatélites). Apesar deste primeiro modelo de
alta resolucao prevéer o comportamento orbital com precisao, ainda apresentava ruidos.
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Contudo, quando os mapas da superficie sao gerados apenas através da expansao de ordem
e grau 50, sao removidos grande parte do ruido, permitindo uma melhor interpretacao
geofisica de sua superficie e de seu campo gravitacional.

Os modelos iniciais, que incluiam os dados anteriores a missao LP tiveram expansao
até ordem e grau 75 (LP75D e LP75G, consulte Konopliv et al. (1998)) e apds a missao
tiveram seus modelos expandidos para ordem e grau 100 (LP100J e LP100K). Estes
modelos estao disponiveis a partir do Sistema de Dados Planetarios (PDS) Geociéncias
Node (wwwpds.wustl.edu). Antes da missao LP, todos mascons (grandes concentragoes
de massa) conhecidos estavam no lado préximo e associadas a grandes bacias de impacto.

Todos os modelos LP também incluem os dados disponiveis das missoes anteriores do
Lunar Orbiter I-V, a Apollo 15 e 16 subsatélites, Clementina como descrito por Konopliv
et al. (1993) e Lemoine et al. (1997). Os modelos LP100J e LP100K provavelmente
fornecem a melhor precisao de érbitas em relacao ao tempo computacional necessario para
determina-las. Porntando estes modelos sao sugeridos para o uso em futuras missoes. O
modelo gravitacional LP165P fornece uma melhor precisao, porém pode levar um tempo
computacional excessivo devido a elevada expansao em ordem e grau.

O mapa gerado sobre a superficie lunar utilizando o modelo gravitacional LP165P, é
limpo para a expansao de ordem e grau 110 para o face préximo. A Figura 1.4 mostra a
gravidade vertical com raio 1738,0 km sem o coeficiente J2, utilizando expansao de ordem
e grau 110 para face proximo, e ordem e grau 60 para a face afastado, afim de diminui o
ruido, permitindo uma maior nitidez no mapa deixando a resolucao parcial dos resultados
mais claras. Havera sempre uma grande quantidade de ruido nos dados coletados da face
afastada, até que sejam realizadas observagoes diretas.

1.2.2 Andslise da Vida Orbital e Observacao das Condicoes para
Satélites Lunares, Zeile et al.

No Artigo, “ANALYSES OF ORBITAL LIFETIME AND OBSERVATION CONDI-
TIONS OF SMALL LUNAR SATELLITES.” Zeile et al, (2008) nos é apresentado um
projeto de missao para a Lua do Instituto de Sistemas Espaciais (IRS), da Universitaet
Stuttgart. Tal projeto desenvolveu uma missao que pretende langar a Lua uma pequena
nave espacial chamada Lunar Mission BW1. A espaconave tem forma cubica com aresta
de 1m e uma massa de 150 kg, visando uma fase operacional de pelo menos 180 dias. Para
tanto, o projeto precisa conhecer a influéncia do campo gravitacional Lunar, sobre um
pequeno satélite, que por nao disponibilizar de muito espago, tera que escolher uma orbita
estavél para reduzir o consumo de combustivel. Por apresentar grande heterogeneidade
na distribuicao de massa o tempo de vida do satélite serd fortemente influénciado. No
caso de naves espaciais pequenas a influencia sobre o tempo de vida deve ser considerada
como um fator muito importante, pois devido a sua massa limitada tem pouco ou nenhum
espaco para reserva de combustivel para manobras de manutencao orbital. Por isso, pode
ser favoravel para a escolha de uma orbita, nao as que apresentam condigoes ideais de ob-
servagao, mas sim a que necessitarem de menos gasto para sua manutencao orbital. Para
caracterizar esses fatores limitantes, simulagoes e andlises de modelos gravitacional com
variacao de ordem e grau foram realizados. Neste artigo sao apresentados os resultados de
simulagoes, que analisam o potencial gravitacional. Além disso, sao discutidos as drbitas
de longa duracao para pequenos satélites lunares.

Assim como nosso projeto inicial, este artigo utiliza o mesmo modelo, o LP165P, da
missao Lunar Prospector, desenvolvido e proposto por Konopliv et al. (2001), e com
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expansao de ordem e grau 100, reduzida para otimizar o tempo computacional. Apesar
de ser possivel a expansao de ordem e grau 165, Konopliv et al. (2001) propoe uma
aproximagao confidvel dos resultados utilizando expansao de ordem e grau até 110 para
o lado préximo e a expansao de ordem e grau até grau 60 para o lado afastado.

O foco principal deste artigo, e por isso foi escolhido como referéncia para nosso
trabalho, foi mostrar a dependéncia do tempo de vida orbital em relagao aos parametros
iniciais da érbita (inclinagdo e ndédo ascendente).

Por se tratar de um satélite pequeno, com pouca capacidade de armazenar combustivel,
apoés atingir orbita desejada, o satélite tera pouco combustivel disponivel para manobras,
por isso, é necessario a escolha de uma érbita com pouca demanda de combustivel para
manobras de manutengao.

Para todos os célculos apresentados neste artigo, foi utilizado uma orbita circular
com 100 km de altitude (a = 1837,1 km). O tempo de vida orbital é principalmente
dependente da inclinacao da érbita. E as areas mais estaveis sao dada por Wang e Liu
et al. (2005) para uma inclinagdo de Qo, 270, 500, 770, 850, 950, e 1030, nesse artigo
sao confirmados estes resultados, (observe figura 1.5), e estudada a dependéncia do nédo
ascendente incluindo o efeito gravitacional da Terra e os efeitos gravitacionais incluindo
Terra e Sol.

Figura 1.5: Tempo de Vida Orbital
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Fonte: Zeile et al (2008). Estudo realizado utilizando o Modelo gravitacional, LP165P,
proposto por Konopliv et al. (2001), com expansao de ordem e grau 100. O grafico
apresenta o tempo de vida 1til de um satélite, com orbita circular e altitude de 100km.
Levando em consideracao os efeitos gravitacionais da Terra e Sol.

A Figura 1.5 mostra os resultados do tempo de vida orbital para uma orbita circular,
incluindo os efeitos do Sol e da Terra e um semieixo maior de 1.837,1 km (100 km de
altitude). Neste grafico também podemos relacionar as condigoes iniciais, inclinagao e
nédo ascendente, com o tempo de vida de um satélite, (dada uma inclina¢ado e um nédo
ascendente podemos observar no gréfico seu tempo de vida), assim podemos observar as
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Orbitas mais estaveis. Para os calculos apresentados neste artigo, as simulagoes foram
realizadas com intervalo de inclinagao definido 2.50 e o intervalo do nédo ascendente 150,
afim de reduzir tempo computacional exigido para as simuagoes, mesmo assim resultaram
em um total de 984 simulagoes.

Neste artigo a érbita do satélite foi propagada por um periodo maximo de um ano,
sendo a superficie de impacto definida para ocorrer em um raio lunar de 1.752,1 km (ou
15 km de altitude) para ter um pouco de reserva, uma vez que as maiores elevagoes tem
em torno de 8km de altitude.

Na Figura 1.5 que utilizou para suas simulacoes o modelo gravitacional LP165P com
grau e ordem 100. Este modelo foi escolhido porque nos fornece os dados mais recentes
e completos disponiveis. Nesse estudo o grau e ordem foram reduzidos para 100, pois
estudos realizados por Konopliv et al. (2001) afirma que o modelo de gravidade LP165P
d4 uma aproximacao confidvel do lado mais proximo da Lua com expansao de 110 e do
lado distante até 60.

Este artigo nos é util, pois o nosso programa principal, desenvolvido pela Dr®. Walkiria
Schulz, tem o objetivo de através de inimeras simulacoes gerar dados sobre o tempo de
vida de um satélite em orbita circular com altitude de 100km. Tais valores iniciais foram
escolhidos para gerar nossos gréaficos, e comparmos com os graficos gerados pelo estudo
de Zeile et al. (2008), figura 1.5.

Figura 1.6: Ilhas de Estabilidade.
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Fonte: Zeile et al (2008). Ilhas de Estabilidade. Analise das altitudes Minimas nos
permite a observacao de ilhas de estabilidades nas regioes mais estaveis.

A fim de selecionar uma 6rbita de longa duracao que apresentasse o minimo de consumo
de combustivel para sua manutencao e que também fosse adequada para a medicao e
coleta de dados da superficie, as possiveis altitudes minimas foram analisadas. A Figura
1.6 nos apresentado uma visao geral sobre os resultados, nela é relacionado as condicoes
iniciais, inclinacao e nédo ascendente, com a altitude minima. Assim podemos observar
(figura 1.6), que dentro das regides mais estavéis como haviamos visto na figura 1.5, ilhas
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que apresenta um periodo de tempo com altitudes mais elevadas maior, acima de 60km.
Enquanto em outras regioes o satélite chega perto de 20 km da superficie. A partir deste
grafico pode ser selecionadas orbitas que favorecem o tempo de vida orbital, o que nos
permitira futuros estudos, dentro dessas “ilha de estabilidade”. Este estudo é importante
para nosso trabalho, por relacionar as condioes iniciais com a estabilidade de um satélite.

1.2.3 Efeitos da Altitude, Nodo Ascendente e Inclinacao no
Tempo de Vida nas Orbitas Lunares Circulares, Gupta
et al.

No artigo “Effect of Altitude, Right Ascension of Ascending Node and Inclination on
Lifetime of Circular Lunar Orbits”, Gupta et al. (2011) ¢é discutido a vida 1til de um
satélite e sua dependéncia em relagdo as condigdes iniciais, (inclinagao, nédo ascendente,
altitude), modelo gravitacional escolhido e expansdes de ordem e grau. Nos é util pois
apresenta a influencia desses parametros sobre o potencial gravitacional lunar.

Assim podemos observar a consequéncias do potencial gravitacional no tempo de vida
orbital e a influéncia (pertubagao) dos efeitos gravitacionais da Terra e Sol, e sua relagao
com a altitude do satélite. Nos foi util este artigo, pois apresenta varios estudos e re-
feréncias, sendo possivel fundamentar nossos estudos. Em especial podemos destacar a
importancia das expansoes dos harmonicos esféricos, e a escolha do modelo gravitacional.

A principal perturbagao em baixa altitude (100 km a 300 km) é devido ao campo gravi-
tacional nao esférico da Lua, além de apresentar uma distribuicao de massa muito hetero-
geneia (presenga de grandes concentragoes de massa, 0s mascons), que geram anomalias
em seu campo gravitacional.

Sabemos que em uma Orbita instavel, um satélite ird necessitar de um consumo maior
de combustivel para sua manutencao, afim de evitar sua colisao com a superficie Lunar.
Portanto, qualquer missao ou mesmo simulacao de orbitas precisam ser projetadas de
tal forma que nao s6 atendam as condicoes de observacao ideais, mas também devem
levar em consideragao o menor consumo de combustivel para manutencao da érbita, afim
de otimizar a missao. Assim, é crucial para a otimizacao de suas trajetérias conhecer
fatores que afetam sua estabilidade. Varios estudos tém sido realizados para analisar
o comportamento de érbitas lunares que minimizem custo, fornecendo orbitas eficientes
como por exemplo, temos os autores como Tzirti, Tsiganis, Varvoglis (2010) e Melo,
Winter, Vieira Neto(2005).

O tempo de vida de um satélite depende de seus parametros orbitais iniciais. Alguns
das contribui¢oes importantes no estudo da dependéncia do tempo de vida orbital sao os
estudos de Mayer, Buglia e Desai (1994) que analisaram a dependéncia das érbitas com
a inclinagao inicial, argumento do perigeu e sua sensibilidade aos harmonicos esféricos.
Ramanan e Adimurthy (2005) analisaram os efeitos sobre da inclinagao inicial em 6rbitas
circulares de 100km de altitude. Eles também analisaram a influéncia dos harmonicos
esféricos com maior expansao de ordem e grau no campo gravitacional Lunar. Também
nos ¢ apresentado que Wang e Lin (2005) realizou uma andlise teérica detalhada sobre o
tempo de vida orbital e sua relagao com inclinacao de um satélite em érbitas com baixa
altitude.

Na figura 1.7, podemos observar um estudo realizado com o mesmo modelo gravi-
tacional do nosso trabalho, (LP165P), com 100km de altitude e érbita circular e expansao
dos harmonicos esféricos para ordem e grau 50. E possivel observar através desse estudo
que a inclusao dos efeitos gravitacionais da Terra e do Sol seu tempo de vida 1til. O que
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revela a importancia em futuros estudos da inclusao dos efeitos gravitacionais da Terra e
do Sol.

Figura 1.7: Tempo de Vida.
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Fonte: Gupta et al. (2011). Podemos observar a diferenca no tempo de vida calculado,
incluindo ou negligenciando o efeito do Sol e a Terra para uma orbita circular polar,
com altitude 100km. Utilizando o modelo LP165P (50x50).

Também nos foi apresentado neste artigo a dependéncia do tempo de vida orbital com
o modelo gravitacional lunar escolhido e sua expansao (figura 1.8). A Figura 1.8 mostra
a variagdo do periapsis, (parametros iniciais 100km de altitude em uma 6rbita circular
polar), com expansao de ordem e grau: 10 x 0, 10 x 10, 15 x 15, 20 x 20, 50 x 0 e 50
x 50. Todas as expansoes realizadas nos termos utilizando o modelo gravitacional lunar
LP150Q. Com esse estudo podemos observar a importancia de estudar e implementar um
programa que leve em consideragao uma expansao de ordem e grau mais elevados. Fica
claro na figura 1.8, que com a inclusao de maiores termos no somatorio, o tempo de vida
é fortemente influenciado. Com a omissao desses termos perdemos dados, e passamos a
ter resultados nao confiaveis, justificando a importancia do trabalho, em sempre buscar
aprimorar o modelo gravitacional que utilize a maior expansao dos termos de ordem e
grau. Observando na figura 1.8 uma grande diferencga entre o tempo vida estimada pelas
expansoes dos termos (10 x 10) e (50 x 50).

A Figura 1.9 mostra a comparacao entre os tempos de vida estimado utilizando ex-
pansoes de ordem e grau 50 x 50 e 60 x 60.

Neste artigo, também sao estudados os efeito da altitude, verificando que a uma alti-
tude orbital o tempo de vida pode ser fortemente influenciado pelos efeitos do Sol e da
Terra (ver figuras 1.10 e 1.11).
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Figura 1.8: Variando Expansoes.
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Fonte: Gupta et al. (2011). A variacao do periapsis de uma 6rbita circular polar de
altitude 100 km. Utilizando diferentes expansoes dos termos de gravidade do modelo
Ip150q.

Como podemos ver nas figuras 1.10 e 1.11 o tempo de vida orbital em altas altitudes
é influénciado pelo campo gravitacional da Terra. Em altas altitudes, as perturbacoes
devido ao campo gravitacional da Terra tem efeito significativo sobre a vida de um satélite.
Na figura 1.10 podemos observar uma orbita com altitude inicial de 1200km, circular
(inclinagao = 55 °), podemos ver a variacao do periapsis. Considerando a gravidade Lua-
Terra-Sol, (considerar o efeito da gravidade da Terra e do Sol), a gravidade considerando
Lua-Terra, (negligenciando o efeito do Sol) e apenas a Lua. Através desse gréfico fica
evidente que com altitudes elevadas o efeito gravitacional Lunar nao atua sozinho sobre
as Orbitas de uma satélite, mas sim passa a ser fortemente pertubado pelo efeito da Terra,
no mesmo grafico podemos ver que comparando as perturbacoes dos efeitos da Terra e
do Sol, e apenas da Terra, notamos que o Sol pode ser negligenciado. Na figura 1.11,
observamos os mesmos resultados, porém na figura 1.11, é observado as perturbacoes da
Terra e Sol em altitudes elevadas sobre a excentricidade. E podemos concluir novamente
que a perturbacao dos efeitos gravitacionais da Terra em altas altitudes passa a ter forte
influencia.

Assim, podemos ver em ambos os gréficos (1.10 e 1.11) que o efeito da gravidade do
Sol provoca pouca variacao no periapsis e, consequentemente, no tempo de vida orbital.
Portanto, o tempo de vida em altas altitudes diminui com a altitude, e podemos observar
também através deste estudo que o Sol pode ser negligenciado.



Figura 1.9: Expansao 50x50 e 60x60.
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Fonte: Gupta et al. (2011). Variagao do periapsis de uma érbita circular polar de
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Figura 1.10: Tempo de Vida Periapsis
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Fonte: Gupta et al. (2011). Pode

mos ver nesse grafico a variagao do periapsis em funcao

dos dias decorridos. Nao incluindo a Terra e Sol percebemos que a orbita é mais estavel.
Tendo um tempo de vida orbital muito superior as simulacoes que incluem a Terra e Sol.
Também poédemos ver que incluindo ou negligenciando o Sol o tempo de vida orbital nao

Figura 1.11
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Capitulo 2

METODOLOGIA

Neste capitulo é apresentado os estudos e os métodos utilizados para a realizagao deste
trabalho.

O tempo de vida orbital de um satélite lunar é limitado pela natureza nao esférica do
campo gravitacional da Lua, que é principalmente afetado pela distribuicao de massa he-
terogénea e a presenca de anomalias conhecidas como mascons. Este trabalho inicialmente
pretendia relacionar e estudar as érbitas lunares e sua significativa dependéncia em relacao
aos parametros iniciais da érbita de um satélite, como por exemplo, sua dependéncia em
relacao a inclinagao, nodo ascendente e altitude, porém, para o desenvolvimento de um
programa que possibilite a simulagao numérica de um satélite em sua érbita, foi necessario
o estudo do potencial gravitacional lunar (conhecer os estudos ja realizados) e seus efeitos
na estabilidade e evolucao orbital.

O projeto iniciou com o programa desenvolvido pela colaboradora Prof.2 Dr* Walkiria
Schulz, que tinha o objetivo de realizar simulagoes de um satélite em 6rbita da Lua,
visando estudar a estabilidade de orbitas circulares, com altitude de 100km. Para tanto
tivemos que executar iniimeras simulagoes variando as condigoes inicias (Nédo Ascendente
e Inclinacao), com a finalidade de modelar o campo gravitacional da Lua e otimizar érbitas
para futuros estudos. O programa gerava como resultado o tempo de vida de um satélite,
em funcao das condicoes iniciais. Para verificarmos se o programa era confidvel, foram
necessarios algumas adaptacoes no original, tivemos que adapta-lo para que fosse possivel
varrer todas as possiveis inclinacoes e nédos ascendentes, assim poderiamos comparar
nossos resultados com os estudos realizados por Zeile et al. (2008), utilizado a Figura
1.5. Através dessa comparagao observamos que o tempo de vida orbital gerado por nosso
programa estava muito abaixo do esperado. Além de apresentar regioes com estabilidade
que nao seriam possiveis.

O programa desenvolvido pela colaboradora Prof*. Dr? Walkiria Schulz utilizava os
mesmos dados iniciais (érbita circular, com altitude inicial de 100km) e modelo gravita-
cional (proposto por Konopliv et al. 2001), utilizados por Zeile et al. (2008), porém,
como os resultados nao foram satisfatérios foi necessario verificar e compreender me-
lhor a subrotina no programa principal que calculava o potencial gravitacional. Para
sua compreencao e futura implementacao computacional foram necessarios o estudo dos
harmonicos esféricos, os Polinomios e Fungoes Associadas de Legendre, assim como suas
utilizagoes para o calculo do potencial gravitacional e principalmente as formas de con-
tornar as possiveis singularidades de sua implementacao.

Iremos discutir nesse capitulo também, o programa que calculava o potencial gravita-
cional. Que sera dividido em 2, programal e programa2.



26

O programal foi elaborado inicialmente pelo Prof®. Dr. Hélio Kuga, INPE, que para
contornar o problema das coordenadas esféricas nos pélos propos utilizar as derivadas
dos polindmios e fungoes associadas de Legendre (Pines. S. 1973) e para uma otimizagao
computacional propos a normalizagdo e férmulas de recorréncia de (Lundberg; Schutz;
1988). Bem como, as as férmulas de recorréncia propostas por Pines. S (1973) e Lundberg,
Schutz (1988).

Como o programa principal ainda apresentava resultados muito diferentes dos que
esperavamos. Partimos para um novo programa (programa2) que calculava o Potencial
Gravitacional, o que serda detalhado nesse trabalho. Este novo programa também foi
elaborado pelo Prof®. Dr. Hélio Kuga, INPE, porém este em uma forma otimizada, com
formulas mais compactas e uma notavel redugao no tempo computacional exigido.

Portanto para nosso programa poder gerar dados confidveis foi importante a escolha
e teste do modelo gravitacional e do programa que calculasse o potencial gravitacional.

Neste capitulo vamos discutir a Implementagao do Potencial Gravitacional e as adapta-
¢Oes necessarias para nosso caso (Lua).

2.1 ATRACAO GRAVITACIONAL ENTRE DOIS
CORPOS DE DIMENSOES FINITAS

A Lei da Atragao Gravitacional (Gravitagdo Universal de Newton) é valida para corpos
com massa concentrada em seus centros de massa, que nos diz que um corpo pontual de
massa m ¢é atraido pela massa M por uma forca dada por:

Fr) = _GMm (2.1)

r2

onde G = 6.6720107'm3/(kgs?) é a constante gravitacional universal, r é a distancia que
une as massas m e M. A forga gravitacional é atrativa e atua na dire¢ao do raio vetor
unitario 7.

O Potencial criado pela massa M é dado por:

_GM
===

U (2.2)

Porém, quando se trata de uma distribuicao de massa nao uniforme, deve-se considerar
a atracdo que cada elemento de massa dM exerce sobre a massa de prova (fig 2.1).

U:G/%? (2.3)

onde a integral deve ser realizada sobre todo volume do corpo de massa M, e utilizando
r como a distancia do ponto P ao elemnto de massa dM. E sendo r:

r=V(r—2)2+(y—y)?+(z—2)? (2.4)
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Figura 2.1: Potencial Gravitacional no Ponto P.
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Fonte: Kuga et al. (2000). O Potencial gravitacional num ponto P, devido a agao da
massa dM. Na figura estd representado um sistema de eixos coordenados XYZ e centro
CM. O ponto P de massa m tem coordenadas (x,y,z), em relagao ao centro CM. O corpo

de massa M, tem coordenadas centrais CM (Xg,Y,Zg). O elemento de massa dM, do

corpo de massa tem coordenadas dM (2, 1/, 2’) relativas ao centro de massa CM.

2.1.1 Expressao para o Potencial Gravitacional

Como objetivo desse trabalho é estudar o Potencial Gravitacional Lunar e sua influéncia
devido a distribuicao de massa nao uniforme, se fez necessario o estudo do potencial
gravitacional entre dois corpos, nao esféricos e com distribuicao de massa heterogénea.

Portanto, neste capitulo iremos apresentar os estudos sobre atracao gravitacional entre
dois corpos de massas finitas e o desenvolvimento dos calculos para obter a formula do
potencial gravitacional. Desenvolvendo o estudo em coordenadas esféricas, utilizando os
harmonicos esféricos, e os Polinomios e as Func¢oes Associadas de Legendre. Este estudo
estd baseado em Kuga e Carrara (2000).

Considerando dos pontos P e P’ dados em coordenadas esféricas P(r,0, ) e P'(r', 0", \')
como vemos na fig 2.2. onde r é a distancia, # a colatitude e A a longitude. O angulo
U entre os vetores P e P’ pode ser obtido diretamente pelo produto escalar entre os dois
vetores:

cos U = cosf cos 0 + sinfsin 6’ cos(A — \'), (2.5)
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Figura 2.2: Corpo Esférico.

Fonte: Kuga et al. (2000). Distancia entre dois pontos P e P’ em cordenadas esféricas

a distancia A é dada por:
A* =72 7" — 211’ cos U, (2.6)

extraindo a raiz quadrada de ambos os membros e invertendo A, obtemos:

1 1

- = , (2.7)
A r\/l—Q’%cos\D—l—%z
Desenvolvendo % em uma série de poténcia em relagao a 7"7/, teremos:
! 1{13( )+ P \11)+(T/)2P( v)+ . (2.8)
— = cos — P (cos — cos .
A rU° rot r ?

— %i (g)nPn(cos v), (2.9)

onde P,(cos¥), n =0, 1, 2, 3, ..., 00, sdo os polinomios de Legendre. Ao substituirmos
esta expressao no potencial de elemento de massa dM obtém-se:
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—)nPn(cos ). (2.10)

O teorema da adi¢ao de Legendre nos diz que:

o0

P,(cosf) = 2(2 - (5m0)%&m(008 0) P (cos 0) cosm(A — X'). (2.11)

onde d,,¢ € o delta de Kronecker e P,,, sao os polinomios associados de Legedre. Utilizando
a relagao 2.9 com os angulos complementares ¢ e ¢’ de 0 e ', podemos escrever:

Ut = GCZ_MZZ 2 — Omo) T mi: (T )nan(sm¢) Pon(sing’) cosm(A — \') =

n=0 m=0

(2.12)

= f(r,o,\, 7", ¢, \) (2.13)

Em nosso caso (Lua), o corpo nao é perfeitamente esférico, e tem sua distribuigao
de massa muito heterogénea (presenca de mascons). Entdo seu potencial sé pode ser
obtido por aproximacoes, que por sua vez s6 podem ser expressas na forma de séries.
Sendo assim, a expressao envolvendo a série de poténcia e os polinomios de Legendre
em coordenadas esféricas é dada integrando a equacao 2.10 em toda sua distribuicao de
massa. Assim temos (Kuga; Carrara; 2000):

M
Gd <ae> um COSMA + sin mA) Py, (sin ), (2.14)
onde,
Cnm o (2 - 57710) (77, - m)' m . , cos m)\/
|: Shm :| N &?M (n+m)' /J\/[T an(81n¢)|: sin m\ ]dM (215)

com a, sendo o semieixo equatorial do elipsoide, M a massa do corpo, Cyn, Spm 08 coefi-
cientes harmonicos esféricos e P, (sin ¢) os Polindmios associados de Legendre. Observe
que em espaco retilinio a série de Fourier apresenta uma representacao melhor, ja uma
superficie esférica é melhor representada por uma série de harmonicos esféricos.

2.2 HARMONICOS ESFERICOS

2.2.1 Representacao dos Harmonicos esféricos

O potencial gravitacional obdece & equacao de Laplace, V2U = 0, que representada em
coordenadas esféricas é:
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0*U 26_U 1 0%U cot&@_U 1 02U

i T —Z - = 2.1
or? + r Or + r2 002 + r2 00 + r2sin @ O\2 0 (2.16)

Utilizando U(r,8,\) = R(r)Y (0, \). Podemos separar a equacao diferencial em duas:

d’R dR
2—— — — )R = 1
— —|—2rdr n(n+1)R=0 (2.17)
0*Y )% 1 9%
— — t ——— )Y = 2.1
207 +cot089+sin298)\2+n(n+ ) 0 (2.18)

onde n(n + 1) é a constante de sepagao. A solugdo em R leva a:

R(r) = Ar™ 4 Br~("+1, (2.19)

A = 0 representa a funcao do potencial fora do corpo, enquanto B = 0 representa o
potencial dentro do corpo. Calculando o potencial na superficie do corpo, sera dado pelo
proprio valor Y, entdao temos A = 0 e B = a”*!. Assim, a funcao R fica:

Qe

R(r) = (—)nﬂ, (2.20)

r

Admite-se que Y (6, \) também possa ter separagao de variavéis, na forma:

Y (0,)\) = P(cos)A(N) (2.21)

Escolhendo uma constante de separacao m? e substituindo Y na equacio diferencial,
chega-se a:

d*P dP m2
IR L 1 P=0 9.92
a0z Ty T ["(”+ ey (2.22)
2A
d_)\Q +m“A=0 (2'23)

Utilizando para obter a solucao na série de funcoes:

A(N) = CcosmA + SsinmA (2.24)



31

A partir da andlise desta solucao, m deve ser inteiro, Utilizando x = cosf, a primeira
equacao fica:

m2

1— 22

%[(1 . aﬁ)%} + [nn+1) -

]P —0 (2.25)

a solucao para m = 0 resulta nos polinomios de Legendre, dados pela férmula de Ro-
drigues:

1 oa
~ 2npldan

P, (z) (% —1)" (2.26)

Para m # 0 entao a solugao se torna uma Funcao Associada de Legendre de ordem n
e grau m, dada por:

(1 . $2)% dn+m

Pam(x) = 22l dgntm

(2 —1)" (2.27)

Podemos relacionar as Fugoes Associadas com os Polinéminos de Legendre e obtere-
mos:

Pon(a) = (1 — 223 LE0l®) (2.28)

dx™

Alguns gréficos e figuras apresentados em Kuga e Carrara (2000), ilustram o desen-
volvimento dessas férmulas. Observendo a equacao 2.14 que calcula o potencial gra-
vitacional, podemos observar que os Polinomios e Fungoes Associadas de Legendre, e a
expansao dos coeficientes harmonicos esféricos, onde podemos observar que os termos de-
pendem de n e m. Como por exemplo a Figura 2.3 mostra os polinomios de Legendre
de ordem fmpar (1, 3 e 5) e a Figura 2.4 mostra os polinémios de ordem par (2 e 4).
Lembrando que os polinomios apresentam apenas o termo n, sendo m = 0. Assim, as
expansoes dos polinomios esta relacionada apenas com o termo n, onde os termos impares
satisfazem a condi¢ao Pyy1(—1) = —1, enquanto que os pares obedecem a Por(—1) =1,
para k = 0, 1, 2 .... E ambos assumem valores unitarios quando x = 1, (P,(1) = 1). A
Figura 2.5 ilustra as Funcoes Associadas de Legendre até a ordem 3. Lembrando que a
expansao da Funcao Associada de Legendre, considera os termos n e m.

Também nos é apresentado em Kuga e Carrara (2000), algumas representagoes dos
harménicos esféricos. A expansdao dos termos n e m na equagao do potencial (2.14),
também apresenta suas particularidades., como por exemplo, os harmonicos que apresen-
tam m = 0, sao polindbmios de grau n e possuem n zeros, que sao reais e pertencem ao
intervalo —1 <t < 1ou0 < # < 7. Assim a representacao dos harmonicos mudam
seu sinal n vezes neste intervalo e nao dependem da longitude A, eles dividem a esfera
em zonas e por isso sao chamados Harmonicos Zonais, como mostrado na Figura 2.6.
As Fungoes Associadas de Legendre, apresentam n e m diferentes de zero, assim em sua
expansao deve-se levar em consideragao os termos n e m. O que faz com que sua repre-
sentacao na esfera mude seu sinal nxm vezes no intervalo 0 < # < w. As fungoes cos mA
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tem 2m zeros no intervalo 0 < A < 27. A representacao grafica das Funcoes e Associadas
de Legendre, divide a esfera em compartimentos nos quais sao alternadamente positivos e
negativos parecido com tabuleiro de xadrez, como mostrado na Figura 2.7, e sao chamados
Harmoénicos Tesserais (do latim ‘tessera’ que significa mosaico). Um caso particular
pode ser observado quando n = m, eles degeneram em funcoes que dividem a esfera em
setores positivos e negativos, sao chamados Harmoénicos Setoriais, como mostrado na
figura 2.8.

Quanto maior for a expansao dos termos n e m (ordem e grau), maior serd a quantidade
de termos a serem somados. Lembrando que por se tratar de um somatorio, quanto maior
for o niimero de termos a serem considerados e, se confidaveis, maior sera a precisao que
alcancaremos. Os termos C,, € S, sao os coeficientes harmonicos esféricos, que sao
coletados por missoes ja realizadas e quanto maior for a quantidade desses termos maior
sera precisao do modelo. Em nosso trabalho, que calcula o potencial da Lua, utilizamos
o modelo LP165P, que apresenta expansao maxima de ordem e grau 165, porém, essas
expansoes dependem do corpo em estudo e a quantidade de dados disponiveis desse corpo.

Figura 2.3: Polinémio de Legendre de Ordem Impar (1, 3, 5)

1.0 T I T I T T T T T I T I T T T T T T T
P]
0.5 P,
©
=
]
o
; 0.0 11:1 |
=~ .05 -
_10 1 I 1 | L I L [ L | 1 I 1 | 1 | 1 | L

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Kuga et al (2000).

2.2.2 Foérmulas Recursivas para o Calculo do
Potencial Gravitacional

Como podemos ver em Kuga e Carrara (2000), os Polinémios e Fungoes Associadas de
Legendre sao definidos em termos de equagoes diferenciais, o que dificulta a sua utilizagao
em calculos feitos com o computador. No entanto sao conhecidas férmulas de recorréncia
que permitem a obtencao dos polinomios e funcgoes associadas de ordem n e grau m a
partir dos polinomios e func¢oes de ordem inferior.

No caso dos polinomios zonais, as férmulas de recorréncia sao dadas por:

om — 1 1
P="""gnep, , - "
n

P, . (2.29)
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Figura 2.4: Polinémios de Legendre de Ordem Par (2,4)
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Polin mios de Legendre

Kuga et al. (2000)

Figura 2.5: Funcgoes Associadas de Legendre.

Fonte: Kuga et al. (2000). Desenvolvimento até ordem e grau 3

tendo inicio em Py =1 e P, = sin ¢.

Nas Fungoes Associadas (m # 0), lembrando que m < n, temos:
No caso de m = n (setoriais)

Pon=2n—1)cospP,_1,_1. (2.30)
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Figura 2.6: Harmonicos Zonais.

Fonte: Kuga et al. (2000). Apresentam m = 0. Dividem a esfera em n vezes.

Figura 2.7: Harmonicos Tesserais.

Fonte: Kuga et al. (2000). presentam n # 0 m # 0. Dividem a esféra nxm vezes.

Figura 2.8: Harmonicos Setoriais.

Fonte: Kuga et al. (2000). Caso particular onde n = m. Degeneram a funcgoes e dividem
a esféra em setores.

No caso m < n — 2 (tesserais), temos:

Pom=(2n—1)singpP,_1,1. (2.31)

on — 1 1
N N Ly S (2.32)

n—m n—m

Pn,m
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Lembrando que P, = P, para m =0

2.2.3 Normalizacao dos Coeficientes e Polinomios

Como o potencial gravitacional reduz os valores dos coeficientes C' e S a medida que
a ordem e o grau dos polinomios e fung¢oes associadas aumentam, isso provoca erro de
arredondamento quando calculado no computador, devido ao nimero de digitos significa-
tivos ser limitado. Uma solugao para minimizar esse efeito, é utilizar os coeficientes na
forma completamente normalizada C' e S . A férmula de normalizacio é dada por:

g [ EOT o

Snm em(2n+1)(n —m)! Snm
Iym =0
£, = { o> 1 (2.34)

Comumente designamos os coeficientes C dos harménicos esféricos de grau 0 (m = 0)
como coeficientes zonais J,. Os coeficientes S,,o, sao todos nulos, assim temos:

m = { Sn0 = Sno =0 (2.35)

onde .J,, esta normalizado através de

- 1 \3
T = ( ) 2.36
2n+1 ( )
ja a normalizacao dos polinomios e as fungoes associadas de Legendre é dada por:
P,=(2n+1)2P, (2.37)
e
P (4 +2)—”_m)!]ép (2.38)
nm - n nm .
(n+m)!

Para a implementacao numérica dessas férmulas foi necessario otimizar as férmulas e
contornar algumas singularidas como veremos a partir de agora.

2.3 PROGRAMAS

O projeto iniciou com o programa desenvolvido pela colaboradora Prof?. Dr?* Walkiria
Schulz, que tinha o objetivo de realizar simulagoes de um satélite em 6rbita da Lua.
Utilizando as equacoes do movimento, incluindo o efeito gravitacional da Terra e Sol, e
por se tratar de baixa altitude (100km) os efeitos do campo gravitacional Lunar sdo muito
relevantes. O satélite iniciaria as simulagoes com orbita circular, e dado uma inclinacao e
nodo ascendente qualquer, seria gerado como resposta o tempo de vida orbital do satélite.
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Se através de inimeras simulagoes cobrirmos todas as possibilidades de inclinacao e nédo
ascendente, com os dados gerados por essas simulagoes teriamos um mapa que relacionaria
a variagao das condigoes iniciais com o tempo de vida orbital. Assim obterfamos um grafico
que nos permitiria realizar a comparagao com os estudo realizado por Zeile et al. (2008).
(ver figura 1.5). Esta comparacdo nos permitiria confiarmos na subrotina que calculava
o potencial gravitacional. E a partir desse programa, (programal), poderiamos estudar
isoladamente o potencial gravitacional, seu campo, forma e como afetaria os satélites em
6rbitas. O intuito era de modelar o campo gravitacional da Lua e otimizar orbitas para
futuros estudos e projetos que visam a exploragao da Lua.

O programa inicial gera como resultado o tempo de vida de um satélite dado uma
inclinagao e um nodo ascendente qualquer, no entanto, para verificarmos se o programa é
confidvel, tivemos que realizar algumas adaptacoes sobre o programa que a Dr?. Walkiria
nos forneceu, sendo necessario adapta-lo para que fosse possivel varrer (variar) todas as
possiveis inclinagoes e nédos ascendentes. Com isso poderiamos através de intimeras sim-
ulacoes e a plotagem dos dados gerados elaborar um grafico que relacionasse todas as
possiveis inclinagoes e nédos ascendentes com o tempo de vida do satélite, para com-
pararmos com nossos resultados com os resultados do artigo apresentado por Zeile et
al. (2008). O programa realizou as simulagoes utilizando os mesmos parametros iniciais
(6rbita circular, 100km de altitude, e o mesmo modelo gravitacional, LP165P e como
indica Konopliv et al. (2001) como confidvel, com expansao méxima de ordem e grau
100), porém com nossas simulagoes foi possivel observar que nosso programa apresentava
resultados nao compativeis com o estudo de referéncia (tempo de vida muito menor do que
se esperava). Conseguimos observar também que o tempo de vida orbital estava muito
abaixo do esperado em regioes que deveriam apresentar estabilidade e, além disso, foi
apresentada regioes com estabilidade que nao seria possivel. O programa foi estudado e
analisado na busca de identificar qual seria o problema. Para verificar melhor o programa
foi necessario compreender melhor a subrotina no programa principal que calculava o
potencial gravitacional. E sua implementacao computacional, sendo necessario o estudo
dos harmonicos esféricos, dos Polinomios e Fungoes Associadas de Legendre, assim como
sua implementacao numérica. E principalmente as formas de contornar as singularidades
apresentadas em sua implementacao.

A partir de agora vamos discutir os dois programas utilizados para o calculo do po-
tencial gravitacional. Iremos dividir em Programal e ProgramaZ2.

2.3.1 Primeiro Programa: Programal

O programal nos foi fornecido pela prof. Dr?* Walkiria Schulz, junto com o programa
que simulava o satélite e incluia além do potencial as equacoes do movimento e os inte-
gradores. O programal que calcula o potencial gravitacional foi elaborado inicialmente
pelo Prof®. Dr. Hélio Kuga, INPE. Este programa foi desenvolvido para o estudo do
potencial gravitacional de corpos nao esféricos e com distribuicao de massa heterogénea.
Foi utilizado para seu desenvolvimento alguns estudos, como para contornar o problema
das coordenadas esféricas nos polos foi proposto as derivadas dos polindmios e fungoes
associadas de Legendre (Pines. S. 1973), e para otimizagdo computacional foi proposta
a normalizacao e formulas de recorréncia dos mesmos (Lundberg; Schutz; 1988). Assim
como as féormulas de recorréncia propostas por Pines. S (1973) e Lundberg, Schutz (1988).

Vamos discutir agora esses estudos.

O programal apresentava as seguintes caracteristicas. Foram utilizadas algumas ferra-
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mentas para evitar possiveis singularidades, como por exemplo, nos pélos, por se tratar de
coordenadas esféricas apresentava singularidades quando ¢ = 90 graus, (Pines. S; 1973),
e para que nao houvesse a necessidade de se exigir a introducao de um novo conjunto de
coeficientes gravitacionais, a expressao foi substituida por: (Pines. S; 1973):

0= E 143 (%) 3 A (@)[Co 08 TA COS™ 6+ Sy sinmA cos™ o] = (230

_ GciM [1 N i (%) i A () [Comrm (5, 1) + Snmim(s,t)]] (2.40)

onde A,,, é a devivada da funcao de Legendre

Apm(u) = P, (u) (2.41)

dum

Utilizando s = 2, t =Y eu= 2 =sing. e rp = sry_1 — i1, Im = Sty +trm — 1.

Tm(s,t) = cosmA cos ma (2.42)

im(8,t) = sinmA cos ma (2.43)

Sendo essas ultimas equagoes discutidas e detalhadas no artigo de Pines. S (1973).

Para a implementacao das derivadas do Polinomio e as Fungoes Associadas Legendre é
imposto um conjunto de restrigoes, assim podemos reduzir a sete as relagoes necessarias.
Por defini¢ao, as fungoes associadas de Legendre, Pnm(u), e as derivadas das fungoes
associadas, A, (u), sdo zero para m > n. Assim, o calculo de P,,, e Anm para m < n
pode ser visto como a determinacao dos termos do triangulo inferior de uma matriz
quadrada.

e A primeira restricao algoritmica sobre o calculo dos termos exige que os termos da
diagonal principal e os demais termos sejam utilizados para iniciar os calculos.

e A segunda restricao algoritmica a ser imposta é que a férmula de recursao seja
definida por um ou dois outros termos. Esta condicao é imposta para limitar o
tempo computacional.

e A terceira restricao algoritmica exige que todas as derivadas sejam calculadas a
partir de apenas uma férmula de recorréncia.
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Assim as sete possiveis formulas de recorréncia que satisfazer as restrigoes anteriores
¢ dado por Lundberg; Schutz; 1988;

I:A,,= p— m[(Zn —Dudp1m—(n+m+1)A, 2., (2.44)
. — 1 2 —
II: A, = =t DT m) 2(m + DuA,mir + (0 — 1) A, _2.m] (2.45)
1

II1: A, = [(n+m)ud,_1m — (u? — D) An—1m+1] (2.46)

n—m

1
VI: Anm = (uAn,m+1 — Anfl,m+1> (247)
n—m
. J— 1 —_ — 2 J—
VA, = TS C— [(n+m)(b+m—1)An—om+ (2n —1)(u* — 1)Ap_1.ms1]
(2.48)
1
I:A,, = 2 1A, _ 2 -1DA 2.4

Vv nm (n—m)(n—m—l)[ (m+ ) n 1,m+1+(u ) n,m+2] ( 9)

1
VII: Ay = ————[(n+m) A1+ (u* — 1) Apmii] (2.50)

u(n —m)

Para sua implementacao computacional, foi proposta também a introducgao de fatores
de normalizacao apresentados em Lundberg; Schutz; (1988), tanto para os coeficientes
gravitacionais, como para as derivadas dos Polinomios e fungoes associadas de Legendre.

Para corrigir possiveis problemas computacionais, como por exemplo, a relacionada
com a escala de magnitude dos parametros da equagao, foi necessario reduzir os algarismos
significativos dos resultados. Lembrando que quanto maior a expansao menor sera os
ultimos termos do somatorio.

No entanto o fator de normalizagao das fungoes de Legendre deve ser definido de
tal forma que seu produto com os coeficientes gravitacionais normalizados seja corre-
spondentes ao produto das funcoes de Legendre e os coeficientes gravitacionais, também
proposto por Lundberg; Schutz; (1988):

onde o Fator Normalizador:
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(n—=m)!(2n +1)(2 — dom) 72

Npym = 2.53
T (2.53)
sendo,
— C
Com = —= 2.55
N (2.55)
— S,
Spm = - 2.56

Assim o polinomio e a Funcao Associada de Legendre normalizado é dado por:

A, = (2n+1)2A,;m = 0. (2.57)
— — |
A = (4n +2)(n m)']Anm; m > o (2.58)
(n+m)!

No primeiro programa utilizado para a realizagao das simulagoes de um satélite em
orbita lunar, que utilizava para o calculo potencial gravitacional o nosso programal nao
gerou os resultados esperados. Apds uma longa anélise na busca para detectar o problema,
se estava no programal que apenas calculava o potencial, ou em outra subrotina, nao
conseguimos detectar o real problema. Entao partirmos para um novo programa que
realizasse as simulacoes que nos permitiriam estudar o potencial gravitacional. Nosso
novo programa otimizou as féormulas e principalmente o tempo computacional. Sendo o
programa principal, o mesmo proposto pela Prof?. Dr?. Walkiria Schutz, e a finalidade
do nosso novo programaz2 era verificar a existéncia de resultados confiaveis, partindo para
integra-lo ao programa proposto para a simulagao do satélite lunar.

2.3.2 Segundo Programa: Programa?2

Este novo programa para o célculo do potencial gravitacional também foi elaborado pelo
Prof. Dr. Hélio Kuga (INPE), sendo este detalhado no artigo “FORTRAN AND C-Codes
For Higher Order and Degee Geopotential and Derivatives Computatio”. Kuga, Carrara.

Neste breve artigo nos é apresentado os principais aspectos da implementa¢ao numérica
do geopotencial para ordem e grau elevados. O programa inicialmente visava estudar
o potencial gravitacional da Terra, e como a Terra apresenta um modelo gravitacional
estudado com mais detalhes, com uma quantidade de dados coletados (muito) superior
ao da Lua (maior quantidade de coeficientes harmonicos). O programa2 foi testado até
2159 e 2190 para ordem e grau. Sendo mais que suficiente para nosso caso (Lua) que, os
modelos com maiores expansoes apresentam aproximadamente expansao 165 para ordem
e grau. Sendo ainda que, a recomendagao de Konopliv et al. (2001) é uma expansao de
ordem e grau 100. Como este programa foi testado para o caso da Terra e nao apresentou
qualquer falha perceptivel. Decidimos utilizé-lo para o caso Lua. Por ter sido ja testado
e apresentar dados confiaveis.

Claro que algumas singularidades ainda persistiram. Espera-se alguma degradacao
numérica perto dos polos, no entanto, a 0.000001° de proximidade, ou seja, = 89.999999°
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de latitude, nao houve problema.

Em nosso caso a Latitude +90°, teve que ser negligenciado. Caso seja incluida em
uma varredura, nao ird gerar dado nessa coordenada. Os codigos foram desenvolvidos em
precisao dupla e estao disponiveis gratuitamente em Fortran-77 e ANSI Linguagens C.

Este programa foi elaborado para o caso Terra, e testado. O que nos gerou confianca
em sua utilizacdo, apenas tivemos que adapté-lo ao nosso caso (Lua). O programa ini-
cialmente esta programado para gerar como resultado, a aceleracao dado qualquer ponto
em coordenadas retangulares (z,y, z).

Dado o ponto de referéncia o programa realiza a seguinte sequéncia:

e Realiza a leitura dos Coeficientes Harmonicos Esféricos,
e Calcula os Polinémios e Fungoes Associadas de Legendre.
e Calcula o Potencial Gravitacional

e E por ultimo, gera a aceleracao gravitacional naquele ponto.

E para tanto foram utilizadas as seguintes formulas. Que estudaremos a partir de
agora.

Dado um ponto material (corpo) sujeito a atragdo gravitacional de um corpo nao
esférico, ele sofrera perturbacoes devido a distribuicao nao esférica e nao simétrica de sua
massa. Esta distribui¢gao nao uniforme de massa nos sera fornecida através dos chamados
coeficientes harmonicos esféricos. Dado por:

V= G(iM i 2”: (%)n((}'nm cos mA + sinmA) P, (sin¥) (2.59)

n=0 m=0

onde o fator de Normalizagao é:

Chum (n+m) ][ Cnm]
= = 2.60
Im =20
em =4 o 1 (2.61)
Assim o potencial gravitacional Normalizado é dado por:
AM S < e\ — — —
oG ! ,; Zo (%) (C o €OSTA A+ Sy, SIMA) Py (510 W) (2.62)

Mas como podemos ver em seu novo artido Kuga et al. sera proposto uma nova
implementagao utilizando:

Prm(0) = apmt P 1.m(0) — Bun Prom(0);n > m (2.63)
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sendo t = cos 0,

- \/(2n —1)(2n+1) 2.64)

(n—m)(n+m)

 [@n+1n+m—1)(n—m—1)
rn = \/ (n — m)(n + m)(2n — 3) (2.65)

onde 6 é a colatitude, assim 6§ = 90 — ¥. Para simplificar as notagoes P(f) esta sendo
utilizada no lugar de P(cos ). Os Valores iniciais para os Polinémios e Fungbes Associadas

si0; Poo(0) = 1; P1o(0) = v/3t; P11(0) = v/3u. Sendo u = sin 6.

Assim temos:
_ om +1—
Proml(0) = uy ”;* Proitmet(0);m > 1 (2.66)
m

Computacionalmente essa transformacao produz uma melhor precisao numérica. Tendo
em vista que apds a normalizacdo, C, S e P a uma melhoria numérica, o que evita
problemas computacionais (grandes expoentes positivos ou negativos), propenso a over-
flows/underflows.

Sendo assim sera utilizada para a implementacao do potencial a férmula:

V= eM GT i [cos(m)\) i (;)nénm ) + sin(mA) i ( ) (6)]

m=0
(2.67)
Definindo os componentes do Somatorio para m = 1,2, 3,...M. Temos:
a\"—= =
Xme = <_) nmPnm 0 ) 2.68
> (¢ ) (268)

Xy = i (2) S Punn(0); (2.69)

m=j

2 = cos(mA) X e + sin(mA) X (2.70)

onde p é um numero inteiro que depende de m. Portanto temos:

aM GM &
+

r

V= (2.71)

m=0

Calculando a Aceleracao teremos:

Primeiramente sera necessaria a primeira derivada do polinomio de Legendre:
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ubP,,. (0) = —ntﬁnm(G) + fnmI_Dn,l,m(Q); Vn = m. (2.72)

Onde f,,, é dado por:

_[mP=m?2)2n+1) 2n+1
Jom = \/ o1 = (2.73)

anm
Calculando o gradiente para cada termo A, 6, r, em coordenadas esféricas, temos:
para A:

oV GM < .
V)\ = a = —T mz:o |:COS(m)\)XmC + Sln(mA)XmS (274)
0 Moot
Xpe= 30 (5) ConPun®) (2.75)
0 Moot
s 3 (5P -
para 6:
Vo = (9_V — G_M % [Cos(m)\)Xe + sin(m)\)Xe (2.77)
0 — 6 - r s mC mS ’
r . ay" . Pt
Yo= 35 (&) s 1t -
r . ay™ T P
rs=Y (;> (n+ 1)SmPr (0) (2.79)
para r:
v GME p .
V., = 5 =" Z [cos(m)\)XmC + sin(mA) X ¢ (2.80)
m=0

E a transformacgao das coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas levando em
conta as derivadas parciais obteremos para a aceleragao as expressoes:

in \
F=wucos\V, — —cosVp — S Vi (2.81)
r ur
t A
i =usin \V,, — —sin V — cos Vi (2.82)
r r

5=tV + %ve (2.83)
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Com esse novo programa, obtemos as informagoes sobre o potencial e aceleragao em
qualquer ponto. O Programa?2 apresentava uma quantidade de férmulas reduzida em
relacao ao programal e um tempo necessario para gerar resultados muito menor. De-
cidimos utilizd-lo em projetos futuros no programa proposto pela Prof?. Dr?® Walkiria
Schulz, afim de verificar se nossas simulagoes iniciais apresentavam problemas reliciona-
dos ao programa que calculava o potencial ou se o problema nao estava relacionado com
o potencial, mas sim com outra subrotina ou até mesmo com algum dado nao compativel.

2.3.3 Dados Gerais sobre o Programa2

O programa?2, que foi desenvolvido originalmente pelo Prof. Dr. Hélio Kuga e que decidi-
mos utilizar nesse trabalho, tinha a intencao de calcular o potencial gravitacional do caso
Terra. Como se apresentava otimizado, reducao de formulas e principalmente do tempo, e
ja tinha sido testado para a Terra e gerado resultados confidveis, decidimos utiliza-lo para
nossos estudos sobre a Lua (potencial). Porém foram necessarias algumas adaptacoes.

Dado um ponto qualquer em coordenadas retangulares, (x,y, z), o programa gerava
como resposta as componentes da aceleragao, porém, como queriamos utilizar como re-
feréncia o estudo de Konopliv et al (2001), que nos apresenta os graficos e figuras gerados
em seu artigo, em coordenadas esféricas, longitude e latitude, mais especificamente a
Figura 1.3 e Figura 1.4. Nestas figuras (1.3, 1.4) nos é apresentado um estudo relacio-
nando a aceleracao, com as coordenadas da longitude e latitude de um ponto. Assim tive-
mos que adaptar o programa (programa2) para receber como dados inicias nao (z,y, 2),
mas sim em coordenadas esféricas. Elaborando um script simples, para realizar uma
varredura (gama de pontos) sobre uma regiao selecionada, partindo de uma longitude e
latitude inicial. Assim o programa?2 recebe coordenadas esféricas e nos gera como resposta
a aceleragao, em funcgao da Latitude e Longitude. o que nos permite, apds sua plotagem,
observar esses resultados e compararmos com os estudos ja realizados.

No caso da Lua nos referimos a Longitude e Latitude em Coordenadas Selenograficas,
que seria o mesmo sistema utilizado para a Terra, porém, para a superficie da Lua.

e Coordenadas Selenograficas: Como podemos ver na Figura 2.9 as Coordenadas
Selenograficas sao linhas imaginarias dispostas em coordenadas esféricas, como as
coordenadas geograficas utilizadas na Terra. Utiliza-se como ponto de partida o
equador lunar, que como na Terra, foi adotado por convencao. O meridiano primario
da Lua reside no centro de seu disco, tendo como referéncia o disco visto da Terra
(Face Préxima).

Como a Terra apresenta um grande nimero de coeficientes harmonicos conhecido
(mais de 2000 para ordem e grau), testados e confidveis. O programa original tinha a
necessidade de otimizar a leitura desses dados, e realizar calculo dos Polinomios e Fungoes
de Legendre. Assim ao utiliza-lo para a Lua (adapté-lo) se tornou mais 4gil, pois em nosso
caso trabalhamos com expansao de ordem e grau no maximo 165, sendo recomendado
expansao até 100, como sugere Konopliv et al. (2001). Assim o programa2 foi adaptado
para realizar a leitura do arquivo de dados (coeficientes harmonicos) do nosso modelo
(LP165), como recomendado por Konopliv et al. (2001). Este dados foram fornecidos
pela Prof®. Dr?® Walkiria Schulz. Utilizando este modelo fizemos diversas simulacoes,
variando a expansao de ordem e grau.

Para validar nosso trabalho, utilizamos o estudo realizado por Konopliv et al. (2001).
Através de varias simulagoes e geracoes de graficos tinhamos como objetivo reproduzir a
figura 1.3 e figura 1.4, com o objetivo testarmos a confiabilidade do nosso programa.
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Figura 2.9: Coordenadas Selenograficas
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Fonte: wikipedia.org/wiki/CoordenadasSelenograficas. Estas coordenadas sao utilizadas
para fazer referéncia a posicoes na superficie da Lua. Qualquer posicao na superficie
lunar pode ser definida com dois valores numéricos, que sao comparaveis com a latitude
e longitude que se usam para definir pontos na superficie da Terra. Ambos sistemas de
coordenadas se medem em graus sexagesimales.

Dado uma Latitude e uma Longitude qualquer, era calculado a aceleracao no ponto
utilizando r = 1738.0, com distribuicao de massa concentrada num ponto, e superficie per-
feitamente esférica. Em seguida era utilizando o programa2 para calcular a aceleracao,
utilizando as mesmas coordenadas (latitude e Longitude), altitude também r = 1738.0,
no entento com a aceleracao calculada através das formulas descritas para o programa2,
com o somatério do desenvolvimento e expansao da férmula do potencial. (executando a
leitura dos coeficientes harmonicos, calculando a expansao de ordem e grau, calculando
o potencial e logo a aceleragao), como foi descrito nas equagoes apresentadas para o pro-
grama2. Em seguida era calculada a diferenca entre ambas as aceleragoes. Os resultados
fornecidos eram transformados para unidade mgals (miligals). Essa diferenca era cal-
culada para regides selecionadas e depois plotadas. Os gréaficos gerados serviram para
compararmos com os estudos apresentado por Konopliv et al.(2001).

e No sistema de unidades S.I., a medida de aceleragao padrao ¢ igual a 1 metro por
segundo ao quadrado (abreviado como m/s?). Porém nos estudos apresentados por
Konopliv et al. (2001), a unidade apresentada foi a miligals. Nosso programa gera
resultados em (m/s?) portanto tivemos que converte-lo para miligals. A unidade é o
Gal (abreviatura de Galileu, unidade em sua homenagem), que é igual a 1 centimetro
por segundo ao quadrado (cm/s?). Utiliza-se o mgals (miligals) (107°m/s?), pois
a diferenca entre as aceleracoes se apresenta nessa ordem de grandeza. O mGal é
muito utilizado para representar pequenas variagoes do campo gravitacional.



Capitulo 3

DISCUSSOES E RESULTADOS

3.1 INFLUENCIA DO POTENCIAL NA
ACELERACAO GRAVITACIONAL LUNAR

No decorrer deste trabalho foram realizados diversas simulagoes, com o propdsito de veri-
ficarmos caracteristicas similares com estudos ja realizados. Sendo Konopliv et al. (2001),
os mais relevantes para esse trabalho, ver Figura 3.1 e Figura 1.4 onde sao estudados o
potencial Gravitacional Lunar.

Para a elaboracao desse grafico foi calculado a aceleragao com o raio da Lua 1738.0km.
Dado uma Latitude e uma Longitude, é calculado a aceleracao no ponto utilizando
r = 1738.0km, e distribuicao de massa concentrada em um ponto, e superficie perfeita-
mente esférica. A partir desse resultado é feito a comparacao com a aceleragao encontrada
nesse mesmo ponto, utilizando os resultados do programa?2, sendo o potencial calculado
levando em consideracao a superficie nao esférica da Lua, e a distribuicao de massa nao
homogénea. Utilizando as equacoes e implementacoes discutidas na apresentacao do pro-
grama2. Comparando as aceleracoes e plotando essa variacao em graficos podemos esta-
belecer comparagoes.

Todos os graficos desse capitulo tem o seguinte formato: eixo x serd representado
a Longitude, no eixo y serd representado a latitude, variando de acordo com a regiao
selecionada. Portanto teremos um grafico de longitude por latitude (ambas em graus),
tais coordenadas (selenogréficas) apresentadas para a superficie da Lua. Esse gréfico ird
relacionar as coordenadas selenograficas com a diferenca entre a variacao da aceleragao.
Os resultados serao apresentados numa escala que esta compreendida entre -200 a 500
mgals (miligals), representada no gréfico através da variagao de cores. Iremos comparar
nossos graficos com os estudos realizados por Konopliv et al. (2001). Importante observar
que a escala de cores é diferente.

Todos os nossos graficos utilizaram o modelo proposto por Konopliv, (LP165). Sendo
o arquivo com os coeficientes desse modelo, fornecido pela Colaboradora Dr® Walkiria
Schulz. Se observarmos a Figura 3.2 gerada com dados do nosso programa2. Podemos
observar uma regiao selecionada; longitude entre £90°e latitude variando entre 0 °e 90°(em
coordenadas Selenogréficas). E compararmos com a Figura 3.3, mesma regiao selecionada,
podemos observar as trés grandes anomalias positivas. O que nos permite verificar que
nossos resultados apresentam compatibilidade com o esperado. Importante observar que
as escalas de cores sao diferentes.
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As figuras 3.5 e 3.6, apresentam os dados gerados com expansao ordem e grau 50,
porém a Figura 3.6 apresenta os dados gerados sem o J2. Ambas apresentam carac-
teristicas semelhantes, porem excluindo J2, nao observamos grandes regioes com variacao
da aceleracao negativa. E podemos compara-las a figura 3.1, onde também foi excluido o
termo J2.

A figura 3.8, apresenta a superficie total da Lua, apresentando toda sua superficie
(latitude e longitude). Nos permitindo observar, e estabeler relagoes com a figura 3.1. Por
apresentar regioes e estruturas similares nos permite confiarmos em nossos resultados.

Na figura 3.7, é apresentado o modelo proposto por Konopliv et al. (2001), com ex-
pansao de ordem e grau até 100, sendo proposto por apresentar a maior expansao possivel
com a menor quantidade de ruidos, sendo assim mais confidvel para geram resultados
compativeis com o que esperavamos. Serd o provavel modelo de expansao escolhido para
nossos futuros estudos.

Na figura 3.9, é apresentado o grafico completo da superficie da Lua, porém agora com
expansao de ordem e grau 165 (nossos arquivo de coeficientes apresenta 165 x 165 para
ordem e grau). Onde podemos observar em comparagao com a expansao 100 (fig 3.7),
a forte presenca de ruidos. Que poderiam perturbar a estabilidade e o tempo de vida
em nossos futuros estudo, onde pretendemos elabora simulacoes com satélites em orbitas
Lunar.

Como podemos observar através destas figuras geradas pelo programa2, e estabele-
cendo comparacao com os estudos de Konopliv et al. 2001. Nosso programa apresenta
resultados, que geram imagens com estruturas esperadas, o que nos permite confiarmos
em seus resultados. Assim este programa (programa2). Serd o programa escolhido para
futuros estudos.

Figura 3.1: Anélise do Potencial Gravitacional Lunar
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Fonte: Konopliv et al. (2001). Anélise do Potencial Gravitacional Lunar. O grafico
gerado com expansao de ordem e grau 50. Apresenta a defazagem de dados para a face
oculta da Lua. A regiao que apresenta defazagem, é devido a falta de dados. Lembrando
que a face oculta da Lua, por nao ter sido observado pela LP, ou outra missao anterior,

nao apresenta dados confidveis.
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Figura 3.2: Regiao Selecionada Programa2.
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Fonte: Préprio Autor. Regiao Selecionada para observar as anomalias que mais se
destacam na face proxima. Ordem e Grau 100. Nos permite comparac¢ao com os estudos
realizados por Konopliv et al(2001).

Figura 3.3: Regiao Selecionada Konopliv.

Fonte: Konopliv et al. (2001). Selecinando a Regiao da figura compreendida entre mais
90graus e menos 90graus de longitude, e de 0 a 90 graus de latitude dos estudos de
Konopliv podemos observar as 3 grandes anomalias que mais se destacam na face
proxima.



Fonte: Konopliv et al. (2001). Analise do Potencial Gravitacional Lunar. O grafico
apresenta expansao de 100 ordem e grau para face proxima (direita), e 60 para face
afastada (esquerda).

Figura 3.5: Grafico gerado com expansao de ordem e grau 50.
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Fonte: Préprio Autor.
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Figura 3.6: Ordem e Grau 50. Excluindo o termo J2
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Fonte: Préprio Autor.

Figura 3.7: Expansao de Ordem e Grau 100
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Fonte: Préprio Autor. Expansao de ordem e grau 100. Como proposto por Konopliv et
al. (2001). Sera o provavel modelo escolhido para nossos futuros estudos.
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Fonte: Préprio Autor. Grafico Completo gerado com expansao de ordem e grau 50.

Figura 3.8: Expansao de Ordem e Grau 50, excluido J2.
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Excluido J2. Grafico criado para compararmos com os estudos de Konopliv.

Figura 3.9: Potencial Completo
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Fonte: Préprio Autor. Potencial Completo com expansao de ordem e grau 165,
Apresenta Forte presenca de Ruido.
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3.2 ESTUDOS FUTUROS

Neste trabalho utilizamos dados fornecidos pela missao Lunar Prospector (LP), e através
dos resultados gerados por Konopliv et al. (2001), pudemos comparar e validar nosso
programa. Utilizamos para tanto o LP165P, com diferentes expansoes para testar nosso
programa (programa2). Agora, tendo o programa sido testado e gerado resultados com-
pativeis com os estudos de Konopliv et al. (2001), podemos partir para novos estudos
utilizando dados coletados por missoes mais recentes com o intuido de buscar compreen-
der melhor o campo gravitacional lunar. Bem como, estudar e analisar os resultados ja
gerados por esses novos dados. As missoes pos Lunar Prospector que serao estudas sao:

e SMART-1: A primeira missao lunar da Agéncia Espacial Europeia. Foi lancada em
setembro de 2003, a sonda nao tripulada chegou a orbita lunar em novembro de
2004. A missao teve seu fim em 3 de setembro de 2006.

e Kaguya (SELENE): Missao japonesa que teve seu inicio em setembro de 2007, en-
trando em érbita ao redor da Lua em menos de um més. A missao teve fim em 10
de Junho de 2009. Durante este tempo esteve em oOrbita lunar, com o objetivo de
compilar o mapa mais detalhado, até aquele momento, do campo gravitacional da
Lua.

e Chang’e 1: A missao chinesa teve seu inicio quando lancou a sonda nao tripulada
em outubro de 2007 e orbitou a Lua até margo de 2009. A China seguiu a missao
com a sonda Chang’e 2, langada em outubro de 2010 com o objetivo de viajar ao
Ponto de Lagrange L1, entre a Terra e o Sol.

e Chandrayaan-1: A India se juntou a corrida para a exploragao lunar em outubro de
2008, lancando sua sonda. A sonda permaneceu em orbita até agosto de 20009.

e Lunar Reconnaissance Orbiter (LRO): Foi a primeira missdo da NASA na Lua desde
a era Apollo. A sonda nao tripulada foi langada em junho de 2009. Tinha entre
seus objetivos o papel de mapear a superficie lunar com alta resolucao 3D.

e Satélite de Detecgao e Observacao de Crateras Lunares (LCROSS): O Satélite de
Deteccao e Observacao de Crateras Lunares (LCROSS, sigla para Lunar Crater
Observation and Sensing Satellite) foi um satélite da NASA enviado em junho de
2009, e em outubro de 2009, a sonda nao tripulada se chocou contra a superficie da
Lua. Através do impacto a NASA buscava novas evidéncias da existéncia de agua
na Lua.

e GRAIL: A mais recente missao para Lua foi o envio das sondas gémeas GRAIL, da
NASA. Foram lancadas em 10 de setembro 2011, com o objetivo de coletar dados
para um estudo completo sobre campo gravitacional lunar .



Capitulo 4

CONCLUSAO

Nosso trabalho pretendia elaborar um estudo sobre o potencial gravitacional lunar. Para
tanto foram necessarios o estudo e elaboracao de um programa que possibilitasse através de
inimeras simulagoes uma analise sobre potencial gravitacional em detalhes. Ao estudar-
mos dois programas, ambos elaborados por Dr. Hélio Kuga, observamos que o programa?2
sera o escolhido para futuros estudos, por apresentar uma forma mais compacta de suas
formulas, e otimizar o tempo necessario para suas simulagoes.

Ao analisarmos os dois programas (programal e programa2), e compararmos 0s re-
sultados e o tempo gasto, chegamos a conclusao que o programa?2 serd o escolhido para
futuros estudos. O programa2 gerou resultados compativeis com o esperado, e com uma
significativa redugao de tempo exigido. Agora podemos avangar sobre o assunto (potencial
Lunar), e realizarmos novos estudos com confianga.

Com o programa que calcula o potencial gravitacional escolhido, adaptado e testado,
podemos pensar em futuras etapas para esse programa. Uma delas seria o aperfeicoamento
e integracao do programa2, com o programa que nos permitird a realizacao de simulagoes
de um satélite em érbita lunar. Voltaremos a utilizar o programa elaborado pela colabo-
radora Dr?. Walkiria Schulz, que inclui as equacoes do movimento, afim de verificar, se o
problema se encontrava no calculo do potencial ou seria em outra pare do programa. Pois
agora podemos confiarmos em nossos programa que calcula o potencial. Substituindo o
programal, pelo programa2, pretendemos com isso, avangar em nossas pesquisas.

Com o desenvolvimento desse programa, que nos possibilitara o estudo e anélise das
trajetorias, tempo de vida orbital, e a evolucao dos satélites lunares, poderemos avancar
sobre o conhecimento sobre o Potencial Lunar. E propor novos estudos, andlises, e mod-
elos.

O estudo e desenvolvimento de novas ferramentas para o calculo do potencial gravita-
cional de corpos nao esféricos possibilitara sua utilizacao computacional, para o problema
de outros corpos nao esféricos. Assim o projeto encontra ampla aplicacdo nao somente
para o caso lunar, mas também para outros corpos nao esféricos, possibilitando estudos
para otimizacao de possiveis trajetorias de satélites, e o desenvolvimento de novas ferra-
mentas para modelagem e mapeamento de corpos nao esféricos com distribui¢ao de massa
nao homogeénea.
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