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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a relagao existente entre polinomios ortogonais e matrizes
aleatorias.

Exibiremos uma caracterizagao de polinémios ortogonais via problemas de Riemann-
Hilbert, a qual tem se mostrado uma ferramenta tnica para obtencao de assintoticas de
polinomios ortogonais.

Posteriormente, estudaremos a teoria bdasica dos ensembles unitarios de matrizes
aleatorias.

Por fim, mostraremos como a teoria de assintoticas de polinomios ortogonais pode ser
usada na andlise assintOtica de estatisticas de matrizes aleatoérias, nos levando a resultados
de universalidade para os ensembles unitarios.

Palavras-chave: matrizes aleatorias, polinomios ortogonais, problemas de Riemann-
Hilbert, universalidade.



ABSTRACT

In this dissertation we will study the relation between orthogonal polynomials and
random matrices.

We will exhibit a characterization of orthogonal polynomials via Riemann-Hilbert
problems, which has been shown a powerful tool for studying asymptotics of orthogonal
polynomials.

Posteriorly we will review the basic theory of unitary ensembles of random matrices.

At the end, we will show how asymptotics of orthogonal polynomials can be used to
study asymptotics of several statistics in random matrix theory, obtaining universality
results for the unitary ensembles.

Keywords: random matrices, orthogonal polynomials, Riemann-Hilbert problems,
universality.
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INTRODUCAO

Seja p© uma medida sobre R com todos os momentos finitos, isto ¢, para a qual

/ |z|"du(x) < 0o, n=0,1,2,...
R

Existe uma unica sequéncia de polinomios (7,) (a menos de multiplica¢gao por cons-
tante) que forma uma sequéncia ortogonal em L?(u). Tais polinomios sao chamados de

polindmios ortogonais com relacao a p. Uma caracterizagao mais explicita ¢ dada por

/a:kﬂn(x)dxzo, k=0,....,n—1,
R

/Rx"ﬂn(x)dx # 0.

Quando, além disso, fixamos ||7,||z2¢,) = 1, ¥n, a sequéncia (m,) é dita ser ortonormal

com relacao a pu.

A relacao entre polindmios ortogonais e outras areas da matemética é impressionante.
Com a certeza de nao lembrar de todos os topicos, podemos citar fragoes continuas,
teoria de operadores (em especial operadores de Jacobi), problema de momentos, teoria
de aproximacao, aproximacao de Padé, andlise numérica, eletrostatica, mecanica quan-
tica estatistica, funcoes especiais, teoria dos niimeros, combinatdria, matrizes aleatorias,

processos de nascimento e morte, computacao tomografica.

No decorrer deste texto, estaremos preocupados em particular com a andlise as-
sintotica de polinomios ortogonais - dada uma medida p, o que podemos dizer sobre

o comportamento dos polindmios ortogonais com relacao a u, quando fazemos n — co?
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Considere uma medida finita absolutamente continua du(z) = w(x)dx sobre R, para
a qual z7w(z) € H'(R), e o seguinte problema de Riemann-Hilbert: encontre uma matriz

Y : C\R — C**? que satisfaca

e Y ¢ analitica em C\R;

o Yi(z) =Y. (2) ( (1) ‘“’(1”"”) ) rER;

o Y(z)—>([+(9(z‘1))<zn 0 ), z — o0.

0 z™"

A tnica solucao do problema de Riemann-Hilbert acima pode ser expressa em funcao

dos polindémios ortonormais (7,) com relacao a p,

o[ 0 ) ) .
2) = R , 2 € .
'Yn—lﬂ-n—l(z) ,én;;/RﬂZ__l<j)dﬂ(s)

Esta caracterizacao de polindmios ortogonais como solugao de um problema de Riemann-
Hilbert é devida a Fokas, Its e Kitaev [43,44|, e tém proporcionado estudos extremamente

interessantes e importantes em polindmios ortogonais.

O método Steepest-Descent para problemas de Riemann-Hilbert, introduzido inicial-
mente por Deift e Zhou [29,34,35], consiste em aplicar uma série de transformagoes inver-
siveis Y — T+~ ... — N em nosso problema de Riemann-Hilbert original, reduzindo-o
a um problema de Riemann-Hilbert com solucao explicita, e obter informacgoes sobre
nossa solugao inicial percorrendo o caminho inverso N + ... +— T +— Y. Tal técnica
tem mostrado imenso potencial para a obtencao de assintoticas de polindmios ortogonais,
através do problema de Riemann-Hilbert para polindmios ortogonais exposto acima, e
através disto muitos problemas de outras areas tém sido solucionados, tais como em

movimento browniano, matrizes aleatorias, teoria das equagoes de Painlevé [18,28, 36].

A parte do seu interesse intrinseco, assintéticas de polinomios ortogonais aparecem
em outras areas da matemética, em particular em matrizes aleatorias, as quais também

estudaremos neste texto.

Os primeiros trabalhos em matrizes aleatorias remetem ao inicio do século XX, tendo

sido introduzidas primeiramente por Wishart [79]. Apo6s um inicio lento, esta teoria
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Figura 1:
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ganhou forga apos os trabalhos de Wigner [77,78], ao modelar o espalhamento de ressonan-
cias de particulas com nicleos pesados em reacoes nucleares lentas. Posteriormente,

Dyson [37 39| formalizou a teoria de matrizes aleatorias de um ponto de vista matematico.

Dispare um jato de néutrons, a uma energia fixa F, sobre um nticleo pesado, digamos
U238 Parte dos néutros disparados atravessa o ntcleo, e outra parte é desviada pelo
nicleo. Podemos medir a chamada scattering cross section, isto é, a porcentagem dos
néutrons que é desviada, como uma funcao da energia E, obtendo um grafico como na

figura 1.

Podemos nos perguntar para quais valores da energia E os néutrons sao desviados
quase certamente. Em termos precisos, como podemos descrever os valores de energia
Ey, Es, ..., para os quais a porcentagem de néutrons desviada é alta (isto é, descrever os

valores da energia que correspondem aos picos na figura 2)7

Figura 2:
TP 9 ¢ o pTP
o0 ) ! QD |
=, 2 1 Y ' :
=g 2| | i 0 o
L o8 | i '
=53 !
S oAl ) :
® 1 e :
E1 EQE‘g En E

Tanto numa abordagem analitica, por meio de equacoes de Schrodinger, quanto nma
abordagem numeérica ndo funcionam. Wigner entdo observou [57,64] que os E,,’s se com-
portam estatisticamente como os autovalores de matrizes aleatorias do chamado ensemble

ortogonal gaussiano.

Durante as duas tltimas décadas, a teoria de matrizes aleatorias vem ganhando grande

destaque, seja pela riqueza da area por si s6, e também pelas inimeras aplicacoes em
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outras areas do conhecimento. Em particular, merece destaque sua relacao com a funcao

zeta de Riemann.

Hugh L. Montgomery trabalhou durante muitos anos no problema de localizacao dos

zeros da funcgao zeta de Riemann, definida por

() =30 Rels) > 1,

n=1

e estendida meromorficamente a todo plano C. A conjectura de Riemann afirma que
todos os zeros nao-triviais da funcdo ( estdo na reta Re(s) = 1/2. Sabe-se que os
inteiros pares negativos sao zeros de (, chamados zeros triviais. Assumindo a hipotese
de Riemann, e reescalando a parte imaginaria destes zeros, Montgomery obteve [59],
sem muito rigor, uma distribuicao para o ntimero de pares de zeros da funcao (, em
um intervalo arbitrario (a,b) na reta Re(s) = 1/2. Surpreendentemente, tal distribui¢ao
coincide com a distribuicao do niimero dos pares de autovalores de uma matriz aleatoria

distribuida conforme o ensemble unitdrio gaussiano!

Em 1987, Odlyzko [61] calculou, com grau de precisdo muito alto, zeros da fungao (,
confirmando os resultados obtidos de maneira imprecisa por Montgomery. Somente apo6s
aproximadamente vinte anos, os calculos de Montgomery foram verificados rigorosamente

por Rudnick e Sarnak |69], e estendidos para varias funcoes L.
Mas o que sao matrizes aleatorias?

Um ensemble de matrizes aleatérias consiste de um espaco de matrizes M e uma
medida de probabilidade sobre M. De particular interesse é o caso em que M = M(n)

é o espaco das matrizes hermitianas n x n, e

(M) = ce™VODAM = e OO LMy [ (dMjaME)

i=1 i<j

onde dM denota a medida de Lebesgue em M(n) ~ R™, M = (M;,) € M(n), My, =
Mﬁi + iMjIk,, e V: M(n)— R éuma funcao analitica que cresce suficientemente réapido,

de modo que a medida acima esteja bem definida.

Por razoes fisicas (todos os sistemas de coordenadas sao equivalentes), exigimos tam-

bém para estes ensembles que

e VDN = e VMg,



14

onde M = UMU*, U uma matriz unitaria. Sob estas hipoteses, ao invés de conside-
rarmos distribuigoes sobre M(n), podemos reduzir nosso estudo a distribuigoes sobre os

autovalores de matrizes em M (n), da forma

1 n
P (z)d"x = —e~ 2i=1 V(@) H(a:z —z;)%dxy -+ - dz,,
Z, 11
1<)
onde x = (x1,...,2,), x1 < xy < ... < x,, é o0 vetor de autovalores de M.

A distribui¢ao dos autovalores P, (z)d"z é um DPP - determinantal point process -

pode ser escrita na forma

P,(x) = det (K, (x;, xj))lgi,jgn ,
para alguma fungio K,(s,t) definida sobre R?. Um fato memorével ¢ que, para P, (z)d"z,
o nicleo K, pode ser escrito em termos de polinémios ortogonais. Se (m,) é a sequéncia

de polinémios ortonormais com relacio a e~V dt, entao

n—1
Ko(s,t) = e 2OV N7 (5)m (1),

j=0

Assim, para entender o comportamento dos autovalores de uma matriz tipica de M(n)
quando a dimensao n é grande, devemos compreender o comportamento de K, e, em

particular, dos polinomios ortogonais com relacio a e~V ®dt.

O Teorema Central do Limite, em sua forma mais simples, afirma que se (X,,) é uma
sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com média

e variancia o2 > 0 finitas, entao

27;:1 Xj —np
a\/n

— N(0,1),

onde N(0,1) é a distribui¢do normal, e a convergéncia acima é em distribui¢do. Em
outras palavras, o Teorema Central do Limite nos diz que o limite da média aritmética
de variaveis aleatorias, depois de apropriadamente reescalada, é universal, independe da

distribuicao das variaveis aleatorias. Este fenomeno é conhecido por universalidade.

Muitas quantidades relacionadas & matrizes aleatérias também assumem forma uni-

versal. Por exemplo,

_ s t senm(s —t)
1 K, =—"
S OX) (Kn(o, 0) " ) (s —1)
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onde os fatores r, K,(0,0) sdo fatores de reescalagem, os quais, de modo grosseiro, fazem
com que os autovalores fiquem confinados em uma regiao limitada da reta. Note que tal
limite independe de V', isto é, assim como no Teorema do Limite Central o limite obtido

independe da distribuicao das matrizes escolhida.

Atualmente sdo conhecidas intimeras aplicacoes de matrizes aleatorias como, por
exemplo, em teoria dos ntmeros, sendo surpreendentemente relacionada com a hipotese
de Riemann, fisica de particulas, combinatoria, processamento de sinais, teoria da in-
formagao, geometria algébrica e diversos outros. A recente coletdnea [2| é uma 6tima
referéncia, discutindo a teoria geral de matrizes aleatorias, pesquisas recentes e aplicagoes

em diversas areas.

Como revelado pelo nicleo K, polindmios ortogonais e matrizes aleatérias possuem
uma relacao intrinseca. Nosso objetivo final serd provar universalidade para algumas
estatisticas em matrizes aleatorias. O método que exporemos, seguindo principalmente
[23|, é baseado na andlise assintética de polindmios ortogonais, a qual, em nosso caso,

serd feita através de problemas de Riemann-Hilbert e o método Steepest Descent.

No capitulo 1, discutiremos alguns aspectos de problemas de Riemann-Hilbert escalar,

estabelecendo existéncia e unicidade de solugcao sob algumas hipoteses.

No capitulo 2, introduziremos os problemas de Riemann-Hilbert em um contexto geral,

focando em aspectos abstratos da teoria.

No capitulo 3, faremos a andlise assintotica de polinomios ortogonais, baseada no

método Steepest Descent, de Deift e Zhou |29,31,32,34|.

No capitulo 4 discutiremos a teoria basica do ensemble unitario, apresentando algumas

estatisticas relevantes.

No capitulo 5, provaremos universalidade para algumas das estatisticas apresentadas

no capitulo 4.

Por fim, no capitulo 6, faremos nossas consideracgoes finais, apontando alguns aspectos

que nao foram abordados e o atual estado da arte da teoria.

Antes de continuar, faremos uma observacao técnica que sera usada a todo instante

no texto.
Os seguintes resultados sao basicos [20].

Teorema 0.1 (Liouville). Se f : C — C ¢é uma funcgao inteira limitada, entao f €

constante
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Teorema 0.2 (Morera). Se f € uma func¢ao continua tal que

/A f(2)d= =0,

para todo triangulo A C U, entao f € holomorfa em U.
Ambos teoremas tem consequéncias que nos serao tuteis.

e Se f ¢ inteira, e |f(2)] < |p(2)|, para algum polinomio p(z) = az" + O(z"1),
entao f é um polindmio de grau no maximo n. Para concluir isto, substituindo
a por uma constante b, |b| > |a|, podemos supor p(z) = bz". Entao f/p é uma
fungao holomorfa em C\{0}, e limitada em uma vizinhanga de 0, isto é, possui uma
singularidade removivel em 0, podendo assim ser estendida a uma fun¢ao em todo
plano C, digamos g, inteira, e para a qual |g(z)| < 1, para todo z em C. Pelo

teorema de Liouville, g é constante, isto é, f é polinomio.

Figura 3:

R

e Suponha que f seja holomorfa em C\R, e que existam os limites

fr(z) = lim f(z), f-(z) = lim f(2),

Z—T Z—T
zeCt 2eC~

onde C; = {z € C; Re(z) >0}, C_ ={z € C; Re(z) <0}.

Se fi(x) = f_(x), entdo, usando o teorema de Liouville, prova-se que f é, na
verdade, inteira. Para isto, consideramos a integral de f sobre um triangulo qualquer
A C C, separando em trés casos - A com nenhum, um ou dois vértices em R - e
fazemos uma perturbacao no triangulo, de modo que nosso novo triangulo A fique
inteiramente contido em C, ou C_ (o caso em que A nao possui vértice em R
¢ reduzido aos demais fazendo uma triangularizacdo de A), e integramos sobre
este triangulo perturbado (vide figura 3). Pelo teorema de Cauchy, tal integral é
nula. Por fim, aplicamos convergéncia dominada (a existéncia dos limites garante

a continuidade de f em C [55, pg. 139], e portanto limita¢ao numa vizinhanga de
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C), e provamos que a integral sobre o triangulo original A é nula, e o teorema de

Morera nos garante que f ¢ inteira.

E claro que o argumento acima pode ser generalizado para qualquer aberto U

tomando lugar de C, e qualquer curva ¥ C U tomando lugar de R.
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CAPITULO 1

PROBLEMAS DE RIEMANN-HILBERT ESCALARES

Seja ¥ um contorno suave orientavel em C, isto é, uma uniao finita de curvas suaves
orientaveis que se intersectam em um numero finito de pontos, com intersecao sempre
transversal. Denote ¥ = X\ {pontos de interse¢io e extremos}. Dada uma aplica¢ao
v: XY — C, o problema de Riemann-Hilbert escalar associado ao par (3, v) é o seguinte:

procure por uma aplica¢do f: C\X — C que satisfaga

RHP 1 — i) f é holomorfa em C\X;
RHP 1 - ) f.(z) = f_(x)v(z), z € X,
RHP 1 — iii) f(z) = 1, z = 0.

Em i), f+ denota os limites laterais de f pelos lados positivo (lado esquerdo de X, se

caminhamos conforme a orienta¢ao de X) e negativo (lado direito de ).

A terceira condicao acima é mera normalizacao. Poderiamos substitui-la por cresci-

mento polinomial,
RHP 1 — iii’) f(2) = 2" + O(zF 1), 2 = .

Mas se f satisfaz o RHP 1, entao a aplicacao

f(z) = c2"f(2)

satisfaz o RHP 1 com a condigao iii) substituida por iii’), e portanto basta considerarmos

o RHP 1 como acima.
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Problemas de Riemann-Hilbert tém aplicacoes em muitas areas da matemaética, fisica
e engenharia, como por exemplo sistemas integraveis, equacoes de Painlevé, problemas
inversos, tomografia computadorizada, as quais optamos por nao discutir aqui. Para o

leitor interessado, sugerimos [1].

Para tudo o que segue, nao precisaremos estudar RHP’s para curvas gerais ». Para
nos, bastara supor que ¥ = Uvy;, onde 7, : I; — R, I; C R intervalo, sao aplicagoes
suaves para as quais Kﬂtr(’yj) é retificavel, para todo compacto K C C, e cujos tracos se
interseccionam apenas em um numero finito de vezes, com interseccao transversal. Para

que as curvas tr(7y;) sejam orientaveis, impomos também que 7’ nao se anule.

No caso de problemas de Riemann-Hilbert escalares, estudaremos apenas dois casos
- quando ¥ = tr(y) = R e quando X = tr(y) = [a,b], a,b € R. Os casos em que tr(7)
¢ uma curva aberta simples, seja limitada ou ilimitada, podem ser reduzidos a estes dois
casos por mudanga de variaveis. Restaria entdo analisar o caso em que tr(vy) é uma curva
fechada, o qual nao é de nosso interesse nesta dissertacao e por isso optamos por nao
abordéa-lo. O caso em que X é uniao de curvas 7;’s pode ser reduzido aos casos anteriores

por sobreposi¢ao de solugoes. Para detalhes, sugerimos [1].

1.1 Solucao do RHP escalar - Formula de Plemelj

O RHP 1 para [a, b] pode ser solucionado pela formula de Plemelj

Teorema 1.1 (Formula de Plemelj [1, Lema 7.2.1, pg. 518|). Suponha que v : [a,b] — C
seja uma aplicacdo Hélder continua. Seja C'*Yy = & a transformada de Cauchy de v

sobre |a, b],

b (s
d(z) = (C*)(2) = L@/ (5) ds, z € C\[a,b].

271 §—z
Entao ® possui limites laterais 4 (x) para x € (a,b), 0s quais sao dados por

b
O (x) = ilv(x) + L/ v(s) ds, x € (a,b) (1.1)

2 271 s—x

com a integral acima sendo calculada no sentido do valor principal de Cauchy.

De um modo geral, dada uma curva arbitraria >, definimos a transformada de Cauchy

de uma funcao f com respeito a X por

(sz(z)—i/E ) 4. (1.2)

21 s—z
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com a integral acima sendo calculada no sentido do valor principal de Cauchy.

A formula de Plemelj (1.1) pode ser expressa pelas equagoes

Py(z) —P_(z) = v(2), )
B, (2)+D_(z) = i,/ o6s) 4. (1.3)

Wy’ S—XT

Assumindo que v ndo se anule sobre [a, b], podemos definir um ramo do logaritmo de

modo que a condigado RHP 1 — i) seja equivalente a
log f1.(z) — log f-(z) = log v(x). (1.4)

A primeira equacao em (1.3) nos conta que

f(z) = i,/ l0gv(3) 1, e C\[a b,

271 s —z

satisfaz RHP 1 — i7). RHP 1 — i) é também trivialmente satisfeita por f. Resta verificar
a condicdo RHP 1 — 44). Tomando z suficientemente distante de [a,b], de modo que
valha a expansao em série geométrica

o0

1 1 s™
S —z A zZ"
n=0

Y

para todo s € [a,b], isto é, tomando z de modo que dist(z, [a,b]) > 1, podemos expandir

2mzz”+1/ s"logv(s (1.5)

As integrais acima sao todas finitas pois v é continua e nao se anula em [a,b], e a

em série

igualdade acima pode ser resumida em

F0=0(2). s

z

1
ef(z)zl—i—(?(—).
2

Aplicando exponencial em (1.4), concluimos que

o que implica

X(2)=e/®, (1.6)
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é uma solucao do RHP 1.

No caso em que ¥ = R, a formula de Plemelj continua valendo, mas sob uma hipotese

adicional sobre v.

Teorema 1.2 (Formula de Plemelj - ~ ilimitada |1, pg. 520]). Seja v : R — C aplica¢do
Holder continua em todo intervalo compacto I C R, e suponha que existam constantes
M, X\, R > 0 para as quais

M
lv(x)] < B para |z| > R.

Entdo a transformada de Cauchy C®v satisfaz a formula de Plemelj (1.1).

Assim, a funcao
X(2) = e®®,

onde ®(z) = (C"v)(2), satisfaz RHP 1 — 7),ii). Para satisfazer RHP 1 — 44), precisamos
primeiramente estabelecer o que entendemos por z — co. Vamos assumir que o limite é
tomado de modo que dist(z,R) = Imz > ¢ > 0, para alguma constante ¢ fixa. Assim, se,

por exemplo,

v(z) =0 (ﬁ) L8>0, (1.7)

entao

1 [ 1
Lt L e,
271 ) _p S — 2 210 Jisj>r |5 — 2|

I 1 d
1 / KON / _ds
270 ) _p s — 2 2mc Jigsr |S['F°

para R > 0 suficientemente grande. Agora, para a primeira integral acima, aplicamos o

<

3

R
/ LS)ds:O(l), Z — 0.
_RS— % z

Para a segunda integral, vale

1 ds 1
— — =0 =]
2me /|:9|2R [ s+ (Ré)

Dado € suficientemente pequeno, tomamos R > 0 suficientemente grande, e depois

resultado obtido anteriormente para [a,b] = [—R, R], obtendo
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|z| > R também suficientemente grande, e obtemos
d(z) = 0, z — 0.

Concluimos entao que

X(2) =e®®, &(2) = L/ v(s) ds

21 s—z

é uma solucao do RHP 1.

1.2 Unicidade da Solucao

Analisemos agora a unicidade da solucao, inicialmente sem restringir ¥ = R ou X =

la,b]. Recorde da se¢ao anterior que uma solu¢cao do RHP 1 é dada por

X(2)=e®®) @(z2) = L/ v(s) ds.

271 s —z

Isto implica em particular que X(z) nao se anula para z € C\X. Como estamos
assumindo que v(x) # 0 para x € X0, entdo por RHP 1 — i) ou X, (z) = X_(z) =0,
ou os limites X4 (z) ndo se anulam. Mas pela primeira equagao em (1.3), se X, (z) =
X_(z) = 0, entdo v(x) = 0, o que estamos assumindo nao ocorrer. Portanto X (x) # 0

para x € X°.

Se X é uma solucao qualquer do RHP 1, defina

Y(z) = %, z € C\X.
Entdo Y é analitica em C\X e
Ry

isto &, Y é uma funcao analitica também sobre X°. Dividimos agora em dois casos, quando

¥ = X% que ocorre se ¥ =R, e quando X # 3° que ocorre se X = [a, b].

No caso ¥ = X% = R, Y ¢ uma fungio inteira. Como ainda Y (z) — 1, concluimos

que Y (z) = 1,Vz € C, isto ¢, X(z) = X(z), e provamos

Teorema 1.3. Sejav : R — C aplicagcao diferencidvel que decresce suficientemente rapido



1.2 Unicidade da Solugao 23

(veja se¢ao 1.1) . A aplicagdao

onde

€ a unica solucao do RHP 1.

Consideremos agora o caso X = [a, b].

Neste caso, o raciocinio anterior implica que Y ¢ analitica em C\{a,b}. Para garantir
unicidade na solugao, devemos impor condigoes nos extremos a, b, isto é, adicionar uma

nova condi¢cao no RHP 1,
RHP 1 - iv) f(2)=0(|z—¢|*), 2z = ¢, ¢c=a,b, para algum v, > —1.

A condigao v, > —1 é imposta para que f seja localmente integravel em a e b.

Proposicao 1.1 ( [1, pg. 534]). Seja ® a transformada de Cauchy de uma aplica¢ao

v : [a,b] — R Hélder continua,

O(z) = L/ ﬁds, z € C\[a,b].

27 s—z
Entao

1
O(z) = 5 logv(a)log(z —a) + ®u(2), z — a;

1
O(z) = 57 logv(b)log(z — b) + ®p(2), 2z — b

para funcgoes P,, Py que possuem limite quando z — a e z — b, respectivamente, e z €

C\la, b].

O célculo do logaritmo na proposi¢ao anterior cabe uma explicagao. Podemos con-
siderar qualquer ramo do logaritmo pois, como estes diferem por 2k7i, esta diferenca é
transferida para as funcgoes limitadas f,, f,. Assim, de agora em diante assumimos que

estamos tomando o ramo principal.
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A proposicao anterior implica em particular que

X(2) = O]z — a**4) = O(z — a|), = - a;
X(2) = O(|z — bPHB) = O(|z — b?), = — by
onde
Lid= L logu(a) = —— argu(a) + — log |o(a)]:
a+id=—5—logv(a) = —c_argv(a) + 5 logfv(a)];
1 1 7
B=——1 S 1 :
§4iB = 5 logv(b) = 5 argv(b) — 5~ log|v(b)]
a,B,A, B eR.

Como estamos tomando o ramo principal do logaritmo, onde argwv(a),arguv(b) €

(—m, 7], entdo

a, > —1,
e concluimos
Teorema 1.4. Seja v : [a,b] — C aplicagio Hilder continua, e o = —5=argv(a), f =
% argv(b). Se v, = o, v, = 3, entao
X(z) = ),

onde ®(z) = C14%y(z2), é solugio do RHP 1 com condigées nos extremos dada por RHP 1

—i).
Agora, se k1 < kg, entao |w|® > |w|* para |w| < 1, e isto nos conta que
g(w) = O(Jw|™),w - 0 = g(w) = O(Jw|™),w — 0,

e com isto o 1.4 implica

Corolario 1.1. Para v, < a, v, < 3, a aplicacao

X(z) = e®®,

onde ®(z) = C19%y(2), é solugio do RHP 1 com condigées nos extremos dada por RHP 1

—iv).

Mas ainda nao temos unicidade em nenhum dos casos acima. Para isto, vamos
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considerar um RHP sem condicoes assintoticas para z — oo, e no qual a condicao de

salto aparece em forma aditiva,

RHP 1 @ — i) f é holomorfa em C\[a, b];
RHP 1@ - i) f,(x) = /() + 0(a), 7 € (a,b);

RHP 1 & — iii) f(z) permanece limitada em a e b.

Sejam agora X, X3 solugoes particulares de RHP 1 — i),ii),iv). Ainda nao levaremos
em conta a condicao assintotica RHP 1 — iii). Entao f;(z) = (z — a)(z — b)X,(2)
permanece limitado em vizinhancas de a e b, e satisfazem RHP 1 — ii), para j = 1, 2.

Pelo Teorema de Mittag-Leffler [68, teor. 15.13, pg. 296], existem fun¢oes meromorfas

g; : C — C, cujos polos sao exatamente os zeros das funcoes f;’s, para os quais a ordem

como polos de g; coincidem com a ordem como zeros de f;.

As fungoes fjg;, sao portanto holomorfas em C\[a,b], e as g;’s sao holomorfas em
vizinhangas de [a, b].

Deste modo, se definirmos h;(z) = log(f;(2)g;(z)), entao as h;’s satisfazem o RHP 1 &
para ¢(x) = logv(x).

A condicao RHP 1 @ — 1) implica entdao que h; — hy é holomorfa em C\a,b. Mas
RHP 1 & — iii) nos diz que hy — hy é limitada em a e b, implicando que hy(z) — ho(z) =

E(z), onde E(z) é uma funcao inteira. Logo,

(2 — a)(z = BX1(2)ga(2) = €M) = M) — (2 a)(z — b)Xy(2)ga (=)™,

o que implica
X1(2)g1(2) = Xa(2)ga(2)e" ).

Agora, pelo Teorema de Fatoragdo de Weiestrass |68, teor. 15.9, pg. 294|, existe uma

fungao g (z) para a qual
1

Ei(z)’

91(2)g1(z) =
onde Ej(z) é uma fungao inteira que nao possui zeros. Provamos que, se X, X5 sao

solugoes do RHP 1 — i),ii), iv), entao

fi(z) = [(2)E(2),
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onde E(z) ¢ uma funcdo meromorfa em C, cujos polos sdo os zeros de Xs(z) (pois X; é
holomorfa em C\[a,b], e portanto os polos de E(z) devem ser cancelados pelos zeros de
X3). Assim, se encontrarmos uma solugao particular de RHP 1 — i),4i),iv) que nao se

anule em C\[a, b], entdo teremos provado que a forma geral da solugao é
[(z) = L()E(2),

onde E(z) ¢ inteira. Mas se tomamos ng, 1, inteiros de modo que

0<ng+an+p5<I1, (1.8)

entdo a aplicacdo (z — a)™(z — b)™e®®, onde ®(z) = (Cl**v)(z), & solucio de RHP 1

— 1),4i),iv) que nao se anula. Concluimos

Teorema 1.5. Toda funcao f(z) que satisfaz RHP 1 — i),ii),iv) € da forma

f(z) = (z = a)" (2 = b)"e*@E(2),
onde ng, ny sio inteiros, ®(z) = (C1*"1ogv)(2), e E(z) € fungdo inteira.

Voltemos agora ao RHP 1 geral, considerando a condigao assintotica RHP 1 — 4ii)
e também a condigao nos extremos RHP 1 — iv). Se f é solugdo do RHP 1, entdo em

particular f satisfaz RHP 1 — i),4i),iv), e o teorema anterior nos diz que

f)=(E—-a)"(z - b)"beq)(z)E(z).

Agora, como f(z2),e®(z) = I, e E(2)(z — a)™(z — b)™ & inteira, entao o teorema de
Liouville nos diz que

E(z)=(z=a)™(z=b)"",

e como FE é inteira, isto ocorre se, e s6 se, n,,n, < 0. Mas isto é possivel, em virtude de

(1.8), se, e somente se, a, 3 > 0. Concluimos entao que

Teorema 1.6. O RHP 1 tem solucao se, e somente se

1 1
a=—5- argv(a) >0, = %argv(b) > 0.

Neste caso, a unica solucao é dada por

X(z) = e®®),
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onde
B(z) = (O ogv)(2) = —— /

b
1
og U(S)ds.

27 Z— S

Na literatura, problemas de Riemann-Hilbert em [a,b] sdo normalmente analisados
sem levar em consideracdo a condigao assintotica RHP 1 — 44i), mas como para nos
esta condicao é importante, preferimos levi-la em consideracao. Observe que apenas a
condicao nos extremos nao garante unicidade, mas ela é importante na construcao da

solucao.

Para exemplificar, considere o problema de Riemann-Hilbert

RHP E — i) f é holomorfa em C\|[a, b];
RHP E — ii) f.(x)=if_(x), z € (a,b);

RHP E — iii) f(z) > 1, z — oo.

Neste caso,

L RS 1
= —— 4 = —— = — a = —
T T e T TP Ty et T

e a condicao natural nos extremos que devemos impor, para que tenhamos solucao, é
RHP E — i) f(2) = O(|z—a|"1), z—a, f(z) = O(|]z — b|7), z— b.

Assim, de acordo com o teorema 1.6, a tinica solucao do RHP E é

1
ogi — 4
X(z)zeffls—zdsz (Z b) .

Z—a
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CAPITULO 2

PROBLEMAS DE RIEMANN-HILBERT

Um Problema de Riemann-Hilbert matricial (de dimensao 2) (X, v) consiste em, dados
um contorno ¥ C C suave orientdvel e uma aplicagio matricial v : C\X — C**2

determinar uma fungao F : C\X — C?*? que satisfaca

RHP 2 — i) F é holomorfa em C\X;
RHP 2 — i) F (2) = F_(2)v(z), z € XY

RHP 2 — iii) F(z2) — I, quando z — oc.

Assim como no capitulo 1, sera suficiente considerarmos o caso em que 3 = Utr(y;),
onde ~; : I; — R s@o curvas suaves para as quais tr(vy;) N K é retificavel, para todo
compacto K, que se intersectam em um ntimero finito de vezes, com intersec¢cao sempre

transversal, e para as quais %’» nao se anula.

Nos problemas que serao discutimos, nossa matriz de salto v dependera de um parametro
n. A idéia serd partir de um RHP F', cuja solu¢ao conhecamos, e fazer uma série
de transformacoes invertiveis e explicitas F' — G +— H ..., chegando a um RHP Y,
para o qual a andlise assintética em n seja simples. Percorrendo o caminho inverso

.— H — G — F, relacionamos Y com F, e obtemos informacoes assintoticas de
F.

Este método de andlise assintotica foi introduzido primeiramente por Deift e Zhou [34],
no contexto das equacoes de Korteweg de Vries. Desde os primeiros trabalhos de anélise

assintotica de polinémios ortogonais via RHP [29, 31, 32|, tem se mostrado uma arma
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poderosa para obtencao de assintéticas para polinomios ortogonais, tendo sido largamente
usada, difundida e expandida em véarias direcoes, e cujas aplicacoes vao muito além de

polinomios ortogonais.

Na secao 2.1, definiremos de modo mais preciso problemas de Riemann-Hilbert, es-
tabelecendo a nocao de solucao também em L2 Na secao 2.2, discutiremos a unicidade
da solugao de um problema de Riemann-Hilbert, no sentido estabelecido na secao 2.1.
Na secao 2.3, caracterizaremos polinomios ortogonais, via um problema de Riemann-
Hilbert especifico, caracterizagao esta fundamental para tudo que seguird. Na secao 2.4,
estabeleceremos o conceito de deformacao de um problema de Riemann-Hilbert, conceito
o qual serd usado por todo o capitulo 3. Por fim, na secao 2.5, discutiremos problemas
de Riemann-Hilbert de um ponto de vista um abstrato, relacionando-os com equagoes

integrais singulares.

2.1 Sentido Rigoroso de Problemas de Riemann-Hilbert

Buscaremos solugoes em dois sentidos: em L?*(X, ds) e no sentido cléssico. Nestes dois

casos, 0 que entendemos por

e my(z) = lim m(w)?
weEy

e m(z) = I, z— o0?

Primeiramente seja z € XV,

Para o caso L?, considere uma aplicagdo m : C\X — C?*? e fixe 2z € X°. Seja ¢

parametrizagio local de ¥ em z, com ¢(0) = z. Denote 5(0) = Too-

Para €,ty > 0 suficientemente pequenos, vale (vide figura 4)

{6(t) £ich(0); t € (~to, t9)} C C\Z

Dizemos que

em L2 se
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onde o limite acima ¢é interpretado como calculado entrada a entrada. Chamaremos

2

loc(E) , ou Simplesmente

esta nogao de limite de convergéncia de limites laterais em L

2
loc

2

ine usual.

convergéncia em L7 (X)), apesar desta nao ser a convergéncia L

Para o caso classico, com as mesmas notagoes anteriores, dizemos que

my(z) = lim m(w)
weEY

se

iy m(6(0) & #¢6(0)) = m(6(0)).

Se z € ¥\X°, ndo serd necessario estabelecer nogao de limites, mas apenas impor que
m permaneca limitada em vizinhangas de z, no caso classico, ou seja localmente integravel

sobre todos os arcos de ¥ que passam por z, no caso de L*(2).

A condicao assintotica considerada no caso matricial é um pouco mais forte da con-

siderada no capitulo 1. m(z) — I, z — oo significa que

1
m(z)—1=0 (—) , uniformemente quando z — oo, z € C\X,
z

isto é, existem M > 0, r > 0 tais que

1
Im(z) —I| < Mﬂ, Vz e C\X, |z] >
z
Salvo se mencionado o contréario, de agora em diante todos os RHP’s considerados

serao nos sentido acima.

Figura 4:
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2.2 Unicidade da Solucao

Sejam X um contorno em C e v : £ — C?*2 uma matriz de salto, satisfazendo

e v é suave em cada arco de XY,
e v é limitada ;

e v(z) — I — 0, z — oo suficientemente rapido em todas componentes ilimitadas de
Y (no presente texto, ao menos v = [ + (’)(%), de modo que v — I € L?(X), para

todo contorno X que sera considerado);

o detv(z) =1, Vz € XY
e considere o seguinte RHP

RHP 3 — i) m é holomorfa em C\X;
RHP 3 — i) m,(2) = m_(2)v(z), z € X%
RHP 3 — iii) m(z) — I uniformemente para z — oo, z € X.

Teorema 2.1. Se o RHP 3 tiver solucao, entao serd unica.

Na realidade, o teorema acima continua valido se substituirmos a condi¢ao assintética

RHP 3 — iii) pela condigdo det m(z) — 1, quando z — oc.

Demonstracgao. Seja m solucao do RHP 3. Como a funcao determinante é continua e

localmente limitada, entdo pela unicidade do limite em L} (),

(detm)i(2) = detmy(z)
= det(m_(2)v(2))
= detm_(z)detv(z)
€ (detm)_(2), ae. z e X (2.1)

2
loc

(X)) e, portanto, em L} (3).

loc

Como m(w) — my(z) em Lj (X) e a fungdo determinante ¢ continua, entao

det m(w) — det ms(z) em L3

loc

Fixe z € X% e seja ¢ parametrizacao local de ¥ em z, ¢(0) = z.
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Figura 5:

,"<‘\ Ce
// ‘\\

Considere os contornos C, C, fechados dados na figura 5, com z sendo um ponto fixo
em +Y e no interior das regioes limitadas determinadas por C, C,, C. = C + iegg(O), e 0s

pontos ¢(t1) = 21, ¢(t2) = 2z suficientemente proximos de z.

m é analitica em C\X, e assim det m também o é. Pelo teorema de Cauchy,
2mi w—z

detm(z) = L/C de. (2.2)

Sejam 4, &, os arcos de C' e C, que ligam z; a 25 € 2 a Z», respectivamente. ¢+ie$(0)

é parametrizacao de gg, de modo que

1 [ detm(uw) 1 [* detm(g(t) + iet(0))
2mi J5, w—Z2 d 21 Jy, o(t) + Z‘EE(O) — de(t).
Assim,
detm(w) [ detmy(w) w 21 det m(o(t) + zeg/g((])) — det m(¢(1))
[ [ < [ o(0) +iea(0) — 2 oo
21 detmy(o(t))  detmy(4(t))
+/tl d(t) +ieh(0) — o(t) — = 49(t)
_ /tz det m(o(t) + z'aE(oA)) — det m. (¢(t) o)
t o(t) +iep(0) — z

[ ldetmi o)
*LL|ww+mmm—aw@—a'“” 2%
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Tomando z de modo que z ¢ C,, Ve > 0 suficientemente pequeno, e z ¢ C, entdo

existe M > 0 tal que

1

N d — < M, Vt € (t1,t2),
6(t) + iegp(0) — 2] |o(t) — 2] € (t1,t2)

(2.3) nos diz entao que

to
/ detm(iu)dw_/deth{w)dw‘ < M/
. ow—2Z s w—Z2 4

<ldg(o)] + M [ detm (6(0)]do(0)]. (2.0)

t1

det m(o(t) + iep(0)) — det mo (3(1))] x

Comomy, € L2 (X)), entdao det m, € L} (). Ainda, pela defini¢ao de m,, det m(w) —

loc loc
det my (2) em L2 (¥), e portanto em L}, (3). De (2.4) concluimos

loc

w—z w—z

/ detm(w) ., =4 / detmy (w) ., (2.5)
de 1)

Consideremos agora os arcos 7 C C,7v. C C¢, que ligam os pontos 2o a 21 € 25 a 27,

respectivamente, de acordo com a orientagao de C.

Sendo v parametrizacao de 7, digamos com ¥ (sg) = z9, ¥(s1) = 21, ¥ + iev,E(O) é

parametrizagdo de .. Lembrando que det m(w) = det m(w) em +%,

w—z

detm(uw) [ detm(w) _ [* (detm(u(t) +ie(0) _ detm(y(t))
/% ' [y w=-% / ( b(t) +ied(0) -2 () -2 )‘Wﬁ)‘

Como det é uma funcao continua,

det m <¢<t) + ZEIL\(O)) ﬂ detm—(ib(t)) Vit € [s2, 1]

W(t) + ieh(0) — % t)—7z

Como z ¢ C,C,, entao as aplica¢oes acima sao uniformemente limitadas, seguindo
por convergéncia dominada que

[ o) g [y, 2

w—2z w—2z

Fazendo € — 0 em (2.2), (2.5) e (2.6) nos contam que

1 det
det m(z) = %L%@dw, (2.7)
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onde det m(w) = detm(w) em C' N X,

Por argumentos semelhantes, se z ¢ o mesmo ponto de antes, e C’ é a curva da figura

6, entao

1 det
- wdw -0, (2.8)

211 o W — z
onde agora det m(w) = detm_(w) em C" N .

Fazendo a diferenga entre (2.7) e (2.8), e usando (2.1), concluimos

1 det m(w)
det = — —=d 2.9
¢ m<z/) 2m /// w—z v ( )

onde C" = yU~® (y = C\X, v/ = C'\X) é a curva fechada simples em torno de Z (e
também de z), conforme figura (7).

Analogamente, se 2 € —X,

detm(z) = L/ diUtL_(;U)dw. (2.10)

omi

Fazendo Z — z em (2.9) e 2 — z em (2.10), e usando que a aplicagiao

det m(w)
w— 2

(w,2')

¢ limitada em C” x U, U vizinhanca suficientemente pequena de z, concluimos

1
detm, (2) = —/ de =detm_(2), Vz € X°.

21 w— z

Em (2.1) ja tinhamos esta desigualdade, mas apenas a.e. Pelo teorema de Morera 0.2
e discussao posterior, concluimos que det m é analitica em todo ponto que nao é ponto de

intersecao.

Figura 6:

[ P
z

21 29
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Figura 7:

21 z9
C//

Se 2z € ¥\X° repetimos o mesmo argumento em cada arco em z, obtendo uma
representacao integral para det m(z), e concluindo que det m é holomorfa em todo ponto
de ¥\X0.

Assim, provamos que detm é uma funcao inteira.

Por outro lado, por RHP 3 — iii),

detm(z) = 1, z — oo,

e o teorema de Liouville 0.1 nos ensina que

detm(z) =1, Vz € C.

Em suma, provamos que se m é solugao do RHP 3, entao detm(z) =1, Vz € C. Isto
implica, em particular, que toda solucao é, em cada ponto, uma matriz invertivel. Mais

que isto, m~! é também holomorfa em C\X, pois, como detm = 1,

m_1(z) _ ( maa(z) —miz(2) ) ’

—MmMo1 (Z) TTLQQ(Z)

e as funcgoes m;;’s sao holomorfas em C\X.

Seja m uma outra solucao do RHP 3. Defina

h(z) = m(z)m 1 (z).
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h & holomorfa em C\X, e possui valores limites hy(z) para z € X. Vale

=h_(2), ae. z€ X’

Repetindo o mesmo argumento utilizado para concluir que det m era inteira, conclui-se

que h é inteira e, posteriormente, que h(z) = I, Vz, implicando portanto que m =m. O

2.3 Caracterizacao de Polinémios Ortogonais via
Problemas de Riemann-Hilbert

Polinomios ortogonais podem ser caracterizados por Problemas de Riemann-Hilbert.

Isto foi notado pela primeira vez por Fokas, Its e Kitaev [43,44]. Dada uma distribuicao
de probabilidade sobre R, du(s) = w(s)ds, tal que

v"w(z) € H'(R) = {f € L*R); f' € L*(R)},
considere o seguinte RHP,

RHP Y — i) Y é holomorfa em C\R;

0 1

RHP Y — iii) Y(z) = (1+O<%>) ( Zon z(j” ) z — o0.

De RHP Y — iii) vemos que det Y (z) — 1, z — 00, e 0 teorema 2.1 (veja comentarios

RHP Y — i) Y.(z) = Y_(z) ( 1 wi) ) , zeR;

posteriores ao teorema) nso permite concluir

Teorema 2.2. Se o RHP Y possuir alguma solugao, entao esta serd tunica.

Analisemos 0o RHP Y em detalhes. A condicao RHPY — i) nos diz que

(Yi1(2))4 = (Yiu())—.
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Na verdade, nos diz que a igualdade acima vale para a.e. = € R, e 0 mesmo argumento
utilizado para provar o teorema 2.1 é usado para se obter a igualdade acima em toda reta

R.

A luz dos comentarios feitos na pagina 17, concluimos que Yi; é uma funcao inteira.
Ainda, de RHPY — i),
Yi(2) = 2" + 0",

e portanto Y7; é um polinomio de grau exatamente n, digamos m,.

Novamente de RHP Y — i),

(Yia(2)) 1 = mn(2)w() + (Yia(2)) -, (2.11)

igualdade que nos leva a considerar a formula de Plemelj.

Considere a transformada de Cauchy de 7,w,

m(s)w(s)

CR(fw)(2) = C(fw)(2) = —— /R ds, = € C\R.

271 S

C(fw) € L*(R) e, pela propria definigao de C(fw), C(fw) é holomorfa em C\R.
Defina
P(z) = C(fw)(2) — Yiz(2).

® ¢ holomorfa em C\R e, pela formula de Plemelj (1.1) e (2.11),

e novamente pelos comentérios da pigina 17, ® é inteira. Como m,w € H'(R), entdo
C(fw) — 0, 2 = oco. Também, por RHP Y — i), Y15 — 0, 2 — oo. Assim, ®(z) — 0,

quando z — oo, seguindo que ¢ = 0, e portanto

Yia2(2) = C(fw)(z), Yz € C\R.

A condicdo RHP Y — i) nos diz que

Vis(z) = O (Zn1+1) | (2.12)
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Pela igualdade vinda da soma da série geométrica,

I 12":<3)k+sn+1 1
s—z  z z tlg — 2
k=0

obtemos, para z ¢ R

n

[ gy = 5 [ et + iy [T

k=0

ou seja,

n

2"Yp(2) = L /R Mds - L Zznkéskwn(s)w(s)ds. (2.13)

211 S—z 211
k=0

Como estamos assumindo que todos os momentos de w sao finitos, entao vale

1
— | sfmu(s)w(s)ds < oo, k=0,...,n+1, (2.14)
211 R

e também

1 n+1 M
I / s ﬂ-n(s)w(s)ds S
R

27i s—z | Tm 2|

para alguma constante M > 0. Em particular, esta tltima desigualdade diz que o primeiro

termo no lado esquerdo de (2.13) permanece limitado se Imz > ¢ > 0.

Agora, fazendo z — oo na equagao (2.13), de modo que |Imz| > € > 0, e usando
(2.12),(2.14), concluimos

/ sPma(s)w(s)ds =0, k=0,...,n— 1.
R

Mas 7, é um polin6mio monico de grau exatamente n, e as n equagoes acima nos
ensinam portanto que 7, é 0 n-ésimo polindmio monico ortogonal com relagao a du(s) =

w(s)ds.
Procedendo do mesmo modo, obtemos Y5, e Yo,.

Em suma, a tnica solucao do RHP Y é dada por

1 Tn(s)w(s)
Tn(2) —,/—ds
Y(z) = g SE , (2.15)
k'n_lﬂ'n_1<z) kn—l/R n—l( ) ( >d8

271 s —z




2.4 Deformagao de um Problema de Riemann-Hilbert 39

onde 7, é 0 n-ésimo polindomio ortogonal monico associado a pu(s) = w(s)ds, e
bt = =232 1, 72 = [ maa(9)Pulsds (2.16)
R

Neste ponto a estratégia fundamental de RHP’s fica mais clara. Conhecemos uma
solucao Y, no nosso caso que se escreve em termos de polindmios ortogonais. Através de
transformacoes em nossos RHP’s, vamos chegar a um outro problema de Riemann-Hilbert,
cuja solucao pode ser expressa em termos de Y ou, mais precisamente, em termos dos
polinémios 7,’s. Neste novo RHP, é possivel fazer a analise assintotica da solu¢ao quando
n — 00, obtendo assim informacoes assintoticas sobre os m,’s. Neste tratamento, um dos
principais pontos é a liberdade de escolha da funcao w, nos levando a informacoes para

uma ampla classe de polindmios ortogonais.

De particular interesse sao as medidas da forma

du(s) = w(s)ds = e NV (s,

onde N € N, V : R — R é uma funcao analitica. Neste caso, somos levados a polindmios
ortogonais em relagdo a medidas exponenciais variaveis (varying ezponential weights) -
para cada N, a solucio Y™ é expressa em funcio dos polinémios ortogonais de grau n e

—NV(s)

n—1 com relacao a medida e ds. Em nosso caso, estudaremos assintéticas para o caso

em que N = n. Tais assintoticas sao conhecidas como assintéticas de Plancherel-Rotach,

pois Plancherel e Rotach foram os primeiros a obté-las para o caso em que V(s) = s?

ainda sem o uso da teoria de RHP’s [72].

Assumiremos V(s) = as*®, a > 0, embora todos os resultados aqui expostos se

estendam para qualquer fun¢io analitica V', porém com mais aspectos técnicos [32].

2.4 Deformacao de um Problema de Riemann-Hilbert
Suponha que tenhamos um problema de Riemann-Hilbert (X, v),

e m ¢é holomorfa em C\X;
o m,(2) =m_(2)v(2), z € X

e m(z) — [ uniformemente para z — oo, z € X.
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para o qual a funcao v possa ser fatorada
v(z) = b2' (2)ur(2)b4 (2)

em alguma vizinhanca U N X, U C C aberto, onde by sao funcoes continuas em U N X, e
que possuem extensao analitica nos lados +U = +>» U U, determinados conforme a figura

8.

Figura 8:
+U
U

Dada uma solu¢ao m do RHP (X,v), defina uma nova matriz m em Y =3xU ou,

conforme figura 9.

Neste caso, m é analitica em todas as componentes conexas de C\X, e seus limites

laterais em X° sao dados por

e SezeXnU,

my =mybt =m_vb ' =m_b"'v; = m_v,. (2.17)

e Seze+XNU,
T?L.,. =m = (mb;l)_b_,_ == 'ﬁ:l/_b+. (218)

e Seze—-¥XNU,
my = mb Ny =mbt=m_b"". (2.19)

e Se 2 e X'NUC,
my=my=m_v=m_v. (2.20)

Assim, se definirmos v como na figura 10, entao as equagoes (2.17)-(2.20) podem ser
resumidas em

My (z) = m_(2)0(2), z € X°,

e, a0 menos heuristicamente, verificamos que m satisfaz o RHP (X, )
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Figura 9:

Figura 10:

e m é holomorfa em C\i;

o iy (z) =m_(2)0(2), z € 2%

e m(z) — [ uniformemente para z — 0o, z € X.

E de fato, vale

Teorema 2.3. m satisfaz o RHP (X,v) se, e somente se, m satisfaz o RHP (3,7).

Demonstragao. Suponha que m satisfaca (3, v).

A analiticidade de m em X e a normalizacao no infinito para m seguem diretamente

da definicao de m. Assim, precisamos apenas verificar os limites laterais.

Seja z € 3. Consideremos primeiramente z € U N Y. Seja ¢(t) parametrizagao local

de ¥ em z, de modo que a imagem de ¢ esteja contida em U N X.

Pela definicao de m e v, e pelos célculos feitos (pontualmente) anteriormente
2 ‘ ~

m(¢(t) +ie(d(t)) — m(o(t))

M ((t) + iep(0)) — m 4 (&(£)b: (4(1)) o3 ()]
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Figura 11:

A fungdo by é continua em U N Y, sendo portanto limitada em (—tg,ty), para to

suficientemente pequeno, o que nos permite concluir

| [tote) + (o) = m (o) 0o aote) <

to
< |
—to

seguindo portanto que m, = m+b;1 no sentido de L? descrito anteriormente.

2

m((t) +ied(t)) — m(o(t))| |do(0)];

As demais possibilidades para z sao analogas.
O

Um exemplo classico ocorre quando v possui extensao analitica em +2>. Neste caso,

escolha by =v,b_ = v; = I. Entdo as equagoes (2.17)-(2.20) se reescrevem como
e SezeXNUouze-XNU,
m+ =m_.

eSezc+XNUouzeXnNU°

my =m_uv.
e portanto m satisfaz o problema de Riemann-Hilbert (i, ), definidas conforme a figura

11. Na figura 12, é mostrada as partes de Y em que v é nao trivial, e m é holomorfa nas

partes superior e inferior da curva em 12.

2.5 Equacoes Integrais Singulares

Como revelado pela formula de Plemelj, e reforcado na obtencao da solugcao do

RHP Y, transformadas de Cauchy e problemas de Riemann-Hilbert sao intimamente
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Figura 12:

ligados. Na verdade, problemas de Riemann-Hilbert sao, em um certo sentido, equiva-

lentes a equacoes integrais singulares.

Dados um contorno suave ¥ C C e uma aplicacao f : ¥ — C?*2, definimos a
transformada de Cauchy de f por
_ L[]

21 Js s — 2

(C*f)(2) ds,
onde a integral acima é calculada no sentido do valor principal de Cauchy, e é dada pelo
célculo funcional (ou seja, se reduz a integral entrada a entrada da matriz f). Sejam
C_%f, C*f os limites laterais de C* f, como descritos na secao 2.1. Tais limites definem
operadores CT em L*(X), os quais sdo operadores limitados em L2(¥), e para os quais
vale (veja (1.3))

C¥ - C*=1d, CTC*=C*CY =0, (2.21)

isto é, os operadores C’f, —C™ sao projecoes ortogonais complementares (Id é o operador
identidade, enquanto I é a matriz identidade) [19,71]. A primeira equagao em (2.21) nada

mais é que a formula de Plemelj (1.1).

Considere um problema de Riemann-Hilbert (X,v), com v como na pagina 31, e
suponha que possamos fatorar

v=">0""by, (2.22)

para matrizes holomorfas e invertiveis by definidas sobre Y, com as mesmas propriedades
de v da pagina 31. Denotando
wy = £(by — 1),

wW =Wy +w_,
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entdo wy,w € L*(X), e podemos definimos o operador

C>: [A(%) — L*(%)
= CY(fwo) + C2(fuy).

Partindo das propriedades de C7, infere-se facilmente propriedades sobre C>. Dentre

estas, ressaltamos que C> ¢ um operador limitado sobre L*(X).

A relagio entre o operador C= ¢ RHP’s é dada pelo teorema seguinte,

Teorema 2.4 ( [23, pg. 209, teo. 7.103|). Suponha que (I — f) € L*(X) seja a 1nica
solucao da equacao
1d—C2)(f = I) = CPw_ + CZw,. (2.23)

em L*(X). Entdo a matriz
m =1+ C*(fw)

€ a tunica solu¢io do RHP (X,v) (com valores limite em L*(X)).

Observagio 2.1. Mesmo se f ¢ L*(X), que é o caso sempre que Y ¢ ilimitada, os limites
laterais C% (fw) existem em L%(3) pois, fazendo I — f = g, entdo f = I—g, com g € L*(X),

e podemos escrever
RNy U PR Ry TC PR Y FCTIOPR
21 )y, S — 2 2m Jy 8§ — 2 21 )y, Ss— =z

com os limites laterais das integrais a direita existindo pois w,wg € L*(X), e CT sdo
operadores bem definidos em L?*(3). Do mesmo modo, existem os limites C¥(fw,) e

C%(fw_), e podemos escrever, em virtude de (2.23),
f=1+C5f (2.25)
e também por 2.21
CI(fwy) = CZ(fwy) +1 (2.26)
mesmo sem f ou I pertencer a L*(3).
Como consequencia,

Teorema 2.5. Sejam

™ = (b(f))—lb(f) = (I — w(,n))_l(l — wf))
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o = (0) 7 = (1 w) (I - w)

matrizes de salto em um contorno % fizo (com as decomposi¢oes como antes). Suponha
que

(Id—Che) ™
ezista (como operador sobre L*(X)) e

Hwi”) — W || p2nzee(sy — 0, n — 00,

onde || - ||r2nreo(s) significa que a convergéncia vale nas normas de L*(X) e L>(X).
Entdo as respectivas solugoes m*> e m™ dos RHP’s (X,v™) e (%,0™) ezistem (para

n suficientemente grande), e

ng?) —mZ||2zy = 0, n — oo.

Demonstragdo. Dada f € L*(X), como C¥ sdo operadores limitados,

ICEf = CZ fllzagsy = ICF (@ =) + CZ (i = wl™)) ll2s)
< cllfllzzy (w2 = 0l + 02 = 0w )
e portanto C>,, — Cj fortemente, donde concluimos que Id —C>,, é invertivel, para n
suficientemente grande.

A segunda equacao do resolvente [47, pg. 126, teo. 4.8.2] nos ensina que
(Id =Choe) ™ = (1d =Cjiy) ™ = (Id =Cie) ™ (Cioe — Co)(1d =Cy) ™,

e o fato de que CE(M — O nos permite concluir entao que (Id —C’E(n))*l — (Id-C=)!

fortemente.

Sejam f, £ solucbes das equacoes

(1d—=CZ)(f™ — 1) = CZw™ + CZwl?,
Id—CZ)(f* = 1) = CZw™ 4+ C*w,
w + +

como no teorema 2.4. Trivialmente [ — f" ¢ L*(¥). Ainda na notagio do teorema 2.4,
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se definirmos formalmente

CEl = CTw™ 4+ CE0™, C2 T = CPw™ 4 CTuw™,

entao (veja a observacao 2.1)

Com s Coo € L*(3).

Deste modo, por (2.23)

Hf(n) - fOO||L2(E) - Hf(n) — 1= (f~ - I)HLQ(E)
= (|1 =C) Ol I = (1d =C3) O I s
< [ Ad =Co) M Con T = Coe D] oy
+ [[((1d=Chee) ™" = (1d=C2)) ™) CE‘X’IHH(E)
< H(Id —Cg(n))_l L(L2(%)) ||Ov§(“)[ - CEWIHLQ(E) +

+ [|(1d =Cipee) ™ = (1A =Cen )

o 1€l oy
= ||(1d _CE(M)AHX(LQ(E)) HCE(w(_n) —w™) + = (w( — wf)‘

+ [|(1d =C3e) ™! = (1d —Co)

L2(%)

ez 1Cw Tl oy

Lembrando que os operadores C:E sao limitados, concluimos

159 = < - ]

+ Hw —w>
L2( 2(x)
+ H Id—CE )™ — (Id-C%,,)! ,
(0 -CE) ™ =14 -C) | )
e assim
fM — fem L3(X). (2.27)
Procedendo como na observacao 2.1, pode-se provar que Cjn) e, O M e LA(%),

valendo o mesmo para as parcelas CE(f>w("”), C3(f=w™), CE(fMw), CE(fMw>).

Ainda, de w™ — w™® em L>®(X), e da representacdo integral similar a (2.24),

concluimos

1(CL — Coco) £\l 12(x) — 0, m — o0 (2.28)
(e 5 < e (Il ey + 0 sy (2.29)
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Em particular, ||C’5 uniformemente limitada em n.

(n) ||$(L2(E)) é

Por fim, usando o teorema 2.4,

= [|[CZ(fMw™) - Cf(foowoo)up(z)

|eE () + CE(FOu) - CF () - CF ()]

12(%)
IO £~ Come | s

1CZ0 (5™ = 1) oy + (2 = CZ) ™ sy (230
1CE 2 1™ = £ oy + 1(Coie = Com) | 2y -

AN IA g

e as equagoes (2.27), (2.28), (2.29) usadas na estimativa acima provam que

Im{” —m|| = 0 em LA(%),

A prova para Hm(_n) —m|| é andloga, bastando fazer as modificagbes necessarias nas

desigualdades em (2.30).
U

Este tltimo teorema é uma ferramenta essencial para anélise assintotica de RHP’s.
Partindo do nosso RHP Y inicial para polinomios ortogonais, deformamos nosso RHP Y
— 4i) para um novo RHP, digamos m = m( = AY A=, obtendo uma nova matriz de salto,
digamos v(™ que se aproxime de uma matriz v> quando n — co. Neste caso, sendo m(™ a
soluciao do RHP deformado (3, v™), entdo o teorema 2.5 nos ensina que m™ se aproxima
da solugdo m*> do RHP (3, v*°), quando n — oo. Voltando YV = A-'m™ A, vemos que
Y se aproxima de A~'m>A, e obtemos assim informacoes sobre o comportamento de Y

e, em particular, de Y}, = m,, quando n — oo.
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CAPITULO 3

METODO STEEPEST DESCENT - ANALISE
ASSINTOTICA DE POLINOMIOS ORTOGONAIS

Finalmente vamos estudar com detalhes nosso RHP Y para polino6mios ortogonais,
introduzido na se¢ao 2.3. Neste capitulo nos dedicaremos exclusivamente a ele, mas agora

considerando o peso w da forma

com V(s) = as*™, como exposto no final da se¢ao 2.3, pagina 39. Todos os resultados
que serdo expostos aqui foram generalizados (veja o capitulo 6 e também [32]). Aqui
consideraremos apenas o caso particular de V' monémio, pois todas as idéias do caso geral
estao presentes, mas muitas dificuldades técnicas podem ser evitadas, pois os calculos

envolvidos sao feitos de modo mais explicito.

Na secao 3.1, discutiremos alguns aspectos técnicos do problema de Riemann-Hilbert
para polinomios ortogonais, conectando nosso estudo a Teoria do Potencial, introduzida
na secao 3.2, e nos guiando para as duas primeiras deformacoes no RHP Y, as quais
serao feitas nas secoes 3.3 e 3.4. Nas secoes 3.5 e 3.6, faremos as anéalises global e local,
respectivamente, do RHP Y deformado, e utilizaremos estas anélises na secao 3.7, para
realizar a ultima deformacao. Por fim, na secao 3.8 obteremos assintoticas para polinomios

ortogonais.

Recorde o RHP Y,

RHP Y — i) Y é holomorfa em C\R;
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1 —nV (z)
RHP Y —ii) Yi(z) =Y_(z)vy(z), vy(x) = ( 0 ‘ . ), z € R;

"o
RHP Y — iii) Y(z):([+o(1>> N 2= oo
z 0 =z

3.1 Primeira Deformacao do RHP Y - Discussao Prévia

A primeira coisa a ser feita é normalizar a condi¢do assintotica RHP Y — 4ii), de
modo a obter uma condic¢ao da forma T'=1+ O (%) , 2 — 00. Poderiamos simplesmente

fazer a mudanca de variaveis

mas neste caso apenas transfeririamos a singularidade anteriormente em z = oo para

z = 0. Procedemos entao de outro modo.

A ideia inicial é de simples compreensao, apesar de parecer, a principio, uma estratégia

um pouco misteriosa. Fazemos uma transformagao da forma

T(z) = 6"5‘73}/(2)6’"9(2‘)”36’"%”3, (3.1)

1 0
03 = ;
0 —1

g € uma funcdo analitica em C\R a ser determinada, e [ é uma constante também a ser

onde o3 é a matriz de Pauli

determinada. Dada uma funcio f qualquer, e/(*)73 ¢ dada também pelo calculo funcional,

o que, em virtude de o3 ser diagonal, ¢ igual a

f(z
g _ [ €0}

Para z suficientemente grande,
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. 1 , ~
Como estamos interessados em z grande, e €"27% é constante em z, entao

1 ! 1 1 1
ool o)
"0
T(z)y=|1+0 ! § e™m@7 5 5 o0, (3.2)
z 0 =z

Assim, gostariamos que

implicando

isto é,

g(2) = log 2 + O (%) | (3.3)

O termo O (z71) tem que ser considerado pois, caso contrario, se apenas considerarmos
g(z) = log z, entao caimos no caso em que a singularidade em z = oo é transferida para

uma singularidade em z = 0.

A matriz de salto de T, vy, é calculada facilmente, tendo em vista que wvp(x) =
T ()T (2),

UT(x) = @néag eI+ (av)asy_:l(x)y_ (:L,)e—ng,(gg)g?,e_néa3
= enéas "9+ (ﬂc)asvy<x)€fng_ (x)O’gefn%o'g

e+ (2)=g-(x))  onlg+(2)+9-(2)=V(2)+1)
= , v €R. (3.4)
0 en(g+(@)—g—(2))

Tendo em vista o teorema 2.5 e os comentarios posteriores a sua demonstracao, a
matriz de salto limite mais simples que poderiamos buscar é a matriz identidade I, isto
é, gostariamos que vy — I, quando n — oco. Para isto, em virtude da equacao (3.4),

buscamos ¢ tal que

{ gi(x) — g_(x) = 2kmi, kelZ, Vxr e R (3.5)

g
g+(z)+9-(x) = V(z)+1<0, VexeR

Na verdade, relaxamos as condigdes em (3.5). Ao invés de exigirmos que (3.5) sejam

satisfeitas para todo z € R, procuramos uma fungao g que satisfaga (3.5) para x fora de
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um compacto, digamos K, e para x € K, exigimos

_(z) € iR,

() =V(zx)+1=0, (3.6)
_(z))] > 0.

+(z) —

+(z) +
%['(m r)—g

N

9
9

s

~

Com estas condicoes, a matriz de salto vy converge para I fora de K, e em int K,

e~ g+ (x)—g-(z)) 1
vr(w) = 0 nlos@—g-(@) |

Com isto, vy permanece limitada em int K, apesar de nao convergir quando n —
oo. Posteriormente, faremos uma nova deformacao em nosso RHP, e a ultima condicao
em (3.6) garantird que a matriz de salto transformada tenha entradas com decaimento

exponencial.

Por motivos que ficarao mais claros posteriormente, para construir uma tal g, bus-

camos uma funcao da forma
g(z) = / log(z — s)uy(s)ds, (3.7)
R

com vy uma fungao continua real de suporte compacto, de modo que a integral acima

faca sentido, e tomando o ramo principal da fun¢ao logaritmo. Podemos reescrever
s
g(z) = logz/ Yy (s)ds + / log (1 - ;) Yy (s)ds.
R R

Como estamos assumindo que o suporte de 1y é compacto, entao para z suficiente-

mente grande, podemos expandir em série
g(z) = logz/ Wy (s)ds — i Ln / sy (s)ds,
R n=1 nz R

e para que (3.3) valha, devemos ter
/ by (s)ds = 1. (3.)
R

Recorde que o ramo principal do logaritmo, isto é, o ramo obtido com corte em

(—o0, 0], é dado por

log z = log |z| + 0., z = |z|e?*, 0. € (—7, ) (3.9)
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Disto, segue que

log |z — s], x> s,

(log(x — ), = {

log |z —s| £ mi, = <s.

Assim,

g+(x) = /Rlog |z — s|y(s)ds £ mi /OO Yy (s)ds, (3.10)

e concluimos

04(2) — g_(x) = 2mi / " (s)ds,

0:(0) +.9-(a) =2 [ Tog o = sl (s)ds.

Tendo em mente (3.8), as primeiras equagoes em (3.5) e (3.6), a saber

g4(a) —g-(x) € iR, VzeR, -
9+(x) — g—(z) = 2kmi, x € R\supp ¢y,
sao automaticamente satisfeitas, as segundas sao reescritas como
2/log |z —s| "y (s)ds + V(z) > 1, z€R
(3.12)
2 [ log |z — s| "y (s)ds + V(x) =1, € supp iy,
R
e para que a terceira equagao em (3.6) seja satisfeita, devemos ter
Yy (z) >0, Vo e R. (3.13)

As equagoes (3.8), (3.11), (3.12), (3.13) determinam a fun¢do ¢ unicamente, como

serd visto na proxima secao.

3.2 Conexao com Teoria do Potencial

Apesar de s6 fazermos uso do caso em que V' é um mondémio, todos os resultados nesta

secao valem para V real analitica tal que

lim (V(z)—log(1+ z%)) = oco.

r—+o0
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Para uma medida de probabilidade u sobre R, defina o funcional de energia I" (1) por
1) = [ [ oglt = s du(s)autt) + [ vis)auts)

O problema de minimizag¢ao de energia, tema principal e origem da chamada Teoria
do Potencial, € o problema de encontrar o minimo

EV = inf IV
. (1),

onde
M (R) = {p medida de Borel sobre R; /du = 1} :

A quantidade EY tem uma interpretacdo fisica. Considere um sistema de cargas
distribuidas sobre a reta R (vista como um subespago de C), para os quais a repulsiao

entre dois elétrons, digamos posicionados em p e ¢, é dada pela lei logaritmica,
log [p—q|™".

Sob este sistema de cargas, considere a acao de um campo externo V(x), o qual faz
o papel de confinar as cargas numa regiao limitada de R. Dada uma distribuicao das
cargas sobre a reta, digamos dpu, a energia do sistema ¢ dada por IV (u). A distribuigao de
equilibrio das cargas, isto é, a posigao das cargas para a qual o sistema esta em equilibrio

eletrostético, ¢ dada pela medida du", a tinica medida para a qual IV (u") = EV.

Através de problemas de equilibrio, podemos obter a funcao g que desejamos. O

objetivo desta secao sera provar que

w(s) = V()

O primeiro passo é garantir a existéncia de "

Teorema 3.1. Seja V : R — R uma funcio analitica. Entio a medida de equilibrio p"

existe, € tinica e tem suporte compacto. Ainda, EV < oco.

Por questao de brevidade, nao provaremos este teorema. Provas podem ser encon-

tradas em [23, pg. 138, teor. 6.27] e [50].

Lema 3.1. Seja p medida com sinal, com supp . compacto e tal que u(R) = 0, com partes
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positiva e negativa u* e p~, respectivamente. Entao

// log [t — |7 (dp* (t)dp* (s) + du™ (t)du™(s)) >
> // log |t — s|™" (du™ (t)dp~(s) +dp~ ()dp™(s)) (3.14)

Demonstracao. Pelo teorema fundamental do calculo,

d [ 2t 2s d
— | = dt = —"— = — (log(s* + ¢%)) .
ds/o 2 4 €2 s% 4 €2 ds(Og(s +)

Logo,
2t

log(s® + €*) = log e + /0 mdt. (3.15)

Para t,e € R,
i 1
m = :
t+ie 2+ €

Substituindo em (3.15),

log(s® + €%) =

=loge? 4+ 2Im / / e Ty dt

= log € +2Im/ e du.

0 w

Mudando varidveis s — t — s, a equacao acima se transforma em

ei(t—s)u -1

log((t — s)* +€*) =loge* + 2 Im/ e t——du (3.16)
0 iu

Como supp (dp ® dp) é compacto e log((t — s)? + €%) é continua em R, entao
log((t — s)? + €%) é du ® dp — integravel. De (3.16), usando que p(R) = 0 e Fubini,

log (¢ — )° + )dpu(t)du(s) = 2Tm L L wydu(s) ) du (317
// [

Seja 1 a transformada de Fourier de pu,
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Como p(R) =0 e u é medida real,

ei(t—s)u —1 it Ue —isu
//.—du(t)du(é’) —// dp(t)dp(s ——//du )dp(s
U 1U

— ata) [ @auts)

= ji(uyia) = 2

Substituindo na equagao (3.17),

J[ sttt = 9+ yduttants) ~ -2 [ 20 g,

f(u) & uma fungao analitica de u, e como fi(0) = 0 a singularidade para u — 0 na

integral acima é cancelada por |fi|*.

[ sttt = 7 + &) auterduts) = / ) @du

0 que pode ser reescrito como

Assim,

[ 1ostte = 57+ 74 (@ e () + () =
= [ sttt = 92+ 7 @t @i (9) + () + [T e

u

A funcio log((t — s)2 + €2)2 é uma funcdo continua em R e as medidas p*, ju~
tém suporte compacto, o que garante que as integrais acima pertencem a (—oo, 00|, e a

igualdade acima faz sentido.

Aplicando o teorema de convergéncia dominada, concluimos
[ st =l (@ @t (5) + (1 () =
B T o * [fu)
= log [t — s|7" (dp™ (t)dp (s) + dp (t)du't(s)) + du, (3.18)

0 u
00 |~ 2
/ ()" >0,
0 u

€ CoImo
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obtemos

// log [t — |7 (dp* (t)dp* (s) + du™ (t)du™(s)) >
> [ tog e = 517 (du (O (5) + - () ().
como queriamos.

O

O lema anterior nao garante que log |t — s|™! seja du @ du — integravel. Porém, sob
as hipoteses do lema, se log |t — s|™! for (du™ @ du™ + dp~ ® dp~ — integravel, entio sera
dp & dp - integravel, e

// log |t — 5|~ dyu(t)dpa(s) > 0. (3.19)

A medida de equilibrio é caracterizada por

Teorema 3.2 (Equagoes Variacionais - Forma Fraca). Seja pV' a medida de equilibrio

associada ao potencial analitico V. FExiste | € R tal que
/ (2/log]t —s|tduY (s) + V(t)) du(t) > 1, (3.20)

para toda medida p € A (R), com supp pu compacto e IV (u) < 0o; e

2/10g it — s (s) + V(E) = 1, 1 — ace. (3.21)

Reciprocamente, se p € M (R) é uma medida de probabilidade com suporte compacto

com IV (p) < oo, para a qual existe | satisfazendo (3.20) e (3.21), entio u = p" .

Demonstragao. Seja " a medida de equilibrio. O teorema 3.1 garante que supp p" é

compacto e IV (") = EV < oo.

Seja pu € .41 (R) com suporte compacto e tal que IV (1) < co. Defina
po =zp+ (L—2)p’ = p" +a(p—p").

log|s — t|~! é integravel com relagao a dy @ du, du¥” @ du", e portanto também com

relacdo dp¥ ® du. Ainda, vale a decomposicao

dip —p")Y@d(p—p") =dp @ dp + dp¥ @ dp” — (dp @ dp¥ + dp" @ dp).
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Pelo teorema de decomposi¢ao de Jordan |8, pg. 83, teor. 8.5,

(dp—p")@d(p—p" )" < (dp@dp+du” @ du)
(dp—p")@d(p—p"))” < (dp@dp” +du” @ dp)

Pelo lema 3.1 e o comentério posterior & sua demonstragao, log |t — s|~! é

dp, @ du, — integravel, e podemos decompor

) = [[ogte sl i (9)+ [ Vit )+
+20 [ [loglt = sl Mt @l = 1))+ o [ Vi - o)+
wa? [ [1ogle = s| (= ) (O~ 1)), (3.22)

Como IV (u,) > IV(u"), para todo x em [0, 1], pois pu, = xpu+ (1 —2)u" € A1, entdo

a igualdade acima implica que, em [0, 1],
ot [ [toglt = sl = ) Ol ) (0)+
o (2 [ [1ogte = s - i) + [V - n0) 20, 629
0 que por sua vez implica

z / / log |t — s d( — 1) (B)d( — 1V )(s)+

(//log|t_s| " (D) /V (1 — " ())ZO,VxE[O,l].

Em particular, se z =0 e
=2 / / log |t — s|"'du ()duY (s) + / V(t)dn (1),

concluimos (3.20).

Para provar (3.21), defina
B= {t € R; 2/log [t —s|tdu¥ (s) + V(t) < l} :

B ¢ limitado. Seja pu € .#'(R), e suponha que p(B) > 0. Defina

() =2 (o),
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Claramente supp dup é compacto. Ainda, up € .#*(R), e como up < p com %ﬁ

limitada, IV (up) < oco.

Por (3.20), e usando fortemente o fato de que u(B) > 0,

i< | (2 [rosle—sl a0+ v<s>) dnn(s)

l
< m/XB(S)dM(S) =1

o que é uma contradi¢do. Logo, u(B) = 0, para toda medida p € p satisfazendo as

condigoes do teorema. Em particular, se ;= p", concluimos (3.21).

Reciprocamente, suponha que p € .#*(R) seja uma medida com suporte compacto,

IV (1) < oo e satisfaga as equagoes (3.20) e (3.21).

Calculos similares aos feitos para obter (3.22) nos levam a

P2 G =1+ (2 [ st sl dutt + v<s>> A = 1)(s)+
n / / log |t — s d(n¥ — w)(B)d(n¥ — )(s). (3.24)

As equagoes (3.20) e (3.21) nos ensinam que
[ (2 [ 10wt = sttt + Vo)) s’ = ) 2.
e para que (3.24) valha devemos ter
[ st =t = @t~ i) <o
Mas, por (3.18),
// log [t —s|"'d(p" — p)(t)d(1" — p)(s) > 0,

seguindo que

/ / log [t — s|Xd(n¥ — ) ()d(u" — p)(s) = 0.

Novamente usando a equagao (3.18), concluimos

u = 0.

I (1 =@l

u
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Como a transformada de Fourier é continua, entao u"(u) = i(u), para todo u > 0,
isto &,

/eimd,u(x) = /eix“d,uv(x), Yu > 0.

Uma simples mudanca de varidveis mostra que também

/e_m“d,u(x) = /e_i’”“duv(x), Yu > 0,

e assim p(u) = /;‘\/(u), para todo u € R. Pela unicidade da transformada de Fourier,

concluimos que p = p"', como queriamos. U

Se sabemos, a priori, que du" (x) = ¥y (x)dx, para alguma fungio continua de suporte

compacto ¥y, entao o teorema 3.2 assume a forma

Teorema 3.3 (Equagoes Variacionais - Forma Forte). Suponha du¥ < dz, com )y = %

continua com suporte compacto. Entao as condigoes (3.20) e (3.21) do teorema 3.2 podem

ser substituidas por

2/10g t— s 1du (1) + V(s) > 1, Vs € R, (3.25)

2/10g it —s|rdu" (t) +V(s) =1, s € suppipy. (3.26)
Demonstragao. Basta provarmos que no caso em que du' < dz, as equagoes (3.25) e
(3.26) sao equivalentes a (3.20) e (3.21)
Suponha primeiramente que ;" satisfaca as equacoes do teorema 3.2.
A equagao (3.26) é trivial, pois ¢y é continua.

Para obter (3.25), tome = " em (3.20). Entao
/ (2/10g it —s|7tduY (t) + V(s) — l) Py (s)ds > 0.

Suponha que
2/10g |t — so| tdpY () + V(so) < L,

para algum sy € R. Como 9y é continua, entao existe um aberto limitado G, com sy € G,
e para o qual
2/log it — s 'du (1) + V(s) < 1, Vs € G. (3.27)
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Seja

dyc(z) = %dﬂ@»

i esta bem definida, pertence a .#'(R), tem suporte compacto e I (ug) < oo. Por

(3.27)
/ (2 [rogle— sl a0+ v<s>) dngls) < 1

o que contradiz nossa suposiciao de que p" satisfaz (3.20). Esta provado que as equagoes

3

variacionais fracas implicam as equacoes variacionais fortes, no caso em que u é absolu-

tamente continua. A reciproca é valida trivialmente. O

De posse do teorema 3.3, podemos encontrar a medida de equilibrio py, para o nosso
potencial V. Supomos inicialmente que du (z) = 1y (z)dz, para alguma funcao continua
de suporte compacto, e buscamos uma funcao v, de modo que as equacoes do teorema
3.3 sejam satisfeitas por du'. Se tivermos sucesso em encontrar uma tal 1)y, entdo

necessariamente du" ¢ a medida de equilibrio associada a V.

Para isto, derivamos fracamente (3.26), e com auxilio das transformadas de Borel e
Hilbert, reduzimos tal equacao a um problema de Riemann-Hilbert escalar, o qual possui
solugao explicita para V(r) = az®". Para V analitica, podemos nao obter solugoes

licit ( ivel im inferi it iedad b v :
explicitas, mas é possivel mesmo assim inferir muitas propriedades sobre u", o que é

suficiente para o RHP Y no caso de V analitica.

Nao entraremos em detalhes de como este processo é feito. Para detalhes, veja [23,30].

Em nosso caso particular de V' monémio par, vale
Teorema 3.4 ( |23, pg. 174, eq. 6.150;pg. 176, prop. 6.156]). Seja V(x) = ax®™, a > 0.
Entao

mia
d/“LV(x) = Re G-‘r(w)X(—a,a)(l‘)dm - T _ ( 72— 042>+ hl(x)X(—a,a)(x)dxa

™

onde G ¢ a transformada de Borel de du",
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Ainda, a transformada de Borel G e o polindmio hy se relacionam por

G(z):m—m< o E (), 2 € O\R

™

com /2?2 —a? sendo substituido por (v/z? — a?). na formula acima, no caso em que

z € R\[—q, al.

E importante ressaltar que todas as propriedades que discutimos na se¢ao anterior

para a funcdo g dada por (3.7), a saber (3.3), (3.6), (3.8), (3.10), sdo satisfeitas, mesmo

que ndo possamos calcular explicitamente a medida de equilibrio ydp", como é o caso

para um polinomio arbitrario V(z) = ag,z*" + ...

Podemos agora esclarecer o porqué da escolha
g(z) = /log(z — )y (s)ds

m (3.7).

Escreva

Yi1(2) H z—z;),
7j=1

onde z;’s sao os zeros do polindomio 7,, ortogonal com relagao a e V) ds.

reescrever
n

H(Z — Z]) ez IOg(z zj) enf10g(z_3)dﬂn(5)

=1

?

onde

¢ a medida contadora de zeros. Agora, é um fato conhecido [23] que

dp(s) = dp” (s) = vy (s)ds

e assim, esperamos que
Yii(2) ~ en9(z)

Podemos
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Por esta razao, fazemos a mudanca Y — Ye 973, com a esperanca de funcionar.

. , L —maga —nk
Como veremos abaixo, a mudanca certa é Y +— e"273Y e 99377273,

3.3 Primeira Deformacao: Y — T

Baseados na teoria do potencial, formalizaremos agora a transformacao Y — T,

exposta na secao 3.1.

Seja g : C\R — C dada por

9(2) = / log(z — sy (s)ds = 7 [ log(z — 8)(s — a?) Hhu(s)ds,

T ),
onde 1y (s)ds é a medida de equilibrio associada ao potencial V', dada pelo teorema 3.4,
e o logaritmo é tomado sobre o ramo principal, como em (3.9).

Se x > «, entao g é holomorfa em z. De fato, como, neste caso, temos arg (z + ie — s) >
0, Ve > 0, e arg (x + ie — s) — 0, quando € — 0, entdo, usando convergéncia dominada, a

limitagao da fungao argumento e que 1y (s)ds é medida de probabilidade,

gi(x) = lim/ log |z + i€ — s|yy (s)ds + z/ arg (r + i€ — s)Yy(s)ds =

e—0 _a

= /a log |z — s|Yy(s)ds + i /a arg (x — s)Yy(s)ds = g_(z), = € (o, 00)3.28)

— —a
Por outro lado, se ©z < —a,

arg (r + i€) — / log |z — s|iy(s)ds im, x € (—o0, —av).

e procedendo de modo anédlogo ao anterior, calculamos

gu(z) = /_a log |z — s[4y (s)ds & ir. (3.29)

a

Ainda, para |z| suficientemente maior que «, podemos expandir em Taylor

(-1

EL

s?,

S oo
log(z — 5) =1 1 (1—-):1 3
og(z — s) =logz + log . og z + 2

e assim

g(z) = logz+§:(;—y/z shipy(s)ds = logz + O G) (3.30)
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Devido as equacdes (3.28), (3.29) e (3.30), a fun¢ao ™) ¢ analitica em C\[~a, o], e
satisfaz
end) = on (1+0(:"), z— oo (3.31)

Seja [ a constante do teorema 3.2,

[ = 2/ log |z — s| "y (s)ds + V(z), —a <z < a, (3.32)

—

e defina
T(z) = e"%”3Y(z)6_”g(z)a36_”%”3, (3.33)

conforme ja feito na equagao (3.1). Pelos calculos efetuados na se¢ao 3.1, em especial as

equagoes (3.4) e (3.2), juntamente com (3.31), T é solucao do RHP T,

RHP T — i) T ¢é holomorfa em C\R;

RHP T — i) Ty (z) =T (x)vr(z), x € R, onde

-0+ (@) =9-(@)  pnlos (@) +g—(@)—V(@)+D
_ : 3.34
vr(z) 0 (o4 @)—g-(2)) ’ (3:34)

RHP T — iii) T(2) =1+ O(z7"), 2 — oo

Vamos analisar os limites g4 mais detalhadamente. Para x € [—a, o], a definigao de

limite lateral nos conta que

g+(x) = lim </_a log |x £ i€ — s|y (s)ds + i /a arg(z + ie — s)wv(s)d5> : (3.35)

e—0 —a

e a existéncia dos limites acima é garantida pois ¢y (s)ds é medida de equilibrio. Agora,

como
0, T > s,

arg(x +ie — s) = {

+imr, x <s,

com o uso de convergéncia dominada, o limite em (3.35) pode ser calculado, obtendo

g+(z) = /a log |z — s|Yy(s)ds +im /a vy (s)ds, © € [—a,al. (3.36)

—Q

Usando (3.32) e (3.36), obtemos

gi(x)+g-(z) = V(x)+1=0, z € (—a, ). (3.37)
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Por (3.29) e pela formula explicita da medida de equilibrio dada pelo teorema 3.4,
92() = g-(a) =2m [ (= ) u(s)ds. 2 € (~a.a), (3.3)

e concluimos entao

e—2mn f;‘(sz—oﬂ)%hl(s)ds 0

_ Lz € (—a,a). 3.39
UT(:E) 0 e?mnf 87042)7h1( )ds & ( @ Oé) ( )

Para « ¢ [—a, a], usamos a equagio variacional (3.26) e (3.36) para concluir

«

g+(x) +g-(z) = V(x)+ 1= —2/ log |z — s| My (s)ds — V(s) +1 < 0.

—

Por (3.28) e (3.29),
g+(z) —g-(x) =0, z>a;
g+ (z) —g-(x) =2mi, =< —u

e assim
eMg+(2)—g-(2)) — 1, z € R\[—a, a]. (3.40)

Ainda, por (3.32) e usando Fubini

9+(%) +9-(x) = V(z) + 1= g(2) + 9-(2) = V(2) = (g+(e) + g-()) + V(o)
= 2/ (log |z — s| — log(a — s)) ¥y (s)ds — / V'(s)ds

_ /a/a _¢V ds_[v'(s)ds a
_/Q( afi(s)d V’())dt,x>a,

e pela ultima equacao no teorema 3.4, concluimos

g (2) + g_(x) — Vi(z) +1= / C(—2miG(t) — V'(t)) dt
_ / ’ <2matm*1 —om(VI2 — o) h(t) — 2mat2m*1> dt

=—2m | (V2 —=a?), h()dt, = > a, (3.41)

Similarmente,

0. (2) + g () = V() +1 = 2m / CVEZaB) (bt (3.49)
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Para uso posterior, observe que em virtude de

(V2 —a?), >0, t>a,
(V2 —a?), <0, t< —a,

as equacoes (3.41) e (3.42) nos mostram

g+(x) +9-(z) = V(z)+1<0, z € R\[-a,q], (3.43)

e podemos ainda reescrever
g+ () +g_(2) = V() +1=—2m a(ﬂ) ha(t )dt+2m/ (V2 — a?)  hy(t)dt
= —27?@/ Yy (t dt+2m/ V2 —a2) hy(t)dt
= Qm/ (V2 — a2) by (t)dt — 2mi, © < —av. (3.44)

Resumindo as equagoes (3.39), (3.40), (3.41) e (3.42), a matriz vy em (3.34) pode ser

decomposta como

([ 1 e2mn )t (VE=aE) (Dt
) r < —Q,
0 1
e—2mn [ (Vt2—a?) Lha(t)dt 1
_ _ 3.45)
UT(:E) 0 eanf;(\/W)Jrhl(t)dt » TE ( & O./), ( '
1 e 2mn S (V12—a?) Lha(t)dt
, T >«
0 1
\

Os calculos efetuados até aqui garantem que T é solucao do RHP T pontualmente.

Mas isto, juntamente com o fato de €™ ser continua em C_. nos garante que T é solucao

do RHP T no sentido de L2

i, descrito na se¢ao 2.1, com matriz de salto vy decomposta

como acima.

3.4 Segunda Deformacao: T'+— R

Seja

—m / VEZ @i, = € C\[—a,al. (3.46)
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¢ nao estd bem definida, pois depende do caminho de integracao - se integrarmos
por um caminho que contorna o intervalo [—«, | no sentido horario, digamos 7y, o valor
obtido serad distinto do obtido ao integrarmos por um caminho que contorna o intervalo

[—a, a] no sentido anti-horario, digamos v, (veja figura 13).

A

Yo

Figura 13:

Porém, célculo de residuos no infinito nos mostram que
m/ V2 — a2hy(t)dt — m/ V2 —a2hy(t)dt =2m | (V2 —a?) hy(t)dt
Y0 71 *g
= 271 (3.47)
Assim, apesar de ¢ nao estar bem definida, e*"?(*) esta bem definida e é analitica em
C\[—«, a]. Podemos entao reescrever (3.45) para |z| > «, tendo em mente (3.44),

11

vr(z) =
0 1

) @ x| > q. (3.48)

Por célculo de residuos, para x € (—a, «), vale
di(x)=—m [ (Vs —a?)ihi(s)ds, (3.49)

o_(x)=—m [ (Vs®—a?)_hi(s)ds, (3.50)

o que, em virtude de (v's? — a?)_ = —(v/s? — a?), implica

o)y = —¢_(x) +2kmi, k€Z, x € (—a, ). (3.51)
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Também por (3.49) e (3.50), podemos decompor

vr(z) = 0 s

— o+ (x)os 11 e+ (@)os
0 1

11
_ e—nqb,(x)og < - ) en¢+(x)‘737 xr € (_a’a)_ (352)

Como ainda, novamente por calculo de residuos,

b (x) = { #-o), e (3.53)

e podemos resumir (3.48) e (3.52) em

11

ur(z) = e
01

) e"P+(@)os 4 e R,

Usando a igualdade

)G )0

podemos decompor, para x € (—a, @),

@ = 10 0 =6 @)+ (2)) 10
I TN e g (o @)+ (2) 0 Snéi(@) |

(3.51) 1 0 0 1 1 0
n e2no—(z) 1 10 e2noi(z) 1

Relembrando as idéias expostas na se¢ao 2.4, a decomposi¢ao acima sugere a seguinte

deformacao do RHP T,

RHP R — i) R é holomorfa em C\Xg, Xy a curva definida de acordo com a figura 14;

RHP R - ii) Ri(z) = R_(z)vg(z), © € ¥R, onde vg é a matriz sobre Yg, também
definida pela figura 14;

RHP R — iii) R(z2) =1+ 0(z""), 2 = .
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O RHP T é equivalente ao RHP R, e a solucao R é construida a partir da matriz
T, seguindo as equagoes (2.17)-(2.20).

De (3.43),
70| = e <1, w € \[agal, (3.54)

e concluimos que, pontualmente,

vr(z) = I, n — 00, x € \[-a,al.

Agora, para —a < x < «, com o caminho de integracao tomado sobre R, vale

xT

¢i(x) = —m [ (VI —a?) hy(t)dt

= —zm/ Va2 —2) hy(t)dt € iR, (3.55)

e assim,

d
£¢+(2) = —imva?— 22hi(z) € IR_, z € (—a, ),

o que implica, por continuidade,
d
%gb(z) € C_, se Rez € (—a,a), Imz > 0 sufic. pequeno.

Mas, pelas equacoes de Cauchy-Riemann, se z = x + 1y, entao

d 0 0
70 = g, (=) — iz Red(2),

Figura 14:

1 0
UR(Z) = e2n¢+(z) 1
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e portanto

82 Re¢(z) > 0, Rez € (—a, ), Im z > 0 sufic. pequeno.
Y

A equacdo anterior nos diz que a aplicagdo y — Re@(z) é uma aplicacdo crescente,
para y suficientemente pequeno. Como, com as mesmas notagoes, Re ¢(x) = 0 (equagao

(3.55)), concluimos

Re¢(z) < 0, y > 0 sufic. pequeno, x € (—a, ). (3.56)

De modo analogo, prova-se que

Re¢(z) <0, y < 0 sufic. pequeno, z € (—a, a). (3.57)

Podemos entao tomar as partes superior e inferior da lente de Xy suficientemente

proximas de R, de modo que

vgr(2) = I, n — 00, z € ¥g\|—q,ql.

Em suma, provamos que, pontualmente,

n—00  ~o

vr(z) — v

( (10
(O 1), z € C\[-a, al,

0 1
, 2 € (—a,a),
k(_l()) (o)

Como vg, v™> sao continuas por partes, isto garante que vg — v>° em leoc.

,ZEZR,

onde

O problema
é que vg nao converge uniformemente para v>°, de modo que pudéssemos usar diretamente
o teorema 2.5. Em vizinhancas dos pontos de intersecao 4, os termos exponenciais de
vg nao podem ser uniformemente majorados. Deste modo, precisamos controlar vy nos

pontos *a.

3.5 Construcao da Parametriz (GGlobal

A parametriz global é a solu¢ao do RHP obtido a partir do RHP R, desconsiderando

as partes de vy que convergem para [. Em nosso caso particular, somos levados ao
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RHP N,
RHP N — i) N é holomorfa em C\[—q, a];

y 0 1
RHP N — i) Ny(z) = N_(x) ( Lo ), T € (—a,a);

RHP N — iii)) N(2) =1+ 0(z™"), 2 = .

A matriz de salto do RHP N é diagonalizavel,

o) )G )0

o que sugere a mudanca de variaveis

de modo que M satisfaz o RHP M,
RHP M — i) M é holomorfa em C\[—a, a;
. v 0
RHP M — ii) M, (x) = M_(x) ( ), r € (—a,a),
0 —2

RHP M — iii) M(z) =1+ 0(z"), 2 — oc.

As condi¢oes de salto RHP M — ii) se reduzem a RHP’s escalares nas entradas de

M. Por exemplo, para a primeira entrada M;; de M,
(Mi1)+(2) = i(Mii)-(2).

Esta é exatamente a condicao de salto no exemplo RHP E, no final do capitulo 1.

Resolvendo os RHP’s escalares nas entradas de M,

onde
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Voltando em N,

N(z) =

( B+ B2)—B(x) !

BB BBt ) , 2 € C\[-a,al. (3.58)
B 2 5

A matriz N acima é a tnica solucao do RHP N. Para ver isto, basta obtermos
unicidade na solucao do RHP M, isto é, obtermos unicidade para os RHP’s nas entradas
de M. Mas estes RHP’s escalares admitem solucao tnica pelo discutido na secao 1.2.
Observe que N também soluciona o RHP N no sentido L?, pois as funcoes /3, 37! sao

integraveis em =+a.

3.6 Construcao da Parametriz Local

Agora nos preocuparemos em controlar o comportamento local de vg em z = +a.
Primeiramente trataremos o caso z = o. Em virtude das equacoes (3.51), (3.53) e de que

¢y = ¢ (mod 2mi) em Xg\[—a, a] (recorde (3.55) para os casos nao triviais),

vp(2) = e =Ty (2)end+ ()3 (3.59)

onde vp é dada sobre X p = ¥ de acordo com a figura 15.

Figura 15:

Se definirmos
P(z) = R(2)e™™3)s 2 € C\Xp,



3.6 Construcao da Parametriz Local 72

entao

P (2) = Ry(z)e mo+)e

(
_(2)vg(2)e —noy(2)o3
~(

2)e =73y 5(2)

[
WD:J:U

_(2)vp(2), = € Zp. (3.60)

Seja U, uma vizinhanca de z = «. Pelo discutido na secao anterior, esperamos que
fora de U,, valha a convergéncia R — N. Estamos buscando controlar o comportamento
de R em U,, mas sem perder a convergéncia R — N fora de U,. Pela propria definicao

de P, devemos entdo ter Pe™ — N em 9U,. Isto nos leva ao RHP P,

RHP P — i) P é holomorfa em U,\Xp;
RHP P — ii) Pi(z) = P_(2)vp(2), z € ¥p NUy;

RHP P — iii) P(2)e"*®)% ~ N(2), 2z — 0U,.

Para solucionar o RHP P, precisamos fazer uma nova deformagao, desta vez levando
RHP P de modo conforme em um novo RHP, para o qual sera possivel encontrar solugao

explicita através das funcoes de Airy.

A fungao de Airy Ai(z) é a tnica solu¢ao da EDO
1/
y'(2) = zy(2)

com assintoticas, quando z — oo,

Ai(z) = 2\1/%2-16—% ( +0 (z )) , (3.61)
Ai'(z) = —2\1/%2‘116 3+ (1 +0 (z_%)> : (3.62)

validas para |arg z| < 7, com as poténcias tomadas todas sobre o ramo principal, isto é,

argz € (—m, ).

27
Com w =e73, vale

Ai(2) + w Ai(ww) + w? Ai(zw?) = 0, (3.63)
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o que implica

AV (2) + w? Ai’(2w) + w AP’ (2w?) = 0. (3.64)

Considere o contorno ¥4, obtido como unido das curvas v;’s, dadas como na figura

16 (72, 74 sdo simétricas com relagdo ao eixo real).

Figura 16:
Y2
I
11
T
0> —
V3 - 2 Ba!
0
111
7 v

As curvas v;’s dividem o plano C em quatro setores, a saber I, II, III, IV, conforme

figura 16.

Defina

e 63, sel,

Al(S) Ai(wzs) 6—1%03 1 0 sell
Ai'(s) w? Ai’(w?s) -1 1) |

U(s) = (3.65)
A —w?A - 10
N P . selll
Ai'(s) —Ai'(ws) 11
Ai —w? Ai .
i(s)  —w" Ailws) e "6, s elV.
\ Ai’'(s)  —Ai'(ws)
Caleulos diretos, levando em consideragdo (3.63) e (3.64) nos mostram
Ui (s) = W_(s)va(s), s € Xa, (3.66)

onde v, é dada sobre X 4 como na figura 17.
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Figura 17:

UA(s>=(1 (1))

UA(S):(} (1))

Voltemos agora a fungao ¢ definida na equacao (3.46)

’

o(z) = m/z V2 —a?hy(t)dt, z € C\|—a, al.

Como m+/t + ahy(t) é analitica em uma vizinhanca de t = 0, podemos escrever

mVt2 — a2hy(t) = Vt — am/t + ahy(t)
=Vt—« (m\/ﬁhl(a) + Zaj(t — a)j> :

Para z suficientemente proximo de «, e tomando um caminho de integracao também

numa vizinhanc¢a pequena de «, obtemos

b(z) = %(2 — a)2my/2ah, (@) + /Z Vi—a Z a;(t — a)’dt. (3.67)

Definindo

G(z) = mv2ah (a) + ;(z — oz)_% /Z Vit — aZaj(t —a)ldt,

3
2

com o ramo de (z — @)2 tomado de modo que (z — )2 > 0 para z € R, z > «

suficientemente proximo de «, entdao (3.67) se reescreve como

o(z) = §<Z - Oz)%G(Z), z € B(a, e)\[—a, al, (3.68)

para e suficientemente pequeno, com G analitica em B(«,€)\[—a, ], e

G(a) = mv2ahy(a) > 0.
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Podemos entao definir

Az) = (2 — a)G(z)%, z € B(a,e)\|—a, a], (3.69)

onde 0 ramo em G(2)3 é tomado de modo que G(z)5 > 0, para z € (a, a + €) (isto ¢, ¢

tomado o ramo principal, pois G(z) > 0 para z € (o, @ + €).

Como G é analitica em B(q,€), entdo A também é analitica em B(a, €), com A(0) = 0,
N(a) = G(a)s > 0. Assim, A é um biholomorfismo entre vizinhancas de z = «, digamos
U, e Ma) = 0, digamos V. Ainda, como A(z) € R para z € [a,a + €), entdo por

analiticidade concluimos que A(z) € R, para todo z € (o — €, v + €).
Vale a expansao
Mo+ i6) = i6(G(a) + i6G (a) +...)3

= id(G(a))3(1 + O(9))
= i6(G(a))5 + O(8?),

Wl

e como (G())3 > 0, entdo A(a+1i6) > 0, para ¢ suficientemente pequeno. Isto, aliado ao
fato de que A é um biholomorfismo que leva UNR em VNR, nos garante que A(UNC,) =
VNCreNUNC_.)=VNC_, isto &, X preserva o sinal de Im z.

Escolha € suficientemente pequeno, de modo que B(0,¢) C V, e tome U, = A}(B(0,¢)).

A aplicagao /\|U : Uy — B(0,€) é um biholomorfismo tal que A(a) =0 e

Imz >0 — ImA(z) > 0;
Imz <0 — ImA(z) <0
(3.70)
Imz=0, Rez>a = ImA(z) =0, ReA(z) > 0;
Imz=0, Rez<a = ImA(z) =0, ReA(z) <0;

Podemos entdo definir A(z)? analitica em Uy,\(—00, a], de modo que

>0, z € (a,00) NU,. (3.71)

Com esta escolha do ramo, e devido as equagoes (3.68), (3.69), (3.71) e o principio da

extensao analitica, concluimos

Az)2 = g(ﬁ(z), z € Uy\(—00, a.
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Figura 18:

71

A ()
Ainda, como A|,, ¢ biholomorfismo satisfazendo (3.70), entao A\='(X4 N B(0,€)) & um
contorno orientado, como na figura 18.

A liberdade na abertura das lentes nos permite escolher as curvas definindo as lentes

superior e inferior, isto é, definir Xz = X p, de modo que

A HZANB(0,€) =XpNU,. (3.72)
Vale
AW (ANU,)) C A, A=T 1L 111, 1V.
AN (y;NUL) Cryy 5 =1,2,3,4.

Podemos agora realizar uma deformacao local em nosso RHP P. Considere a apli-
cacao

Up(z) = U(niA(2)), 2 € Ua.

As equagoes (3.66), (3.72), e o fato de A ser um biholomorfismo satisfazendo (3.70)

nos garantem

(Vp)i(z) = (Up)_(2)vp(z), 2 € ZpNU,. (3.73)

Seja E(z) uma matriz analitica e inversivel, a ser determinada explicitamente poste-

riormente, e defina

Mp(z) = E(2)Up(2)e™@% 2 € U\ (24N B(0,¢€)), (3.74)

estendendo continuamente até oU,.

Mp(z) é analitica em U,\Xp, e satisfaz a condic¢ao de salto (recorde (3.59))

(Mp)i(z) = (Mp)_(2)vr(2), z € BpNU\{a}. (3.75)
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Mostraremos agora que é possivel escolher E de modo que Mp ~ N em 0U,, e assim

a aplicacao

P(2) = E(2)Up(z) = Mp(z)e "), (3.76)

serd solucao do nosso modelo, pois F, por ser analitica, nao altera a condicao de salto em
(3.73).

Considere primeiramente z € A=1(I). Entdo n3\(z) € I . De (3.74),

Mo(z) = Bz [ AR AN oy e
} AP(EAG) W2 AP(WEA(2) |

A aplicacio y — w?y rotaciona o vetor y por um angulo de . Se z € A7!(I), entéo

n3A(z), w?n3\(z) pertencem a um setor da forma

{z €C; -0y <argz<0, (mod 2mi), g < by < 7r},

e podemos portanto usar (3.61) e (3.62) para calcular as assintoticas de Mp em

oU, N A~ ), pois neste caso
|n%w2)\(z)| = |n%)\(z)\ = nie =% .
Podemos entao escrever
Mp(z) = E(2)A(2)e"?®)75e715% 2 € 9U, N AHT ), (3.77)

onde A(z) = (A1(z) As(z)), cujas colunas A;, Ay sdo dadas por

(1Y)

sz (i) PO o)

Ay(z) = ’
—rz () RO v o )
o (i) IO o (1)
AQ(Z) =
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Os ramos acima sao os principais, e portanto

3 3 -3 ’I’L2 z _
() =n, M2)? = 5¢(2) =€ HGRC) —)

Também,
((A}Q)\(Z))% = |)\(Z)|%ei%(arg)\(z)+argw2)
— —|A(2)|7 ez 8N
3 3
= ~(A=)7? = —39(2),
ou seja,

3

- <w2n%)\(z)> L (=) (3.78)

De modo analogo,
el (3.79)

NI

(W2A(2))* = A(2)

e, apos alguns célculos diretos, (3.77) se transforma em

93

Mp(2) = E(z)% ( _ee: _:33 ) (1 +O (%)) . (3.80)

Como queremos, em 90U,

devemos escolher

E(z)=ﬁ<1 y ) (j;j)aﬁ (1 _> < L ) (i) ™

Em virtude da decomposicao

e 6" es’ ~( 0 1 1 —i
T 4 - =es ?
—e" 6" —e B¢ -1 0 1 1

e da equagao (3.69), podemos simplificar a expressao de E em

E<z>=< L ) ((+ G2

-1 —1

wlno

93
4 T 73
) Vmes'ne .
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Em suma, se escolhermos

B(:) = ( L ) Vet ((z+a)G()1) "

-1 —1

entao E é uma matriz analitica e invertivel em U,, e

P(z) = E(2)Vp(z)

¢ a solugao do RHP P, por enquanto somente no setor A~1(I) N U,,.

Calculos similares mostram que, com a mesma escolha de FE, a matriz P é, de fato,
a solucao do RHP P em todos os setores de U,. Ou podemos também proceder de um

outro modo.

Calculos semelhantes aos feitos para obter (3.80) mostram que

Up(2)edm — (n) ! (Mo(z) +0O (1» , (3.81)

n

onde M, possui no maximo singularidade da ordem de %.

De (3.75) e o fato de E ser analitica invertivel, concluimos

(\I/p(z)e’”“z’(z)"‘"’)Jr = (\Ilp(z)e"‘b(z)‘”)i vr(2), z € BpNU,, (3.82)

onde vg é como na figura 14, localmente dada na figura 19.

Figura 19:
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Inserindo (3.81) em (3.82), e fazendo n — oo, concluimos

i) My é holomorfa em U, \(—o0, a;

0 1

i) (Mo)+(z) = (Mo)- () ( 10

), x € U, N (—00,q);

Mas N também satisfaz as propriedades i) e i) acima, o que implica

(MoN"1,(2) = (MgN™Y)_(2), 2 € Uy N (—00, ).

seguindo que MoN ™' ¢ holomorfa em U,\{a}. Como My, N~! possuem singularidades
no maximo da ordem de }l em o, entdo MyN ! possui singularidade no méximo da ordem
de % em «, e assim

lim(z — a)Mo(2)N~*(z) =0,

Z—Q

isto é, a singularidade de MyN~! em « é removivel, e MyN ! é analitica em todo conjunto

U,.

3

Da forma explicita de My na regiao A~!(I) dada em (3.80), a saber

vemos que
e6!

det My(z) = —= #0, z€ I'NU,,
N3

e como det My é uma funcao holomorfa em todo aberto U,, concluimos

us

€6

N3

i

det My(z) = #0, z € U,.

Como ainda det N(z) = 1, para todo z, entdo a aplicac¢ao

E(z) = N(2)My ' (2)(n$) %, 2 € Uy,

estd bem definida, agora em todo aberto U,, no qual ela é holomorfa e invertivel.
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Por fim, concluimos entao que com tal escolha de FE,

Mp(2) = B(2)Up(z)e )

2,93

(2)Mg  (2)(05) T (n3) =% (Mo(2) + O(n™Y))
(2)vp(2), z € OU,,

N
N

onde definimos vp(z) sobre o contorno dU, de modo que
1
vp(2)=1+0 (—) :
n

Construimos entdo a matriz P = Mpe "%?3_ solucao do problema local RHP P.

Com escolhas apropriadas da funcao de Airy, poderiamos formular e resolver um RHP
semelhante em uma vizinhanca de —a. Alternativamente, ha um outro modo de fazer

isso.

Sem perda de generalidade, assuma que Y é invariante sob a aplicacao z — —z.
Afirmamos que, neste caso,

R(2) = 03R(—2)0s.

De fato, defina
H(z) = 03R(—2)03.

Para z € R, z > «,
H (z) = H_(2) . (3.83)

Independentemente do caminho de integracao, vale
d
T (9() = 6(=2)) = m (VZ = 0Pl () + V(=2 = @?hu(=2) ) =0,

pois hy é um polindmio par, e a funcio v/ 22 — o? é uma funcao impar.

Logo,

para alguma constante c¢. Calculo de residuos no infinito implica que

m Vs? — a?h(s)ds = 2m/ Vs2 — a?hy(s)ds = 2mi. (3.84)

9B(0,]z[)
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Por outro lado, como v/s? — a?hy(s) é fungao impar,
m/ Vs?2 — a?hy(s)ds =m \/ —$)? — a?hy(—
=m [ Vs?—a%hi(s)ds, (3.85)
r_

onde 'y = 0B(0, |z]) N C, orientadas no sentido anti-horario.

As equagoes (3.84) e (3.85) podem ser resumidas em

Vs? —a?hy(s)ds +m Vs? — a?hy(s)ds = 2mi,

Ty r_

Vs2—a?hi(s)ds —m [ Vs2—a?hi(s)ds =0,
-

Iy
0 que implica

Vs? —a?hy(s)ds =m V's? — ahy(s)ds =

ry r_
Mas,

= m/ Vs?2 —a?hi(s)ds+m [ Vs?—a?hi(s)ds (mod 27i)
«a ry
=¢(2) +m  (mod 2mi),

e portanto ¢ = (2k + 1)7i, para algum k € Z. Deste modo,

e~29(=2) _ o—2n6(2)

Y

e (3.83) se reescreve como

H (z) = H_(2)vg(2), z € (a,0).

De modo analogo, obtemos

H (z) = H (2)vg(2), z € Xp,

e como ainda H(z) — o303, quando n — oo, vemos que H é a tinica solu¢ao do RHP R,
isto é
R(z) = H(z) = 03R(—=2)03
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Célculos diretos mostram que N satisfaz esta mesma simetria,

N(z) = o3N(—2)0s.

Podemos entao usar esta simetria para construir a parametriz em —a.

Defina a vizinhanca U_, de —a por

U—a - _Ua7

e, para z € U_,\ (=X (X4 N B(0,¢))), seja

MP(Z) = UgMp(—Z)O’g.

estendendo continuamente até o bordo 9U,,.

Como

entao

(Mp)+(z) = 03(Mp(—2))+03
= 03(Mp)—(—z)o3
= 03(Mp)+(—2)(vr(=2)) 03
= 03(Mp(—2))-03vR(2)
(

= (Mp)_(2)vr(2), z € =A"'(Xa N B(0e))),

onde a orientagdo de —A\7' (X4 N B(0,¢))) ¢ a dada segundo a figura 20.

Seguindo (3.82), para z € OU_,, seja

vp(2) = o3(vp(—2)) tos =T+ O(n™1).

Figura 20:
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Entao, também para z € 0U_,, vale

Mp(z) = o3Mp(—z)o3
— s N (—2)vp(—2)0s
N(z)ozvp(—z)o3
N(2)(vp(2)) ™
N(2)(I+0O(n™).

Seguindo estas mesmas idéias, poderiamos definir a matriz P na vizinhanca U_, de
—a. Mas, como serd visto posteriormente, isto nao serd necessario. A matriz P e o

RHP P nos serviu como modelo para que encontrassemos a matriz Mp, a qual é solucao

do RHP Mp,
RHP Mp — i) Mp é holomorfa em (U, UU_,)\Xs;

RHP Mp — ii) (Mp)i(z) = (Mp)_(2)vs(2), z € ZgN(Uy, UU_,);
RHP Mp — iii) Mp(z) = N(z)vs(z), z € OU, UIU_y;

onde a matriz vg esta definida sobre a curva Xg, sendo que Xg = Xp U0U, UJU_,, de

acordo com a figura 21.

A matriz Mp, a qual controla o comportamento de R em vizinhancas de +a, é

chamada de parametriz local.

Figura 21:
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3.7 Terceira Deformacao: R+ L

Podemos agora realizar a tltima deformacao do nosso RHP central.

Seja
L(s) = R(2)Mp'(z), z€ (U, UU_)\Z1,
R(z)N"Yz), 2e€C\(U,UU_UZp).

onde

Y =%¥g=XpU0U,U0U_,.

A principio, ja podemos afirmar que L é holomorfa em C\Xg, pois Mp, N sao holo-
morfas e invertiveis (em seus respectivos dominios). Mas, mais que isto, como os saltos

de R e Mp sao os mesmos em (—a, ), entdo para z € (—a, a)\(U, UU_,) vale

L= (2) Ly (2) = (Mp)-(2) R= (2) R (2)(Mp ') 1(2)
= (Mp)-(2)vr(2)(Mp")+(2)
= (Mp)+(2)(Mp')1(2) =1, z € (—o,)\(Ua UU-a),

seguindo que L ¢ analitica em toda regiao no interior da lente (excluindo U, UU_,). De

modo analogo, verifica-se que L também é analitica em U, U U_,.

Calculos diretos mostram que L satisfaz o RHP L,

RHP L — i) L é holomorfa em C\X;
RHP L — ii) L, (2) =L _(2)vp(2), z € ¥p;

1
RHP L — iii) L(z):I+O(—), Z — 00;
z

onde X, vy, sao dadas de acordo com a figura 22.

Todo o trabalho para fazer uso do teorema 2.5 esta feito. Vamos agora unir todas as

pegas.

Como N é limitada em C\ (U, UU_,), da propria defini¢do de v, e da equacao (3.54)

vemos que

o, — I]|ee = O(e™™), ¢, > 0, (3.86)

com a norma calculada em R\(U, UU_, U (—a, a)).



3.7 Terceira Deformagao: R +— L 86

Figura 22:

vu(2) = N(2) < ; o—2n6(2) >N_1 o )= N(z)( PR )N‘l(z)

A

A vr(2) N(z)(é X >N1(z)
op(2) =T+ O (")

Do mesmo modo, usando (3.56) e (3.57), vemos que

lor, — I]|ee = O(e™*), ¢ > 0 (3.87)

com a norma sendo agora calculada sobre as partes superior e inferior da lente de >
(excluindo U, e U_,).

E, é claro, da construgao de vy,

Jor = Ilee = O(n71), (3.88)

com a norma sendo calculada sobre 0U, U QU_,,.

Como, nas partes ilimitadas de ¥y, v, tem decaimento exponencial, entao as estima-

tivas (3.86), (3.87) e (3.88) implicam

1
||UL — I||L2(2L) = O <—) .

n

Em suma, provamos

Teorema 3.5. A matriz L € solucao do RHP L, com
1
||UL — IHLOOQLQ(EL) = O ﬁ .

Com as notagoes da secao 2.5, considere a fatoracdo trivial vy, = (by)-'(by)4, com

(br)- = I, e paraa qual (w,)- =0e (wg)y = v, — 1. Por simplicidade, denote C,2 = C,
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e C¥r = (.
Dada f € L*(Xy),

1CLf 2wy = 1C-(f (v = D)l z2sy)

<N C-llzw ol fllzeepllve — 1l zee(s)

Pelo teorema 3.5, podemos tomar n suficientemente grande, de modo que |Cr]| < 1, e
deste modo (Id —C',) é um operador invertivel (basta expandir em série de Neumann [65,

pg. 191]). Seja I — uy, a solucao de

(Id —CL)(I — ,U,L) =1.

Pelo teorema 2.4, concluimos que a (tinica) solu¢do L do RHP L é da forma

Lz) =1+ L/ pn(s) = D) o (3.89)

271 S —z

Pela prova do teorema 2.5,

1
) = iz < e = Hizoaisy = 0 (£). (3.90)
Escrevendo,
1 —1 1 —1 —1
[ Sy L VAC) b ds+f/ lals) = Dlnls) = D) (3.91)
21 Jy, Ss—z 21 Jy, §s—z

entdo, pela estimativa (3.90),

|ds| : c /
L(z)—1I| < -1 —1I —I||d
1) =11 = el = Do ( [ 55 + gy [ ) = lene) = 1

L

: (3.92)

<

Slo

para alguma constante ¢ que depende de z, mas pode ser tomada uniforme para |Im z| >

n > 0.

Provamos entao que, pontualmente
1
L(z)=1+0 (—) , Imz # 0.
n

Agora, tomando a lente e os abertos U,, U_, suficientemente pequenos de modo que
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z esteja na parte externa de Xy, entdo T'(z) = R(z) (veja se¢do 2.4), e observando apenas

a definicao de L, provamos

Teorema 3.6. Para Imz # 0,

T(z) = (1 L0 (%)) N(2),

com o limite acima podendo ser tomado uniforme para |Im z| > n > 0.

3.8 Assintéticas para Polindmios Ortogonais

A partir do teorema 3.6, vamos obter assintoticas para os polindmios ortogonais

—nV(z)

associados ao peso e , como prometido.

Primeiramente consideremos o caso z € C\R. Escolhendo a lente e os abertos U, e
U_, suficientemente pequenos, como feito para obter o teorema 3.6, entao diretamente da

definicao de T" em (3.33),

Y(2) = e 39T (2)e" 2% 928 (3.93)

1
= 7503 N (2)e" 27N <I +0 (—)) : (3.94)

n
Como

27

_ B(z)—B(z)" ! 6n(g(z)-‘,—l) B(2)+B(x)~! e—ng(z)
21 2

l l " ( ﬁ(z)+_§(z)’1 e9(2) BE=BET —n(g(2)+1) )
e—ngagN(z)eniageng z)oz _

)

entao, em particular

1 AN I
Yi1(2) = mn(2) = ma(z;e7 ™V E) ~ 3 ((z a) + (z i a) ) e Tmz # 0.

Z 4+« 7 —

Podemos também obter informacoes assintéticas sobre outras quantidades envolvendo

polindémios ortogonais.

Por exemplo, recorde o coeficiente 7, = ||, 12(cnv ) 4r), dado em (2.16). Nao é dificil

provar que |23, pg. 47, eq. 3.28|
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onde Yl(") ¢ a matriz unicamente determinada pela expansao

Y(z) =Y®(2) = (1 + Yf"é + 0(2-2)) 27,

Sejam 7)’s os coeficientes da expansao de Laurent de 7"em z = 0. De (3.93) concluimos

1
Y(2) = (I eI e 0(22)) en9=)os,
z

Usando (3.30), para z suficientemente grande, z € C\(—o0, a/, obtemos

Y(z) = (1 + (e—"é%ﬂe"é% - (n /R swv(s)ds) ag) %+ O(Z-Q)) )

Pela unicidade dos coeficientes de Laurent,

(Y1)21 = €nl(T1)21,

e assim ‘
1
o= 7€ (T1)a1 ~ 5=€"(N1)ar
Escrevendo
B _
B(z) = Bo + ?1 +0(27?),

devemos ter, para z suficientemente grande,

B L YL 200 _2

—+0 = =1-—+0

<ﬁl+z+ (27) 2+« z+ (27,

o que nos fornece

oY
Bo=1, b =5

Analogamente,

e assim

(3.95)
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Podemos também obter assintoticas de polindomios ortogonais na reta real.

Suponha primeiramente zg > «. O caso zg < —a é analogo. Diminuindo U, se

necessario, sem perda de generalidade podemos supor que zy ¢ U,.

Deforme o contorno Y7, num novo contorno >y, como na figura 23, e sobre X7, considere

a matriz de salto v, dada pela figura 24, e a funcgao L dada de acordo com a figura 25

Figura 23:

Figura 24:

Figura 25:

I satisfaz o problema de Riemann-Hilbert em iL com condicao de salto vr. Proce-
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dendo como para (3.91),

1 / Uz(S)—deJFL/A (uz(s) — D(vg(s) = 1)

L(z)=1+— - s.

2m Js, S— =z 2mi

Como vz = I no segmento que contém z, (veja figura 24), entdo a integral acima
estd bem definida, e as hipdteses do teorema 2.5 continuam validas. L é, na realidade,

holomorfa sobre aquele segmento.

De modo analogo a antes, estima-se os fatores na integral acima, obtendo

L(z) —I| <

Y

3o

com a constante ¢ acima dependendo de 2y, assim como antes. Agora, como L é holomorfa

em 2,

L(z) = L+ (%) = L (20) = Ry (2)(Ny(20)) ™"
= Ty (20)(N(20)) ",

T, () = (I L0 <%)) N(z).

Como vy =1+ O(e™ ), ¢ > 0, para z > «, entdo também vale

T (z) = (I L0 G)) N(z).

Provamos entao que (lembrando que o caso zyp < —« é analogo)

e assim,

Ty(2) = <1 +0 (%)) N(2), » € R\[-a,al.

T () = (1 L0 (1>> N(2), = € R\[-a,0].

n

Vamos agora considerar z € (—a, «). Como antes, suponha sem perda de generalidade

que zyp ¢ U, UU_,,.

Em (3.91), o intervalo (—a, ) nao contribui para a integral. Mesmo tomando z €

(—a.a), continua valendo a estimativa

|L(z) = 1| <

I

3o
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mas agora nao podemos tomar a constante ¢ uniforme como antes. Caso queiramos
escolher a constante ¢ uniformemente, isto s6 pode ser feito em intervalos compactos de

(—a, @), e desde que fixemos a lente e os abertos U,, U_,.

Como no intervalo (—a, @)\ (U, NU_,),

L(z) = Li(2) = Re(2)(Nx(2) !,

R(z) = (I+ 0 (%)) N (2).

Mas, seguindo o discutido na secao 2.4,

R+<z>=T+<z>< ! 0), (3.96)

ficamos com

—e2nd+(2) 1
1 0
R.(2)=T (2) ( o ) , (3.97)

e assim

no- (o () L)

Em particular, de (3.93),

n

m(2) = (1) = (VD + (Ve 4.0 (1) ) e

Recorde que, por (3.36),
92(2) = [ log |z = sluv(sids £in [ v (s)ds
R z
- / log |2 — sl (s)ds F 64 (2),
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e ficamos com

m(2) = ((NValehhu + (Va9 4.0 (1) ) enTeimstoviomonts

1
= (Ve Due ™ (N (e .0 (1) ) en sl
n

Como ¢4 + ¢ = 2kmi por (3.51), entdo

Tn(2) = <(N+(z))1le_”¢+(z) + (N+(z))216_"¢*(z) +0 (l)) e J log|z=slvv (s)ds (3.98)
n

Agora, relembrando que

(N4 (2)n = ;o (Ne(2))21 = : :

e que, como z € (—a, ),

1
Z— |

et = [B1(2)]e",

Bi(z) =

Z+ «

entao pelo feito anteriormente para z € R\[—a,al, e apos calculos diretos em (3.98),

provamos

Teorema 3.7. Para z € C\[—«, o,

1 1
ma(2) = 7 (< ; a>4 ! < - a) +0 (l)> A
2 z+ Z—Q n

e para z € (—a, @)

' Cos (mr /a Yy (s)ds + %) +

i “ 1 o
Cos (mr/ Yy (s)ds — %) L0 (_)) o J oo Jog lz=slyv (s)ds
z n

Z 4+«
_|_
Z—Q




94

CAPITULO 4

MATRIZES ALEATORIAS

Um ensemble de matrizes aleatdrias consiste de um conjunto de matrizes e uma dis-
tribuicao de probabilidade neste conjunto. Podemos enumerar varios exemplos classicos,

como

e Fnsembles de Wigner - Matrizes simétricas reais (ou hermitianas complexas), cujas

entradas (algebricamente independentes) sao estatisticamente independentes.

e FEnsembles circulares - Matrizes unitarias distribuidas de acordo com a medida de

Haar no grupo unitéario.

e Fnsembles IID - Matrizes cujas entradas sao independentes e identicamentes dis-

tribuidas.

e Fnsembles invariantes - Matrizes simétricas reais (ou hermitianas complexas), cuja

distribuicao é invariante por conjugacao ortogonal (conjugagao unitaria).

No presente texto, focaremos nos ensembles invariantes de matrizes hermitianas com-
plexas, os chamados ensembles unitdrios. Todos os demais ensembles tem suas devidas

importancias e motivagdes, para o leitor interessado sugerimos [57].

Na se¢ao 4.1, definiremos formalmente o ensemble unitario (UE), destacando algumas
de suas propriedades basicas. Na secao 4.2, através de uma mudanca de coordenadas,
restringiremos nossa andlise ao estudo dos autovalores dos UE’s. Nas secoes 4.3 e 4.4,

introduziremos algumas estatisticas interessantes sobre os autovalores.
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4.1 Ensembles Unitarios

Seja M(n) o espago das matrizes hermitianas de ordem n. Veremos M(n) como

2

uma variedade real, a qual pode ser parametrizada por n® coordenadas, isto é, para nos

M(n) ~R". Considere uma distribuicao de probabilidade em M (n) da forma

P(M)AM = ce@00ans = e @0 [[anty;  [[ (aMBal,),
j=1

1<j<k<n—1

onde M;, = Mﬁ; +iM!

ke K # j, denota as partes real e imaginaria de M, ¢ é uma

constante normalizadora, de modo que a distribui¢do P,(M)dM seja distribuicdo de
probabilidade, dM;;, dMJ;, dM}, denotam a medida de Lebesgue nas partes real e
imaginaria das entradas algebricamente independentes de M, e @ : M(n) — R é uma
fungao que cresce suficientemente rapido de modo que a distribuicao P,(M)dM possua

todos 0s momentos finitos.

Por razoes fisicas, imponha também que P, (M)dM seja invariante por conjugacao

unitaria - se M = UMU* para alguma matriz unitaria U*, entao

Po(M)dM = P,(M)dM.

O célculo espectral nos ensina que, fixada uma matriz M, existe um polinomio p, para

o qual

para toda matriz X, com (X ) = o(M). Em particular, se X = UMU* = ]T/f, isto implica
que
e~ TrQM) _ —TrQ(M)
Mais que isto, podemos concluir também que () depende somente dos autovalores
de M, e esta dependéncia é simétrica. Isto é, se o(M) = {\,..., A\, }, a aplicacdo

q(A1,. ., An) = Q(M) esta bem definida e satisfaz
q(/\a(1)7 R )‘a(n)) = Q<)\17 R )\n)a

qualquer que seja a permutacao « € S,,.

Agora, também vale
dM = dM.
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De fato, pela formula de mudanca de variaveis, basta mostrarmos que a aplicacao
G(M) = M é tal que

’d 2oL >’1.

oM

Para ver isto, note que Tr M? = Tr M?, o que pode ser expresso em

Z( +2Z( (M))) Z( +2Z(< ) (ijfky))

j=1 k=j+1 = k=j+1
(4.1)
Sendo D = (Dj;;) a matriz diagonal n? x n? para a qual
L, j<n,
Dj; = { .
2, J>n,
e v o vetor real
v= (M1, Moo, ..., My, M, M, MM, MY,
entdo (4.1) pode ser reescrito como
v'Dv = 7' Dv. (4.2)

Se A é a matriz que realiza a aplicacao ¢, isto é, A é tal que

Av =1,

entdo (4.2) nos diz que A é ortogonal com relagdo ao produto interno induzido por D,
isto é,

A'DA = D,

seguindo

(M) | _ _
’det B ‘—]detA\—l

Em suma, provamos entao que P,(M)dM é invariante por transformagoes unitarias

se, e somente se, P,(M) é invariante por transformacoes unitarias.

De particular interesse é a escolha

Q(M) = TrV(M),
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com V analitica real e V(M) dada pelo célculo funcional. As distribuigoes da forma

P, (M)dM = ce~ ™V gn

sao denominadas Ensembles Unitdrios (Unitary Ensembles - UE). Em particular, se

V(x) = ax® +bx + ¢, a > 0, entdo
—TeV(M) _ - TraM?+bM+c

n
— ne H e—anQj—l-ijj H 6—20,(Mﬁ€>2 H e—2a(M;k)2’
7j=1

j<k j<k

e

seguindo que as variaveis Mj;;, M ﬁw M jlk sao variaveis aleatorias gaussianas independentes.

7
Na verdade, esta é a tinica distribuicao invariante por transformagoes unitarias para

a qual as entradas da matriz M sdo variaveis aleatorias independentes [57, se¢ao 2.6].

A escolha particular V(M) = 22, que leva a

Py (M)dM = ce~ "M 4.

é chamada de ensemble unitdrio gaussiano (Gaussian Unitary Ensemble - GUE).

4.2 Integrando sobre Autovalores - Variaveis Espectrais

O objetivo principal desta secao é reduzir nosso estudo em distribuicoes sobre matrizes

hermitianas para distribui¢oes somente sobre os autovalores das matrizes.

No que segue, dada uma matriz M € M(n), A\ < ... < )\, denotam os autovalores
de M.

Pelo teorema espectral, se M € M(n), podemos decompor

M = UAU",

onde A = diag(Ay,...,\,) e U é uma matriz unitaria.

Teorema 4.1. O conjunto das matrizes hermitianas com espectro simples (todos auto-

valores distintos) € aberto e denso em M(n), e tem medida total.
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Demonstracgao. Para simplificar notacao, denote

M*(n) ={M € M(n); o(M) é simples} .

Dada
M =UAU" € M(n), A =diag(A,...,\n),
seja
A, = diag(Ar + amy - -5 Ao+ Gom),
com o vetor a = (G, - - -, Anm) tomado de modo que

||CL||—>07 m — 00, /\]+a]m7éAk+akm, Sej;ék.

Entao (UA,,,U*) é uma sequéncia de matrizes em M*(n) tais que

UM, U*— UAU* = M, m — oo,

seguindo a densidade de M*(n) em M (n).

Suponha agora que M*(n) nao seja aberto. Entao existe uma matriz M = UAU*
em M*(n) e uma sequéncia de matrizes (M,,) em M (n), as quais nao possuem espectro
simples, tais que

M, — M, m — oo.

Escreva
Mm = UmAm U;:w

para matrizes unitarias U, e matrizes diagonais A,, = diag(Aim, ..., Aum), com Ay, <
.o < Ay Como as U,,’s s@o unitéarias, entdo a sequéncia (U,,) é limitada, possuindo
subsequéncia convergente, digamos (U,,, ). Isto implica que a subsequéncia (A,,,) também

¢ convergente, pois A, = Uy M, Uy, . Sejam
U= liin Unn s A= liinAmk.

U é uma matriz unitaria e A,,, uma matriz diagonal, digamos A= diag(xl, ce Am),

com Xl <...< Xm Mais que isto,

UAU* = lim My, = lim U, A, Uy, = UAU™,
k k



4.2 Integrando sobre Autovalores - Varidveis Espectrais 99

o que implica inicialmente que UUAU*U* = A. Mas como os Aj’s e os Xj’s estao

enumerados em ordem crescente, concluimos

A=A

Agora, denote

Lij = {k; Xik. = A\jr.} i # J.

Como as matrizes M,,’s nao possuem espectro simples, entao ao menos um dos I;;’s

é infinito, digamos para ig # jo. Se
(Al) = (Amk)kelo )

entdo a sequéncia (A;) = (diag(Ay, ..., A\w)) € tal que Ay = \j 4, com 4y # [y, seguindo

que o mesmo vale para o limite A=A de (Ay), isto é,
>\i0 - )\joa iO 7& jOa
0 que é um absurdo, pois o espectro de M é simples. Concluimos portanto que M*(n) é

aberto em M(n).

Por fim, provemos agora que M*(n) tem medida total. Considere a fun¢ao discrimi-

nante

A:R" —R
r=(x1,...,2,) — A(x):H(xj—xk)Q.

k<j

Seja g; 0 j-ésimo polindmio simétrico elementar em n varidveis,

gj(x)ZCj(l'l,...,.fL'n): Z .xkl...l'kj.

com ¢o(z) = 1.

Os polinémios ¢;’s sao unicamente determinados pela expansao

n

H(z —x)=2" = (r1, .., 1) 2" (T, )2 R (D) (T, T).
j=1

Pelo teorema fundamental das fungoes simétricas [5, pag. 224, teor. 13.12|, existe um
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polindémio em n variaveis, digamos P, para o qual

Ax) = P(si(z), ..., (2)). (4.3)
Agora, se M é uma matriz hermitiana com autovalores A, ..., \,, entao as relacoes
de Newton-Girard nos contam que existem polinémios po(M), ..., p,(M) nos coeficientes

de M para os quais

p](M> = §j(>\1,...,)\j), j = O,...,TL.
Tais polindmios sao unicamente determinados por

det(tI — M) =" — py(M)t" P + .+ (=1)"pu(M).

Portanto, a aplicagao dada sobre M (n) por

AM) = P(pr(M), .., pa(M)) = P(ci(N), ., a(N)

¢ um polindomio nas entradas de M bem definido, de classe C*, e que, por (4.3), satisfaz

A(M) =0 < M ¢ M*(n).

Isto implica, em particular, que M*(n) = M(n)\A~'({0}), e novamente podemos

concluir, pela continuidade de A, que M*(n) é aberto.

Por ora, para simplificar notagao, denote M = (M, ..., M,2). Aplicando o algoritmo
de Euclides sucessivamente para cada uma das variaveis M,’s (vendo M; como variavel, e
as demais entradas M}.’s como constantes), encontramos um nimero finito de polinomios

pl(j)(M)’S, para os quais
opy”
1M,

AM) =AM, ..., M) =[] (M).

P (M) =0= =L(M) %0,

Os polinémios p;’s nao sao tnicos. Porém, esta representacao é suficiente para garantir
que M*(n) tem medida total. Denotando o conjunto de zeros de uma func¢ao f por Z(f),

vale a igualdade

Z(A) =z,
7l

opl)

e M*(n) = M(n)\Z(A). Agora, a condi¢do Fi— # 0 em Z(pl(j)) nos diz, via forma local
J
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das submersoes, que Z(pgj)) ¢ uma subvariedade de M(n) ~ R™, de dimensdo n% — 1, e

portanto de medida nula.

Como Z(A) ¢é uniao finita de conjuntos de medida nula, segue que Z(A) tem medida

nula, e portanto M*(n) tem medida total. O
O teorema acima tem consequéncias interessantes.

Primeiro de tudo, como M*(n) tem medida total, podemos reduzir integrais em todo
espaco M (n) a integrais em M*(n). Isto quer dizer, por exemplo, que estatisticas sobre
M(n) podem ser calculadas somente sobre matrizes com espectro simples. Este fato
facilita muito na pratica, pois questoes como continuidade e diferenciabilidade sao, em

geral, mais simples de serem analisadas sobre matrizes com espectro simples.

Em segundo lugar, a densidade de M*(n) garante que certos resultados sobre matrizes

de espectro simples podem ser diretamente estendidos a matrizes mais gerais.

Por fim, como M*(n) é aberto, temos garantido que as matrizes com espectro simples
formam uma subvariedade de M(n) e, mais que isto, conceitos topologicos como con-
tinuidade e diferenciabilidade estao definidos sobre M*(n) diretamente com a topologia

induzida de R™.

Consideremos a diagonalizacao M = UXU* como uma aplicagao,

M — (A =diag(\y, ..., \n), U),

no aberto denso M*(n). A questdo é como computar o jacobiano desta aplicagio.
Definindo

]R?:{x:(a:l,...,xn)eR"; T <Top < ...<Tp},

e relembrando que U(n) denota o conjunto das matrizes unitarias, esta aplicacao pode
ser vista como uma mudanca de variaveis
M*(n) — R x U(n)
M — (A U),

com A = diag(Ay, ..., \,), A1 < ... < \,. Porém, as colunas de U ndo estao bem definidas.

Se multiplicarmos U por uma matriz 7' € T" = {diag(e?;... "), 0 € [0, 0]}, obtemos
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uma nova matriz unitaria U, para a qual também vale

M = UAU*.

Sendo assim, o modo mais apropriado de definir a mudanca de variaveis é

D M*(n) — RY x (U(n)/’]l‘">
M — (A, UT").

As coordenadas ®(M) sdo chamadas de varidveis espectrais.

A fim de integracao, devemos calcular o jacobiano da transformacao ®. A estrutura
diferenciavel considerada em U(n)/T" é a induzida pela proje¢ao canonica 7 : U(n) —

U(n)/T", n(U) = UT™.

Proposigao 4.1. A aplicacio M — A(M), M € M*(n), é de classe C*.

Demonstragdo. Fixe M, € M*(n), com autovalores A\ < ... < A, Seja p(M, 1) o

polindmio caracteristico de M,

p(M,t) = det(t] — M) =t" + ap_(M)t" " + ...+ a (M)t + ao.

A aplicacao
M*(n) > M (ag(M),a1(M), ... ;a,1(M)) € R"
é claramente C'™, pois os coeficientes a;(M)’s sao obtidos por multiplicagoes e somas das
entradas da matriz M (recorde que, como M é hermitiana, possui somente autovalores
reais, e assim p(M,t) é um polindémio real). Nossa proposi¢ao segue entdo se provarmos

que, dado um polinémio p(t) = t" + a,_ 1" + ... 4+ ap com zeros distintos, seus zeros

sao funcoes de classe C*° dos coeficientes.

Seja entao

pla,t) =t" +ap, 1 t" '+ ... +ait +ag, (ag,a1,...,0, 1) =a€R"

um polinémio com zeros distintos. Considere a equacao

pla,t) =0.
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Sendo t; um zero de p, como
Ip

E(aatj) 7é 07

pois t; ¢ um zero simples, entao pelo teorema da funcao implicita, existe uma aplicacao

de classe C*°, digamos {; : B C R" = B; C R, B; vizinhanca de a, para a qual
pla, &(a)) = 0.

Isto quer dizer que cada zero simples t; de p pode ser visto como uma funcao §; de
classe C'*° dos coeficientes, como queriamos. O
Proposigao 4.2. A aplicagio M +— U(M)T" € de classe C™.

Demonstragao. Dada uma matriz My, € M*(n), com autovalores \; (M) < ..., \,(My),
e autovetores associados uq (M), . .., u, (M), seja B; uma vizinhanca de \;(My) em C,

para a qual \;(My) ¢ Bj, se k # j. Pelo céalculo funcional [67, teor. XIL.4, pg. 8|, a

aplicacao

1 ds
P(M)=—
(M) 27rz'7i_s—M

J
é uma aplicacao analitica complexa, e portanto C'* real, tal que

1
SRR TTTR TSR TAT S

¢ autovetor unitario associado ao autovalor (simples) \;(M) de M.

Assim, conseguimos definir localmente uma aplicacdo M +— u;(M), de classe C™,

com u; (M) um autovetor unitario associado ao autovalor \;(M) de M.

Se definirmos M +— U(M), onde U(M) é a matriz unitaria cuja j-ésima coluna é
u;(M), entao U(M) é uma aplicagao de classe C*, definida numa vizinhanga de My, para
a qual

M =U(M)A(M)U(M)*.

O grande problema de estender a aplicagdo U(M) globalmente é que, ao partirmos
de duas matrizes Mj e M, definindo duas aplica¢oes Uy(M) e Uy (M) em vizinhangas de
Uy e Uy, pode ser que, para uma matriz M que esteja nas vizinhancas de M, e M, as

matrizes Uy(M) e Uy (M) sejam distintas. Isto é evitado se considerarmos M +— U(M)T",
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isto é, se fizermos

0 M*(n) — Un)
M M=roU(M)

onde U é a aplicacao construida acima numa vizinhanca de M, e 7 é a projecao canonica.

A aplicacao acima esta bem definida e é de classe C°°, pois é composta de aplicacoes

C*, como queriamos. 0

As proposigoes 4.1 e 4.2 nos garantem que a funcao ® é de classe C°°. Provaremos
agora que, mais que isto, ® é um difeomorfismo. Para isto, construiremos explicitamente

sua inversa.
Pela teoria geral de grupos de Lie [76, teor. 3.58, pg. 120, teor. 3.64, pg. 124], dado
Uy = UyT" € U(n)/T", existem uma vizinhanca W C U(n)/T" de Uy e uma aplicacio

T=15 W= U(n) de classe C* tal que mo 7 = id.

Defina
W RY x (U(n)/Tn> — M*(n)
A\U) = M =71(U)A\, ..., )70,
onde 7 é qualquer seccio local definida em uma vizinhanca de U, e A(A1, .., \,) = diag(Ay, ...

A aplicacao ¥ esta bem definida, pois se 7, 7 sao duas sec¢oes locais distintas em
17, entao existe 1" € T™ tal que

Tl(U) = TQ(U)T

Como T' é uma matriz diagonal, entao 7" comuta com toda matriz diagonal. Mais que
isto, TT™* = I, o que implica
n(U)AT(U)* = 7o(U)TAT* 15(U)*
7 (U)ATT 1(U)*

T (U)A1o(U)*.

U é de classe C*°, pois 7, A sao aplicacoes de classe C'°.

Calculos diretos mostram que ¥ = &~ e portanto, como ¥ é diferenciavel, ® é

difeomorfismo. Em particular, det d¥, det d® # 0.
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Prossigamos agora com o célculo do jacobiano de W, 3(81\]\%)‘

Fixe My = UpgAoUy, UgT™ = Up. Seja

]Rl 2 (pb cee 7pl) = ﬁ(pb ce ,pz) S U<n)/Tn

carta local em U, para >.p; < €, com U(0) = Uy, € tomado suficientemente pequeno
de modo que (N](p) pertenca ao dominio da seccao local em Uy, para todo p. Como 7 é

difeomorfismo local, entao 7 o U = U & carta local em 7'((70) = U, e a aplicacao

(A, p) = M\, p) =Up)ANU(p)", A € RY, pe B(0,¢), (4.4)

é carta local em um aberto

Op = &1 <{(A(>\), U(p)) € R x (U(”)/Tn> M <. <A, peE B(O,e)}) ,

contendo M.

Diferenciando em (4.4),

oM oY
— =U—U"
ax,  on
oM oA
U'—U = — 4.5
Vo T oy (4.5)
e também
oM  oU ou*
— = —AU"+UA =
Opr. Opx Opr,
oM ou ou*
=U'—U=U"—A+A U. 4.6
Opy, Ipx Ipx (4.6)
Como U é unitéria, entao
Uuv=1 = _ou UZU*a—U7
Opr, Opy,

seguindo que

oUN\™ oU
U* e _ U* -
( Opr, ) Opr,
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isto é, S = U*% é anti-hermitiana. Voltando em (4.6),

oM oU oU
U'—U=U"—A—-ANU"—
Opx, Opr, Opx,

= SiA — AS;

Dada uma matriz M € M(n), denote por M o vetor de R" formado pelas entradas
de M,

MI

n—1,n

) € R,

n—1,n’

v R 1 R I R
M = (M1, Mag, ..., My, ME My, ME ML M,
——

j<k

Isto define uma bijecao M(n) > M — M € R™. Fixada U € U(n), defina o operador

linear de conjugacao
Ly : M(n) — M(n)
M — U"MU
e a aplicacao linear

Ly :RY = R

M Ly (M),

Denotando our our oA
8_/\j = M,,, 8_]9k = M,,, a—)\] = Ay,
as equagoes (4.7) e (4.5) podem ser expressas em
(Evhl, ... Loy, Ly, ..., Lyd, ) = (xh,...,xmm,...,my (4.8)

onde os vetores acima estao sendo considerados como vetores coluna, isto é, as expressoes

nos lados direito e esquerdo sao matrizes n* X n? (lembrando que n + [ = n?).
Isto nos leva a considerar uma extensao de Ly sobre o espaco R x R” das matrizes
n? x n?,
Ly :RY xR™ - RY x R”
(A1, ..., Ap2) = (UAU", ..., UA,U"),
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onde estamos representando uma matriz n? x n? como um vetor cujas entradas siao seus

vetores coluna Ay, ..., A,2.

Podemos entao reescrever (4.8),

- - - - . - - — —
Ly (M,\l,...,MAn,Mpl,...,Mpl) - (AAI,...,AAn,[Sl,A],...,[S,,A]). (4.9)

Sobre R™* x R™, defina o produto interno

(Ay,...,Ap),(By,...,Bp)) = Te(A1Bf + ...+ Ap2B5).

Com este produto interno, a aplicacao linear EU é ortogonal pois, como Tr(MN) =

Tr(N M), quaisquer que sejam as matrizes quadradas M, N, entao

(Ly(Ay, ... Ap), Lu(By, ..., Bye)) = Tr (UABU* + ...+ UA,B:5U")
Tr (U (A1 Bf + ...+ A BS) UY)
Tr (U*U (AlB* o+ A BL))
Tr (A, B .+ A2B)

—

(Ay,... A, )(Bl,...,§n2)>.

Isto implica em particular que

|det Ly/| = 1,
e assim, por (4.9)

et dW| = ‘det (MA LM, M, )‘ -
det (xAl,...,xAn,m,...,M)\
Usamos o fato de que se um operador é ortogonal, entao o moédulo do seu determinante
¢ 1. Apesar de em geral estudarmos ortogonalidade (de operadores de dimensao finita)
e determinantes com relacao ao produto interno usual de R™, o determinante de um
operador independe do produto interno tomado, isto é, se um operador (sobre dimensao
finita) é ortogonal com relagdo a um produto interno qualquer em R™, entao o modulo

do determinante deste operador é necessariamente 1 [46, cap. I1T1,§ 6,cap. IX,§ 9].

Vamos agora calcular o lado direito da expressao acima.
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Note que

6A> By
= =0k = 0ij0jk
(axi O

([S6 AD 1, = (Silh)j — (AS) jw
= (Si) Ak — (Si) kA
= (Si) k(M — Aj)-

Deste modo, sendo I, a matriz identidade n x n,

det (KAI,...,KM,[Sl,Ai,...,[Sl,AD _

I, 0 - 0
0SE 0SE
)\ o )\ 12 . )\ o )\ 12
0 (o 1)31?1 (e 1>0pz
= det 051, 051y
0 (A — A1) o1 e (A2 — A1) o
0 A — Ap— O A — Ap— L
( 1) Opy ( 1> Opy
Ip1 Opy
= [T = A;) det :
<k 85711—1,71 asfb—l,n
op1 om

O teorema de mudanca de variaveis aplicado a mudanca de variaveis ® nos conta
entao que

ce” NG = ¢~ X5 Q00 T (A — A) fulp)d"Ad'p,

i<k
na vizinhanca Oy de M, onde
0SE Sk
op1 Ipy
fulp) = |det : Ep :
aS;[L*LTL aséfl,n
op Ipy
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¢ uma aplicacdo positiva que depende somente das variaveis unitarias p = (py, .

Denote

7, = / e~ 2i=1Q0) H(Aj — \e)?d" A\
A <...<Ap

j<k
Todos os calculos feitos nos permitem concluir

Teorema 4.2. Seja F : M(n) — R uma fun¢ao limitada tal que
F(M)=FUMU"), VU €U(n), VM e M(n).
Defina

FiR" SR
A= (A, .. A) = F(diag(Aq, ..., \)),

de modo que f € uma fungao simétrica, isto €,
JOL ) = FAeq), - Aom)

para toda permutacao o de n elementos.

Vale

E(F) = / F(M)P,(M)dM

1 y
= = FOuy o e D= 9 TT (N = A)%dAy . d),
Zn A< <Ay j<k
1 .
=—— [ fOuq o A)e Zm @O T = Ay)%dA . dA,
nZ, Jrn ik

.. >pl)-

Demonstracao. Em suma, os calculos anteriores nos mostram que, fixada uma matriz

Up € U(n), existem uma carta local em Uy, U(py,...,p;), definida sobre B(0,€), com

U(0,...,0) = U, uma vizinhanga
Og, = {Up1,....m); llpll < e, U(0,...,0)=Up} € U(n)/T"

de Uy, uma seccdo local 7 = 1 : Og, — U(n), tais que

~

Uply-- o) =7U(p1,---,m))-
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Como U(n) é compacto, entdo U(n)/T™ é compacto. Assim, a cobertura aberta

{08} tetr(ny e de U(n)/T" admite subcobertura finita, digamos {Op,,...,0g }.

Seja (¢j)1<j<m parti¢ao da unidade subordinada a cobertura {Op ,...,Op }, isto é,

as fungoes ¢; : U(n)/T™ — R sao tais que

e supp ¢; C Oﬁj;

o« 6;(0) 20, vT eV au;

oY 6 (0) =1, vT eV,
j=1

Seja (7(M) a projecao na segunda coordenada de &, construida na proposicao 4.2.

Como M*(n) tem medida total e ¥ é difeomorfismo,

c / F(M)e=™Mgn = ¢ F(M)e= ™MD gng
M(n) M*(n)
- c/ F(M) (Z @-((7(1\4))) e~ TR g pg
M*(n) j=1

n

:cZ/ . )F(M)(;Sj(U(M))e_TrQ(M)dM

=c (U e~ TrQ(M) _
= Z;/m(vm)/w) F(M)¢;(U(M)) dM (4.10)

Agora, como V¥ ¢é difeomorfismo entre U(n)/T" e M*(n), ¢ em particular difeomorfismo

entre os abertos

B; =R x {U € Ut am; 9,(0) > 0} = R} x 67((0,00))

C; = {M e M (); 6,(T(M)) > 0} = (6.0 0)((0,00)).

De fato, precisamos apenas provar que V(B;) = C}.

Se (Ao, (70) € Bj, entao ¥(A,, (70) = UoAoU; = My, onde Uy é qualquer elemento de
Uy = UyT™. Logo, U(My) = Uy, seguindo que ¢,;(U(My)) = ¢;(Up) > 0. Dai, My € C;.

Por outro lado, se My = UpAoU; € Cj, entao trivialmente Ay € RY. Como ﬁ(M) =
Uy, entdo ¢;(Ug) = ¢;(U(M)) > 0, e portanto U~ (M,) = (Ao, Up) € B;.
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Assim, podemos aplicar a formula de mudanca de variaveis em cada uma das integrais

a direita em (4.10),

[ oy FODS,@(00)e ™00 a0 —
()
= [ FOno, @0 i
¥(B;)

- / FO(A, 0))65(T (@A, T)))e OO T (A = Xy fulp) " Adlp

i<k

/f)\l,..., )¢ (U)e™ 2= 90D TT (A = \)2 fu(p)d™Ad'p

i<k

o ATy RS AR | CS VR

i<k

Voltando em (4.10),

E(F)=c | [ e 2= 90 TTOw = A)%d A (Z /” H ¢j(l7(p))fu(p)d’p)

R j<k

:C/}\ R f(/\l,...,A ) -2 QA H(/\k—)\.)Qd”)\ (Z/” - ¢j((7(p))fu(p)dlp>.

i<k

Fazendo F' = 1, obtemos

CZ/ 6;(U(p)) fulp)d'p = Z,,",

j=1 Y lpl<e

e portanto

1 n
E(F) = = / FOus e An)em i @I TT (O = A"
Z A <...<Ap

j<k

f()\l, C 7)\71)6 ZJ 1 QA H()\k ) - f( o(l)r-- > )‘a(n))e_ Z?:l Q(AUU)) H()\O'(k’)_)\g(]))27

<k i<k
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para toda permutacao o € S, entao
/ FOL - An)em 2= Q0D T = Ap)2dmA =
)\1<...<An j<k?
= / Fuy o e 2= QD TT (A = Ap)2d" .
>\a(l)<---<)‘a(n)

j<k

Somando sobre todas as permutacoes, e usando o fato de que o conjunto {\; = A\g; k # j}

tem medida nula,

f()‘la s 7)\n>67 Z?:1 Q) H()\k - AJ)an)\ =

R

j<k
=> / POy A)e Z5=19090 TT (A = Ag)%d™A
0€8y Y Ae(1) < <Ag(n) j<k
= nlZ,E(F),
e o0 teorema esta demonstrado. O

O teorema 4.2 tem uma consequéncia basica e fundamental. Estatisticas sobre as
matrizes M € M(n), desde que sejam invariantes sobre conjugacdo unitaria, podem ser

reduzidas a estatisticas sobre os autovalores Aq, ..., \,, distribuidos de acordo com

1

P, \Nd"\ = —
9@ n\Z,

e =1 Q) H()‘k — N2,

j<k

e 0 nosso estudo sobre a distribuicao P,(M)dM pode ser reduzido ao estudo da dis-
tribuicdo P, (A)d"A. Note ainda que a aplicagao V,,(A) = [[;.,(Ax — A;) € o Determinante

de Vandermonde,

111
Ao A A
VoA = VoA, A =det [ A2 A2 a2 0 X2
D Vo D VN Vo

4.3 Algumas Estatisticas sobre os Autovalores

Conforme evidenciado na se¢do anterior, estatisticas sobre M(n), invariantes por

conjugacao unitaria, podem ser efetivamente calculadas sobre os autovalores, nos levando
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ao estudo de distribuicoes da forma

P,(\)d"\ = e~ 2i=1 QD |V (N 2d" A

nZ,
Procederemos agora com o calculo de algumas estatisticas especificas.

Lema 4.1. Sejam (f;), (gx) fungdes (reais ou complezas) em L*(du), du medida boreliana

com sinal sobre R. Entao

/ T / det (f; (xk)>1§j,k§n det (g; (mk))lgj,kgn dp(zr) ... dp(x,) =

— bt ( [ foa)inta)) e

Demonstracao. O resultado segue por célculos diretos,
/ e / det (fj(zk)hgj,kgn det (gj($k))1§j7k§n dlu(xl) cee dM(xn) =

:/ /(Z sgnaHfU(j ;) ZSgHTHgm) (2, )du 1) ... dp(zn)

g€ES, TESH
= Z sgnasgnT/ /Hfg(] 25)97() (@) dp(z ;)
o, TESy
= 3 sgnosenr ][ ( / fa(j)(xj)gﬂj)(wj)du(%))
o,7ES, J=1
- Z Sgn oT H (/ fO'T_l l'] 9r (5 (x])du(a:])>
o, TESK 7=1

Reordenando os termos nos produtoérios acima, ficamos com
[ [ det (), et (0100, i) . () =

=D, Sgn(ml)ljl (/ fof—l(j)(xj)gj(xj)du(xj))

o,TES,
S IDINTE H ([ ferrsriunta))

Agora, para cada 7 € S, fixo, ¢ = o7~ ! percorre todo o conjunto S,, quando o percorre
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S,. Assim,
/ /det FiCn)) 1< nen det (95(20))1 < ey dpa(n) - dpp(n) =

=D > seu(s ﬁ( fe (e )du(w)>

TESH SESH j=1

o T (f o)

sESK

—ntdet [ et o

Com o auxilio deste tltimo lema, podemos relacionar estatisticas sobre os autovalores

4

a polindbmios ortogonais.

Sendo g : R — R uma fungdo limitada, consideraremos fung¢oes da forma f(M) =

det(I4+g(M)). Observe que, pelo calculo funcional, f é invariante por conjugacao unitaria.

Podemos reescrever

P,(M)dM = cdet w(M)dM,

onde w(t) = e~@®,

Com estas notacoes, pelo teorema 4.2,
1 n n

E(f) = 7 o H(I+9(Aj)) [TwD Ve Pama. (4.11)

j=1

Denotando

podemos reescrever

Va2 = Va(WNVa(N) = det(a(2x))1<jh<n det (85 (2k) ) 1<) hen,

e entdo, usando o lema 4.1 para du(z) = (1 + g(z))w(z)dz, concluimos

1

E(f) = 7 det (/tj”“‘z(l + g(t))w(t)dt)Kj o (4.12)

Vamos agora reescrever o lado direito da equacao anterior.

(n)

Multiplicando a j-ésima linha por a; ", e somando tudo a tltima linha, vemos que,
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para du(z) = (1 + g(z))w(z)dz,

[ du [adp ... [2"tdp
ot Jadp  [2Pdp ... [a"du _
Jamtdp [x"dp ... 2P 2du
[du [ xdp [ tdu
 det [ xdp [ a*du e [ a™dp
Jona(@)dp [appa(x)dp ... [ 2" p,a(x)dp
onde

pa(@) = 2"+ a2+ e+ el

Repetindo o procedimento com a n — 1-ésima linha, posteriormente com a n — 2-ésima

linha, e assim sucessivamente, obtemos

[ du Jadp ... [a"tdp
det fx:d,u fI_Zd'u fx?ld,u _

Jamtdp [2"dp ... 2P 2du
[po(x)dp  [apo(x)dp ... [x" ‘py(x)dp
[pi@)dp  [api(x)dp ... [a"'pi(z)du

= det [po(@)dp  [aps(x)dp ... [a" 'po(x)dp )
fpn—l(l')d,u f:Bpn_l(J:)d,u c. fl‘nilpn_l(l‘)dlu
onde

pj(z) =27 + ag-j_)lxj’l +. . +az+ ).
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Repetindo o mesmo procedimento, agora sobre as colunas, ficamos com

[ du Jadp ... [a"tdu
ot fm.’d,u fx?d,u fx?zd,u N

Jamtdp [x"dp ... 2P 2du
Jao(x)po(z)dp [ qu(x)po(x)dp ... [ quor(z)po(x)dp
Jao@pi(@)dp  [a(@)pi@)dp ... [ gar(@)pi(z)dp

=det | [qo(@)p(x)dp  [a(x)pa(x)dp oo [quoa(x)pa()dp |,
Jao@)paa(x)dp [ q(x)paa(x)dp .. [ Gua(x)pai(z)dp
onde

qj(z) =27 + bgjjlxj_l +...+ bgj)aj + b[()j).

Temos entao liberdade de escolher quaisquer polinomios p;’s, ¢;’s, monicos de grau
n. Escolhemos entao p; = ¢; = 7;, onde m,, é 0 n-ésimo polindmio ortogonal monico com

1
relacdo a w(t)dt = e~ 9®dt. Sendo ainda p,(r) = Lm,, onde 7, = 17l f2e- entdo

Y
(pn) € a sequéncia de polinomios ortonormais com relacio a e~?®dt, e provamos que

dor ([ o 2apto)) s ([ pj<x>pk<x>du<x>)W@_l'

Substituindo na equagao (4.12),

Q(t) dt)’

E(f) = m det (/pj(:v)pk(x)(l + g(x))w(x)dx) .
— m det (5jk + /Pj(x)pk(m)g(af)w(x)dx) S

pois

/pj(l')pk(iv)d:v = djp.

Fazendo g = 0, isto é, f = 1, entao
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e denotando ¢;(z) = p;(x)e 290 simplificamos em

B = det (35 + [o@ontagontr) (119
0<j,k<n—1
Uma dificuldade em controlar o determinante acima, quando n — oo, é o fato de que
estamos calculando o determinante de um operador cujo dominio varia com n. Mas, pela
igualdade |27, pag. 37|,
det(/ + AB) = det(I + BA),

valida para quaisquer operadores trace class A : 74 — 75 e B : 75 — 7, entre espacos
de Hilbert distintos 747, .7, podemos reduzir a expressao acima a um determinante sobre

um espaco independente de n.

Sendo {eg,...,e,_1} a base canénica de C", defina

A: L*(R) — C"

n—1

b ( / h(x) j(:c)g(x)dx) N

=0

.

B:C" — L*(R)

n—1 n—1
a = E a;e; — E Cljgbj.
j=0 §=0

A é um operador trace class, pois é operador de posto finito, e B é limitado, pois

dim C" < oo.

Com isto,

480= 33 ([ oo ) e

j=1 k=1

Logo, AB : C" — C" é tal que
(AB)es s = (ABeres) = [ @)on(ag(ods

seguindo, por (4.13),

det(I + AB) = det (0j1 + (AB) k), <; e, = E([)-
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Pelo teorema 4.3, concluimos

E(f) = det(I + BA).

Mas

isto ¢, BA =K, x,, onde K, : L? — L? é o operador integral com ntcleo
n—1
Ko(z,y) = 6i(x)e;(y),
=0

e Xy : L* = L? é o operador multiplica¢ao por g,
Xgh = hg.

Provamos entao

Teorema 4.3. Se [ é uma funcao limitada e tal que f(M) = f(UMU?), para toda

transformacgao unitdria U € U(n), entdo

E(f(M)) =det({ +K,x,), f=1+g.

Em particular, se 2 C R, g = —xq, entao

E(f(M)) = det (I + Kn|L2(Q)> .

Por outro lado, por (4.11),

n

E(f (1— o S0 QO (A2
o) = —— / [0~ o VA
L e™ 2= QDY ()2 )

n!Z, Jrm\an
= P({M nao possui autovalores em }),
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e portanto

P({M nao possui autovalores em Q}) = det (I + KH‘LQ(Q)> :

De modo mais geral [27, pag. 88, eq. 4.72|, calculos em combinatéria mostram que,
se y,...,€ C R sao conjuntos disjuntos, e ny,...,n; sao k nimeros naturais, tais que

>_;jnj < n, entdo

P({n; autovalores em Q;, j=1,...,k}) =

8n1+~~+”k

1 n
= det | 14+ K, ) tix;
nyl - -mpl OMty - - - Oty ¢ < - Z JXJ)

=1

)

ti=..=t=—1

onde x; é o operador de multiplicacao pela fun¢ao caracteristica de (25,

Xjh = hxao;-.

Para terminar esta se¢ao, vamos encontrar uma expressao em termos de determinante

para P,(x1,...,2,). Com as notagoes anteriores, seja

A= (Aij>1§i,j§n = ((bi—l(xj))lgi,jgn‘

Entao
1 n
P (x1, ... 1) = —————e 2i=1 Q@)Y (1)?
( 1 ) (’yl’yn)z ( )

= (det A)?

= det(A'A)

= det (Z A]ZA]k>
J=1 1<i,k<n

= det (Z ¢j—1($z‘)¢j—1($k)>
J=1 1<i,k<n

= det (Kn(xi,xk))1§i7k§n. (4.14)

4.4 Funcoes de Correlacao

As funcoes de correlacao sao definidas por

Ry(zq, ..., xx) :( / kPn(xl,...,xk,wkﬂ,...,:Un)dxkﬂ...dxn, k<n.
Rn—

n—k)!
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SeQCRe B
F(xh cee axn) = ZXQ(xJ) = #{j) Zj € Q}7
j=1
isto é, F'(x1,...,2,) & o ntimero de autovalores x’s em (), entdo pela simetria de P, (\)d" A,
Z/ o) Pa(A, - A dPA
-y [ XG0P O A
j=1 /%"
—n/ (/ Pn()\l,...,An)d)\Q...d)\n> A\
Q Rr-1
= / Ry(A\)d\. (4.15)
Q
De modo mais geral, se €2,...,€; C R sao conjuntos disjuntos e

Flay,... x,) = Z Xﬂl(le)"‘xgk(xjk)

1<j1<...<jr<n

=H#{Un k) <o <k ANy € Q1L N € )

entdo novamente pela simetria de P,(\)d"\,

E(F)= ). /XQI (A1) -+ X ) Pa(N)d™ A

1< <. <jg<n

()/Q /Q(/R (AN - d)\n)d)\k...d)\l

(\)dFA.

k‘ Q1 %.. ><Qk

Assim, apesar de Ry nao ser distribuicao de probabilidade, vale a interpretacao

) . 1
E(#{(]lya]k) ]1 < ... < Jk, /\j1 c Ql,...,/\jk S Qk}) k" /Rk(/\)dk/\

Assim como as estatisticas consideradas na se¢ao anterior, podemos expressar Rj em

funcao do ntcleo K.

Sendo €, ...Q C R subconjuntos disjuntos, e denotando 5 = R\ (U2 ), vale

k

ZXQJ.(.%') =1, Vz e R.

=0
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Logo, fixando «y,...,a; € R, e definindo

Mw

_1XQ Zﬁ]XQ 7$€R76j:aj_17

J=0

entao

1+ g(x Zajxg , Vo € R.

Pela simetria de P,(\)d"\,

n

JHa+s0pP0EA =Y 3 [g0n)..g0n) PN

j=1 7=0 1§ll<...<lj§n

- n
-2 (%) [ ot spp s
= Zjl / (A1) DR, NN (4.16)
Agora, podemos reescrever

[Te0w = HZ@XQ A1)

=1 i=1

= Z Bixas, (M) - Bixer, (M)

1<’Ll <k

_ oy D B fyxa, e, ()

..... ng >0 0<iy,.
n0+ AnE=i #{l; 4= 0} nO

#{l; ;= k}_nk
— s .
= E BO Bk E(no,...,nk,/\l,...,)\j),
sy ng >0
n0+ +nk =7
onde
E(”Oa"'ank;)\17"'7)\j) = E : XQ”()\l)XQz]()\])
0<iq,nvij <k
#{l; i;=0}=nq
#{l; ij=k}=ny,
Como os (s sao disjuntos, entao fixado (A, ..., A;), no maximo um termo na soma

que define E é nao-nulo. Ainda, se E(ng, ..., g, A1,...,A;) # 0, entao

Xil(/\l) == Xij<>‘j) =1,
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para algum conjunto de indices {iy,...,7;}, e para este mesmo conjunto de indices

#{la leo}:nma#{la Zl:]}:nja

e portanto
E(no, ey Ny )\1, e ,)\j) = XA(no ..... nk)()\la ceey )\j),
onde
A(ng,...,nx) = {(x1,...,7;) € R’; exatamente n; dos x;’s pertencem a , [ =1,...,5}.

Substituindo em (4.17) e voltando em (4.16), e fazendo f(M) =1+ g, ficamos com
B(f) = [ [T+ g0 P02
j=1

1 no Nk ]
:Zﬁ Z By ... By /R_Rj(xl,...,Aj)XA(no ,,,,, ) A1y A A(4.17)

A formula de Fredholm [67, pg. 362] nos conta que, dado um operador A, vale a

expansao

det(/ +A) = Z % / e /det (K (i, %)) 1<ij<n) ) dzy . . . d2p. (4.18)

Assim, pelo teorema 4.3 e pela formula de Fredholm (4.18),

- Z i /Rj det (K (21, ©m)9(21))1<p e diz
= 1 j |
=2 7/. det (K (21, @) 1<y | [ 9(20) 2. (4.19)

=1

Note que

k=0

7 n—1
det (K (21, 2m))y<me; = | [ €9 det (Z wk(ml)m(xm)) .
=1 1<i,m,<j

Cada linha [ do determinante acima a direita pode ser vista como uma combinacao
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linear dos polinémios m,’s. De modo mais preciso, se v; é o vetor da [-ésima linha, entao

n—1
v = Zﬂk(lll)ﬁk,

k=0

onde

Tk = (mi(z1), ..., (), k=0,...,n— 1.

Assim, se j > n, entao os vetores linha v;’s sao necessariamente linearmente depen-

dentes, pois

span{vy, ..., v;} = span{7y, ..., Tph_1 }=>

— dimspan{vy,...,v;} <n <y,

e portanto

det (Kn(xlwrm))lgl,m,ﬁj =0, j>n.

Voltando em (4.19), e usando (4.17),

B = Y5 [ det (uloron)cyne [T ot

= =1
- 1 n n .
— ZF Z Bro. . kk/_det (Kn(xl,xm))lglméj XAmo,mp) Ay ooy AN,
J=0 77 g m20, ®
Denotando

AJ()‘b R A]) = Rj()‘b SR >‘]) — det (Kn(xlaxm))lgl,mgj )

por (4.17) concluimos

n

1 :
§ — E 1o e . : NI\ —
S By° ... By, ‘A]()\l,...,)\])XA(nO 77777 ) (A, A dPA = 0.
j=0 J: 0 yeees T 20 RJ
n0+m+nk:j

Como temos liberdade na escolha dos f3;’s, a expressao anterior ¢ um polinémio nas
variaveis 1, ..., 8. Como tal polinomio é o polindmio nulo, entao seus coeficientes sao
todos nulos. Em particular, o coeficiente de ;... /5; (que equivale a k = j,ng = 0,ny =

...=mng =1) énulo, isto é

/, A (AL A) X Aoy (A = 0. (4.20)
RI
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Podemos reescrever
Ang,....,nj) ={A=(A,...,j); Joe S, heQp,l=1,...,7}
Desta representacao, da simetria de A;, e da igualdade (4.20), concluimos
0= / AN @A :j!/ A; ()@ A, (4.21)
Q1 %...xQ

oeS; Va1 XX ()
Definindo

Qo = (@, Ym), m=1,....7, a1 <1 < ag...<a; <y,

entdo (4.21) implica

n Y
al a;

Como A, é continua, o teorema fundamental do calculo nos ensina

(/ / )\1,..., )d/\l...d)\j>:Aj(yl,...,yj):&yl<...<yj.

Como A; é simétrica,
Aj(yy -5 95) =0, Yj # Y, L £ m,

e, por continuidade, concluimos

Aj(yh'"vyj) = 07 vy € Rj7

isto é

Rj<y17 cee 7yj> = det (Kn<yl>ym>)1§lym§j 3 ] = 17 <o, N

(4.22)
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CAPITULO b

UNIVERSALIDADE

Como aplicacao das assintdticas obtidas no capitulo 3, nos preocuparemos neste
capitulo em obter limites universais, fenémeno conhecido por wuniversalidade, para as

estatisticas apresentadas no capitulo 4.

No capitulo 4, desenvolvemos a teoria basica de matrizes aleatorias para distribuicoes

da forma
P,(M)dM = ce” Mg

Agora, para analisar o limite dos autovalores de matrizes de M(n) quando a dimensao

n é grande, nos restringiremos a potenciais da forma
Q(r) = Qn(z) = nV(2),

com V funcdo real analitica, o que nos leva a distribui¢des matriciais (reescaladas) da

forma

Po(M)dM = ce™"V Mg,

as quais, seguindo toda teoria desenvolvida no capitulo 4, sao reduzidas a distribuigoes

nos autovalores

1 Y
Pr(Ai, .y Ap)d\ = Z—e—anzl QX T = Ap)?d™ A,

" j<k
De modo a usarmos as assintOticas obtidas no capitulo 3, assumiremos V(z) =

az®™. Neste caso, a reescalagem Q(z) = V(z) — nV(z) é equivalente a z — znzm,
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e somos levados a quantidades reescaladas. Por exemplo, com tal reescalagem, obtemos

os polinémios ortogonais monicos,

~ 1 1
Tj(x) = —m;(an>m),
mn2a2m
as constantes de normalizagao
~ S 1igd

e as fungoes ortonormais com relagao a du,

~ 1 n . .
pj(x) = N—e_fv(z)ﬂj(x), j=0,....,n—1,

Vi
as quais nos levam a funcao de correlagao reescalada

Rin(A1, ..oy Am) = det (IC, (A, /\j))lgj,kgm ,m=1,...,n,
onde KC,, é o polindémio niicleo

Kuleo) = 2 80)5,00)

Também, somos levados aos polinomios p;’s, ortonormais com relagao a e V@) dg,

isto é
_ 1
pi(z) = gj%‘(@-

O fator n na medida dp,,, o qual pode ser visto como uma reescalagem Q(z) = V(z) —
nV(x), é feito de modo a confinar os autovalores numa regiao compacta do plano. Por
exemplo, no caso gaussiano V(x) = ax?, o maior autovalor (em médulo) de uma matriz
tipica M é da ordem de /n [73, se¢do 2.3]. Com a reescalagem x +— anz (equivalente a
V(z) = nV (z)), o maior autovalor (e portanto todos autovalores) fica confinado em uma

regiao compacta independente de n.
Prosseguiremos agora com os calculos que nos levarao aos resultados de universalidade.

De modo a analisar o nicleo I localmente, defina

1 § Ul
ICn(a:,a:)ICn (lCn(x,:U) +2 Kz,

Dy n(€n) = ) ‘|—ZE> , —0<&n <0, (5.2)

para x € (—a, ) = supp du”, 0 suficientemente pequeno, de modo a nos mantermos em
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(—a, ).

A mudanca de variaveis K, (z,z) — D, ,(£,n) tem como objetivo assegurar que o
niimero esperado de autovalores por intervalo unitario seja, assintoticamente, igual a 1,

como veremos posteriormente.

Como os polindémios p;’s sao ortonormais com relagao a e~ V@ dyx, entdo satisfazem

a formula de Christoffel-Darboux [72, teor. 3.2.2, pg. 43|,

S P ) = b PR R, 4y
> ) = Fr (€)1 (0) — 00 ()d 1 (2)). 5:3)
onde _
b, — Jitd
b; 5 (5.4)
Logo,

Knla,y) = e 5 (V@)+V () b1 Tn(2)Tn1(y) — %n(?/)%n—l(x).
7 /’?n:?n—l r—Uy

Voltando na defini¢ao de D, ,, (5.2), obtemos
1 g”*1 —2(V(e=om o)V (ko +2))
Dx,n(gan) - - = =< e 2 Kn(z,x) Kn(z,x)
& — N YnVYn-1

< (e ) (et )
= % n x) 7o (% + x)] . (5.5)

Seja Y = Y™ solucdo do RHP em (2.15) para a medida variante du,(z) = e "V @ dux.

Recorde que a primeira coluna de Y é dada por

Yia(2) = Fal2), Yar(2) = — s (2).

n—1

Ainda, calculos diretos nos mostram que

bn—1 1

%/Jn:?n—l B %71%,—1,




b5 Unaversalidade 128

e assim, voltando em (5.5),
¢ 3 Vet o)tV (e o))

2mi(§ —n)
. {Y“ (icn(;,x) ”> = (fcné:,:w ”)
R R R (R |

A formula (5.6) é o ponto chave da relagdo entre polindmios ortogonais e matrizes
—nV(x)

Dz,n (57 77) =

aleatorias. Escrita em termos da solucao Y do problema reescalado para a medida e

e do nucleo IC,,, ela se resume a

1

Kn(z,y) = m

( 0 eV )Ygl(y)n(x) ( ; ) , (5.7)

o que torna ainda mais clara a relacao entre problemas de Riemann-Hilbert e matrizes

aleatorias.

Pela defini¢cao de T" em (3.33),

(T11)+(Z) = Yn(Z)efnw(z)a (T21)+<Z) = 5/'21(2)67"%(2)@7”[7

e ficamos com
e~ 3 (V (et to)+V (ntem 1)
2mi(€ —n)
X [(T11)+ (—77 + l’) (T21> <—§ + I)
Ko(z, x) T\ Ko(z, z)

— (Tu)s <m 4 x) (Tor), (% + x)] (58

Pelas equagoes (3.37) e (3.38),

oo+ (e o) ot (e +2)) ol

Dmm(& 77) =

20:(2) = V(2) +1 = g () — g_(2) = 26, (2).
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Usando ainda (3.96), (3.97), concluimos

b (e (e ) o (et )
xn(é- 77) 27_”(5_77)6 () (z,2) X
{ [(Rll)-‘- <% -+ .77) + (R12)+ (% + JI) €2n¢>+ i (z z)+x

Assumamos por ora

Lema 5.1.

i) R, flj—f sao limitadas numa vizinhanca de x, quando n — oo,

i) Kn(z,2) =n(x) +O(1), n— o0, ¥(r)=2vV2?—a’*hi(x).

Vamos entao computar o limite de D, (£, 7), quando n — oo.

Usando o fato de ¢, ser (real) analitica em uma vizinhanca de z, e que ¢, = im,

aplicamos Taylor em (3.46), obtendo

noy (% + x) = n¢y(z) + m;mp(x)% Lo (%)
= ng.(z) + % Lo (%)

— ng () +imE+ O (%) | (5.10)

com a ordem O(n~') podendo ser tomada uniforme para |£| < 6.

Procedendo de modo analogo, usando o fato de que E ¢ limitada numa vizinhanca

de z, quando n — oo, e tomando # suficientemente pequeno,

R(%er) :R(x)—k(’)(%), €] < 0.

onde novamente a ordem O(n~!) sendo tomada uniforme para |¢| < 6.

Lembrando ainda que |e?"?+@)| =1 se z € (—a, a) (3.55), entdo (5.9) se transforma,
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apos calculos diretos, em

Denl€) = 5= | (e (o) Rar) ) (671 = e7160) -
(Rir)+(2)(Raa) 1 () (€079 — ™60 1 © (%) ]
= m [det R () (em€) — emte ) |
= Sn;&(;__n)n) det Ry (z) + O (%) : (5.11)

Como det R (x) = 1, entao toda a informagao com respeito a V', que esta contida

somente em det R, desaparece, e provamos o resultado universal

Teorema 5.1 (Universalidade para IC,,(x,x)). Dado x € (—a, «), podemos tomar 0 =

0(x) suficientemente pequeno de modo que, para £,n € (—0,60), £ #n,

. 1 § n _
7111—I>I<>lo lCn(a:,x)ICn (Kn(x,x) T Kz, ) i I) =S(E=m),

onde

com o limite acima sendo uniforme em compactos de {£ #n, &, |n| < 6}.

Relembrando (4.22),

Rp(z1,. .., x) = det (K, (2}, 7))

1<j,k<m

o teorema 5.1 implica diretamente

Teorema 5.2 (Universalidade para R,,,). Fize m. Para x € (—0,0), &, ..., &y distintos,

€] < 6, vale
) 1 &1 Em _ A
i G (et o oy %) = 0456 = e

(5.12)

Podemos agora justificar a reescalagem IC,(x,z) — D, (&, n). Como dissemos ante-
riormente, esta mudanca de variaveis tem por objetivo fazer com que o valor esperado de

autovalores num intervalo unitario seja, assintoticamente, igual a 1.

Pelas equagoes (4.15) e (4.22), KC,,(t,t) = R1(x) é a densidade do namero esperado de
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autovalores, isto é, se {2 C R,
E(# autovalores em ) = / ICo(t, t)dt = / R (t)dt.
Q Q

Em particular, se

Q= |z — ¢ T + ¢
B Kn(z,z)"  Kyp(z,z)]’

fazendo a mudanca de variaveis t = z + m e usando 77) do lema 5.1,

, T

E (# autovalores em {fﬂ - m’ T m])

i v )
= / ICo(t, t)dt

~Rn(eo)
1 ‘ £ §
" Ka(z, ) /_6 Kn (a: + Kn(x,x)’x + ICn(:r,a:)) de
n ¢ & 1
B Koz, ) /_ew (x + ICn(x,a:)) dc+0 (lCn(a:,x)>

Fixado z, usando a férmula de Taylor e o fato de que v’ é limitada numa vizinhanca

de x,

E (# autovalores em {ﬂc - m’ v m})

el (o)
=2 W0 (ﬁ) '

Mas, novamente por i),

e

e também

concluindo

E (# autovalores em {x — ’Cn(;’x),x + /CMZ",:I:)}) = 2¢ (1 +0 (%)) ,

isto é, assintoticamente o valor esperado de autovalores em um intervalo é igual ao

comprimento do intervalo. FEsta reescalagem é padrao ao se estudar universalidade de
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estatisticas locais de autovalores.
Para a prova dos teoremas anteriores estarem completas, resta demonstrar o lema 5.1.
Provemos primeiramente i), assumindo i)

Da propria defini¢ao de D, ,, em (5.2), e da continuidade de IC,,,

b s = e =1
Usando entao (5.9),
Kn(z,2) = lim IC,,(z, ) D, ,,(€, 0)
£—0
6_2n¢+(7;) 1 9
= — lim — |:(R11)+(x) + (Ru)+(z)e n¢+(x)]
2w €-0 e

x {(Rgl)+ (% n x) + (Ras), (m n x) e%m(’%fwﬂ)}

| (Rer)o) + (Rea)a)ee+) }

= —{ {(Rnﬁ(fc) + (Rlz)+(l‘)€2n¢+(m)1

211

| R )+ ) (006250 1 200, () () )20
| |
B 0) + (B )| (). o)+ (R o0

+2n¢/, (v)(Ria)+ 2"(75*(90 }

Usando i), que ¢'(z) = 1(x) e que |e?+@)| = 1, para € (—a, ), entdo a equagio
anterior pode ser reduzida a

Koz, x)

n

= (R0 0+ (o) () ) (Rt
()0 + (R ) ) oyt + 0 (1)
=det R, (x)Y(x) + O (l)

n

— (@) 4O (%) | (5.13)
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o que conclui a demonstragao de 2. Como K,,(x,z) = R4(x), provamos também

Teorema 5.3.

Rl (.73)

n

— ¥(z),

com o limite acima considerado pontualmente em (—a, ).

Observe que o limite do teorema acima nao é universal, pois depende de 1, e portanto

da medida de equilibrio de V.
Vamos agora provar 7).

Recorde que a fungao L, solucao do RHP L, pode ser escrita como (veja (3.89) e

sequéncia)

L(z) =1+ L[ ACICAC) b I)ds, zeC\Ip.

271 s— 2z
Tomando as vizinhancas U,, U_, suficientemente pequenas, de modo que = # U, U
U_., pela formula de Cauchy concluimos

Do) = L [ taloent 1)

C2mi Js (s —2)?

, |z — x| <,

para e suficientemente pequeno. Procedendo como em (3.92), concluimos que L(z), L'(z)

sao limitadas em uma vizinhanca de z, quando n — oo.

Mas, para z suficientemente proximo de x,

R.() = L()N: (2).

Da forma explicita de N(z) em (3.58), vemos que N(z), N (z) sao limitadas numa
vizinhanca de z, e portanto R, R, também sao limitadas, o que conclui i), e o lema 5.1

esta provado.

Para x = 0, vale também uma férmula similar a (5.12) para a fun¢ao de correlacao

nao reescalada R,,.

Dada uma sequéncia (x,) de pontos suficientemente proximos de x, com z,, — x,

entao ¥ (x,) = ¥(x) + o(1), e [¢'(x,)| < ¢, para alguma constante c.
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Assim, (5.10) se reescreve como

b (g +on) = nelan) + min((a) + o)) s + 0 (1)

e (@) o) 1
=ndslon) + %M?;an+OCJ
=noy(x T —¢I

=ndy(z,) + i€ + o(1).

+o(1)

Calculos semelhantes aos feitos para obter (5.11) nos levam a

f /r’ 6—2"¢+(1n)—7fi(§+77)
T ) x") T 2mie—n)

X{ {(Ruﬁ(%) + (312)+($n)62n¢+(@+2m7’] [(321)+(90n) + (Rgz)+(:En)e%m(“f")”mf}

- {(Ruh(mn) + (Rm)+(In)e%m(x”mmﬂ |:<R21)+(xn) + (Rzz)+(xn)€2"¢+(z")+2m}

i)

0 que, apos algumas simplificagoes, é reduzida a

! K, ( s + Ty, lCn(Z:,a:) + xn> =S8(& —n)det Ry(z,) + o(1)
=S —n) +o(l).

Assim, concluimos que, se x,, — x, entao também vale

: 1 § n
1 ’Cn ns n | — S(€ — .
) Koz, ) (Kn(x,x) e Kz, x) e ) (§=n)
Em particular, se z = 0, x,, = %, (r,,) sequéncia limitada, obtemos
n2m

. 1 § T n T
lim ———— —S(¢—n).
im0y (ICn(O, 0) e Kn(0.0) T nm) S(&=m)
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Mas
n—1 1
Kn(z,y) =) =e 2 VEOTVOIT ()7, (y)
=0 i
LD ) 1 i) )
— 5 5T m y Yyn2m
— i nm
n—1 1 2m 1 2m
1 —ifa(nzma +a(n2m
- Y
j=0 "
1 1 1
=nmK, (:pnﬁ,yn%>
e assim

1 & Tn n T

&mﬂﬁhgmam+nﬁmmam+ ;>
K
_|_

£ U
= K, T, +ry .
K, (0,0) K, (0,0) K,(0,0)
Provamos
Teorema 5.4 (Universalidade para R,,). Sejam x1, ...,z distintos e (r,) uma sequéncia

limitada. Entao

. &1 Em _ o
w3 (0, 0)7 (Kn(o, 0 T R0y T") = det (S(& = &e))rgjinem -

Com tudo o que fizemos até agora, podemos provar que D, (&, n) também ¢ limitada,
quando n — oo. Observe que o limite no teorema 5.1 nada garante sobre a limitacao de

D, ,, pois o limite sempre é considerado para & # 7.

Observe que de (5.8)

3

Dyn = e 3 (Vlmtam o)tV (e +0)) enlo+ (e +o) bos (et +0)
2mi(€ —n)

R = =) A (==t

[ ey ) - ) o ) )
(5.14)
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E um simples exercicio de andalise que, se f é diferenciavel em z, entao

: _ i St 0) = fla + B)

Usando isto em (5.14), obtemos
nl

hn]l)%n(g’n)szggaﬁ ::ELTG_HV(K;%3§+Z)+%W+<E5%35+$)
E—n 2m1

(e )0 ()
(5.15)

De acordo com o lema 5.1, R, R’ sao limitadas em uma vizinhanga de z. Pela relacao
existente entre R e T em (3.96), concluimos que 7', T’ também sao limitadas em uma

vizinhanca de x.

De (5.15) segue entao que

sup (Iim |Dxn(§,77)|) < ¢ < 0. (5.16)

—6<n<6 \E=n

onde ¢ = ¢(x) independe de n.

Assim, para cada 7, D, (&, n) é limitada numa vizinhanca de (n,7), ou seja, para

cada 7, existe €, > 0 tal que D, ,(§,n) é limitada em B((n,n),€,).

Como a diagonal A = {(n,n) € R?; —0 <17 < 0} ¢ um conjunto compacto, podemos
tomar e independente de 7, de modo que D, ,(&,7n) seja limitado (uniformemente em

n) em B((n,n),€). Assim, D,,(£,n) ¢ uniformemente limitada na faixa A, = {(£,n) €
R% d((&,n),A) < €}
Mas, da expressao de D, ,, em (5.14), vemos que D, , ¢ uniformemente limitada em

[—0,0)*\A,, e portanto concluimos

Sup |DZ7TL(§777)| S c< o0, (517)

—0<¢,n<6
E#n

¢ = ¢(z) independente de n.

A limitacao de D, , em (5.17) nos permite obter universalidade para a estatistica

)

Apn(0) =P (nenhum autovalor em <x - L, T+ %)) , T € (—a, ),
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para o ensemble unitario e V(M gpr.

Teorema 5.5 (Universalidade para A, ,(6)).

lim A, ,(0) =det (I —S),

n—oo

onde S : L*((—0,0),d0) — L*((—0,0),d0) € o operador integral com nicleo S,
S(ts) = sin7(t — s)
(t—s)

Demonstracao. Pelo teorema 4.3 e o raciocinio que o segue, vemos que

2 (0) det( ‘<>+<)>)

n(z,z

. : 2(,._ _ 0 0
onde Knlﬂ(% e t) ¢ o operador integral em L (m Knwa) T T ICn(x,x))’ com

nicleo /C,, (2, s).

Mudando variéveis em L? (a: - 7T+ /cn(oz x)), t — Kp(z,z)(t — ) em cada uma

0
Kn(z,x
das integrais na formula de Fredholm (4.18), reduzimos a

Apn(0) =det (I —Dy,),

onde o operador D,, age sobre L? (—6, ), com nicleo D, (¢, s) definido em (5.2).

Assim, o teorema afirma que

det (1 — D, (_679)) s det(I —S).

Observe que, se antes tinhamos operadores K,,, cujos dominios variavam com n, agora

podemos trabalhar com os operadores I, todos definidos sob o mesmo espago L*(—6,6).

Como os nucleos D,,,S sao suaves, entao os operadores ID,,,S sao operadores trace

class, e os determinantes acima estao bem definidos [54, teor. 13,pg. 345|.

Prossigamos agora com a prova da convergéncia. A aplicacao det é uma funcao
continua em .4 [67, lema 4, pg.323]. Assim, precisamos apenas provar que D, — S
em .#;. Para isto, é suficiente provarmos que D,, — S fracamente e que TrID,, — TrS [70,

teor. 2.21, pg. 27, teor. A.6, pg. 130].
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A convergéncia fraca é equivalente a provar que, dadas f,g € L*(—0,0),
0 0 0 0
/ / Doty s) f(£)g(s)dtds — / / S(t, ) f(£)g(s)dtds.
-0/ =0 —0J-0

Mas, pelo teorema 5.1,
D, n(t,s) = S(t,s),

e D, , ¢ uniformemente limitada em n, de acordo com (5.17). Assim, por convergéncia
dominada, segue a convergéncia fraca.

Para a convergéncia do traco, usaremos a formula
TrA= /K(x,a:)dp(x), (5.18)

valida para todo operador integral trace class A com ntcleo integral K (x,y) |66, Lema

pg. 65].
Pela continuidade de D, ,. os calculos para obter (5.13) mostram também que

Koz, x)

ICn )

o ey ) o)

e ) o)

Dttt = et (v (e +) + (3)):

Fazendo n — oo e usando que ¢ é continua, K,(z,2) — oo e W — (),

Logo,

concluimos

lim D, ,(t,t) = 1.

n—oo

Como ainda D, ,, é uniformemente limitada em n, usando convergéncia dominada em
(5.18), concluimos

’

lim TrD,, = lim D, (t, t)dt = 26.

n—00 n—oo | _gg
)

Por outro lado, aplicando (5.18) diretamente,

0 (%
TrS:/ S(t,t)dt:/ o = 20,

—0 —0
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e o teorema esta provado. ]
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos neste trabalho a relacao existente entre polindmios ortogonais e ma-
trizes aleatorias. Os resultados apresentados aqui foram generalizados em varias diregoes,

e agora comentaremos um pouco sobre estas generalizacoes.

Tudo o que foi desenvolvido se baseia principalmente na formulacao de polinémios
ortogonais via problemas de Riemann-Hilbert apresentada em 2.3. Esta formulacao foi
primeiramente obtida por Fokas, Its e Kitaev [43,44|, no contexto de equagoes de Painlevé.
Posteriormente, Deift e Zhou desenvolveram o método Steepest Descent para problemas de
Riemann-Hilbert em dimensao dois, aplicando-o nas equagoes KdV [33,34] e nas equagoes
de Painlevé [35]. Somente alguns anos depois 0 método Steepest Descent foi aplicado na
teoria de polindmios ortogonais, também por Deift e Zhou, em uma série de artigos

[29,31,32].

Esta dissertacao se baseou principalmente em [29], artigo no qual, conforme ja comen-
tado no decorrer do texto, véarios resultados que foram aqui apresentados sao provados
sob hipoteses mais gerais. Neste artigo sao estudados, como aqui, medidas variantes da

forma
e—nV(x)’

mas assumindo que V é real analitica e

, V(x)
lim ————— = oo.
z—too log(x? + 1)

Este é o caso, por exemplo, quando V(z) = ax®™ é um polinémio par, caso o qual
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estudamos em grandes detalhes. O caso geral de V analitica é tratado com as mesmas
idéias do caso V' monomio par. Porém, dificuldades técnicas o tornam mais longo e

exaustivo de ser analisado, em especial em dois aspectos.

O primeiro deles diz respeito a primeira deformacao, a qual envolve a obtencao da
medida de equilibrio du”. A deformacdo é feita do mesmo modo, masa medida de
equilibrio nao pode ser obtida explicitamente como no teorema 3.4. Ela continua existindo,

sendo absolutamente continua, tendo suporte compacto e sendo dada por
Yy (z) =V R(z)h(2),

onde, no caso particular que estudamos, R(z) = (x —a)(z+«), e hy ¢ um polindmio. Mas
no caso geral, o suporte consiste de um ntimero finito de intervalos, digamos (a;, b;)’s, ndo
necessariamente um tnico intervalo. h; nao é mais necessariamente um polindmio, mas

sim real analitica, e

R(z) = [[(z = b))(= = a)).

J

As equagoes (3.6),(3.12) agora valem com exce¢ao de um ntumero finito de pontos no
interior do suporte, nos quais ¢y se anula. Deste modo, a funcao g pode se anular em
pontos que nao os extremos dos intervalos do suporte da medida de equilibrio. Estas
diferencas acabam gerando dificuldades nas analises global e local do referido RHP. Esta

analise da medida de equilibrio é feita baseada em [30].

O segundo aspecto se refere as anélises local e global, em virtude das caracteristicas
diferentes da medida de equilibrio. Na solucao do nosso problema de Riemann-Hilbert
modelo da analise global, o RHP original é transferido para um problema modelo na
superficie de Riemann de duas folhas associada a 1/ R(z), e a solugdo deste novo modelo
é construida a partir de funcoes @ na superficie. A anélise local é dividida em véarios casos
(regular, quando a medida de equilibrio ndo se anula no interior no suporte e se anula
com ordem de raiz quadrada nos extremos dos intervalos do suporte, e caso nao regular,
onde ocorre o contrario). No caso regular, sdo construidas parametrizes de modo similar
ao que fizemos aqui, através de funcoes de Airy, com a tnica diferenca que devem ser
construidas parametrizes nao apenas em dois pontos, mas em todos os pontos extremos
dos intervalos do suporte. O caso nao regular é mais complexo, e as parametrizes sao

construidas através de funcgoes especiais que nao as funcoes de Airy.

Toda a teoria basica desenvolvida no capitulo 4 pode ser repetida para os ensembles

ortogonal e simplético [27]. Em particular, teoremas similares ao 4.2 podem ser obtidos,
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levando a equacoes para a esperanca similares a dada pelo teorema 4.3.

No caso ortogonal, o grupo unitario U(n) no teorema 4.2 é substituido pelo grupo
ortogonal O(n), levando a representacao da esperanca em 4.3 substituindo o determinante
de Fredholm pela raiz quadrada de um determinante regularizado sobre L? x L? [27,

pag. 83|, e os operadores K, x, se transformam em operadores sobre L? x L2

Ja caso simplético, no teorema 4.2 U(n) é substituido pelo grupo unitario-simplético
Sp(n), consistindo das matrizes simpléticas unitarias de ordem 2nx2n, e a equagao similar
a dada pelo teorema 4.3 é a obtida substituindo o determinante de Fredholm pela raiz

quadrada do determinante de Fredholm, com os operadores K,,, y, agindo em L? x L?.

Estes resultados permitiram que os resultados de universalidade apresentados nesta
dissertagao fossem obtidos para os ensembles simplético e ortogonal |26], para potenciais
V' sendo polinomios de grau par e termo de maior grau positivo, e, no caso ortogonal,
impondo ainda que a dimensao das matrizes n seja par. Neste caso, no lugar de
sinm(z — y)

S@y) = m(z —y)

aparecem matrizes 2 X 2 na distribuicao limite, cujas entradas sao dadas em termos de
S |27, pag. 142| (recorde que nos casos ortogonal e simplético, lidamos com operadores

sobre L? x L?).

Voltando ao ensemble unitério, todos os resultados de universalidade apresentados no
capitulo 5 foram provados primeiramente por Pastur e Shcherbina [62], sob condigoes
mais fracas que analiticidade, usando outros métodos que nao os que apresentamos.
Posteriormente, Deift, Kriecherbauer, McLaughlin, Venakides e Zhou |29| provaram os

mesmos resultados para V' analitica, através do método aqui apresentado.

Em [29], foi provado também, pela primeira vez, universalidade para a distribuicao
local do espacamento entre os autovalores. Seja () uma sequéncia de niimeros reais tal

que

~+

n—oo
0

ty, —

7 “n n—00 07
n
e tome xg em du"', de modo que Yy (xg) = %(wo) > 0. Sendo, como sempre, A\ (M) <

... < A\ (M) os autovalores de uma matriz hermitiana M, distribuida de acordo com

e~ VM), defina

HL<j<n—1; N (M) = N(M) < ——=— |\; — 20| < 1=
S(s,tn, xo; M) = { il ]2t Py (wo)? 17 Py ( 0)}‘
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2t,, € (assintoticamente) o valor esperado do niimero de autovalores em (xo—m, o+

tn . , . )
m/}V(wo), de modo que E(S(s,t,,xo;-)) é o nimero esperado de autovalores consecutivos

de M na vizinhanga (x¢ — nwij’(m , To + ij(xo) de x(, cuja distancia entre eles € menor ou

igual a m Entao, vale

Teorema 6.1.

. ’ d2
lim E (S(s, tn, z0;+)) = /0 p(u)du, p(u) = @det (1 - S|L2(O,s)> :

n—oo

No final da secao 3.2, comentamos que, se

onde 21, ..., 2, sdo os zeros do polinémio 7, ortogonal com relacio a e "V ®)dz, entdo

dpn () — dp”.

Sejam Aq,...,\, os autovalores de M, matriz hermitiana distribuida de acordo com

e "V M. Seja A a distribuicdo empirica dos autovalores,
1 n
)\Z = E Z 5)\]..
=1

Entao também vale
d\;, — du", n — oco. (6.1)

No caso particular V(z) = 2%, obtemos

. 1
A\ (z) — ;\/2 — 22Xz, (T)dz.

A distribuicao limite do lado direito é conhecida como distribuicao semicircular de
Wigner.

Observe que agora a distribui¢ao limite da medida empirica em (6.1) nao é universal.

No entanto, se considerarmos matrizes de Wigner, vale um resultado universal.

Seja M matriz hermitiana, cujas entradas da diagonal e as partes real e imaginéria
das entradas da parte triangular superior sao varidveis aleatorias independentes, e iden-

ticamente distribuidas de acordo com uma distribuicao fixa de esperanca 0 e variancia 1.
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Seja i, a medida empirica dos autovalores reescalados,

1 n
J=1
Entao p, converge fracamente para a distribui¢ao semicircular de Wigner [4,73|. Este

resultado é conhecido por Lei do semicirculo de Wigner.

Resultado similar vale quando consideramos matrizes quaisquer, cujas entradas sao
independentes e identicamente distribuidas. Seja M = (M;;) uma matriz complexa,
com entradas independentes e identicamente distribuidas de acordo com uma distribuigao
(complexa) fixa, de esperan¢a 0 e varidncia 1, com autovalores (complexos) Ai, ..., \,.

Seja p, a medida empirica dos autovalores normalizados
1 n
=1 V"

Entao du, converge, em probabilidade e fracamente, para a distribui¢ao uniforme no
disco unitario D = {|z| < 1}. Este teorema foi provado em varias etapas, tendo sido
finalizado por Tao e Vu. Tanto a demonstracao quanto um review historico completo

podem ser vistos em |74].

Outras quantidades em matrizes aleatorias, para varias classes de distribuigoes, podem
ser estudadas. Por exemplo, o mdédulo do maior autovalor [4,7,73] e o comportamento
dos autovalores em vizinhancas dos extremos dos intervalos do suporte da medida de

equilibrio - a chamada universalidade bulk [4, 24, 25|.

Ainda sobre ensembles unitéarios, sao estudadas também generalizacoes do modelo

e " TTMaM ., dos quais podemos citar

e O modelo de duas matrizes [22,42, 45,49, 53, 56|, consistindo de distribui¢oes da

forma
e~ T (V(M)+Q(M2)=mMLM2) g \f d M,

onde My, M, sao matrizes hermitianas, V, W funcgoes analiticas e 7 # 0 uma con-

stante de acoplamento;
e O modelo de matrizes normais [3,40,41,52,58|, consistindo de distribui¢oes da forma

efnTrV(M)dM



6 Consideragoes Finais 145

sobre as matrizes normais M, onde V' é uma funcao analitica.

e O modelo das matrizes hermitianas com fonte externa, consistindo das distribuigoes

da forma

onde M é uma matriz hermitiana n x n, V' é uma funcao real analitica e A é uma

matriz hermitiana n x n fixa - a fonte externa.

De nosso particular interesse é o modelo com fonte externa, e finalizamos nossa

dissertacao com uma breve introducao a este modelo.

O modelo das matrizes hermitianas com fonte externa é uma generalizacao natural
dos ensembles unitarios. A pergunta natural que surge é se para este modelo também sao

véalidos resultados de universalidade como os apresentados no capitulo 5.

Como a matriz A é fixa, e V é uma funcao analitica, é de se esperar que, para n
grande, o crescimento de V' anule o comportamento imposto pela fonte externa, isto é,
esperamos que
—nTe(V(M)=AM) _, —nTrV(M)

€ )

e assim, todos os resultados de universalidade para os ensembles unitarios continuem
valendo para o modelo com fonte externa. Porém, a anédlise deste modelo é muito mais

complexa do que a anélise feita para os ensembles unitarios.

Universalidade para o modelo (6.2) foi provada, para o caso gaussiano V(z) = 2,
primeiramente por Pastur [62,63] e Brézin-Hikami [13-17|, porém seus métodos empre-

gados nao podem ser estendidos para casos mais gerais.

Diagonalizando a matriz A e usando a invariancia por transformacoes unitarias da
parte e " TTV(M) em (6.2), podemos supor que A é uma matriz diagonal, com autovalores
ai,...,ap, de respectivas multiplicidades nq,...,n,, de modo que Z?Zl n; = n. Para o
que segue, é importante estabelecer uma ordem nos autovalores. Assim, sejam aq, ..., a,
todos os autovalores de A numa ordem fixa, e k; o niimero de vezes que a; aparece na

sequéncia aq, . .., Q.

Para k =1,...,n, sendo X o conjunto de fungoes

Yp={27e"" i=1,...,p, 1=0,... k — 1},
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existe uma tnica funcao Qx_; em span X, que satisfaz

/ PQ1(x)e”VPdr =0, j=0,...k—2,

/ 2" 1Qp 1 (2)e V@ dr = 1.

—00

Também, existe um tnico polinomio P,_; modnico que satisfaz

/ PPy (z)e”VOraTdy — 0, i=1,...,p, j=0,... k —1,

[e.e]

Uma primeira conexao entre as fungoes definidas acima e o modelo com fonte externa

é revelada pela relacao [11]

Py(z) = E(det(z — M)),
onde M é uma matriz hermitiana k x k, distribuida de acordo com (6.2), escolhendo A
como sendo matriz diagonal com autovalores a; de respectivas multiplicidades ;.

As funcgoes P’s e (0’s formam um sistema biortogonal, no sentido de que

/ Pj(a:)Qk(:L’)e’V(m)d:c =0i, 4, =0,...,n—1.

o0

Com isto, introduzimos o ntcleo

n—1

Ku(w,y) = e2V@OVO S P (2)Qu(y). (6.3)
k=0

Apesar das funcoes P’s, ’s dependerem da ordem dos autovalores, K, nao depende

desta ordem.

K, como em (6.3) faz exatamente o papel do polindomio niicleo nos ensembles unitéarios.

Com as notacoes introduzidas, vale

Teorema 6.2 ( |11]|). A distribui¢cdo conjunta dos autovalores de uma matriz distribuida

de acordo com (6.2), a saber P,(A1,...,\,)d"\, pode ser escrita como um determinante,

1<i,j<n>

1
Pn()\la Cey )\n>dn)\ = ﬁ det (Kn()\u )\J>>

com K,, dado por (6.3). A funcao de correlagiao de m pontos assume a forma

Rm(/\l, ey Am) = det (Kn<)\u /\]))

1<i,j<m *
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Este teorema é exatamente a generalizacao das equacoes (4.14) e (4.22) para o modelo

com fonte externa.

No caso em que A possui dois autovalores distintos o teorema anterior permite que
seja analisado o comportamento dos autovalores para n grande, via polinémios ortogo-
nais e problemas de Riemann-Hilbert, generalizando o método que apresentamos nesta

dissertacao.

Suponha entao que A possua dois autovalores distintos, digamos a; e a; com multi-
plicidades n; e ny respectivamente. Como antes, seja aq, ..., «a, uma ordem fixa sobre os

autovalores, isto é, A = diag(ay, ..., a,). Por conveniéncia, vamos assumir que

Qp—1 = a1, Op = Q2,0p41 = A1, Optz = Q2.

Vamos introduzir agora novas notagoes para as funcoes P’s e ()’s.

Seja Py, k, 0 polinomio monico de grau k; + ko que satisfaz

/ 2 Py gy () V@Taqy — 0, i =1,2, j=0,... &k — 2.

—00

O polinémio Py, x, ¢ chamado de polindmio multi ortogonal do tipo II com relagao

ao0s pesos e~V @ T o o=Vi@)l+azz 148 6()).

Defina também
Qk1,k2(1’) = Akl,kz (x)ealm + Bkl,kz <I>ea2x7

onde Ay, r,» Br, k, sa0 polinomios de graus ky e ks, respectivamente, determinados por

0, jZO,...,k1+k32—2,

/ Qo (2)e ™ P =
—00 1, ]:k1+l€2—1

Os polinémios A’s e B’s sao chamados de polinémios multi ortogonais do tipo I com

relacio aos pesos e~V (@+az ¢ o=V(@)taz 148 6.

Com estas notacoes, se a; aparece k; vezes em ay, ..., g, entao

Pk - Pkl,kw Qk*l = le,km

onde P, (Qr_1 sao como antes.

Vale uma formula analoga a de Christoffel-Darboux (5.3)
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Teorema 6.3 ( [11]).

oSV @)V )
Kn('xa y) = :c——y Pn1,n2 (x)Qru,nz (y)
h(l) h(2)
ni,n2 mni,n2
- Tpnlfl,ng(x)thLl,ng (y) - Tpnl,ngfl(x)in,nﬁ»l(y) )
hnl—l,ng hnl,ng—l

onde K,, é dado em (6.3) e

h/(i)Jm - / xkjpkhim (I)e_v(x)+aj($)dx> j=172

Esta formula permite que se caracterize o nticleo K, em termos da solucao de um

problema de Riemann-Hilbert.

Procure uma matriz Y : C\R — C3*3 que satisfaca

i) Y é analitica em C\R;

ii) Para z € R,

onde

iii) Quando z — o0,

. z" 0 0
Y(z) = (I +0 (E)) 0 2™ 0
0 0 2z
A solugao deste problema é dada por [75]
Pm,nz OR(PTH,nlwl) CR(Pnl,nsz)
Y = Clpnlfl,nz ClcR(Prufl,ngwl) CICR(Pnlfl,nQU)Q) )

C2Pn1,n2—1 C2CR(Pn1,n2—1w1> C2CR<Pn1,n2—lw2)7

onde C® ¢ a transformada de Cauchy sobre R e

271 21
Cl - 1 Y 02 2
h7(11)— 1,n9 h7(11),n2—1
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E possivel também caracterizar as funcoes ()’s por um problema de Riemann-Hilbert
semelhante, assim também como caracterizar polindmios multi ortogonais nao apenas com
relacao a4 duas medidas, mas r medidas, em termos de problemas de Riemann-Hilbert de

tamanho (r 4+ 1) x (r+1) [75].

Através da solu¢ao Y, podemos recuperar o ntcleo K, pela formula [21,51]

1
Kofe) = 5o (0 i) waly) ) V7 W¥ale) | 0 | 0
0

que é a generalizagao da formula (5.7) (para o nicleo sem reescalagem). Em virtude do
teorema 6.2, esta formula permite obter resultados de universalidade analisando o com-
portamento assintético do problema de Riemann-Hilbert Y, através do método Steepest
Descent. No entanto, por estarmos neste caso lidando com um problema 3 X 3, novas
dificuldades aparecem, e se faz necessario o uso de diferentes técnicas na analise do

problema.

Nao apenas universalidade, mas também limites para os polindmios multi ortogonais
podem ser obtidos em virtude desta caracterizacao por meio de problemas de Riemann-

Hilbert.

Supondo n par e A = diag(a,...,a,—a,...,—a), a > 0, com a e —a tendo multi-

plicidade %, através da formula (6.4), Aptekarev, Bleher e Kuijlaars [6,10,12] provaram
universalidade para o modelo com fonte externa, no caso gaussiano V(z) = %:1:2. Apesar
dos resultados ja terem sido obtidos anteriormente por Pastur e Brézin-Hikami, em virtude
da representacao (6.4) as técnicas usadas por Aptekarev, Bleher e Kuijlaars sao passiveis

de generalizacao.

Ainda sob a condi¢ao A = diag(a,...,a, —a,...,—a), recentemente Bleher, Delvaux
e Kuijlaars [9] estenderam os resultados anteriores para o caso em que V' é um polinémio
par, V(z) = V(—x).

E um problema ainda em aberto estender os resultados anteriores para V analitica,
remover a simetria dos autovalores —a,a, e também considerar A com mais de dois
autovalores. Para abordar estes problemas, é necessario desenvolver novas técnicas. No

futuro, pretendemos estudar estas questoes.
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