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� 	����� ������ ���������� ����$� '()*�

��� ��
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���� ��� 	
���
��
��� ���� � �+���� 	� ����� 	� ����� 	� ������ ζ� ��

�� 
����$��� ���
����
� (a, b) �� ���� Re(s) = 1/2� %�������	���������� ��� 	
���
��
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��� 	� �+���� 	�� ����� 	� ����$������ 	� ��� ����
� �����&�
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	� 
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�� -)./� 0	���1� '2-* 
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����� 
�� ���� 	� ���

��� ��
�� ����� ����� 	� ������ ζ�
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����

�� ��� ����������� %������ ��&�
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���� 	� ���������� ����� $��
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��� ��	�

1 � %����1 '2)*� � �����	
	�� ���� $��
�� ����4�� L�

��� � ��� ��� ����
��� �����&�
��5

6� �������� 	� ����
��� �����&�
�� 
���
��� 	� �� ������ 	� ����
��� M � ���

��	
	� 	� ������
�
	�	� ����� M� 7� ����

���� 
�������� 8 � 
��� �� ��� M = M(n)

8 � ������ 	�� ����
��� ����
�
���� n× n� �

dμ(M) = ce−V (M)dM = ce−V (M)

n∏
i=1

dMii

∏
i<j

(
dMR

ij dM
I
ij

)
,

��	� dM 	����� � ��	
	� 	� �������� �� M(n) 	 Rn2
� M = (Mjk) ∈ M(n)� Mjk =

MR
jk + iM I

jk� � V : M(n) → R 8 ��� ������ ����9�

� ��� 
���
� �� 

��������� ���
	��

	� ��	� ��� � ��	
	� �

�� ����"� ��� 	� �
	��

:�� ���4�� �9�

�� ;��	�� �� �
������ 	� 
���	���	�� ��� ���
$�������<� �3
�
��� ���#

�8� ���� ����� ��������� ���

e−V (M̃)dM̃ = e−V (M)dM,



��

���� M̃ = UMU∗� U ��� ��	
�� ���	

��� ��� ��	�� ����	����� �� ����� �� ��������


�
��� ���	
�������� ���
� M(n)� ������� 
�����
 ����� ��	��� � ���	
�������� ���
� ��

��	�����
�� �� ��	
���� �� M(n)� �� ��
��

Pn(x)d
nx =

1

Zn

e−
∑n

j=1 V (xj)
∏
i<j

(xi − xj)
2dx1 · · · dxn,

���� x = (x1, . . . , xn)� x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn� � � ��	�
 �� ��	�����
�� �� M �

� ���	
������� ��� ��	�����
�� Pn(x)d
nx � �� ��� � ������	
�
��� 
�	
� 
������ �

���� ��
 ���
�	� �� ��
��

Pn(x) = det (Kn(xi, xj))1≤i,j≤n ,

��
� ������ ������ Kn(s, t) �� ���� ���
� R2� !� ��	� ����

��� � "��� ��
� Pn(x)d
nx�

� �#���� Kn ���� ��
 ���
�	� �� 	�
��� �� �����$���� �
	�������� �� (πn) � � ��"�%����

�� �����$���� �
	���
���� ��� 
������ & e−V (t)dt� ��	��

Kn(s, t) = e−
1
2
(V (s)+V (t))

n−1∑
j=0

πj(s)πj(t).

������ ��
� ��	����
 � �����
	����	� ��� ��	�����
�� �� ��� ��	
�� 	'���� �� M(n)

"����� � �������� n � �
����� ������� ����
�����
 � �����
	����	� �� Kn �� ��

��
	�����
� ��� �����$���� �
	������� ��� 
������ & e−V (t)dt�

( )��
��� *��	
�� �� +���	�� �� ��� ��
�� ���� �������� � 
�� "�� �� (Xn) � ���

��"�%���� �� ��
�
���� ����	�
��� ����������	�� � ����	������	� ���	
�������� ��� �����

μ � ��
�,���� σ2 > 0  ��	��� ��	��∑n
j=1Xj − nμ

σ
√
n

→ N(0, 1),

���� N(0, 1) � � ���	
������� ��
���� � � �����
�%���� ����� � �� ���	
�������� -�

��	
�� �����
��� � )��
��� *��	
�� �� +���	� ��� ��� "�� � ����	� �� ����� �
�	��	���

�� ��
�
���� ����	�
���� ������ �� ��
��
�������	� 
���������� � �����
���� ��������� ��

���	
������� ��� ��
�
���� ����	�
���� -�	� ���$���� � ��������� ��
 �
	������	�����

.��	�� "���	������ 
����������� & ��	
���� ����	�
��� 	����� ������� ��
�� ����

��
���� /�
 �0������

lim
n→∞

1

Kn(0, 0)
Kn

(
s

Kn(0, 0)
+ r,

t

Kn(0, 0)
+ r

)
=

sen π(s− t)

π(s− t)
,



��

���� �� ����	�� r
 Kn(0, 0) ��� ����	�� �� 	�����
����
 �� �����
 �� ���� �	�����	�
 �����

��� ��� �� ������
�	�� ����� ��������� �� ��� 	����� 
������� �� 	���� ���� ��� ��



����� ��������� �� V 
 ���� �
 ����� ���� �� ���	��� �� ������ ����	�
 � 
����� ������

��������� �� ����	������� ��� ���	���� ����
�����

 ���
����� ��� ���������� ��!��	�� ��
����"�� �� ���	���� �
���#	��� ����
 ��	

�$���
�
 �� ���	�� ��� �!��	��
 ����� ��	�	������������� 	�
�������� ��� � ���#����

�� %������
 �&���� �� ��	�&��
��
 ��������#	��
 �	����������� �� ������
 ���	�� �� ��'

��	�����
 ������	�� �
���	��� � ����	��� ���	���  	������ ��
��(��� )*+ � ��� #����

	���	,����
 ���������� � ���	�� ��	�
 �� ���	���� �
���#	���
 ��������� 	������� � ��
����"��

�� ����	��� -	����

���� 	���
��� ��
� �!�
�� Kn
 ��
��.���� �	�������� � ���	���� �
���#	��� �������

��� 	�
���� ���	&������ ����� ��/����� ���
 ��	- �	���	 �����	��
����� ��	� �
�����

�����&������ �� ���	���� �
���#	���� 0 ������ ��� �$��	����
 �������� �	������
�����

)*1+
 � ������� �� ��-
��� ������#���� �� ��
��.���� �	��������
 � ���

 �� ����� ����


��	- ����� ��	���� �� ����	�
�� �� 
��
������	���� � � ������ �������� ��������

�� ���&��
� 2
 �������	���� �
���� �������� �� �	��
���� �� %������'3�
��	� ����
�	


������
������ �$���,���� � ��������� �� ��
���� ��� �
����� ���#������

�� ���&��
� *
 ���	�����	���� �� �	��
���� �� %������'3�
��	� �� �� �����$�� ��	�



������� �� �������� ����	���� �� ���	���

�� ���&��
� 1
 ��	���� � ��-
��� ������#���� �� ��
��.���� �	��������
 ������� ��

������ �������� �������
 �� 4���� � 5��� )*6
12
 1*
17+�

�� ���&��
� 7 �������	���� � ���	�� �-���� �� ����
�	� ����-	��
 ��	��������� �
�����

�����&������ 	�
��������

�� ���&��
� 8
 �	���	���� �����	��
����� ��	� �
����� ��� �����&������ ��	���������

�� ���&��
� 7�

9�	 ��
 �� ���&��
� :
 ��	���� ������ �������	��"�� �����
 ��������� �
���� ��������

��� ��� ��	�� ���	����� � � ����
 ������ �� �	�� �� ���	���

 ���� �� ��������	
 ��	���� ��� ����	����� ������� ��� ��	- ����� � ���� ��������

�� ��$���

0� ��������� 	���
����� ��� �-����� )*;+�

������� ��	 <������

�=� �� f : C → C � �
� ������ ������� 	�
������ ����� f �

���������



��

������� ��	 ��������� �� f � ��� ���	
� ���
���� 
�� ���∫
Δ

f(z)dz = 0,

���� 
��� 
�������� Δ ⊂ U � ��

� f � ��������� �� U �

�	
�� �����	�� ��	 
��������
��� ��� ��� ����� ������

• �� f � �������� � |f(z)| ≤ |p(z)|� ���� ����	 ������	�� p(z) = azn + O(zn−1)�

����� f � �	 ������	�� �� ���� �� 	���	� n�  ��� 
��
���� ����� ��
���������

a ��� �	� 
�������� b� |b| > |a|� ����	�� ����� p(z) = bzn� !���� f/p � �	�

"��#�� $���	��"� �	 C\{0}� � ��	����� �	 �	� %�&��$��#� �� 0� ���� �� ������ �	�

������������� ��	�%'%�� �	 0� ������� ����	 ��� ��������� � �	� "��#�� �	 ����

����� C� ����	�� g� �������� � ���� � ���� |g(z)| ≤ 1� ���� ���� z �	 C�  ���

�����	� �� (���%����� g � 
��������� ���� �� f � ������	���

)����� *+

• �����$� ��� f ��,� $���	��"� �	 C\R� � ��� ������	 �� ��	����

f+(x) = lim
z→x
z∈C+

f(z), f−(x) = lim
z→x
z∈C−

f(z),

���� C+ = {z ∈ C; Re(z) > 0}� C− = {z ∈ C; Re(z) < 0}.
�� f+(x) = f−(x)� ������ ������ � �����	� �� (���%����� ���%�-�� ��� f �� ��

%������� ��������  ��� ����� 
��������	�� � �������� �� f ��
�� �	 ���.����� ��������

Δ ⊂ C� ��������� �	 ���� 
���� - Δ 
�	 ���$�	� �	 �� ���� %����
�� �	 R - �

"�&�	�� �	� ������
�#�� �� ���.������ �� 	��� ��� ����� ��%� ���.����� Δ̃ /���

�������	���� 
������ �	 C+ �� C− �� 
��� �	 ��� Δ ��� ������ %����
� �	 R

� ����&��� ��� ��	��� "�&���� �	� �����������&�#�� �� Δ�� � �������	�� ��
��

���� ���.����� ������
��� �%��� /���� *��  ��� �����	� �� 0��
$1� ��� �������� �

�����  �� /	� ����
�	�� 
��%�����
�� ��	����� �� �������
�� ��� ��	���� �������

� 
����������� �� f �	 C 233� ��� 4*56� � �������� ��	���#�� ��	� %�&��$��#� ��



��

C�� � �����	�
 ��� � 
������� 
���� � ��
������ ��
�
��� Δ � ����� � � �����	� ��

������ ��
 ������� ��� f � 
���
���

� ����� ��� � ����	���� ��
	� ���� 
�� �������
���� ���� �������� ������ U

��	���� ����� �� C� � �������� ����� Σ ⊂ U ��	���� ����� �� R�



��

�������� �

��������	 
� �������
������� �	������	

���� Σ �� ��	
��	� ���
� ����	
�
�� �� C� ��
� �� ��� �	��� �	�
� �� ���
�� ���
��

����	
�
��� ��� �� �	
�����
�� �� �� 	����� �	�
� �� ��	
��� ��� �	
������� ������


��	�
������ ��	�
� Σ0 = Σ\{��	
�� �� �	
������� � ��
�����}� ���� ��� ���������
v : Σ0 → C� � �������� �� �����		� �����
 ������� ��������� �� ��� (Σ, v) � � ��!��	
�"

������� ��� ��� ��������� f : C\Σ → C ��� ��
��#���

��� � � �� f � $������#� �� C\Σ%

��� � � ��� f+(x) = f−(x)v(x), x ∈ Σ0%

��� � � ���� f(z) → 1, z → ∞.

&� ���� f± ��	�
� �� ����
�� ��
����� �� f ����� ����� ����
�
� '���� �������� �� Σ� ��

����	$���� ��	#���� � ����	
���� �� Σ( � 	�!�
�
� '���� �����
� �� Σ(�

) 
������� ��	����� ����� � ���� 	������*����� +����,���� ����
�
����� ��� �������

��	
� ����	������

��� � � ����� f(z) = czk +O(zk−1), z → ∞.

-�� �� f ��
��#�* � ��� �� �	
�� � ���������

f̃(z) = czkf(z)

��
��#�* � ��� � ��� � ��	����� ���� ����
�
���� ��� ������ � ���
�	
� ���
� ��	����������

� ��� � ���� ������



��� ������� 	� 
�� 
������ � ������� 	
 ��
�
�� ��

��������	 
� �����

�������� ��� ���������	 �� �����	 ����	 
� ����������� ��	���

� �
��
������ ���� ��� ������� 	�	����	 �
��������	� �������	 
� ���
��� � ��������	

�
���	�	� �������!� �������
���"�
�� �	 ����	 ������	 ��� 
#� 
�	����� ����$ ���� �

������ �
����		�
�� 	�������	 %&'$

���� ��
� � ��� 	����� 
#� �����	�����	 �	��
�� ���(	 ���� �����	 �����	 Σ$ ����


)	� ��	���� 	���� ��� Σ = ∪γj� �

� γj : Ij → R� Ij ⊂ R �
�������� 	#� ���������	

	����	 ���� �	 ����	 K ∩ tr(γj)  ����!������ ���� ��
� �������� K ⊂ C� � ��*�	 �����	 	�

�
���	�����
�� ���
�	 �� �� 
+���� !
��� 
� ��"�	� ��� �
���	���#� ���
	���	��$ ����

��� �	 �����	 tr(γj) 	�*�� ����
�����	� ������	 ���� � ��� γ′ 
#� 	� �
���$

,� ��	� 
� ��������	 
� �����

�������� �	������	� �	��
�����	 ���
�	 
��	 ��	�	

� ���

� Σ = tr(γ) = R � ���

� Σ = tr(γ) = [a, b]� a, b ∈ R$ -	 ��	�	 �� ��� tr(γ)

 ��� ����� ������ 	�����	� 	�*� ������
� �� �������
�� ��
�� 	�� ��
�"�
�	 � �	��	 
��	

��	�	 ��� ��
�
�� 
� ��������	$ ��	����� �
�#� �
���	�� � ��	� �� ��� tr(γ)  ��� �����

�����
�� � ���� 
#�  
� 
�		� �
����		� 
�	�� 
�		�����#� � ��� �		� ������	 ��� 
#�

����
����$ - ��	� �� ��� Σ  �
�#� 
� �����	 γj(	 ��
� 	�� ��
�"�
� ��	 ��	�	 �
�������	

��� 	������	��#� 
� 	������	$ ���� 
������	� 	�������	 %&'$

��� ������� 	� 
�� 
������ � ������� 	
 ��
�
��

- ��� � ���� [a, b] ��
� 	�� 	������
�
� ���� ������� �	 
�	�	��

�����	
 ��� ./)����� 
� ������* %&� 0��� 1$2$&� ��$ 3&4'5� ��
���� ��	 v : [a, b] → C

�	�� ��� �
������� ����	� ��������� �	�� C [a,b]v = Φ � ������������ �	 ������ �	 v

����	 [a, b]�

Φ(z) = (C [a,b]v)(z) =
1

2πi

∫ b

a

v(s)

s− z
ds, z ∈ C\[a, b].

 ���� Φ 
����� �����	� ���	���� Φ±(x) 
��� x ∈ (a, b)� �� ����� ��� ����� 
��

Φ±(x) = ±1

2
v(x) +

1

2πi

∫ b

a

v(s)

s− x
ds, x ∈ (a, b) .&$&5

��� � ���	!��� ����� �	��� ��������� �� �	����� �� "���� 
�����
�� �	 �������

6� �� ��
� ������ 
�
� ��� ����� ���������� Σ� 
�!
���	 � ���
	�����
� 
� 7����8


� ��� ��
�#� f ��� ��	����� � Σ ���

CΣf(z) =
1

2πi

∫
Σ

f(s)

s− z
ds, .&$25



��� ������� 	� 
�� 
������ � ������� 	
 ��
�
�� ��

��� � ����	
�� ����� ���
� �������
� �� �����
� 
� ����
 �
������� 
� �������

� ��
���� 
� ������� ����� ��
� ��
 ���
���� ����� ����� ��

Φ+(x)− Φ−(x) = v(x),

Φ+(x) + Φ−(x) =
1

πi

∫ b

a

v(s)

s− x
ds. ���!�

�������
� ��� v �"� �� ����� ��#
� [a, b]$ ��
���� 
�%��
 �� 
��� 
� ��	�
���� 
�

��
� ��� � ���
��"� ��� � � ��� ���� ����������� �

log f+(x)− log f−(x) = log v(x). ���&�

� �
����
� �����"� �� ���!� ��� ����� ���

f(z) =
1

2πi

∫ b

a

log v(s)

s− z
ds, z ∈ C\[a, b],

�������' ��� � � ���� ��� � � �� ( ���#(� �
���������� ���������� ��
 f � )���� ��
�%��


� ���
��"� ��� � � ����� *����
� z ��%����������� 
������� 
� [a, b]$ 
� ��
� ���

����� � ������"� �� �(
�� 	���(�
���

1

s− z
= −1

z

∞∑
n=0

sn

zn
,

��
� ��
� s ∈ [a, b]$ ���� ($ �����
� z 
� ��
� ��� dist(z, [a, b]) > 1$ ��
���� �����
�


�� �(
��

f(z) = − 1

2πi

∞∑
n=0

1

zn+1

∫ b

a

sn log v(s)ds. ���+�

�� ����	
��� ����� �"� ��
�� %����� ���� v ( ����,��� � �"� �� ����� �� [a, b]$ � �

�	���
�
� ����� ��
� ��
 
�����
� ��

f(z) = O
(
1

z

)
, z → ∞,

� ��� �������

ef(z) = 1 +O
(
1

z

)
.

�������
� ����������� �� ���&�$ ���������� ���

X(z) = ef(z). ���-�



��� ������� 	� 
�� 
������ � ������� 	
 ��
�
�� ��

� ��� �����	� 
� ��� ��

�� 
��� �� ��� Σ = R� � ������� 
� ������� 
������� �����
�� ��� ��� ��� ��������

�
�
����� ����� v�

�����	
 ��� �������� 
� ������� � γ �������
�  !� �"� #$%&'� ���� v : R → C ������	
�

�
���� �������� �� ���� ��������� �������� I ⊂ R� � ������� ��� ������� ����������

M,λ,R > 0 ���� �� �����

|v(x)| ≤ M

|x|λ , ���� |x| ≥ R.

���
� � ������������ �� ������ CRv �������� � � ����� �� !������ �!�!'"

(����� � ����	�

X(z) = eΦ(z),

��
� Φ(z) = (Cγv)(z)� �������) ��� � 
 �#���#� ���� �������)�� ��� � 
 ���#� ���
������

������������� ��������
�� � ��� �����
���� ��� z → ∞� *���� ������� ��� � ������ �

����
� 
� ��
� ��� dist(z,R) = Im z ≥ c > 0� ���� ��"��� 
�������� c +,�� (����� ���

��� �,������

v(x) = O
(

1

|x|1+δ

)
, δ > 0, �����

���	
 ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
R

v(s)

s− z
ds

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

2πi

∫ R

−R

v(s)

s− z
ds

∣∣∣∣+ 1

2π

∫
|s|≥R

|v(s)|
|s− z|ds

≤
∣∣∣∣ 1

2πi

∫ R

−R

v(s)

s− z
ds

∣∣∣∣+ 1

2πc

∫
|s|≥R

ds

|s|1+δ

��
� R > 0 �������������� �
����� ��

�� ��
� � �
����
� �����
�� ������ �������
� 



�������
 
����
 ����
�

����� ��
� [a, b] = [−R,R]� 
�����
∫ R

−R

v(s)

s− z
ds = O

(
1

z

)
, z → ∞.

��
� � ������� �����
��� ����

1

2πc

∫
|s|≥R

ds

|s|1+δ
= O

(
1

Rδ

)
.

���
 ε �������������� ������
� �
���
� R > 0 �������������� �
����� � ���
��



��� ������	�
 �	 ��
���� ��

|z| > R ������ ���	
��������� 
������ � �������

Φ(z) → 0, z → ∞.

���	��
��� ����� ���

X(z) = eΦ(z), Φ(z) =
1

2πi

∫
R

v(s)

s− z
ds

� ��� ������� �� ��� ��

��� ������	�
 �	 ��
����

����
����� �
��� � ��
	
���� �� �������� 
�
	
������� ��� �����
�

� Σ = R �� Σ =

[a, b]� ��	���� �� ����� �����
�� ��� ��� ������� �� ��� � � ���� ���

X(z) = eΦ(z), Φ(z) =
1

2πi

∫
Σ

v(s)

s− z
ds.

���� 
���
	� �� ����
	���� ��� X(z) ��� �� ����� ���� z ∈ C\Σ� ���� �������

�����
��� ��� v(x) �= 0 ���� x ∈ Σ0� ����� ��� ��� � � ��� �� X+(x) = X−(x) = 0�

�� �� �
�
��� X±(x) ��� �� ������� ��� ���� ��
��
�� ������� �� ���� � �� X+(x) =

X−(x) = 0� ����� v(x) = 0� � ��� ������� �����
��� ��� �	������ !������� X(x) �= 0

���� x ∈ Σ0�

"� X̃ � ��� ������� �������� �� ��� �� �����

Y (z) =
X̃(z)

X(z)
, z ∈ C\Σ.

#���� Y � ����$�
	� �� C\Σ �

Y+(x) =
X̃+(x)

X+(x)
=
v(x)X̃−(x)
v(x)X−(x)

= Y−(x), x ∈ Σ0,


��� �� Y � ��� %����� ����$�
	� ������ ����� Σ0� &
'
�
��� �
��� �� ��
� 	����� ������

Σ = Σ0� ��� �	���� �� Σ = R� � ������ Σ �= Σ0� ��� �	���� �� Σ = [a, b]�

(� 	��� Σ = Σ0 = R� Y � ��� %����� 
���
��� ���� �
��� Y (z) → 1� 	��	��
���

��� Y (z) = 1, ∀z ∈ C� 
��� �� X̃(z) = X(z)� � ���'����

���	�
� ��
� ���� v : R → C ����	�
�� 
������	����� ��� 
�	���	� ���	���������� ����
�



��� ������	�
 �	 ��
���� ��

����� ����	 
�
� � 
 ��������	

X(z) = eΦ(z),

	���

Φ(z) = (CRv)(z) =
1

2πi

∫
R

v(s)

s− z
ds,

� � ����� �	����	 �	 ��� ��

���������	�� 
���
 � �
�� Σ = [a, b]


����� �
��� � �
�������� 
������� �	����
 ��� Y � 
�
�����
 �	 C\{a, b}
 �
�
 �
�
����

������
�� �
 �������� ����	�� �	��� ��������� ��� �����	�� a, b� ���� �� 
������
� �	


���
 �������� �� ��� ��

��� � � ��� f(z) = O (|z − c|νc) , z → c, c = a, b, �
�
 
���	 νc > −1


� �������� νc > −1 � �	����
 �
�
 ��� f ���
 ���
�	���� ���������� �	 a � b


�����	
��� �
�  !"� ��
 #$%&'
 ���� Φ � ������	����� �� ������ �� ��� ��������	

v : [a, b] → R � ���� �	��!���"

Φ(z) =
1

2πi

∫ b

a

v(s)

s− z
ds, z ∈ C\[a, b].

#���	

Φ(z) = − 1

2πi
log v(a) log(z − a) + Φa(z), z → a;

Φ(z) =
1

2πi
log v(b) log(z − b) + Φb(z), z → b;

���� ����$�� Φa,Φb %�� �	����� ������ %����	 z → a � z → b" ���������������" � z ∈
C\[a, b]�

( ������� �� ���
���	� �
 ���������� 
������� �
)� �	
 ������
���
 ����	�� ���*

�����
� ��
����� �
	� �� ���
���	� ����� ��	� ����� ��+���	 ��� 2kπi� ���
 ��+�����
 �

��
��+����
 �
�
 
� +������ ��	��
�
� fa� fb
 ����	� �� 
���
 �	 ��
��� 
���	�	�� ���

���
	�� ��	
��� � �
	� �������
�




��� ������	�
 �	 ��
���� ��

� ���������� 	
������ �
����	 �
 �	������	� ���

X(z) = O(|z − a|α+iA) = O(|z − a|α), z → a;

X(z) = O(|z − b|β+iB) = O(|z − b|β), z → b;

�
��

α + iA = − 1

2πi
log v(a) = − 1

2π
arg v(a) +

i

2π
log |v(a)|;

β + iB = − 1

2πi
log v(b) =

1

2π
arg v(b)− i

2π
log |v(b)|;

α, β, A,B ∈ R�

��
� ���	
�� ��
	
�� � �	
� ���
���	� �� ���	���
�� �
�� arg v(a), arg v(b) ∈
(−π, π]� �
���

α, β > −1,

� ��
����
��

������� ��	� ���� v : [a, b] → C ������	
� �
���� ��������� � α = − 1
2π

arg v(a)� β =
1
2π

arg v(b)� �� νa = α� νb = β� ���
�

X(z) = eΦ(z),

���� Φ(z) = C [a,b]v(z)� � ����	
� �� 
�� � ��� �����	��� ��� �������� ���� ��� 
�� �


����

����	� �� κ1 ≤ κ2� �
��� |w|κ1 ≥ |w|κ2 �	�	 |w| < 1� � ���� 
�� ��
�	 ���

g(w) = O(|w|κ2), w → 0 =⇒ g(w) = O(|w|κ1), w → 0,

� ��
 ���� � ��� �
����	

��������� ���� ���� νa ≤ α� νb ≤ β� � ������	
�

X(z) = eΦ(z),

���� Φ(z) = C [a,b]v(z)� � ����	
� �� 
�� � ��� �����	��� ��� �������� ���� ��� 
�� �


����

�	� 	�
�	 
�� ��
�� �
����	�� �
 
�
��
 ��� �	��� 	��
	� �	�	 ����� �	
��



��� ������	�
 �	 ��
���� ��

��������	� 
� �
� ��� ��������� 	���������	� �	�	 z → ∞� � �� �
	� 	 �������� ��

�	��� 	�	���� �� ����	 	�����	�

��� � ⊕ � �� f � ��������	 �� C\[a, b]�

��� � ⊕ � ��� f+(x) = f−(x) + φ(x), x ∈ (a, b)�

��� � ⊕ � ���� f(z) ����	���� �����	�	 �� a � b�

���	� 	 ��	 X1, X2 ���
���� �	����
�	��� �� ��� � � ����������� !���	 ��� ���	�����

�� ����	 	 �������� 	���������	 ��� � � ���"� #���� fj(z) = (z − a)(z − b)Xj(z)

����	���� �����	�� �� ��$���	��	� �� a � b� � �	����	$�� ��� � � ���� �	�	 j = 1, 2�

���� %�����	 �� &���	 '(�)�� *+,� ����� -.�-/� � � 01+2� �3����� �
����� ��������	�

gj : C → C� �
��� ����� ��� �3	�	����� �� $���� �	� �
����� fj4�� �	�	 �� �
	�� 	 �����

���� ����� �� gj ��������� ��� 	 ����� ���� $���� �� fj�

!� �
����� fjgj� ��� ����	��� ��������	� �� C\[a, b]� � 	� gj4� ��� ��������	� ��

��$���	��	� �� [a, b]�

5���� ����� �� ��6������ hj(z) = log(fj(z)gj(z))� ����� 	� hj4� �	����	$�� ���� �⊕
�	�	 φ(x) = log v(x)�

! �������� ��� � ⊕ � ��� ������	 ����� �
� h1 − h2 � ��������	 �� C\a, b� &	�

��� � ⊕ � ���� ��� ��$ �
� h1 − h2 � �����	�	 �� a � b� ������	��� �
� h1(z)− h2(z) =

E(z)� ���� E(z) � 
�	 �
���� ������	� (� ��

(z − a)(z − b)X1(z)g1(z) = eh1(z) = eh2(z)+E(z) = (z − a)(z − b)X2(z)g2(z)e
E(z),

� �
� ������	

X1(z)g1(z) = X2(z)g2(z)e
E(z).

! ��	� ���� %�����	 �� 7	���	��� �� 8������	�� *+,� ����� -.�1� � � 0192� �3���� 
�	

�
���� g̃1(z) �	�	 	 �
	�

g̃1(z)g1(z) =
1

E1(z)
,

���� E1(z) � 
�	 �
���� ������	 �
� ��� ����
� $����� ����	��� �
�� �� X1, X2 ���

���
���� �� ��� � � ������� ���� �����

f1(z) = f2(z)Ẽ(z),



��� ������	�
 �	 ��
���� ��

���� Ẽ(z) � ��� 	��
�� �������	� �� C
 ����� ����� ��� �� ����� �� X2(z) ����� X1 �

�������	� �� C\[a, b]
 � �������� �� ����� �� Ẽ(z) ����� ��� ���������� ����� ����� ��

X2�� �����
 �� ������������ ��� ����
�� ���������� �� ��� � � ���������� ��� ��� ��

����� �� C\[a, b]
 ����� ������� ������� ��� � 	���� ����� �� ����
�� �

f(z) = f1(z)E(z),

���� E(z) � �������� ��� �� ������� na, nb �������� �� ���� ���

0 ≤ na + α, nb + β < 1, � �!�

����� � ������
�� (z − a)na(z − b)nbeΦ(z)
 ���� Φ(z) = (C [a,b]v)(z)
 � ����
�� �� ��� �

� ���������� ��� ��� �� ������ "���������

���	�
� ��
� ���� 	
��
� f(z) �
� �����	�� ��� � � ���������� � �� 	����

f(z) = (z − a)na(z − b)nbeΦ(z)E(z),

���� na, nb �
� ��������� Φ(z) = (C [a,b] log v)(z)� � E(z) � 	
��
� ��������

#������� ����� �� ��� � �����
 ������������ � �����
�� ����������� ��� � � ����

� ���$�� � �����
�� ��� �%������ ��� � � ���� &� f � ����
�� �� ��� �
 ����� ��

���������� f �����	�� ��� � � ����������
 � � ������� �������� ��� ��� ���

f(z) = (z − a)na(z − b)nbeΦ(z)E(z).

�����
 ���� f(z), eΦ(z) → I
 � E(z)(z − a)na(z − b)nb � �������
 ����� � ������� ��

'�������� ��� ��� ���

E(z) = (z − a)−na(z − b)−nb ,

� ���� E � �������
 ���� ������ ��
 � �� ��
 na, nb ≤ 0� ��� ���� � ����(���
 �� ������� ��

� �!�
 ��
 � ������� ��
 α, β ≥ 0� "��������� ����� ���

���	�
� ���� � ��� � ��� ���
�
� ��� � ������� ��

α = − 1

2π
arg v(a) ≥ 0, β =

1

2π
arg v(b) ≥ 0.

����� ����� � ����� ���
�
� � ���� ���

X(z) = eΦ(z),



��� ������	�
 �	 ��
���� ��

����

Φ(z) = (C [a,b] log v)(z) =
1

2πi

∫ b

a

log v(s)

z − s
ds.

�� ����������	 
�����
�� �� ���
����������� �
 [a, b] ��� ���
��
���� ����������

��
 ����� �
 ������������ � �������� ����������� ��� � � ����	 
�� ��
� 
��� ���

���� �������� � �

�������	 
������
�� ������� �
 ������������� ������� ��� �
���� �

�������� ��� �����
�� ���  ������ ���������	 
�� ��� � �

������� �� ���������� ��

��������

!��� ���

��"���	 ��������� � 
�����
� �� ���
�����������

��� � � �� f � #���
���� �
 C\[a, b]$

��� � � ��� f+(x) = if−(x), x ∈ (a, b)$

��� � � ���� f(z) → 1, z → ∞.

����� ����	

α = − 1

2πi
arg i = −1

4
, β =

1

2πi
arg i =

1

4
,

� � �������� ������� ��� �����
�� ��� ����
�� �

��	 
��� ��� ���#�
�� �������	 �

��� � � �� f(z) = O(|z − a|− 1
4 ), z → a	 f(z) = O(|z − b| 14 ), z → b�

%���
	 �� ������ ��
 � �����
� &�'	 � (���� ������� �� ��� � �

X(z) = e
∫ b
a

log i
s−z

ds =

(
z − b

z − a

) 1
4

.



��

�������� �

��������	 
� �������
�������

�� �������	 
� ����	

�������� �	�����	� �
� 
���
��� 2� (Σ, v) ��
����� ��� 
	
��

�� ��
���
� Σ ⊂ C ��	�� ����
����� � ��	 	����	��� �	�����	� v : C\Σ → C2×2�


������
	� ��	 ��
��� F : C\Σ → C2×2 ��� �	����	�	

��� � � �� F � ��������	 �� C\Σ 

��� � � ��� F+(z) = F−(z)v(z), z ∈ Σ0 

��� � � ���� F (z) −→ I, ��	

� z → ∞!

"���� ���� 
� �	�#���� $� ���� ��%���
�� ��
��
��	���� � �	�� �� ��� Σ = ∪ tr(γj)�

�

� γj : Ij → R ��� ����	� ��	��� �	�	 	� ��	�� tr(γj) ∩ K � ����%������ �	�	 ��
�

����	��� K� ��� �� �
�������	� �� �� 
&���� %
��� 
� ��'��� ��� �
��������� ������

��	
�����	�� � �	�	 	� ��	�� γ′j 
�� �� 	
��	!

(�� �������	� ��� ����� 
���������� 
���	 �	���' 
� �	��� v 
���

��� 
� �� �	�)�����

n! " �
��	 ���� �	���� 
� �� ��� F � ��*	 ������� ��
���	���� � �	'�� ��	 �����


� ��	
�����	�+�� �
����#���� � �,��#���	� F �→ G �→ H . . .� ���-	

� 	 �� ��� Y �

�	�	 � ��	� 	 	
����� 	���
�.���	 �� n ��*	 �������! ��������

� � �	��
�� �
�����

. . . �→ H �→ G �→ F � ���	���
	��� Y ��� F � � ������� �
����	�+�� 	���
�.���	� 
�

F !

/��� ����
� 
� 	
����� 	���
�.���	 ��� �
���
�'�
� �������	��
�� ��� 0���� � 1��� 2345�


� ��
��,�� 
	� ���	�+�� 
� 6����7�- 8 
� 9����! 0��
� �� ��������� ��	�	���� 
� 	
�����

	���
�.���	 
� ����
:���� ����-�
	�� ��	 ��� 2;<� 3$� 3;5� ��� �� �����	
� ��	 	��	
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�� �������
	�
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�
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�� �
������� � ����� ���
������ ��� ��
	� ���� ��

���

��
�� ��	���
�
��

�� ����� �� � ��!

����� �� ���� ��
� ����
�� ��������� �� "
���

#$
����	� ��#

	�������
�� � 
���� �� ������� 	����� �� L2� �� ����� ���� �
���	
����� � �

�
����

�� ������� �� �� �������� �� "
���

#$
����	� 
� ��
	
�� ��	������
�� 
� ����� �� �

�� ����� ��%� �����	��
&������ ���

��
�� ��	���
�
�� �
� �� �������� �� "
���

#

$
����	 �����'!��� �����	��
&���� ��	� ��
����
	�� ���� 	��� (�� ����
��� �� ����� ��)�

��	������������ � ��
��
	� �� ���������� �� �� �������� �� "
���

#$
����	� ��
��
	�

� (��� ���� ����� ��� 	��� � ���'	��� %� *�� !�� 
� ����� ��+� �
���	
����� ���������

�� "
���

#$
����	 �� �� ��
	� �� �
�	� �� ���	��	�� �����
�
�
��#�� ��� �(������



	����
� �

��������

��� �����	
 ���


�
 	� �

������ 	� �������������
�

,��������� �������� �� ��
� ��
	
���- �� L2(Σ, ds) � 
� ��
	
�� �����
��� ���	�� ��
�

������ � (�� �
	�
����� ���

• m±(z) = lim
w→z
w∈±Σ

m(w).

• m(z) → I, z → ∞.

*�
��
����
	� ���� z ∈ Σ0�

*��� � ���� L2� ��
�
���� ��� ���
����� m : C\Σ → C2×2 � !�� z ∈ Σ0� /��� φ

������	�
&���� ����� �� Σ �� z� ��� φ(0) = z� 0�
�	� φ̂(0) = φ(0)
‖φ′(0)‖ �

*��� ε, t0 > 0 ��!�
�
	���
	� ��(��
��� ���� 1�
�� !���� )2

{φ(t)± iεφ̂(0); t ∈ (−t0, t0)} ⊂ C\Σ

0
&���� (��

m±(z) = lim
w→z
w∈±Σ

m(w)

�� L2 ��

lim
ε→0

∫ t0

−t0

∣∣∣m(φ(t)± iεφ̂(0))−m±(φ(t))
∣∣∣2 |dφ(t)| = 0,



��� �����	
 ���


�
 	� �

������ 	� �������������
� ��

���� � ������ 	
��	 � �����
���	�� 
��� 
	�
��	�� ����	�	 	 ����	�	� ��	�	�����

���	 ����� �� ������ �� 
��������
�	 �� ������� �	���	�� �� L2
loc(Σ)� �� ���
��������


��������
�	 �� L2
loc(Σ)� 	
��	� ����	 ��� ��� 	 
��������
�	 L2

loc ���	��

�	�	 � 
	�� 
�����
�� 
�� 	� ����	� ���	���� 	���������� ������� ���

m±(z) = lim
w→z
w∈±Σ

m(w)

��

lim
ε→0

m(φ(0)± iεφ̂(0)) = m±(φ(0)).

�� z ∈ Σ\Σ0� ��� ���� ��
������� ���	����
�� ����� �� �������� �	� 	
��	� ��
�� ���

m 
���	���	 �����	�	 �� ������	��	� �� z� �� 
	�� 
�����
�� �� �� 	 ��
	������ ����������

����� ����� �� 	�
�� �� Σ ��� 
	��	� 
�� z� �� 
	�� �� L2(Σ)�

! 
������� 	�����"��
	 
�������	�	 �� 
	�� �	���
�	� � �� 
��
� �	�� #���� �	 
��$

�����	�	 �� 
	
%���� &� m(z) → I, z → ∞ �����'
	 ���

m(z)− I = O
(
1

z

)
, ���#��������� ��	��� z → ∞, z ∈ C\Σ,

���� �� �(����� M > 0� r > 0 �	�� ���

|m(z)− I| ≤M
1

|z| , ∀z ∈ C\Σ, |z| ≥ r.

�	��� �� ���
���	�� � 
��������� �� 	���	 �� ��	��� ����� �� )*�+� 
�������	���

����� ��� ������� 	
��	�

,����	 -.



��� ��������	 �� 
��
��� ��

��� ��������	 �� 
��
���

����� Σ �� ��	
��	� �� C � v : Σ0 → C2×2 ��� ��
��
 �� ���
�� ��
����
�	��

• v � ����� �� ���� ���� �� Σ0�

• v � ����
��� �

• v(z) − I → 0, z → ∞ ������	
���	
� ������ �� 
���� �����	�	
�� �����
���� ��

Σ �	� �����	
� 
��
�� �� ��	�� v = I + O(1
z
)� �� ���� ��� v − I ∈ L2(Σ)� ����


��� ��	
��	� Σ ��� ���� ��	����������

• det v(z) = 1, ∀z ∈ Σ0�

� ��	������ � �����	
� �� 

��� � � �� m � !�������� �� C\Σ�

��� � � ��� m+(z) = m−(z)v(z), z ∈ Σ0�

��� � � ���� m(z) → I �	��������	
� ���� z → ∞, z ∈ Σ"

���	�
� �
�
 �� � ��� � ����� 	�
��
�� ���
� 	��� ������

#� ���������� � 
������ ����� ��	
�	�� ������ �� ��$�
�
������ � ��	��%&� ����	
'
���

��� � � ���� ���� ��	��%&� detm(z) → 1� ���	�� z → ∞"

��
����	����
 ���� m ����%&� �� ��� �" (��� � ��	%&� ��
����	�	
� � ��	
)	�� �

�������	
� ����
���� �	
&� ���� �	������� �� ����
� �� L2
loc(Σ)�

(detm)+(z) = detm+(z)

= det(m−(z)v(z))

= detm−(z) det v(z)
det v=1
= (detm)−(z), �"�" z ∈ Σ0 �*"+�

(��� m(w) → m±(z) �� L2
loc(Σ) � � ��	%&� ��
����	�	
� � ��	
)	��� �	
&�

detm(w) → detm±(z) �� L2
loc(Σ) �� ���
�	
�� �� L1

loc(Σ)"

,��� z ∈ Σ0� � ���� φ ������
��
�%&� ����� �� Σ �� z� φ(0) = z"



��� ��������	 �� 
��
��� ��

������ ��

	
���
��� 
� �
��
��
� C,Cε �����

� 
�

� �� ����� �� �
� z̃ ���

 �� �
��
 ��


�� +Σ � �
 ������
� 
�� ������� ������
�� 
��������
�� �
� C� Cε� Cε = C + iεφ̂(0)� � 
�

�
��
� φ(t1) = z1, φ(t2) = z2 �������������� ������
� 
� z�

m � ��������� �� C\Σ� � ����� detm ������ 
 �� ���
 ��
���� 
� 	���� �

detm(z̃) =
1

2πi

∫
Cε

detm(w)

w − z̃
dw. !"�"#

$�%�� δ� δ̃ε 
� ���
� 
� C � Cε &�� ����� z1 � z2 � z̃1 � z̃2� ��������'������� φ+ iεφ̂(0)

� ���������(�)*
 
� δ̃ε� 
� �


 &��

1

2πi

∫
δ̃ε

detm(w)

w − z̃
dw =

1

2πi

∫ t2

t1

detm(φ(t) + iεφ̂(0))

φ(t) + iεφ̂(0)− z̃
dφ(t).

+�����∣∣∣∣∫
δ̃ε

detm(w)

w − z̃
dw −

∫
δ

detm+(w)

w − z̃
dw

∣∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

∣∣∣∣∣detm(φ(t) + iεφ̂(0))− detm+(φ(t))

φ(t) + iεφ̂(0)− z̃

∣∣∣∣∣ |dφ(t)|+
+

∫ t2

t1

∣∣∣∣∣ detm+(φ(t))

φ(t) + iεφ̂(0)− z̃
− detm+(φ(t))

φ(t)− z̃

∣∣∣∣∣ |dφ(t)|
=

∫ t2

t1

∣∣∣∣∣detm(φ(t) + iεφ̂(0))− detm+(φ(t)

φ(t) + iεφ̂(0)− z̃

∣∣∣∣∣ |dφ(t)|
+ε

∫ t2

t1

| detm+(φ(t))|
|φ(t) + iεφ̂(0)− z̃||φ(t)− z̃|

|dφ(t)|. !"�,#



��� ��������	 �� 
��
��� ��

������� z̃ �� ���� �	� z̃ /∈ Cε
 ∀ε > 0 �	�
���������� ���	���
 � z̃ /∈ C
 �����

������ M > 0 ��� �	�

1

|φ(t) + iεφ̂(0)− z̃|
,

1

|φ(t)− z̃| ≤M, ∀t ∈ (t1, t2),

����� ��� ��� ����� �	�∣∣∣∣∫
δ̃ε

detm(w)

w − z̃
dw −

∫
δ

detm+(w)

w − z̃
dw

∣∣∣∣ ≤M

∫ t2

t1

∣∣∣detm(φ(t) + iεφ̂(0))− detm+(φ(t))
∣∣∣×

×|dφ(t)|+M2ε

∫ t2

t1

|detm+(φ(t))| |dφ(t)|. �����

����m+ ∈ L2
loc(Σ)
 ����� detm+ ∈ L1

loc(Σ)� �����
 ���� �������� ��m+
 detm(w) →
detm+(z) �� L2

loc(Σ)
 � �������� �� L1
loc(Σ)� �� ����� 
��
�	����

∫
δε

detm(w)

w − z̃
dw

ε→0−→
∫
δ

detm+(w)

w − z
dw ��� �

������������ �!��� �� ��
�� γ ⊂ C, γε ⊂ Cε
 �	� ��!�� �� ������ z2 � z1 � z̃2 � z̃1


�����
��"������
 �� �
���� 
�� � ���������� �� C�

#���� ψ �������������� �� γ
 ��!���� 
�� ψ(s2) = z2
 ψ(s1) = z1
 ψ + iεψ̂(0) $

�������������� �� γε� %��&����� �	� detm+(w) = detm(w) �� +Σ
∫
γε

detm(w)

w − z̃
dw −

∫
γ

detm(w)

w − z̃
=

∫ s1

s2

(
detm(ψ(t) + iεψ̂(0))

ψ(t) + iεψ̂(0)− z̃
− detm(ψ(t))

ψ(t)− z̃

)
dψ(t).

���� det $ 	�� '	���� 
���(�	�


detm
(
ψ(t) + iεψ̂(0)

)
ψ(t) + iεψ̂(0)− z̃

ε→0−→ detm(ψ(t))

ψ(t)− z̃
, ∀t ∈ [s2, s1].

���� z̃ /∈ C,Cε
 ����� �� ����
��)�� �
��� ��� 	��'��������� ���������
 ��!	����

��� 
��"��!*�
�� �������� �	�∫
γε

detm(w)

w − z̃
dw

ε→0−→
∫
γ

detm(w)

w − z̃
dw. ���+�

,������ ε→ 0 �� �����
 ��� � � ���+� ��� 
����� �	�

detm(z̃) =
1

2πi

∫
C

detm(w)

w − z̃
dw, ���-�



��� ��������	 �� 
��
��� ��

���� detm(w) = detm+(w) �� C ∩ Σ�

��� 	�
������
 
�����	���
� 
� z̃ � � ��
�� ����� �� 	���
� � C ′ � 	 ����	 �	 �
��	

�� �����
1

2πi

∫
C′

detm(w)

w − z̃
dw = 0, �����

���� 	
��	 detm(w) = detm−(w) �� C ′ ∩ Σ�

�	����� 	 ������� 	 ����� ���!� � ������ � �
	��� ���"�� ���������


detm(z̃) =
1

2π

∫
C′′

detm(w)

w − z̃
dw, ���#�

���� C ′′ = γ ∪ γ′ �γ = C\Σ� γ′ = C ′\Σ� � 	 ����	 ����	�	 
�����
 �� ����� �� z̃ ��

�	�$�� �� z�� �������� �
��	 �!��

%�	��
	������ 
� ẑ ∈ −Σ�

detm(ẑ) =
1

2πi

∫
C′′

detm(w)

w − ẑ
dw. ���"&�

�	����� z̃ → z �� ���#� � ẑ → z �� ���"&�� � �
	��� '�� 	 	����	 ��

(w, z′) �→ detm(w)

w − z′

� �����	�	 �� C ′′ × U � U ������	� 	 
������������� ��'���	 �� z� ���������


detm+(z) =
1

2πi

∫
C′′

detm(w)

w − z
dw = detm−(z), ∀z ∈ Σ0.

(� ���"� )* ����	��
 �
�	 ��
�
�	��	��� �	
 	���	
 	��� ���� ������	 �� +����	 &��

� ��
��

�� ��
������� ���������
 '�� detm � 	�	�,���	 �� ���� ����� '�� ��� � ����� ��

�����
� ���

��
��	 �-



��� ��������	 �� 
��
��� ��

������ ��

	
 z ∈ Σ\Σ0� �
�

���� � �
��� �����
�
� 
� ���� ���� 
� z� ��

��� ���

�
��
�
�
���� ��

���� ���� detm(z)� 
 ���������� ��
 detm � ��������� 
� 
��� ���
�

�
 Σ\Σ0�

������ �������� ��
 detm � ��� ������ ��

����

��� ��
�� ����� ��� ��� � � �����

detm(z) → 1, z → ∞,


 � 

��
�� �
  �������
 !�" ��� 
����� ��


detm(z) = 1, ∀z ∈ C.

#� ����� �������� ��
 �
 m � ������� �� ��� �� 
�
�� detm(z) = 1, ∀z ∈ C� $�
�

�������� 
� ���
������� ��
 
��� ������� �� 
� ���� ���
�� ��� ��
��% ���
�
&�
�� '���

��
 ��
�� m−1 � 
����� ��������� 
� C\Σ� ����� ���� detm = 1�

m−1(z) =

(
m22(z) −m12(z)

−m21(z) m22(z)

)
,


 �� ����(
� mij)� ��� ���������� 
� C\Σ�

	
*� m̃ ��� ��
�� ������� �� ��� �� +
,��

h(z) = m̃(z)m−1(z).



��� ������	�
���
� �	 ���
���
�� ��������
� �
� �����	��� �	 �
	������
��	�� ��

h � ��������� 	� C\Σ
 	 ����
� �����	� �����	� h±(z) ���� z ∈ Σ� ���	

h+(z) = m̃+(z)m+(z)

= m̃−(z)v(z)v−1(z)m−1(z)

= m̃−(z)m−(z)

= h−(z), ��	� z ∈ Σ0.

�	�	����� � �	��� ���
�	��� 
�������� ���� �����
�� �
	 detm 	�� ���	���
 �����
���	

�
	 h � ���	��� 	
 ����	�����	��	
 �
	 h(z) = I, ∀z
 ���������� �������� �
	 m̃ ≡ m� �

��� ������	�
���
� �	 ���
���
�� ��������
� �
�

�����	��� �	 �
	������
��	��

���������� ���������� ���	� �	� ������	������� ��� �����	��� �	 ��	���������	���

���� ��� ������ �	�� ����	��� �	� ���  �!��
 ��� 	 "���	� #$%
 $$&� '��� 
�� �������
�()�

�	 ������������	 ����	 R
 dμ(s) = ω(s)ds
 ��� �
	

xnω(x) ∈ H1(R) = {f ∈ L2(R); f ′ ∈ L2(R)},

������	�	 � �	�
���	 ���


��� � � �� Y � ��������� 	� C\R*

��� � � ��� Y+(x) = Y−(x)

(
1 ω(x)

0 1

)
, x ∈ R*

��� � � ���� Y (z) =

(
I +O

(
1

z

))(
zn 0

0 z−n

)
, z → ∞.

'	 ��� � � ���� �	��� �
	 detY (z) → 1, z → ∞
 	 � �	��	�� +�, -�	.� ���	��/����

����	����	� �� �	��	��0 ��� �	����	 �����
��

���	�
� �
�
 �� � ��� � ������	 
���

 �������� ����� ���
 ��	� ����
�

1�����	��� � ��� � 	� �	����	�� 1 �����()� ���� � ��� ��� ��� �
	

(Y11(x))+ = (Y11(x))−.



��� ������	�
���
� �	 ���
���
�� ��������
� �
� �����	��� �	 �
	������
��	�� ��

�� �������� �	
 ��� 
�� � ��������� ����� ���� ���� ���� x ∈ R� � 	 ��
�	 ��������	

��������	 ���� ��	��� 	 ��	���� ��� � �
��	 ���� 
� 	���� � ��������� ����� �� �	�� ����

R�

� ��� �	
 �	�������	
 ����	
 �� ������ ��� �	������	
 
�� Y11 � ��� �����	 ��������

 ����� �� ���� � �����

Y11(z) = zn +O(zn−1),

� �	�����	 Y11 � �� �	���!��	 �� ���� �"�������� n� �����	
 πn�

�	������� �� ��� � � ����

(Y12(x))+ = πn(x)ω(x) + (Y12(x))−, #����$

��������� 
�� �	
 ���� � �	�
������ � �%����� �� &�����'�

(	�
����� � ����
�	����� �� (���)* �� πnω�

CR(fω)(z) = C(fω)(z) =
1

2πi

∫
R

π(s)ω(s)

s− z
ds, z ∈ C\R.

C(fω) ∈ L2(R) �� ���� ��%���� ��+����	 �� C(fω)� C(fω) � )	�	�	��� �� C\R�
,�+��

Φ(z) = C(fω)(z)− Y12(z).

Φ � )	�	�	��� �� C\R �� ���� �%����� �� &�����' #���$ � #����$�

Φ+(z)− Φ−(z) = 0,

� �	������� ���	
 �	�������	
 �� ������ ��� Φ � �������� (	�	 πnw ∈ H1(R)� ����	

C(fw) → 0� z → ∞� -������ �	� ��� � � ����� Y12 → 0� z → ∞�  

��� Φ(z) → 0�


����	 z → ∞� 
������	 
�� φ = 0� � �	�����	

Y12(z) = C(fω)(z), ∀z ∈ C\R.

 �	�����	 ��� � � ���� �	
 ��� 
��

Y12(z) = O
(

1

zn+1

)
. #����$



��� ������	�
���
� �	 ���
���
�� ��������
� �
� �����	��� �	 �
	������
��	�� ��

���� ��������� 	�
�� �� ��
� �� ����� ���
�������

1

s− z
= −1

z

n∑
k=0

(s
z

)k
+
sn+1

zn+1

1

s− z

����
��� ���� z /∈ R∫
R

πn(s)ω(s)

s− z
ds = −

n∑
k=0

1

zk+1

∫
R

skπn(s)ω(s)ds+
1

zn+1

∫
R

sn+1πn(s)ω(s)

s− z
ds,

�� �����

zn+1Y12(z) =
1

2πi

∫
R

sn+1πn(s)ω(s)

s− z
ds− 1

2πi

n∑
k=0

zn−k

∫
R

skπn(s)ω(s)ds. ������

��
� ����
�� ����
�
�� ��� ����� �� 
�
�
��� �� ω ��� �
����� �
��� 	���

1

2πi

∫
R

skπn(s)ω(s)ds <∞, k = 0, . . . , n+ 1, ���� �

� ��
��
 ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
R

sn+1πn(s)ω(s)

s− z
ds

∣∣∣∣ ≤ M

| Im z| ,

���� ����
� ��
���
��M > 0� !
 ����������� ���� "���
� ������������ ��# ��� � ���
����

���
� 
� ���� �������� �� ������ ���
�
��� ��
����� �� Im z ≥ ε > 0�

$����� %�#�
�� z → ∞ 
� ����&�� ������� �� 
��� ��� | Im z| ≥ ε > 0� � ���
��

����������� �� ��
����
��∫
R

skπn(s)ω(s)ds = 0, k = 0, . . . , n− 1.

'�� πn � �
 ����
(
�� 
(
��� �� ���� �)���
�
�� n� � �� n ����&*�� ���
� 
��

�
��
�
 �����
�� ��� πn � � n+���
� ����
(
�� 
(
��� ������
�� ��
 ����&�� , dμ(s) =

ω(s)ds�

�������
�� �� 
��
� 
���� ����
�� Y21 � Y22�

!
 ��
�� � "
��� ����&�� �� ��� � � ���� ���

Y (z) =

⎛⎜⎜⎝ πn(z)
1

2πi

∫
R

πn(s)ω(s)

s− z
ds

kn−1πn−1(z)
kn−1

2πi

∫
R

πn−1(s)ω(s)

s− z
ds

⎞⎟⎟⎠ , ����-�



��� �����	
��� 
� �	 ������	
 
� ���	
���������� ��

���� πn � � n����	� 
�����	�� �
������� 	����� ��������� � μ(s) = ω(s)ds� �

kn−1 = −2πiγ2n−1, γ
2
n−1 =

∫
R

|πn−1(s)|2ω(s)ds. ������

����� 
���� � ���
������ �����	����� �� ��� � !�� 	��� ���
�� "��#���	�� �	�

����$%� Y � �� ����� ���� &�� �� ���
�'� �	 ��
	�� �� 
�����	��� �
��������� (�
�'�� ��

�
�����
	�$)�� �	 ������ ��� �� '�	�� �#���
 � �	 ���
� 

�*��	� �� ���	�������*�
��

��+� ����$%� 
��� ��
 �,

���� �	 ��
	�� �� Y ��� 	��� 

�����	����� �	 ��
	�� ���


�����	��� πn �� ����� ��'� ���� � 
���-'�� ��.�
 � ��/���� ������0���� �� ����$%� &�����

n→ ∞� �*����� ����	 ����
	�$)�� ������0����� ��*
� �� πn �� ����� �
���	����� �	 ���



����
��� 
����� � � ��*�
���� �� �����#� �� ���$%� ω� ��� ��'���� � ����
	�$)�� 
�
�

�	� �	
�� ������ �� 
�����	��� �
���������

1� 
�
������
 ����
���� �%� �� 	������ �� ��
	�

dμ(s) = ω(s)ds = e−NV (s)ds,

���� N ∈ N� V : R → R � �	� ���$%� ����-����� ����� ����� ��	�� ��'���� � 
�����	���

�
�������� �	 
���$%� � 	������ �,
��������� '�
�/'��� �������� �	
�������
 �������� �


�
� ���� N � � ����$%� Y (N) � �,

���� �	 ���$%� ��� 
�����	��� �
�������� �� �
�� n �

n−1 ��	 
���$%� � 	����� e−NV (s)ds� 2	 ����� ����� ������
�	�� ������0����� 
�
� � ����

�	 &�� N = n� 3��� ������0����� �%� ���#������ ��	� ������������ �� �
�������
��������


��� �����#�
�� � �����# ��
�	 �� 

�	��
�� � �*�4���� 
�
� � ���� �	 &�� V (s) = s2�

����� ��	 � ��� �� ���
�� �� ��� � 56�7�

(���	�
�	�� V (s) = as2k� a > 0� �	*�
� ����� �� 
��������� �&�� �,
����� ��

�������	 
�
� &���&��
 ���$%� ����-���� V � 
�
�	 ��	 	��� ��
����� �������� 58�7�

��� �����	
��� 
� �	 ������	
 
� ���	
����������

9�
��#� &�� ���#�	�� �	 

�*��	� �� ���	�������*�
� (Σ, v)�

• m � #���	�
�� �	 C\Σ:

• m+(z) = m−(z)v(z), z ∈ Σ0:

• m(z) → I �����
	�	���� 
�
� z → ∞, z ∈ Σ�



��� �����	
��� 
� �	 ������	
 
� ���	
���������� ��

���� � ���� � ��	
�� v ����� �
� ��������

v(z) = b−1
− (z)v1(z)b+(z)


� ������ ����	��	
� U ∩ Σ� U ⊂ C ��
���� �	�
 b± ��� ��	
�
� ��	��	��� 
� U ∩ Σ� 


��
 �����
� 
��
	��� �	������� 	�� ����� ±U = ±Σ∪U � �
�
���	���� ��	����
 � �����

��

������ � 

!��� ��� ����
�� m �� "#$ (Σ, v)� �
�	� ��� 	��� ������ m̃ 
� Σ̃ = Σ ∪ ∂U �

��	����
 ����� %�

&
��
 ����� m̃ ' �	������� 
� ����� �� �����	
	�
� ��	
��� �
 C\Σ̃� 
 �
�� �����
�

���
���� 
� Σ̃0 ��� ����� ���

• (
 z ∈ Σ ∩ U �

m̃+ = m+b
−1
+ = m−vb−1

+ = m−b−1
− v1 = m̃−v1. )*�+,-

• (
 z ∈ +Σ ∩ U �

m̃+ = m = (mb−1
+ )−b+ = m̃−b+. )*�+�-

• (
 z ∈ −Σ ∩ U �

m̃+ = (mb−1
− )+ = mb−1

− = m̃−b−1
− . )*�+%-

• (
 z ∈ Σ0 ∩ U c�

m̃+ = m+ = m−v = m̃−v. )*�*.-

/����� �
 �
�	����� v ���� 	� ����� +.� 
	��� �� 
���
�
� )*�+,-0)*�*.- ���
� �
�

�
������� 
�

m̃+(z) = m̃−(z)ṽ(z), z ∈ Σ̃0.


� �� �
	�� �
���������
	�
� �
�������� ��
 m̃ �������� � "#$ (Σ̃, ṽ)



��� �����	
��� 
� �	 ������	
 
� ���	
���������� ��

������ ��

������ 	
�

• m̃ � �
�
�
��� �� C\Σ̃�

• m̃+(z) = m̃−(z)ṽ(z), z ∈ Σ̃0�

• m(z) → I ����
�������� ���� z → ∞, z ∈ Σ�

� �� ���
� ����

������� ��	� m �������� � �	
 (Σ, v) ��� � ��
���� ��� m̃ �������� � �	
 (Σ̃, ṽ)�

��������	
��� ������� ��	 m 
���

��� (Σ, v)�

� ������������	 �	 m 	� Σ̃ 	 � ������������ �� ������� ���� m̃ 
	��	� ���	���	��	

�� �	������ �	 m̃� �

��� ��	��
���
 ��	��
 �	������ �
 �����	
 ���	���
�

�	�� z ∈ Σ̃0� ���
��	�	��
 ����	����	��	 z ∈ U ∩ Σ� �	�� φ(t) �����	�������� �����

�	 Σ 	� z� �	 ���� ��	 � ����	� �	 φ 	
�	�� ������� 	� U ∩ Σ�

�	�� �	������ �	 m̃ 	 ṽ� 	 �	��
 �������
 
	���
  ��������	��	! ���	�����	��	∣∣∣m̃(φ(t) + iεφ̂(0))−m+(φ(t))b
−1
+ (φ(t))

∣∣∣2 = ∣∣∣m(φ(t) + iε̂(φ(t))−m(φ(t))
∣∣∣2 ∣∣b−1

+ (φ(t))
∣∣2 .



��� �����	
� �
�
����� ��
�����
� ��

������ ���

	 
���
� b−1
+ � �������� �� U ∩ Σ� ����� �������� �������� �� (−t0, t0)� ���� t0

�������������� �������� � ��� ��� ������� ��������∫ t0

−t0

∣∣∣m̃(φ(t) + iεφ̂(0))−m+(φ(t))b
−1
+ (φ(t))

∣∣∣2 |dφ(t)| ≤
≤M

∫ t0

−t0

∣∣∣m(φ(t) + iεφ̂(t))−m(φ(t))
∣∣∣2 |dφ(t)|,

�������� �������� ��� m̃+ = m+b
−1
+ �� ������� �� L2 �������� ��������������

	� ������ �������������� ���� z �
� ���������

�

�� � ����� �������� ������ ������ v ������ � ����
� ��������� �� +Σ� !���� �����

�����"� b+ = v, b− = v1 = I� #��
� �� �����$�� %&��'()%&�&*( �� �������+�� ����

• ,� z ∈ Σ ∩ U �� z ∈ −Σ ∩ U �
m̃+ = m̃−.

• ,� z ∈ +Σ ∩ U �� z ∈ Σ0 ∩ U c�

m̃+ = m̃−v.

� �������� m̃ �����
�- � �������� �� .������)/������ (Σ̃, ṽ)� �������� ���
���� � �����

��� !� ����� �&� � �������� �� ������ �� Σ̃ �� ��� ṽ � �
� ���+���� � m̃ � "������
� ���

������ �������� � ��
����� �� ���+� �� �&�

��� �����	
� �
�
����� ��
�����
�

0��� ��+����� ���� 
1����� �� 2�����3� � ��
������ �� ������
� �� �����
� ��

��� �� �����
������� �� 0���"4 � ��������� �� .������)/������ �
� �����������



��� �����	
� �
�
����� ��
�����
� ��

������ ��	


�����
� �� �������� ����
���
 �� ����������
���� 
��� �� �� ����� 
������� �������


����
 � �������
 ��������
 
����
���
�

 ���
 �� �������� 
���� Σ ⊂ C � ��� ��
������ f : Σ → C2×2� ��!����
 �

����
"������ �� #���$% �� f ���

(CΣf)(z) =
1

2πi

∫
Σ

f(s)

s− z
ds,

���� � �������
 ����� & �'
��
��� �� 
������ �� ��
�� ��������
 �� #���$%� � & ���� ��
�

�'
��
� "�������
 (�� 
�)�� 
� ����* � �������
 ������� � ������� �� �����* f+� ,�)��

CΣ
+f, C

Σ
−f �
 
�����
 
������
 �� C

Σf � ���� ��
�����
 �� 
���� ���� -��
 
�����
 ��!���

���������
 CΣ
± �� L2(Σ)� �
 ����
 
�� ���������
 
�������
 �� L2(Σ)� � ���� �
 ����


��
� (��)� (��.++

CΣ
+ − CΣ

− = Id, CΣ
+C

Σ
− = CΣ

−C
Σ
+ = 0, (����+

�
�� &� �
 ���������
 CΣ
+,−CΣ

− 
�� ���)����
 ���������
 ����
��������
 (Id & � ��������

����������� �������� I & � �����* ����������+ /�0�1�2� 3 �������� ������� �� (����+ ����

���
 & ��� � "4���
� �� 5
���
) (���+�

#��
����� �� ����
��� �� ����������
���� (Σ, v)� ��� v ���� �� �'���� .�� �


����$� ��� ��

���
 "������

v = b−1
− b+, (����+

���� �����*�
 $�
����"�
 � ������6���
 b± ��!����
 
���� Σ� ��� �
 ��
��
 �����������


�� v �� �'���� .��  ��������

w± = ±(b± − I),

�

w = w+ + w−,



��� �����	
� �
�
����� ��
�����
� ��

����� w±, w ∈ L2(Σ)� � ����	�
 �����	�
 � ���
���


CΣ
w : L2(Σ) → L2(Σ)

f �→ CΣ
+(fw−) + CΣ

−(fw+).

��
����� ��
 �
��
������
 �� CΣ
±� ����
��
� �����	���� �
��
������
 
��
� CΣ

w � ����
�

�
��
� 
�

����	�
 ��� CΣ
w � �	 ���
���
 ��	����� 
��
� L2(Σ)�

� 
������ ���
� � ���
���
 CΣ
w � ����
 � ���� ���� ���
�	� 
��������

������� ��	  !"#� ��� "$%� ���� &�'$#()� ������� ��	 (I − f) ∈ L2(Σ) 
	�� � ��
��


������ �� 	������

(Id−CΣ
w )(f − I) = CΣ

+w− + CΣ
−w+.  "�"#)

	� L2(Σ)� ����� � ����
�

m = I + CΣ(fw)

� � ��
�� 
������ �� ��� (Σ, v) ���� �����	
 �
�
�	 	� L2(Σ)��

 !
	������ "�'� *�
	� 
� f /∈ L2(Σ)� ��� � � ��
� 
�	�
� ��� Σ � ���	������ �
 ��	���


����
��
 CΣ
±(fw) �+�
��	 �	 L2(Σ) ���
� ��,���� I−f = g� ����� f = I−g� ��	 g ∈ L2(Σ)�

� ����	�
 �
�
�-�


1

2πi

∫
Σ

f(s)w(s)

s− z
ds =

1

2πi

∫
Σ

w(s)

s− z
ds+

1

2πi

∫
Σ

g(s)w(s)

s− z
ds,  "�".)

��	 �
 ��	���
 ����
��
 ��
 �����
��
 / ��
���� �+�
����� ���
 w,wg ∈ L2(Σ)� � CΣ
± 
��

���
���
�
 ��	 �������
 �	 L2(Σ)� �� 	�
	� 	���� �+�
��	 �
 ��	���
 CΣ
±(fw+) �

CΣ
±(fw−)� � ����	�
 �
�
�-�
� �	 -�
���� ��  "�"#)�

f = I + CΣ
wf  "�"0)

� ��	��	 ��
 "�"'

CΣ
+(fw+) = CΣ

−(fw+) + I  "�"1)

	�
	� 
�	 f �� I ��
�����
 / L2(Σ)�

2�	� ���
���������

������� ��
� �	���

v(n) = (b
(n)
− )−1b

(n)
+ = (I − w

(n)
− )−1(I − w

(n)
+ )



��� �����	
� �
�
����� ��
�����
� ��

�

v∞ = (b∞− )−1b∞+ = (I − w∞
− )−1(I − w∞

+ )

�������� 	� ��
�� �� �� 
������� Σ ��� �
�� �� 	�
���������� 
��� ������� �������

���

(Id−CΣ
w∞)−1

������ �
��� �����	�� ����� L2(Σ)� �

‖w(n)
± − w∞

± ‖L2∩L∞(Σ) → 0, n→ ∞,

��	� ‖ · ‖L2∩L∞(Σ) ������
� ��� � 
��������
�� ��
� ��� ������ 	� L2(Σ) � L∞(Σ)�

����� �� �����
����� ��
����� m∞ � m(n) 	��  !"#� (Σ, v∞) � (Σ, v(n)) ������� �����

n ���
���������� ����	��$ �

‖m(n)
± −m∞

± ‖L2(Σ) → 0, n→ ∞.

��������	
��� ���� f ∈ L2(Σ)� ���� CΣ
± �	� �
�������� 
���������

‖CΣ
w∞f − CΣ

w(n)f‖L2(Σ) = ‖CΣ
+

(
f(w∞

− − w
(n)
− )
)
+ CΣ

−
(
f(w∞

+ − w
(n)
+ )
)
‖L2(Σ)

≤ c‖f‖L2(Σ)

(
‖w∞

− − w
(n)
− ‖L∞(Σ) + ‖w∞

+ − w
(n)
+ ‖L∞(Σ)

)
,

� 
������� CΣ
w(n) → CΣ

w∞ ����������� ����� ����
����� ��� Id−CΣ
w(n) � ���������
� 
��� n

�������������� �������

� ������� �����	� �� ����
����� ���� 
�� � !� ���� ��"� # ��� ������ ���

(Id−CΣ
w∞)−1 − (Id−CΣ

w(n))
−1 = (Id−CΣ

w∞)−1(CΣ
w∞ − CΣ

w(n))(Id−CΣ
w(n))

−1,

� � ���� �� ��� CΣ
w(n) → CΣ

w∞ ��� 
������ ����
��� ���	� ��� (Id−CΣ
w(n))

−1 → (Id−CΣ
w∞)−1

�����������

$�%�� f (n), f∞ ��
��&�� ��� �����&��

(Id−CΣ
w(n))(f

(n) − I) = CΣ
+w

(n)
− + CΣ

−w
(n)
+ ,

(Id−CΣ
w∞)(f∞ − I) = CΣ

+w
∞
− + CΣ

−w
∞
+ ,

���� �� �������  ��� '�����
����� f∞−f (n) ∈ L2(Σ)� ����� �� �����	� �� �������  ���



��� �����	
� �
�
����� ��
�����
� ��

�� �������	� 
	�������
�

CΣ
w(n)I = CΣ

+w
(n)
− + CΣw

(n)
− , CΣ

w∞I = CΣ
+w

∞
− + CΣw∞

− ,

��
�	 ����� � 	��������	 ����

CΣ
w(n)I, C

Σ
w(n)I ∈ L2(Σ).

���
� �	�	� �	� ������∥∥f (n) − f∞∥∥
L2(Σ)

=
∥∥f (n) − I − (f∞ − I)

∥∥
L2(Σ)

=
∥∥(Id−CΣ

w(n))
−1CΣ

w(n)I − (Id−CΣ
w∞)−1CΣ

w∞I
∥∥
L2(Σ)

≤ ∥∥(Id−CΣ
w(n))

−1(CΣ
w(n)I − CΣ

w∞I)
∥∥
L2(Σ)

+
∥∥((Id−CΣ

w∞)−1 − (Id−CΣ
w(n))

−1
)
CΣ

w∞I
∥∥
L2(Σ)

≤ ∥∥(Id−CΣ
w(n))

−1
∥∥

L (L2(Σ))

∥∥CΣ
w(n)I − CΣ

w∞I
∥∥
L2(Σ)

+

+
∥∥(Id−CΣ

w∞)−1 − (Id−CΣ
w(n))

−1
∥∥

L (L2(Σ))

∥∥CΣ
w∞
∥∥
L2(Σ)

=
∥∥(Id−CΣ

w(n))
−1
∥∥

L (L2(Σ))

∥∥∥CΣ
+(w

(n)
− − w∞

− ) + CΣ
−(w

(n)
+ − w∞

+ )
∥∥∥
L2(Σ)

+
∥∥(Id−CΣ

w∞)−1 − (Id−CΣ
w(n))

−1
∥∥

L (L2(Σ))

∥∥CΣ
w∞I

∥∥
L2(Σ)

.

��������	 ��� 	� 	�����	��� CΣ
± ��	 ����
��	�� �	������	�

∥∥f (n) − f∞∥∥
L2(Σ)

≤ c

(∥∥∥w(n)
+ − w∞

+

∥∥∥
L2(Σ)

+
∥∥∥w(n)

− − w∞
−
∥∥∥
L2(Σ)

+
∥∥∥(Id−CΣ

w∞)−1 − (Id−CΣ
w(n))

−1
∥∥∥

L (L2(Σ))

)
,

� �����

f (n) → f∞ �� L2(Σ). ���� �

!�	������	 �	�	 �� 	��������	 ���� �	��"�� ��	��� ��� CΣ
w(n)f

∞, CΣ
w∞f (n) ∈ L2(Σ)�

������	 	 ����	 ���� �� �������� CΣ
±(f

∞w(n)
+ ), CΣ

±(f
∞w(n)

− ), CΣ
±(f

(n)w∞
+ ), CΣ

±(f
(n)w∞

− )�

#����� �� w(n) → w∞ �� L∞(Σ)� � �� ��������
���	 ��
�$��� ������� � ����%��

�	������	�

‖(CΣ
wn − CΣ

w∞)f∞‖L2(Σ) → 0, n→ ∞ ����&�∥∥CΣ
w(n)

∥∥
L (L2(Σ))

≤ c
(
‖w(n)

+ ‖L∞(Σ) + ‖w(n)
− ‖L2(Σ)

)
. ����'�



��� �����	
� �
�
����� ��
�����
� ��

�� ������	
���
∥∥CΣ

w(n)

∥∥
L (L2(Σ))

� 	
��������
�� 
������� �� n�

��� ��� 	��
�� � ������� ����∥∥∥m(n)
+ −m∞

+

∥∥∥
L2(Σ)

=
∥∥CΣ

+(f
(n)w(n))− CΣ

+(f
∞w∞)

∥∥
L2(Σ)

=
∥∥∥CΣ

+(f
(n)w

(n)
+ ) + CΣ

+(f
(n)w

(n)
− )− CΣ

+(f
∞w∞

+ )− CΣ
+(f

∞w∞
− )
∥∥∥
L2(Σ)

������
=

∥∥CΣ
w(n)f

(n) − CΣ
w∞f∞∥∥

L2(Σ)

≤ ∥∥CΣ
w(n)(f

(n) − f∞)
∥∥
L2(Σ)

+
∥∥(CΣ

w∞ − CΣ
w(n))f

∞∥∥
L2(Σ)

������

≤ ∥∥CΣ
w(n)

∥∥
L (L2(Σ))

∥∥f (n) − f∞∥∥
L2(Σ)

+
∥∥(CΣ

w∞ − CΣ
w(n))f

∞∥∥
L2(Σ)

,

� �� ��	����� ������� ���� �� ����!� 	����� 
� ��������"� ����� ���"�� �	�

‖m(n)
+ −m∞

+ ‖ → 0 �� L2(Σ)�

# ���"� ���� ‖m(n)
− −m∞

− ‖ � �
$
�%�� &����
�� ��'�� �� ����������� 
�����$���� 
��

����%	�
����� �� �������

�

���� (
���� ������� � 	�� �������
�� ����
���
 ���� �
$
��� ����
�)���� �� *+�,��

�����
�� �� 
���� ��� � �
����
 ���� ��
�
-���� ����%�
���� ���������� 
���� ��� �

� ��� ���� 	� 
�"� *+�� ��%���� m = m(n) = AY A−1� �&��
�� 	�� 
�"� �����' �� ��
���

��%���� v(n)� �	� �� ����.��� �� 	�� �����' v∞ �	�
�� n→ ∞� /���� ����� ��
�� m(n) �

��
	�0� �� *+� ��������� (Σ, v(n))� �
�0� � ������� ��1 
�� �
��
� �	� m(n) �� ����.���

�� ��
	�0� m∞ �� *+� (Σ, v∞)� �	�
�� n → ∞� 2�
��
�� Y = A−1m(n)A� "���� �	�

Y �� ����.��� �� A−1m∞A� � �&����� ����� �
��������� ��&�� � ����������
�� �� Y

�� �� ������	
��� �� Y11 = πn� �	�
�� n→ ∞�
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�
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 ���
 ω 
� �
���

ω(s) = e−nV (s),

�
� V (s) = as2m� �
�
 ���
��
 �
 ���� 
� ����
 ���� � ���� �!� "
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�
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����
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� ����� �� ����� �� ����
 ��6� ����

�������� � 7����� 
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�����
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 ��8 
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�
�
��� �� C\R:



��� �������	 
�����	
�� �� ��� � � 
�������� �����	 ��

��� � � ��� Y+(x) = Y−(x)vY (x), vY (x) =

(
1 e−nV (x)

0 1

)
, x ∈ R�

��� � � ���� Y (z) =

(
I +O

(
1

z

))(
zn 0

0 z−n

)
, z → ∞.

��� �������	 
�����	
�� �� ��� � � 
�������� �����	

� �������� 	
��� � ��� ���
� � �
�������� � 	
�����
 �����
�
�	� ��� � � ����� ��

�
�
 � 
�
�� ��� 	
�����
 �� �
��� T = I +O (1
z

)
, z → ∞� �
������
� ����������
�

����� � ������� �� ���������

T (z) = Y (z)

(
z−n 0

0 zn

)
,

��� ���
� 	��
 ������ 
������������
� � ������������� ��
���
����
� �� z = ∞ ����

z = 0� ��
	����
� ��
�
 �� 
�
�
 �
�
�

� ����� ���	��� � �� ������� 	
��������
� ������ �� ����	��� � ����	���
� ��� ��
��
����

�� �
�	
 ���
���
��� �����
� ��� 
�����
�����
 �� �
���

T (z) = en
l
2
σ3Y (z)e−ng(z)σ3e−n l

2
σ3 ,  !�"#


��� σ3 � � ��
��� �� �����

σ3 =

(
1 0

0 −1

)
,

g � ��� �����
 �����
�	� �� C\R � ��� ��
��������� � l � ��� 	
��
��
� 
����� � ���

��
��������� $��� ��� �����
 f %���%���� ef(z)σ3 � ���� 
����� ���
 	��	��
 ���	�
����


 %��� �� ���
��� �� σ3 ��� ����
���� � ����� �

ef(z)σ3 =

(
ef(z) 0

0 e−f(z)

)
.

���� z ��&	���
����
� �������

T (z) = en
l
2
σ3

(
I +O

(
1

z

))(
zn 0

0 z−n

)
e−ng(z)σ3e−n l

2
σ3

=

(
en

l
2
σ3 + en

l
2
σ3O

(
1

z

))
e−n( l

2
+g(z))σ3 .



��� �������	 
�����	
�� �� ��� � � 
�������� �����	 ��

���� ������� �	��
������� �� z �
�	��
 � en
l
2
σ3 � ��	���	�� �� z
 �	���

en
l
2
σ3 + en

l
2
σ3O

(
1

z

)
=

(
I +O

(
1

z

))
en

l
2
σ3 ,

�������	��

T (z) =

(
I +O

(
1

z

))(
zn 0

0 z−n

)
e−ng(z)σ3 , z → ∞. �����

�����
 �����
����� ���

e−ng(z)σ3 =

(
z−n 0

0 zn

)
+O

(
1

z

)
, z → ∞,

���� �


g(z) = log z +O
(
1

z

)
. �����

� ��
�� O (z−1) ��� ��� ��
 ��	����
��� ����
 ���� ��	�
�
��
 �� ���	�� ��	����
�
���

g(z) = log z
 �	��� ������ 	� ���� �� ��� � ��	����
����� �� z = ∞ � �
�	���
��� ��
�

��� ��	����
����� �� z = 0�

� ���
�� �� ����� �� T 
 vT 
 � ��������� �������	��
 ��	�� ��  ���� ��� vT (x) =

T−1
+ (x)T−(x)


vT (x) = en
l
2
σ3eng+(x)σ3Y −1

+ (x)Y−(x)e−ng−(x)σ3e−n l
2
σ3

= en
l
2
σ3eng+(x)σ3vY (x)e

−ng−(x)σ3e−n l
2
σ3

=

(
e−n(g+(x)−g−(x)) en(g+(x)+g−(x)−V (x)+l)

0 en(g+(x)−g−(x))

)
, x ∈ R. ���!�

"�	�� ��  ���� � ���
��� ��# � �� ����	��
��� �����
��
�� $ ��� ����	��
�%��
 �

���
�� �� ����� ������ ���� ������� ��� ����
����� &����
 � � ���
�� ���	������ I
 ����

�
 �����
����� ��� vT → I
 ���	�� n → ∞� '�
� ����
 ��  �
���� �� ����%�� ���!�


&������� g ��� ���{
g+(x)− g−(x) = 2kπi, k ∈ Z, ∀x ∈ R

g+(x) + g−(x)− V (x) + l < 0, ∀x ∈ R.
���#�

(�  �
����
 
���)���� �� ��	��%*�� �� ���#�� �� �	 �� �� �)���
��� ��� ���#� ��+��

����������� ��
� ���� x ∈ R
 �
���
���� ��� ��	%�� g ��� �������%� ���#� ��
� x ��
� ��



��� �������	 
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�� �� ��� � � 
�������� �����	 ��

�� ��������� 	
����� K� 
 ���� x ∈ K� 
�
�
���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
g+(x)− g−(x) ∈ iR,

g+(x) + g−(x)− V (x) + l = 0,
d

dx

[
i(g+(x)− g−(x))

]
> 0.

�����

��� 
���� ���	
��
�� � ����
� 	
 ����� vT ����
��
 ���� I ���� 	
 K� 
 
� intK�

vT (x) =

(
e−n(g+(x)−g−(x)) 1

0 en(g+(x)−g−(x))

)
.

��� 
���� vT �
����
�
 �
�
��	� 
� intK� ��
��� 	
 ��� ����
��
� ����	� n →
∞� ����
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� �����  !�� 
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� ������ ����
�
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��
� ���� �������
� ��� ��� g� &��'

����� ��� ������ 	� �����

g(z) =

∫
R

log(z − s)ψV (s)ds, ���(�

��� ψV ��� ������ ����)��� �
�� 	
 ������
 ��������� 	
 ��	� ��
 � 
��
���� ��
��

���� �
��
	�� 
 �����	� � ���� ��
��
��� 	� ������ �����
���� ��	
��� �

���
�
�

g(z) = log z

∫
R

ψV (s)ds+

∫
R

log
(
1− s

z

)
ψV (s)ds.
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 ψV * ��������� 
���� ���� z ��%�
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� �*�



g(z) = log z

∫
R

ψV (s)ds−
∞∑
n=1

1

nzn

∫
R

snψV (s)ds,


 ���� ��
 ����� ���$�� 	
�
��� �
� ∫
R

ψV (s)ds = 1. ���+�

 
���	
 ��
 � ���� ��
��
��� 	� �����
���� 
��� *� � ���� �&�
	� ��� ����
 
�

(−∞, 0]� * 	�	� ���

log z = log |z|+ iθz, z = |z|eiθz , θz ∈ (−π, π) ���,�



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

������ ���	� 
	�

(
log(x− s)

)
± =

{
log |x− s|, x > s,

log |x− s| ± πi, x < s.

������

g±(x) =
∫
R

log |x− s|ψV (s)ds± πi

∫ ∞

x

ψV (s)ds, 
�����

� �����	����

g+(x)− g−(x) = 2πi

∫ ∞

x

ψV (s)ds,

g+(x) + g−(x) = 2

∫
R

log |x− s|ψV (s)ds.

����� �� ����� 
����� �� ��������� �
	����� �� 
���� � 
����� � �� ��{
g+(x)− g−(x) ∈ iR, ∀x ∈ R,

g+(x)− g−(x) = 2kπi, x ∈ R\�	��ψV ,

�����

�!� �	������������� �����"������ �� ���	���� �!� ���������� ����⎧⎪⎨⎪⎩
2

∫
R

log |x− s|−1ψV (s)ds+ V (x) ≥ l, x ∈ R

2

∫
R

log |x− s|−1ψV (s)ds+ V (x) = l, x ∈ �	��ψV ,

���#�

� ���� 
	� � �������� �
	��!� �� 
���� ��$� �����"����� ��%���� ���

ψV (x) ≥ 0, ∀x ∈ R. 
�����

�� �
	����� 
����� 
������ 
���#�� 
����� ���������� � "	��!� g 	���������� ����

���& %���� �� ��'(��� ���!��

��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
���

������ �� �' "�)����� 	�� �� ���� �� 
	� V * 	� ���+���� ����� �� ���	������ �����

���!� %���� ���� V ���� ����,���� ��� 
	�

lim
x→±∞

(
V (x)− log(1 + x2)

)
= ∞.



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

���� ��� ������ �� 	�
���������� μ 

��� R� ����� 
 �����
��� �� ������� IV (μ) 	
�

IV (μ) =

∫∫
log |t− s|−1dμ(s)dμ(t) +

∫
V (s)dμ(s).

� �������� 	� �
�
�
��
�� 	� �����
�� ���� 	�����	�� � 
����� �� ������� ����
�

	� ������
��� � 
 	�
����� �� ���
����� 
 �����


EV = inf
μ∈M 1(R)

IV (μ),


���

M 1(R) =

{
μ ������ �� �
��� 

��� R;

∫
dμ = 1

}
.

� ���������� EV ��� ��� �����	������
 ��
���� �
�
����� �� 
�
���� �� �����


��
��������
 

��� � ���� R  !�
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�
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���
	��
 �� C"� 	��� 

 ����
 � ��	��
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����� �
�
 �����
�
� �����

 	

���
���

 �� p � q� � ���� 	��� ��� �
����������

log |p− q|−1.

#
� �
�� 
�
���� �� �����
� �
�
����� � ���
 �� �� ���	
 �$����
 V (x)� 
 ���� ��%
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�
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� IV (μ)� � ��
��������
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�
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�����

�'���
� � ���� 	��� ������ dμV � � (���� ������ 	��� � ���� IV (μV ) = EV �

����!�
 �� 	�
�����
 �� ���������
� 	
���

 
���� � �����
 g ��� ��
�)��

� �


�)���!
 ��
�� 
���
 
��' 	�
!�� ���

ψV (s) =
dμV

ds
(s).

� 	������
 	�


 � �������� � �$�
�*���� �� μV �

������� ��	� ���� V : R → R ��� ���
�� ������
��� ����� � ��	
	� 	� ���
����
� μV

��
���� �  �
�� � ��� ������� ��������� !
�	�� EV <∞�

�
� ���
��
 �� ���!������ ��
 	�
!����

 �
�� ��
����� ��
!�
 	
��� 
�� ���
�+

�����
 �� ,-.� 	�� /.0� ��
�� 1�-23 � ,453�


��� ��	� ���� μ ��	
	� ��� �
���� ��� ���� μ �������� � ��� ��� μ(R) = 0� ��� ������



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

�������� � 	�
����� μ+ � μ−� �����
������	��� �	���∫∫
log |t− s|−1

(
dμ+(t)dμ+(s) + dμ−(t)dμ−(s)

) ≥
≥
∫∫

log |t− s|−1
(
dμ+(t)dμ−(s) + dμ−(t)dμ+(s)

)
������

��������	
��� ��	
 ��
��
� �����
����	 �
 ��	��	
�

d

ds

∫ s

0

2t

t2 + ε2
dt =

2s

s2 + ε2
=

d

ds

(
log(s2 + ε2)

)
.

�
�
�

log(s2 + ε2) = log ε2 +

∫ s

0

2t

t2 + ε2
dt. ������

���� t, ε ∈ R�

Im
i

t+ iε
=

1

t2 + ε2
.

�����������
 �
 �������

log(s2 + ε2) = log ε2 + 2 Im

∫ s

0

i

t+ iε
dt

= log ε2 + 2 Im

∫ s

0

∫ ∞

0

ei(t+iε)ududt

= log ε2 + 2 Im

∫ ∞

0

e−εu e
isu − 1

iu
du.

������
 ��������� s �→ t− s� � ���� !
 ���
� �� ������
�
� �


log((t− s)2 + ε2) = log ε2 + 2 Im

∫ ∞

0

e−εu e
i(t−s)u − 1

iu
du ����"�

#


 ��$$ (dμ⊗ dμ) % �

$���
 � log((t− s)2 + ε2) % �
��&��� �
 R� ���!


log((t− s)2 + ε2) % dμ⊗ dμ ' ���������	� (� ����"�� �����
 ��� μ(R) = 0 � )������∫∫
log((t− s)2+ ε2)dμ(t)dμ(s) = 2 Im

∫ ∞

0

e−εu

(∫∫
ei(t−s)u − 1

iu
dμ(t)dμ(s)

)
du ����*�

��+� μ̂ � ������
�
��� �� )
����� �� μ�

μ̂(u) =

∫
R

eixudμ(x).



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

���� μ(R) = 0 � μ � ������ 	��
�∫∫
ei(t−s)u − 1

iu
dμ(t)dμ(s) =

1

iu

∫∫
eitue−isudμ(t)dμ(s)− 1

iu

∫∫
dμ(t)dμ(s)

=
1

iu
μ̂(u)

∫
eisudμ(s)

=
1

iu
μ̂(u)

∫
eisudμ(s)

=
1

iu
μ̂(u)

∫
eisudμ(s)

=
1

iu
μ̂(u)μ̂(u) =

|μ̂(u)|2
iu

�
�����
���� �� ��
���� �������∫∫
log((t− s)2 + ε2)dμ(t)dμ(s) = −2

∫ ∞

0

eεu
|μ̂(u)|2
u

du.

μ̂(u) � 
�� �
���� ���
����� �� u� � ���� μ̂(0) = 0 � ����

�	����� ��	� u → 0 ��

�����	�
 ����� � �����
��� ��	 |μ̂|2�

 ����� ∫∫
log((t− s)2 + ε2)−

1
2dμ(t)dμ(s) =

∫ ∞

0

e−εu |μ̂(u)|2
u

du,

� �
� ���� ��	 	����	��� ����∫∫
log((t− s)2 + ε2)−

1
2

(
dμ+(t)dμ+(s) + dμ−(t)dμ−(s)

)
=

=

∫∫
log((t− s)2 + ε2)−

1
2

(
dμ+(t)dμ−(s) + dμ+(t)dμ−(s)

)
+

∫ ∞

0

e−εu |μ̂(u)|2
u

du.

 �
���� log((t − s)2 + ε2)−
1
2 � 
�� �
���� ������
� �� R2� � �� ������� μ+, μ−

�!� �
��	�� ��������� � �
� ��	���� �
� �� �����	��� ����� ��	������ � (−∞,∞]� � �

��
�
���� ����� ��" ��������

 �
������ � ���	��� �� ���#�	�!���� ��������� ����

����∫∫
log |t− s|−1

(
dμ+(t)dμ+(s) + dμ−(t)dμ−(s)

)
=

=

∫∫
log |t− s|−1

(
dμ+(t)dμ−(s) + dμ−(t)dμ+(s)

)
+

∫ ∞

0

|μ̂(u)|2
u

du, ����$�

� ���� ∫ ∞

0

|μ̂(u)|2
u

du ≥ 0,



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

�������∫∫
log |t− s|−1

(
dμ+(t)dμ+(s) + dμ−(t)dμ−(s)

) ≥
≥
∫∫

log |t− s|−1
(
dμ+(t)dμ−(s) + dμ−(t)dμ+(s)

)
,

���� �	�
�����


�

� ���� ����
��
 ��� ��
���� �	� log |t − s|−1 ���� dμ ⊗ dμ � �����
����
 ��
��� ���

�� ��������� �� ����� �� log |t− s|−1 ��
 (dμ+ ⊗ dμ+ + dμ− ⊗ dμ− � �����
����� ����� ��
�

dμ⊗ dμ  �����
����� � ∫∫
log |t− s|−1dμ(t)dμ(s) ≥ 0. !"
#$%

& ������ �� ��	����
�� � ��
����
�'��� ��


������� ��	 !(�	�)*�� +�
���������  ,�
�� ,
���%� ���� μV � ������ �� ��	�
��
��

��������� �� ��������
 ���
����� V � ������ l ∈ R ��
 �	�∫ (
2

∫
log|t− s|−1dμV (s) + V (t)

)
dμ(t) ≥ l, !"
-.%

��
� ���� ������ μ ∈ M 1(R)� ��� �	�� μ �������� � IV (μ) <∞� �

2

∫
log |t− s|−1dμV (s) + V (t) = l, μV − a.e. !"
-#%

�����
��������� �� μ ∈ M 1(R) � 	�� ������ �� �
�����
����� ��� �	��
�� ��������

��� IV (μ) <∞� ��
� � �	�
 ������ l ������������ !"
-.% � !"
-#%� ����� μ = μV �


�����
������ /��� μV � ������ �� ��	����
��
 � ���
��� "
# ��
���� �	� �	�� μV �

�������� � IV (μV ) = EV <∞


/��� μ ∈ M 1(R) ��� �	��
�� �������� � ��� �	� IV (μ) <∞
 0�1��

μx = xμ+ (1− x)μV = μV + x(μ− μV ).

log |s− t|−1 � �����
���� ��� 
���)�� 2 dμ⊗ dμ� dμV ⊗ dμV � � ��
����� ������ ���


���)�� dμV ⊗ dμ
 &����� ���� � ���������)��

d(μ− μV )⊗ d(μ− μV ) = dμ⊗ dμ+ dμV ⊗ dμV − (dμ⊗ dμV + dμV ⊗ dμ).



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

���� ������� 	� 	�
�����
��� 	� ���	�� ��� ��� ��� ����� �����

(d(μ− μV )⊗ d(μ− μV ))+ � (dμ⊗ dμ+ dμV ⊗ dμV )

(d(μ− μV )⊗ d(μ− μV ))− � (dμ⊗ dμV + dμV ⊗ dμ)

���� ���� ��� � � 
�������
� ������
�� � ��� 	������������ log |t− s|−1 �

dμx ⊗ dμx � 
������ ��� � ��	���� 	�
�����

IV (μx) =

∫∫
log |t− s|−1dμV (t)dμV (s) +

∫
V (t)dμV (t)+

+2x

∫∫
log |t− s|−1dμV (t)d(μ− μV )(s) + x

∫
V (t)d(μ− μV )(t)+

+x2
∫∫

log |t− s|−1d(μ− μV )(t)d(μ− μV )(s). !��""#

$��� IV (μx) ≥ IV (μV )� ���� ��	� x �� [0, 1]� ��
� μx = xμ+(1−x)μV ∈ M 1� �����

� 
����	�	� �

�� 
���

� %��� �� [0, 1]�

x2
∫∫

log |t− s|−1d(μ− μV )(t)d(μ− μV )(s)+

+ x

(
2

∫∫
log |t− s|−1dμV (t)d(μ− μV )(s) +

∫
V (t)d(μ− μV )(t)

)
≥ 0, !��"�#

� %�� ��� ���  �& 
���

�

x

∫∫
log |t− s|−1d(μ− μV )(t)d(μ− μV )(s)+

+

(
2

∫∫
log|t− s|−1dμV (t)d(μ− μV )(s) +

∫
V (t)d(μ− μV )(t)

)
≥ 0, ∀x ∈ [0, 1].

'� ����

����� �� x = 0 �

l = 2

∫∫
log |t− s|−1dμV (t)dμV (s) +

∫
V (t)dμV (t),


��
��
��� !��"(#�

���� ��� �� !��"�#� 	�)��

B =

{
t ∈ R; 2

∫
log |t− s|−1dμV (s) + V (t) < l

}
.

B � �
�
��	�� *�+� μ ∈ M 1(R)� � �����,� %�� μ(B) > 0� -�)��

dμB(x) =
χB(x)

μ(B)
dμ(x),



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

���������� 	
�� dμB � 
����
��� ������ μB ∈ M 1(R)� � 
��� μB � μ 
�� dμB

dμ

��������� IV (μB) <∞�

��� ������� � 
	���� ���������� � ���� �� �
� μ(B) > 0�

l ≤
∫ (

2

∫
log |t− s|−1dμV (t) + V (s)

)
dμB(s)

<
l

μ(B)

∫
χB(s)dμ(s) = l,

� �
� � 
�� 
����������� ����� μ(B) = 0� ���� ���� ������ μ ∈ μ 	���	�� ���� �	


�����!�	 �� �������� "� �����

���� 	� μ = μV � 
��
�
���	 ����#��

$�
����
������� 	
���%� �
� μ ∈ M 1(R) 	�&� 
�� ������ 
�� 	
����� 
����
���

IV (μ) <∞ � 	���	���� �	 ��
��!�	 ������ � ����#��

�'�

��	 	�������	 ��	 �����	 ���� �(��� ������ ��	 ��)�� �

IV (μ) ≥ IV (μV ) = IV (μ) +

∫ (
2

∫
log |t− s|−1dμ(t) + V (s)

)
d(μV − μ)(s)+

+

∫∫
log |t− s|−1d(μV − μ)(t)d(μV − μ)(s). ����*�

�	 ��
��!�	 ������ � ����#� ��	 ��	���� �
�∫ (
2

∫
log |t− s|−1dμ(t) + V (s)

)
d(μV − μ)(s) ≥ 0,

� ���� �
� ����*� )��%� ��)���	 ���∫∫
log |t− s|−1d(μV − μ)(t)d(μV − μ)(s) ≤ 0.

+�	� ��� ���#,�� ∫∫
log |t− s|−1d(μV − μ)(t)d(μV − μ)(s) ≥ 0,

	��
���� �
� ∫∫
log |t− s|−1d(μV − μ)(t)d(μV − μ)(s) = 0.

-�)������ 
	���� � ��
���� ���#,�� 
��
�
���	∫ ∞

0

| ̂(μV − μ)(u)|2
u

du = 0.



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

���� � �����	����
� 
� ��
���� � ������
�� ����� μ̂V (u) = μ̂(u)� ���� ��
� u > 0�

���� �� ∫
eixudμ(x) =

∫
eixudμV (x), ∀u > 0.

��� ������� �

���� 
� ��������� ������ �
� ������∫
e−ixudμ(x) =

∫
e−ixudμV (x), ∀u > 0,

� ����� μ̂(u) = μ̂V (u)� ���� ��
� u ∈ R� ���� 
����
�
� 
� �����	����
� 
� ��
�����

�����
���� �
� μ = μV � ���� �
�������� �

�� �������� � ������� �
� dμV (x) = ψV (x)dx� ���� ���
�� 	
���� ������
� 
� �
�����

�������� ψV � ����� � �������  �! ���
�� � 	����

������� ��� "#�
��$�� %����������� & ����� �����'� ������� dμV � dx� 	�
 ψV = dμV

dx

	������� 	�
 
������ 	�
��	��� ����� �
 	�������
 " �!(' � " �!)' �� �����
� ��� ����



�� 
��
�������
 ���

2

∫
log |t− s|−1dμV (t) + V (s) ≥ l, ∀s ∈ R, " �!*'

2

∫
log |t− s|−1dμV (t) + V (s) = l, s ∈ 
���ψV . " �!+'

	���
����
��� ,���� ��������� �
� �� ���� �� �
� dμV � dx� �� ��
��$�� " �!*' �

" �!+' ��� ��
��������� � " �!(' � " �!)'

�
���-� ������������� �
� μV �����	��� �� ��
��$�� 
� �������  �!�

. ��
���� " �!+' � �������� ���� ψV � ������
��

���� ����� " �!*'� ���� μ = μV �� " �!('� #����∫ (
2

∫
log |t− s|−1dμV (t) + V (s)− l

)
ψV (s)ds ≥ 0.

�
���-� �
�

2

∫
log |t− s0|−1dμV (t) + V (s0) < l,

���� ���
� s0 ∈ R� ���� ψV � ������
�� ����� �/���� 
� ������ ������
� G� ��� s0 ∈ G�

� ���� � �
��

2

∫
log |t− s|−1dμV (t) + V (s) < l, ∀s ∈ G. " �!0'



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

����

dμG(x) =
χG(x)

dμV (G)
dμV (x).

μG ���� ��	 
���

�� �������� � M 1(R)� ��	 ������� ��	����� � IV (μG) <∞� ���

������� ∫ (
2

∫
log |t− s|−1dμV (t) + V (s)

)
dμG(s) < l,

� ��� ������

� ����� �����
��� 
� ��� μV ���
���� ���� �� !��� ���"�
� ��� �� �����#��

"��
��
���
� ������ 
	�$
��	 �� �����#�� "��
��
���
� ������� �� ���� �	 ��� μV % ����$�&

��	���� ����'���� ( ���'����� % "�$

� ��
"
�$	����� �

)� ����� 
� �����	� ���� ��
�	�� ��������� � 	�


� 
� ���
$'��
� μV � ���� � �����

������
�$ V � ����	�� 
�
�
�$	���� ��� dμV (x) = ψV (x)dx� ���� �$*�	� ������ ����'���


� ������� ��	������ � �����	�� �	� ������ ψV 
� 	�
� ��� �� �����#�� 
� �����	�

��� ����	 ���
���
��� ��� dμV � �� �
"��	�� ������� �	 ��������� �	� ��$ ψV � �����

��������
�	���� dμV % � 	�


� 
� ���
$'��
� �����
�
� � V �

���� 
���� 
��
"�	�� �����	���� ����+�� � ��	 ��,'$
� 
�� ��������	�
�� 
� -���$ �

.
$����� ��
��
	�� ��$ ������� � �	 ����$�	� 
� /
�	���&.
$���� ����$��� � ���$ �����


��$���� �,�$'�
�� ���� V (x) = ax2m� ���� V ���$'�
��� ��
�	�� ��� ����� ��$��#��

�,�$'�
���� 	�� % ����'"�$ 	��	� ���
	 
����
� 	�
��� �����
�
�
�� ����� μV � � ��� %

����
���� ���� � ��� � �� ���� 
� V ���$'�
���

0�� �������	�� �	 
���$1�� 
� ��	� ���� �������� % ��
��� ���� 
���$1��� "��� 2���� 3�

!	 ����� ���� ����
��$�� 
� V 	��4	
� ���� "�$�

�����	
 ��
 � 2��� �*� 5�6� ��� +�57 8�*� 5�+� ����� +�57+3�� ���� V (x) = ax2m� a > 0�

��	
�

dμV (x) = ReG+(x)χ(−α,α)(x)dx = −mia
π

(√
x2 − α2

)
+
h1(x)χ(−α,α)(x)dx,

���� G 
 � 	����������� �� ����� �� dμV �

G(z) =
1

πi

∫ α

−α

dμV (s)

s− z
,

h1 
 �� ��������� ��� � ����	����

h1(x) = x2m−2 +
m−1∑
j=1

x2m−2−jα2j

j∏
k=1

2k − 1

2k
,



��� �����	� 
�� ���
�� �� �����
��� ��

�

α =

(
ma

m∏
k=1

2k − 1

2k

)− 1
2m

.

������ � �	��
��	
��� �� ��	�� G � � ������
�� h1 
� 	��������
 ��	

G(z) =
mai

π

(
z2m−1 −

√
z2 − α2h1(z)

)
, z ∈ C\R,

��

√
z2 − α2 
���� 
��
������� ��	 (

√
z2 − α2)+ �� ��	
��� ���
�� �� ��
� �
 ���

z ∈ R\[−α, α]�

� �������	�
 �
������� 
�
 ����� �� ������
���
� 
�
 ���������� 	� �
��� �	�
����

���� � ��	��� g ���� ��� ������ � ���
� ������ ������ ������ ������� ��� ������
����� �
���


�
 	�� �������� �������� 
���������
	�
 � �
���� �
 

��� ���� ψV dμ
V � ���� ! � ����

���� �� ����	"��� ������#��� V (x) = a2mx
2m + . . .�

$��
��� �%��� 
�����
�
� � ���
�& �� 
����'�

g(z) =

∫
log(z − s)ψV (s)ds


� ������

(���
)�

Y11(z) = πn(z) =
n∏

j=1

(z − zj),

�	�
 zj*� ��� �� +
��� �� ����	"��� πn� ����%�	�� ��� �
����� , e−nV (s)ds� $��
���

�

���
)
�
n∏

j=1

(z − zj) = e
∑n

j=1 log(z−zj) = en
∫
log(z−s)dμn(s),

�	�


μn(s) =
1

n

n∑
j=1

δzj(s)

! � �
���� ��	������ �
 +
���� -%���� ! �� ���� ��	'
���� ./�0 
�


dμn(s)⇀ dμV (s) = ψV (s)ds,


 ������ 
��
����� 
�


Y11(z) ∼ eng(z).



��� �������� 	�
�����
�� Y �→ T ��

��� ���� ���	�
 ������� � �
����� Y �→ Y e−ngσ3 
 ��� � ��������� �� �
��������

���� ������� ������
 � �
����� ����� � Y �→ en
l
2
σ3Y e−ngσ3e−n l

2
σ3 �

��� �������� 	�
�����
�� Y �→ T

�������� �� ������ �� ���������
 �������������� ����� � �����������	� Y �→ T 


������� �� ���	� ����

�� � g : C\R → C ���� ���

g(z) =

∫
log(z − s)ψV (s)ds =

m

πi

∫ α

−α

log(z − s)(s2 − α2)
1
2h1(s)ds,

���� ψV (s)ds � � ������ �� �!
��"���� ��������� �� ��������� V 
 ���� ���� ������� ��#


� � ��������� � ������ ����� � ���� ���������
 ���� �� $��%&�

�� x > α
 ���	� g � '�������� �� x� (� ����
 ����
 ����� ����
 ����� arg (x+ iε− s) >

0
 ∀ε > 0
 � arg (x+ iε− s) → 0
 !
���� ε→ 0
 ���	�
 
����� �������)���� ��������
 �

�������	� �� �
��	� ���
����� � !
� ψV (s)ds � ������ �� �������������


g+(x) = lim
ε→0

∫ α

−α

log |x+ iε− s|ψV (s)ds+ i

∫ α

−α

arg (x+ iε− s)ψV (s)ds =

=

∫ α

−α

log |x− s|ψV (s)ds+ i

∫ α

−α

arg (x− s)ψV (s)ds = g−(x), x ∈ (α,∞).$��*+&

��� �
��� ����
 �� x < −α


arg (x± iε) →
∫ α

−α

log |x− s|ψV (s)ds± iπ, x ∈ (−∞,−α).

� ���������� �� ���� ��,���� �� ��������
 ����
�����

g±(x) =
∫ α

−α

log |x− s|ψV (s)ds± iπ. $��*%&

-����
 ���� |z| �
.����������� ����� !
� α
 ������� �������� �� /�0���

log(z − s) = log z + log
(
1− s

z

)
= log z +

∞∑
j=1

(−1)j

jzj
sj,

� �����

g(z) = log z +
∞∑
j=1

(−1)j

jzj

∫ α

−α

sjψV (s)ds = log z +O
(
1

z

)
$���1&



��� �������� 	�
�����
�� Y �→ T ��

������ �� �	
��
�� ������� ������ � ������� � �
���� eng(z) � ��������� �� C\[−α, α]� �
������� 

eng(z) = zn
(
1 +O(z−1)

)
, z → ∞. ����!�

"�#� l � ��������� �� ���$��� ����

l = 2

∫ α

−α

log |x− s|−1ψV (s)ds+ V (x), −α < x < α, ������

� ��%��

T (z) = en
l
2
σ3Y (z)e−ng(z)σ3e−n l

2
σ3 , ������

�����$�� #& ����� �� �	
���� ���!�� '���� �&��
��� ����
���� �� ����� ��!� �� ��(����� ��

�	
��
�� ���)� � ������ #
�������� ��� ����!�� T � ���
��� �� ��� ��

��� � � �� T � *�����$�� �� C\R+

��� � � ��� T+(x) = T−(x)vT (x), x ∈ R� ����

vT (x) =

(
e−n(g+(x)−g−(x)) en(g+(x)+g−(x)−V (x)+l)

0 en(g+(x)−g−(x))

)
; ����)�

��� � � ���� T (z) = I +O(z−1), z → ∞�

,���� �������$ �� ������� g± ���� �����*��������� '�$� x ∈ [−α, α]� � ��%����� ��

������ ����$�� ��� ����� 	
�

g±(x) = lim
ε→0

(∫ α

−α

log |x± iε− s|ψV (s)ds+ i

∫ α

−α

arg(x± iε− s)ψV (s)ds

)
, ����-�

� � �.���/���� ��� ������� ����� � 0�$������ (��� ψV (s)ds � ������ �� �	
���1$��� 20�$��

����

arg(x± iε− s) =

{
0, x > s,

±iπ, x < s,

��� � 
�� �� �����$0/���� ��������� � ������ �� ����-� (��� ��$ ����
����� �1�����

g±(x) =
∫ α

−α

log |x− s|ψV (s)ds± iπ

∫ α

x

ψV (s)ds, x ∈ [−α, α]. ����3�

4����� ������ � ����3�� �1�����

g+(x) + g−(x)− V (x) + l = 0, x ∈ (−α, α). ����5�



��� �������� 	�
�����
�� Y �→ T ��

��� �����	 
 �
�
 ������
 
�������
 �
 �
���
 �
 
��������� �
�
 �
�� �
��
�
 ����

g+(x)− g−(x) = 2m

∫ α

x

(s2 − α2)
1
2h1(s)ds, x ∈ (−α, α), �����	


 ���������� 
����

vT (x) =

⎛⎝ e−2mn
∫ α
x (s2−α2)

1
2 h1(s)ds 0

0 e2mn
∫ α
x (s2−α2)

1
2 h1(s)ds

⎞⎠ , x ∈ (−α, α). �����	

�
�
 x /∈ [−α, α]� ��
��� 
 
��
 �� !
��
����
� ����"	 
 ����"	 �
�
 ��������

g+(x) + g−(x)− V (x) + l = −2

∫ α

−α

log |x− s|−1ψV (s)ds− V (s) + l ≤ 0.

��� �����	 
 �����	�

g+(x)− g−(x) = 0, x > α;

g+(x)− g−(x) = 2πi, x < −α;


 
����

en(g+(x)−g−(x)) = 1, x ∈ R\[−α, α]. ����#	

$���
� ��� �����	 
 ��
��� %�����

g+(x) + g−(x)− V (x) + l = g+(x) + g−(x)− V (x)− (g+(α) + g−(α)) + V (α)

= 2

∫ α

−α

(log |x− s| − log(a− s))ψV (s)ds−
∫ x

α

V ′(s)ds

= 2

∫ α

−α

∫ x

α

dt

t− s
ψV (s)ds−

∫ x

α

V ′(s)ds

=

∫ x

α

(
2

∫ α

−α

ψV (s)

t− s
ds− V ′(t)

)
dt, x > α,


 �
�
 &����
 
��
 �� �� �
��
�
 ���� ����������

g+(x) + g−(x)− V (x) + l =

∫ x

α

(−2πiG(t)− V ′(t)) dt

=

∫ x

α

(
2matm−1 − 2m(

√
t2 − α2)+h1(t)− 2mat2m−1

)
dt

= −2m

∫ x

α

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt, x > α, ����'	

(����
��
��
�

g+(x) + g−(x)− V (x) + l = 2m

∫ −α

x

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt. �����	



��� �����	
 ���
��
��
� T �→ R ��

���� ��� ����	�
��� ���	�
	 ��	 	� 

����	 �	

(
√
t2 − α2)+ > 0, t > α,

(
√
t2 − α2)+ < 0, t < −α,

�� 	�����	� ������ 	 ������ ��� �������

g+(x) + g−(x)− V (x) + l < 0, x ∈ R\[−α, α], ������

� ��	�
�� �
�	� ����������

g+(x) + g−(x)− V (x) + l = −2m

∫ α

−α

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt+ 2m

∫ α

x

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt

= −2πi

∫ α

−α

ψV (t)dt+ 2m

∫ α

x

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt

= 2m

∫ α

x

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt− 2πi, x < −α. ������

����

�	� �� �������� ������� ������� ������ � ������� � 
���
� vT �
 ������ ��	� ���

	���
����� ��
�

vT (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 e2mn

∫−α
x (

√
t2−α2)+h1(t)dt

0 1

)
, x ≤ −α,

(
e−2mn

∫ α
x (

√
t2−α2)+h1(t)dt 1

0 e2mn
∫ α
x (

√
t2−α2)+h1(t)dt

)
, x ∈ (−α, α),

(
1 e−2mn

∫ α
x (

√
t2−α2)+h1(t)dt

0 1

)
, x ≥ α.

������

�� � !��!�� �"����	�� ��# ���
 $������
 ��� T # ��!��%� 	� ��� � ������!
�����

&�� 
���� '����
���� ��
 � "��� 	� eng ��� ����(��� �
 C± ��� $������ ��� T # ��!��%�

	� ��� � �� ����
	� 	� L2
loc 	����
�� �� ���%� ���� ��
 
���
� 	� ��!�� vT 	���
�����

��
� ��

��

��� �����	
 ���
��
��
� T �→ R

)�'�

φ(z) = m

∫ z

α

√
t2 − α2h1(t)dt, z ∈ C\[−α, α]. ����*�



��� �����	
 ���
��
��
� T �→ R ��

φ ��� ���� ��	 
����

� ���� 
����
� 
� �
	���� 
� ������
��� � �� ������
�	��

��� �	 �
	���� ��� �������
 � ������
�� [−α, α] �� �����
� �������� 
��
	�� γ0� � �
���
����
� ���� 
������� 
� ����
� 
� ������
�	�� ��� �	 �
	���� ��� �������
 � ������
��

[−α, α] �� �����
� 
������������ 
��
	�� γ1 ����
 ����
 ����

 ����
 ��!

"��#	� ������� 
� ���$
��� �� ������� ��� 	����
	 ���

m

∫
γ0

√
t2 − α2h1(t)dt−m

∫
γ1

√
t2 − α2h1(t)dt = 2m

∫ α

−α

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt

= 2πi

∫ α

−α

ψV (t)dt

= 2πi ���%&�

'���	� 
���
� 
� φ ��� ���
� ��	 
����

� e±nφ(z) ���� ��	 
����

 � # 
�
�$���
 �	

C\[−α, α]� "�
�	�� ����� ���������� ���%(� �
�
 |x| > α� ���
� �	 	���� ���%%��

vT (x) = e−nφ(x)σ3

(
1 1

0 1

)
enφ(x)σ3 , |x| > α. ���%)�

"�� ������� 
� ���$
���� �
�
 x ∈ (−α, α)� �
��

φ+(x) = −m
∫ α

x

(
√
s2 − α2)+h1(s)ds, ���%*�

φ−(x) = −m
∫ α

x

(
√
s2 − α2)−h1(s)ds, ���(+�

� ���� �	 �����
� 
� (
√
s2 − α2)− = −(

√
s2 − α2)+� �	����


φ(x)+ = −φ−(x) + 2kπi, k ∈ Z, x ∈ (−α, α). ���(��



��� �����	
 ���
��
��
� T �→ R ��

������ ��� 	
��
� � 	
����� ������� ��������

vT (x) =

(
e2nφ+(x) 1

0 e−2nφ+(x)

)

= enφ+(x)σ3

(
1 1

0 1

)
enφ+(x)σ3

= e−nφ−(x)σ3

(
1 1

0 1

)
enφ+(x)σ3 , x ∈ (−α, α). 	
����

���� ������ ��������� ��� ������� �� ���������

φ+(x) =

{
φ−(x), x > α,

φ−(x) (mod 2πi), x < −α,
	
��
�

� ������� ������� 	
�� � � 	
���� ��

vT (x) = e−nφ−(x)σ3

(
1 1

0 1

)
enφ+(x)σ3 , x ∈ R.

!����� � �"�������(
1 1

0 1

)
=

(
1 0

1 1

)(
0 1

−1 0

)(
1 0

1 1

)
,

������� ��������� ���� x ∈ (−α, α)�

vT (x) =

(
1 0

e2nφ−(x) 1

)(
0 e−n(φ−(x)+φ+(x))

−en(φ−(x)+φ+(x)) 0

)(
1 0

e2nφ+(x) 1

)
������
=

(
1 0

e2nφ−(x) 1

)(
0 1

−1 0

)(
1 0

e2nφ+(x) 1

)

#���������� �� ������ �$������ �� ��%&� ���� � ���������%&� ����� ��"��� � ��"�����

��'����%&� �� ��� ��

��� � � �� R � (������'� �� C\ΣR� ΣR � ����� ��)���� �� ������ ��� � )"��� *�+

��� � � ��� R+(x) = R−(x)vR(x), x ∈ ΣR� ���� vR � � �����, ����� ΣR� ������

��)���� ���� )"��� *�+

��� � � ���� R(z) = I +O(z−1), z → ∞�



��� �����	
 ���
��
��
� T �→ R ��

� ��� � � ������	�
�� �� ��� �
 � � ��	���� R � ��
������� � ������ �� ������

T 
 �����
�� �� �������� ����������� ��

!� �"�#"�


|e−φ(x)| = e−Reφ(x) < 1, x ∈ \[−α, α], �"�$#�

� ��
�	����� ���
 ��
���	��
��


vR(x) → I, n→ ∞, x ∈ \[−α, α].

%����
 ���� −α < x < α
 ��� � ����
&� �� �
�������� ������ ��'�� R
 ��	�

φ+(x) = −m
∫ x

α

(
√
t2 − α2)+h1(t)dt

= −im
∫ x

α

(
√
α2 − t2)+︸ ︷︷ ︸

∈R

h1(t)dt ∈ iR, �"�$$�

� �����

d

dz
φ+(z) = −im

√
α2 − z2h1(z) ∈ iR−, z ∈ (−α, α),

� ��� ���	���
 ��� ��
��
������


d

dz
φ(z) ∈ C−, �� Re z ∈ (−α, α), Im z > 0 ��(�� �����
�.

)��
 ��	�� �������� �� *���&+�,����


 �� z = x+ iy
 �
���

d

dz
φ(z) =

∂

∂y
Imφ(z)− i

∂

∂y
Reφ(z),

-����� �#.



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ������ ��

� ��������
∂

∂y
Reφ(z) > 0, Re z ∈ (−α, α), Im z > 0 �	
�� ��
	���.

� �
	���� �������� ��� ��� 
	� � ��������� y �→ Reφ(z) � 	�� ��������� ����������

���� y �	
����������� ��
	���� ����� ��� �� ������ ��������� Reφ(x) = 0 ��
	����

�������� �����	����

Reφ(z) < 0, y > 0 �	
�� ��
	���� x ∈ (−α, α). ������

�� ���� �� ��!�� ���"�#�� 
	�

Reφ(z) < 0, y < 0 �	
�� ��
	���� x ∈ (−α, α). ����$�

%������ ����� ����� �� ������ �	������ � ��&����� �� ����� �� ΣR �	
�����������

��'(���� �� R� �� ���� 
	�

vR(z) → I, n→ ∞, z ∈ ΣR\[−α, α].

)� �	��� ���"���� 
	�� ����	��������

vR(z)
n→∞−→ v∞, z ∈ ΣR,

����

v∞(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 0

0 1

)
, z ∈ C\[−α, α],(

0 1

−1 0

)
, z ∈ (−α, α),

���� vR, v
∞ ��� ����*�	�� ��� ������� ���� !������ 
	� vR → v∞ �� L2

loc� + ���,����

� 
	� vR ��� ���"��!� 	��&��������� ���� v∞� �� ���� 
	� �	�������� 	��� �����������

� ������� -��� )� "����.����� ��� ������ �� ���������� ±α� �� ������ �(���������� ��

vR ��� ����� ��� 	��&��������� ��/������� ����� ����� ���������� ��������� vR ���

������ ±α�

��� �����	
��� 
� ��	����	�� ������

� ���������� 	
���
 � � ���	��� �� 01% �,���� � ������ �� ��� �� ���������������

�� ������ �� vR 
	� ���"��!�� ���� I� )� ����� ���� ������	���� ����� ��"���� ��



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ������ ��

��� ��

��� � � �� N � ��������	 
� C\[−α, α]�

��� � � ��� N+(x) = N−(x)

(
0 1

−1 0

)
, x ∈ (−α, α)�

��� � � ���� N(z) = I +O(z−1), z → ∞�


 �	���� �
 �	��� �� ��� � � ��	���	�����
��(
0 1

−1 0

)
=

1

2

(
1 1

i −i

)(
i 0

0 −i

)(
1 −i
1 i

)
,

� ��
 ���
�
 	 ���	��	 �
 �	����
��

M(z) =

(
1 1

i −i

)−1

N(z)

(
1 1

i −i

)
,

�
 ���� ��
 M �	����	� � ��� ��

��� � � �� M � ��������	 
� C\[−α, α]�

��� � � ��� M+(x) =M−(x)

(
i 0

0 −i

)
, x ∈ (−α, α)�

��� � � ���� M(z) = I +O(z−1), z → ∞�


� �������
� �
 �	��� ��� � � ��� �
 �
���
� 	 ����� 
��	�	�
� �	� 
���	�	� �


M � ��� 
 
�!��� !	�	 	 !���
��	 
���	�	 M11 �
 M �

(M11)+(z) = i(Mii)−(z).

"��	 � 
 	�	�
��
 	 ������#� �
 �	��� �� 
 
�!�� ��� �� �� $�	� �� �	!%���� &�

�
����
��� �� ����� 
��	�	�
� �	� 
���	�	� �
 M �

M(z) =

(
β(z) 0

0 β(z)−1

)
= β(z)σ3 ,

���


β(z) =

(
z − α

z + α

) 1
4

.



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

�������� �	 N 


N(z) =

(
β(z)+β(z)−1

2
β(z)−β(z)−1

2i

−β(z)−β(z)−1

2i
β(z)+β(z)−1

2

)
, z ∈ C\[−α, α]. ��
���

� 	����� N ���	� � � ����� ������� �� ��� �
 ���� ��� ����
 ����� �����	��

��������� �� ������� �� ��� �
 ���� �
 �����	�� ��������� ���� ��  !�"� ��� ��������

�� M 
 #�� �����  !�"� ��������� ��	���	 ������� ����� ���� ��������� �� ����� $
%


&������ '�� N ��	��	 ��������� � ��� � �� ������� L2
 ���� �� (���)�� β, β−1 ���

����*�+���� �	 ±α


��� �����	
��� 
� ��	����	�� �����

�*��� ��� ����������	�� �	 ��������� � ��	�����	���� ����� �� vR �	 z = ±α

���	����	���� �������	�� � ���� z = α
 ,	 ������� ��� �'���)�� ��
�$�
 ��
��� � �� '��

φ+ = φ− (mod 2πi) �	 ΣR\[−α, α] �������� ��
��� ���� �� ����� ��� ���������


vR(z) = e−nφ−(z)σ3vP (z)e
nφ+(z)σ3 , ��
�-�

���� vP � ���� ����� ΣP = ΣR �� ������ ��	 � .*��� $�


/�*��� $�0

1� ��.���	��

P (z) = R(z)e−nφ(z)σ3 , z ∈ C\ΣR,



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

�����

P+(z) = R+(z)e
−nφ+(z)σ3

= R−(z)vR(z)e−nφ+(z)σ3

= R−(z)e−nφ−(z)σ3vP (z)

= P−(z)vP (z), z ∈ ΣP . ���	
�

��
� Uα ��� ���������� �� z = α� ���� ��������� �� ����� ��������� ��������� ���

���� �� Uα� ����� � ������ !���� R → N � "������ #������� ��������� � �������������

�� R �� Uα� ��� ��� ������ � ������ !���� R → N ���� �� Uα� ���� ��$���� ��%�����

�� P � ������� ����� ��� Penφσ3 → N �� ∂Uα� &��� ��� ���� �� ��� ��

��� � � �� P ' ��������� �� Uα\ΣP (

��� � � ��� P+(z) = P−(z)vP (z), z ∈ ΣP ∩ Uα(

��� � � ���� P (z)enφ(z)σ3 ∼ N(z), z → ∂Uα�

���� ���������� � ��� �� ���������� ����� ��� ���� ����������� ����� ��� �������

��� � �� ���� �������� �� �� ���� )*�� ���� � ���� ���+ ����,��� ��������� �������

�-��,���� �����'� ��� ����.�� �� /��0�

/ ������ �� /��0 Ai(z) ' � 1���� ������� �� "23

y′′(z) = zy(z)

��� ������$������ ������ z → ∞�

Ai(z) =
1

2
√
π
z−

1
4 e−

2
3
z
3
2

(
1 +O

(
z−

3
2

))
, ���	4�

Ai’(z) = − 1

2
√
π
z

1
4 e−

2
3
z
3
2

(
1 +O

(
z−

3
2

))
, ���	5�

�+����� ���� | arg z| < π� ��� �� ���!����� ������� ����� ��#�� � ���� ���������� ���� '�

arg z ∈ (−π, π)�

6�� ω = e
2πi
3 � ����

Ai(z) + wAi(wω) + ω2 Ai(zω2) = 0, ���	��



Ai’(z) + ω2 Ai’(zω) + ωAi’(zω2) = 0.

ΣA γj

γ2, γ4

γj C

Ψ(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
Ai(s) Ai(ω2s)

Ai’(s) ω2 Ai’(ω2s)

)
e−iπ

6
σ3 , s ∈ ,

(
Ai(s) Ai(ω2s)

Ai’(s) ω2 Ai’(ω2s)

)
e−iπ

6
σ3

(
1 0

−1 1

)
, s ∈ ,

(
Ai(s) −ω2 Ai(ωs)

Ai’(s) −Ai’(ωs)

)
e−iπ

6
σ3

(
1 0

1 1

)
, s ∈ ,

(
Ai(s) −ω2 Ai(ωs)

Ai’(s) −Ai’(ωs)

)
e−iπ

6
σ3 , s ∈ .

Ψ+(s) = Ψ−(s)vA(s), s ∈ ΣA,

vA ΣA



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

������ ��	


��
���� ����� � ������ φ ������� �� ������� �������

φ(z) = m

∫ z

α

√
t2 − α2h1(t)dt, z ∈ C\[−α, α].

 ��� m
√
t+ αh1(t) ! ����"
�#� �� ��� $�%��&���� �� t = 0� '������ ��#��$��

m
√
t2 − α2h1(t) =

√
t− αm

√
t+ αh1(t)

=
√
t− α

(
m
√
2αh1(α) +

∞∑
j=1

aj(t− α)j

)
.

(��� z ���#���
����
� '�)*��� �� α� � 
������ �� #����&� �� ��
������� 
��+!�

���� $�%��&���� '������ �� α� �+
����

φ(z) =
2

3
(z − α)

3
2m

√
2αh1(α) +

∫ z

α

√
t− α

∞∑
j=1

aj(t− α)jdt. ������

,�������

G(z) = m
√
2αh1(α) +

3

2
(z − α)−

3
2

∫ z

α

√
t− α

∞∑
j=1

aj(t− α)jdt,

#�� � ���� �� (z − α)
3
2 
����� �� ���� ��� (z − α)

3
2 > 0 '��� z ∈ R� z > α

���#���
����
� '�)*��� �� α� ��
�� ������ �� ����#��$� #���

φ(z) =
2

3
(z − α)

3
2G(z), z ∈ B(α, ε)\[−α, α], ����-�

'��� ε ���#���
����
� '������� #�� G ����"
�#� �� B(α, ε)\[−α, α]� �

G(α) = m
√
2αh1(α) > 0.



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

������� ���	� ��
���

λ(z) = (z − α)G(z)
2
3 , z ∈ B(α, ε)\[−α, α], 
�����

���� � ���� �� G(z)
2
3 � ������ �� ���� ��� G(z)

2
3 > 0� ���� z ∈ (α, α + ε) 
���� �� �

������ � ���� ���������� ���� G(z) > 0 ���� z ∈ (α, α + ε)�

���� G � ��������� �� B(α, ε)� ���	� λ ������ � ��������� �� B(α, ε)� ��� λ(0) = 0�

λ′(α) = G(α)
2
3 > 0� ������ λ � �� ���������
��� �����  �!�����"�� �� z = α� ��#����

U � � λ(α) = 0� ��#���� V � ������ ���� λ(z) ∈ R ���� z ∈ [α, α + ε)� ���	� ���

������������� ���������� ��� λ(z) ∈ R� ���� ���� z ∈ (α− ε, α+ ε)�

$��� � �%����	�

λ(α + iδ) = iδ(G(α) + iδG′(α) + . . .)
2
3

= iδ(G(α))
2
3 (1 +O(δ))

= iδ(G(α))
2
3 +O(δ2),

� ���� (G(α))
2
3 > 0� ���	� λ(α+ iδ) > 0� ���� δ ��
����������� �������� &���� ������ ��

'��� �� ��� λ � �� ���������
��� ��� �� � U ∩R �� V ∩R� ��� #������ ��� λ(U ∩C+) =

V ∩ C+ � λ(U ∩ C−) = V ∩ C−� ���� �� λ ������ � � ����� �� Im z�

(������ ε ��
����������� �������� �� ���� ��� B(0, ε) ⊂ V � � ���� Uα = λ−1(B(0, ε))�

� ������"	� λ
∣∣
Uα

: Uα −→ B(0, ε) � �� ���������
��� ��� ��� λ(α) = 0 �

Im z > 0 =⇒ Imλ(z) > 0;

Im z < 0 =⇒ Imλ(z) < 0;

Im z = 0, Re z > α =⇒ Imλ(z) = 0, Reλ(z) > 0;

Im z = 0, Re z < α =⇒ Imλ(z) = 0, Reλ(z) < 0;


��)*�

������� ���	� ��
��� λ(z)
3
2 ��������� �� Uα\(−∞, α]� �� ���� ���

λ(z)
3
2 > 0, z ∈ (α,∞) ∩ Uα. 
��)+�

��� ���� ������� �� ����� � �� ��� ,� ����"-�� 
���.�� 
������ 
��)+� � � ��������� ��

�%����	� ���������� ����������

λ(z)
3
2 =

3

2
φ(z), z ∈ Uα\(−∞, α].



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

������ ��	


����
 ���� λ
∣∣
Uα

� ������������� ������������ ����� 
 ���!� λ−1(ΣA∩B(0, ε)) � ��

�������� ���������
 ���� �� ����� ���


 ��������� �� �������� ��� ������ ��� "������ �������� �� ���#�� �������� �� ������

��"����� � ��������
 ���� �
 ������ ΣR = ΣP 
 �� ���� $��

λ−1(ΣA ∩ B(0, ε)) = ΣR ∩ Uα. ����% 

&���
n

2
3λ (λ−1 (Δ ∩ Uα)) ⊂ Δ, Δ = '
 ''
 '''
 '&.

n
2
3λ (λ−1 (γj ∩ Uα)) ⊂ γj, j = 1, 2, 3, 4.

(������ ����� �������� ��� �������)!� ����� �� ����� ��� �� *�������� � �"��+

��)!�

ΨP (z) = Ψ(n
2
3λ(z)), z ∈ Uα.


� �$��),�� ���-- 
 ����% 
 � � ���� �� λ ��� �� ������������� ������������ ����� 


��� ��������

(ΨP )+(z) = (ΨP )−(z)vP (z), z ∈ ΣP ∩ Uα. ����� 

.�/� E(z) ��� ������ ����0���� � ��#���0#��
 � ��� ����������� �1"����������� "����+

���������
 � �����

MP (z) = E(z)ΨP (z)e
nφ(z)σ3 , z ∈ Uα\λ−1(ΣA ∩ B(0, ε)), ����2 

���������� ������������� ��� ∂Uα�

MP (z) � ����0���� �� Uα\ΣP 
 � �������� � �����)!� �� ����� �������� ���34  

(MP )+(z) = (MP )−(z)vR(z), z ∈ ΣP ∩ Uα\{α}. ����3 



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

����������� �	��� 
�� � 
������� �������� E �� ���� 
�� MP ∼ N �� ∂Uα� � �����

� �
�������

P (z) = E(z)ΨP (z) =MP (z)e
−nφ(z)σ3 , ������

���� ������� �� ����� ������� 
��� E� 
�� ��� ���������� ��� ������ � �������� �� ����� ��

�������

 �������� 
������������ z ∈ λ−1(!)� "���� n
2
3λ(z) ∈ ! � #� ����$��

MP (z) = E(z)

(
Ai(n

2
3λ(z)) Ai(ω2n

2
3λ(z))

Ai’(n
2
3λ(z)) ω2 Ai’(ω2n

2
3λ(z))

)
ei

π
6
σ3enφ(z)σ3 .

% �
������� y �→ ω2y ��������� � ����� y 
�� �� &�	��� �� 4π
3
� '� z ∈ λ−1(!)� �����

n
2
3λ(z), ω2n

2
3λ(z) 
�������� � �� ����� �� (����{

z ∈ C; −θ0 ≤ arg z ≤ θ0 (mod 2πi),
π

2
< θ0 < π

}
,

� 
������ 
������� ���� ����)� � ����*� 
��� �������� �� ������+����� �� MP ��

∂Uα ∩ λ−1(! )� 
��� ����� ����

|n 2
3ω2λ(z)| = |n 2

3λ(z)| = n
2
3 ε

n→∞−→ ∞.

,������ ����� ��������

MP (z) = E(z)A(z)enφ(z)σ3e−iπ
6
σ3 , z ∈ ∂Uα ∩ λ−1(! ), ������

���� A(z) = (A1(z) A2(z))� ��-�� ������� A1� A2 ��� ����� 
��

A1(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

2
√
π

(
n

2
3λ(z)

)− 1
4
e
− 2

3

(
n

2
3 λ(z)

) 3
2 (

1 +O ( 1
n

))

− 1
2
√
π

(
n

2
3λ(z)

) 1
4
e
− 2

3

(
n

2
3 λ(z)

) 3
2 (

1 +O ( 1
n

))
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

A2(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

2
√
π

(
ω2n

2
3λ(z)

)− 1
4
e
− 2

3

(
ω2n

2
3 λ(z)

) 3
2 (

1 +O ( 1
n

))

− ω2

2
√
π

(
ω2n

2
3λ(z)

) 1
4
e
− 2

3

(
ω2n

2
3 λ(z)

) 3
2 (

1 +O ( 1
n

))
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

�� ����� ����� �	� �� 
�����
���� 
 
�������

(n
2
3 )

3
2 = n, λ(z)

3
2 =

3

2
φ(z) =⇒ e

− 2
3

(
n

2
3 λ(z)

) 3
2

= e−nφ(z).

������� (
ω2λ(z)

) 3
2 = |λ(z)| 32 ei 32 (arg λ(z)+argω2)

= −|λ(z)| 32 ei 32 arg λ(z)

= −(λ(z))
3
2 = −3

2
φ(z),

�� �
���

e
− 3

2

(
ω2n

2
3 λ(z)

) 3
2

= enφ(z). ������

�
 ���� �������� (
ω2λ(z)

) 1
4 = λ(z)

1
4 e−

π
6
i, ������


� �
 � ������ �������� ���
���� ������ �
 �����!���� 
�

MP (z) = E(z)

(
n

2
3λ(z)

)−σ3
4

2
√
π

(
e−

π
6
i e

π
3
i

−e−π
6
i −e− 4π

3
i

)(
1 +O

(
1

n

))
. ����"�

#��� $�
�
���� 
� ∂Uα�

MP (z) ∼ N(z),

�
%
��� 
����&
�

E(z) =
√
π

(
1 1

i −i

)(
z − α

z + α

)σ3
4

(
1 −i
1 i

)(
e−

π
6
i e

π
3
i

−e−π
6
i −e− 4π

3
i

)−1 (
n

2
3λ(z)

)σ3
4
.

'� %�����
 �� �
���
���(	�(
e−

π
6
i e

π
3
i

−e−π
6
i −e− 4π

3
i

)
= e

π
6
π

(
0 1

−1 0

)(
1 −i
1 i

)
,


 �� 
$��(	� ���)��� 
��
��� ���
��*��� � 
+
�
��	� �
 E 
�

E(z) =

(
1 −1

−i −i

)(
(z + α)G(z)

2
3

)σ3
4 √

πe
π
6
in

σ3
6 .



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

�� ����� �� ���	
����	�

E(z) =

(
1 −1

−i −i

)
√
πe

π
6
in

σ3
6

(
(z + α)G(z)

2
3

)σ3
4
,

�
��	 E � ��� ������ �
�
����� � �
�������
 �� Uα� �

P (z) = E(z)ΨP (z)

� � �	
���	 �	 ��� �� �	� �
���
�	 �	��
�� 
	 ���	� λ−1(�) ∩ Uα�

��
��
	� ����
���� �	����� ���� �	� � ����� ���	
�� �� E� � ������ P �� �� ���	�

� �	
���	 �	 ��� � �� �	�	� 	� ���	��� �� Uα� �� �	���	� ������ ��	����� �� ��

	���	 �	�	�

��
��
	� ����
��
��� �	� ����	� ���� 	����  !�"#$ �	����� ���

ΨP (z)e
nφ(z)σ3 =

(
n

2
3

)−σ3
4

(
M0(z) +O

(
1

n

))
,  !�"%$

	
�� M0 �	���� 
	 ��&��	 ��
'�
������� �� 	���� �� 1
4
�

(�  !�)*$ � 	 ���	 �� E ��� �
�
����� �
�������
� �	
�
���	�(
ΨP (z)e

nφ(z)σ3
)
+
=
(
ΨP (z)e

nφ(z)σ3
)
− vR(z), z ∈ ΣR ∩ Uα,  !�"+$

	
�� vR � �	�	 
� ,'��� %-� 
	��
��
�� ���� 
� ,'��� %.�

/�'��� %.0



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

��������� 	
��
� �� 	
����� � ������� n→ ∞� ����������

�� M0 � ��������� �� Uα\(−∞, α]�

��� (M0)+(x) = (M0)−(x)

(
0 1

−1 0

)
, x ∈ Uα ∩ (−∞, α)�

��� N ������ �������� �� ������������ �� � ��� ������ � ��� �������

(M0N
−1)+(z) = (M0N

−1)−(z), z ∈ Uα ∩ (−∞, α).

�� ����� ��� M0N
−1 � ��������� �� Uα\{α}� !��� M0� N

−1 ������� ��� ����������

�� �"#��� �� ����� �� 1
4
�� α� ���$� M0N

−1 ������ ��� ��������� �� �"#��� �� �����

�� 1
2
�� α� � �����

lim
z→α

(z − α)M0(z)N
−1(z) = 0,

���� �� � ��� ��������� �� M0N
−1 �� α � ����%&%��� �M0N

−1 � ����&���� �� ���� ���'����

Uα�

(� ����� �#��&���� �� M0 �� �� �$� λ−1(�) ���� �� 	
��)�� � �����

M0(z) =
(λ(z))−

σ3
4

2
√
π

(
e−

π
6
i e

π
3
i

−e−π
6
i −e 4π

3
i

)
,

%���� ���

detM0(z) =
e

π
6
i

√
π
�= 0, z ∈ �* ∩ Uα,

� ���� detM0 � ��� ���+$� ��������� �� ���� ������ Uα� ����������

detM0(z) =
e

π
6
i

√
π
�= 0, z ∈ Uα.

!��� ����� detN(z) = 1� ���� ���� z� ���$� � ������+$�

E(z) = N(z)M−1
0 (z)(n

2
3 )

σ3
4 , z ∈ Uα,

���" ��� ��,����� � ��� �� ���� ������ Uα� �� ���� ��� � ��������� � ��%���&%���



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

��� ��� ����	
���� 
���� �

 ��� ��	 
���	�� �
 E�

MP (z) = E(z)ΨP (z)e
nφ(z)σ3

= N(z)M−1
0 (z)(n

2
3 )

σ3
4 (n

2
3 )−

σ3
4

(
M0(z) +O(n−1)

)
= N(z)vP (z), z ∈ ∂Uα,

���
 �
������ vP (z) ����
 � �������� ∂Uα �
 ���� �



vP (z) = I +O
(
1

n

)
.

������
���� 
���� � ������ P =MP e
−nφσ3 � ��	
��� �� ����	
�� 	���	 ��� ��

��� 
���	��� ����������� �� �
���� �
 ����� ���
������ ����
	�� 
 �
��	�
� 
� � �

�
�
	����
 
� 
�� ���������� �
 −α� �	�
��������
��
� �! 
� �
��� ���� �
 ���
�

�����

"
� �
��� �
 #
�
��	����
� ���
�� �

 ΣR $ ���������
 ��� � ��	������ z �→ −z�
�������� �

� �
��
 �����

R(z) = σ3R(−z)σ3.

%
 ����� �
���

H(z) = σ3R(−z)σ3.

���� z ∈ R� z > α�

H+(z) = H−(z)

(
1 e−2nφ(−z)

0 1

)
. &'�(')

*��
�
��
��
�
��
 �� ������� �
 ���
#������ ��	


d

dz
(φ(z)− φ(−z)) = m

(√
z2 − α2h1(z) +

√
(−z)2 − α2h1(−z)

)
= 0,

���� h1 $ 
� ��	��+��� ���� 
 � �
����
√
z2 − α2 $ 
�� �
���� ������

,�#��

φ(z) = φ(−z) + c,

���� �	#
�� ��������
 c� �!	�
	� �
 �
���
�� �� ������� ���	��� �



m

∫
∂B(0,|z|)

√
s2 − α2h1(s)ds = 2m

∫ α

−α

√
s2 − α2h1(s)ds = 2πi. &'�(-)



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

��� ����� ����	 
���
√
s2 − α2h1(s) � 
����� �����	

m

∫
Γ+

√
s2 − α2h1(s)ds = m

∫
Γ+

√
(−s)2 − α2h1(−s)d(−s)

= m

∫
Γ−

√
s2 − α2h1(s)ds, ������

���� Γ± = ∂B(0, |z|) ∩ C±	 ���������� �� ������� �������������

�� � ���!�� ����"� � ������ ����� ��� ��������� ��

m

∫
Γ+

√
s2 − α2h1(s)ds+m

∫
Γ−

√
s2 − α2h1(s)ds = 2πi,

m

∫
Γ+

√
s2 − α2h1(s)ds−m

∫
Γ−

√
s2 − α2h1(s)ds = 0,

�  �� �����
�

m

∫
Γ+

√
s2 − α2h1(s)ds = m

∫
Γ−

√
s2 − α2h1(s)ds = πi.

#��	

φ(−z) = m

∫ z

α

√
s2 − α2h1(s)ds+m

∫
Γ+

√
s2 − α2h1(s)ds (mod 2πi)

= φ(z) + πi (mod 2πi),

� �������� c = (2k + 1)πi	 ���� ��$�� k ∈ Z� %���� ����	

e−2nφ(−z) = e−2nφ(z),

� ������ �� ����
��&� 
���

H+(z) = H−(z)vR(z), z ∈ (α,∞).

%� ���� �����$�	 �'�����

H+(z) = H−(z)vR(z), z ∈ ΣR,

� 
��� ����� H(z) → σ3Iσ3	  ����� n→ ∞	 &����  �� H � � (��
� ������� �� ��� �	

���� �

R(z) = H(z) = σ3R(−z)σ3.



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

�������� �	
���� 
���
�
 ��� N ���	���� ���� 
��
� �	
��
	��

N(z) = σ3N(−z)σ3.

����
�� ����� ���
 ���� �	
��
	� ��
� �����
�	
 � ��
�
��
	� �
 −α�

����� � �	�	������ U−α �� −α ��


U−α = −Uα,

�� ��
� z ∈ U−α\ (−λ−1(ΣA ∩ B(0, ε)))� ����

MP (z) = σ3MP (−z)σ3.

���������� ����	���
���� ��� � ��
�� ∂Uα�

��
�

vR(z) = σ3 (vR(z))
−1 σ3,

�����

(MP )+(z) = σ3(MP (−z))+σ3
= σ3(MP )−(−z)σ3
= σ3(MP )+(−z)(vR(−z))−1σ3

= σ3(MP (−z))−σ3vR(z)
= (MP )−(z)vR(z), z ∈ −λ−1(ΣA ∩ B(0ε))),

���� � �
	������� �� −λ−1(ΣA ∩ B(0, ε))) � � ���� �� ���� � � �
� !"�

#� �	��� $%�&!'� ��
� z ∈ ∂U−α� ����

vP (z) = σ3(vP (−z))−1σ3 = I +O(n−1).

(	 �
� !")



��� �����	
��� 
� ��	����	�� ����� ��

������ ���	
� ���� z ∈ ∂U−α� 
���

MP (z) = σ3MP (−z)σ3
= σ3N(−z)vP (−z)σ3
= N(z)σ3vP (−z)σ3
= N(z)(vP (z))

−1

= N(z)(I +O(n−1)).

�������� ����� ������ ��
���� ���������� ������ � ������ P �� 
��������� U−α ��

−α� ���� ���� ���� 
���� ��������������� ���� ��� ���� ����������� � ������ P � �

��� � ��� ���
�� ���� ������ ����  �� �������������� � ������ MP � �  ��� 
 �������

�� ��� MP �

��� MP � �� MP 
 �������!� �� (Uα ∪ U−α)\ΣS"

��� MP � ��� (MP )+(z) = (MP )−(z)vS(z), z ∈ ΣS ∩ (Uα ∪ U−α)"

��� MP � ���� MP (z) = N(z)vS(z), z ∈ ∂Uα ∪ ∂U−α"

���� � ������ vS ���� ������� ��	�� � ���
� ΣS� �����  �� ΣS = ΣR ∪ ∂Uα ∪ ∂U−α� ��

������ ��� � ����� #$�

� ������ MP � �  ��� �������� � ������������� �� R �� 
���������� �� ±α� 


������� �� ���������	 
���
�

%����� #$&



��� �������	 
����
	���� R �→ L ��

��� �������	 
����
	���� R �→ L

������� ���	� 	��
���	 � 

���� ����	����� �� ����� ��� ����	�
�

����

L(z) =

{
R(z)M−1

P (z), z ∈ (Uα ∪ U−α)\ΣL,

R(z)N−1(z), z ∈ C\(Uα ∪ U−αUΣL).

����

ΣL = ΣS = ΣR ∪ ∂Uα ∪ ∂U−α.

� �	�������� �� ������� ��	��	 � � L ! "�
���	�� �� C\ΣS� ���� MP , N ��� "�
�#

��	��� � ��$�	��$��� %�� �� � 	�������$�� ��������&� '��� ���� � � ����� ���� �� ��
���

�� R � MP ��� �� ������ �� (−α, α)� ����� ��	� z ∈ (−α, α)\(Uα ∪ U−α) $�
�

L−1
− (z)L+(z) = (MP )−(z)R−1

− (z)R+(z)(M
−1
P )+(z)

= (MP )−(z)vR(z)(M−1
P )+(z)

= (MP )+(z)(M
−1
P )+(z) = I, z ∈ (−α, α)\(Uα ∪ U−α),

��� ���� � � L ! ���
����� �� ���� 	����� �� ����	��	 �� 
���� %�(�
 ���� Uα ∪ U−α&� )�

���� ���
���� $�	����#�� � � L ���*!� ! ���
����� �� Uα ∪ U−α�

+�
� 
�� ��	���� ����	�� � � L �������� � ��� ��

��� � � �� L ! "�
���	�� �� C\ΣL,

��� � � ��� L+(z) = L−(z)vL(z), z ∈ ΣL,

��� � � ���� L(z) = I +O
(
1

z

)
, z → ∞,

���� ΣL� vL ��� ����� �� ���	�� ��� � �� 	� --�

.��� � �	�*�
"� ��	� ����	  �� �� ���	��� -�/ ���� ������ 0���� ���	�  ��	 ����� ��

������

+��� N ! 
������� �� C\(Uα ∪U−α)� �� �	1�	�� �������� �� vL � �� �� ���� %2�/3&

$���� � �

‖vL − I‖∞ = O(e−c1n), c1 > 0, %2�45&

��� � ��	�� ��
� 
��� �� R\(Uα ∪ U−α ∪ (−α, α))�



��� �������	 
����
	���� R �→ L ��

������ ���

	
 ��
�
 �
�
� �
���
 ������ � ������� ���

 ���

‖vL − I‖∞ = O(e−c2n), c2 > 0 ������

�
� � �
��� 
���
 ��
�� ��������� 

��� �
 �����
 
�����
� � �� ���
� �� ����� �� ΣL

��!������
 Uα � U−α��

"� # ����
� �� �
�
���$%
 �� vL�

‖vL − I‖∞ = O(n−1), ������

�
� � �
��� 
���
 ��������� 

��� ∂Uα ∪ ∂U−α�

&
�
� ��
 �����
 ���������
 �� ΣL� vL ��� ���������
 �!�
�������� ���%
 �
 �
����'

����
 ������� ������ � ������ ��������

‖vL − I‖L2(ΣL) = O
(
1

n

)
.

"� 
���� ��
���



������� ��	� � ������ L � 	
��
�
 �
 
�� 
� �
�

‖vL − I‖L∞∩L2(ΣL) = O
(
1

n

)
.

&
� �
 �
��$(�
 �� 
�$%
 ���� �
�
����� �  ��
��$%
 ������� vL = (bL)
−1
− (bL)+� �
�

(bL)− = I� � ���� � ���� (wL)− = 0 � (wL)+ = vL−I� )
� 
������������ ���
�� CΣL
wL

= CL



��� �������	 
����
	���� R �→ L ��

� CΣL = C�

���� f ∈ L2(ΣL)�

‖CLf‖L2(Σ) = ‖C−(f(vL − I))‖L2(ΣL)

≤ ‖C−‖L (L2(ΣL))‖f‖L2(ΣL)‖vL − I‖L∞(Σ)

���	 
�	���� 
��� �	���	� 
	��� n �������
����
� ������� �� �	�	 ��� ‖CL‖ < 1� �

���
� �	�	 (Id−CL) � �� 	�����	� �����
���� ����
� �������� �� ����� �� ������� � ��

��� !"!#$� %�&� I − μL � �	��'(	 ��

(Id−CL)(I − μL) = I.

���	 
�	���� )�*� �	������	� ��� � �+����$ �	��'(	 L �	 ��� � � �� ,	���

L(z) = I +
1

2πi

∫
ΣL

μL(s)(vL(s)− I)

s− z
ds. �
�-"$

���� ��	�� �	 
�	���� )���

‖μL(s)− I‖L2(ΣL) ≤ c‖vL − I‖L2∩L∞(ΣL) = O
(
1

n

)
. �
�".$

/��������	�

L(z) = I +
1

2πi

∫
ΣL

vL(s)− I

s− z
ds+

1

2πi

∫
ΣL

(μL(s)− I)(vL(s)− I)

s− z
ds, �
�"!$

��
(	� ���� ��
���
��� �
�".$�

|L(z)− I| ≤ c‖vL − I‖L2(ΣL)

(∫
ΣL

|ds|
|s− z|

) 1
2

+
c

dist(z,ΣL)

∫
ΣL

|μL(s)− I||vL(s)− I||ds|

≤ c

n
, �
�")$

���� ������ �	��
��
� c ��� ������� �� z� ��� �	�� ��� 
	���� ���,	��� ���� | Im z| ≥
η > 0�

��	���	� ��
(	 ���� �	�
������
�

L(z) = I +O
(
1

n

)
, Im z �= 0.

0�	��� 
	����	 � ���
� � 	� ����
	� Uα, U−α �������
����
� ������	� �� �	�	 ���



��� ������	��
�� ��
� ���������� �
�������� ��

z ������ �� ����� �	����� 
� ΣL� ����� T (z) = R(z) ���	
 ����� 
���� � ������
��� 
���
�


 �������� �� L� ����
���

������� ��	� ���� Im z �= 0�

T (z) =

(
I +O

(
1

n

))
N(z),

��� � �	�	
� ��	�� ��
��
� ��� 
���
� ��	����� ���� | Im z| ≥ η > 0�

��� ������	��
�� ��
� ���������� �
��������

� �
���� �� ������
 ���� �
��� ����� 
���������
� �
�
 �� ���������� �������
��


�����
��� 
� ���� e−nV (x)� ���� ����������

 ������
����� ������������ � �
�� z ∈ C\R� !����"���� 
 ����� � �� 
������ Uα �

U−α �#������������ ��$#����� ���� %���� �
�
 ����� � ������
 ���� ����� �����
����� �


�������� �� T �� �������

Y (z) = e−n l
2
σ3T (z)en

l
2
σ3eng(z)σ3 ���&��

= e−n l
2
σ3N(z)en

l
2
σ3eng(z)σ3

(
I +O

(
1

n

))
. ���&��

'���

e−n l
2
σ3N(z)en

l
2
σ3eng(z)σ3 =

(
β(z)+β(z)−1

2
eng(z) β(z)−β(z)−1

2i
e−n(g(z)+l)

−β(z)−β(z)−1

2i
en(g(z)+l) β(z)+β(z)−1

2
e−ng(z),

)

������ �� �
����#�
�

Y11(z) = πn(z) = πn(z; e
−nV (z)) ∼ 1

2

((
z − α

z + α

) 1
4

+

(
z + α

z − α

) 1
4

)
eng(z), Im z �= 0.

 ������ �
��(� ����� ��%���
�)�� 
���������
� ����� �#��
� $#
����
��� ����������

���������� �������
���

 �� �*������ ������� � ���������� γn = ‖πn‖L2(enV (x)dx)� �
�� �� �
�+��� ,�� ( ��%-���

����
� $#� .
�� ��� �/� �$� ��
01

γ2n−1 =
i

2π
(Y

(n)
1 )21,



��� ������	��
�� ��
� ���������� �
�������� ��

���� Y
(n)
1 � � ���	
� ��

������ ����	�
���� ���� ��������

Y (z) = Y (n)(z) =

(
I + Y

(n)
1

1

z
+O(z−2)

)
znσ3 .

����� Tj�� �� 
���

����� �� �������� �� ���	��� �� T �� z = 0� �� ������ 
��
��
���

Y (z) =

(
I + e−n l

2
σ3T1e

n l
2
σ3
1

z
+O(z−2)

)
eng(z)σ3 .

������ ������ ��	� z ���

��������� !	���� z ∈ C\(−∞, α] �"�����

Y (z) =

(
I +

(
e−n l

2
σ3T1e

n l
2
σ3 −

(
n

∫
R

sψV (s)ds

)
σ3

)
1

z
+O(z−2)

)
znσ3 .

#��� ��


���� ��� 
���

����� �� ���	��� 

(Y1)21 = enl(T1)21,

� ���
�

γ2n−1 =
i

2π
enl(T1)21 ∼ i

2π
enl(N1)21. ����$�

%�
	�&����

β(z) = β0 +
β1
z

+O(z−2),

��&���� ��	 ��	� z ���

��������� !	���� (
β1 +

β2
z

+O(z−2)

)4

=
z − α

z + α
= 1− 2α

z
+O(z−2),

� '�� ��� (�	��
�

β0 = 1, β1 = −α
2
.

)����!������ 

β(z)−1 = 1 +
a

2z
+O(z−2),

� ���
�

(N(z))21 = −β(z)− β(z)−1

2i
=

α

2iz
+O(z−2),

��!�
��� '�� (N1)21 =
α
2i

 � ��	�����

γ2n−1 ∼
α

4πenl
.



��� ������	��
�� ��
� ���������� �
�������� ��

������� ���	
� �	��� ����
������� �� ����
����� ������
��� 
� ���� �����

����
�� ����������
�� z0 > α� � ���� z0 < −α 
 �
������ ����
��
�� Uα ��


���������� ��� ����� �� ��
��������� ������� ����� ��� z0 /∈ Uα�

������� � ��
���
� ΣL 
�� 
��� ��
���
� Σ̂L� ���� 
� �����  !� � ��	�� Σ̂L ��
������

� �����" �� ����� v̂L ���� ���� �����  #� � � ��
$%� L̂ ���� �� ������ ��� � �����  &

'�����  !(

'�����  #(

'�����  &(

L̂ �������" � ���	���� �� )����

*+��	��� �� Σ̂L ��� ��
��$%� �� ����� v̂L� �����*



��� ������	��
�� ��
� ���������� �
�������� ��

����� ���� ��	� 
��
���

L̂(z) = I +
1

2πi

∫
Σ̂L

vL̂(s)− I

s− z
ds+

1

2πi

∫
Σ̂L

(μL̂(s)− I)(vL̂(s)− I)

s− z
ds.

���� vL̂ = I �� �������� ��� ������ z0 
���� ���	� ���� ����� � �����	�� �����

��� !�� �������� � �� "��#����� �� ���	��� ��$ ��������� � ������ L̂ �� �� 	���������

"�����	%� ��!	� ������ ���������

&� ���� �� ���� � ������ ������'�� �� %���	�� �� �����	�� ������ �!�����

|L̂(z)− I| ≤ c

n
,

��� � ��������� c ����� ���������� �� z0� ����� ���� ������ (��	�� ���� L̂ � "�����	%�

�� z0�

L̂(z0) = L̂+(z0) = L+(z0) = R+(z0)(N+(z0))
−1

= T+(z0)(N(z0))
−1,

� ������

T+(z0) =

(
I +O

(
1

n

))
N(z0).

���� vT = I +O(e−cn)� c > 0� ��	� z > α� ����� ���!�� ����

T−(z0) =
(
I +O

(
1

n

))
N(z0).

)	������ ����� ��� 
���!	���� ��� � ���� z0 < −α � �� �����

T+(z) =

(
I +O

(
1

n

))
N(z), z ∈ R\[−α, α],

T−(z) =
(
I +O

(
1

n

))
N(z), z ∈ R\[−α, α].

*���� ���	� �������	�	 z ∈ (−α, α)� ���� ������ �����"� ��� ��	�� �� ����	�������

��� z0 /∈ Uα ∪ U−α�

+� 
��
��� � ����	���� (−α, α) ��� ����	�!�� ��	� � �����	��� ,���� ������� z ∈
(−α.α)� �������� ������� � ����������

|L(z)− I| ≤ c

n
,



��� ������	��
�� ��
� ���������� �
�������� ��

��� ����� ��� 	�
���� ����� � 
�������� c �������� 
��� ������ ���� ���������

��
����� � 
�������� c �������������� ���� �� 	�
� ��� ����� �� ���������� 
��	�
��� 
�

(−α, α)� � 
��
� ��� ������ � ����� � �� ������� Uα� U−α�

���� �� ��������� (−α, α)\(Uα ∩ U−α)�

L(z) = L±(z) = R±(z)(N±(z))−1,

�
���� 
��

R±(z) =
(
I +O

(
1

n

))
N±(z).

���� ������
� � 
��
���
� �� ����� ����

R+(z) = T+(z)

(
1 0

−e2nφ+(z) 1

)
,  !�"#$

R−(z) = T−(z)

(
1 0

e2nφ−(z) 1

)
,  !�"%$

� �����

T+(z) =

(
I +O

(
1

n

))
N+(z)

(
1 0

e2nφ+(z) 1

)
,

T−(z) =
(
I +O

(
1

n

))
N−(z)

(
1 0

−e2nφ−(z) 1

)
.

&� 	����
����� 
�  !�"!$�

πn(z) = (Y11(z))+ =

(
(N+(z))11 + (N+(z))21e

2nφ+(z) +O
(
1

n

))
eng+(z).

'�
��
� ���� 	��  !�!#$�

g±(z) =
∫
R

log |z − s|ψV (s)ds± iπ

∫ α

z

ψV (s)ds

=

∫
R

log |z − s|ψV (s)ds∓ φ+(z),



��� ������	��
�� ��
� ���������� �
�������� ��

� ������ ���

πn(z) =

(
(N+(z))11 + (N+(z))21e

2nφ+(z) +O
(
1

n

))
en

∫
log |z−s|ψV (s)ds−φ+(z)

=

(
(N+(z))11e

−nφ+(z) + (N+(z))21e
nφ+(z) +O

(
1

n

))
en

∫
log |z−s|ψV (s)ds.

���� φ+ + φ− = 2kπi 	�
 ��
���� �����

πn(z) =

(
(N+(z))11e

−nφ+(z) + (N+(z))21e
−nφ−(z) +O

(
1

n

))
en

∫
log |z−s|ψV (s)ds. ��
���

���
�� 
�����
���� ���

(N+(z))11 =
β+(z) + β+(z)

−1

2
, (N+(z))21 =

β+(z)− β+(z)
−1

2i
,

� ���� ���� z ∈ (−α, α)�

β+(z) =

∣∣∣∣z − α

z + α

∣∣∣∣ 14 eiπ4 = |β+(z)|eiπ π
4 ,

����� 	��� ����� ����
��
����� 	�
� z ∈ R\[−α, α]� � �	 � �!������ ��
���� �� ��
����

	
�"����

������� ��	� ���� z ∈ C\[−α, α]�

πn(z) =
1

2

((
z − α

z + α

) 1
4

+

(
z + α

z − α

) 1
4

+O
(
1

n

))
en

∫ α
−α log(z−s)ψV (s)ds,

� ���� z ∈ (−α, α)

πn(z) =

(∣∣∣∣z − α

z + α

∣∣∣∣ 14 cos(nπ ∫ α

z

ψV (s)ds+
π

4

)
+

+

∣∣∣∣z + α

z − α

∣∣∣∣ 14 cos(nπ ∫ α

z

ψV (s)ds− π

4

)
+O

(
1

n

))
en

∫ α
−α log |z−s|ψV (s)ds.
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$� ���
���� ������ %�
�����
 ��
 ��
�����
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 �� �����	�
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 � �������(�
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��� 
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 )*+,�

$� 
���� -�.� ��/������
 %���������� � ��
����� �������� ��0!� ��
��
���� ��"���


�� 
��
 �����������
 ��
�
�
� $� 
���� -�1� ������
 �� ��� ������� �� 
���������
�

��
����"�����
 ��
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���� ��
 ����������
 ��
 �02
� $�
 
��(�
 -�3 � -�-�
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�
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��� �����	
�� ���
����� ��

��� �����	
�� ���
�����

���� M(n) � ������ 	�� 
���
��� ���

�
���� 	� ��	�
 n� ����
�� M(n) ��
�

�
� ���
�	�	� ����� � ���� ��	� ��� ����
���
��	� ��� n2 ����	���	��� 
��� �� ���� ���

M(n) 	 Rn2
� ����
	��� �
� 	
���
��
��� 	� ������
�
	�	� �
 M(n) 	� ���
�

Pn(M)dM = ce−Q(M)dM = ce−Q(M)

n∏
j=1

dMjj

∏
1≤j<k≤n−1

(
dMR

jkdM
I
jk

)
,

��	� Mjk = MR
jk + iM I

jk� k �= j� 	����� �� ������ ���� � 

��
� �
� 	� Mjk� c � �
�

��������� ���
��
��	���� 	� 
�	� ��� � 	
���
��
��� Pn(M)dM ���� 	
���
��
��� 	�

������
�
	�	�� dMjj� dM
R
jk� dM

I
jk 	�����
 � 
�	
	� 	� !������� ��� ������ ���� �



��
� �
� 	�� �����	�� ������
��
���� 
�	����	����� 	� M � � Q : M(n) → R � �
�

������ ��� ������ ��"�
����
���� � �
	� 	� 
�	� ��� � 	
���
��
��� Pn(M)dM ������

��	�� �� 
�
����� "�
����

#�� ���$�� �%�
���� 

����� ��
��
 ��� Pn(M)dM ���� 
����
���� ��� ����������

��
� �
� & �� M̃ = UMU∗ ���� ����
� 
���
� ��
� �
� U∗� �����

Pn(M)dM = Pn(M̃)dM̃.

' � ����� ��������� ��� ���
�� ���� "(�	� �
� 
���
� M � �(
��� �
 ���
�)

� p� ����

� ����

Q(X) = p(X),

���� ��	� 
���
� X� ��
 σ(X) = σ(M)� *
 ����
������ �� X = UMU ∗ = M̃ � 
��� 

��
��

���

e−TrQ(M̃) = e−TrQ(M).

+�
� ��� 
���� ��	�
�� ������
� ��
��
 ��� Q 	����	� ��
���� 	�� �����������

	� M � � ���� 	����	,��
� � �

���
��� -��� �� �� σ(M) = {λ1, . . . , λn}� � ���
�����

q(λ1, . . . , λn) = Q(M) ��� ��
 	�"�
	� � ���
����

q(λα(1), . . . , λα(n)) = q(λ1, . . . , λn),

�������� ��� ���� � ���
������ α ∈ Sn�

.����� ��
��
 ����

dM = dM̃.



��� �����	
�� ���
����� ��

�� ����� ��	� �
��
	� �� �
����� �� ���������� ����� ���������� �
� � ��	������

φ(M) = M̃ � ��	 �
� ∣∣∣∣det ∂φ(M)

∂M

∣∣∣∣ = 1.

���� ��� ����� ���� �
� TrM2 = Tr M̃2� � �
� ���� ��� �������� ��

n∑
j=1

(
M2

jj + 2
n∑

k=j+1

((
MR

jk

)2
+
(
M I

jk

)2))
=

n∑
j=1

(
M̃2

jj + 2
n∑

k=j+1

((
M̃R

jk

)2
+
(
M̃ I

jk

)2))
.

���� 

!���� D = (Djk) � �����" ���#���	 n2 × n2 ���� � �
�	

Djj =

{
1, j ≤ n,

2, j > n,

� v � ����� ���	

v =
(
M11,M22, . . . ,Mnn,M

R
12,M

R
13, . . . ,M

R
n−1,n,M

I
12, . . . ,M

I
n−1,n

)
,

����� ���� ���� ��� ��������� ����

vtDv = ṽtDṽ. ���$ 

!� A � � �����" �
� ���	�"� � ��	������ φ� ���� �� A � ��	 �
�

Av = ṽ,

����� ���$ ��� ��" �
� A � ����#���	 ��� ��	���� �� ����
�� ������� ���
"��� ��� D�

���� ��

AtDA = D,

��#
���� ∣∣∣∣det ∂φ(M)

∂M

∣∣∣∣ = | detA| = 1.

%� �
��� �������� ����� �
� Pn(M)dM � ���������� ��� �����������&�� 
��������

��� � ������� ��� Pn(M) � ���������� ��� �����������&�� 
���������

�� ������
	�� ��������� � � ����	'�

Q(M) = TrV (M),



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ��

��� V ������	�� 
��� � V (M) ���� 
��� ������� ����	����� �� �	��
	��	���� �� ��
��

Pn(M)dM = ce−TrV (M)dM

��� �����	����� ��������� ��	
��	
� ���	
��� ��������� � ���� �� 
�
�	����
� ��

V (x) = ax2 + bx+ c, a > 0� �����

e−TrV (M) = e−Tr aM2+bM+c

= enc
n∏

j=1

e−aM2
jj+bMjj

∏
j<k

e−2a(MR
jk)

2 ∏
j<k

e−2a(MI
jk)

2

,

����	��� ��� �� ��
	���	� Mjj,M
R
jk,M

I
jk ��� ��
	���	� ������
	�� �����	���� 	���
���������

 � ��
����� ���� ! � "�	�� �	��
	��	��� 	���
	���� 
�
 �
�����
������ ��	��
	�� 
�
�

� ���� �� ���
���� �� ���
	# M ��� ��
	���	� ������
	�� 	���
�������� $%&� ����� '�()�

� �����*� 
�
�	����
 V (M) = x2� ��� ���� �

Pn(M)dM = ce−TrM2

dM.

! �*����� �� �������� ��	
��	
 �����	��
 ������	�� ��	
��� �������� + ,-���

��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�


. ��/��	�� 

	��	
�� ����� ����� ! 
���#	
 ����� ������ �� �	��
	��	���� ���
� ���
	#��

*�
�	�	���� 
�
� �	��
	��	���� ������� ���
� �� ��������
�� ��� ���
	#���

 � ��� ������ ���� ��� ���
	# M ∈ M(n)� λ1 ≤ . . . ≤ λn ������� �� ��������
��

�� M �

0��� ���
��� ��
���
��� �� M ∈ M(n)� 
������ �����
�


M = UΛU∗,

���� λ = diag(λ1, . . . , λn) � U ! ��� ���
	# ��	��
	��

������� ��	� � �
����

 ��� ��
�	��� ����	
	���� �
� �����
�
 �	����� �

�
� ��

�

���
��� �	�
	�

�� � ����

 � ����
 �� M(n)� � 
�� ���	�� 


�� 



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ��

��������	
��� ���� ������	
�� ��
����� ����
�

M∗(n) = {M ∈ M(n); σ(M) � �������} .

����

M = UΛU∗ ∈ M(n), Λ = diag(λ1, . . . , λn),

����

Λm = diag(λ1 + a1m, . . . , λn + anm),


�� � ��
�� a = (a1m, . . . , anm) 
����� �� ���� ���

‖a‖ → 0, m→ ∞, λj + ajm �= λk + akm, �� j �= k.

��
�� (UΛmU
∗) � ��� ������
�� �� ��
����� �� M∗(n) 
��� ���

UΛmU
∗ → UΛU∗ =M, m→ ∞,

�������� � ��������� �� M∗(n) �� M(n)�

������� ����� ��� M∗(n) ��� ���� � ��
�� ��
�� �!��
� ��� ��
��� M = UΛU∗

�� M∗(n) � ��� ������
�� �� ��
����� (Mm) �� M(n)� �� ����� ��� ������� ����

��

�������� 
��� ���

Mm →M, m→ ∞.

��
����

Mm = UmΛmU
∗
m,

���� ��
����� ���
"���� Um � ��
����� ��������� Λm = diag(λ1m, . . . , λnm)� 
�� λ1m ≤
. . . ≤ λnm� #��� �� Um$� ��� ���
"����� ��
�� � ������
�� (Um) � ����
���� ���������

�� ������
�� 
��������
�� ������� (Umk
)� %�
� �����
� ��� � �� ������
�� (Λmk

) 
�� ��

� 
��������
�� ���� Λmk
= U∗

mk
Mmk

Umk
� �����

Ũ = lim
k
Umk

, Λ̃ = lim
k

Λmk
.

Ũ � ��� ��
��� ���
"��� � Λmk
��� ��
��� ��������� ������� Λ̃ = diag(λ̃1, . . . , λ̃m)�


�� λ̃1 ≤ . . . ≤ λ̃m� &��� ��� ��
��

UΛU∗ = lim
k
Mmk

= lim
k
Umk

Λmk
U∗
mk

= Ũ Λ̃Ũ∗,



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ��

� ��� �����	
 ���	�
������ ��� ŨUΛU∗Ũ∗ = Λ̃
 �
� 	��� �� λj�� � �� λ̃j�� �����

������
��� �� ����� 	���	����� 	��	������

Λ = Λ̃.

����
� ������

Iij = {k; λik = λjk} , i �= j.

���� 
� �
������ Mm�� ��� ������� ����	��� �������� ����� 
� ����� �� ��� Iij��

� �������� ���
��� �
�
 i0 �= j0
 ��

(Λl) = (Λmk
)k∈I0 ,

����� 
 ������	�
 (Λl) = (diag(λ1l, . . . , λnl)) � �
� ��� λi0,l = λj0,l� 	�� i0 �= l0� ��������

��� � ����� �
�� �
�
 � ������ Λ̃ = Λ �� (Λl)� ���� ��

λi0 = λj0 , i0 �= j0,

� ��� � �� 
������� ���� � ����	��� �� M � �������
 ���	������ ����
��� ��� M∗(n) �


����� �� M(n)


��� ��� �������� 
���
 ��� M∗(n) ��� �����
 ���
�
 ��������� 
  ��!�� ���	����"

�
���

Δ : Rn −→ R

x = (x1, . . . , xn) �→ Δ(x) =
∏
k<j

(xj − xk)
2 .

��#
 ςj � j"����� �����$��� �������	� �������
� �� n �
��%�����

ςj(x) = ςj(x1, . . . , xn) =
∑

k1<...<kj

xk1 . . . xkj .

	�� ς0(x) = 1


&� �����$���� ςj�� ��� ���	
����� ��������
��� ���
 �'�
����

n∏
j=1

(z − xj) = zn − ς1(x1, . . . , xn)z
n−1 + ς2(x1, . . . , xn)z

n−2 + . . .+ (−1)nςn(x1, . . . , xn).

���� ������
  ���
����
� �
�  ��!(�� �������	
� )*� �
�
 ++,� ����
 -.
-+/� �'���� ��



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

��������� �� n 	
���	��
� ���
��
 P � �
�
 � ��
�

Δ(x) = P (ς1(x), . . . , ςn(x)). �����

����
� 
� M � ��
 �
���� �������
�
 ��� 
���	
����
 λ1, . . . , λn� ����� 

 ���
� �


�� !�"���#$��
�� ��
 ����
� ��� �%�
��� ���������
 p0(M), . . . , pn(M) ��
 ���&������


�� M �
�
 �
 ��
�


pj(M) = ςj(λ1, . . . , λj), j = 0, . . . , n.

'
�
 ���������
 
�� ����
����� ��������
��
 ���

det(tI −M) = tn − p1(M)tn−1 + . . .+ (−1)npn(M).

(���
���� 
 
����
��� �
�
 
�)�� M(n) ���

Δ(M) = P (p1(M), . . . , pn(M)) = P (ς1(λ), . . . , ςn(λ))

� �� ��������� �

 ����
�

 �� M )�� ��&����� �� ��


� C∞� � ���� ��� ������ 

��
*
�

Δ(M) = 0 ⇐⇒M /∈ M∗(n).

+
�� ������
� �� �
������
�� ��� M∗(n) = M(n)\Δ−1({0})� � ��	
����� ������


��������� ���
 ���������
�� �� Δ� ��� M∗(n) � 
)�����

(�� ��
� �
�
 
�����&�
� ���
���� ������ M = (M1, . . . ,Mn2)� �����
��� � 
��������

�� ,������
 
���

�	
����� �
�
 �
�
 ��
 �

 	
���	��
 Mj-
 �	���� Mj ���� 	
���	��� �



 ���
�
 ����
�

 Mk-
 ���� ���
�
���
�� �������
��
 �� �.���� &���� �� ���������


p
(j)
l (M)-
� �
�
 �
 ��
�


p
(j)
l (M) = 0 =⇒ ∂p

(j)
l

∂Mj

(M) �= 0,

Δ(M) = Δ(M1, . . . ,Mn2) =
∏
l,j

p
(j)
l (M).

/
 ���������
 pl-
 ��� 
�� .����
� (����� �
�
 �����
���
��� � 
�&������ �
�
 �
�
����

��� M∗(n) ��� �����
 ���
�� 0����
��� � ���1���� �� ����
 �� ��
 *����� f ��� Z(f)�

	
�� 
 ���
��
��

Z(Δ) =
⋃
j,l

Z(p
(j)
l ),

� M∗(n) = M(n)\Z(Δ)� ����
� 
 ��������
∂p

(j)
l

∂Mj
�= 0 �� Z(p

(j)
l ) ��
 ���� 	�
 *���
 ���
�



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

��� �������	��
 ��� Z(p
(j)
l ) � ��� ���
�������� �� M(n) 	 Rn2


 �� �������� n2 − 1
 �

�������� �� ������ �����

���� Z(Δ) � ����� ����� �� ��������� �� ������ ����
 ����� ��� Z(Δ) ��� ������

����
 � �������� M∗(n) ��� ������ ������ �

� ������� ����� ��� ������������� ��������������

�������� �� ����
 ���� M∗(n) ��� ������ �����
 ������� ������� ��������� �� ����

������ M(n) � ��������� �� M∗(n)�  ��� ���� �����
 ��� �!�����
 ��� �����"������ �����

M(n) ����� ��� ���������� ������� ����� �������� ��� �������� �������� #��� $���

$������� ����� �� ��%����
 ���� �����	�� ���� ������������ � ��$��������������� ���
 ��

�����
 ���� ������� �� ����� ���������� ����� �������� ��� �������� ��������

#� ������� �����
 � ��������� �� M∗(n) ������� ��� ������ ���������� ����� ��������

�� �������� ������� ����� ��� ����������� ���������� � �������� ���� �������

��� ��
 ���� M∗(n) � ������
 ����� ��������� ��� �� �������� ��� �������� �������

$����� ��� ���
�������� �� M(n) �
 ���� ��� ����
 ��������� �����&����� ���� ���'

��������� � ��$��������������� ����� �������� ����� M∗(n) ����������� ��� � ���������

�������� �� Rn2
�

������������ � �������������� M = UΣU∗ ���� ��� ���������


M �→ (Λ = diag(λ1, . . . , λn), U),

�� ������ ����� M∗(n)� ( ������� � ���� �������� � ��������� ����� ����������

)�������

Rn
↑ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn; x1 < x2 < . . . < xn} ,

� ����������� ��� U(n) ������ � �������� ��� �������� ����%����
 ���� ��������� ����

��� 
���� ���� ��� ������� �� 
���%
���

M∗(n) → Rn
↑ × U(n)

M �→ (Λ, U),

��� Λ = diag(λ1, . . . , λn)
 λ1 < . . . < λn� �����
 �� ������� �� U ��� ����� ��� ���������

*� �������������� U ��� ��� ������ T ∈ Tn = {diag(eiθ1 ; . . . , eiθn), θ ∈ [−θ, θ]}
 �������



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

��� ���� ����	
 ��	���	� Ũ � 
��� � ���� ������ ����

M = ŨΛŨ∗.

����� ���	�� � ���� ��	� �
��
�	��� �� ����	� � ������� �� ���	���	� �

Φ : M∗(n) → Rn
↑ ×

(
U(n)�Tn

)
M �→ (Λ, UTn).

�� ����������� Φ(M) ��� �������� �� ��������� ����	
�����

� �� �� 	���������� ������� �������� � �����	��� �� ������������� Φ� � ���������

�	������	���� ����	������ �� U(n)/Tn � � 	���
	�� 
��� 
������� ��� �	�� π : U(n) →
U(n)/Tn� π(U) = UTn�

���������� 	
�
 � ����	�
�� M �→ Λ(M)� M ∈ M∗(n)� � �� 	����� C∞�

�
����������
 !	"� M0 ∈ M∗(n)� ��� ����������� λ
(0)
1 < . . . < λ

(0)
n � ���� p(M, t) �


��	� �	� ��������#��	�� �� M �

p(M, t) = det(tI −M) = tn + an−1(M)tn−1 + . . .+ a1(M)t+ a0.

� �
�	�����

M∗(n) �M �→ (a0(M), a1(M), . . . , an−1(M)) ∈ Rn

� ���������� C∞� 
�	� �� �����	����� aj(M)$� ��� ���	��� 
�� ����	
�	���%�� � ����� ���

�������� �� ����	
 M &������� ���� ���� M � ����	�	���� 
����	 ������� �����������

���	�� � ���	� p(M, t) � �� 
��	� �	� ����'� (���� 
��
��	��� ����� ����� �� 
��������

���� ���� �� 
��	� �	� p(t) = tn + an−1t
n−1 + . . . + a0 ��� 
���� �	��	����� ���� 
����

��� ����%�� �� ������ C∞ ��� �����	������

���� �����

p(a, t) = tn + an−1t
n−1 + . . .+ a1t+ a0, (a0, a1, . . . , an−1) = a ∈ Rn

�� 
��	� �	� ��� 
���� �	��	����� )���	���� � �������

p(a, t) = 0.



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

����� tj �� ��	� �� p
 ����
∂p

∂t
(a, tj) �= 0,

��
� tj � �� ��	� �
�����
 ����� ���� ���	��� �� ������ 
�����
��
 ��
��� ��� ���
�����

�� ������ C∞
 �
����� ξj : B ⊂ Rn → Bj ⊂ R
 Bj �
�
������ �� a
 ��	� � ����

p(a, ξj(a)) = 0.

���� ���	 �
��	 ��� ���� ��	� �
����� tj �� p ���� ��	 �
��� ���� ��� ������ ξj ��

������ C∞ ��� �����
�����
 ���� ���	������ �

���������� 	
�
 � ��������	 M �→ U(M)Tn 
 �� ���

� C∞�

�
����������
 ���� ��� ���	
� M0 ∈ M∗(n)
 ��� ��������	�� λ1(M0) < . . . , λn(M0)


� ��������	�� �����
���� u1(M0), . . . , un(M0)
 �� � Bj ��� �
�
������ �� λj(M0) �� C


��	� � ���� λk(M0) /∈ Bj
 �� k �= j� !��� �"����� ����
���� #$%
 ���	� &���'
 ��� ()
 �

���
�����

P (M) =
1

2πi

∮
Bj

ds

s−M

� ��� ���
����� ������
�� ��������
 � ��	����� C∞ 	���
 ��� ���

uj(M) =
1

〈P (M)uj(M0), uj(M0)〉 1
2

P (M)uj(M0)

� ��������	 ��
�"	
� �����
��� �� ��������	 *�
�����+ λj(M) �� M �

,��
�
 �������
��� ����
	 ���������� ��� ���
����� M �→ uj(M)
 �� ������ C∞


��� uj(M) �� ��������	 ��
�"	
� �����
��� �� ��������	 λj(M) �� M �

�� ����
	��� M �→ U(M)
 ���� U(M) � � ���	
� ��
�"	
� �� � j-��
�� ������ �

uj(M)
 ����� U(M) � ��� ���
����� �� ������ C∞
 ����
�� ���� �
�
������ �� M0
 ��	�

� ����

M = U(M)Λ(M)U(M)∗.

. �	���� �	�/���� �� �������	 � ���
����� U(M) ���/������� � ���
 �� ��	�
	���

�� ���� ���	
��� M0 � M1
 ����
��� ���� ���
���0�� U0(M) � U1(M) �� �
�
������� ��

U0 � U1
 ���� ��	 ���
 ��	� ��� ���	
� M ��� ���� � ��� �
�
������� �� M0 � M1
 ��

���	
��� U0(M) � U1(M) �� �� �
��
����� ���� � ��
���� �� ����
��	�	��� M �→ U(M)Tn




��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

���� �� �� �	�
���

Ũ : M∗(n) → U(n)�Tn

M �→ M̃ = π ◦ U(M)

��
� U � � ��������� �����
��
� ����� ���� ��	������� 
� M � � π � � �
������ ���������

� ��������� ����� ���� ��� 
����
� � � 
� ������ C∞� ���� � �������� 
� ����������

C∞� ���� ���
������ �

�� �
���������  �! �  �" ��� #�
����� ��� � $����� Φ � 
� ������ C∞� %
���
����

�#�
� ���� ���� ��� ����� Φ � �� 
�$����
����� %�
� ����� �����
��
���� �&������������

��� ����
���

%��� ���
�� #�
�� 
� #
���� 
� '�� ()*� ���
� +�,-� �#� !".� ���
� +�* � �#� !" /� 
�
�

Ũ0 = U0Tn ∈ U(n)/Tn� �&����� ��� ��	������� W ⊂ U(n)/Tn 
� U0 � ��� ���������

τ = τŨ0
: W → U(n) 
� ������ C∞ ��� ��� π ◦ τ = id�

0����

Ψ : Rn
↑ ×

(
U(n)�Tn

)
→ M∗(n)

(λ, Ũ) �→M = τ(Ũ)Λ(λ1, . . . , λn)τ(Ũ)
∗,

��
� τ � �������
 ������ ����� 
����
� �� ��� ��	������� 
� Ũ � � Λ(λ1, . . . , λn) = diag(λ1, . . . , λn)�

� ��������� Ψ ���� ��� 
����
�� ���� �� τ1� τ2 ��� 
��� ������� ������ 
�������� ��

Ũ � ����� �&���� T ∈ Tn ��� ���

τ1(Ũ) = τ2(Ũ)T.

1��� T � ��� ���
�	 
��#����� ����� T ������ ��� ��
� ���
�	 
��#����� 2��� ���

����� TT ∗ = I� � ��� �������

τ1(Ũ)Λτ1(Ũ)
∗ = τ2(Ũ)TΛT

∗τ2(Ũ)∗

= τ2(Ũ)ΛTT
∗τ2(Ũ)∗

= τ2(Ũ)Λτ2(Ũ)
∗.

Ψ � 
� ������ C∞� ���� τ,Λ ��� ���������� 
� ������ C∞�

1������� 
�
���� ����
�� ��� Ψ = Φ−1� � ��
������ ���� Ψ � 
�$�
��������� Φ �


�$����
����� 3� ��
������
� det dΨ, det dΦ �= 0�



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

����������� ����� 	�� � 	
�	��� 
� ��	������ 
� Ψ� ∂M

∂(Λ,Ũ)
�

���� M0 = U0Λ0U
∗
0 � U0Tn = Ũ0� ����

Rl � (p1, . . . , pl) �→ Ũ(p1, . . . , pl) ∈ U(n)�Tn

	���� ��	�� �� Ũ0 ����
∑
p2j < ε2� 	�� Ũ(0) = Ũ0� ε ����
� ���	���������� �������


� ��
� ��� Ũ(p) �������� �� 
������ 
� ��	��� ��	�� �� U0� ���� ��
� p� ���� τ �


� ��������� ��	��� ����� τ ◦ Ũ = U � 	���� ��	�� �� τ(Ũ0) = U0� � � ����	����

(λ, p) �→M(λ, p) = U(p)Λ(λ)U(p)∗, λ ∈ Rn
↑ , p ∈ B(0, ε), !"�"#

� 	���� ��	�� �� �� ������

O0 = Φ−1
({

(Λ(λ), Ũ(p)) ∈ Rn
↑ ×

(
U(n)�Tn

)
; λ1 < . . . < λn, p ∈ B(0, ε)

})
,

	�����
� M0�

$� ����	���
� �� !"�"#�

∂M

∂λj
= U

∂Λ

∂λj
U∗ ⇒

⇒ U∗∂M
∂λj

U =
∂Λ

∂λj
, !"�%#

� ������

∂M

∂pk
=
∂U

∂pk
ΛU∗ + UΛ

∂U∗

∂pk
⇒

⇒ U∗∂M
∂pk

U = U∗ ∂U
∂pk

Λ + Λ
∂U∗

∂pk
U. !"�&#

���� U � ����
���� �����

U∗U = I ⇒ −∂U
∗

∂pk
U = U∗ ∂U

∂pk
,

������
� ��� (
U∗ ∂U
∂pk

)∗
= −U∗ ∂U

∂pk
,



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

���� �� Sk = U∗ ∂U
∂pk

� ����	
��
������� �������� �
 ������

U∗∂M
∂pk

U = U∗ ∂U
∂pk

Λ− ΛU∗ ∂U
∂pk

= SkΛ− ΛSk

= [Sk,Λ]. �����

���� �
� 
����� M ∈ M(n)� ������ ��� �M � ����� �� Rn2
���
��� ����� ��������

�� M �

�M =
(
M11,M22, . . . ,Mnn,M

R
12,M

I
12, . . . ,M

R
jk,M

I
jk︸ ︷︷ ︸

j<k

, . . . ,MR
n−1,n,M

I
n−1,n

) ∈ Rn2

,

���� ����� �
� �� �!"� M(n) �M �→ �M ∈ Rn2
� #�$��� U ∈ U(n)� ����� � ��������

������ �� %�� �&�!"�

LU : M(n) → M(n)

M �→ U∗MU

� � ����%�!"� ������

�LU : Rn2 → Rn2

�M �→ −−−−→
LU(M).

���������
∂M

∂λj
=Mλj

,
∂M

∂pk
=Mpk ,

∂Λ

∂λj
= Λλj

,

�� �'��!(�� ����� � ���)� ����
 ��� �$������� �
(
�LU

�Mλ1 , . . . , �LU
�Mλn , �LU

�Mp1 , . . . , �LU
�Mpl

)
=
(
�Λλ1 , . . . , �Λλn ,

−−−→
[S1,Λ], . . . ,

−−−→
[Sl,Λ]

)
, ���*�

���� �� ������� �%�
� ���"� ����� %����������� %�
� ������� %������ ���� �� �� �$�����(��

��� ����� ������� � ��'����� �"� 
������� n2 × n2 ���
������ '�� n+ l = n2��

���� ��� ���� � %��������� �
� �$����"� �� LU ����� � ����!� Rn2 ×Rn2
��� 
�������

n2 × n2�

�LU : Rn2 × Rn2 → Rn2 × Rn2

( �A1, . . . , �An2) �→ (
−−−−→
UA1U

∗, . . . ,
−−−−−→
UAn2U∗),



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

���� ������� 	�
	��������� ��� ���	�
 n2 × n2 ���� �� ����	 ����� ���	���� ��� ����

����	�� ������ �A1, . . . , �An2 �

������� ����� 	����	���	 ������

�LU

(
�Mλ1 , . . . , �Mλn , �Mp1 , . . . , �Mpl

)
=
(
�Λλ1 , . . . , �Λλn ,

−−−→
[S1,Λ], . . . ,

−−−→
[Sl,Λ]

)
. �����

���	� Rn2 × Rn2
� ����� � 
	����� ����	��

〈( �A1, . . . , �An2), ( �B1, . . . , �Bn2)〉 = Tr(A1B
∗
1 + . . .+ An2B∗

n2).

��� ���� 
	����� ����	��� � �
������� �����	 �LU  �	��!���� 
���� ���� Tr(MN) =

Tr(NM)� "����"��	 "�� ����� �� ���	�
�� "���	���� M,N � �����

〈 �LU( �A1, . . . , �An2), �LU( �B1, . . . , �Bn2)〉 = Tr (UA1B
∗
1U

∗ + . . .+ UAn2B∗
n2U∗)

= Tr (U (A1B
∗
1 + . . .+ An2B∗

n2)U∗)

= Tr (U∗U (A1B
∗
1 + . . .+ An2B∗

n2))

= Tr (A1B
∗
1 + . . .+ An2B∗

n2)

= 〈( �A1, . . . , �An2), ( �B1, . . . , �Bn2)〉.

#��� ��
���� �� 
�	������	 "��

| det �LU | = 1,

� ������ 
�	 �����

|det dΨ| =
∣∣∣det( �Mλ1 , . . . , �Mλn , �Mp1 , . . . , �Mpl

)∣∣∣ =∣∣∣det(�Λλ1 , . . . , �Λλn ,
−−−→
[S1,Λ], . . . ,

−−−→
[Sl,Λ]

)∣∣∣ .
$����� � %��� �� "�� �� �� �
�	���	  �	��!����� ����� � �&���� �� ��� ����	�������

 1� '
���	 �� �� !�	�� ������	��� �	��!��������� ��� �
�	���	�� �� �������� ������

� ����	�������� ��� 	������ �� 
	����� ����	�� ����� �� Rm� � ����	������� �� ��

�
�	���	 ����
���� �� 
	����� ����	�� ������� ����  � �� �� �
�	���	 ����	� ��������

������  �	��!���� ��� 	������ � �� 
	����� ����	�� "���"��	 �� Rm� ����� � �&����

�� ����	������� ����� �
�	���	  �������	������� 1 (�)� ��
� ###�§ )���
� #*�§ �+�

,���� �!�	� �������	 � ���� ��	���� �� �-
	����� ������



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

���� ��� (
∂Λ

∂λi

)
jk

=
∂λj
∂λi

δjk = δijδjk

([Si,Λ])jk = (SiΛ)jk − (ΛSi)jk

= (Si)jkλk − (Si)jkλj

= (Si)jk(λk − λj).

����� 	�
�� ���
� Inn 
 	
���� �
����


� n× n�

det
(
�Λλ1 , . . . , �Λλn ,

−−−→
[S1,Λ], . . . ,

−−−→
[Sl,Λ]

)
=

= det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Inn 0 · · · 0

0 (λ2 − λ1)
∂SR

12

∂p1
· · · (λ2 − λ1)

∂SR
12

∂pl

0 (λ2 − λ1)
∂SI

12

∂p1
· · · (λ2 − λ1)

∂SI
12

∂pl
���

���
� � �

���

0 (λn − λn−1)
∂SI

n−1,n

∂p1
· · · (λn − λn−1)

∂SI
n−1,n

∂pl

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
∏
j<k

(λk − λj)
2 det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂SR

12

∂p1
· · · ∂SR

12

∂pl
���

� � �
���

∂SI
n−1,n

∂p1
· · · ∂SI

n−1,n

∂pl

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� �����	
 
� 	�

��
 
� �
������� 
����

� 
 	�

��
 
� �
������� Φ ��� ����


����� ���

ce−TrQ(M)dM = e−
∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2fu(p)d

nλdlp,

�
 ������
��
 O0 
� M0� ��
�

fu(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂SR

12

∂p1
· · · ∂SR

12

∂pl
���

� � �
���

∂SI
n−1,n

∂p1
· · · ∂SI

n−1,n

∂pl

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

� ��� ������	
� ����
��� ��� ������� �����
� ��� ��������� ���
����� p = (p1, . . . , pl)�

����
�

Ẑn =

∫
λ1<...<λn

e−
∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λj − λk)
2dnλ.

����� �� �������� ���
�� ��� �����
�� ��������

������� ��	� ���� F : M(n) → R ��� ���	
� �
�
���� ��� ���

F (M) = F (UMU∗), ∀ U ∈ U(n), ∀ M ∈ M(n).

�����

f : Rn → R

λ = (λ1, . . . , λn) �→ F (diag(λ1, . . . , λn)),

�� ���� ��� f � ��� ���	
� �
����
��� 
��� ��

f(λ1, . . . , λn) = f(λσ(1), . . . , λσ(n))

���� ���� �������	
� σ �� n ����������

����

E(F ) =

∫
F (M)Pn(M)dM

=
1

Ẑn

∫
λ1<...<λn

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dλ1 . . . dλn

=
1

n!Ẑn

∫
Rn

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dλ1 . . . dλn


�����
������ �� ����� �� �������� ��
������� ��� ���
��� ���� ����� ��� ��
���

U0 ∈ U(n)� ����
�� ��� ���
� ����� �� U0� U(p1, . . . , pl)� ������� ����� B(0, ε)� ���

U(0, . . . , 0) = U0� ��� ��������	�

OÛ0
= {Ũ(p1, . . . , pl); ‖p‖ < ε, Ũ(0, . . . , 0) = Ũ0} ⊂ U(n)/Tn

�� Ũ0� ��� ���	
� ����� τ = τ0 : OÛ0
→ U(n)� 
��� ���

U(p1, . . . , pl) = τ(Û(p1, . . . , pl)).



��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

���� U(n) � ��������	 
���� U(n)/Tn � ��������
 �����	 � ���
����� ��
���

{OÛ}Û∈U(n)/Tn �
 U(n)/Tn �����
 ������
����� �����	 ������� {OÛ1
, . . . , OÛm

}


�
�� (φj)1≤j≤m �������� �� ������
 ����������� � ���
����� {OÛ1
, . . . , OÛm

}	 ���� �	

�� �����
� φj : U(n)/Tn → R ��� ���� ��


• ���� φj ⊂ OÛj
;

• φj(Ũ) ≥ 0, ∀ Ũ ∈ U(n)�Tn;

•
n∑

j=1

φj(Ũ) = 1, ∀ Ũ ∈ U(n)�Tn.

�
�� Ũ(M) � ����
��� �� �
����� �����
���� �
 Φ	 ���������� �� ���������� �
�


���� M∗(n) �
� �
���� ����� 
 Ψ � ���
��������	

c

∫
M(n)

F (M)e−TrQ(M)dM = c

∫
M∗(n)

F (M)e−TrQ(M)dM

= c

∫
M∗(n)

F (M)

(
n∑

j=1

φj(Ũ(M))

)
e−TrQ(M)dM

= c
n∑

j=1

∫
M∗(n)

F (M)φj(Ũ(M))e−TrQ(M)dM

= c
n∑

j=1

∫
Ψ
(
U(n)�Tn

) F (M)φj(Ũ(M))e−TrQ(M)dM  �
!"#

�����	 ���� Ψ � ���
�������� 
���
 U(n)/Tn 
M∗(n)	 � 
� ���������� ���
��������


���
 �� ��
����

Bj = Rn
↑ ×

{
Ũ ∈ U(n)�Tn; φj(Ũ) > 0

}
= Rn

↑ × φ−1
j ((0,∞))




Cj =
{
M ∈ M∗(n); φj(Ũ(M)) > 0

}
= (φ ◦ Ũ)−1((0,∞)).

$
 ����	 ��
������� ��
��� ���%�� ��
 Ψ(Bj) = Cj


�
 (Λ0, Ũ0) ∈ Bj	 
���� Ψ(Λ0, Ũ0) = U0Λ0U
∗
0 = M0	 ���
 U0 � ������
� 
�
�
��� �


Ũ0 = U0Tn
 &���	 Ũ(M0) = Ũ0	 �
������ ��
 φj(Ũ(M0)) = φj(Ũ0) > 0
 $�'	 M0 ∈ Cj


(�� ����� ����	 �
 M0 = U0Λ0U
∗
0 ∈ Cj	 
���� ���%����
��
 Λ0 ∈ Rn

↑ 
 ���� Ũ(M) =

Ũ0	 
���� φj(Ũ0) = φj(Ũ(M)) > 0	 
 �������� Ψ−1(M0) = (Λ0, Ũ0) ∈ Bj




��� �����	
��� 
��	� �����
��	�
 � �
	�����
 �
����	
�
 ���

������ ���	��� 
����

 
 ��
���
 �	 ���
��
 �	 �

���	�� 	� �
�
 ��
 �
� ���	�

��

� ��
	��
 	� �������

∫
Ψ
(
U(n)�Tn

) F (M)φj(Ũ(M))e−TrQ(M)dM =

=

∫
Ψ(Bj)

F (M)φj(Ũ(M))e−TrQ(M)dM

=

∫
Bj

F (Ψ(Λ, Ũ))φj(Ũ(Ψ(Λ, Ũ)))e−TrQ(Ψ(Λ,Ũ))
∏
j<k

(λk − λj)
2fu(p)d

nλdlp

=

∫
Bj

f(λ1, . . . , λn)φj(Ũ)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2fu(p)d

nλdlp

=

∫
‖p‖<ε

φj(Ũ(p))fu(p)d
lp

∫
Rn
↑

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ

����
��� 	� �������

E(F ) = c

∫
Rn
↑

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ

(
n∑

j=1

∫
‖p‖<ε

φj(Ũ(p))fu(p)d
lp

)

= c

∫
λ1<...<λn

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ

(
n∑

j=1

∫
‖p‖<ε

φj(Ũ(p))fu(p)d
lp

)
.

�
 	��� F = 1� �!�	���

c

n∑
j=1

∫
‖p‖<ε

φj(Ũ(p))fu(p)d
lp = Ẑ−1

n ,

	 ��
�
���

E(F ) =
1

Ẑn

∫
λ1<...<λn

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ.

"���

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk−λj)2 = f(λσ(1), . . . , λσ(n))e
−∑n

j=1 Q(λσ(j))
∏
j<k

(λσ(k)−λσ(j))2,



��� �����	
 �
�	�

���	
 
���� �
 �����	����
 ���

���� ���� ����	��
�� σ ∈ Sn� �
���∫
λ1<...<λn

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ =

=

∫
λσ(1)<...<λσ(n)

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ.

����
�� ����� ����� �� ����	��
���� � 	��
�� � ���� �� �	� � ��
�	
�� {λj = λk; k �= j}
��� ������ 
	���∫

Rn

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ =

=
∑
σ∈Sn

∫
λσ(1)<...<λσ(n)

f(λ1, . . . , λn)e
−∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ

= n!ẐnE(F ),

� � ������� ���� ����
������� �

� ������� ��� ��� 	�� ��
���	�
��� ������ � �	
����
���� ������������ ����� ��

����� �� M ∈ M(n)� ����� �	� ����� �
!����
��� ����� ��
�	"�
�� 	
������� ����� ���

���	 ���� � ������������ ����� �� �	��!������ λ1, . . . , λn� �������	���� �� ������ ���

Pn(λ)d
nλ =

1

n!Ẑn

e−
∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ,

� � 
���� ���	�� ����� � �������	�
�� Pn(M)dM ���� ��� ���	 ��� �� ���	�� �� ���#

����	�
�� Pn(λ)d
nλ� $��� ��
�� �	� � ������
�� Vn(λ) =

∏
j<k(λk −λj) % � ������������

	� 
��	�����	��

Vn(λ) = Vn(λ1, . . . , λn) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 . . . 1

λ1 λ2 λ3 . . . λn

λ21 λ22 λ23 . . . λ2n
���

���
���

� � �
���

λn−1
1 λn−1

2 λn−1
3 . . . λn−1

n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

��� �����	
 �
�	�

���	
 
���� �
 �����	����


&�
����� �!���
����� 
� ��
�� �
������� ������������ ����� M(n)� �
!����
��� ���

��
�	"�
�� 	
������� ����� ��� �����!���
�� ����	����� ����� �� �	��!������� 
�� ��!�
��



��� �����	
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���	
 
���� �
 �����	����
 ���

�� ������ �� ����	�
������ �� 
�	��

Pn(λ)d
nλ =

1

n!Ẑn

e−
∑n

j=1 Q(λj)|Vn(λ)|2dnλ.

�	�����	���� ���	� ��� � ������� �� ������� ������������ �����������

���� ���� ����� (fj)� (gk) ��	
��� 
����� �� ���������� �� L2(dμ)� dμ ������ �������	�

��� ��	�� ����� R� �	���∫
· · ·
∫

det (fj(xk))1≤j,k≤n det (gj(xk))1≤j,k≤n dμ(x1) . . . dμ(xn) =

= n! det

(∫
fj(x)gk(x)dμ(x)

)
1≤j,k≤n

.

���	
��
���	� � 	�������� ����� ��	 �������� ��	�����∫
· · ·
∫

det (fj(xk))1≤j,k≤n det (gj(xk))1≤j,k≤n dμ(x1) . . . dμ(xn) =

=

∫
· · ·
∫ (∑

σ∈Sn

sgn σ
n∏

j=1

fσ(j)(xj)
∑
τ∈Sn

sgn τ
n∏

j=1

gτ(j)(xj)

)
dμ(x1) . . . dμ(xn)

=
∑

σ,τ∈Sn

sgn σ sgn τ

∫
· · ·
∫ n∏

j=1

fσ(j)(xj)gτ(j)(xj)dμ(xj)

=
∑

σ,τ∈Sn

sgn σ sgn τ
n∏

j=1

(∫
fσ(j)(xj)gτ(j)(xj)dμ(xj)

)

=
∑

σ,τ∈Sn

sgn(στ−1)
n∏

j=1

(∫
fστ−1(τ(j))(xj)gτ(j)(xj)dμ(xj)

)

���	������� �� ��	��� ��� �	�����	��� ������ ������ ���∫
· · ·
∫

det (fj(xk))1≤j,k≤n det (gj(xk))1≤j,k≤n dμ(x1) . . . dμ(xn) =

=
∑

σ,τ∈Sn

sgn(στ−1)
n∏

j=1

(∫
fστ−1(j)(xj)gj(xj)dμ(xj)

)

=
∑
τ∈Sn

∑
σ∈Sn

sgn(στ−1)
n∏

j=1

(∫
fστ−1(j)(x)gj(x)dμ(x)

)

���	�� ��	� ���� τ ∈ Sn ���� ς = στ−1 ��	��		� ���� � �������� Sn  ����� σ ��	��		�



��� �����	
 �
�	�

���	
 
���� �
 �����	����
 ���

Sn� ������∫
· · ·
∫

det (fj(xk))1≤j,k≤n det (gj(xk))1≤j,k≤n dμ(x1) . . . dμ(xn) =

=
∑
τ∈Sn

∑
ς∈Sn

sgn(ς)
n∏

j=1

(∫
fς(j)(x)gj(x)dμ(x)

)

= n!
∑
ς∈Sn

sgn(ς)
n∏

j=1

(∫
fς(j)(x)gj(x)dμ(x)

)
= n! det

(∫
fj(x)gk(x)dμ(x)

)
1≤j,k≤n

.

�

��� � 	
��
�� ����� �
���� 
��	� ������� ��
	����	� ���	������	� ����� �� 	
���	
����

	 ��
������� �������	���

����� g : R → R 
�	 �
���� 
����	�	� ��������	����� �
����� �	 ����	 f(M) =

det(I+g(M))� �������  
�� ��
� �!
�

� �
�����	
� f " ���	��	��� ��� ���#
�	��� 
���!��	�

$������ ����������

Pn(M)dM = c detw(M)dM,

���� w(t) = e−Q(t)�

��� ���	� ���	����� ��
� ������	 %�&�

E(f) =
1

n!Ẑn

∫
Rn

n∏
j=1

(I + g(λj))
n∏

j=1

w(λj)|Vn(λ)|2dnλ. '%�(()

*����	���

αj(x) = βj(x) = xj−1, j = 1, . . . , n,

������� ����������

|Vn(λ)|2 = Vn(λ)Vn(λ) = det(αj(xk))1≤j,k≤n det(βj(xk))1≤j,k≤n,

� ������ 
�	��� � 
��	 %�( �	�	 dμ(x) = (1 + g(x))w(x)dx� ����

����

E(f) =
1

Ẑn

det

(∫
tj+k−2(1 + g(t))w(t)dt

)
1≤j,k≤n

. '%�(&)

+	��� 	���	 ���������� � 
	�� ������� �	 � 
	��� 	��������

,

���
��	��� 	 j-"���	 
��.	 ��� a
(n)
j � � ���	��� �
�� / �
���	 
��.	� �����  
��



��� �����	
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�	�

���	
 
���� �
 �����	����
 ���

���� dμ(x) = (1 + g(x))w(x)dx�

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫
dμ

∫
xdμ . . .

∫
xn−1dμ∫

xdμ
∫
x2dμ . . .

∫
xndμ

���
���

� � �
���∫

xn−1dμ
∫
xndμ . . .

∫
x2n−2dμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫
dμ

∫
xdμ . . .

∫
xn−1dμ∫

xdμ
∫
x2dμ . . .

∫
xndμ

���
���

� � �
���∫

pn−1(x)dμ
∫
xpn−1(x)dμ . . .

∫
xn−1pn−1(x)dμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

���	

pn(x) = xn−1 + a
(n)
n−2x

n−2 + . . .+ a
(n)
1 x+ a

(n)
0 .


	�	����� � ���
	���	��� 
�� � n−1������ ������ ����	�����	��	 
�� � n−2������

������ 	 ����� ��
	������	��	� ���	���

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫
dμ

∫
xdμ . . .

∫
xn−1dμ∫

xdμ
∫
x2dμ . . .

∫
xndμ

���
���

� � �
���∫

xn−1dμ
∫
xndμ . . .

∫
x2n−2dμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫
p0(x)dμ

∫
xp0(x)dμ . . .

∫
xn−1p0(x)dμ∫

p1(x)dμ
∫
xp1(x)dμ . . .

∫
xn−1p1(x)dμ∫

p2(x)dμ
∫
xp2(x)dμ . . .

∫
xn−1p2(x)dμ

���
���

� � �
���∫

pn−1(x)dμ
∫
xpn−1(x)dμ . . .

∫
xn−1pn−1(x)dμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

���	

pj(x) = xj + a
(j)
j−1x

j−1 + . . .+ a
(j)
1 x+ a

(j)
0 .



��� �����	
 �
�	�

���	
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 �����	����
 ���

��������� � 	�
	� �������	����
 ����� 
���� �
 ������

 ���	�
 ��	

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫
dμ

∫
xdμ . . .

∫
xn−1dμ∫

xdμ
∫
x2dμ . . .

∫
xndμ

���
���

� � �
���∫

xn−1dμ
∫
xndμ . . .

∫
x2n−2dμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫
q0(x)p0(x)dμ

∫
q1(x)p0(x)dμ . . .

∫
qn−1(x)p0(x)dμ∫

q0(x)p1(x)dμ
∫
q1(x)p1(x)dμ . . .

∫
qn−1(x)p1(x)dμ∫

q0(x)p2(x)dμ
∫
q1(x)p2(x)dμ . . .

∫
qn−1(x)p2(x)dμ

���
���

� � �
���∫

q0(x)pn−1(x)dμ
∫
q1(x)pn−1(x)dμ . . .

∫
qn−1(x)pn−1(x)dμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

����

qj(x) = xj + b
(j)
j−1x

j−1 + . . .+ b
(j)
1 x+ b

(j)
0 .

��	�
 ����� ��������� �� �
������ ����
���� ������	��
 pj�

 qj�

 	�����
 �� ����

n� �
�����	�
 ����� pj = qj = πj
 ���� πn � � n��
�	� ������	�� ��������� 	����� ��	

������� � w(t)dt = e−Q(t)dt�  ���� ����� pn(x) =
1
γn
πn
 ���� γn = ‖πn‖

1
2

L2(e−Q(t)dt)

 �����

(pn) � � ������	
� �� �
�
���

� 
��
�
���
� 	
� ������
 � e−Q(t)dt� � ��
���
� ���

det

(∫
xj+k−2dμ(x)

)
1≤j,k≤n

=
1

(γ1 . . . γn)2
det

(∫
pj(x)pk(x)dμ(x)

)
0≤j,k≤n−1

.

�����
��
��
 �� ������
 �������

E(f) =
1

(γ1 . . . γn)2Ẑn

det

(∫
pj(x)pk(x)(1 + g(x))w(x)dx

)
0≤j,k≤n−1

=
1

(γ1 . . . γn)2Ẑn

det

(
δjk +

∫
pj(x)pk(x)g(x)w(x)dx

)
0≤j,k≤n−1

,

�

� ∫
pj(x)pk(x)dx = δjk.

 �!���
 g = 0� 
��
 �� f = 1� ����


1 = E(f) =
1

(γ1 . . . γn)2Ẑn

,



��� �����	
 �
�	�

���	
 
���� �
 �����	����
 ���

� ��������� φj(x) = pj(x)e
− 1

2
Q(x)� �	
��	
��
�� �


E(f) = det

(
δjk +

∫
φj(x)φk(x)g(x)dx

)
0≤j,k≤n−1

. ������

�
� �	
������� �
 ��������� � �����
	����� ��	
�� ������ n→ ∞� � � ���� �� ���

����
�� ���������� � �����
	����� �� �
 �������� ���� ��
��	� ���	� ��
 n� ���� ����

	��������  !"� ���� �"#�

det(I + AB) = det(I + BA),

�$�	�� ���� ���	����� ���������� ����� ����� A : H1 → H2 � B : H2 → H1 ����� ����%��

�� &	�'��� �	��	���� H1,H2� ����
�� ����(	� � �)�����*� ��	
� � �
 �����
	����� ��'��

�
 ����%� 	����������� �� n�

+���� {e0, . . . , en−1} � '��� ���,�	�� �� Cn� ��
��

A : L2(R) → Cn

h �→
n−1∑
j=0

(∫
h(x)φj(x)g(x)dx

)
ej;

B : Cn → L2(R)

a =
n−1∑
j=0

ajej �→
n−1∑
j=0

ajφj.

A � �
 �������� ����� ������ ��	� � �������� �� ����� 
�	��� � B � �	
	����� ��	�

dimCn <∞�

-�
 	����

ABa =
n∑

j=1

n∑
k=1

ak

(∫
φj(x)φk(x)g(x)

)
ej.

.���� AB : Cn → Cn � ��� ���

(AB)k+1,j+1 = 〈ABek, ej〉 =
∫
φj(x)φk(x)g(x)dx,

����	���� ��� �������

det(I + AB) = det (δjk + (AB)jk)1≤j,k≤n = E(f).
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���� �
 �����	����
 ���

���� ������� 	
�� 
��
������

E(f) = det(I + BA).

���

BAh(y) =
n−1∑
j=0

(∫
h(x)φj(x)g(x)dx

)
φj(y)

=

∫ (
n−1∑
j=0

φj(x)φj(y)

)
h(x)g(x)dx

=

∫
Kn(x, y)h(x)g(x)dx,

���� �� BA = Knχg� ���� Kn : L2 → L2 � � �������� �������� 
�� ��
���

Kn(x, y) =
n−1∑
j=0

φj(x)φj(y),

� χg : L
2 → L2 � � �������� ��������
���� ��� g�

χgh = hg.

�������� �����

������� ��	� �� f � ��� ���	
� �
�
���� � ��� ��� f(M) = f(UMU∗)� ���� ����

����������	
� ��
���
� U ∈ U(n)� ���
�

E(f(M)) = det(I +Knχg), f = 1 + g.

�� �����
����� �� Ω ⊂ R� g = −χΩ� �����

E(f(M)) = det
(
I +Kn

∣∣
L2(Ω)

)
.

��� ����� ����� ��� �	
����

E(f(M)) =
1

n!Ẑn

∫ n∏
j=1

(1− χΩ(λj))e
−∑n

j=1 Q(λj)V (λ)2dnλ

=
1

n!Ẑn

∫
Rn\Ωn

e−
∑n

j=1 Q(λj)V (λ)2dnλ

= P({M ��� ������ ����������� �� Ω}),



��� ������	 
� ��

������ ���

� ��������

P({M ��� ��		
� �
����
���	 �� Ω}) = det
(
I +Kn

∣∣
L2(Ω)

)
.

�� ���� ���	 ����
 ���� ���� ��� ��� ������ ��
�

�	 �� ������������ ��	���� �
��

	� Ω1, . . . ,Ωk ⊂ R 	�� ����
���	 ��	�
���	� � n1, . . . , nk 	�� k � ����	 ���
���	� ���	 �
�∑
j nj ≤ n� �����

P({nj �
����
���	 �� Ωj, j = 1, . . . , k}) =

=
1

n1! · · ·nk!

∂n1+...+nk

∂n1t1 · · · ∂nktk
det

(
1 +Kn

n∑
j=1

tjχj

)∣∣∣∣∣
t1=...=tk=−1

,

���� χj ! � �������� �� �

���
���"�� ��
� #
�"�� ��������$	���� �� Ωj�

χjh = hχΩj
.

%��� �������� �	�� 	�"��� ����	 ��������� 
�� �&���		�� �� �����	 �� ������������

���� Pn(x1, . . . , xn)� '�� �	 ����"(�	 ���������	� 	���

A = (Aij)1≤i,j≤n = (φi−1(xj))1≤i,j≤n .

)����

n!Pn(x1, . . . , xn) =
1

(γ1 . . . γn)2
e−

∑n
j=1 Q(xj)Vn(x)

2

= (detA)2

= det(AtA)

= det

(
n∑

j=1

AjiAjk

)
1≤i,k≤n

= det

(
n∑

j=1

φj−1(xi)φj−1(xk)

)
1≤i,k≤n

= det (Kn(xi, xk))1≤i,k≤n . *��+�,

��� ������	 
� ��

������

-	 #
�"(�	 �� �����
�"�� 	�� ��.����	 ���

Rk(x1, . . . , xk) =
n!

(n− k)!

∫
Rn−k

Pn(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn)dxk+1 . . . dxn, k ≤ n.



��� ������	 
� ��

������ ���

�� Ω ⊂ R �

F (x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

χΩ(xj) = #{j; xj ∈ Ω},

���� �� F (x1, . . . , xn) � � 	
���� 
� ����������� x′j� �� Ω� �	��� ���� �������� 
� Pn(λ)d
nλ�

E(F ) =
n∑

j=1

∫
Rn

χΩ(λj)Pn(λ1, . . . , λn)d
nλ

=
n∑

j=1

∫
Rn

χΩ(λ1)Pn(λ1, . . . , λn)d
nλ

= n

∫
Ω

( ∫
Rn−1

Pn(λ1, . . . , λn)dλ2 . . . dλn

)
dλ1

=

∫
Ω

R1(λ1)dλ1. ������

�� ��
� ���� ������ �� Ω1, . . . ,Ωk ⊂ R ��� ��	��	��� 
����	��� �

F (x1, . . . , xn) =
∑

1≤j1<...<jk≤n

χΩ1(xj1) . . . χΩk
(xjk)

= #{(j1, . . . , jk); j1 < . . . < jk, λj1 ∈ Ω1, . . . , λjk ∈ Ωk},

�	��� 	�����	�� ���� �������� 
� Pn(λ)d
nλ�

E(F ) =
∑

1≤j1<...<jk≤n

∫
Rn

χΩ1(λ1) . . . χΩk
(λk)Pn(λ)d

nλ

=

(
n

k

)∫
Ω1

. . .

∫
Ωk

( ∫
Rn−k

Pn(λ)dλk+1 . . . dλn

)
dλk . . . dλ1

=
1

k!

∫
Ω1×...×Ωk

Rk(λ)d
kλ.

������ ������ 
� Rk 	�� ��� 
�������� �� 
� ���������
�
�� ���� � �	�������� ��

E(#{(j1, . . . , jk); j1 < . . . < jk, λj1 ∈ Ω1, . . . , λjk ∈ Ωk}) = 1

k!

∫
Rk(λ)d

kλ.

����� ���� �� �����!������ ��	��
���
�� 	� �� �� �	������� ��
���� �"������� Rk ��

#�	 �� 
� 	
���� Kn�

��	
� Ω1, . . .Ωk ⊂ R �����	��	��� 
����	���� � 
�	���	
� Ω0 = R\(∪Ωk)� ����

k∑
j=0

χΩj
(x) = 1, ∀x ∈ R.



��� ������	 
� ��

������ ���

����� ����	� α0, . . . , αk ∈ R� 
 	
����	�

g(x) =
k∑

j=0

(αj − 1)χΩj
(x) =

k∑
j=0

βjχΩj
(x), x ∈ R, βj = αj − 1,


��
�

1 + g(x) =
k∑

j=0

αjχΩj
(x), ∀x ∈ R.

�
�� ���
���� 	
 Pn(λ)d
nλ�∫ n∏

j=1

(1 + g(λj))Pn(λ)d
nλ =

n∑
j=0

∑
1≤l1<...<lj≤n

∫
g(λl1) . . . g(λlj)Pn(λ)d

nλ

=
n∑

j=0

(
n

j

)∫
g(λ1) . . . g(λj)Pn(λ)d

nλ

=
n∑

j=0

1

j!

∫
g(λ1) . . . g(λj)Rj(λ1, . . . , λj)d

jλ ������

������ ��	
��� �

���
�
�

j∏
l=1

g(λl) =

j∏
l=1

k∑
i=1

βiχΩi
(λl)

=
∑

1≤i1,...,ij≤k

βi1χΩi1
(λ1) . . . βijχΩij

(λj)

=
∑

n0,...,nk≥0
n0+...+nk=j

∑
0≤i1,...,ij≤k

#{l; il=0}=n0

���
#{l; il=k}=nk

βi1 . . . βijχΩi1
(λ1)χΩij

(λj)

=
∑

n0,...,nk≥0
n0+...+nk=j

βn0
0 . . . βnk

k E(n0, . . . , nk;λ1, . . . , λj),

��	


E(n0, . . . , nk;λ1, . . . , λj) =
∑

0≤i1,...,ij≤k

#{l; il=0}=n0

���
#{l; il=k}=nk

χΩi1
(λ1)χΩij

(λj).

���� �� Ωl�� �
� 	��� ����� 
��
� ���	� (λ1, . . . , λj)� �� �!����  � �
��� �� ����

" 
 	
��
 E # �
�$� ��� ���	�� �
 E(n0, . . . , nk, λ1, . . . , λj) �= 0� 
��
�

χi1(λ1) = . . . = χij(λj) = 1,



��� ������	 
� ��

������ ���

���� ����� �	
��
�	 
� �

���� {i1, . . . , ij}� � ���� ���� ����	 �	
��
�	 
� �

����

#{l; il = 0} = n0, . . . ,#{l; il = j} = nj,

� �	���
�	

E(n0, . . . , nk;λ1, . . . , λj) = χA(n0,...,nk)(λ1, . . . , λj),

	

�

A(n0, . . . , nk) = {(x1, . . . , xj) ∈ Rj; �������
�� nl 
	� xi�� �����
��� � Ωl, l = 1, . . . , j}.

���������

	 �� ������ � �	���

	 �� ������� � �� �

	 f(M) = 1 + g� !���	� �	�

E(f) =

∫ n∏
j=1

(1 + g(λj))Pn(λ)d
nλ

=
n∑

j=0

1

j!

∑
n0,...,nk≥0

n0+...+nk=j

βn0
0 . . . βnk

k

∫
Rj

Rj(λ1, . . . , λj)χA(n0,...,nk)(λ1, . . . , λj)d
jλ.������

" �#����� 
� $��
%	�� &��� ��� '�() 
	� �	
�� *��� 
�
	 �� 	����
	� A� ���� �

����
�+	

det(I + A) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
· · ·
∫

det
(
(K(xi, xj)1≤i,j≤n)

)
dx1 . . . dxn. ����,�

"����� ���	 ��	���� ��' � ���� �#����� 
� $��
%	�� ����,��

E(f) = det(I +Knχg)

=
∞∑
j=0

1

j!

∫
Rj

det (Kn(xl, xm)g(xl))1≤l,m≤j d
jx

=
∞∑
j=0

1

j!

∫
Rj

det (Kn(xl, xm))1≤l,m≤j

j∏
l=1

g(xl)d
jx. ����-�

.	�� *��

det (Kn(xl, xm))1≤l,m≤j =

j∏
l=1

e−Q(xl) det

(
n−1∑
k=0

πk(xl)πk(xm)

)
1≤l,m,≤j

.

/�
� ��
%� l 
	 
������
�
�� ����� 0 
������ �	
� ��� ����� �	�	 ��� �	���
�1+	



��� ������	 
� ��

������ ���

������ ��	 
��������	 πk
	� �� ���� ���	 
����	�� 	� vl � � ����� �� l��	��� ������ �����

vl =
n−1∑
k=0

πk(xl)�πk,

����

�πk = (πk(x1), . . . , πk(xj)), k = 0, . . . , n− 1.

�		��� 	� j > n� ����� �	 ������	 ����� vl
	 	�� ����		��������� ����������� ��
���

�����	� 
��	

span{v1, . . . , vj} = span{�π0, . . . , �πn−1}=⇒
=⇒ dim span{v1, . . . , vj} ≤ n < j,

� 
�������

det (Kn(xl, xm))1≤l,m,≤j = 0, j > n.

�������� �� ������� � �	���� ���� ��

E(f) =
n∑

j=0

1

j!

∫
Rj

det (Kn(xl, xm))1≤l,m≤j

j∏
l=1

g(xl)d
jx

=
n∑

j=0

1

j!

∑
n0,...,nk≥0

n0+...+nk=j

βn0
0 . . . βnk

k

∫
Rj

det (Kn(xl, xm))1≤l,m,≤j χA(n0,...,nk)(λ1, . . . , λj)d
jλ.

���������

Δj(λ1, . . . , λj) = Rj(λ1, . . . , λj)− det (Kn(xl, xm))1≤l,m≤j ,


�� ���� � ���������	

n∑
j=0

1

j!

∑
n0,...,nk≥0

n0+...+nk=j

βn0
0 . . . βnk

k

∫
Rj

Δj(λ1, . . . , λj)χA(n0,...,nk)(λ1, . . . , λj)d
jλ = 0.

!��� ����	 ��"������ �� �	����� ��	 βj
	� � �#
��		�� �������� � �� 
�������� ��	

����$���	 β1, . . . , βk� !��� ��� 
�������� � � 
�������� ����� ����� 	��	 ���%������	 	��

����	 ����	� &� 
���������� � ���%������ �� β1 . . . βj �'�� �'������ � k = j, n0 = 0, n1 =

. . . = nk = 1� � ����� �	�� �∫
Rj

Δj(λ1, . . . , λj)χA(n0,...,nj)(λ)d
jλ = 0. ���()�



��� ������	 
� ��

������ ���

������� �������	��

A(n0, . . . , nj) = {λ = (λ1, . . . , λj); ∃σ ∈ Sj, λl ∈ Ωσ(l), l = 1, . . . , j}.


���� ��
����������� �� �������� �� Δj� � �� ��������� ������� ����������

0 =
∑
σ∈Sj

∫
Ωσ(1)×...×Ωσ(j)

Δj(λ)d
jλ = j!

∫
Ω1×...×Ωj

Δj(λ)d
jλ. ������


�������

Ωm = (am, ym), m = 1, . . . , j, a1 < y1 < a2 . . . < aj < yj,

����� ������ ��
���� ∫ y1

a1

. . .

∫ yj

aj

Δj(λ1, . . . , λj)dλ1 . . . dλj = 0.

���� Δj � ���� ���� � ������� !���������� �� �"����� ��� ������

∂j

∂y1 . . . ∂yj

(∫ y1

a1

. . .

∫ yj

aj

Δj(λ1, . . . , λj)dλ1 . . . dλj

)
= Δj(y1, . . . , yj) = 0, y1 < . . . < yj.

���� Δj � ����������

Δj(y1, . . . , yj) = 0, yj �= ym, l �= m,

�� 
�� ������������� ����������

Δj(y1, . . . , yj) = 0, ∀y ∈ Rj,

���� �

Rj(y1, . . . , yj) = det (Kn(yl, ym))1≤l,m≤j , j = 1, . . . , n. ������



���

�������� �

��������	�
�
�

���� ������	
� ��� ����
������� ������� 
� �������� �� 
�� ������������� 
����

�������� �� ����� ������� �
��������� ��
���
� ��
������ ��� ��������	�
�
�� ���� ��

������������ ������
����� 
� �������� ��

�� �������� �� ����
�������� � ������ ������ �� �������� ���������� ���� ���������	 ��

�� �����

Pn(M)dM = ce−Q(M)dM.

!"���� ���� �
������ � ������ ��� ����������� �� �������� �� M(n) #��
�� � ����
�
�

n $ "��
��� 
�� ������
"������ � ����
����� �� �����

Q(x) = Qn(x) = nV (x),

��� V ��
	
� ���� �
�������� � #�� 
�� ���� � ���������	 �� ���������� %�����������& ��

�����

Pn(M)dM = ce−nV (M)dM,

�� #����� ��"��
�� ���� ������ ����
������� 
� �������� �� �
� ��������� � ���������	 ��


�� �����������

Pn(λ1, . . . , λn)d
nλ =

1

Zn

e−n
∑n

j=1 Q(λj)
∏
j<k

(λk − λj)
2dnλ.

'� ���� � ������� �� ����
������� ������� 
� �������� �� ����������� V (x) =

ax2m� ����� ����� � ��������"�� Q(x) = V (x) �→ nV (x) $ �#������
�� � x �→ xn
1

2m �



� �������	
��	�� ���

� ����� ������� � 	
���
����� ������������ ��� �������� ��� ��� ������������ �������

�� ���
���
�� ��������
� ���
����

π̃j(x) =
1

n
j

2m

πj(xn
1

2m ),

�� ���������� �� ������
�����

γ̃j = γjn
− 1

2m
(j+ 1

2
) �����

� �� �
�� �� ���������
� ��� ������� ! dx�

φ̃j(x) =
1

γ̃j
e−

n
2
V (x)π̃j(x), j = 0, . . . , n− 1,

�� 	
�
� ��� ����� ! �
���� �� ���������� ����������

Rm(λ1, . . . , λm) = det (Kn(λk, λj))1≤j,k≤m , m = 1, . . . , n,

���� Kn " � ���
���
� �#����

Kn(x, y) =
n−1∑
j=0

φ̃j(x)φ̃j(y).

$���"�� ����� ������� ��� ���
���
�� p̃j%�� ���������
� ��� ������� ! e−nV (x)dx�


��� "

p̃j(x) =
1

γ̃j
πj(x).

& ����� n �� ���
�� dμn� � 	
�� ���� ��� �
��� ���� 
�� ����������� Q(x) = V (x) �→
nV (x)� " ��
�� �� ���� � ���'��� �� �
��������� �
�� ���
�� �������� �� ������ ���

�������� �� ���� ��
��
��� V (x) = ax2� � ��
�� �
������� ��� �(�
��� �� 
�� ����
�

�)�
�� M " �� ����� ��
√
n *+,� ����� -�,.� /�� � ����������� x �→ xn

1
2 ��	

������� �

V (x) �→ nV (x)�� � ��
�� �
������� �� �������� ����� �
���������� '�� ���'���� �� 
��

���
�� �������� 
����������� �� n�

�������

����� ����� ��� �� �0��
��� 	
� ��� ������� ��� ���
������ �� 
�
������
�����

1� ���� � ����
��� � �#���� K ����������� ��'��

Dx,n(ξ, η) =
1

Kn(x, x)
Kn

(
ξ

Kn(x, x)
+ x,

η

Kn(x, x)
+ x

)
, −θ ≤ ξ, η ≤ θ, ���-�

���� x ∈ (−α, α) = �
�� dμV � θ �
'�
��������� ��	
���� �� ���� � ��� ��������� ��



� �������	
��	�� ���

(−α, α)�

� ������� �	 
���

	�� Kn(x, x) �→ Dx,n(ξ, η) �	� ���� ���	��
� ���	����� ��	 �

���	�� 	��	���� �	 ����
����	� ��� ���	�
��� ����
��� �	��� ������������	��	� ����� � 1�

���� 
	�	��� ����	�����	��	�

���� �� ���������� p̃j�� ��� ����������� ��� �	����� � e−nV (x)dx� 	���� ������� 	�

� �!����� �	 �"�����#	�$%�����& '()� �	��� *�)�)� ��� +*,�

n−1∑
j=0

p̃j(x)p̃j(y) = b̃n−1
p̃n(x)p̃n−1(y)− p̃n(y)p̃n−1(x)

x− y
, x �= y,

n−1∑
j=0

(p̃j(x))
2 = b̃n−1

(
q′n(x)qn−1(x)− qn(x)q

′
n−1(x)

)
, -.�*/

���	

b̃j =
γ̃j+1

γ̃j
. -.�+/

0����

Kn(x, y) = e−
n
2
(V (x)+V (y)) b̃n−1

γ̃nγ̃n−1

π̃n(x)π̃n−1(y)− π̃n(y)π̃n−1(x)

x− y
.

1������� �� �	2����� �	 Dx,n -.�)/� ���	���

Dx,n(ξ, η) =
1

ξ − η

b̃n−1

γ̃nγ̃n−1

e−
n
2 (V (

ξ
Kn(x,x)

+x)+V ( η
Kn(x,x)

+x))

×
[
π̃n

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
π̃n−1

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
−π̃n

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
π̃n−1

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)]
. -.�./

3	�� Y = Y (n) ������� �� 456 	� -)�7./ ���� � �	���� 
������	 dμn(x) = e−nV (x)dx�

4	����	 ��	 � ����	��� ������ �	 Y 8 ���� ���

Y11(z) = π̃n(z), Y21(z) = − 2πi

γ̃2n−1

π̃n−1(z).

������ �
������ ���	��� ��� ������� ��	

b̃n−1

γ̃nγ̃n−1

=
1

γ̃2n−1

,



� �������	
��	�� ���

� ������ ��	
���� �� 
�����

Dx,n(ξ, η) =
e−

n
2 (V (

ξ
Kn(x,x)

+x)+V ( η
Kn(x,x)

+x))

2πi(ξ − η)

×
[
Y11

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
Y21

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
− Y11

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
Y21

(
η

Kn(x, x)
+ x

)]
. 
����

� �����	� 
���� � � ���
� ����� �� ��	���� ��
�� ��	������� ��
������� � ��
�����

�	��
������  ����
� �� 
����� �� ��	���� Y �� ���!	��� ������	��� ���� � ������ e−nV (x)

� �� �"�	�� Kn� �	� �� ������ �

Kn(x, y) =
1

2πi(x− y)

(
0 e−nV (y)

)
Y −1
+ (y)Y+(x)

(
1

0

)
, 
��#�

� $�� 
���� ����� ���� �	��� � ��	���� ��
�� ���!	���� �� %������&'�	!��
 � ��
�����

�	��
������

(�	� ��)����� �� T �� 
*�**��

(T11)+(z) = Y11(z)e
−ng+(z), (T21)+(z) = Y21(z)e

−ng+(z)e−nl,

� )����� ���

Dx,n(ξ, η) =
e−

n
2 (V (

ξ
Kn(x,x)

+x)+V ( η
Kn(x,x)

+x))

2πi(ξ − η)
en(g+(

ξ
Kn(x,x)

+x)+g+( η
Kn(x,x)

+x))enl

×
[
(T11)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
(T21)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
− (T11)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
(T21)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)]
. 
��+�

(�	�� �$���,�� 
*�*#� � 
*�*+��

2g+(z)− V (z) + l = g+(z)− g−(z) = 2φ+(z).



� �������	
��	�� ���

������ ����� �	
��
� �	
��
� ����������

Dx,n(ξ, η) =
1

2πi(ξ − η)
e−n(φ+( ξ

Kn(x,x)
+x)+φ+( η

Kn(x,x)
+x))×{[

(R11)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
+ (R12)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
e2nφ+( η

Kn(x,x)
+x)
]

×
[
(R21)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+ (R22)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
e2nφ+( ξ

Kn(x,x)
+x)
]
−[

(R11)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+ (R12)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
e2nφ+( ξ

Kn(x,x)
+x)
]

×
[
(R21)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
+ (R22)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
e2nφ+( η

Kn(x,x)
+x)
]}
��
�


��������� ��� ���

���� ����

�� R� dR
dz

��� ����	
�
� �
�
 ������
��
 �� x� �

��� n→ ∞�

��� Kn(x, x) = nψ(x) +O(1)� n→ ∞� ψ(x) = m
πi

√
x2 − a2h1(x)�

����� ����� �������� � ������ �� Dx,n(ξ, η)� ������ n→ ∞


������ � ���� �� φ+ ��� �����
 ��������� �� ��� �� ��!��"� �� x� � ��� φ′
+ = iπψ�

��������� #�$��� �� �	
%�
� �&�����

nφ+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
= nφ+(x) + niπψ(x)

ξ

Kn(x, x)
+O

(
1

n

)
= nφ+(x) +

iπξ

1 +O
(

1
nψ(x)

) +O
(
1

n

)

= nφ+(x) + iπξ +O
(
1

n

)
, ��
'(


��� � ����� O(n−1) ������� ��� ������ �������� ���� |ξ| ≤ θ


)��������� �� ���� ��*��+�� ������ � ���� �� ��� dR
dz

, �������� ���� �� ��!��"�

�� x� ������ n→ ∞� � ������� θ ��-����������� ��������

R

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
= R(x) +O

(
1

n

)
, |ξ| < θ,

���� ��������� � ����� O(n−1) ����� ������ �������� ���� |ξ| ≤ θ


.��&����� ����� ��� |e2nφ+(x)| = 1 �� x ∈ (−α, α) �	
��
� ����� ��
�
 �� �����������



� �������	
��	�� ���

���� ������	� 
��
�	�� 
�

Dx,n(ξ, η) =
1

2π(ξ − η)

[
(R12)+(x)(R21)+(x)

(
eπi(η−ξ) − eπi(ξ−η)

)−
(R11)+(x)(R22)+(x)

(
eπi(η−ξ) − eπi(ξ−η)

)
+O

(
1

n

)]
=

1

2πi(ξ − η)

[
detR+(x)

(
eπi(ξ−η) − eπi(ξ−η)

)]
=

sin π(ξ − η)

π(ξ − η)
detR+(x) +O

(
1

n

)
. ������

�	�	 detR+(x) = 1� 
���	 �	
� � ���	�����	 �	� �
��
��	 � V � ��
 
��� �	���
�

�	�
��
 
� detR+� 

�����
�
� 
 ��	���	� 	 �
�����
	 ����
����

������� ��	 �����
�����
�

 ���� Kn(x, x)�� ���� x ∈ (−α, α)� ������	 
���� θ =

θ(x) 	�
����
����
� ������� �� ���� ���� ���� ξ, η ∈ (−θ, θ)� ξ �= η�

lim
n→∞

1

Kn(x, x)
Kn

(
ξ

Kn(x, x)
+ x,

η

Kn(x, x)
+ x

)
= S(ξ − η),

����

S(t) = sin(πt)

πt
,

��� � ����
� ����� 	���� �������� �� ������
�	 �� {ξ �= η, |ξ|, |η| < θ}�

�
�
� ���
	 �!�""��

Rm(x1, . . . , xm) = det (Kn(xj, xk))1≤j,k≤m

	 �
	�
�� ��� ������� 
��
���
��


������� ��
 �����
�����
�

 ���� Rm�� ���� m� ���� x ∈ (−θ, θ)� ξ1, . . . , ξm ��	
��
�	�

|ξj| < θ� ����

lim
n→∞

1

(Kn(x, x))m
Rm

(
ξ1

Km(x, x)
+ x, . . . ,

ξm
Km(x, x)

+ x

)
= det (S(ξj − ξk))1≤j,k≤m .

����"�

#	

�	� �$	�� %����&��� � �

�����$
� Kn(x, x) �→ Dx,n(ξ, η)� �	�	 
���
�	� ���
'

��	��
��
� 
��� ��
���� 

 ������
�� �
� �	� 	 %
���	 ��(
� �	� ��
 	 ���	� 
��
��
	 



���	���	�
� ��� ���
����	 �������	 �
%�� ������	�����
��
� �$��� � 1�

#
��� 
����)
� �!���� 
 �!�""�� Kn(t, t) = R1(x) * � 

���
�

 
	 �+�
�	 
��
��
	 





� �������	
��	�� ���

����������	
 �	�� �
 	� Ω ⊂ R


E(# ����������	 �
 Ω) =

∫
Ω

Kn(t, t)dt =

∫
Ω

R1(t)dt.

�
 ����������
 	�

Ω =

[
x− ε

Kn(x, x)
, x+

ε

Kn(x, x)

]
,

������� � 
������ �� ��������	 t = x+ ξ
Kn(x,x)

� �	���� ��� �� ��
� ���


E

(
# ����������	 �


[
x− ε

Kn(x, x)
, x+

ε

Kn(x, x)

])
=

∫ x− ε
Kn(x,x)

x− ε
Kn(x,x)

Kn(t, t)dt

=
1

Kn(x, x)

∫ ε

−ε

Kn

(
x+

ξ

Kn(x, x)
, x+

ξ

Kn(x, x)

)
dξ

=
n

Kn(x, x)

∫ ε

−ε

ψ

(
x+

ξ

Kn(x, x)

)
dξ +O

(
1

Kn(x, x)

)

������ x
 �	���� � ���
��� �� ������ � � ���� �� ��� ψ′ � ��
����� ��
� ����� ����

�� x


E

(
# ����������	 �


[
x− ε

Kn(x, x)
, x+

ε

Kn(x, x)

])
=

n

Kn(x, x)

∫ ε

−ε

(
ψ(x) +O

(
ξ

Kn(x, x)

))
dξ

= 2ε
n

Kn(x, x)
ψ(x) +O

(
1

Kn(x, x)

)
.

!�	
 ����
���� ��� ���


nψ(x)

Kn(x, x)
= 1 +O

(
1

Kn(x, x)

)

� ��
"�


O
(

1

Kn(x, x)

)
= O

(
1

n

)
,

����������

E

(
# ����������	 �


[
x− ε

Kn(x, x)
, x+

ε

Kn(x, x)

])
= 2ε

(
1 +O

(
1

n

))
,

�	�� �
 �		��������
���� � ����� �	������ �� ����������	 �
 �
 ��������� � �#��� ��

��
���
���� �� ���������� �	�� ���	����#�
 � ����$� �� 	� �	����� ������	������� ��



� �������	
��	�� ���

������������ �	���� 
� ���	���	
���

��
� � �
	�� 
	� ��	
���� ����
�	
�� ����
�� �	�������� 
���� 
��	���
�
 	 ���� ����

�
	���	� �
����
������ ���� �������
	 ��

�� �
��
�� 
������	 
� Dx,n �� ������ � 
� �	������
�
� 
� Kn�

lim
ξ→0

Dξ,0 =
1

Kn(x, x)
Kn(x, x) = 1.

����
	 ����	 ������

Kn(x, x) = lim
ξ→0

Kn(x, x)Dx,n(ξ, 0)

=
e−2nφ+(x)

2πi
lim
ξ→0

1
ξ

Kn(x,x)

{[
(R11)+(x) + (R11)+(x)e

2nφ+(x)

]
×
[
(R21)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+ (R22)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
e2nφ+( ξ

Kn(x,x)
+x)
]

−
[
(R11)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+ (R11)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
e2nφ+( ξ

Kn(x,x)
+x)
]

×
[
(R21)+(x) + (R22)+(x)e

2nφ+(x)

]}

=
e−2nφ+(x)

2πi

{[
(R11)+(x) + (R12)+(x)e

2nφ+(x)

]
×
[
(R′

21)+(x) + (R′
22)+(x)e

2nφ+(x) + 2nφ′
+(x)(R22)+(x)e

2nφ+(x)

]
−
[
(R21)+(x) + (R22)+(x)e

2nφ+(x)

][
(R′

11)+(x) + (R′
12)+(x)e

2nφ+(x)

+2nφ′
+(x)(R12)+(x)e

2nφ+(x)

]}
.

����
	 ���  �� φ′(x) = ψ(x) �  �� |eφ+(x)| = 1� ��
� x ∈ (−α, α)� ����	 � � ����	

����
�	
 �	
� ��
 
�
�!�
� �

Kn(x, x)

n
=

(
(R11)+(x) + (R12)+(x)e

2nφ+(x)

)
(R22)+(x)ψ(x)

−
(
(R21)+(x) + (R22)+e

2nφ+(x)

)
(R12)+(x)ψ(x) +O

(
1

n

)
= detR+(x)ψ(x) +O

(
1

n

)
= ψ(x) +O

(
1

n

)
, ����"�



� �������	
��	�� ���

� ��� ������� 	 
�����
�	��� 
� �� ���� Kn(x, x) = R1(x)� ����	��� 
	����

������� ��	�

R1(x)

n
→ ψ(x),

��� � ������ ����� ��	
������� 
�	������	�� �� (−α, α)�

������� ��� � ����
� 
� 
�����	 	���	 ��� � �������	�� ���� 
����
� 
� ψ� � ���
	�
�


	 ��
�
	 
� ���������� 
� V �

�	��� 	���	 ����	� ���

�����
� ��� 	 ������ L� ������� 
� 
�� 
� ��
� ��� �����
	 ���� ��� 	 �!�"#$ �

����%���	$

L(z) = I +
1

2πi

∫
Σ̂L

μL(s)(vL(s)− I)

s− z
ds, z ∈ C\Σ̂L.

&��	�
� 	� ��'��(	��	� Uα, U−α ��)����
����
� ������	�� 
� ��
� ��� x �= Uα ∪
U−α� ���	 �*����	 
� �	��(+ ����������

L′(z) =
1

2πi

∫
Σ̂L

μL(s)(vL(s)− I)

(s− z)2
, |z − x| < ε,

�	�	 ε ��)����
����
� �������� ,����
��
� ���� �� �!�#�$� ���������� ��� L(z)� L′(z)

��� ����
	
	� �� ��	 ��'��(	��	 
� x� ��	�
� n→ ∞�

-	�� �	�	 z ��)����
����
� ��*.��� 
� x�

R+(z) = L(z)N+(z).

/	 ����	 �.�����
	 
� N(z) �� �!�0"$� ����� ��� N+(z)� N
′
+(z) ��� ����
	
	� ���	

��'��(	��	 
� x� � ���
	�
� R+� R′
+ 
	���� ��� ����
	
	�� � ��� ������� ��� � � ���	 0�1

��
2 ����	
��

,	�	 x = 0� �	�� 
	���� ��	 �*����	 �����	� 	 �0�1�$ �	�	 	 ������ 
� ������	���

��� �����	�	
	 Rm�

/	
	 ��	 ����%���	 (xn) 
� ���
�� ��)����
����
� ��*.���� 
� x� ��� xn → x�

��
�� ψ(xn) = ψ(x) + o(1)� � |ψ′(xn)| ≤ c� �	�	 	����	 ����
	�
� c�



� �������	
��	�� ���

������ ���	
� �� 
����
��� ����

nφ+

(
ξ

Kn(x, x)
+ xn

)
= nφ+(xn) + niπ(ψ(x) + o(1))

ξ

Kn(x, x)
+O

(
1

n

)
= nφ+(xn) + niπξ

ψ(x) + o(1)

nψ(x) +O(1)
+O

(
1

n

)
= nφ+(xn) + iπξ

ψ(x)

ψ(x) +O ( 1
n

) + o(1)

= nφ+(xn) + iπξ + o(1).

�������� ����������� ��� ������ ��
� ����
 ���		� ��� ����� �

1

Kn(x, x)
Kn

(
ξ

Kn(x, x)
+ xn,

η

Kn(x, x)
+ xn

)
=
e−2nφ+(xn)−πi(ξ+η)

2πi(ξ − η)

×
{[

(R11)+(xn) + (R12)+(xn)e
2nφ+(x)+2πiη

][
(R21)+(xn) + (R22)+(xn)e

2nφ+(xn)+2πiξ

]
−
[
(R11)+(xn) + (R12)+(xn)e

2nφ+(xn)+2πiξ

][
(R21)+(xn) + (R22)+(xn)e

2nφ+(xn)+2πiη

]
+o(1)

}
,

� ���� ���� ������� ��������� !��� " 
�#�$�#� �

1

Kn(x, x)
Kn

(
ξ

Kn(x, x)
+ xn,

η

Kn(x, x)
+ xn

)
= S(ξ − η) detR+(xn) + o(1)

= S(ξ − η) + o(1).

������ ���������� ���� �� xn → x� ���%� ����"� ����

lim
n→∞

1

Kn(x, x)
Kn

(
ξ

Kn(x, x)
+ xn,

η

Kn(x, x)
+ xn

)
= S(ξ − η).

&� ��
������
� �� x = 0� xn = rn

n
1

2m
� (rn) ����'���� ������#�� �������

lim
n→∞

1

Kn(0, 0)
Kn

(
ξ

Kn(0, 0)
+

rn

n
1

2m

,
η

Kn(0, 0)
+

rn

n
1

2m

)
= S(ξ − η).



� �������	
��	�� ���

���

Kn(x, y) =
n−1∑
j=0

1

γ̃2j
e−

n
2
(V (x)+V (y))π̃j(x)π̃j(y)

=
n−1∑
j=0

n
1
m(j+

1
2)

γ2j
e−

n
2 (ax2m+ay2m) 1

n
j
m

πj

(
xn

1
2m

)
πj

(
yn

1
2m

)
= n

1
2m

n−1∑
j=0

1

γ2j
e
− 1

2

(
a
(
n

1
2m x

)2m
+a

(
n

1
2m y

)2m
)
πj

(
xn

1
2m

)
πj

(
yn

1
2m

)
= n

1
2mKn

(
xn

1
2m , yn

1
2m

)
.

� �����

1

Kn(0, 0)
Kn

(
ξ

Kn(0, 0)
+

rn

n
1

2m

,
η

Kn(0, 0)
+

rn

n
1

2m

)
=

=
1

n
1

2mKn(0, 0
Kn

(
1

n
1

2m

(
ξ

Kn(0, 0)
+ rn

)
,

1

n
1

2m

(
η

Kn(0, 0)
+ rn

))
=

1

Kn(0, 0)
Kn

(
ξ

Kn(0, 0)
+ rn,

η

Kn(0, 0)
+ rn

)
.

��	
��	�

������� ��	 ��
�
���������� ���� Rm�� ����� x1, . . . , xm ���	�
	�� � (rn) ��� ��
��
���

����	���� �
	��

lim
n→∞

1

(Kn(0, 0))
mRn

(
ξ1

Kn(0, 0)
+ rn, . . . ,

ξm
Kn(0, 0)

+ rn

)
= det (S(ξj − ξk))1≤j,k≤m .

�	� ���	 	 ��� ����	� ��� ��	��� �	���	� ��	
�� ��� Dx,n(ξ, η) ������ � ���������

���
�	 n → ∞� �����
� ��� 	 ������ 
	 ��	���� ��� 
��� ����
�� �	��� � ������ !	 ��

Dx,n� �	�� 	 ������ ������ � "	
�������	 ���� ξ �= η�

�����
� ��� �� ���#��

Dx,n =
enl

2πi(ξ − η)
e−

n
2 (V (

ξ
Kn(x,x)

+x)+V ( η
Kn(x,x)

+x))en(g+(
ξ

Kn(x,x)
+x)+g+( η

Kn(x,x)
+x))

×
{[

(T11)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
− (T11)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)]
(T21)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
−
[
(T21)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
− (T21)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)]
(T11)+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)}
.

����$�



� �������	
��	�� ���

� �� ������� �	�
����
 �� ������� ���� �� f � ����
�������� �� x� ����


f ′(x+ β) = lim
δ→β

f(x+ δ)− f(x+ β)

δ − β
.

�����
 ���
 �� ������� 
 ���
�

lim
ξ→η

Dx,n(ξ, η)Kn(x, x) =
enl

2πi
e−nV ( η

Kn(x,x)
+x)+2ng+( η

Kn(x,x)
+x)

×
(
(T11)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

)
(T21)+

(
η

Kn(x, x)
+ x

))′

������

!� ��

�
 �
� 
 ���� ���� R� R′ ��
 ��������� �� ��� ��"��#��$� �� x� %��� 
���$�


�	������� ���
� R � T �� �&�'(�� �
������
� ��� T � T ′ ��� �� ��
 ��������� �� ���

��"��#��$� �� x�

!� ������ ��)�� ����
 ���

sup
−θ≤η≤θ

(
lim
ξ→η

|Dx,n(ξ, η)|
)

≤ c <∞. ����(�


��� c = c(x) ��������� �� n�

*����� ��
� ���� η� Dx,n(ξ, η) � �������� ���� ��"��#��$� �� (η, η)� 
� ��+�� ��
�

���� η� �	���� εη > 0 ��� ��� Dx,n(ξ, η) � �������� �� B((η, η), εη)�

,
�
 � ���)
��� Δ = {(η, η) ∈ R2; −θ ≤ η ≤ θ} � �� �
�+���
 �
�����
� �
���
�

�
��
 ε ������������ �� η� �� �
�
 ��� Dx,n(ξ, η) ��+� �������
 �����

������� ��

n� �� B((η, η), ε)� *����� Dx,n(ξ, η) � ����

������� �������� �� ���	� Δε = {(ξ, η) ∈
R2; d((ξ, η),Δ) < ε}�

-��� �� �	�
����
 �� Dx,n �� ������� ���
� ��� Dx,n � ����

������� �������� ��

[−θ, θ]2\Δε� � �

����
 �
������
�

sup
−θ≤ξ,η≤θ

ξ �=η

|Dx,n(ξ, η)| ≤ c <∞, ����.�

c = c(x) ������������ �� n�

* ������$�
 �� Dx,n �� ����.� �
� ��
���� 
 ��
 �����
�������� ��
� � �����������

Ax,n(θ) = P

(
���#�� ���
���

 ��

(
x− θ

Kn(x, x)
, x+

θ

Kn(x, x)

))
, x ∈ (−α, α),



� �������	
��	�� ���

���� � �����	
� ���
���� e−nTrV (M)dM �

������� ��� ���������
����� ���� Ax,n(θ)��

lim
n→∞

Ax,n(θ) = det (I − S) ,

���� S : L2((−θ, θ), dθ) → L2((−θ, θ), dθ) � � �������� 	�
����� 
�� ��
��� S�

S(t, s) = sin π(t− s)

π(t− s)
.

	���
����
��� ��
� 
������ ��� � � ���������� ��� � ������ ����� ���

Ax,n(θ) = det

(
I −Kn

∣∣
L2(x− θ

Kn(x,x)
,x+ θ

Kn(x,x))

)
,

���� Kn

∣∣
L2(x− θ

Kn(x,x)
,x+ θ

Kn(x,x))
� � �������� ��
����
 �� L2

(
x− θ

Kn(x,x)
, x+ θ

Kn(x,x)

)
� ���

���
�� Kn(t, s)�

������� ��������� �� L2
(
x− θ

Kn(x,x)
, x+ θ

Kn(x,x)

)
� t �→ Kn(x, x)(t−x) �� ���� ���

��� ��
������ ��  !���
� �� "���#�
� ���$%�� ����&���� �

Ax,n(θ) = det (I − Dn) ,

���� � �������� Dn ��� ��	�� L2 (−θ, θ)� ��� ���
�� Dx,n(t, s) ��'���� �� �(�)��

*����� � 
������ �'��� ���

det
(
I − Dn

∣∣
L2(−θ,θ)

)
→ det(I − S).

+	����� ���� �� ��
�� 
��#���� ���������� Kn� ��,�� �������� �������� ��� n� �����

������� 
��	�
#�� ��� �� ���������� Dn� 
���� ��'����� ��	 � ����� ����-� L2(−θ, θ)�

.��� �� ���
��� Dn,S �/� ������� ��
/� �� ���������� Dn, S �/� ���������� 
����

�
���� � �� ��
�������
�� ����� ��
/� 	�� ��'����� 0(�� 
���� $����� ��(1�

����������� ����� ��� � ����� �� �������2����� * ��
���-/� det � ���  ��-/�

���
���� �� I1 ���� ���� 	� 
��
�
�� ������ 
��������� �
���� 
����� ��� Dn → S

�� I1� ���� ����� � ��������� 
�������� ��� Dn → S ���������� � ��� TrDn → Tr S ����

����� ��� � 
�� ��� ����� ���� 
��  
���



� �������	
��	�� ���

� �������	��
� ����� 
 ���
������� � ������ ���� ����� f, g ∈ L2(−θ, θ)�∫ θ

−θ

∫ θ

−θ

Dx,n(t, s)f(t)g(s)dtds→
∫ θ

−θ

∫ θ

−θ

S(t, s)f(t)g(s)dtds.

���� ���� ������� ����

Dx,n(t, s) → S(t, s),

� Dx,n 
 ��
���������� �
�
���� �� n� �� ������ ��� ������� ���
�� ��� �������	��
�

���
����� ����� � �������	��
� ������

���� � �������	��
� �� ������ �������� � � �����

TrA =

∫
K(x, x)dμ(x), ����!�

�"�
�� ���� ���� �������� 
������� ����� ����� A ��� �#���� 
������� K(x, y) $%%� &���

��� %�'�

���� ����
��
���� �� Dx,n� �� �"������ ���� �(��� ����)� ������� ���(
� ���

Dx,n(ξ, ξ)
Kn(x, x)

n
= lim

ξ→η

Kn(x, x)

n
Dx,n(ξ, η)

= detR+

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
ψ

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+O

(
1

n

)
= ψ

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+O

(
1

n

)
.

&����

Dx,n(t, t) =
n

Kn(x, x)

(
ψ

(
ξ

Kn(x, x)
+ x

)
+O

(
1

n

))
.

*�+���� n → ∞ � ������ ��� ψ 
 ����,���� Kn(x, x) → ∞ � Kn(x,x)
n

→ ψ(x)�

������
���

lim
n→∞

Dx,n(t, t) = 1.

-��� �
��� Dx,n 
 ��
���������� �
�
���� �� n� ������ �������	��
� ���
���� ��

����!�� ������
���

lim
n→∞

TrDn = lim
n→∞

∫
−θ,θ

Dx,n(t, t)dt = 2θ.

��� ����� ����� ���
����� ����!� �
����������

Tr S =

∫ θ

−θ

S(t, t)dt =
∫ θ

−θ

dθ = 2θ,
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 ��� �
� ������
����
 �� ������ ����!����	���� �� �
�	�����
 �� �
����	�
�


��
�
���� ��� ��
���	�� �� #��	����$������ ����������� �	 %�&� '��� �
�	�����
 �
�

���	����	���� 
����� �
� (
)�� *�� � +����� ,-& --. �
 !
�����
 �� �������� �� /������0�

/
�����
�	���� 1���� � 2

� ������
�����	 
 	0�
�
 3������� 1��!��� ���� ��
���	�� ��

#��	����$������ �	 ��	����
 �
�� ����!���
�
 ��� �������� +�4 ,&& &-. � ��� ��������

�� /������0 ,&5.� 3
	���� ������ ��
� ���
�� 
 	0�
�
 3������� 1��!��� �
� ����!��
 ��

��
��� �� �
����	�
� 
��
�
���� ��	�0	 �
� 1���� � 2

� �	 �	� �0��� �� �����
�

,%6 &7 &%.�

'��� ����������
 �� ����
� ����!����	���� �	 ,%6. �����
 �
 ���� !
��
�	� 8� !
	���

���
 �
 ��!
���� �
 ����
 ����
� ��������
� ��� �
��	 ���� ����������
� ��
 ��
���
�

�
� 
�������� 	��� ������� 9���� �����
 ��
 �������
� !
	
 ���� 	������ ��������� ��

�
�	�

e−nV (x),

	�� ����	���
 ��� V 0 ���� ����:��!� �

lim
x→±∞

V (x)

log(x2 + 1)
= ∞.

'��� 0 
 !��
 �
� ���	��
 �����
 V (x) = ax2m 0 �	 �
����	�
 ��� !��
 
 ����



� �������	
���� 
��
�� ���

��������� �� 	
����� �����
��� � ���� 	�
�� �� V ��������� � �
����� ��� �� ������

������ �� ���� V ������� ��
� ��
��� ����������� �������� � ��
��� ���� ���	� �

��������� �� ��
 ���������� �� �������� �� ���� ���������

� �
����
� ����� ��� 
������� � �
����
� ����
������ �  ��� ������� � �!������ ��

������ �� � ����!
�� dμV � " ����
����� � ����� �� ����� ����� ���� ������ ��

� ����!
�� ��� ���� ��
 �!���� �������������� ���� �� ���
��� #�$� %�� �������� ����������

����� �!����������� ��������� ����� ����
�� �������� � ����� ���� ��


ψV (x) =
√
R(x)h1(x),

����� �� ���� ��
������
  �� ���������� R(x) = (x−α)(x+α)� � h1 � �� ���������� &��

�� ���� 	�
��� � ����
�� �������� �� �� �'��
� ����� �� ����
������ ��	���� (aj, bj)(�� ���

�������
������� �� '���� ����
����� h1 ��� � ���� �������
������� �� ���������� ���

��� 
��� ���������� �

R(z) =
∏
j

(z − bj)(z − aj).

"� � ���)�� *#�+,�*#�-., �	�
� ����� ��� ������� �� �� �'��
� ����� �� ������ ��

����
��
 �� ����
��� ���  ���� ψV �� ������ /���� ����� � ������ g ���� �� �����
 ��

������  �� ��� �� ���
���� ��� ����
����� �� ����
�� �� ������ �� � ����!
��� %����

����
����� ���!�� 	�
���� ����������� ��� ��0����� 	��!�� � ����� �� 
���
��� 12�� %���

��0���� �� ������ �� � ����!
�� � ����� !������ �� 3#45�

� ��	���� ������� �� 
���
� �� ��0����� ����� � 	��!��� �� ��
���� ��� ��
����
�������

����
����� �� ������ �� � ����!
��� 6� ������� �� ����� �
�!���� �� 1������72��!�
�

������ �� ��0���� 	��!��� � 12� �
�	���� � �
�����
��� ��
� �� �
�!���� ������ ��

����
����� �� 1������ �� ���� ���
�� ��������� �
√
R(z)� � � ������� ����� ���� ������

� �����
���� � ��
��
 �� ����)�� θ �� ����
������ " ��0���� ����� � �������� �� �0
��� �����

*
�	���
�  ����� � ������ �� � ����!
�� ��� �� ����� �� ����
��
 �� ����
�� � �� �����

��� �
��� �� 
���  ���
��� ��� ���
���� ��� ����
����� �� ����
��� � ���� ��� 
�	���
�

���� ���

� � ����
0
��,� 6� ���� 
�	���
� ��� �����
����� ��
����
���� �� ���� ������


��  �� ������ � ��� ��
���� �� ����)�� �� "�
8� ��� � '���� ����
����  �� ����� ��


�����
����� ��
����
���� ��� ������ �� ���� ������� ��� �� ����� �� ������ ���
����

��� ����
����� �� ����
��� � ���� ��� 
�	���
 � ���� ��������� � �� ��
����
���� ���

�����
����� ��
���� �� ����)�� ���������  �� ��� �� ����)�� �� "�
8�

9��� � ���
�� !0���� ������������ �� �������� $ ���� ��
 
������� ��
� �� �����!���

�
��	���� � ���������� 3.:5� %� ��
������
� ���
���� ������
�� �� $�. ����� ��
 �!������



� �������	
���� 
��
�� ���

������� � ��	�
��� 
��� � ��
����
� ��������� � ���� 
��� ������� ����

�� ���� ���������� � ��	
� 	������� U(n) �� ������� ��� � �	�����	��� 
��� ��	
�

��������� O(n)� ������� � ��
�������
�� �� ��
����
� �� ��� �	�����	���� � ������������

�� ���� ��� 
��� ���! �	������ �� 	� ������������ ���	����!��� ����� L2 × L2 "�#�


��� $�%� � �� �
�������� Kn, χg �� �����&����� �� �
�������� ����� L2 × L2�

'� ���� ���
������� �� ������� ��� U(n) � �	�����	��� 
��� ��	
� 	�������(���
������

Sp(n)� ����������� ��� �����!�� ���
������� 	�������� �� ����� 2n×2n� � � ��	�
�� �������

� ���� 
��� ������� ��� � � ������ �	�����	���� � ������������ �� ���� ��� 
��� ���!

�	������ �� ������������ �� ���� ���� ��� �� �
�������� Kn, χg ������ �� L2 × L2�

)���� ���	������ 
��������� �	� �� ���	������ �� 	������������� �
���������� �����

��������
�� &����� ������� 
��� �� ��������� ���
������ � ��������� "�*%� 
��� 
���������

V ����� 
����+���� �� ���	 
�� � ����� �� ����� ���	 
�������� �� �� ���� ����������

��
���� ����� �	� � �������� ��� �����!�� n ��,� 
��� ����� ����� �� �	��� ��

S(x, y) = sin π(x− y)

π(x− y)

�
������ �����!�� 2 × 2 �� �������	�
�� ������� �	,�� �������� ��� ����� �� ������ ��

S "�#� 
��� -��% .������� �	� ��� ����� ��������� � ���
������� ������� ��� �
��������

����� L2 × L2/�

0������� �� �������� 	�������� ����� �� ���	������ �� 	������������� �
���������� ��

��
1�	�� 2 &���� 
������� 
������������ 
�� 3���	� � 4 � ������ "*�%� ��� �����
���

���� &����� �	� �������������� 	����� �	���� ������� �	� ��� �� �	� �
�����������

3�������������� 5��&�� 6���� ����	��� 7�8�	� ���� 0���9���� � : �	 "�;% 
������� ��

������ ���	������ 
��� V ����1����� ������� �� ������ ��	� �
����������

)� "�;%� &�� 
������ ������� 
��� 
������� ��!� 	������������� 
��� � �������	�
��

����� �� ��
�
������ ����� �� �	���������� 4�,� (tn) 	�� ���	<���� �� �=����� ����� ���

�	�

tn
n→∞−→ 0,

tn
n

n→∞−→ 0,

� ���� x0 �� dμV � �� ���� �	� ψV (x0) =
dμV

dx
(x0) > 0� 4����� ���� ���
��� λ1(M) ≤

. . . ≤ λn(M) �� �	��������� �� 	�� �����!  ��������� M � �������	��� �� ������ ���

e−TrV (M)dM � ��>��

S(s, tn, x0;M) =
#{1 ≤ j ≤ n− 1; λj+1(M)− λj(M) ≤ s

nψV (x0)
, |λj − x0| ≤ tn

nψV (x0)
}

2tn
.



� �������	
���� 
��
�� ���

2tn � ����������	�
����� � 
���� �������� �� ��
��� �� ����
������ �
 (x0− tn
nψV (x0

, x0+
tn

nψV (x0
)� �� 
��� ��� E(S(s, tn, x0; ·)) � � ��
��� �������� �� ����
������ 	����	���
��

�� M �� 
��������� (x0 − tn
nψV (x0

, x0 +
tn

nψV (x0
) �� x0� 	��� ������	�� ����� ���� � 
���� ��

����� � s
nψV (x0)

� ������ 
���

������� ��	�

lim
n→∞

E (S(s, tn, x0; ·)) =
∫ s

0

p(u)du, p(u) =
d2

du
det

(
I − S

∣∣
L2(0,s)

)
.

��  ��� �� ����� !�"� 	�
����
�� ���� ��

μn(x) =
1

n

n∑
j=1

δzj ,

���� z1, . . . , zn ��� �� ����� �� �����#
�� πn� ��������� 	�
 ������� $ e−nV (x)dx� �����

dμn(x)⇀ dμV .

%���
 λ1, . . . , λn �� ����
������ �� M � 
����� ���
������ ������&���� �� �	���� 	�


e−nTrV (M)dM � %��� λ∗n � ������&����� �
�'��	� ��� ����
�������

λ∗n =
1

n

n∑
j=1

δλj
.

����� ��
&�
 
���

dλ∗n ⇀ dμV , n→ ∞. �(�)�

�� 	��� �����	���� V (x) = x2� �&��
��

dλ∗n(x)⇀
1

π

√
2− x2χ[−√

2,
√
2](x)dx.

* ������&����� ��
��� �� ���� ������� � 	����	��� 	�
� ����������	
 ����
��
���� ��

�������

+&���
� ��� ����� � ������&����� ��
��� �� 
����� �
�'��	� �
 �(�)� ��� � ���
������

�� �������� �� 	���������
�� 
������� �� ,������ 
��� �
 ��������� ���
������

%��� M 
����� ���
������� 	���� �������� �� �������� � �� ������ ���� � �
����-���

��� �������� �� ����� ���������� �������� ��� 
���-
��� �����.���� �������������� � ����/
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���� ������&����� �� �	���� 	�
 �
� ������&�����  0� �� ��������� 0 � 
�����	�� 1�
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���� μn � ������ ���	
��� ��
 ��������
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�

μn =
1

n

n∑
j=1

δ λj√
n

.
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������������
 � ������������� ��
�
������
 ���� M = (Mij) ��� ���
�% ������&��

��� ���
���
 ������������
 � ������������� ��
�
������
 �� ���
�� ��� ��� ��
�
�������

'������&�( )&�� �� �
��
���� 0 � ��
�*���� 1� ��� ��������
�
 '������&�
( λ1, . . . , λn 

���� μn � ������ ���	
��� ��
 ��������
�
 ��
����%���


dμn =
1

n

n∑
j=1

δ λj√
n

.

����� dμn �����
��� �� �
����������� � �
��������� ��
� � ��
�
������� �����
�� ��

��
�� ����+
�� D = {|z| ≤ 1} �
�� ���
��� ��� �
����� �� �+
��
 �����
� ����� 
���

)����%��� ��
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�
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� ��
�����
 ����+
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������
 ����!� ����
���%��1�
 �� ������

e−nTrMdM � ��
 $���
 ������
 ����


• 0 ������ �� ���
 ���
�%�
 �55� �5� �6� �8� 6�� 69�� ���
�
����� �� ��
�
�����1�
 ��

��
��

e−nTr(V (M1)+Q(M2)−τM1M2)dM1dM2,

���� M1,M2 
�� ���
�%�
 "�
�������
� V,W ����1�
 ����	����
 � τ �= 0 ��� ���3


����� �� �����������:

• 0 ������ �� ���
�%�
 ��
���
 ����;��<�65�6=�� ���
�
����� �� ��
�
�����1�
 �� ��
��

e−nTrV (M)dM



� �������	
���� 
��
�� ���

����� �� ����	
�� �����	� M � ��
� V � ��� ������ ������	���

• � ��
��� 
�� ����	
�� ����	�	���� ��� ����� �������� ����	��	�
� 
�� 
	���	��	����


� �����

e−nTr(V (M)−AM)dM, �����

��
� M � ��� ����	
 ����	�	��� n × n� V � ��� ������ ���� ������	�� � A � ���

����	
 ����	�	��� n× n ���  � ����� ��������

!� ����� "���	����� 	�������� � � ��
��� ��� ����� �������� � ����	
���� �����


	��������� ��� ��� ���#� 	����
���� � ���� ��
����

� ��
��� 
�� ����	
�� ����	�	���� ��� ����� ������� � ��� $������	
���� �������


�� ��������� ��	�%�	��� & "��$���� ������� '�� ���$� � �� "��� ���� ��
��� ������ ���

#%�	
�� �������
�� 
� ��	#�����	
�
� ���� �� �"�������
�� �� ��"����� (�

)��� � ����	
 A � ���� � V � ��� ������ ������	��� � 
� �� ��"���� '��� "��� n

$���
�� � �����	����� 
� V ����� � ���"��������� 	�"���� "��� ����� �������� 	��� ��

��"������ '��

e−nTr(V (M)−AM) ∼ e−nTrV (M),

� ���	�� ��
�� �� �������
�� 
� ��	#�����	
�
� "��� �� ��������� ��	�%�	�� ����	����

#����
� "��� � ��
��� ��� ����� �������� *����� � ��%�	�� 
���� ��
��� � ��	�� ��	�

���"���� 
� '�� � ��%�	�� ��	�� "��� �� ��������� ��	�%�	���

+�	#�����	
�
� "��� � ��
��� ����� ��	 "��#�
�� "��� � ���� $����	��� V (x) = x2�

"�	��	������� "�� *����� ,��� �-. � /��
	� 0	1��	 ,2-324.� "���� ���� ����
�� ��"�� 

$�
�� ��� "�
�� ��� �����
	
�� "��� ����� ��	� $���	��

!	�$����	
��
� � ����	
 A � ����
� � 	�#��	5��	� "�� �������������� ��	�%�	�� 
�

"���� e−nTrV (M) �� ������ "�
���� ��"�� '�� A � ��� ����	
 
	�$����� ��� ����#������

a1, . . . , ap� 
� ���"���	#�� ����	"�	�	
�
�� n1, . . . , np� 
� ��
� '��
∑p

j=1 nj = n� *��� �

'�� ��$��� � 	�"������� ����������� ��� ��
�� ��� ����#������� &��	�� ��6�� α1, . . . , αn

��
�� �� ����#������ 
� A ���� ��
�� ���� � ki � �7���� 
� #�
�� '�� ai �"����� ��

��'�8��	� α1, . . . , αk�

*��� k = 1, . . . , n� ���
� Σk � ���6���� 
� �������

Σk = {xjeaix; i = 1, . . . , p, j = 0, . . . , ki − 1},



� �������	
���� 
��
�� ���

������ ��� 	
��� ��

�� Qk−1 �� spanΣk ��� ��������∫ ∞

−∞
xjQk−1(x)e

−V (x)dx = 0, j = 0, . . . , k − 2,

∫ ∞

−∞
xk−1Qk−1(x)e

−V (x)dx = 1.

������� ������ �� 	
��� ����
���� Pk−1 ��
��� ��� ��������∫ ∞

−∞
xjPk−1(x)e

−V (x)+aixdx = 0, i = 1, . . . , p, j = 0, . . . , ki − 1,

��� �������� ��
���� �
��� �� ��

��� ���
���� ����� � � ������ ��� ��
�� �����
�

� �������� ���� ����
�� �  !

Pk(z) = E(det(z −M)),

�
�� M � ��� ������ "�������
� k × k� ����������� �� ������ ��� #$%&'� �����"�
�� A

���� ��
�� ������ ���(�
�� ��� ����������� aj �� ����������� ��������������� kj%

)� ��

��� P *� � Q*� ������ �� ������� ������(�
��� 
� ��
���� �� ���∫ ∞

−∞
Pj(x)Qk(x)e

−V (x)dx = δij, i, j = 0, . . . , n− 1.

+�� ����� �
���������� � 
	����

Kn(x, y) = e
1
2
(V (x)+V (y))

n−1∑
k=0

Pk(x)Qk(y). #$%,'

)����� ��� ��

��� P *�� Q*� ����
����� �� ����� ��� ������������ Kn 
�� ����
��

����� �����%

Kn ���� �� #$%,' ��� �������
�� � ����� �� ����
���� 
	���� 
�� �
������� �
��-����%

+�� �� 
���
��� �
����������� ����

������� ��	 # �  !'� � ���������	
� ��
��
�� ��� ����������� �� ��� ������ �����������

�� ������ ��� #$%&'� � ����� Pn(λ1, . . . , λn)d
nλ� ���� ��� ������� ���� �� �������
�
���

Pn(λ1, . . . , λn)d
nλ =

1

n
det (Kn(λi, λj))1≤i,j≤n ,

��� Kn ���� ��� #$%,'� � ��
	
� �� �������	
� �� m ��
��� ������ � �����

Rm(λ1, . . . , λm) = det (Kn(λi, λj))1≤i,j≤m .
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�� ���

���� ������� 	 �
�������� � ������
������ ��� �������� ������ � ������ ���� � ����
�

��� ����� �
������

�� ���� �� ��� A ������ ���� ���� �
���� ��������� � ������� �������� ������� ���

��!� ���
����� � ������������� ��� ���� �
���� ���� n ������"  �� ��
��#���� ������$

���� � ���%
���� �� &������$'�
%���" ������
������ � �	���� ��� ������������ �����

������������

(����)� ����� ��� A ������ ���� ���� �
���� ���������" ������� a1 � a2 ��� ��
��$

�
�������� n1 � n2 �������� ������� *��� �����" ��!� α1, . . . , αn ��� ����� +
� ��%�� ��

���� �
����" ���� 	" A = diag(α1, . . . , αn)� ,�� ��� ���-����"  ���� ������� ���

αn−1 = a1, αn = a2, αn+1 = a1, αn+2 = a2.

.���� ���������� ����� �� �� �������� ���� �� ������� P /� � Q/��

(�!� Pk1,k2 � ��
��#��� �#���� �� ���� k1 + k2 ��� ��������∫ ∞

−∞
xjPk1,k2(x)e

−V (x)+aixdx = 0, i = 1, 2, j = 0, . . . , kj − 2.

0 ��
��#��� Pk1,k2 	 �)����� �� ��
��#��� ��
�� ��������
 �� ���� 11 ��� ��
����

��� ����� e−V (x)+a1x � e−V (x)+a2x 2�3" 456�

7�+�� ���%	�

Qk1,k2(x) = Ak1,k2(x)e
a1x + Bk1,k2(x)e

a2x,

���� Ak1,k2 " Bk1,k2 ��� ��
��#���� �� ����� k1 � k2" �������� ������" ������������ ���

∫ ∞

−∞
Qk1,k2(x)e

−V (x)dx =

{
0, j = 0, . . . , k1 + k2 − 2,

1, j = k1 + k2 − 1.

0� ��
��#���� A/� � B/� ��� �)������ �� ��
��#���� ��
�� ���������� �� ���� 1 ���

��
���� ��� ����� e−V (x)+a1x � e−V (x)+a2x 2�3" 456�

*�� ����� ��������" �� aj ������� kj  ���� �� α1, . . . , αk" �����

Pk = Pk1,k2 , Qk−1 = Qk1,k2 ,

���� Pk" Qk−1 ��� ���� ������

.�
� ��� �8���
� ��9
��� � �� *)�����:�
$7��%��
 �;�<�



� �������	
���� 
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�� ���

������� ��	 � ������

Kn(x, y) =
e−

1
2
(V (x)+V (y))

x− y

(
Pn1,n2(x)Qn1,n2(y)

− h
(1)
n1,n2

h
(1)
n1−1,n2

Pn1−1,n2(x)Qn1+1,n2(y)−
h
(2)
n1,n2

h
(2)
n1,n2−1

Pn1,n2−1(x)Qn1,n2+1(y)

)
,

���� Kn � ���� �� ����� �

h
(j)
k1,k2

=

∫ ∞

−∞
xkjPk1,k2(x)e

−V (x)+aj(x)dx, j = 1, 2.

	
�� 
������ ������� ��� 
� ����������� � ������ Kn �� �����
 �� 
������ �� ��

�������� ��  ������!"�������

#������ ��� ������ Y : C\R → C3×3 ��� 
���

���

�	 Y $ ����%���� �� C\R&

��	 #��� x ∈ R'

Y+(x) = Y−(x)

⎛⎜⎜⎝
1 w1(x) w2(x)

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ ,

����

wj(x) = e−V (x)+ajx;

���	 (����� z → ∞'

Y (z) =

(
I +O

(
1

x

))⎛⎜⎜⎝
zn 0 0

0 z−n1 0

0 0 z−n2

⎞⎟⎟⎠ .

) 
������ ��
�� �������� $ ���� ��� �*+�

Y =

⎛⎜⎜⎝
Pn1,n2 CR(Pn1,n1w1) CR(Pn1,n2w2)

c1Pn1−1,n2 c1C
R(Pn1−1,n2w1) c1C

R(Pn1−1,n2w2)

c2Pn1,n2−1 c2C
R(Pn1,n2−1w1) c2C

R(Pn1,n2−1w2),

⎞⎟⎟⎠ ,

���� CR $ � ����

������ �� ,���-. 
���� R �

c1 = − 2πi

h
(1)
n1−1,n2

, c2 = − 2πi

h
(2)
n1,n2−1

.
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� � ! ��
� �����
�� �
� r �����
�� �� 	����� �� �������
� �� ����
���������	 ��

	
�
��� (r + 1)× (r + 1) "#$%&

'	�
�
� �
 ����� � Y � ������� �������
� � �(���� Kn ���
 �)����
 "*+�$+%

Kn(x, y) =
1

2πi(x− y)

(
0 w1(y) w2(y)

)
Y −1
+ (y)Y+(x)

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠ , ,-&./

0�� 
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2������ n �
� � A = diag(a, . . . , a,−a, . . . ,−a)� a > 0� ��� a � −a 	���� ���	��
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�� n
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�� V (x) = 1
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x2& '���
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�� V (x) = V (−x)&
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�
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� A ��� �
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�����& =
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�& 4�
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� ��	
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